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Introduccion

Este trabajo de tesis doctoral se desarrolla, casi en su totalidad, dentro del marco
de la Teoria de los Continuos y de sus Hiperespacios. Un continuo es un espacio
métrico compacto, conexo y no vacio. Dado un continuo X, se denota por C(X)
al espacio {4 C X : A es cerrado en X, conexo y distinto del vacio} dotado con
la métrica de Hausdorff. A C(X) se le denomina el hiperespacio de subcontinuos
de X. Dentro de este marco, los principales objetos de estudio de este trabajo son
los niveles de Whitney positivos. Una funcién de Whitney para C(X) es cualquier
funcion continua que va de C'(X) a los ntimeros reales no negativos y que, ademas, es
estrictamente creciente (respecto de la relacion de contencion entre los elementos de
C(X) y del orden usual del conjunto de los ntimeros reales) y asigna a cada conjunto
unitario el valor 0. Es conocido que C(X) siempre admite funciones de Whitney,
para cualquier continuo X (véase |15, Theorem 13.4]). Un nivel de Whitney positivo
de X es cualquier subespacio de C'(X) de la forma p~!(¢), en donde p es una funciéon
de Whitney para C'(X) y t € (0, u(X)). Denotamos

WEL(X)={A: A es un nivel de Whitney positivo de X}.

En 2012, A. Illanes y R. Leonel [14], introdujeron la siguiente equivalencia entre
continuos: un continuo X es Whitney equivalente a un continuo Y si cada elemento
de WL(X) es homeomorfo a un elemento de WL(Y) y viceversa. En base a esta
equivalencia, estos autores también introdujeron el siguiente concepto. Un continuo
X esta determinado por sus niveles de Whitney si, para cada continuo Y que es
Whitney equivalente a X, se tiene que X y Y son homeomorfos.

Citando teoria conocida con anterioridad, A. Illanes y R. Leonel [14] mencionan
que cada uno de los siguientes continuos es determinado por sus niveles de Whitney:
el arco, la curva cerrada simple, el pseudoarco y cualquier pseudo solenoide. Asimis-
mo, estos autores demostraron que cada solenoide y cada grafica finita tienen esta
caracteristica, pero que las dendritas sin arcos libres no la poseen.

Ademas, A. Illanes y R. Leonel [14] hicieron la siguiente pregunta: si X es una
dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado, ;X estd determinada por sus
niveles de Whitney? En 2018, J. G. Ahuatzi-Reyes, D. Herrera-Carrasco y F. Macias-
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Romero [2] respondieron a esta pregunta afirmativamente. Mas atn, probaron la
caracterizacion siguiente:

Teorema (*). Sea X una dendrita. Entonces, X estd determinado por sus niveles
de Whitney si y solo st el conjunto de puntos extremos de X es cerrado.

El objetivo principal de este trabajo es exponer los resultados presentados por J.
G. Ahuatzi-Reyes, D. Herrera-Carrasco y F. Macias-Romero [2], asi como desarrollar
sus demostraciones, estableciendo al teorema (*) como resultado principal.

En el primer capitulo de este trabajo se abordan los conceptos y resultados bésicos
de la Teorfa de los Continuos y sus Hiperespacios que se utilizaran en los capitulos
posteriores, haciendo énfasis en las propiedades de las dendritas. El segundo capitulo
se centra en los conceptos de s-grafica libre y s-grafica fina, los cuales son ttiles
para aplicar ciertos resultados previos, establecidos para graficas finitas, pero en el
contexto de las dendritas. En el tercer capitulo se muestra que ciertos subespacios
de un nivel de Whitney dado de una dendrita son cubos de Hilbert y se caracterizan
a los llamados arcos libres maximales de cualquiera de estos niveles. Esto nos servira
para preparar los puntos de partida de las demostraciones de varios resultados. El
cuarto capitulo desarrolla cierta descomposicién en celdas de los niveles de Whitney
de dendritas con conjunto de puntos extremos cerrado. Los resultados obtenidos
acerca de dicha descomposicién nos permitira trasladar informacion entre un nivel
de Whitney positivo de un continuo y el continuo en si. Por dltimo, en el quinto
capitulo se establecen y demuestran los resultados principales de este trabajo, entre
ellos, el teorema (*). Por supuesto, en este ultimo capitulo se hace uso de gran parte
de los resultados y conceptos establecidos en los capitulos previos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se introducen los conceptos y resultados bésicos de la
teoria de los continuos y de sus hiperespacios que se utilizan a los largo de este
trabajo. Se asume que el lector tiene conocimiento de las nociones principales de
la topologfa de conjuntos, asi como de la teoria de los espacios métricos. Algunos
resultados en esta direccién serdn de mucha utilidad en varias demostraciones. Por
ejemplo, los tres resultados siguientes.

Teorema 1.1 (de pegado, [21, Theorem 18.3]). Sean X y Y espacios topoldgicos.
Sea f: X — Y una funcidn. Suponga que A y B son subconjuntos cerrados de X
tales que AUB = X. Si fla y flB son funciones continuas, entonces f es continua.

Teorema 1.2 (|21, Theorem 26.6]). Sean X y Y espacios topoldgicos. Si f : X —
Y es una biyeccion continua, X es compacto y Y es Hausdorff, entonces f es un
homeomorfismo.

Teorema 1.3 (|21, Theorem 25.3|). Un espacio topoldgico X es localmente conero
sty solo si, para cada subconjunto abierto U de X, cada componente de U es un
abierto de X.

La notacion més elemental que se utiliza en este texto es la siguiente. El conjunto
de los numeros naturales, es decir, el conjunto {1,2,3,...}, es denotado por N. Da-
dos un espacio topologico X y A C X, denotamos por intx(A), clx(A), y Frx(A4),
respectivamente, al interior, la cerradura y la frontera de A en X. Una vecindad
de un punto p € X es subconjunto U de X tal que p € intx(U). Si X es un espa-
cio métrico, entonces, salvo que se establezca de otra manera, d denota su métrica.
En este caso, el didmetro de un subconjunto A de X, se denota por didm(A). Sea
n € N. Una n-celda es cualquier espacio homeomorfo a la bola unitaria del espa-
cio eucliceano R™, es decir, al conjunto B™ = {z € R" : |[z|| < 1}. Una 0-celda es
cualquier espacio topologico que consta tnicamente de un punto. Sea m € NU {0}.
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Una m-esfera es cualquier espacio homoemorfo a la esfera unitaria de R™*1!, es de-
cir, al conjunto S™ = {x € R™*! : ||z| = 1}. Las 1-celdas y las l-esferas son méas
comunmente conocidas como arcos y curvas cerradas simples, respectivamente.
Un cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo a [0,1]“; es decir, al pro-
ducto topologico de una cantidad infinita numerable de copias del intervalo [0, 1].
La frontera como variedad de una n-celda M, denotada por OM, es el conjunto
imagen h(S"~!) bajo un homeomorfismo h : B® — M (se sabe que dicha imagen no
depende del homeomorfismo dado, véase [8, Corollary 3.2, p. 359|). En particular,
OB™ = S"! = Frgn B™.

En la siguiente seccién se mencionan algunos otros resultados basicos de topologia
que estdn mas relacionados con la teoria de continuos o que solo son utilizados
incidentalmente para probar un resultado de este tipo.

1.1. Resultados basicos de continuos e hiperespacios

Definicién 1.4. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio.
Si un continuo tiene mas de un punto, se dice que es no degenerado o que no es
degenerado.

Ejemplo 1.5. Los arcos y las curvas cerradas simples son, en muchos sentidos,
los continuos no degenerados més simples. De forma mas general, para cualquer
n € N, las n-celdas y las n-esferas son también continuos. Las 0-celdas son, por
supuesto, continuos. Sin embargo, las 0-esferas no son continuos debido a que constan
exactamente de dos puntos y, como consecuencia de esto, no son espacios conexos.

Definicion 1.6. Sean X un espacio topolégico y A C X. Sea  un nimero cardinal.
Decimos que A es de orden menor o igual que 8 y denotamos

ord(4,X) < g

si, para cada subconjunto abierto U de X tal que A C U, existe un subconjunto
abierto V de X tal que

ACV cU y |Frx(V)| <p.
Decimos que A es de orden § en X y denotamos
ord(A, X) =0

si ord(4, X) < 8y, para cualquier namero cardinal o < 3, se tiene ord(4, X) £ a.
Asimismo, para cualquier p € X, decimos que p es de orden orden S si ord({p}, X) =
B; en tal caso, denotamos ord(p, X) = 3.
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Definicion 1.7. Sean X un espacio topologico y p € X. Denotamos
E(X)={re X: ord(z,X) =1},
O(X)={zre X: ord(z,X) =2},
R(X) ={z € X: ord(z, X) > 3}.

Los elementos de F(X), O(X) y R(X) son llamados, respectivamente, puntos ex-
tremos, puntos ordinarios y puntos de ramificaciéon de X.

Lema 1.8 (caso particular de [23, Proposition 6.3]). Sean S y C' continuos tales que
CcSyS—-—C=AUB, endonde A y B son conjuntos mutuamente separados vy
distintos del vacio. Entonces, AUC y BUC son continuos.

Teorema 1.9 (caso particular de [23, Corollary 6.7]). Sean X un continuo con mds
de un punto, N = {p € X : X — {p} es conexo} y S C X conexo. Entonces, N ¢ S.

Lema 1.10 (|23, Exercise 6.27]). Sean X un continuo y F' un subconjunto de E(X).
Entonces, X — F' es conexo.

Definicién 1.11. Dado un espacio métrico X, consideramos los conjuntos siguientes:

2X — {A C X : A es compacto y distinto del vacio},
C(X)={A€2¥: Aesconexo} y
Fi(X)={A e C(X): A tiene un tnico punto}.

A 2% se le considera con la métrica de Hausdorff H;. Recuerde que Hy puede
ser expresada como sigue. Para cada A € 2X y cada r > 0, sea

Na(A,r) ={z € X : existe a € A tal que d(z,a) < r}. (1.1)
Dados cualesquicra A, B € 2%,
Hd(A, B) = fnf{r >0:AC Nd(B,T) vy B C Nd(A,T)}

(véase [15, Theorem 2.2 y Remark 2.5] para una prueba de que Hy es una métrica).
Tanto a C(X) como a Fy(X) se les considera como subespacios de 2% . La métrica
de C(X) también se denotara por Hy, lo cual no debe causar confusion pues este
altimo seré el tnico uso que se le dara a esta notacién en lo que sigue de este trabajo.
Asi, la notacion
Bi(a,r) ={zx € X : d(z,a) <r}

se interpretara en el caso de Hy como sigue
Bu,(A,r) ={B € C(X): Hy(B,A) <r}.

Con esta métrica, 2% y C(X) adquieren una estructura muy rica. Una de las pro-
piedades més basicas de dicha estructura esta contenida en el siguiente teorema.
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Teorema 1.12 (|22, Theorem 0.8]). Sea X un continuo. Entonces, 2% y C(X) son
compactos.

Se sabe que Fj(X) es una copia topologica de X contenida en C(X). Mas atn,
el resultado siguiente es muy conocido.

Lema 1.13. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, la funcion ¢ : X —
F1(X), dada por ¢(x) = {z} para cada v € X, es una isometria; en particular, ¢ es
un homeomorfismo.

Demostracion. Sean a y b puntos cualesquiera de X. Sean r = d(a,b) y R =
Hy({a},{b}). Para demostrar que ¢ es una isometria, basta probar que R = r.
Observe que b ¢ Bj(a,r) y que Bg(a,r) = Ng({a},r). Asi, {b} ¢ Nq({a},r).
Si R < r, entonces existe v’ € [R,r) tal que {b} C Ny({a},7’) y, puesto que
Ng({a},r") € Ng({a},r), se tiene la contencion {b} C Ny({a},r), contradiciendo la
afirmacion anterior. Por lo tanto r < R. Supongamos que r < R. Sea t = %(R + 7).
Como r < t, se tiene que b € By(a,t) y a € By(b,t). Asi, {b} C Nyg({a},t) y
{a} C N4({b},t); por ende, R < ¢, una contradiccion al hecho de que ¢t < R. Por lo
tanto, r = R. [

Definicién 1.14. Dada una funciéon f : X — Y entre continuos, sea f* : 2% — 2V
la funciéon dada por f*(A) = f(A). A f* le llamamos la funcién inducida por f a
2X . La funcién inducida por f a C(X) es la restricciéon f = [lex) 1 C(X) = C(Y).

Lema 1.15 ([15, Lemma 13.2]). Sean X yY continuos. Sea f : X — Y una funcion
continua. Entonces, la funcion inducida f* : 2% — 2Y es continua.

Como la funcién inducida a C(X) es una restriccion de la funcién inducida a 2%,
se tiene el Corolario 1.16 como una consecuencia inmediata del Lema 1.15.

Corolario 1.16. Sean X y Y continuos. Sea f : X — Y wuna funcion continua.
Entonces, la funcion inducida f: C(X) — C(Y) es continua.

En el siguiente ejemplo, M denota la frontera como variedad de una n-celda M.

Ejemplo 1.17 ([15, Example 5.1|). Si X es cualquier arco y sus puntos extremos
son py ¢, entonces C(X) es una 2-celda y

IC(X)=F(X)Uu{AeC(X):pe Aoqe A}

Sea Y un espacio métrico. Dada una coleccion finita A1, ..., Ax de subconjuntos
de Y, denotamos

(A1, ..., Ay ={AeC(Y):AcU Ay AN A; # 0 para cada i € {1,...,k}}.
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El conjunto {(Uy,...,U) : k € N, U; es abierto en Y para cadai € {1,...,k}} es
una base para la llamada topologia de Vietoris de C'(Y). Si X es un continuo, se
cumple que la topologia generada por la métrica de Hausdorff de C'(X) coincide con
la topologia de Vietoris de C(X) [15, Theorem 3.2]. Asi, tenemos lo siguiente.

Teorema 1.18. Sea X un continuo. Entonces, el siguiente conjunto es una base
para la topologia (generada por la métrica de Hausdorff) de C(X):

{{U1,...,Ug) : k €N, U; es abierto en X para cada i € {1,...,k}}.

Lema 1.19 (véase [15, Exercise 4.16]). Sean X un continuo y { A, }nen una sucesion
en 2X. Si A, C A,y para cadan € N, entonces lim A,, = clx (Upen An). 81 Ang1 C
Ay para cada n € N, entonces lim A, = (), oy An.

Definicién 1.20. Dado un continuo X y un hiperespacio H de X, un arco orde-
nado en H es un arco A contenido en H tal que cualesquiera A, B € A cumplen que
A C Bo BC A. Un arco ordenado de Ag a A; (o que va de Ap a A1) es un arco
ordenado tal que Ag y Ay son los puntos extremos de dicho arco y Ag C A;. Si el
arco ordenado A va de Ag a A, entonces decimos que A comienza en Ay.

Teorema 1.21 (|22, Theorem 1.8]). Sea X un continuo. Sean Ay y A1 elementos
de 2% distintos. Entonces, existe un arco ordenado en 2% de Ay a Ay si y solo si
Ap C A; y cada componente de Ay intersecta a Agp.

Lema 1.22 (|22, Lemma 1.11]). Sea X un continuo. Si a es un arco ordenado en
2% que comienza en un elemento de C(X), entonces a C C(X).

Como un corolario inmediato al Teorema 1.21 y al Lema 1.22, se tiene que los
hiperespacios 2X y C (X)) son conexos. Esto, junto con lo establecido en el Teorema
1.12, nos da el siguiente resultado.

Corolario 1.23. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son continuos.

Lema 1.24 ([22, Lemma 1.43]). Sean X un continuo y K C 2%. Si K es conero y
KNC(X) #0, entonces | JK es conexo.

Lema 1.25 (|22, Lemma 1.49]). Sean X un continuo y K un subcontinuo de 2. Si
KNC(X)#0, entonces | JK es un subcontinuo de X.

1.2. El teorema del encaje de Anderson-Choquet

Esta seccién se limita a introducir el concepto de limite inverso, asi como al teore-
ma que le da nombre y un resultado que permite hallar funciones continuas, funciones
inyectivas y funciones sobreyectivas entre limites inversos. Dichos resultados seréan
vitales para la prueba del teorema principal de este escrito, a saber, el Teorema 5.9.
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Definicién 1.26. Una sucesion inversa es una sucesion de parejas {(Xj, fi) bien,
usualmente denotada por {X;, fi}icn, en donde cada X; es un espacio topologico y
cada f; es una funcién continua de X1 en X;. Si {Xj, f;}ien es una sucesion inversa,
entonces el limite inverso de {X;, f;}icn, denotado por lim, {X;, f;}, es el conjunto

{(z1,22,...) € HXi : fi(xiy1) = x; para cada i € N}.
€N

Teorema 1.27 (|23, Theorem 2.10|). Sea X un espacio métrico con métrica d. Sea
{Xi, fi}ien una sucesion inversa, en donde cada X; es un subconjunto de X compacto
y distinto del vacio y cada f; es sobreyectiva. Dados cualesquiera i,j € N tales que
j>1, sea
i X — X i j=1+1,
R I (12
fio"'ofj—IZXj%Xi st3 >4+ 1.
Suponga que se cumple lo establecido en los dos incisos siguientes.

(a) Para cada € > 0, existe k € N tal que diém(Uj>k(fkj)_l(p)) < € para cada
p € Xg.

(b) Para cada i y cada 6 > 0, existe &' > 0 tal que cada j > i cumple que si
p.q € X; y d(fij(p), fij(q)) > 9, entonces d(p,q) > ¢'.

Entonces, lim{X;, fi} es homeomorfo a (\;en(clx (U,,>; Xm)). En particular, si
Xi C Xiy1 para cada i € N, entonces lim, {X;, f;} es homeomorfo a clx(U;cn Xi)-

Teorema 1.28 (|23, Exercise 2.22|). Sean {X;, fi}tien v {Yi, gi}ien dos sucesiones
inversas. Sean Xoo = lim {X;, fi} v Yoo = im{Y;, g;}. Suponga que existe una
sucesion de funciones {¢; : X; — Yi}ien tal que el siguiente diagrama es conmutativo
(es decir, para cada i € N se cumple que ;o fi = gi © piy1):

X1 fi X2 f2 X3 < f3 Xy <
AR A
Y1 < g1 Yy g2 JER g3 Yy

Entonces, cada (z1,22,...) € Xoo cumple que (p1(x1), p2(x2),...) € Yoo. Mds atn,
la funcion oo : Xoo — Yoo dada por ¢oo((x1,x2,...)) = (p1(x1), p2(22),...) tiene
las siguientes propiedades.

(a) St cada @; es continua, entonces Y, €s continua.
(b) Si cada p; es inyectiva, entonces g, €s inyectiva.

(c) Si cada p; es continua y sobreyectiva y si cada X; es un espacio métrico com-
pacto, entonces po €s sobreyectiva.
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1.3. Continuos localmente conexos

Teorema 1.29 (|23, Theorem 8.26|). Sea X un continuo localmente conexo con mds
de un punto. Entonces, cualquier abierto de X conexo es arco conexo.

Lema 1.30. Sean X un continuo localmente conexo con mds de un punto, U un
abierto de X conexo y S un continuo contenido en U. Entonces, eriste una sucesion
de continuos {Ap}nen tal que S C A, C Apy1 C U para cadan € N y |, cn An es
denso en clx (U).

Demostracion. Note que U es arco conexo (Teorema 1.29) y separable (puesto que
X lo es). Sea {a; : i € N} un subconjunto de U numerable y denso en U. Para cada
i € N, sea a; un arco contenido en U que va de a; a un punto de S. Dado cualquier
n €N, sea A, = SUJ", a;. Luego, A, es un continuo tal que SU{a; : it <n} C
A,, C Ay4q C U. Por consiguiente, {a; : i € N} C |2, Ay, lo cual implica que esta
union es densa en U y, por consiguiente, que es densa en clx (U). ]

1.3.1. Arcos libres y ciclos

Uno de los hechos que més ha influido en el estudio de los hiperespacios ha
sido la importancia que tienen los arcos libres de un continuo en la estrctura de
sus hiperespacios. Este trabajo no es la excepcion, asi que dedicamos esta seccion a
establecer algunos propiedades relacionados con este concepto.

Definicién 1.31. Sea X un continuo. Un arco libre de X es un arco J contenido
en X tal que J — E(J) es abierto en X. Un arco libre maximal es un arco libre
de X para el cual no existe algin arco libre de X que lo contenga propiamente. Un
ciclo de X es una curva cerrada simple S para la cual existe p € S tal que S — {p}
es abierto en X. Denotamos

Ag(X) = {J : J es un arco libre maximal de X o un ciclo de X}

Teorema 1.32 (|12, Lemma 3(b)]). Sea X un continuo localmente conexo. Asuma
que J es un arco libre y que K € Ag(X). Si JNintx (K) # 0, entonces J C K.

Corolario 1.33. Sea X un continuo localmente conexo. Asuma que J es un arco
libre y que K € Ag(X). Siintx(J) N K # 0, entonces J C K.

Demostracion. Observe que intx(J) N K es un abierto de K con mas de un punto.
Esto implica que intx (J) N K es no numerable. Como K — E(K) es abierto, tenemos
que Frx (K) C E(K). En particular, Frx (K) es finito. Asi, (intx (J)NK)—Frx(K) #
0, es decir, intx (J) Nintx (K) # (). Por el Teorema 1.32, se tiene que J C K. O

Corolario 1.34. Sea X un continuo localmente conexo. Asuma que J, K € Ag(X).
SiJN(K—E(K))#0 o JNintx(K) # 0, entonces J = K.
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Demostracion. Supongamos primero que X es una curva cerrada simple. Sea A un
arco contenido en X. Luego, existe un arco B C X tal que A C B. Puesto que tanto
A — E(B) como B — E(B) son abiertos en X, se tiene que A y B son arcos libres de
X. Asi, A ¢ Ag(X). Por tanto, X no contiene arcos libres maximales. Como X es
un ciclo de si mismo y es el anico posible, se tiene por lo anterior que Ag(X) = {X}
y, como consecuencia, se tiene el resultado en este caso.

Para lo que resta de esta demostraciéon, vamos a considerar que X no es una curva
cerrada simple. Observe que, si JN(K — E(K)) # 0, entonces, puesto que K — E(K)
es abierto en X se tiene que JNintx (K) # (). Asi, para probar el corolario, podemos
suponer que J Nintx (K) # 0.

Por el Teorema 1.32, J C K. Si K es un arco, entonces J también es un arco y,
como ambos son arcos libres maximales, la contencién entre ellos implica que J = K.
Supongamos que K es un ciclo y que J # K. Sea p € K tal que K — {p} es abierto
en X. Como K # X, se tiene que Fryx(K) # 0. Asi, Frx(K) = {p}. Luego, J es un

subcontinuo propio de K y, por ende, J es un arco. Tenemos dos casos.

1. p ¢ J. En este caso, existe un arco L C K —{p} tal que J C L. Como L —E(L)
es abierto en K, L — E(L) también es abierto en K — {p} y, por ende, en X.

2. pe€ J. Como J es libre en X, Frx(J) C E(J). Como Frx(K)NJ C Frx(J),
tenemos que p € E(J). Sea L un arco contenido en K tal que p € E(L) y
J C L. Luego, L— E(L) es abiertoen Ky L—E(L) C K —{p}. Asi, L—E(L)
es abierto en K — {p} y en X.

Asi, en cualquier caso, existe un arco libre L de X tal que J C L, lo cual contradice la
maximalidad de J. Esta contradicciéon muestra que si K es un ciclo, entonces J = K.
Esto concluye esta demostracion. O

Teorema 1.35 ([11, Lemma 7(b)]). Sean X un continuo. Si J y K son arcos libres
de X yintx(J)Nintx (K) # 0, entonces JU K es un arco libre o un ciclo de X.

Teorema 1.36 ([11, Lemma 8|). Sean X un continuo localmente conexo y {Jm}men
una sucesion de elementos de Ag(X) distintos por pares. Sea x, € Jy, para cada
m € N. Si {xm }men converge a un punto x € X, entonces lim J,, = {z}.

Teorema 1.37 (|11, Lemma 10]). Sea X un continuo localmente conexo. Suponga
que J es un arco libre de X. Entonces, eziste K € As(X) tal que J C K.

1.3.2. Meétricas convexas y la funciéon C,

Definiciéon 1.38. Dados un espacio métrico X y una métrica d para X, decimos
que d es convexa si, para cualesquiera p,q € X, existe m € X tal que d(p,m) =

d(m,q) = 3d(p, q).
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Teorema 1.39 ([5, 20]). Un continuo es localmente conexo si y solo si admite una
métrica conveza.

Teorema 1.40 (|15, Proposition 10.4]). Sea X wun continuo con métrica convezra d.
Entonces, cualesquiera x,y € X distintos pueden ser unidos por un arco, J, de tal
manera que J es isométrico al intervalo cerrado [0,d(x,y)].

Lema 1.41. Sea X un espacio métrico localmente conexo. Suponga que Y y Z son
subespacios cerrados de X tales que X =Y U Z y Y N Z es unitario. Si d es una
métrica convexra para X, entonces las métricas inducidas por d en'Y y en Z son
CONVELAs.

Demostracion. Basta probar que la métrica inducida por d en Y es convexa. Sean
p,q € Y. Si p = g, entonces, usando m = p, se tiene que d(p,m) = 0 = d(m,q) =
%d(p, q). Supongamos que p # q. Como d es una métrica convexa, el Teorema 1.40
garantiza que existe una isometria v : [0, d(p, q)] — X tal que v(0) = py v(d(p,q)) =
g Sea m = 7(3d(p, q)). Luego, d(p,m) = 6%(7(0),7(1d(p, 7)) = ! 0 — $d(p,q)| =
3d(p,q) y d(m,q) = d(v(0),7(3d(p,q))) = |3d(p,q) — d(p,q)| = 3d(p,q). Vamos a
probar que m € Y. Para esto, supongamos que m ¢ Y. Sean

to =sup{t € [0, 3d(p,q)) : v(t) € Y} v t, = inf{t € (3d(p,q),d(p,q)] : ¥(t) € Y}

(Note para esto ultimo que v(0) = p € Y y que v(d(p,q)) = ¢ € Y). Como Y es
cerrado en X, se tiene que v(to),y(t1) € Y. Luego, to < 3d(p,q) < t1 y v((to,t1)) C

Z —Y. Puesto que Z es cerrado, esto altimo implica que v(tp),v(t1) € Z. De este
modo, Y(tp) y 7(t1) son elementos del conjunto unitario Y N Z y, por ende, y(ty) =
~(t1). Sin embargo, como 7 es una biyeccion y ty < t1, se tiene que y(tg) # y(t1),
una contradicciéon. Por lo tanto, m € Y. Esto prueba que la métrica inducida por d
en Y es convexa. O

Definicién 1.42. Dados un continuo X, ¢ > 0y A € 2%, la d-bola cerrada
generalizada en X con centro A y radio € es el conjunto

Cy(Aye)={ye X :d(y,A) <e.}

Lema 1.43 (|24, Exercise 0.65.3(f)]). Dado un continuo X con métrica conveza d,
la funcion ® : 2% x [0, 00) — 2% dada por

(A7) 25 Cy(A,r)

es continua.

Lema 1.44 (|24, Exercise 0.65.1, Exercise 0.65.3]). Sea X continuo. Si d es una
métrica convexra para X y e > 0, entonces:
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(1) Para cada A € 2%, se tiene Cy4(A,e) = clx(intx (Cy(A,€))).
(11) Para cada A € C(X), se tiene Cq(A,e) € C(X).

En lo subsecuente, asumiremos una métrica convexa para cualquier continuo lo-
calmente conexo considerado; de este modo, las propiedades que acabamos de des-
cribir se satisfacen siempre que hablemos de un continuo localmente conexo.

1.4. Graficas finitas

Definicion 1.45. Un n-odo simple es cualquier continuo homeomorfo a la unién
de los segmentos de recta que van del origen del plano euclidiano a cada uno de n
puntos distintos de la circunferencia unitaria.

Definicion 1.46. Una grafica finita es un continuo que se puede expresar como la
unién de una cantidad finita de arcos de tal forma que cualesquiera dos ellos distintos
0 son ajenos o se intersectan solo en uno o dos de sus puntos extremos.

Definicion 1.47. Un arbol es cualquier grafica finita que no contiene curvas cerra-
das simples.

Usando solamente la definicion de gréfica finita, podemos mostrar una propiedad
bastante conocida de esta clase de espacios, a saber, 6que localmente son n-odos.

Observacion 1.48. Sean G una grdfica finita, p € G y m = ord(p,G). Entonces,
para cualquier abierto U de G con p € U, existen arcos Ti,..., Ty, contenidos en
G tales que cualesquiera i,j € {1,...,m} distintos cumplen que T; NT; = {p},
pe N ET), UL T € Uy UP (T — (B(T) — {p})) es abierto en G. En
particular, st m > 1, entonces existe un m-odo simple T' contenido en U tal que
T — E(T) es un abierto de G que contiene a p.

Demostracion. Sea U un abierto de G con p € U. Sea r > 0 tal que By(p,r) C U.
Sean A1, ..., Ay arcos tales que G = U?:l A; y cada par de ellos distintos o son ajenos
o se intersectan en uno o dos de sus puntos extremos. Sea A ={i € {1,...,k} :p €
A;}. Si existe ip € A tal que p ¢ E(A;,), entonces podemos reemplazar A;, en la
coleccion Ay, ..., Ay, por dos arcos Aj y Aj tales que A} UA] = A;,, A} NA] = {p}
y p € E(Aj) N E(A]). De este modo, podemos suponer que p € F(4;) para cada
i € A Sea I = {J;4;(4i N Aj) si k > 1; en caso contrario, sea I = (). Luego, F
es finito. Sea ¢ = 2 min({d(p,s) : s € F — {p}} U {r}). Para cada i € A, sea T} un
subarco propio de A; tal que p € T; C By(p,¢) y sea C; el subarco de 4; tal que
A; =T;UC; y |[T;NC;| = 1. Luego, para cualquier i € A, p € E(T;) y, si |A] > 1, cada
J € A distinto de ¢ cumple que T; N T; C A; N A; N By(p,e) C F N By(p,e) = {p};
por consiguiente, p € (\;cp E(T;) y T; N1Tj = {p} para cualesquiera i,j € A con
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i # j. De forma similar, para cualesquiera i € Ay j € {1,...,k} — A, se tiene
T;nA; C {p}y, comop ¢ Aj, TsNA; = 0. Sean S = (U;ep Ci) U (Ujga 4i) (por
supuesto, si A = {1,...,k}, convenimos que Ui¢A Ai =0) y T = U;jer Ti- Luego,
SNT = (Ujep Ci) NT. Dado cualquier i € A, sea p; el punto extremo de T; distinto
de p. Note que C; N T; = {p;}. Asi, SNT = {p; : i € A}. Ademas, SUT = Gy, por
ende, p € G—S =T —{p; :i € A}. Como S es cerrado en G, lo anterior implica
que el conjunto T'— {p; : i € A} = [J;ca (T — {pi}) es abierto. Ademas, es inmediato
que U;ep Ti C By(p,e) C Ba(p,7) C U. Por otro lado, note que ord(p,T") = |A].
Considerando que T es una vecindad de p en X, se tiene que ord(p, X) = |A|. En
particular, 7" es un m-odo. Por tultimo, supongamos que m > 1. Luego, p ¢ E(T).
Observe que, dado cualquier ¢ € A, p; € T — UjeA—{i} T; y que, por ende, T; es una
vecindad de p; en T. Asi, p; € E(T)NT;. Como E(T)NT; C E(T;) —{p} = {pi}, esto
implica que E(T)NT; = {p;}. Por tanto, E(T) = {p; : i € A} y, por consiguiente,
T — E(T) es abierto en G. Esto concluye la prueba. O

Teorema 1.49 (|23, Proposition 9.5]). Sea X un continuo no degenerado. Entonces,
ord(p, X) <2 para cada p € X siy solo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Teorema 1.50 (|23, Theorem 9.13]). Un continuo es una grdfica finita si y solo
st cada uno de sus subcontinuos tiene unicamente una cantidad finita de puntos
extremos.

1.5. Dendritas y dendroides

En esta seccién, se ha puesto mucho énfasis en detallar las demostraciones de
varios de los resultados, dado que la clase de las dendritas es, respecto de la clase de
los continuos, el foco de la atencién en este trabajo.

Definicién 1.51. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
curvas cerradas simples. Denotamos

® ={X : X es una dendrita y E(X) es cerrado en X }.

Teorema 1.52 ([23, Corollary 10.6]). Cualquier subcontinuo de una dendrita es una
dendrita.

Teorema 1.53 (|23, Theorem 10.7]). Sea X wun continuo con mds de un punto.
Entonces, X es una dendrita si y solo cada punto de X es, o bien un punto extremo
de X o un punto de corte de X.

Teorema 1.54 (|23, Theorem 10.10]). Un continuo dado es una dendrita si y solo
st la interseccion de cualesquiera dos de sus subconjuntos conexos es conexa.
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Al |

Figura 1.1: Dendritas F,, y Wy (en el mismo orden de la imagen).

Teorema 1.55 (|23, Theorem 10.13|). Un continuo X es una dendrita si y solo,
para cualquier p € X, ord(p, X) coincide con el nimero de componentes de X — {p}
siempre que alguna de estas dos cantidades sea finita.

Para enunciar el teorema siguiente, se requiere de dos dendritas particulares, F,,
y Wy. Dados dos puntos p y ¢ del plano euclidiano, denotemos por pqg el segmento
de recta que une a p y a g. Considere en el plano euclidiano los puntos py = (0,0) y
pn = (1/n,1/n?) para cada n € N. Denotamos F,, = Unen PoPn- De manera similar,
sea ¢ = (—1,0) y, para cada n € N, sean a, = (1/n,1/n) y b, = (1/n,0). Sea
Wo = cby U, ey anbn (véase la figura 1.1).

Observacion 1.56. Sea X una dendrita. Entonces, ord(p, X) > Vg si y solo si existe
una copia de F,, contenida en X y que tiene por vértice a p.

Demostracion. Es inmediato que si X contiene una copia Y de F;, con vértice en p,
entonces ord(p, X) > n para cada n € N (porque ord(p,Y) < ord(p, X)). Asi, en
tal caso, ord(p, X) > Ny. Reciprocamente, supongamos que ord(p, X) > Rg. Como
ord(p, X) coincide con el nimero de componentes de X — {p} (Teorema 1.55), existe
una coleccion numerable C1,Co, Cs, ... de componentes de X — {p} distintas entre
si. Sea p,, € C), para cada n € N. Observe que C,, U{p} es una dendrita y, por tanto,
es arco conexo; en particular existe un arco con puntos extremos p y p,. Como X es
también una dendrita, existe un tnico arco contenido en X con puntos extremos p y
Pn- Asi, [p, py] C CrU{p}. Por tanto, [p, pn]N[p, pm] C (CnU{p})N(CrU{p}) = {p}-
Sea g, € [p,pn] tal que ¢, # p y [p,qn] C Ba(p,1/n). De este modo, cada par de
elementos distintos de la coleccion {[p, ¢n] : » € N} se intersecta exactamente en el
conjunto {p}. Ademéas lim,, ., didm([p, ¢,,]) = 0. Por tanto, | J,,cy[P, ¢»] €s una copia
de F,, contenida en X que tiene a p por vértice. ]

Teorema 1.57 (|4, Theorem 3.3]). Una dendrita pertenece a la clase © si y solo si
no contiene copias topoldgicas de F,, ni de Wy.
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Corolario 1.58. Todos los puntos de cualquier dendrita de la familia ® son de orden
finito.

Demostracion. Si X € ®, el Teorema 1.57 garantiza que X no contiene copias topo-
logicas de la dendrita Fj, y, por ende, la Observaciéon 1.56 implica que X no contiene
puntos de orden mayor o igual que Ng. O

Teorema 1.59 (|4, Proposition 6.3 (6.3.2)]). Si X es una dendrita que no contiene
copias topoldgicas de Wy, entonces, para cualquier punto p € X con ord(p, X) distinto
de 1 y distinto de Ny, existe una vecindad de p en X que es un drbol.

Definicién 1.60. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera subcontinuos
Ay B de X tales que X = AU B se cumple que AN B es conexo. Un continuo es
hereditariamente unicoherente si cada uno de sus subcontinuos es unicoherente.

Definicién 1.61. Un dendroide es cualquier continuo arco conexo y hereditaria-
mente unicoherente.

Definicion 1.62. Se dice que un continuo X es inicamente arco conexo si para
cualesquiera p, ¢ € X distintos existe un tnico arco contenido en X que va de p a q.

La siguiente es una propiedad muy conocida de las dendritas.

Observacion 1.63. Sea X un continuo. Entonces, X es una dendrita si y solo si
es un dendroide localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es una dendrita. Entonces, por el Teorema 1.54,
X es hereditariamente unicoherente. Como X es localmente conexo, el Teorema 1.29
garantiza que X es arco conexo. Asi, X es un dendroide localmente conexo.
Reciprocamente, supongamos que X es un dendroide localmente conexo. Note
que cualquier curva cerrada simple no es unicoherente, puesto que se puede expresar
como la unién de dos arcos que se intersectan exactamente en sus extremos y tal
interseccién no es conexa. Como X es hereditariamente unicoherente, lo anterior
implica que X no contiene curvas cerradas simples. Asi, X es una dendrita. ]

Observacion 1.64. Sea X un dendroide con mds de un punto. Entonces, para cua-
lesquiera p,q € X distintos, existe un inico arco contenido en X que va de p a q. Asi,
los dendroides, en particular las dendritas, son continuos unicamente arco conexros.

Demostracion. Sean p,q € X distintos. Supongamos que existen dos arcos a y
contenidos en X y tales que o # 8 y cada uno de ellos va de p a q. Puesto que 8
es el tnico arco contenido en 8 que va de p a ¢, si a C 3, entonces a = 3, lo cual
no es posible. Asi, existe a € a — 3. Como p,q € 3, se tiene que a # py a # q.
Luego, a — {a} es disconexo y, més atn, existen abiertos U y V de o — {a} tales que
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UNnvV=0a—{a}=UUV,pelUyqeV.ComoanNnpBcUUV,peanpnU
v g € an BNV, lo anterior implica que a N B es disconexo. Esto ultimo contradice
la unicoherencia del continuo e U 8. Por lo tanto, existe un tnico arco contenido en
X que va de p a ¢. Como las dendritas son dendroides (Observacion 1.63), se tiene
la segunda parte de la observacion. O

Definiciéon 1.65. Sea X un dendroide. Para cualesquiera puntos z,y € X, deno-
taremos por [z,y| al Gnico arco que va de = a y. Se dice que X es suave en un
punto p € X si, para cada = € X y para cada sucesion de puntos {z, }nen en X que
converge a x, se cumple que lim[p, z,] = [p, z]. Se dice que X es suave si es suave
en alguno de sus puntos.

Lema 1.66. Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto cerrado de X, p €
X—Ayqe A Asuma que existe un arco J que va de p a q. Entonces, existenr € J
y un subarco K de J tales que K va dep ar y KNA={r}.

Demostracion. Sea v : [0,1] — J un homeomorfismo tal que v(0) = p y v(1) = gq.
Sean top = mnf{t € [0,1] : v(t) € A}, K = ~([0,%0]) y = 7(to). Como A es
cerrado en X, el conjunto {t € [0,1] : y(t) € A} = v 1(A) es cerrado en [0,1] y
se tiene, por ende, que r € A; tomando en cuenta que v(0) = p ¢ A, esto implica
que tog > 0. Ademés, para cada t € [0,%p) se tiene que (t) ¢ A. De esta forma,
K —{q} =~([0,%0)) € K — A. Por lo tanto, K N A= {r} y K es un arco que va de
par. ]

Lema 1.67. Sean X un dendroide, A un subcontinuo de X yp € X. Entonces, existe
un inico punto, r, tal que [p,r] N A = {r}. Ademds, tal punto cumple que r € [p,q]
para cualquier g € A.

Demostracion. Sea q¢ € A. Si A = {q}, entonces A N [p,q] = {q} y la unicidad es
inmediata (puesto que A tiene un tdnico elemento). Supongamos ahora que p € A.
Luego, AN[p,p| = {p} v, si s es tal que AN|[p, s] = {s}, entonces p € AN[p,s] = {s}.
De este modo p = s y, por ende, el punto r = p cumple el enunciado del lema.
Observe que en los dos casos anteriores, r € [p, ¢]. Por tltimo, vamos a considerar el
caso en el que A tiene mas de un punto y p ¢ A. Luego, el arco J = [p, ¢] cumple
las hipotesis del Lema 1.66, por lo cual existen r € [p,¢q] y un arco K contenido en
[p, ¢ tales que K vadepary KNA={r}. Note que K = [p,r], de tal modo que
[p,7]N A = {r}. Supongamos que existe s € A tal que s # r y [p,s]NA = {s}. Como
A es una dendrita (Teorema 1.52), A es arco conexo y, por ende, [r,s] C A. Ademas,
r € [p,r]N[r,s] C [p,r]NA = {r}y, de este modo, [p,r|N[r,s| = {r}. Asi, [p,r]U][r, s]
es un arco con puntos extremos p y sy, por consiguiente, [p, ] U[r, s| = [p, s]. Por lo
tanto, r € [p,r] N A C [p,s]N A = {s} y r = p, una contradiccion. Esto muestra la
unicidad de r para este caso.
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La segunda parte del lema se desprende del parrafo anterior como sigue. Considere
a ¢y ar como en el parrafo anterior y sea ¢’ € A. Por un argumento totalmente
analogo al del parrafo anterior, existe un tnico punto ' tal que [p,r'] N A = {r'}.
Ademas, tal punto cumple que 7’ € [p, ¢’]. Por la unicidad de r (o la de ') se tiene
que r =1r'. Asi, r € [p, ¢]. Esto concluye la demostracion. O

Lema 1.68. Sea X un dendroide. Sean a,b,p,q € X tales que [a,b] N [p,q] = 0.
Entonces, [a,p] — ([a,0] U [p,q]]) C [b,q] — ([a,b] U [p, q]]).

Demostracion. Seat € |a,p]—([a,b]U[p, ¢]]. Basta con mostrar que ¢ € [b, g]. Observe
que [a,p] N [b, ¢] es un subcontinuo de X y, como esté contenido en [a, p], es un arco.
Sean e y f los puntos extremos de [a,p] N [b, q], elegidos de tal modo que e € [a, f].
Luego, le, f] = [a,p] N [b,q] v le, f] C la, f]. Ademas, puesto que f,p € [a,p], se
cumple que [f,p] C [a,p]. Bsto implica que [b,q] N [f,5] = [b,q] N (a.p] N [.p]) =
e, fI0LF. 8] = [a, FINLF, p] = {£}. Por tanto, [b,qN[f,p] = {£}. Como f,q € [b,q] se

cumple que [f,q] C [b,q] y, por ende, que [f,g] N [f,p] = {f}. Asi, [f,q]U[f,p] es un
arco con puntos extremos py q, es decir, [f, p]U[f, q] = [p, ¢]. De este modo, f € [p, q|.

De manera analoga, e € [a,b]. Como t ¢ [a,b] U [p,q|, se tiene que t ¢ [a,e] U [f,p].
Por tanto, t € [e, f]. Asi, t € [b, q]. O

Lema 1.69. Sea X una dendrita. Entonces, la funcion o : X x X — C(X) dada,
para cualesquiera x,y € X, por az,y) = [x,y] es continua.

Demostracion. Sean (z,y) € X X X y {(Zn,Yn) }nen una sucesion en X x X tales
que lim (zp,yn) = (z,y). Vamos a probar que lim [z,,y,] = [z,y]. Tenemos los dos
casos siguientes:

(i) x = y. Sea € > 0. Luego, existe un abierto U de X conexo y tal que z € U C
B(z,e). Sea N € N tal que, sin > N, entonces x,,y, € U. Sean > N. Como U
es arco conexo (Teorema 1.29), se cumple que [z, y,] C U C B(x,¢€) y, puesto
que B(z,e) = N4([z,y],€), se tiene la contencion [z, yn] C Na([z,y],€). Ade-
mas, como &, € By(x,¢), también = € By(zy,e) C Ny([zn, ynl], €). Asi, [x,y] =
{2} C Ny([xn,yn],€). Por lo tanto, si n > N, entonces Hy([x, y], [zn,yn]) < €.
Esto muestra que lim [z, y,| = [z, y].

(i) = # y. Sea e € (0, 2d(z,y)). Como X es localmente conexo, existen abiertos U
y V de X ajenos, conexos y tales que x € U C By(z,e) yy € V C By(y,¢). Es
inmediato que UNV = (). Sea N € N tal que si n > N, entonces z,, € U y y,, €
V.Sean > N. Vamos a mostrar que Hy([zn, yn], [7,y]) < 2. Note que, como U
es arco conexo (Teorema 1.29) y x, x,, € U, se tiene que [z, z,| C U. Del mismo
modo, [y,yn] C V. Por otro lado, puesto que x,, € U, se tiene que d(z,z,) < €.
Seat € [z,y|. Sit € By(x,¢), entonces d(t,x,) < d(t,x)+d(z,zy,) < e+e=2¢
y, por ende, t € Ny([zn,yn],2¢). De manera andloga, llegamos a la misma
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conclusion sit € By(y, €). Consideremos el caso en el que t ¢ By(z,e)UB,4(y, €).
En particular, t ¢ UUV y, por ende, t ¢ [z, x,]U[yn, y]. De este modo, el Lema
1.68 garantiza que [x,y] — ([, zn] U [Yn, y]) C [n, yn]. Por tanto, t € [zy, yn].
En cualquier caso, t € Ng([zn, ynl,2¢). Ahora supongamos que ¢ € [z, yp]. Si
t € By(x,e)UBy(y, ), es inmediato que t € Ny([x, y], 2¢). Consideremos el caso
en el que t ¢ By(x,e)UBy(y,e). En particular, t ¢ UUV y t ¢ [z, 2,] U [y, yn].
De nuevo por el Lema 1.68, se tiene que [z, yn] — ([, 2n] U [yn,y]) C [z, ]
Asi, t € [z,y]. En cualquier caso, t € Ng([x,y],2¢). Esto muestra que [z,y] C
Na([Tn,yn), 2¢) ¥ [Tn,yn] C Na([z,y],2¢). De este modo, Hy([z,y], [xn, yn]) <
2e para cada n > N. Por lo tanto, lim [z, y,] = [z, 9] O

La continuidad de la funcién « en el Lema 1.69 permite dar una prueba del
resultado siguiente, otra propiedad bastante conocida de las dendritas.

Corolario 1.70 (|6, Corollary 4|). Cualquier dendrita es un dendroide y es suave
en cada uno de sus puntos.

Demostracion. Sean X una dendrita y p € X. Por la Observacion 1.63, X es un
dendroide. Ademas, por el Lema 1.69 la funcion o : X x X — C(X), dada por
a(z,y) = [x,y] para cualesquiera x,y € X, es continua. Sean € X y {x, }nen una
sucesion en X tal que limx,, = z. Puesto que lim (p,x,) = (p,x), se cumple que
lim a(p, z,,) = a(p, z), es decir, lim [p, x,,] = [p, z]. Por lo tanto, X es suave en p. [

Gracias al Lema 1.67, podemos considerar la funciéon f del lema siguiente.

Lema 1.71. Sean X una dendrita y p € X. Sea f: C(X) — X la funcion tal que
f(A) es el unico punto de A que satisface [p, f(A)]NA={f(A)}.
Entonces, f es continua.

Demostracion. Sean A € C(X) y {Ax}ren una sucesion en C(X) tales que lim Ay =
A. Para probar que f es continua, vamos a mostrar que lim f(Ay) = f(A). Obser-
ve primero que, por el Teorema 1.70, X es un dendroide y es suave en cada uno
de sus puntos. Consideremos primero el caso en el que p € A. Como p € lim Ag,
existe una sucesion {px}ren tal que limpy = p y, para cada k € N, p, € Ag.
Luego, por el Lema 1.67, se tiene que f(Ag) € [p,pr] para cada k € N. Ade-
més, puesto que X es suave en p, se tiene que lim [p,px] = {p} y, por ende, que
lim f(Ax) = p. Supongamos ahora que p ¢ A. Sea ¢ € A y note que f(A) € A.
Sean {qx}ren ¥ {br}ren sucesiones en X tales que limgp = ¢, limb, = f(A) y
{qx,br} C Ay para cada k € N. Observe que, dado cualquier £ € N, el Lema
1.67 garantiza que f(Ag) € [p,qx] N [p,bk]. Sea {f(Ak,)}nen una subsucesion de
{f(Ak)}ken que converge en X. Sea ¢’ = lim f(Ay, ). Puesto que f(Ax,) € A,
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para cada n € N, ¢ € lim Ay, = A. Ademas, la suavidad de X en p garantiza
que lim [p, f(Ax,)] = [p,¢] y lim[p,bx] = [p, f(A)]. Asimismo, considerando que
f(Ax) € [p,bk] v (por consiguiente) que [p, f(Ax)] C [p,bx] para cada k € N, se
tiene que lim [p, f(Ag,)] C lim[p, bk, | = [p, f(A)]. De este modo, [p,q'] C [p, f(A4)]
vd €p,d]NACIp f(A)]NA={f(A)}; en consecuencia, f(A) = ¢'. Por tanto,
toda subsucesion convergente de {f(Ax)}ren converge a f(A), lo cual implica que
{f(Ag)}ken converge a f(A). Esto muestra que f es continua. O

1.6. Algunas caracterizaciones de la clase ®

En esta seccion se retinen algunas caracterizaciones de la clase ®. Algunas de ellas
son conocidas en la literatura anterior a [2|, mientras que otras, aunque conocidas,
no se establecen explicitamente sino hasta dicho trabajo. Més ain, la equivalencia
de la condiciéon (e) con cualquiera de las restantes condiciones del Lema 1.77 parece
no tener mencion alguna hasta [2].

Dado cualquier continuo X, denotaremos

G(X) = {x € X : z tiene una vecindad G en X tal que G es una grafica finita},
PX) =X - g(X),
F(X)={A e C(X):dimy C(X) es finita}.

Definiciéon 1.72. Sea X un continuo. Si el conjunto G(X) es denso en X, decimos

que X es casi enrejado. Si X es casi enrejado y tiene una base de vecindades 2B tal
que U — P(X) es conexo para cada U € B, entonces X es enrejado.

Lema 1.73 (|11, Lemma 3]). Un continuo X es enrejado si y solo si es casi enrejado
y posee un base B tal que cada U € B es abierto en X, es conexo y cumple que
U —P(X) es conexo.

Teorema 1.74 (caso n = 1 de [11, Theorem 4] ). Sean X un continuo localmente
conexo y F' € C(X). Entonces, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) FeF(X).
(b) Existe una grdfica finita D contenida en X tal que F' C intx (D).
(c) FNP(X)=0.

Teorema 1.75 (caso n = 1 de [11, Theorem 5|). Un continuo localmente conezo es
enrejado si y solo si §(X) es denso en C(X).

Teorema 1.76 (|11, Theorem 6]). La clase de los continuos enrejados contiene a las
clases de continuos siguientes: grdaficas finitas, © y £2; aqui, £D denota a la clase
de los continuos que poseen una base de vecindades en cada uno de sus puntos cuyos
elementos pertenecen a ®.
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Lema 1.77 (|2, Lemma 2.2|). Suponga que X es una dendrita. Entonces, las condi-
ciones siguientes son equivalentes:

(a) X es enrejado.

(b) No ezisten puntos de corte de X contenidos en P(X).
(c) X €D.

(d) clox)(§(X)) = C(X).

(e) X € clox)(F(X)).

Demostracion. (a)=(b) Probaremos esta implicaciéon por contrarreciproca. Supon-
gamos que existe p € P(X) tal que p es un punto de corte de X. Si X no es casi
enrejado, entonces X no es enrejado. Consideremos el caso en el que X es casi en-
rejado. Sea U una vecindad abierta de p en X. Puesto que p es de corte de X,
X — {p} es disconexo. Sean V; y V5 abiertos de X ajenos, distintos del vacio y tales
que X — {p} = V1 UV;,. Como Vo C X — Vj y este ultimo conjunto es cerrado en X,
se tiene que cly (V7)) C X — Va. Note también que {p}, V1 y V2 son conjuntos ajenos
entre si cuya union es X y que, por ende, X — Vo = {p}UV]. Ademas, puesto que X es
conexo y V7 es un abierto de X con ) # V; # X, V] no es cerrado en X . Esto implica
que V1 Cclx(Vi) C X — Vo ={p} UV y, por consiguiente, que clx (V1) = {p} U V;.
De manera analoga, clx(Va) = {p} U V. En particular, p € clx (V1) Nclx(Va). Asi,
UnVyy UNV;son distintos del vacio. Ademés, estos dos conjuntos son abiertos en
X y ajenos, su union es U — {p} y, puesto que X es casi enrejado, cada uno de ellos
intersecta a G(X). De este modo, (U —{p})NG(X) es disconexo. Por otro lado, como
p ¢ G(X), se tiene que (U — {p}) N G(X) = UNG(X). Por lo tanto, U N G(X) es
disconexo. Como U es una vecindad abierta de p arbitraria, el Lema 1.73 garantiza
que X tampoco es enrejado en el caso en el que X es casi enrejado.

(b)=(c) Haremos la demostracion por contrarreciproca. Supongamos que X ¢ 9.
Luego, existe p € clx(F (X)) — E(X). Note que, por el Teorema 1.53, p es un punto
de corte de X. Demostraremos que p € P(X). Sea G un subcontinuo de X tal p €
int x (G). Observe que p es un punto de acumulaciéon de E(X) y que, en consecuencia,
int x (G) N E(X) es un conjunto infinito. Como intx (G)NE(X) C E(G), esto implica
que G posee una cantidad infinita de puntos extremos. De este modo, el Teorema
1.50 garantiza que G no es una gréfica finita. Por lo tanto, p no tiene vecindades en
X que son graficas finitas. Asi, p es un punto de corte de X tal que p € P(X).

(c)=(a) Se cumple por el Teorema 1.76.

(a)<(d) Es un caso especial de [11, Theorem 5.

(d)=-(e) Es inmediato.

(e)=(d) Supongamos que X € clg(x)(F(X)), es decir, que existe una sucesion
{Ak}ren en F(X) tal que lim Ay = X. Sean B € C(X) y € > 0. Demostraremos
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que existe C € §(X) tal que Hy(B,C) < 2¢. Como X es un continuo localmente
conexo, podemos asumir que la métrica es convexa (Teorema 1.39). Dado k € N,
sea Cp = C4(B,e) N Ag. Como intx(Cy(B,¢e)) # 0 y lim A = X, existe N € N
tal que C) # () para cada k > N. Ademas, puesto que la métrica de X es convexa,
Cq(B,¢e) € C(X) (Teorema 1.44 (11)). Asi, el Teorema 1.54 asegura que C}, es conexo
y, puesto que este conjunto es cerrado en X, Cy € C(X) para cada k > N. Por
tanto, {C }r>n es una sucesion en C(X). De este modo, y considerando que C(X)
es compacto, podemos suponer que {C}ren es una sucesion convergente en C(X).

Afirmamos que im Cy, = Cy(B,¢). Sea € Cy(B,e). Como la métrica de X
es convexa, Cy(B,e) = clx(intx(Cq(B,¢))) (Teorema 1.44 (1)) y, por ende, exis-
te una sucesion {z;,}men en intx(Cy(B,¢)) tal que limz,, = x. Dado m € N,
como I,, € limA; = X, existe N,, € N tal que si k& > N,,, entonces A; N
intx (Cy(B,¢)) N B(xm,d(z,zm)) # 0. Sean ki = N; y, para cada m € N, sea
km+1 = max{Nyt1, km+1}. Dado cualquier m € N, sea y,, € Ay, Nintx (Cy(B,e))N
B(xp,d(z,xm)). Note que d(z,ym) < d(x,zpm) + d(@m,ym) < 2d(z,zm,) y que
Ym € C,.. Luego, 0 < limd(x,y,) < lim2d(xz,z,) = 0 y, por consiguiente,
limy,, = . Por tanto, z € limC},,, = lim Cy. De este modo, Cy(B,e) C limC},.
Ademas, como cada k € N cumple que Cy C Cy4(B,¢) y este tltimo conjunto es
cerrado en X, tenemos que lim C, C Cy(B, ). Por lo tanto, lim Cy = Cy(B,¢€).

Sea ko € N tal que Hy(C,, Ca(B,¢)) < e. Como Hy(C4(B,¢),B) < ¢, se cumple
que Hy(Cy, B) < Hq(C,, Ca(B,¢)) + Hq(Cq(B,¢), B) < 2¢. Por otro lado, puesto
que Ay, € F(X), el Teorema 1.74 garantiza que AN P(X) = (). Como Ck, C A,
se tiene que Cy, NP(X) = 0. Asi, de nuevo por el Teorema 1.74, Cy, € F(X). Por
tanto, §(X) es denso en C(X). O

1.7. Niveles de Whitney positivos

Definicién 1.78. Sean X un continuo y # C 2%. Una funcién de Whitney para

H es una funcién continua p : H — [0, 00) que satisface las siguientes condiciones:
(1) para cualesquiera A, B € H tales que A C B, se satisface que pu(A) < u(B).
(2) n(A)=0siysolosi AeHNF(X).

El siguiente ejemplo muestra que, dado cualquier continuo, siempre existen fun-
ciones de Whitney para 2% y, por tanto, para cualquier subespacio de 2¥.

Ejemplo 1.79 (véase [18, Teorema 5.3]). Sean X un continuo y D = {p1,p2,...,}
un conjunto numerable y denso en X. Suponga, sin pérdida de generalidad, que
d(p,q) < 1 para cualesquiera p,q € X. Para cada n € N, sea p, : 2¥ — [0,1] la
funcion dada por

pn(A) = max{d(a,p,) : a € A} — min{d(a,p,) : a € A}.
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Entonces, la funcion u : 2% — [0, 1], dada por

00 n(A
p(A) = 50, nld),

es una funcion de Whitney para 2.

Teorema 1.80 (|15, Theorem 16.10]). Si X es un espacio métrico compacto, enton-
ces cualquier funcion de Whitney para cualquier subespacio cerrado de 2% se puede
extender a una funcion de Whitney para 2.

Definicién 1.81. Un nivel de Whitney positivo de X (respectivamente, un nivel
de Whitney de X) es un conjunto de la forma p~1(t), en donde y es una funcién
de Whitney para C(X) y t € (0, u(X)) (respectivamente, ¢t € [0, u(X)]). Denotamos

WL(X) ={A: A es un nivel de Whitney positivo de X}.

Es importante notar que, en la definicién anterior, el conjunto 20£(X) incluye
los niveles de Whitney positivos de X de cada una de las funciones de Whitney para
C(X).

Teorema 1.82 ([15, Theorem 19.9]). Sean X un continuo y u una funcion de Whit-
ney para C(X). Entonces, p~1(t) es un continuo para cada t € [0, u(X)].

Observacion 1.83. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney. Sea Y un
subcontinuo de X . Sity € [0, u(Y)], entonces u=L(to) NC(Y) es un nivel de Whitney
de X. Sitg € (0,u(Y)), entonces u=L(tg) NC(Y) € WL(Y); equivalentemente, si
p(to) NC(Y) tiene mds de un punto, entonces u=(tg) NC(Y) € WL(Y).

Demostracion. En primer lugar, note que u!c(y) es una funciéon de Whitney para
C(Y). Ademas, (p|cry) Hto) = p~t(to) N C(Y). De este modo, si ty € [0, u(Y)],
entonces p~!(tg) N C(Y) es un nivel de Whitney de Y si tg € (0, (Y)), entonces
o) NC(Y) € WL(Y). Para mostrar la dltima parte de la observacion, suponga
que existen A, B € p~1(tg) N C(Y) con A # B. Note que esto tltimo implica que
A#Y oB#Y. Luego, u(A) < (YY) o u(B) < p(Y). En cualquier caso, tg < p(Y).
Asi, por lo mencionado previemente, se tiene que pu~1(tg) N C(Y) € WL(Y). O

Lema 1.84 (|18, Lema 6.8|). Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para
C(X). Sean A,B € C(X). Si AC B yte [u(A), u(B)], entonces eziste C € C(X)
tal que AC C C B y u(C) =t.

Lema 1.85. Sean X un continuo localmente conexo con mds de un punto, u una
funcion de Whitney para C(X) y U un abierto de X denso en X y conexo. Sea B
un continuo contenido en U. Si p(B) < to < p(X), entonces existe un continuo A
tal que BC ACU y u(A) =to.
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Demostracion. Por el Lema 1.30, existe una sucesion de continuos {4, }nen tal que
B C A, C Apy1 C U para cadan € Ny cx(U,2; An) = clx(U). Note que, por
el Lema 1.19, lim 4,, = clx(U) = X. Asi, por la continuidad de p, se cumple que
lim p(A,) = p(X). Suponga que pu(B) < tog < pu(X). Luego, existe N € N tal que
pu(An) > to. Asi, el Lema 1.84 garantiza que existe un subcontinuo A de X tal que
BCACANCUyu(A) =to. O

Observacion 1.86. Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X),
to € (0,u(X)) y S, T € C(X) con S CT. Sean A = pu~(tg) y M = {B € C(X) :
S C B C T}. Entonces, MNA tiene al menos un punto siy solo si u(S) < tg < u(T).
Si MNA tiene mds de un punto, entonces u(S) < to < u(T). Si T es localmente
conezxo y pu(S) < to < u(T), entonces MNA tiene mds de un punto.

Demostracion. Si B € IMNA, entonces S C B C Ty, por ende, p(S) < u(B) =ty <
p(T). Reciprocamente, si p(B) < tg < u(T), entonces el Lema 1.84 garantiza que
IMNA # 0. Esto muestra la equivalencia de la observacion.

Suponga que M NA tiene més de un punto. Sean By, Bs € M NA distintos. Luego,
B1 ¢ By 0 Bo ¢ By. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que By ¢ Bs. Luego,
By C BiUBy C Ty S C By N By C Bj. Esto implica que u(B2) < w(T) y
w(S) < p(By). Por tanto, u(S) < to < u(T).

Suponga ahora que T es localmente conexo y u(S) < to < p(7T). Es inmediato
que S C T. Luego, por el Teorema 1.9, existe p € T — S tal que T'— {p} es conexo.
Note que ademés T' — {p} es abierto en T'. Luego, por el Lema 1.30, existe una
sucesion de continuos {By}nen tal que S C B, C Bp41 C T — {p} para cada
n € Ny clx(U,en Bn) = clx (T — {p}) = T. Luego, lim B, = T' (Lema 1.19). Esto
implica, por la continuidad de p, que lim u(B,) = wu(T) > tg. En consecuencia,
existe N € N tal que u(By) > to. Note que u(S) < to y u({p}) < to. De este modo,
el Lema 1.84 garantiza que existen B, B’ € C(X) tales que pu(B) = p(B') = to,
SCcBCByCT—{p}ype B CT.Porlo tanto, By B’ son elementos distintos
de MNA. O

1.8. Funciones de Whitney admisibles

Definicién 1.87. Sea X un continuo y sea H = 2% o H = C(X). Una funcion de
Whitney p para H es admisible si existe una funcion continua h : H x [0,1] — H
que satisface las siguientes condiciones:

(1) para cada A € H, se cumple h(A,1) = Ay h(A,0) € F1(X);

(2) si Ae Hytel0,1] son tales que u(h(A,t)) > 0, entonces para cada s € [0, )
se cumple p(h(A,s)) < u(h(A,t)).

A h se le denomina una deformacién p-admisible.



22 Preliminares

Los primeros dos resultados que demostramos en esta secciéon son dos observa-
ciones sencillas acerca del comportamiento de las funciones de Whitney admisibles
y de la naturaleza topologica de la propiedad de poseer una funcién de este tipo.

Observacion 1.88. Sea X un continuo y p una funcion de Whitney para H. Su-
pongase que [ es admisible. Sea h : H x [0,1] — H una deformacion p-admisible. Si
h(A,t") € Fi(X) y t,t' € [0,1] son tales que t < t', entonces h(A,t) € F1(X). En
particular, h(F1(X) x [0,1]) C F1(X).

Demostracion. Supongamos que existen A € H y t,t' € [0,1) tales que ¢t < ¢/,
h(A,t") € Fi(X) y h(A,t) ¢ Fi1(X). Luego, pu(h(A,t)) =0y s > 0, donde s =
p(h(A,t)). Como u(h({A} X [t,t'])) es un subconjunto conexo de R, es un intervalo.
Asi, [0, s8] C u(h({A}x[t,t'])). Sean s” € (0,s) y t” € [t,t] tales que s” = u(h(A,t")).
Luego, pu(h(A,t)) >0, t <t"y p(h(A,t")) < pu(h(A,t)), lo cual contradice el hecho
que h es pu-admisible. O

Fl siguiente resultado muestra, entre otras cosas, que la propiedad de poseer una
funcion de Whitney admisible es una propiedad topologica. En tal resultado, asi
como en su demostracion, se denotara por f* a la funcion inducida de una funcién
dada f : X — Y al hiperespacio H(X) designado; es decir, para cualquier A € H(X),
F7(4) = F(A),

Teorema 1.89. Sean X y Y continuos homeomorfos y f : Y — X un homeomorfis-
mo. Sea H(X) = C(X) o H(X) =2%. Sea p: H(X) — [0, 00) una funcién continua
yw=po f*:H(Y)—[0,00). Sip es una funcion de Whitney, entonces w es una
funcion de Whitney; si, ademds, i es admisible, entonces w es admisible.

Demostracion. Supongamos que p es una funcion de Whitney. Como f* es continua,
w es una composicion de funciones continuas y, por tanto, w es continua. Note ademés
que, si By y By son elementos de H(Y) tales que By C Bsa, entonces f*(Bi) y
f*(B3) son elementos de H(X) que cumplen f*(By) C f*(B2) vy, por ende, w(B;) =
p(f*(B1)) < u(f*(B2)) = w(Bsz). Ademas, dado B € H(X), se cumple que B €
Fi(Y) siy solo si f*(B) € F1(X) y esto ultimo ocurre si y solo si u(f*(B)) =0, es
decir, si y solo si w(B) = 0. Asi, w es una funcién de Whitney para H(Y").
Supongamos ahora que, ademaés, p es admisible. Sea h : H(X) x [0,1] — H(X)
una deformacion p-admisible. Sea g : H(Y') x [0,1] — H(Y) la funcion dada por

9(B,t) = (f )~ o h(f*(B),1)

Vamos a mostrar que g es una deformacién w-admisible. Note primero que g es
una composicién de funciones continuas y, por ende, es continua. Dado cualquier
B € H(Y), se cumple que h(f*(B),0) € Fi(X) y asi g(B,0) € Fi(Y) (porque
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f~! preserva cardinalidades); asimismo, h(f*(B),1) = f*(B), por lo cual g(B,1) =
(f)~Y(f*(B)) = B. Ademés, dado cualquier ¢ € [0,1],

w(g(B,t)) = po f*o (f) " oh(f*(B),t) = poh(f*(B),1)

Asi, si B y t son tales que w(g(B,t)) > 0, entonces u(h(f*(B),t)) > 0y, en conse-
cuencia, cada s € [0,t) satisface

w(g(B,s)) = p(h(f*(B),s)) < p(h(f*(B),t)) = w(g(B,1t))
Por lo tanto, g es w-admisible y w es admisible. ]

En el ultimo teorema de esta seccién, se establece que todas las funciones de
Whitney de cualquier dendrita son admisibles. Para demostrarlo, vamos a requerir
de varias funciones auxiliares. La continuidad de dos de estas funciones se demuestra
en los siguientes lemas.

Como cualquier dendrita X es un continuo tnicamente arco conexo (por las Ob-
servaciones 1.63 y 1.64), cualquier subconjunto U de X arco conexo y cualesquiera
x,y € U cumplen que [x,y] C U. Este hecho se utilizara en repetidas ocasiones en la
prueba del siguiente lema.

Lema 1.90. Sean Y7 y Ys continuos. Sea 6 : C(Y1) x C(Ya) — C(Y1 x Y2) la funcion
0(A,B) = A x B.
Entonces, 0 es continua.

Demostracion. Como la conexidad y la compacidad se conservan bajo productos, 6
estd bien definida. Sean d; y do las métricas de Y7 y de Ys, respectivamente. Sean
p:Y1 xYs = [0,00)y R: (C(Y1) x C(Y2)) x (C(Y1) x C(Y2)) las funciones

p((z1,22), (y1,y2)) = max{di(z1,91), d2(22,y2) },
R((A1,A2),(B1, Ba)) = méax{Hg, (A1, B1), Ha, (A2, B2)}.

Se sabe que p y R son métricas compatibles con las topologias producto de X x X
y C(X) x C(X), respectivamente.

Supongamos que los elementos (A, B) y (E, F') de C(Y1) xC(Y2) y € > 0 son tales
que R((A, B), (E,F)) < e.Luego, A C Ng,(E,e)y B C Ng,(F,¢).Sea (z,y) € AxB.
Sean z € E'y w € F tales que di(z,2) < € y da(y,w) < €. Luego, (z,w) € E x F
y p((z,y), (z,w)) < e. Asi, A x B C N,(E x F,¢). Del mismo modo se prueba que
E x F C N,(A x B,e). Por tanto, H,(A x B,E x F) <e.

El parrafo anterior muestra, en particular, que si {(Ay, By) }nen €s una sucesion en
C (Y1) x C(Y3) tal que lim (A,,, B,,) = (Ao, By), para algiun (Ag, By) € C(Y1) x C(Y2),
entonces lim (A, x By,) = Ap x By. Por lo tanto, 6 es continua. O
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Observacion 1.91. Dados un continuo X, una funcion de Whitney p para C(X) y
cualquier to € (0, (X)), se cumple que u~'(tg) separa a C(X) en dos subconjuntos
abiertos (y disjuntos), a saber, u=1([0,t0)) y u~((to, u(X)]). Por esta razén, si K es
un subconjunto conexo de C(X) y existen A, B € K tales que u(A) <ty y u(B) > to,
entonces existe D € K tal que D € p~(to).

La prueba del siguiente teorema es original de Illanes y Leonel [14] (véase la
demostracion de [14, Theorem 5.2]). Tanto en el enunciado de este teorema como en
su demostracion, usaremos la notacion CP(X) = {4 € C(X) : p € A} para cualquier
continuo X y cualquier punto p € X.

Teorema 1.92. Sean X una dendrita, p € X y p una funcion de Whitney para
C(X). Entonces, existe una deformacion p-admisible h tal que

1. h(A,t) C A para cada A € C(X) y cada t € [0, 1].
2. h(CP(X) x [0,1]) C CP(X).

Demostracion. Sea p: C(X) — [0,00) una funcién de Whitney. Antes de especificar
la funcién h, se construiran dos funciones auxiliares, f y ¢. Fijemos p € X. Por
el Lema 1.67, podemos considerar la funcion f : C(X) — X tal que, para cada
Ae C(X),

f(A) es el tinico punto de A que satisface [p, f(A)]NA={f(A)}. (1.3)

Ademés, por el Lema 1.71, f es continua. Por otro lado, puesto que [p,p] N A = {p}
para cada A € C(X) con p € A, f tiene la siguiente propiedad

f(A) = p para cada A € CP(X). (1.4)
Sea g : C(X) — [0, 1] la funcion dada, para cada A € C(X), por

9(A) = sup{p([f(A),a]) : a € A}. (1.5)

Afirmaciéon 1. g es continua y, para cada A € C(X), existe ap € A tal que
9(A) = p([f(A), aq]).

Demostracion de la Afirmacion 1. Para mostrar que g es continua, vamos a expre-
sarla como la composicion de funciones continuas. Sea vy : C(X) — C(X) x C(X) la
funcion

7(4) = ({F(A4)}, A4)
Note que v = (¢ o f, Idc(x)), donde ¢ : X — C(X) es la funcion dada por ¢(x) =

{z}, la cual es continua, por el Lema 1.13. De este modo, 7 es la composicion de
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funciones continuas y, por tanto, es continua. Sean 6 : C(X) x C(X) - C(X x X)
ya: X x X — C(X) las funciones

0(A,B) =Ax B,
a(z,y) = [z, y].
Por los Lemas 1.90 y 1.69, respectivamente, las funciones 6 y « son continuas. Sea

go = poa: X xX — [0,u(X)]. Luego, la funcion inducida por gg a C(X x X),
go : C(X x X) — C([0, u(x)]), es continua y

90(D) = A{p([z,y]) : (z,y) € D},

para cada D € C(X x X). Asi, para cada A € C(X),

sup ogo o 0 0 y(A) = sup{u([z,y]) : (z,y) € 0(v(A))}
= sup{u([z,y]) : (z,y) € {f(A)}, A)}
= sup{u([f(A),a]) : a € A};
= g(4).

Por tanto, g = supogg o 6 o . Esto prueba que g es continua. Ademas, como cada
A € C(X) cumple que goofo~y(A) es cerrado en [0, (X )] (de hecho, un subcontinuo),
se tiene que g(A) € go o o y(A). Asi, existe ap € A tal que g(A4) = u([f(A),ag]).
Esto concluye la demostracion de la Afirmacién 1.

Sea h: C(X) x [0,1] — C(X) la funcion definida por
h(A,t) ={a € A: p([f(A),d]) <tg(A)} (1.6)

Afirmacién 2. h esta bien definida.

1

Demostracion de la Afirmacion 2. Sea (A,t) € C(X)x[0,1]. Dado a € h(A,t), cua
quier b € [f(A), a] cumple que [f(A),b] C [f(A),a] y, por ende, que pu([f(A),b])
u([f(A),a)) < 1a(A)) v b € h(At); ast, [f(A),a] C h(A,1). Por tanto, h(4, 1)
U{[f(A),a] : a € h(A,t)} y, como cada [f(A),a] es conexo y contiene a f(A),
conjunto h(A,t) es conexo. Por otro lado, sean {a,},en una sucesion en h(A,t) (el
cual es subconjunto de A) y a € A tales que lima,, = a. Como pu es continua y X es
suave en cada unos de sus puntos, entonces p([f(A4),a]) = lim u([f(A), a,]) < tg(A).
Asi, a € h(A,t). Esto muestra que h(A,t) es cerrado en A y, por consiguiente, en X.
Por tanto, h(A,t) € C(X) y h es una funcion.

I IA

@
—

Observe que, ademés, h cumple lo siguiente. En primer lugar, es inmediato que

h(A,t) C A para cada A € C(X) y cada t € [0, 1].
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Por otro lado, considere cualesquiera A € CP(X) y t € [0,1]. Luego, por (1.4), se tiene
que f(A) = p. Esta tltima igualdad implica que u([f(A),p]) = p({p}) =0 < tg(A)
y, por ende, que p € h(A,t). De este modo,

h(CP(X) x [0,1]) C CP(X).

De este modo, para concluir esta demostracién resta mostrar que la funcién h es una
deformacion p-admisible. Esto se hara en las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 3. & es continua.

Demostracion de la Afirmacion 3. Sean {(A],t))}nen v (A,t) una sucesion y un

punto en C(X) x [0, 1], respectivamente, tales que lim (A/,,¢)) = (A,t). Conside-
remos una subsucesion {(Ag,tx)}ken de {(AL, 1)) tnen tal que {h(Ag,tx)}tren con-

verge a algin B € C(X). Vamos a probar que B = h(A,t). Sea b € B. Lue-
go, existe una sucesion {bx}reny en X tal que limb, = b y, para cada k € N,
by, € h(Ag,tx). Por la continuidad de f, se tiene que lim f(Ag) = f(A) y, por el
Lema 1.69, lim[f(Ag), bx] = [f(A),b]. De este modo, por la continuidad de p y de g,
se cumple que

p([f(A),b]) = p(im [f(Ag), bk]) = Hm p([f(Ak), b]) < limtrg(Ax) = tg(A).

Asi, b € h(A,t). Por tanto, B C h(A,t). Reciprocamente, supongamos que a €
h(A,t). Vamos a probar que a € B. Como h(A,t) C A y lim A = A, existe una
sucesion {zg}reny en X tal que limxz, = a y, para cada k € N, x € Ag. Dado
k € N, vamos a definir el punto y, de la siguiente manera. Si u([f(Ax),zx]) <
trg(Ag), entonces sea y, = x. Por el contrario, si tyg(Ax) < u([f(Ax), zx]), entonces
pla(f(A), F(4)) = ([ (A), F(AR)]) = 0 < trg(Ag) < plalf(Ax),p); ast, el
continuo a({f(A4x)} X [f(Ak),xk]) cumple las hipotesis de la Observacion 1.91 con
to = trg(Ag) y, por consiguiente, existe yr € [f(Ag), x| tal que p([f(Ar),vk]) =
trg(Ag). Note que, en cualquier caso, yp € h(Ag,tx). En consecuencia, si yp = xj
para una cantidad infinita de & € N, entonces a € liminf h(Ag,t;) = B, porque
limx; = a. Asi, podemos suponer que existe N € N tal que, si £ > N, entonces
Yk # . Asi, para cada k > N, p([f(Ak),yx]) = txg(Ag). En particular, por la
continuidad de g,

lm p([f(Ak), yx]) = lim trg(Ag) = tg(A)

Por otro lado, como X es compacto, existen y € X y una subsucesion {y;, }ren de
{yknen tales que limy;, = y. Podemos suponer que j, > N, para cada k € N.
Note que y € liminfh(Ag,ty) = B. Ademas, como lim[f(A4;,),z;.] = [f(A4),a] y
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cada y;, es elemento de [f(A;,),x;j,], tenemos que y € [f(A),a]. De este modo,
[f(A),y] C [f(A),a]. Ademés, por la continuidad de p y de g,

p(lf(A),y]) = pimlf(Aj,), yj.]) = Um p((f (A5), v5.])

Luego, ([f(A),5]) = tg(A). Como a € h(4,1), tg(A) > u([f(A),a]). Por tanto,
F(A),3] < [F(A)al v w((F(A),5]) > (f(A),a)), lo cual implica que [f(4),y] =
[f(A),a]. Asi, a =y € B. Esto muestra que h(A,t) C B. Por lo tanto, B = h(A,t).
Esto muestra que h es continua.

Afirmacion 4. Paracada A € C(X), h(A,1)=Ay h(A,0) ={f(4)}.

Demostracion de la Afirmacion 4. Por la eleccion de g, cada a € A satisface la
desigualdad p([f(A),a]) < g(A) y, por ende, se tiene que h(A,1) = {a € A :
p([f(A),a]) < g(A))} = A. Ademas, si a € A es tal que p([f(A),a]) = 0, enton-
ces [f(A),a] € Fi(X) y, por ende, [f(A),a] = {f(A)} y a = f(A). De este modo,
WA, 0) ={a e A:pu([f(A),a]) =0)} ={f(A)}

Afirmaciéon 5. Si A € C(X) y t € [0,1] son tales que h(A,t) > 0, entonces
wu(h(A,s)) < p(h(A,t)), para cada s € [0, ).

Demostracion de la Afirmacion 5. Supongamos que A € C(X) y ¢ € [0,1] son ta-
les que h(A,t) > 0. Sea s € [0,t). Como sg(A) < tg(A), se tiene que {a € A :
(A0 < sy} € fa € A ((A)al) < ), o desn CAs) ©
h(A,t). Si h(A,s) C h(A,t), entonces pu(h(A,s)) < p(h(A,t)). Supongamos que
h(A,s) = h(A t). Por la Afirmacion 1, existe ag € A tal que u([f(A),ao]) = g(4).
Como tg(A) < g(4), se tiene que p(a(f(A), [(A)) = u((f(A), F(A)]) = 0 <

tg(A) < u([f(A), ao]) = pla(f(A),ao)); asi, el continuo a({f(A)} x [f(A), ao]) cum-
ple las hipoétesis de la Observaciéon 1.91 con tg = tg(A) y, por consiguiente, existe

a1 € [f(A),ap] tal que u([f(A),a1]) = tg(A). Note que a; € h(A,t) = h(A,s). Asi,
w([f(A),a1]) < sg(A). Por tanto, tg(A) < sg(A). Como s < t, lo anterior implica que
g(A) =0y, en consecuencia, h(A,t) = {a € A: pu([f(A),a]) <0} = h(A,0). Luego,
por la Afirmacion 4, h(A,t) = {f(A)} y, por ende, u(h(A,t)) = 0. Esto contradice
la hipotesis inicial de que p(h(A,t)) > 0. Por lo tanto, u(h(A,s)) < u(h(A,t)).

Por las Afirmaciones 3, 4, 5 y 6, se tiene que h es p-admisible. Esto concluye la
demostracion de que p es admisible. O
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Capitulo 2

Subcontinuos libres y s-graficas

Para aplicar algunos resultados sobre grafica finitas en el contexto de las dendritas
de la clase ®, vamos a utilizar los conceptos de s-grafica, s-grafica libre y s-grafica
fina. El presente capitulo tiene el objetivo de introducir estos conceptos, asi como el
de establecer y demostrar sus propiedades basicas. Los resultados que se presentan
en este se utilizaran repetidamente en los capitulos posteriores.

Antes de proceder con los resultados, conviene tener muy presentes los conceptos
de arco libre, arco libre maximal y ciclo, asi como la notacion Ag(X), dados en la
seccion 1.3.1. Utilizaremos ademés la siguiente notaciéon. Dados un continuo X y
cualquier subespacio A de X, sean

As(X, A) ={J € Ag(X) : TN A # 0},
AL(X, A) = {J € As(X) : J C A},
AAX, A) = {J € As(X): J ¢ A, TN A# (B},
St (4) = [ JAs(X, A).

Denotaremos St;(A) = StX (A) si no hay posibilidad de confusion o si X es el espacio
mayor que se esta considerando.

Definicion 2.1. Sea X un continuo. Una s-grafica de X es un subespacio conexo
G de X tal que G =0, 0 G = {p} para algin p € (R(X)UE(X))NG(X), 0 G es la
union de una cantidad finita mayor que cero de elementos de 2g(X). En este ultimo
caso, decimos que G es no degenerada. Se dice que una s-grafica G de X distinta
del vacio es una s-grafica fina de X (o que es fina en X) si G no contiene curvas
cerradas simples ni puntos extremos de X.

En algunos trabajos en los cuales X es una grafica finita, una s-grafica es llamada
una subgréfica y una s-grafica fina es llamada una subgréfica fina; véase, por ejemplo,

7]y [14].
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Definicion 2.2. Dado X € ©, un subcontinuo A de X es un subcontinuo libre
de X (o libre en X) si A — E(A) es abierto en X. Una s-grafica libre de X es una
s-grafica de X que también es un subcontinuo libre de X.

Note que el concepto anterior es una extension natural del concepto de arco libre.

Observacion 2.3. Sea X un continuo localmente conexo. Si J es un arco libre de
X, entonces JN E(X) C intx(J).

Demostracion. Supongamos que J es un arco libre de X y que existe p € J N E(X).
Observe que p € E(J). Sea ¢ el punto extremo de J distinto de p. Sea U un abierto
de X talquepe Uy q ¢ clx(U). Como p € E(X), existe un abierto V' de X tal que
peV CUy|Frx(V)| =1. Sear tal que Frx (V) = {r}. Luego, r # p y, puesto que
Frx(V) Cclx(U), r #q. Comope JNV yqe J—V,la conexidad de J implica
que JNFrx (V) # 0. Asi, r € J — {p, q}. Sea C una componente de clx (V). Luego,
C' es cerrado en X. Si r ¢ C, entonces C C V, por lo cual C' es una componente
de V' y, como X es localmente conexo, C' es abierto en X (Teorema 1.3), lo cual
contradice la conexidad de X. De este modo, r € C' y C' es la tnica componete de
clx(V), es decir, clx (V') es conexo. Vamos a probar que V' C J. Sabemos que p € V.
Seat € V con t # p. Por un argumento anéalogo al usado para hallar V', existe un
abierto W de X tal que p € W C clx(W) Cc V — {t} y Frx(W) C J — {p,q}.
Asi, Z = clx(W) U (J — {q}) es un abierto y, puesto que clx (W) U J es cerrado,
Frx(Z) ={q}. Comope ZNV yq#¢clx(V), la conexidad de clx (V) implica que
cdx(V)Cc Z. Asi, t eV —clx(W) C Z —clx(W) C (J — {q}). Por tanto, V.C J y
p € intx (J). 0

Lema 2.4 (|2, Lemma 3.1]). Sea X € ®. Entonces, se cumplen los enunciados
stguientes.

(a) O(X)U R(X) C G(X).

(b) Sipe O(X), entonces existe L € Ag(X) tal que p e L — E(L).

(c) Si J e Ag(X), entonces Frx(J)=JNR(X) yJ C G(X).

(d) Si G es una s-grifica libre de X, entonces Frx(G) = E(G) N R(X).

Demostracion. Observe primero que, por el Corolario 1.58, el orden de cualquier
punto de X es finito. Sea p € X — E(X) = O(X) U R(X). Luego, ord(p, X) # No.
Asi, por el Teorema 1.59, existe una vecindad T de p que es un arbol. En particular,
p € G(X) y ord(p,T) = ord(p, X). Supongamos, ademés, que p € O(X). Luego,
p € O(T) y existe un arco K tal que K — E(K) es un abierto que contiene a p,
K C intx(T) (véase la Observacion 1.48). Asi, K es un arco libre de X y, por el
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Teorema 1.37, existe L € Ag(X) tal que K C L. Puesto que p ¢ E(K), se tiene que
p € L — E(L). Por tanto, se cumplen (a) y (b).

(c) Sea J un arco libre de X. Note primero que, por la Observacion 2.3, E(X)NJ C
int x (J). También, es inmediato que intx(J) C O(X)U E(X). Suponga ademas que
J € Ag(X). Sia € O(X)NJ entonces, por (b), existe L € Ag(X) tal que a € L—E(L)
y, por ende, J N (L — E(L)) # (). Esto ultimo implica que J = L (Corolario 1.34)
y que a € intx(J). De este modo, J N (O(X)U E(X)) C intx(J) C O(X)U E(X).
Por lo tanto, intx (J) = JN(O(X)UE(X)), es decir, Frx(J) = JNR(X). Méas atn,
por esta ultima igualdad y (a), se tiene que J = (JNR(X))Uintx(J) C G(X). Esto
prueba (c).

Para demostrar el inciso (d), supongamos que G es una s-grafica libre de X.
Como G — E(G) C intx(G), se tiene que Frx (G) C E(G). Suponga que p € (E(X)U
O(X))NG. Como G es una s-grafica de X, existe J € Ag(X) tal que p € J. Puesto
que p € J—R(X), el inciso (c) garantiza que p € intx (J). En particular, p € intx (G).
Por lo tanto, (E(X)UO(X))NG C intx(G), es decir, Frx (G) C G—(E(X)UO(X)) =
G N R(X). De esta forma, hemos probado que Frx(G) C E(G) N R(X). Por otro
lado, es inmediato que intx(G) N R(X) C R(G); en consecuencia, E(G) N R(X) N
intx(G) C E(G)NR(G) =0y, por tanto, E(G) N R(X) C Frx(G). Este prueba que
Frx(G) = E(G) N R(X). O

La observacion siguiente es una consecuencia inmediata del Lema 2.4 (c).

Observacion 2.5. Sea X € ©. Entonces, cualquier s-grifica de X estd contenida

en G(X).

Lema 2.6 (|2, Lemma 3.9]). Sea X € ©. Suponga que {Gy,}nen €s una sucesion de
s-grdficas de X tales que Gy, C intx(Gpnq1) para cada n € N. Entonces, ey Gn =
G(X) ylimG, = X. Ademds, cada subconjunto cerrado de X que estd contenido en
G(X) también estd contenido en algin intx (Gy,).

Demostracion. Sea U = |,y Gn- Luego, U es conexo. Ademas, U = |, oy intx (Gr)
y, por ende, U es abierto en X.

Vamos a mostrar que Frx(U) ¢ P(X) C E(X). Suponga que g € Frx(U).
Luego, ¢ ¢ U. Sea {qn }nen una sucesion en U tal que lim g, = q. Para cada n € N,
existe k(n) € N ta que g, € Gy vy, puesto que Gy, es una s-grafica de X, existe
Jn € As(X) tal que g € Jn C Gi(ny- Supongamos que {J, : n € N} es finito.
Luego, existe N € N tal que {J, : n < N} = {J, : n € N}. Esto implica que
{@n :n € N} C U{Gpmn) : n < N} C Gk, en donde K = méx{k(n) : n < N}. Por
tanto, ¢ € G C U, lo cual no es posible. Asi, podemos suponer que los elementos de
la sucesion {Jy, }nen son distintos por pares. Aplicando 1.36, obtenemos que lim J,, =
{¢}. En consecuencia, ¢ € P(X). Por lo tanto,

Frx(U) € P(X) € E(X), (2.1)
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en donde la altima contencion se cumple por el Lema 2.4 (a).

Ahora supongamos que existe p € X — clx(U). Por el Lema 1.67, existe ¢’ €
clx (U) tal que [¢/,p] Nclx(U) = {q¢'}. Luego, el conjunto Y = clx(U) U [¢, p] es
un subcontinuo de X que contiene a ¢’. Como Y es una dendrita y ¢’ es un punto
de corte de Y, se tiene que ¢ ¢ E(Y) (Teorema 1.53). En particular, ¢ ¢ E(X).
Ademas, es inmediato que ¢’ € Frx (U). Asi, ¢’ € Frx(U) — E(X), lo cual contradice
(2.1). Por lo tanto, clx(U) = X.

Como U es abierto en X, se sigue de lo anterior que X — Frx(U) = U. Asi,
tomando complementos en la primera contencion de 2.1, obtenemos que G(X) C U.
Por otro lado, es claro que G,, C G(X) para cada n € N, por lo cual U C G(X). Por
lo tanto, G(X) =U.

Puesto que {G, }nen es una sucesion creciente, se sigue que lim G,, = clx (U) =
clx(G(X)). Como X es casi enrejado (Teorema 1.77), esto implica que lim G,, = X.

Por ultimo, sea A un subconjunto cerrado de X contenido en G(X). Luego,
{intx(Gp) : n € N} es una cubierta abierta de A y, en consecuencia, existe un
conjunto finito A C N tal que A C (J,¢, intx(Gy). Asi, A C intx(Gy), en donde
N = max A. O

Lema 2.7 (|2, Lemma 3.2]). Sean X € © y G un subcontinuo libre de X. Sea K un
subcontinuo de G. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

a) K es libre en G si y solo si K es libre en X.

(a)

(b) Si K € Ag(X), entonces K € Ag(G).

(c) Si G es una s-grdfica libre de X y K € As(G), entonces K € Ag(X).
)

(d) Si G es una s-grdfica libre de X no degenerada, entonces

As(G) = AL(X, Q) = A (X, intx (@) = {J € As(X) : intx (J) NG # B}.

Demostracion. (a) Observe que KNE(G) C E(K), porlocual K—E(K) C G-E(Q).
Ademas, como G es libre en X, G — E(G) es abierto en X. Asi, K — E(K) es abierto
en G siy solo si es abierto en X. Por lo tanto, (a) se cumple.

(b) Supongamos que K € 2Ag(X). Luego, por (a), K es libre en G. Sea K’ un
arco libre de G tal que K C K’. Luego, también por (a), K’ es libre en X. Esto
implica, por la maximalidad de K en X, que K = K’. Por tanto, K € 2g(G).

(¢) Supongamos ahora que G es una s-grafica libre de X y que K € g(G). Luego,
K es un arco libre de X (por (a)). Sea p € K — E(K). Luego, p € intx(K) N G.
Como G es una s-grafica de X, existe J € Ag(X) tal que p € J. Asf, intx (K)NJ # 0
y, por el Corolario 1.33, K C J. Como J es un arco libre de G (de nuevo por (a)), la
maximalidad de K en G implica que K = J. Por lo tanto, K € g(X).
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(d) La primera igualdad de (d) se sigue de (b) y (c). Veamos las otras igualdades.
Sea J € 2g(X). Vamos a mostrar que las tres condiciones siguientes son equivalentes:
JCG,JNintx(G) #0 y intx(J)NG # 0. Si J C G, entonces intx(J) C Gy, por
consiguiente, J Nintx (G) D intx(J) # 0. Si J Nintx (G) # 0, entonces J Nintx (G)
es un abierto de J distinto del vacio y, por ende, un conjunto no numerable; asi, en
este caso, intx(J) NG D (J — E(J)) Nintx(G) = (J Nintx(G)) — E(J) # 0. Si
intx(J) NG # (), entonces, como G es una s-grafica de X, existe K € Ag(X) tal
que K C Gy Knintx(J) # 0y, por ende, el Teorema 1.32 garantiza que K = J y
J C G. Por lo tanto, se cumplen las equivalencias antes mencionadas. Esto muestra
las dltimas dos igualdades del inciso (d). O

Lema 2.8 ([2, Lemma 3.3|). Sean X € ©, G una s-grifica libre de X y v un
subconjunto no vacio de G. Entonces son vdlidas las siguientes afirmaciones.

(a) v es una s-grifica de G si y solo si v es una s-grifica de X.

(b) v es una s-grifica fina de G si y solo si v es una s-grifica fina de X y v C
intx(G).

(¢) Ste(v) = St¥(v) U Ste(v NFrx(G)) y St¥(v) = Ste(v) N G.
(d) Siv es una s-grifica fina de G o v C intx(Q), entonces St¥(v) = Stg(v).
(e) Siv es una s-grifica fina de G o v C intx(G), entonces

{AcC(X):vCACSty(1)} ={AcC(G):vC AcStf(v)}.

Demostracion. (a) Considere primero el caso en el que v es no degenerado. Como
As(G) = AL(X,G) (Lema 2.7 (d)) y v C G, se cumple que v es la uniéon algunos
elementos de Ag(G) si y solo si es uniéon de algunos elementos de Ag(X). Asi, (a)
se cumple en este caso. Consideremos ahora el caso en el que v = {p}, para algiun
p € G. Note primero que G C G(X) (Observacion 2.5). Supongamos que v es una
s-grafica de G. Luego, p € R(G)UE(G). Sip € intx(G), entonces p € R(X)UE(X).
Sip € Frx(G), entonces, por el Lema 2.4 (d), p € R(X). De este modo, en cualquier
caso, p € (R(X)U E(X))NG(X). Por lo tanto, v es una s-grafica de X.

Reciprocamente, supongamos que v es una s-grafica de X. Luego, p € R(X) U
E(X). Si p € E(G), entonces v es una s-grafica de G. Si p € G — E(G), entonces
p ¢ E(X) y, por ende, p € R(X). Como G — E(G) C intx(G), tenemos p € R(G).
Asi, en cualquier caso, v es una s-grafica de G.

Veamos (b). Supongamos que v es una s-grafica fina de G. Por (a), v es una s-
grafica de X. Claramente, v no contiene curvas cerradas simples y, como E(X)NG C
E(G), v tampoco contiene puntos extremos de X. Asi, v es fina en X. Ademés,
v C G — E(G) C intx(G). Reciprocamente, supongamos que v es una s-grafica fina
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de X y v C intx(G). Claramente, v no contiene curvas cerradas simples y, por (a),
v es una s-grafica de G. Como E(G) Nintx(G) C E(X), tenemos que v no contiene
puntos extremos de GG. De este modo, v es una s-grafica fina de G.

Veamos (c). Supongamos que p € St¢(r). Luego, existe J € Ag(X,v) tal que
p € J. Si JNintx(G) # 0, entonces, por el Lema 2.7 (d), J € Ag(Q) vy, asi,
p € St¥(v). Supongamos que J Nintx(G) = (. Luego, JNv C JNG C Frx(G).
Observe que Frx(G) es un subconjunto de E(G) y, por ende, es un conjunto finito.
Ademas, como X es hereditariamente unicoherente (véase el Teorema 1.70), J NG
es un subcontinuo de X. Asi, J N G es un continuo finito, es decir, es un conjunto
unitario. Como J Nv # @, lo anterior implica que J Nv = JNG = J N Frx(G)
y que este conjunto es unitario. De este modo J Nv N Frx(G) # 0 y, por ende,
p € Ste(v N Frx(@G)). Por lo tanto, en cualquier caso, p € St¥(v) U Sty(v N Frx(G)).
Reciprocamente, supongamos que p € St¢(v) U Ste(v N Frx(G)). Si p € St¥(v),
entonces existe J € Ag(G, v) tal que p € J. De este modo, en este caso, el Lema 2.7
(d) garantiza que J € 2Ag(X) y, por ende, que p € St¢(r). Ademas, es inmediato que
Ste(v NFrx(G)) C Stg(v). Por lo tanto, en cualquier caso, p € St¢(v). Esto prueba
la primera igualdad de (c).

Para probar la segunda igualdad de (c), considere p € St¢(v)NG. Sea J € Ag(X, v)
tal que p € J. Siguiendo el parrafo anterior, se tienen los dos casos siguientes: si
JNintx(G) # B, entonces p € St¥(v), y si JNintx(G) = 0, entonces JNv = JNG.
En este dltimo caso, puesto que p € J N G, se cumple que p € v C St?(u). De este
modo, en cualquiera de los dos casos, p € St{®(v). Por lo tanto, St¢(v) NG C St¥(v).
Ademas, se sigue, inmediatamente de la primera igualdad de (c), que St¥(v) C
St¢(v) N G. Esto prueba la segunda igualdad de (c).

Por ultimo, (d) se sigue de (c) porque, en ambos casos de la hipotesis respectiva,
vNFrx(G) = 0 (si v es una s-grafica fina de G, entonces vNFrx (G) C vNE(G) = 0).
Asimismo, (e) se sigue inmediatamente de (d). O

Definiciéon 2.9. Sea X un continuo localmente conexo. Dados p,q € R(X)UE(X),
decimos que p es adyacente a q si existe J € Ag(X) tal que E(J) = {p, q}.

Lema 2.10 (|2, Lemma 3.4|). Sean X un continuo localmente conexo y A C G(X).
Entonces, se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(a) A Cintx(Ste(A4)) y, si X € D, entonces St(A) C G(X).

(b) Si A es cerrado, entonces Ste(A) es la union de una cantidad finita de elementos
de Ag(X).

(c) Si A es cerrado y Ste(A) es conexo, entonces Ste(A) es una s-grdafica de X .

(d) Si X €D y A es un continuo, entonces Stg(A) es una s-grifica libre de X.
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(e) Si A= {po,p1,-..,pr} es un subconjunto de R(X) tal que cada p; (i > 0) es
adyacente a algun p; con j < i, entonces ewiste una s-grafica F' de X tal que
Ste(A) = Stg(F) y, por tanto, Ste(A) es una s-grdfica libre de X .

(f) Si X € ®, entonces A es una s-grifica fina de X si y solo si existe una s-grifica
libre G de X tal que A es una s-grdfica fina de G.

(g) Si K e C(C(X)) yK CF(X), entonces existe una s-grdfica libre G de X tal
que K C (intx (G)) C intc(X) C(G).

Demostracion. Sea p € G(X). Antes de demostrar los incisos del lema, vamos a
probar que p € intx(St¢(p)). Sea G una grafica finita contenida en X tal que p €
intx (G) y sea k = ord(p, G). Por la Observacion 1.48, existen arcos Ay, ..., A tales
que p € ﬂle E(A;), AinAj ={p}sii#jyT—{p1,...,px} es abierto en X,
en donde T = Ule A; v p; es el punto extremo de A; distinto de p para cada i €
{1,...,k}. Como A;—{p,p;} = (T—{p1, ... ,pk})—(Ui# A;), se tiene que A;—{p,p;}
es abierto en T'— {p1,...,pi} y, por ende, en X. Asi, A; es un arco libre de X. Por el
Teorema 1.37, existe J; € Ag(X) tal que A; C J;. De este modo, p € intX(Uf:1 Ji).
Por otro lado, es claro que {Ji,...,Jx} C As(X,p). Sea K € Ag(X,p). Luego,
K Nint X(Uf:1 Ji) es un abierto de K distinto del vacio y, en consecuencia, es no
numerable. En particular, (K N intX(Uf:1 Ji)) —{p,p1,p02, .- -, 0k} # . Esto implica
que alguna iy € {1,...,k} cumple que K N (J;, — E(Jy,)) # 0 y, por ende, que
K = J,;, (Corolario 1.34). Asi. hemos probado que As(X,p) C {J1,...,Ji}. Por lo
tanto, As(X,p) = {J1,...,Jx} vy Ste(p) = Ule Ji. Asi, p € intx (Ste(p)) y Ste(p) es
una s-grafica de X.

Veamos (a). Usando lo obtenido en el parrafo anterior, se obtienen las relaciones
A C Upeaintx (Ste(p)) C Upea Ste(p) = Ste(A). Por tanto, A C intx (Ste(A)).
Supongamos que X € . Por el Lema 2.4 (¢), tenemos que cada elemento de 2g(X)
estd contenido en G(X). En particular, St;(A) C G(X). Esto prueba (a).

Ahora veamos (b) y (c). Supongamos que A es cerrado en X. Supongamos que
existe una sucesion {L; };en de elementos de Ag(X, A) distintos entre si. Dado cual-
quier ¢ € N, sea p; € L; N A. Como C(X) es compacto, existe una subsucesion
convergente de {p; }ien. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que limp; = p
para algin p € X. Asi, por el Teorema 1.36, obtenemos que lim L; = {p}. Por otro
lado, como p € A C G(X), el primer parrafo de esta demostracion garantiza que
St¢(p) es una s-grafica de X y una vecindad de p. Sean Jy, Ja, ..., J; € Ag(X) tales
que Ste(p) = Ule Jr vy sea N € N tal que L; C St¢(p) para cada i > N. Consi-
deremos ¢ > N. Sea q € L; — E(L;). Luego, ¢ € St¢(p) y, por consiguiente, existe
r e {1,...,k} tal que ¢ € J,. Como q € (L; — E(L;)) N Jy, se tiene que L; = J,
(Corolario 1.34). De este modo, {L; : i > N} C {Ji,...,Ji}, lo cual contradice el
hecho de que los elementos de {L; : i« € N} son distintos por pares. Esto prueba
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que el conjunto Ag(X, A) es finito, es decir, que se cumple (b). Ademaés, si St¢(A) es
conexo, entonces Ste(A) es una s-grafica de X, lo cual muestra que se cumple (c).

Ahora demostraremos (d). Supongamos que X € © y que A es un continuo.
Es inmediato que Stg(A) es conexo, asi que, por (c), Stg(A) es una s-grafica de
X. Resta mostrar que Stf(A) es libre en X. Para ello, vamos a probar primero
que Stg(A) — E(Stg(A)) C intx(Sts(A)). Por (a), A C intx(Stf(A)). Supongamos
que p € (St(A) — E(Stg(A))) — A. Luego, existe J € Ag(X,A) tal que p € J.
Supongamos que K € Ag(X, A) es tal que p € K y K # J. Observe que J N K es
un continuo y que es un conjunto finito, por estar contenido en E(J). Ademas, como
X es hereditariamente unicoherente (Teorema 1.70), J N K es conexo. Asi, JN K es
un conjunto unitario y, por ende, J N K = {p}. Més atn, (AU J)N (AU K) es un
continuoy (AUJ)N(AUK) = AU(JNK) = AU{p}, lo cual implica que p € A, una
contradiccion. Por tanto, J es el tnico elemento de Ag(X, A) tal que p € J. Luego,
p € Stg(A) — UKteS(X,A)—{J} K C Jy, como Ag(X, A) es finito, esto implica que J
es una vecindad de p en Stf(A). En particular, ord(p, J) = ord(p, St¢(A4)). De este
modo, y puesto que p ¢ E(Stg(A)), se tiene p € J — E(J). Como J es libre en X,
J—E(J) es un abierto de X contenido en St¢(A). Asi, p € intx (St¢(A)). Por lo tanto,
Ste(A)—E(Ste(A)) C intx (Ste(A)). Como consecuencia de esto, Stg(A)—E(Ste(A)) C
int x (St¢(A)) — E(Stf(A)). Ademas, es inmediato que intx (Ste(A)) — E(Sts(A)) C
Ste(A) — E(Stg(A)). De este modo, intx (Ste(A)) — E(Sts(A)) = Ste(A) — E(Ste(A)).
Como Stf(A) es una grafica finita, E(Stf(A)) es finito y, por ende, cerrado en X. Asi,
Ste(A) — E(Ste(A)) es abierto en X. Esto prueba (d)

(e) Supongamos que A = {rg,...,r} es un subconjunto de R(X) tal que cada
r; con i > 0 es adyacente a algin r; con j < i. Note que, por el Lema 2.4 (a), A C
G(X), asi que podemos considerar el conjunto Stf(A). Para cada i € {0,...,k}, sea
A; ={po,...,pi} . Vamos a mostrar por induccién que para cualquier ¢ € {0,...,k}
existe una s-grafica F; de X tal que A; C F; y Ste(A;) = Ste(F;). Para i = 0 esto es
inmediato, porque Ay es un continuo y Ag C R(X) N G(X). Supongamos que para
algin 7 € {0,...,k — 1} existe una s-grafica F; de X tal que A; C F; y Ste(A;) =
Ste(F;). Como p;y1 es adyacente a algin p; tal que j < i, existe K € Ag(X) tal que
E(K) = {pj,pr}. Note que si L € Ag(X), entonces L = K o LN K C {p;,pr}. Asi,
Ste(K) C Ste({pj, pr}) C Ste(Ao U {px}). Sea Fiy1 = F; U K. Es inmediato que Fjq
es una s-grafica de X. Ademas, St¢(Fj+1) = Ste(F;) U Stg(K) = Ste(A;) U Ste(K) =
Ste(A; U{pi+1}) = Stg(Ait1). Por lo tanto, Ste(F;11) = Ste(A;41), lo cual concluye la
inducciéon. Considerando que A = Ay, se tiene que Stg(A) = St¢(F}). De este modo,
(d) garantiza que Stg(A) es una s-grafica libre de X. Esto prueba (e).

Veamos (f). Supongamos primero que A es una s-grafica fina de X. Por (d) y (a),
el conjunto G = Stf(A) es una s-grafica libre y A C intx(G). Como AN E(G) =
(ANintx (G))NE(G) C ANE(X) y este ultimo conjunto es el conjunto vacio (porque
A es fina en X), se tiene que AN E(G) = (). Por tanto, A es fina en G. De manera
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reciproca, supongamos que G es una s-grafica libre de X tal que A es una s-grafica
fina de G. Luego, ANE(G) =0y, como ANE(X)=(ANG)NE(X) Cc ANG(X),
se tiene que AN E(X) = . Por tanto, A es fina en X (notese que en esta parte de
la prueba de (f) no se considera ni utiliza que A C intx(G)).

(g) Note primero que |J K es un subcontinuo de X (Teorema 1.25). Ademas, para
cada A € K, se cumple que A € F(X) y asi, por el Teorema 1.74, A C G(X).
Por tanto, [JK C G(X). De este modo, por (d) y (a), se tiene que el conjunto
G = St;(|JK) es una s-grafica libre de X y que K C intx(G). Esto ultimo implica
que, para cualquier A € K, A C UK C intx(G). Por tanto, £ C (intx(G)) C C(G)
y, en consecuencia, K C intg(x) C(G). O
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Capitulo 3

Arcos libres y cubos de Hilbert en
niveles de Whitney

Este capitulo tiene dos objetivos principales, ambos relacionados con los niveles de
Whitney positivos de los elementos de la clase ©. El primero de ellos es caracterizar
a los arcos libres maximales contenidos en cualquiera de estos niveles. El segundo
objetivo es mostrar que ciertos subespacios de cualquiera de estos niveles son cubos
de Hlbert. Estos dos resultados nos proporcionaran herramientas muy ttiles para las
demostraciones de los Teoremas 5.9 y 5.15.

3.1. Arcos libres

Para caracterizar a los arcos libres maximales de los elementos de 20£(X), en
donde X € ©, utilizaremos que los niveles de Whitney positivos de arcos son arcos
y que sus puntos extremos son facilmente identificables, tal como se expresa en el
siguiente lema.

Lema 3.1 (|15, Theorem 31.1]). Sean X un arco, A un nivel de Whitney positivo
de X y E(X) = {p,q}. Entonces, A es un arco y E(A) = {A,, Aq}, en donde A, y
Ay son los tinicos elementos de A tales que p € Ay y q € Ay.

Demostracion. Vamos a probar el lema para [0, 1]. Sean w una funcion de Whitney
para C([0,1]), to € (0,w([0,1])) y B = w1 (to).

Sea h : B — [0,1] la funcién dada por h(A) = min A. Note que, en general,
la funcién min : 28 — R es una funcién continua. Asi, h es continua. Ademaés, si
h(A) = h(A’), entonces, puesto que los subcontinuos de [0, 1] son intervalos, existen
bt/ € [0,1] tales que A = [h(A),b] y A" = [h(A),b]. Luego, A C A" (si b < b))
oA C A (sibt <b). Como w(A) = w(A4’), cualquiera de los dos casos anteriores
implica que A = A’. De este modo, h es inyectiva y, por ende, es un encaje. Por lo
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tanto, B es homeomorfo a un subcontinuo de [0, 1] y, en consecuencia, es un arco o
un conjunto unitario.

Como w({0}) = 0 < ty < w([0,1]), existe Ay € B tal que {0} € Ay € [0,1]
(Lema 1.84). Si 1 € Ay, entonces [0,1] C Ay, lo cual no es posible. Asi, 1 ¢ Ay.
Anéalogamente, existe A7 € B tal que 1 € A; y 0 ¢ A;. En particular, A tiene al
menos dos elementos y, por lo obtenido en el parrafo previo, es un arco. Note también
que h(Ap) = 0.

Sea B € B tal que h(B) = maxh(B). Sea b € [0,1] tal que B = [h(B),b].
Como h(A;) < h(B), se tiene que B = [h(B),b] C [h(A1),1] = A; y, puesto que
w(B) = w(A), esto implica que B = A;. Por tanto, h(A4;) = méax h(B).

Como h(B) = [0,méxh(B)] y h es un encaje, los dos parrafos previos implican
que los puntos extremos de B son Ay y Aj. Ademaés, si A, € B es tal que 0 € Ajf,
entonces h(Aj) = 0y asi, como h es inyectiva, A = Ag. Asimismo, si A} € B es tal
que 1 € AY, entonces h(A]) < h(A1) y A1 = [h(41),1] C [h(A}),1] = A] y, como
w(A1) = w(A]), se tiene que A} = A;. Por tanto, Ay y Ao son los tnicos elementos
de B tales que 0 € Ay y 1 € A;. De este modo, el conjunto B = w™!(sg) es un arco
cuyos puntos extremos son Ag y Aj, en donde Ay y Ay son los tnicos puntos de B
talesque 0 € Agy 1 € Aj.

Ahora demostraremos el lema para X. Sean p una funciéon de Whitney para
C(X) y s0 € (0, u(X)) tales que A = = (sp). Sea g : [0,1] — X un homeomorfismo
tal que g(0) = py g(1) = q. Luego, w = p o g es una funcion de Whitney para
C([0,1]) (Teorema 1.89), en donde § : C([0,1]) — C(X) es la funcién inducida
por g a C([0,1]). Como § es un homeomorfismo y A = §(w™'(sg)), se tiene que
A es un arco con puntos extremos §(Ap) y §(A1). Ademas, si A, € A es tal que
p € A, entonces (§)"!(Ap) es un elemento de A al que pertenece 0 y, por ende,
(9) 71 (A4p) = Ao, es decir, A, = §(Ap). Asi, §(Ao) es el Gnico elemento de A tal que
p € §(Ap). Andlogamente, §(A;) es el tnico elemento de A tal que g € §(A;). Por lo
tanto, A4 es un arco con puntos extremos g(Ap) v §(A1) y estos dos puntos son los
tnicos elementos de A que contienen a p y a ¢, respectivamente. ]

Para el siguiente lema, dados X un continuo localmente conexo y J € 2Ag(X),
sea Ny = C(J), si J es un arco, o Ny = clg(x)((intx(J))), si J es una curva cerrada
simple.

Lema 3.2 ([14, Lemma 2.4]). Sean G una grdfica finita y A un nivel de Whitney
positivo de G. Si L es un arco libre mazimal de A, entonces existe J € Ug(G) tal

que L=N;NA.

Lema 3.3. Sean X un continuo, pu una funcion de Whitney para C(X) y tg €
(0, u(X)). Si J es un arco libre de X tal que p(J) > to, entonces p~t(to) NC(J) es
un arco libre de p=1(to).
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Demostracion. Sean p y g los puntos extremos de J. Note que, por la Observacion
1.83, = (tg) N C(J) es un nivel de Whitney positivo de .J. Asi, por el Lema 3.1,
p~Hto) NC(J) es un arco y E(u=t(tg) N C(J)) = {Ap, Ay}, donde A, y A, son los
tinico puntos de ' (to) N C(J) que contienen a p y a ¢, respectivamente. Por otro
lado, como J es un arco libre, tenemos que J — {p, ¢} es un abierto de X. Ademas,
(J={p.a}) N~ (to) = ;' (to) — {Ap, A} Por lo tanto, =1 (tg) N C(J) es un arco
libre de p~t(to). O

Lema 3.4 (|2, Lemma 3.5|). Sean X un continuo localmente conexo, A un nivel
de Whitney positivo de X yY C X. Entonces, int4((Y)NA) = (intx(Y))N A y
Fra((Y) N A) 0 () = (¥, Frx (V) N A

Demostracion. Sean p una funcion de Whitney para C(X) y to € (0, u(X)) tales
que A=~ (to)

Vamos a probar primero que (Y,Frx(Y))NA C Fra((Y) N .A). Para esto, supon-
gamos que A € (Y, Frx(Y)) N A. Luego, existe p € ANFrx(Y). Para cada n € N,
sea U, un abierto de X conexo tal que p € U, C clx(U,) C Bqa(p, %) Note que
limclx (Uy) = {p} y que cada AUclx(U,) es un continuo. Como p € Frx(Y)NA C
Frx(A), tenemos que U, ¢ Ay, por ende, A C AUclx(U,) y p(AUclx(Uy,)) > to.
Como lim u(clx (Uy,)) = p({p}) = 0, existe N € N tal que si k& > N, entonces
p(clx (Ug)) < to. De este modo, para cada k > N el Lema 1.84 garantiza que existe
Ay € A tal que clx(Uy) C Ay C AU clx(Ug). Sea {Ag, }ieny una subsucesion de
{Aj }k>n tal que lim Ay, = B, para algin B € A. Luego, B C lim(AUclx(Uy,)) = A
y, por ende, A = B. De este modo, lim Ay, = A. Ademés, dado cualquier £ > N,
como Uy C Ay Ur ¢ Y, se tiene que A ¢ (V). Asi, A € Fr ((Y)N.A). Esto prueba
que (Y, Frx(Y))NACFra((Y)NnA).

Por el parrafo anterior tenemos que int4((Y)NA) = (Y)NA—-Fra((Y)NA) C
(YYNA—(Y,Frx(Y)) = (intx(Y)) N A. Ademas, como (int x (Y")) N.A es un abierto
de A contenido en (Y) N A, se tiene (intx(Y))N.A C int 4((Y) N.A). Por lo tanto, se
cumple la igualdad (intx (Y))NA = int4((Y)N.A). Por altimo, Fr4((Y)NA)N(Y) =
Y)YNnA—inta((Y)NA) =((Y)NA) — (intx(Y)) = (Y, Frx(Y)) N A. O

Teorema 3.5 (|25, Proposition 12|). Si X es una dendrita y A es un nivel de
Whitney de X, entonces A es contrdctil.

Lema 3.6. Sea X wuna dendrita y A un nivel de Whitney de X. Entonces, A no
contiene ciclos.

Demostracion. Supongamos que K es un ciclo de A. Mostraremos que K es un retrac-
tode A. SiFr4(K) = 0, entonces K = A. Supongamos que Fr4(KC) # 0. Sea P € A tal
que K —{P} es abierto en A. Luego, Fr4(K) = { P}, es decir, KNclyg(A—-K) = {P}.
Considere la funcion r : A — A dada por r(B) = Bsi B € K,y r(B) = P si
B € cla(A — K). Note que 7| y 7|, (x—.4) son funciones continuas, por lo cual r
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es continua. De este modo, r es una retracciéon de A en K. Por lo tanto, K es un
retracto de A en ambos casos. Puesto que A es contractil (Lema 3.5), esto ultimo
implica que K es contractil. Como K es homeomorfo a la circunferencia unitaria, se
tiene una contradicciéon. Por lo tanto, A no contiene ciclos. O

Teorema 3.7 (|22, Theorem 14.9, Theorem 14.47]). Sea X un continuo. Entonces,
X es localmente conexo si y solo si cada nivel de Whitney positivo de X es localmente
conexo.

Lema 3.8 (|2, Lemma 3.6]). Sean X una dendrita que no es un arco, A un nivel de
Whitney positivo de X y B € A. Luego, B tiene una vecindad en A que es un arco
libre de A si y solo si B tiene una vecindad en X que es un arco libre de X.

Demostracion. Supongamos que existe un arco libre N' de A tal que B € int4(N).
Si existe p € BN P(X), entonces CP(X) N A es un cubo de Hilbert (Teorema 3.17)
y B es uno de sus elementos. Como esto contradice el hecho de que B € int 4(/N),
se cumple que BN P(X) = 0, es decir, que B C G(X). Sea G = St¢(B). Por el
Lema 2.10 (d) y (a), se tiene que G es una s-grafica libre de X y B C intx(G).
Note que B € (intx(G)) N A C C(G) N A, por lo cual B € int4(C(G) N.A). Como
A es localmente conexo (Teorema 3.7), existe un abierto & de A conexo y tal que
B e U C clyud) C {intx(G)) Nint 4 N. Note que cly(U) es un subcontinuo de
Ny que, por ende, cly(U) es un arco. Ademas, cl4(U) es libre en Ny, como este
tltimo conjunto es libre en A, el Lema 2.7 (a) asegura que clg(U) es libre en A.
Como cla(Ud) € ANC(G), cla(Ud) es también un arco libre de AN C(G). Luego,
por el Teorema 1.37, existe £ € Ag(A N C(G)) tal que cla(Uf) C L. Como G es
una dendrita, el Lema 3.6 garantiza que £ no es un ciclo y, por ende, que es un
arco libre maximal de C(G) N A. Asi, por el Teorema 3.2, existe J € Ag(G) tal que
L=C(J)NA. Como G es una s-grafica libre de X, por el Lema 2.7 (c) se tiene que
J € As(X). Por otro lado, B CU C L, asi que B € int yn¢()(£). Ademas, por el
Lema 3.4, int gnc(q)(£) = (intg(J)) N (C(G) N A) = (intg(J)) N A. De este modo,
B C intx(G) Nintg(J) C intx(J).

Reciprocamente, supongamos que J es un arco libre de X tal que A C intx(J).
Luego, A € (intx(J))NA Cint 4(C(J)N.A) y, por el Lema 3.3, C(J) N A es un arco
libre de A. O

Teorema 3.9 ([2, Theorem 3.7|). Sean X una dendrita que no es un arco y A un
nivel de Whitney positivo de X. Entonces,

As(A) ={C(J)NA: J e As(X) y (C(J)NA) —{J} # 0},

Demostracion. Observe primero que, por el Lema 3.6, cada elemento de 2Ag(X) es
un arco. Supongamos que L € Ag(X) es tal que N — {L} # 0, donde N =
C(L) N A. Luego, por el Lema 3.3, N, es un arco libre de A. Por el Teorema 1.37,
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existe N' € Ag(A) tal que N, € N. Supongamos que Ny # N. Luego, existe
F e E(NL) — E(N). Note que F € (N — E(N)) C int 4(N). Aplicando el Lema 3.8,
obtenemos un arco libre M de X tal que F' C intx(M). Ademas, si F' € int 4(N7),
entonces F € inty/(Ny) y, por ende, F € E(N). Como esto altimo no es posible,
se tiene que que F' € Fra(N7). Por otro lado, puesto que F' es un subcontinuo no
degenerado de L y Frx (L) es un conjunto finito (por estar contenido en E(L)), se
tiene que F Nintx (L) # 0. Asi, intx (L) Nintx (M) # (). Luego, por el Teorema 1.35,
L UM es un arco libre de X. Como L es un arco libre maximal de X, lo anterior
implica que M C LUM =L, F Cintx(L) y F € (intx (L)) N A C int 4(N7). Esto
contradice el hecho de que F € Fr4(Np). Por tanto, N, = N € Ag(A).
Supongamos que Ny € Ag(A). Sea B € Ny — E(Ny) C int4(Np). Por el Teorema
3.8, existe un arco libre J de X tal que B C intx(J). Por el Teorema 1.37, existe
K € g(X) tal que J C K. Luego, B € (intx(K))NA C int 4(Nk), en donde N =
C(K)N A. Como N € 2s(A) (por el parrafo previo) y B € int 4(Nx) Nint4(Np),
por el Corolario 1.34 se tiene Ny = N. Por lo tanto, Ny = C(K)N Ay, ya que este
subespacio de A es un continuo no degenerado, se tiene (C(K)NA)—{K} #0. O

3.2. Cubos de Hilbert

En esta seccién vamos a mostrar que algunos subespacios de los elementos de
WL(X), dado X € D, son cubos de Hilbert (Teorema 3.17). Para esto, utilizaremos
algunos hiperespacios adicionales a los mencionados en las secciones previas. Sean
X un continuo, p una funcién de Whitney para C(X), t € [0, u(X)], K € C(X) y
p € X. Denotamos

CX,K)={AeC(X): KNA#0D},
CE(X)={AecC(X): K C A},
CE(X,t) = p~t(t) N CE(X).
Cuando K sea un conjunto unitario, se prescindira de las llaves en la notacién an-

terior, es decir, CP(X) = CP}(X) y CP(X,t) = C¥P}(X,t). Note que C(X, {p}) =
CP(X).

Teorema 3.10 (de Lynch, |15, Theorem 66.4]). Sean X un continuo, u una funcion
de Whitney para C(X) y to € [0, u(X)]. Si E € C(X) es tal que u(E) < tg, entonces
CP(X,ty) es un retracto absoluto.

Lema 3.11. Sean X wun continuo, p una funcion de Whitney para C(X) y t €
[0, 1(X)]. Sea K € C(X) tal que u(K) < to. Entonces, CK(X,t) es un continuo.

Demostracion. Suponga que {A;,}nen es una sucesion en C¥(X,t) que converge a
algtin punto A € C(X). Como p~(tg) es cerrado en C(X), se tiene que A € " (to).
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Ademas, es inmediato que K C A. Asi, A € CK(X,t). Por lo tanto, C¥(X,t) es
cerrado en C(X) y, por tanto, compacto. Para mostrar que C* (X, t) es conexo, se
puede utilizar el Teorema 3.10, puesto que cualquier retracto absoluto es conexo. [

Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto cerrado de X. Decimos
que A es un Z-conjunto en X si Idx es el limite uniforme de una sucesiéon de funciones
continuas cuyas imagenes no intersectan a A. Decimos que una funcién continua f
entre espacios métricos compactos X1 y Xo es una Z-funcion si f(X;) es un Z-
conjunto en Xo.

Observacion 3.12. Sea X un espacio métrico. Suponga que A es un Z-conjunto en
X y que B es un cerrado de X contenido en A. Entonces, B es un Z-conjunto en X.

Demostracion. Note primero que B es un subconjunto cerrado de X. Por otro lado,
puesto que B es un Z-conjunto de X, existe una sucesiéon de funciones, digamos
{fn: X = X }nen, que converge uniformemente a I'dx y tal que f,,(X)NA = () para
cada n € N. Puesto que B C A, se cumple que f,,(X)N B = ) para cada n € N. Asi,
B es un Z-conjunto de X. O

Teorema 3.13 (de Torunczyk, [15, Theorem 9.3|). Sea X un retracto absoluto com-
pacto. St la funcion identidad sobre X es el limite uniforme de una sucesion de
Z-funciones, entonces X es un cubo de Hilbert.

Lema 3.14 (|9, Proposition 3.1]). Sea p una funcion de Whitney para C(X). Sea
ScCX)yseao:S— C(C(X)) una funcion continua tal que, para cada B € S,
o(B) es un arco ordenado en C(X). Sea ty € [0, u(X)] y supdngase que, para cada
B €S, o(B)Nu~t(ty) # 0. Entonces, para cada B € S, o(B) N u~(ty) consiste
ezactamente de un punto, denotado por oy, (B), y la funcion oy : S — u=(to) es
continua.

Teorema 3.15 (véase [11, Lemma 15|). Sean X un continuo localmente conexo, R
un subconjunto cerrado de P(X) y K € C(X) tal que intx(K) N R # (). Entonces,
CE(X) es un Z-conjunto de C(X, R).

Lema 3.16 (|2, Lemma 2.3|). Sean X una dendrita y p una funcion de Whitney
para C(X). Suponga que la métrica de X es convera y que existe p € P(X). Sean
to € (0, (X)), e >0 y K = Cq({p},e). Entonces, C*(X,ty) es un Z-conjunto de
CP(X,to).

Demostracion. Antes de iniciar esta demostraciéon, observe que la hipotesis de que
la métrica de X es convexa garantiza que la funcion Cy es continua (Lema 1.43). Sea
€ > 0. En primer lugar, el Teorema 1.92 asegura la existencia de una deformacion
p-admisible h : C(X) x [0,1] — C(X) tal que
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(1) h(A,t) C A para cada A € C(X) y cada t € [0, u(X)].
(11) h(CP(X) x [0,1]) C CP(X).

Dado s’ € (0,1), sea Ay = Inf{u(Cy(h(B,s),¢)) : B € u~'(ty),s € [¢',1]}. Afirma-
mos que existe sp € (0,1) tal que A\g, > to. Supongamos que esto no es asi. Luego,
para cada n € N, A\;_1 < #p; asi, por la continuidad de las funciones pu, Cy y h'y
por la compacidad de p~ (to) y [1 — %,1], existen s, € [l — 2,1] y D,, € pu~L(to)
tales que pu(Cy(h(Dp, sn),€)) < to. Note que lims,, = 1 y que, como C(X) es com-
pacto, existe una subsucesion convergente { Dy, }ren de {Dy, }nen. Sea D =1lim D, .
Luego, aplicando limites sobre las sucesiones {Dy, }nen ¥ {Sn, }nen en la desigual-
dad anterior, tenemos que u(Cy(D,¢)) = u(Cy(h(D,1),¢)) < tg. Sin embargo, como
p1(tg) es cerrado, se tiene la igualdad p(D) = to. Esto implica que D # X y, en
consecuencia, que D C Cy(D,e) y u(Cq(D,€)) > to. Esta contradiccion muestra que
existe sp € (0,1) tal que Ay, > to. Para abreviar, sea A = \g,. Asi

to < A < p(Cy(h(B, s),€)) para cualesquiera B € u~*(to) y s € [s,1]. (3.1)

Como h es uniformemente continua, existe v > 0 tal que, para cualesquiera
Bi,Bs € C(X) y t1,t2 € [0, 1],

si d(By, Bg) + |t1 — ta] < v, entonces Hy(h(Bi,t1), h(Ba,t2)) < €. (3.2)

Fijemos s € (méx{1 — v, 50}, 1). Luego, puesto que s < 1, cada B € u~*(tg) cumple
que pu(h(B,s)) < u(h(B,1)) = tg. Como u~'(tg) es compacto, lo anterior implica
que & < tg, en donde & = sup{u(h(B,s)) : B € u~(to)}. Asi,

w(h(B,s)) < & < to para cada B € u~'(tg). (3.3)

Dado que p es uniformemente continua, existe 6 € (0,¢) tal que si Hg(A1, A2) < 4,
entonces |p(A1) — pu(A2)| < min{i(A—to), 3(to—&)}. Aligual que en la demostracion
del Teorema 3.15, existe una funcion continua g : CP(X) — CP(X) —C*(X) tal que,
para cualesquiera A, B € CP(X),

si A C B, entonces Hy(A,g(A)) <dy g(A) C g(B). (3.4)
Asi,
— %()\ —t9) < u(g(A)) — u(4) < %(to —¢) para cada A € CP(X). (3.5)

Por tanto, para cada B € CP(X,ty), las desigualdades de (3.1) y (3.5) implican que
to < gA+gto = A= 3(A—to) < u(Ca(h(B,s),¢)) — 3(A—to) < u(g(Ca(h(B,s),¢)));
analogamente, las desigualdades de (3.3) y (3.5) garantizan que ty > %to + %5 =
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Lto— €) + € > pu(g(h(B, 5))) — p(h(B,)) + & > p(g(h(B,5)). De este modo, para
cada B € CP(X, tp),

m(g(h(B,s))) <to < pu(g(Ca(h(B,s),¢€))). (3.6)

Ademaés, puesto que 1 — v < s < 1, reemplazando By = By =B, t1 =syts=1en
(3.2) se obtiene que

Hy(h(B,s),B) < € para cada B € C(X) (3.7)
Considere la funciéon o : CP(X) — C(CP(X)), dada por
o(B) ={g(Ca(h(B,s),7)) : 7 = 0}.

Observe que se cumple la igualdad o(B) = (g o Cq)*({h(B,s)} x [0,didm(X)]), en
donde (g o Cy)* : C(C(X) x [0,didm(X)]) — C(C(X)) es la respectiva funciéon
inducida por go Cy. Puesto que (go Cy)* es continua (Corolario 1.16), se tiene que o
es una funcion continua. Por otro lado, por la monotonia de Cy y de g, o(B) es un
arco ordenado y, por (II) y por la eleccion de g, cada uno de sus elementos contiene
a p. Ademas, por (3.6), cada B € CP(X,tg) cumple que oy, (B)Nu~1(ty) # 0. Luego,
o cumple las hipotesis del Lema 3.14, asi que la funcion oy, : CP(X, tg) — CP(X, to),
que a cada B € CP(X) le asigna el tnico punto de o(B) N u~!(ty), es una funcion
continua. Sea rp > 0 tal que o4, (B) = g(Cq(h(B,s),rg)). Tomando en cuenta que
g(CP(X)) C CP(X)—CK(X), laigualdad anterior asegura que o4, (B) ¢ CK(X). Asf,
01, (CP(X,t9)) C CP(X,tg) — CK (X, to). Ademas, por (3.6), se tiene que 0 < rp < ¢.
Aplicando la desigualdad triangular, luego (3.4) y (3.7), y, por tltimo, la desigualdad
anterior, se obtiene que

Hd(UtO(B)vB) < Hd(UtO(B)7 Cd(h(Bv S)vTB)) + Hd(cd(h(B’ S)vrB)v h(B’ 5))
+Hd(h(Bvs)7B)
<d+rg+e<3e

para cada B € CP(X,tg). Esto prueba que la funcion identidad de CP(X,tg) es el
limite uniforme de una sucesién de funciones continuas cuyas imagenes no intersectan
a CK(X,tg), es decir, que CX(X,tg) es un Z-conjunto de CP(X,tg). O

Teorema 3.17 (|2, Theorem 2.6]). Sean X una dendrita, u una funcion de Whitney
para C(X) y to € (0,u(X)). Suponga que existe p € P(X). Entonces, CP(X,tg) es
un cubo de Hilbert.

Demostracion. Por el mismo argumento dado al principio de la prueba del Lema 3.16,
podemos asumir que Cy es continua. Como CP(X, ) es un continuo (Lema 3.11) y
es un retracto absoluto (Teorema 3.10), el Teorema 3.13 garantiza que basta mostrar
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que la funcion identidad de CP(X, ) es el limite uniforme de una sucesion de Z-
funciones para concluir que CP(X,ty) es un cubo de Hilbert. Para hacer esto tltimo,
sea € > 0. De acuerdo con la demostracion del Lema 3.16, existen una deformacion
p-admisible h : C'(X) x [0,1] = C(X), s € (0,1) y un ntmero real A tales que tal
que

(1) h(A,t) C A para cada A € C(X) y cada t € [0,1].
(11) h(CP(X) x [0,1]) € CP(X).
(1) to < A < u(Cy(h(B,s),€)) para cada B € u~'(tg),
(1v) Hq(B,h(B,s)) < € para cada B € C(X).

((1) y (11) son los incisos respectivos de la demostracion del Lema 3.16; (111) y (1v)
son 3.1 y 3.7 de dicha prueba). Por otro lado, puesto que s < 1 y h es admisible, se
tiene que u(h(B,s)) < to para cada B € u~!(tg). Como pu~'(ty) es compacto, esto
implica que £ < to, en donde & = sup{u(h(B,s)) : B € u~1(ty)}. Luego,

w(h(B,s)) < & < to, para cada B € u~'(to). (3.8)
Por otro lado, (3.8) y (111) implican que
p(h(B,5)) < to < p(Ca(h(B,s),¢)), para cada B € ™" (to). (3.9)
Considere la funcion o : u=1(tg) — C(u~1(to)), dada por
o(B) ={Cq(h(B,s),t) : t > 0}.

Note que se cumple la igualdad o(B) = Cj({h(B,s)} x [0,didm(X)]), en donde
Ch: O(C(X) x [0,didm(X)]) — C(C(X)) es la respectiva funcion inducida por Cy.
Puesto que C es continua (Corolario 1.16), se tiene que o es una funcién continua.
Por otro lado, por la monotonia de Cy, o(B) es un arco ordenado. Ademas, por (3.9),
cada B € CP(X,tg) cumple que a4, (B) N u~1(ty) # 0. Asi, o cumple las hipotesis
del Lema 3.14 y, por consiguiente, la funcion oy, : u~1(tg) — p~ (to), que a cada
B € u~(tg) le asigna el tinico punto de o(B) N u~'(tg), es continua.

Dado B € u~t(ty), sea tp > 0 tal que oy, (B) = C4(h(B,s),tp). Note que, por
(3.9), tp > 0. Luego, h(B,s) C Ny(h(B,s),tp) C intx (o, (B)). Ademas, por (1), se
tiene que h(B,s) C B. Asi,

h(B,s) C intx (o, (B)) N B para cada B € u~'(to); (*)

Mas atn, si B € CP(X, 1), entonces se tiene por (11) que p € h(B,s), por lo cual la
contencion de (*) implica que

p € intx (o4, (B)), para cada B € CP(X,ty). ()
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((*) y (**) seran usados méas adelante, en la pruebas del Lema 5.14 y del Teorema
5.15). En particular, o, (CP(X,t9)) C CP(X,tp).

Por otro lado, como p~ () y p~*([0,£]) son subconjuntos de C(X) compactos
y ajenos, se tiene que v > 0, donde

v=inf{Hy(B1,By): B; € Mfl(to), By € Hil([ovf])}'

Asf, y puesto que h(B,s) € u~1([0,€]) (por la primera desigualdad de (3.8)) y
o1,(B) € ul(t), se cumple que Hy(h(B,s),Cyq(h(B,s),tg)) > « para cada B €
p~ (o). Por tanto, cada B € u~!(tg) satisface que tg > v > 0. Sea K = Cy({p},~).
Dado cualquier A € CP(X, 1), se tiene p € h(B, s) y, por ende, que K C oy,(A). Asi,
01, (CP(X,t9)) C CK(X,tg). Ademés, por el Lema 3.16, C¥ (X, ) es un Z-conjunto
de CP(X,tp). Como o4, (CP(X, tp)) es un subconjunto cerrado de CP(X, ty) (por ser la
imagen continua de un compacto), esto implica que o4, (CP(X,%p)) es un Z-conjunto.
Por tanto, oyy|ce(x 1) : CP(X,t0) = CP(X, o) es una Z-funcion. Ademas, por (3.9)
y por la monotonia de las funciones Cy y u, se tiene que tp < e. Aplicando la
desigualdad triangular seguida de (1v) y de la desigualdad anterior, se tiene que

Hy(ot,(B),B) < Hy(o4,(B),h(B,s)) + Hiy(h(B,s),B) <tp +e¢ < 2, (1)

para cada B € CP(X,tp). Esto muestra que la funcion identidad de CP(X, ) es el
limite uniforme de una sucesion de Z-funciones. Por lo tanto, CP(X, ) es un cubo
de Hilbert. O

Lema 3.18. Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X). Suponga
que p es un punto de corte de X. Entonces, existe tg € (0, u(X)) tal que cada B €
C(X) con u(B) >ty satisface que p € B.

Demostracion. Como p es un punto de corte de X, existen abiertos U y V de X —{p}
distintos del vacio y tales que X —{p} = UUV y UNV = (). Luego, clx (U) = UU{p},
clx (V) =V U{p} y ambos conjuntos son continuos. Note también que u(U U{p}) <
w(X) y p(VUu{p}) < u(X). Sea tg tal que max{u(UU{p}), u(VU{p})} < to < p(X).
Sea B € C(X) tal que pu(B) > to. Luego, B ¢ U U {p}, es decir, BNV # 0.
Analogamente, BNV # (). Como B es conexo, lo anterior implica que B ¢ U UV,
es decir, que p € B. Por lo tanto, p € B para cada B € C(X) con u(B) > t. O

Corolario 3.19 (|2, Corollary 2.7]). Sean X una dendrita y p una funcion de Whit-
ney para C(X). Suponga que X ¢ ©. Entonces existe ty € (0, u(X)) tal que para
cada t € [tg, n(X)) se cumple que u=1(t) es un cubo de Hilbert.

Demostracion. Por el Lema 1.77, existe p € P(X) tal que p es un punto de corte de
X. Esto implica, por el Lema 3.18, que existe tg € (0, u(X)) tal que para cualesquiera
t € [to, (X)) y B € p~L(t) se tiene que p € B. Asi, para cada t € [tg, u(X)) se tiene
que p~1(t) = CP(X, 1), el cual, por el Teorema 3.17, es un cubo de Hilbert. O
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Corolario 3.20 (|2, Corollary 2.8]). Sean X una dendrita y A € WL(X). Entonces,
{Be A:dimp A< oo} =FX)NA

Demostracion. Si C € §F(X) N A, entonces dimg A < dime C(X) < oo. Reciproca-
mente, supongamos que B € A cumple que dimp A < oo. Si existe p € BN P(X),
entonces B € CP(X,tg) y, como este tltimo conjunto es un cubo de Hilbert con-
tenido en A, tenemos que dimp . A = co. Como esto no es posible, concluimos que
BNP(X) = 0. Aplicando el Teorema 1.74, obtenemos que B € §(X). Asi, se cumple
la igualdad del corolario. O

3.3. Caracterizacion de ® usando 20L(X)

Como primera aplicacién importante del Teorema 3.17, tenemos la siguiente ca-
racterizacion de los elementos de la clase ® en la clase de las dendritas.

Teorema 3.21 (|2, Theorem 2.9]). Sea X wuna dendrita. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) X es un elemento de ®.

(b) Para cada A € QWL(X), F(X)N A es denso en A.

(¢) Para cada A € WE(X), {F € A:dimp A < oo} es denso en A.
(d) Para cada A € WEL(X), existe B € A tal que dimp A es finito.
(e) Ningin elemento de 2L(X) es un cubo de Hilbert.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos primero (a), es decir, que X € ®. Sean p una
funcion de Whitney para C(X) y to € (0, u(X)). Afirmamos que p=1(to) N F(X) es
denso en pu~'(tg). Sean B € u~'(tg) y € > 0. Por [15, 66.8], existe § > 0 tal que
cualesquiera A1, Ay € p~t(tg) con A; C Ny(Az,§) cumplen que Hy(Aq, As) < e.
Note que U = p~((to, w(X)) N By, (B, d) es un abierto de C(X) distinto del vacio.
Luego, por el Lema 1.77, existe F' € U tal que dimp(C(X)) < co. Sea p € F. Como
p({p}) < to < u(F), existe By € C(X) tal que By C F' y u(By) = to (Lema 1.84).
Por otro lado, por el Teorema 1.74, FNP(X) = (). En particular, BiNP(X) =0y, de
nuevo por el Teorema 1.74, dimpg, (C(X)) < oo. Asi, By € F(X) N u~1(to). Ademas,
puesto que Hy(B,F) < 0, se cumple que By C F C Ny4(B,d). De este modo, la
eleccion de § garantiza que Hy(Bj, B) < €. Esto muestra nuestra afirmacion. Por lo
tanto, se cumple (b).

(b) = (c) Es una consecuencia inmediata del Corolario 3.20.

(¢c) = (d) y (d) = (e) Son inmediatas.
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(e) = (a) Supongamos ahora que no se cumple (a), es decir, que X ¢ ©. Por el
Corolario 3.19, existen niveles de Whitney en C'(X) que son cubos de Hilbert. Asi,
no se cumple (e). O



Capitulo 4

Descomposicion de los niveles de
Whitney

La descomposicién de un espacio topoldgico en subespacios con ciertas propie-
dades, cuando es posible, puede resultar de mucha utilidad para el estudio de las
propiedades globales del espacio dado. Como un ejemplo muy claro de esto, R. Du-
da [7] mostro que el hiperespacio de subcontinuos de una grafica finita arbitraria se
descompone en una cantidad finita de celdas facilmente identificables y este hecho
ha sido bastante utilizado en investigaciones posteriores. En este capitulo, vamos a
generalizar esta descomposicion a los elementos de Q0L(X), para cualquier X € ©
dado, asi como a establecer algunas propiedades de esta descomposicion.

4.1. Descomposicion de §(X) en celdas

En lo que sigue de este trabajo, usaremos ampliamente la descomposiciéon de
C(X) en celdas que introdujo R. Duda [7], asi como diversos resultados que usan
esta descomposicién y la inducida por esta a los niveles de Whitney. Tales resultados
se expresan, originalmente, usando la notacién Mg -~r. En este trabajo, usaremos
dicha notacién con un significado simplificado, puesto que, en ultima instancia, solo
la, utilizaremos en arboles (pero vistos estos como subespacios de dendritas).

Sea X un continuo. Para cualesquiera subconjuntos K y L de X con K C L C
G(X), denotamos

DﬁKcL:{AGC(X):KCACL}
Si K # (), denotamos
My = My sk -
Si K = {p}, para algin p, denotamos

M, = M .

o1
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Para evitar ambigiiedades al usar la notaciéon Mg, el espacio que toma el papel de X
es, en cada caso, el mayor espacio en consideracién que contiene a L; si se consideran
dos continuos X y Y, estos seran ajenos, a menos que se diga lo contrario. Ademés,
se usara la notacion thCStf(( K) cuando se requiera.

Para cualquier subcontinuo F' de X, denotamos

TM(X) :{zmvcstg((v) : 7 es una s-grafica fina de X} U {My;: J € As(X)},
={Mec ITM(X) : F € N}.

Fl siguiente lema establece que, bajo ciertas condiciones, los conjuntos que repre-
senta la notacion My~ respecto de G y respecto de X son el mismo, aclarando asi
posibles inconsistencias. Observe que, en el lema, el lado derecho de la igualdad es
M, respecto del arbol G, que coincide para este caso (segtn lo expresado en [7, final
de la pagina 270]) con el significado dado por Duda [7] a esta notacion.

Lema 4.1. Sean X € ©, G una s-grdfica libre de X y v un subconjunto no vacio de
G. Siv es una s-grifica fina de G o v C intx(G), entonces

My csixw) = Mycsid) -
Demostracion. Es el Lema 2.8 (e). O

En el siguiente lema, observe que (por el Lema 4.1) la notacion 9, puede inter-
pretarse como relativa tanto a G como a X, sin ambigiiedad.

Lema 4.2. Sean X € © y G una s-grdfica libre de X. Entonces,

IM(G) = {M, : v es una s-gdfica fina de X yv C intx(G)}U
{Mycy: J eAs(X),J C G}.

Demostracion. Suponga que M € TM(G). Si M = My, para algin J € Ag(G),
entonces el Lema 2.7 (c¢) garantiza que J € 2Ag(X). Si M = M, para alguna s-
grafica fina v de G, entonces, por el Lema 2.8 (b), v es una s-gréfica fina de X con
v C intx (G). Esto prueba la contencion hacia la derecha de la igualdad del lema. Por
otra parte, si v es una s-grafica fina de X tal que v C intx (G), entonces se tiene por
el Lema 2.8 (b) que v es una s-grafica fina de G y, por ende, que 9, € TM(G). Si
J € Ag(X), entonces el Lema 2.7 (b) asegura que J € Ag(G) y, asi, My ; € TM(G).
Esto prueba la igualdad del lema. O

Los siguientes dos teoremas reunen casos especiales de algunos resultados de [7]
y de [16] que nos seran de mucha utilidad. Vale la pena mencionar que los resultados
originales se desarrollaron originalmente para la clase de las graficas finitas, pero que
en este trabajo enunciamos versiones simplificadas para la clase de los arboles.

En lo que sigue, 9M denota la frontera como variedad de la k-celda M.
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Teorema 4.3 ([7]). Sean G un drbol y n una s-grdfica fina de G. Entonces, se
cumplen las siguientes afirmaciones.

(a) M, es una k-celda, en donde k = ord(n, G).

(b) Si S yT son s-grificas de G con S C T y tales que n C S o T C Ste(n),
entonces Mg C OM,,.

(c) C(G) =UJETM(G).
(d) M, —0M,, es un abierto de C(Q).

Demostracion. El inciso (a) se cumple por |7, 5.2 y 5.3|. El inciso (b) es un caso espe-
cial |7, 6.1]. El inciso (c) est& contenido en |7, 5.4]. El inciso (d) es una consecuencia
de (¢) y (b). O

Teorema 4.4 (|16, Theorem 1.1 (a), Theorem 1.2|). Sean G un drbol, A € WL(G)
y n una s-grdfica fina de G. Suponga que M, NA tiene mds de un punto. Entonces,
se cumplen las siguientes afirmaciones.

(a) M, NA es una k-celda, en donde k = ord(n, G) — 1.

(b) O(M,NA) = {B € M, NA : existe (S,T) € % tal que S C B C T}, en donde
B ={(S,T): S yT son s-grificas de G tales quen C S oT < Ste(n)}. En
otras palabras, O(M, NA) = U{MscrNA: (S,T) € A}.

(c) (M, NA) — 00, NA) es abierto en A.

Lema 4.5 (|2, Lemma 3.8]). Sean X € © y A € WL(X). Entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones.

(a) Dado cualquier B € F(X), el conjunto EM(B, X) es finito y |JEM(B, X) es
una vecindad de B en C(X).

(b) F(X) =UTMX).
(c) {BeA:dimpA<oo}={MNA: M e TMX)}.

Demostracion. (a) Sea B € §(X). Sea G = St;(B). Luego, por el Lema 2.10, se
cumple que G es una s-grafica libre de X y que B C intx(G) C G C G(X). Asi, B €
(intx (G)) C inte(x) C(G). Por otro lado, por el Lema 4.3 (c), C(G) = JTM(G).
Considerando que TM(G) es finito y que todos sus elementos son compactos, esto
implica que €M (B, G) es finito y que |JCM(B, G) es una vecindad de B en C(G) y,
por ende, en C'(X). Por estas razones, para probar (a) basta mostrar que €9(B, G) =
CM(B, X). Observe para esto que el Lema 4.2 implica que TM(G) C TM(X). En
particular, €M(B,G) C €M(B, X). Ademas, si v es una s-grafica fina de X con
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B € M, entonces v C B C intx(G). Asi, en este caso, v es una s-grafica fina de G
(Lema 2.8 (b)) y M, € €M(B,G) (Lema 4.2). Asimismo, si J € Ag(X) es tal que
B € My, entonces J € Ag(G) (Lema 2.7 (d)) y Myc; € EM(F,G) (Lema 4.2).
Por lo tanto, €M(B, X) = €EM(B, G). Esto muestra (a).

(b) Note que, por (a), se cumple la contencion F(X) C |JITM(X). Para mostrar
que se cumple la igualdad esta contencién, sea n una s-gréfica fina de X. Por el Lema
2.10 (a), se cumple que St¢(n) C G(X) y, por consiguiente, cada A € M, satisface
que ANP(X) = 0. Esto ultimo implica, por el Teorema 1.74, que A € §F(X). Por
lo tanto, M, C §(X). Anadlogamente, si K € Ag(X), entonces K C G(X) (Lema 2.4
(c)) v, por ende, My x C F(X). Esto prueba que F(X) = |JTM(X).

(c) Note que, por el Corolario 3.20 {B € A : dimp A < oo} = F(X)NAy, por (b),
FX)NA=UIMX))NA=U{MNA: D € TM(X)}. Asi, se cumple (¢). O

Teorema 4.6 ([17, Theorem 1.7]). Sea G una grdfica finita distinta de un arco y
de una curva cerrada simple. Sean A € WL(G) y B € A. Entonces, dimp A <
dimp C(X) — 1 y los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) A es una s-grifica fina de G.
(b) dimp A # dimp C(X) — 1.
(c) dimp A < dimp C(X) — 1.

Teorema 4.7 ([17, Lemma 2.4|). Sea G una grifica finita distinta de un arco y de
una curva cerrada simple. Sea A € WL(G) y sean n y v dos s-grificas finas de G
tales que M, # M. Suponga que N = dim(M, NA) = dim(9M, NA) > 1. Entonces,
dim (M, "M, NA) < N — 2.

Teorema 4.8 (|17, Lemma 2.5]). Sea G una grifica finita distinta de un arco y de una
curva cerrada simple. Sean A € WL(G) y N € N. Suponga que eziste un subconjunto
abierto D de A que es homeomorfo a (0,1)N. Entonces, existe una s-grdfica fina n
de G, tal que D C M, NA.

Observacion 4.9. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X. Suponga que
J € As(X) y que (J — E(J)) NStg(A) # (0. Entonces, J N A # 0.

Demostracion. Sea p € (J — E(J)) N Stg(A). Luego, existe K € Ag(X) tal que
KNA#0ype K. Asi, (J—E(J))NK # 0y, por el Corolario 1.34, J = K. En
particular, J N A # (. O

Observacion 4.10. Sean X € © y sean S y T s-grificas de X. Entonces, SNT es
también una s-grdfica de X.
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Demostracion. Si SNT =0, S CToT C S, es inmediato que SNT es una s-grafica
de X. Suponga que SNT # 0, S ¢ Ty que T ¢ S. Observe que esto implica que tanto
S como T tienen més de un punto. Luego, existen dos subconjuntos finitos A y I de
Ag(X) tales que S =|JA y T = |JTI'. Por otro lado, se sigue del Teorema 1.54 que
SNT es un continuo. Consideremos primero el caso en el que SNT = {p} para algtn
p€ X.Sean J € Ay K €T tales que p € JN K. Como J N K = {p}, el Corolario
1.34 garantiza que p € E(J) N E(K). Esto implica, en particular, que p € Frx(J).
Considerando que Frx (J) C R(X)NG(X) (lo cual se sigue del Lema 2.4 (c)), se tiene
que {p} es una s-grafica de X. Ahora consideremos el caso en el que SNT tiene méas
de un punto. Vamos a mostrar que SNT = [J(ANT'). Para esto, note primero que la
contencion (J(ANT) € SNT es inmediata. Sea Ey = |J{E(L) : L € A}. Considere
p€ (SNT)—Ep. Sean J € Ay K € I' tales que p € JNK. Luego, p € (J—E(J))NK
lo cual implica, por el Corolario 1.34, que J = K. Asi, J € ANT. Esto muestra que
(SNT)—Ey Cc UANT). Mas atn, como FEjy es finito, (SN T) — Ey es denso en
(SNT), por lo cual SNT C J(ANT). Esto muestra que SNT = J(ANT) y, por
ende, que S NT es una s-grafica también en este caso. O

Para los siguientes resultados, usaremos la siguiente notaciéon. Dado un continuo
X y cualquier subespacio A de X, sean

AN, A) = {JeAg(X): T ¢ A, TN AP}

Observacion 4.11. Sea X una dendrita. Suponga que S es una s-grifica de X vy
que existe J € A(X,S). Sea p € JNS. Entonces, JNS = {p} yp € E(J). En
particular, si K € Ag(X) es tal que K # J y existe p € JNK, entonces JNK = {p}
yp€ E(J)NE(K).

Demostracion. Veamos la primera parte de la observacion. Supongamos que S = {p},
para algin p € X. Luego, p € (R(X)U E(X)) NG(X). También, es inmediato que
J NS = {p}. Ademas, puesto que J — E(J) es abierto en X, este conjunto esta
contenido en O(X) y, por ende, p € E(J). Supongamos ahora que S tiene mas de un
punto. Por el Corolario 1.34, JNK C E(J)NE(K) para cada K € Ag(X). Como S es
la unién de algunos elementos de 2g(X), lo anterior implica que JNS C E(J). Como
J NS es conexo (Teorema 1.54) y E(J) es finito, lo anterior implica que J N S tiene
un unico elemento. Asi, J NS = {p}, para algin p € E(J). Ademés, si S € Ag(X),

Suponga ahora que K € 2As(X) es tal que K # J y existe p € J N K. Como K
es una s-grafica de X y J ¢ K (porque son arcos libres maximales de X distintos),
el parrafo anterior implica que J N K = {p} y p € E(J). Anélogamente, .J es una
s-grafica de X y K ¢ J, por lo cual p € E(K). O

Observacion 4.12. Sean X € © y v una s-grdfica de X. Suponga que J, K €
W(X,v). Si JNK #0 yJ # K, entonces JNK = JNv=KnNv = {p}, para
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algin p € E(J) N E(K). Mas aun, existe p € E(J) tal que JNv = {p} y J —{p} es
abierto en Stg(v).

Demostracion. Por la Observacion 4.11, existen p € E(J) y ¢ € E(K) tales que
JNv={pty KNv ={q}. Suponga que JNK # 0y que J # K. Luego, JUK
es un continuo y, por el Teorema 1.54, el conjunto (J U K)Nv = {p,q} es conexo.
En consecuencia, p = ¢q. Como el conjunto J N K es unitario (Observaciéon 4.11), se
tiene que J N K = {p}. Por tanto, JN K = JNv =K Nv = {p}.

Por otro lado, se sigue del parrafo anterior que J intersecta tanto a v como a
U{K € 23(X,v) : K # J,JN K # 0} en el conjunto {p}. Por tanto, J — {p} =
Ste(v) — (v UK € 2A4(X,v) : K # J}). Como Ag(X, v) es finito (Lema 2.10 (b)),
lo anterior implica que J — {p} es abierto en St¢(v). O

Observacion 4.13. Sea G un drbol. Siv es una s-grdfica de G, entonces ord(v, G) =
|AS(G, v)|. En particular, sin yy son s-grificas finas de G tales que n C vy, entonces
ord(n, G) < ord(y, G).

Demostracion. Supongamos que v es una s-grafica de G. Sea Ey = {q¢ : ¢ € v —
E(J), para algin J € A3(G,v)}. Note que Ej es finito y cerrado en G.

Sea U un abierto de G tal que v C U C clx(U) C intx(Ste(v)) — Ep. Vamos
a mostrar que |AS(G,v)| < |Frx(U)|. Sea J € A(G, v). Por la Observacion 1.34,
existe py € E(J) tal que JNv = {ps}. Sea q; tal que E(J) = {ps,qs}. Como
ps€JNUyqs € JNEyCJ—clx(U), la conexidad de J garantiza que existe
ay € JNFrx(U). Observe que ay # pyjy aj # qy. Asi, ay € J — E(J). Considere
K € (@) con K # J. Como (J — E(J))N (K — E(K)) = 0 (Corolario 1.34), se
cumple que ay # ar. Esto implica que |A3(G,v)| < |Frx(U)|.

Para cada J € A3(G,v), sean oy y ry € G tales que E(ay) = {ps,rs} vy ay C
JNU. Sea V =vUJH{as—{rs}: J € A3(G,v)}. Es inmediato que V C U. Vamos a
mostrar que V' es un abierto de G'y que | Frx (V)| = |A3(G, v)|. Para lo primero, dado
cualquier J € AS(G, v), sea S el tnico subarco de J tal que E(8;) = {rs,qs}. Note
que ayNBy = {r;} y que, porende, ay—{r;} = J—B;yps & Bs. Como JNw = {p,},
se tiene que By Nv = (. Ademas, si K € AJ(G,v) es tal que J # Ky JNK # 0,
entonces JNK = JNv = {p;s} (Observacion 4.12). Esto implica que S; N K = (.
Asi, V.=vUU{J - Bs:J € A(G,v)} = Ste(v) — | U{Bs : J € AS(G,v)}. Como
V C U C Stg(v), se tiene por lo anterior que V. =U — {8 : J € AS(G, v)}. Puesto
que J{Bs : J € A(G,v)} es un cerrado de G que no intersecta a v, V' es un abierto
de G que contiene a v. Por otro lado, como VU{r; : J € A(G,v)} = vU{as: J €
2A3(G, v)}, este conjunto es cerrado en G y, por ende, Fry (V) = {r; : J € A(G, v)}.
Ademas, para cualesquiera J, K € 2A3(G,v), se cumple que ry € Sy, rx € Ky
BrNK =0, por lo cual vy # ri. Asi, |Frx (V)| = |A¢(G, v)|.

De este modo, para cualquier abierto U de G tal que v C U C clx(U) C
int x (St¢(v)) — Ep se cumple que |AS(G,v)| < |Frx(U)| y existe un abierto V de G
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tal que V. C Uy |Frx (V)| = |A&(G,v)|. Por lo tanto, ord(v, G) = |AS(G, v)|.

Para mostrar la segunda parte de la observacion, considere dos s-gréaficas finas de
G, digamos 7 y 7, tales que n C 7. Vamos a mostrar que |A$(G,n)| < |AS(G,7)|.
Basta mostrar el caso en el que n U J = ~. Observe que J Nn # () (porque v es
conexo) y J ¢ n (porque n C 7). Asi, J € A3(G,n). De igual manera, que en los
parrafos anteriores, podemos hacer E(J) = {ps,qs} de tal modo que JNn = {ps}.
Note que St¢(gs) es una vecindad de gy en G (Lema 2.10 (a)). Si As(G, q5) = {J},
entonces J = Stf(qs) es una vecindad de ¢y en G, por lo cual ¢; € v N E(G).
Como esto ultimo no es posible, se tiene que existe K € 2Ag(G, qy) con K # J. Note
que J N K = {qgs} (Observacion 4.11), con q; € E(J) N E(K). En consecuencia,
JUK es un arco y E(JUK) = {py,p}, donde p es tal que E(K) = {qs,p}. Si
As(G,qy) = {J, K}, entonces el conjunto J U K = St¢(qs) es una vecindad de g,
con lo cual (J — E(J)) U (K — E(K) U{qs} es abierto en G, es decir, J U K es un
arco libre de G, que tampoco es posible (por la maximalidad de J). De este modo,
|As(G, qr)| > 3. Observe que si K € As(G, qy) es tal que K # J y K C v, entonces
JNK ={q} y K Cvy—(J—{qs}) CnU{gs}. Como q; € K —n, esto tltimo
implica que K C {q;}. Esta contradiccion muestra que, si K € As(G,q5) y K # J,
entonces K ¢ ~. Por lo tanto,

K € A%(G,7) : qy € K}| > 2. (4.1)

Ademas, si K € A5(G,y) v ¢7 € K, entonces K Ny = {qs} (Observacion 4.11), por
lo cual K Nnp=10. Asi,

(RA(G,m) = {JH) N{K € A3(G,7) 1 g7 € K} = 0. (4.2)

Sea K € A5(G,n) tal que K # J. Luego, por la Observacion 4.12, existe p tal que
KnJ=Knn={p}. Asi, KN~y ={p}y, por ende, K € A(G,~). Por lo tanto,

A(Gym) —{J} CA(G, 7). (4.3)

De este modo, usando (4.3), (4.2) y (4.1), se tiene que |A(G,~v)| > |A(G,n) —
{JH+ {K € A3(G,7) - @5 € K} = |A(G,m) — {J}H +2 = [A(G,n)| + 1. Por lo
tanto, |Ag(G, )| > [A3(G, )], -

Suponga que X € ®. Dados una s-grafica fina v de X con méas de un punto y
p € E(v), denotaremos

7_p:{Lﬂv’s@m—{pn siy ¢ As(X),
{¢} siy € Ag(X), en donde E(y) = {p, q}.

La siguiente observacion establece algunas propiedades de v~P que daremos por cier-
tas al hablar de este conjunto.
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Observacion 4.14. Sean X € © y v una s-grdifica fina de X con mds de un punto.
Sea p € E(v). Entonces, v P es una s-grifica fina de X y existen J € Ag(Y) y
q € E(J) tales que vy =~v"PUJ y~vyPNJ={q}. Ademds, para cualquier s-grdifica v
de X conv C~y—{p}, se cumple que v C y~P.

Demostracion. El resultado es inmediato si v € Ag(X). Considere el caso en el que
v ¢ As(X). Sea J € Ag(X) tal que p € J C 7 y sea ¢ el punto extremo de J distinto
de p.

Note que J es un arco libre de . Luego, por la Observacion 2.3, p € int,(J).
Asi, J — {q} es abierto en 7. Afirmamos que v — (J — {q}) es conexo. Sean A y B
dos cerrados de 7 tales que v — (J — {¢q}) = AUB y AN B = (). Podemos suponer
que ¢ € A. Luego, AU J y B son cerrados en v y ajenos. Como = es conexo y
qg € AU J, esto implica que B = (). Por tanto, v — (J — {q}) es conexo. Sea A
un subconjunto finito de Ag(X) tal que v = [JA. Sea K € A tal que K N J # (.
Luego, existe r € E(J) N E(K) tal que K NJ = {r} (Observacion 4.11). Si r = p,
entonces p € Fr,(J), lo cual no es posible. Asi, r = ¢. Esto muestra que [J{K € A :
K # J} Cv—(J—{q}). Mas atn, puesto que vy es conexo y A tiene al menos dos
elementos, existe Ky € A tal que KoNJ # () y Ko # J; de este modo, por lo dicho
anteriormente, ¢ € K. Ademas, es inmediato que v — J C (J{K € A : K # J}. Por
lo tanto, | {K € A: K #J} =~v—(J —{q}).

Por otra parte, (usando lo obtenido en el parrafo anterior) es inmediato que {K €
A: K # J} CUAL(X, v —{p}). Considere K € AL(X,y — {p}). Sean a € K — E(K).
Como K C #, existe L € A tal que a € L. Luego, por la Observacion 4.11, se tiene
que K = L € A. Ademés, como p € K — J, se tiene K # J. Esto muestra que
AL(X, 7 — {p}) = (K € A: K £ J}.

Por los dos péarrafos anteriores, se tiene que v P = v — (J — {q}) y que este
conjunto es conexo. Se sigue de esto que 7P es una s-grafica de X y, puesto que
Yy PNE(X)CyNE(X) =0, también se cumple que 7P es fina en X. Mas atn, se
tiene que Y PUJ = (v —(J —{¢}))UJ =y y queynJ = (v—(J —{g}))NJ = {q}.

Por ultimo, dada cualquier s-grafica v contenida en 7 — {p}, es inmediato que
A C AL(X,v—{p}), en donde A’ es un subconjunto finito de Ag(X) tal que v = [JA’.
En tal caso, se sigue que v C y7P. 0

Observacion 4.15. Sean X € © y v una s-grdfica fina de X. Entonces, se cumple
que ord(v, X') > 3.

Demostracion. Si v = {p} para algin p, entonces p € (R(X)U E(X)) N G(X) v,
puesto que v N E(X) = (), se tiene que p € R(X). Supongamos que v tiene mas de
un punto. Luego, existe J € Ag(X) tal que J C v. Sea p’ € E(J). Si p’ € intx(J),
entonces p’ € E(X) N, lo cual no es posible. Asi, p’ € Frx(J) y, por el Lema 2.4
(c), ' € R(X)NG(X). Asi, en cualquier caso, existe una s-grafica fina {p} tal que
{p} C v. Asi, por la Observacion 4.13, ord(v, G) > ord({p}, G) > 3. O
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Lema 4.16 (|2, Lemma 3.10]). Sean X € © y A € WL(X). Sean n y v s-grdficas
finas de X con M, "M, # (. Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones.

(a) M, es una ord(y, X)-celda y M, —0M,, es abierto en C(X).

(b) Sinny =0, entonces existe J € Ag(X) tal quen = {p}, v = {q¢} y M, "M, =
{J}, en donde E(J) = {p, q}.

StnNy #0, entonces M, NN, C My N My -

)
d) Si~vy #n, entonces My NM,, C OM, y M, < M,,.
) Sin C 7, entonces dim M, < dim M.

)

Si M, NA tiene mds de un punto, entonces es una (ord(y,X) — 1)-celda y
M, NA — (M, NA) es abierto en A.

(g) Si M, NA=M,NA y este conjunto tiene mds de un punto, entonces n = -.

(h) Asuma que dim9M, < dimM,, que M, "M, tiene mds de un punto y que
eziste F' € C(X) con CM(F, X) = {M,, M, }. Entonces, existe J € Ag(X) tal
que v =nU J (equivalentemente, n = v~ P para algin p € E(7)).

(i) Asuma que v, M, NA y M, —» NA tienen todos mds de un punto, para algin
p € E(v). Entonces, existe F' € A con CN(F, X) = {M,, M, »}.

Demostracion. Antes de probar este lema, es importante notar que el Lema 4.3
considera la notacién 901, para el conjunto zmucSth(V) (para alguna grafica finita G y
alguna s-grafica fina v de GG), mientras que en la mayoria de resultados (incluido este)
I, representa al conjunto smucStf(y). Sin embargo, por el Lema 4.1, si G es una s-
grafica libre de X y v es un s-grafica fina de G, entonces mucStff(u) = Wycstc(y), asi
que, en tal caso, I, representa a ambos conjuntos. Esto serd usado repeti&amente
en lo que sigue. Usaremos ademés, como fue convenido, St¢(A) = St (A) para cada
AeC(X).

Sean Gy € Ag(X) y Gpy1 = Ste(Gy,) para cada n € N. Por el Lema 2.10, incisos
(d) y (a), cada G, es una s-grafica libre de X, G,, C intx(Gpt+1) y Gn C G(X).
Ademas, por el Lema 2.6, existe N tal que St¢(n)USte(y) C intx (Gn). Sea G = Gy.
Luego, M,, C (Ste(n)) C (intx G) C C(G). Asi M,, y, por un argumento anélogo,
M, estan contenidos en into(x)(C(G)). Por otro lado, note que n U~y C intx(G).
Asi, por el Lema 2.8 (b), n y 7 son s-graficas finas de G.

(a) Por el Lema 4.3 (a), M, es una k-celda, en donde k = ord(y, G) = ord(y, X).
Mas atn, puesto que My, —0M, es abierto en C(G) (Lema 4.3 (a)), también es
abierto en C(X). Asi, se cumple (a).

Para demostrar (b), suponga que nN~y = 0y F € M, NM,,. Supongamos que
existen J, K € Ag(X) tales que J U K C St¢(n) N St¢(y). Luego, por la Observacion
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49, JNn# 0y JNy # (. Sean p1 € JNn, po € JNv y a un arco contenido en J que
va de p1 a p2. Note que también K Nn # 0y K N~ # () (Observacion 4.9). Luego,
K UnU+ es un subcontinuo de X y, por ende, es un dendrita (Teorema 1.52). En
particular, K UnU~ es arco conexo. Como p; € 1y p2 € 7, esto implica que existe un
arco (8 contenido en K UnU~y que va de p; a po. Como X es Ginicamente arco conexo
(Observacion 1.64), se tiene que aw = 3 y, por consiguiente a C J N (K UnU~). Como
JNny JN~son cerrados en J y ajenos, ademas de que ambos intersectan a «, es
inmediato que o ¢ nU~. Asi, existe p € a« — (nU~). Como E(a) = {p1,p2} CnU~,
esto garantiza que p ¢ E(a) vy, ya que E(J) Na C E(«), se tiene que p ¢ E(J).
Puesto que p € o C K, se tiene por esto ultimo que (J — E(J)) N K # 0. De
este modo, J = K (Corolario 1.34). Por lo tanto, St¢(n) N St¢(y) contiene a lo més
un elemento de Ag(X) y, considerando que Stg(n) N Ste(y) es una s-grafica de X
(Observacion 4.10), se cumple que Ste(n) N Ste(y) C J, para alguna J € Ag(X). De
este modo, y tomando en cuenta que n C F C Stg(n) N Ste(y), se tiene que n C J.
Anélogalamente, v C J. Dado que 7 y 7y son s-graficas finas de X ajenas, se sigue de
lo anterior que n = {e1} y v = {e2}, donde E(J) = {e1,ea}. Asi Stg(n) NSte(y) = J.
Por lo tanto M, Ny, = M,y st ()nste (1) = ME)cs = 1/} Esto prueba (b).

(c) Suponga ahora que n N~y # (). Sea F € M, NM,. Entonces, nU~y C F C
Ste(n) N Ste(y) C Ste(nU ). Asi, F' € Myuy. Ademas, es inmediato que n Ny C F.
Vamos a demostrar que F' C Stg(n N-y). Esto es inmediato si n o v son degenerados,
asi que vamos a suponer que ambos tienen mas de un punto. Sea p € F. Puesto que
n C F C Ste(y), si p € n, entonces cualquier J € Ag(X) con p € J C n cumple que
JNnN~y=JN~vy#0 (esta altima desigualdad se da por la Observacion 4.9) y, por
ende, p € Stg(nN-y). Anélogamente, si p € -y, entonces p € St¢(nN+). De esta forma,
podemos suponer que p ¢ nU~y. Sean J, K € Ag(X) tales quepe JNK, JNn #(
y KN~ # (. Suponga que J # K. Luego, J N K = {p} (Observacion 4.11) y, por
consiguiente, JU K es un arco y contiene un arco o que va de un punto de nNJ a un
punto de vy N K. Note que p € o, que U~ es un subcontinuo de X y que, por ende,
nU~ es una dendrita (Teorema 1.52). Como nU~y es arco conexo y X es inicamente
arco conexo (Observacion 1.64), se tiene que p € a C nU~, lo cual no es posible Asi,
J = K y, en consecuencia, JNn # 0y JN~ # (. Puesto que J ¢ U+, se tiene por
la Observacion 4.11 que J N (nU~) = {es}, para algin ey € E(J). Esto implica que
Jnn=JnNvy={es}y, por ende, que p € Stg(nN+~). Por lo tanto, ' C Stg(n N ~).
Esto muestra que F' € M, y concluye la prueba de (c).

(d) Supongamos que v Nn # (. Note que n C F C St¢(7). Si v € 7, entonces
M, My, C Mgty € 9My, en donde la tltima contencion se da por 4.3 (b).
Supongamos que v ¢ 7. Sean a € Yy —ny J € Ag(X) tal que a € J C «. Como
J C F C St¢(n), se tiene (por la Observacion 4.9) que JNn # (. Como a € J —n, por
la Observacion 4.11 existe p € E(J) tal que JNn = {p}. Sea ¢ tal que E(J) = {p, q}.
Si As(G,q) = {J}, entonces J = Stg(q) y este conjunto es una vecindad de ¢ en
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X (Lema 2.10 (a)), con lo cual ¢ € E(X) N~. Puesto que esto no es posible, existe
K € 203(G, q) tal que K # J. Observe que ¢ € KNJ C KN~ y, por ende K C St¢(7y).
Por otro lado, por la Observacion 4.11, J N K = {q}. Note que ¢ € K — n. Luego,
si K Nn # (), entonces (también por la Observacion 4.11), existe r € E(K) tal que
K nn={r}. En tal caso, como K N (JUmn) = {g,r} y esta interseccion es conexa
(Teorema 1.54), se tiene que r = ¢ € 1), lo cual no es posible. Por tanto, K Nn = {.
De este modo, K ¢ Stg(n) (por la Observacion 4.9), pero K C Stg(y). Por tanto, el
conjunto S = Stg(y) N Stg(n) estéa contenido propiamente en Ste(y). Como Sy nU~y
son s-graficas de X (la primera por la Observacion 4.10) y n U~y C F C Stg(7), el
Teorema 4.3 (b) garantiza que M y,cs C M., es decir, que M, "M, C IM,.
Asi, esta contencion se cumple en cualquier caso. Por tltimo, note que 99, C M,,
por lo cual tal contencién implica que M., ¢ M,,.

(e) Supongamos que n C ~. Luego, por la Observacion 4.13, se cumple que
ord(n,G) < ord(y,G). Ademés, por (a), M, es una ord(y,G)-celda y M, es una
ord(n, G)-celda. Asi, dim 9, < dim <M.

Antes de continuar con los siguientes incisos, note que si C(G) N A tiene mas
de un punto, entonces este conjunto es elemento de 2WL(G) (Observacion 1.83). Por
esta razon, y puesto 91, NA tiene mas de un punto para cada uno de los incisos
restantes, asumiremos que C(G) N A € WEL(G) en lo que resta de esta prueba.

(f) Por el Teorema 4.4 (a) M, NA es una k-celda, donde k = ord(y,G) — 1 =
ord(y,X) — 1y, por (c) de ese mismo teorema, (M, NA) — I(M,NA) es abierto en
C(G) N A. Como M, NA C int4(C(G) N A), esto ultimo implica que (M, NA) —
0(M, NA) es abierto en A.

(g) Supongamos que M, N A = M, N Ay que este conjunto tiene mas de un
punto. Note que (b) implica que n N~ # (). Vamos a probar primero que n C ~. Si
7 es un conjunto unitario, esto es inmediato. Supongamos que 7 tiene méas de un
punto. Sea F' € M, N A — I(M, N A). Considere e € St¢(y). Sea L € Ag(X,7) tal
que e € L. Observe que e € E(L). Si e € +, entonces St¢(y) es una vecindad de
e, con lo cual e € F(X) N~, lo cual no es posible. Asi, e ¢ ~. Por la Observacion
4.11, existe p € E(L) tal que LN v = {p}. Observe que E(L) = {p,e} y que
LN F es un subcontinuo de L (Teorema 1.54) que contiene a p. Si e € F, entonces
LNF = F (porque L N F contiene a ambos extremos de L), con lo cual, v U L
es una s-grafica contenida en F'. Esto ultimo implica, por el Teorema 4.4 (b), que
F € 0(M,NA), lo cual no es posible. Por tanto, e ¢ F. Como esto ocurre para
cualquier e € E(Stg(7)), se tiene que F N Ste(y) = (. Sea J € As(X) con J C n.
Puesto que n C F C St¢(y) — E(Stt(y)), se cumple que J N~ # () (Observacion 4.9)
y J N E(Ste(y)) = 0. Suponga que J ¢ ~. Luego, por la Observacion 4.11, existe
g € E(J) tal que JN~y = {q}. Sea r tal que E(J) = {q,r}. Por la Observacion 4.12,
J es una vecindad de r en St¢(7) y, por ende, r € E(St¢(y))NJ, lo cual no es posible.
Ast J C 7. De este modo, n C v en cualquier caso. De manera analoga, v C n. Por
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lo tanto, n = ~.

(h) Por (b), se tiene que n N~ # (. Observe que 1 U~ es una s-grafica de X y
que, por (c), F' € M. Asi, por la eleccion de F, se cumple que M, € {M,,, N, }.
Sin#nUyy~y #nU~, se tiene (por (d)) que M, es distinto tanto de M,
como de M., lo cual no es posible. Asi, nU~y =n o nU~vy = ~. Por tanto, v C n o
n C 7. Puesto que dim 9, < dimM,, se tiene (por (e)) que n C . Luego, existe
J € As(X) tal que n € nUJ C 5. Note que (nU J)NE(X) C yNE(X) = 0.
Ademas, como J C v C F C Stg(n), se cumple que J Nn # O (Observacion 4.9).
Asi nU J es una s-grafica fina de X con nUJ C v C F C Stg(n) € Ste(nU J). Por
tanto, M,,uy € EM(F, X). Como M,y # M, (por (d)), la eleccion de F' garantiza
que M,u7 = M. Aplicando (d), se tiene que nU J = .

(i) Sean g una funcion de Whitney para C(X) y to € (0, u(X)) tales que A =
1 L(to). Note que, como vy N E(X) = 0 y v C intx(Ste(y)), se cumple que 7 N
E(St¢(y)) = 0. Ademas, Stg(y) es una s-grafica de X y, por ende, E(St¢(7)) es finito.
Para cada n € N, sea U, un abierto de X conexo con v C U,, C clx(Uy) C (Ste(y) —
E(Ste(7))) N Ng(v, 1) (véase (1.1) para el significado de N,). Observe que, como
M, NA tiene mas de un punto, se cumple que p(y) <ty (Observacion 1.86). Puesto
que lim clx (U,) = v, la continuidad de p garantiza que lim u(clx (Uy)) = p(y) < to
y, en consecuencia, existe N € N tal que u(clx(Uy)) < to. Considere el continuo B =
clx (Un) N Ste(y™P) (Teorema 1.54). Observe que B C Stg(y~P) — E(St¢(7y)). Como
p € E(v), existe J € Ag(X) tal que v =~"P U J. Luego, Stg(y) = Ste(y~P) U Ste(p).
Note que p € E(Ste(v~?)) C E(Ste(v))U{p} y que, por ende, BNE(Ste(v)) = {p}.
Asi, B C (Ste(y7P) — E(Ste(v7P))) U {p} v w(B) < to. Note también que, como
M., -» NA tiene mas de un punto, u(Ste(y™?)) > to. Ademés, por el Lema 1.10,
(Ste(y~P) — E(Stg(y7P))) U {p} es conexo. Asi, y puesto que este tltimo conjunto
es denso en Stg(y7P), el Lema 1.85 garantiza que existe F' € A tal que B C F C
(Ste(y~P) — E(Stg(y~P))) U{p}. En particular, v C F' C Stg(y~P) y, por consiguiente,
My, M —p € EM(F, X). Vamos a mostrar ahora que CM(F, X) = {M,, M, }. Sea
7 una s-grafica fina de X con n # vy F' € 9M,,. Mostraremos primero que n C 7.
Suponga, por el contrario, que existe K € Ag(X) tal que K C ny K ¢ «. Como
K Cn CF C St(y), se tiene que K N~y # () (Observacion 4.9). En consecuencia,
K N~ = {e}, para algun e € E(K) (Observacion 4.11) y existe ¢ € E(K) — . De
este modo, K es una vecindad de g en Stg(y) (Observacion 4.12) y ¢ € E(Ste(7)).
Por tanto, ¢ € F N E(Ste(y)) C Ste(vP) N E(Ste(y)) € E(Ste(y~P)). Sin embargo,
la eleccion de F' garantiza que F' N E(Stg(y™?)) = {p}, asi que lo anterior implica
que g = p, lo cual contradice el hecho de que p € vy g ¢ ~. Por lo tanto, n C 7. Sea
L eAg(X) conn T nUL C . Luego, L C vy C F C Stg(n). De manera analoga a lo
obtenido para K, ny St¢(), se cumple que existe r € E(L)—n, que L es una vecindad
de 7 en St¢(n) y que, por ende, r € F'NE(Stg(n)). Como r € vy F C Stg(n), se tiene
que r € E(F)— E(X) y, por ende, r € Frx(F). Como v — {p} Cintx(B) C F, esto
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implica que r = p. Asi, p € E(L) —n. Consideremos a € v — n. Vamos a mostrar
que a € L (y, con ello, que v C nUL). Sea L' € As(X) con a € L' C ~. Luego,
n C nUL' C ~. Por un argumento completamente analogo al usado para L, se cumple
que L'Nn # 0y que p € E(L") —n. Luego, LU L' es conexo y, por ende, (LUL')Nn
es conexo (Teorema 1.54). Como L N7y L' N7 son conjuntos unitarios (Observacion
4.11), lo anterior implica que LNn = L'Nn. Asi, L y L' tienen al menos dos puntos
en comun, p ¢ 7y un punto en 7. En consecuencia, por la Observacion 4.11, L = L'.
Por lo tanto, a € L. De este modo, vy =nUL, con p € E(L)—n, y, por ende, n = y~P.
Esto muestra que ¢M(F, X) = {M,, M, }. O

4.2. Descomposiciéon de los niveles de Whitney en celdas

En esta seccion, utilizaremos la descomposicion de los elementos de 20£(Y"), esta-
blecida en la seccién anterior para continuos Y € ®, con el fin de obtener informaciéon
acerca de Y. Esto nos permitiré obtener informacion de Y, suponiendo que compar-
te sus niveles de Whitney con algin X € ® conocido (lo cual serd clave para la
demostracion del Teorema 5.9).

Teorema 4.17 (caso n=1 de [19, Theorem 2.4 (a)|). Sea G una grdfica finita y
A e C(X). Entonces,

dimp C(G) =2+ Z (ord(p,G) — 2)
pEBNR(G)

Lema 4.18 (|2, Lemma 4.2|). Sean X € ©, Ac WL(X)yBe A SiBCG(X)y
B no es una s-grifica fina de X, entonces

dimp A+ 1=dimpC(X) =2+ Z (ord(p, X) — 2).
pEBNR(X)

Demostracion. Sea G = St¢(B). Por el Lema 2.10, incisos (d) y (a), G es una s-
grifica libre de X y B C intx(G). Asi, B € (intx(G)) C intg(x) C(G) y, por ende,
dimp C(G) = dimp C(X). Ademas por el Teorema 4.17, se tiene que dimp C(G) =
24+ ZpEBﬂR (ord(p,G) — 2). Dado p € B, puesto que G es una vecindad de p en
X, se cumple que pE R(G) si y solo si p € R(X); mas aun, ord(p, G) = ord(p, X).
De este modo, 3 ¢ prg(c) (0rd(p, G) —=2) = 3 e prg(x) (ord(p, X) — 2). Por lo tanto,
dimp C(X) =243 c grp(x)(ord(p, X) — 2).

Por otro lado, si B = @, entonces B es abierto y cerrado en X, por lo cual
B = X. Esto ultimo no es posible porque B € A € WL(X), asi que B € G. Por
tanto, por la Observacion 1.83, C(G) N.A € WEL(G). Note que B € (intgx) C(G))N
A C int4(C(G) N A). Asimismo, como B no es una s-grafica fina de X, B no es
una s-grafica fina de G (Lema 2.8 (b)) y, por ende, el Teorema 4.6 garantiza que
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dimp(C(G) N A) = dimp C(G) — 1. Por lo tanto, dimp. A = dimp(C(G) N A) =
dimBC(G)—lzdimBC(X)—l. OJ

Note que no se hace mencion alguna de A en la demostracion de la segunda
igualdad del Lema 4.18, asi que esta igualdad es independiente del nivel A. Este
hecho sera usado en la prueba de del Teorema 5.9.

Observacion 4.19. Sean X € © y F un subcontinuo de X que no es un arco libre
de X y que posee mds de un punto. Suponga que existe M € CM(F, X). Entonces,
existe una s-grdfica fina v de X tal que 9N = 9M,,.

Demostracion. Suponga que existe J € Ag(X) tal que My ;. Entonces, F' C J v,
considerando que J es una arco libre de X, se tiene que F' también es un arco libre
de X. Como esto ultimo contradice las hipotesis iniciales, existe una s-grafica fina v
de X tal que 9t = 9, O

Observacion 4.20. Sean X € ® y F € (G(X)) con mds de un punto. Entonces,
existe My € CM(F, X) tal que dim My < dimM para cada M € EM(F, X) con
M # M.

Demostracion. Observe que F' € §F(X) (Teorema 1.74), asi que, por el Lema 4.5
incisos (a) y (b), €M(F, X) es un conjunto finito y distinto del vacio. Sea My €
CM(F, X) tal que dim My < dim M para cada M € EM(F, X). Suponga que M €
CM(F, X) es tal que dim9M = dim M. Vamos a probar que M = M. Sean v
y 7 s-graficas de X tales que My = My-. Sean n y v s-grificas de X tales que
M = My

Supongamos que v = @ y n # (). Luego, 7 € As(X) y v = Ste(n). Note que
My = C(7). Luego, por el Ejemplo 1.17 y por el Lema 4.16 (a), respectivamente,
Mo es una 2-celda y M es una ord(n, G)-celda. Como ord(n, G) > 3 (Observacion
4.15), se tiene que dim My < dim M, lo cual contradice la eleccion de M. Asi, v # ()
o 1 = (. Por un argumento analogo, v = () o n # (). De esta forma, v =0y n =10, o
bien v # 0y n # 0.

Consideremos primero el caso en el que v = n = (). Luego, 7,7 € Ag(X). Como
F € MyNnIM, se tiene que F' C 7N~ y, puesto que F' tiene més de un punto, la
Observacion 4.11 implica que 7 = . Asi, 9t = M.

Consideremos ahora el caso en el que v # ) y 7 # (). Supongamos que v Nn = (.
Luego, el Lema 4.16 (b) garantiza que F' € Ag(X), y asi My p € EM(F, X). Observe
que My es una 2-celda y que My es una ord(v, X )-celda (Ejemplo 1.17 y Lema
4.16 (a)). Como ord(v, G) > 3, se tiene por lo anterior que dim My < dim Ny, lo
cual contradice la eleccion de M. Asi, v Ny # (). Luego, por la Observacion 4.10,
v M1 es una s-grafica de G y, por el Lema (c), F' € M,,. Ademas, puesto que vNnN
E(X) CnnE(X) =0, se cample que v N7 es una s-grafica fina de X. Asi, M,q, €
CM(F, X). Por otro lado, por el Lema 4.16 (a), M,n, es una ord(rv N 7, G)-celda,
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Mo es una ord(v, G)-celda y M es una ord(n, G)-celda. Como las dimensiones de
estos dos tltimos espacios coinciden, se cumple que ord(n, G) = ord(v, G). Ademés,
puesto que dim My < dim 9y, se tiene ord(n, G) < ord(r N7y, G). Observe que, si
n # v, entonces v N C v ovNy C n, con lo cual la Observaciéon 4.13 garantiza
que ord(r N1, G) < ord(v,G) o ord(r N7, G) < ord(n, G), lo cual no es posible. Por
tanto, n = v y M = My también en este caso.

Esto prueba que dim9ty < dim 9 para cada MM € EM(F, X) con M # My y
concluye esta prueba. O

Sean X € ©, A e WL(X)y F e AN (G(X)). Denotamos
MM(F, X, A) = {9 € EM(F, X) : MNA tiene mas de un punto}.

También, para los siguientes dos resultados, usaremos la notaciéon que sigue. Suponga
que F' no es un arco libre de X. Por consiguiente, cada elemento de EM(F, X) es de
la forma 9, en donde v es una s-grafica fina de X (Observacion 4.19). Luego, por
la Observacion 4.20 y el Lema 4.16 (d), existe una tnica s-grafica fina nyp, (F, X) de
X tal que dim M, px) < dim M para cada M € EM(F, X) con M # M, - px).
Asimismo, dada una s-grafica fina n de X con n C F, sea

ANX,n, F)={J e A(X,n): J C F,JNEX) = 0}.

Lema 4.21 (|2, Lemma 4.3]). Sean X € © y F € (G(X)) con mds de un punto.
Asuma que F' no es un arco libre de X. Sea ny = nmm(F, X). Entonces,

CM(F, X) = {My, : € CAY(X, mo, F), ve = mo U €}

Demostracion. En primer lugar, considere una s-grafica fina v de X tal que F' € 9,.
Note que, si yNny = 0, el Lema 4.16 (b) implica que F € Ag(X), lo cual contradice
el hecho de que F' no es un arco libre de X. Asf, vyNng # (). Luego, por el Lema 4.16
(c), se tiene que F' € Myny,. SiyNny C no, entonces dim My, < dim M, (Lema
4.16 (e)), lo cual contradice la minimalidad de ng. Esta contradiccion muestra que
v N1y = no, lo cual implica que ny C v C F C Ste(np).

Sean € = AL(X,710,7) ¥ Ye = 1m0 U UJC. Luego, cualquier J € € cumple que
J C v C Fy, por consiguiente, J € ng(X, no, F'). Asi, € C 91133(X, Mo, F'). Vamos a
mostrar que v = 7¢. Es inmediato que 7¢ C . Sean p € vy — g y K € Ag(X) tal
que p € K C ~. Luego, p € K —nj, por lo cual K ¢ n9. Ademas, K C v C St¢(no) v,
por ende, K Nny # O (Observacion 4.9). Asi, K € A(X,no). Ademas, K N E(X) C
vN E(X) =0. Por lo tanto, K € € y p € v¢. Esto muestra que v = 7.

Por la Observacion 4.19 y lo mostrado en los dos parrafos anteriores, cada ele-
mento de CM(F, X) es de la forma M., en donde

()

Ye =10 U (U Q) ; (4.4)
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para algin € C QLlS’(X, Mo, F).

Reciprocamente, si € C ng(X M0, F) v ve = no U €, entonces es inmediato que
~e es una s-grafica fina de X, que 7¢ C F C Ste(no) C Ste(ye) y, por ende, que
Mm,, € CM(F, X). O

Observacion 4.22. Sean X € ®. Si J € As(X) y E(J) = {p, q}, entonces
EM(J, X) ={M, : v € {{p}.{q}, J} y v N E(X) =0} U{Myc s}

Demostracion. Sea 9 € €M(J, X). Si M = My i para algin K € Ag(X), entonces
J C K y, por la maximalidad de J, se cumple que J = K. Asi, en el caso anterior,
M = My ;. Suponga que M = M, para alguna s-grafica fina v de X con v # J.
Luego, v C J C St¢(v) y, por la Observacion 4.12, existe p € E(J) tal que JNv = {p}.
Asi, v = {p} y, claramente, p ¢ E(X). Esto muestra la contencion hacia la derecha
de la observacion. La contencién hacia la izquierda es inmediata. O

Una estrella libre de X es cualquier conjunto que es un elemento de 2g(X) o que
es de la forma St¢(y), en donde v es una s-grafica fina de X.

Lema 4.23 (|2, Lemma 4.4|). Sean X yY elementos de ® que no son grdficas finitas.
Sean A € WL(X) y B € WL(Y). Asuma que existe un homeomorfismo h : A — B.

Entonces, se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Para cada s-grifica fina v de X tal que M, NA tiene mds de un punto, existe
una unica s-grifica fina § de'Y tal que h(9, NA) = M NB.

(b) Para cada F € A, se tiene que | MM(F, X, A)| = | MM(L(F), Y, B)|. Por tanto,
si F € A no es una s-grdfica fina de X ni una estrella libre de X y h(F) no
es una s-grifica fina de'Y ni una estrella libre de Y, entonces | EM(F, X)| =
| €M(h(F),Y)|.

En (c) y en (d) suponga ademds que A no contiene ningin elemento que es una
s-grdfica de X.

(¢) Ningin elemento de B es una s-grifica fina de Y. También, si S € B es una
estrella libre de Y, entonces S € Ag(Y') o ewisten L € Ag(Y'), una s-grdfica &
deY yp €Y tales que S=EUL yENL = {p} = Fry(&); en este dltimo caso,
|MM(S, Y, B)| = 1.

(d) Sean n y v s-grdficas finas X tales que tanto M,y NA como M, NA tienen mds
de un punto. Sean ¢ y & s-grdificas finas de Y con h(M,NA) = M:NB y
h(MyNA) = MeNB. Siy =nUJ para algin J € As(X), entonces { = (UL
para algin L € Ag(Y). Sin C v, entonces ¢ C €.
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Demostracion. (a) Sea G = St¢(St¢(y)). Luego G es una s-grafica libre de X y v C
Ste(y) C intx (G) (Lema 2.10, incisos (d) y (a)). Por el Lema 2.8 (b), esto implica que
7 es una s-grafica fina de G. Ademaés, como cada F' € M., cumple que F' € (St¢(7y)) C
(intx (G)) C C(G), se cumple que M., C inte(x) C(G) y My NA C int4(C(G) NA).
Por otro lado, por el Lema 4.5 (c), M, NA C {B € A : dimpA < oo} y asi
h(M, NA) C {S € B:dimgB < oo}. Por el Lema 3.20, esto implica que (M, N .A)
es un continuo contenido en §(Y'). Luego, por el Lema 2.10 (g), existe una s-grafica
libre T' de Y tal que h(M, N A) C (inty(T)) C inteyy C(T). Asi, h(M, N A) C
intg(C(T) N B). Por otro lado, por el Lema 4.16 (f), M, N A — I(M, N A) es un
subconjunto abierto de .4 homeomorfo a (0, 1), para algin m € N. En consecuencia
h(M, N A) — Oh(IM, N A) es un subconjunto abierto de B (y, por consiguiente, de
C(T)) homeomorfo a (0,1)™. Por el Teorema 4.8 y el Lema 2.8 (e), existe una s-
grafica fina £ de T tal que h(9, N A) — Oh(IM, N .A) C M N B. Note que, por el
Lema 2.10 (f), £ es una s-grafica fina de Y. También, h(9, N A) C M N B. Del
mismo modo, existen una s-grafica libre G’ de X y una s-grafica fina ' de G’ (y, en
consecuencia, de X) tales que h~ (9 N B) C (intx(G')) N A C int4(C(G") N A) y
h=1(Me N B) C M. Observe que M, N A es una N-celda (Lema 4.16 (f)), para
alguna N € N, que contiene al conjunto (9, N.A) — (M, N A). Como este tltimo
conjunto es abierto en M., N.A (porque es abierto en A), se cumple que N = m. Note
que, dado cualquier F' € M., N A, se tiene F € h=1 (M NB) C (intx(G')) y, como
consecuencia, v C F C intx(G’). Asi, v C intx(G’) y, por tanto, el Lema 2.8 (b)
garantiza que vy es una s-grafica fina de G'. Si M, # M./, entonces, por los Lemas
2.8 (e) y 4.7, dim(9M, NM,, NA) < m—2y, por ende, M, NAZ M, NA, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, M, = M./, y asi h(M, NA) = M N B. La unicidad
se sigue del Lema 4.16 (d).

(b) Sea F' € A. Sea M € MM(F, X, A). Afirmamos que existe un tnico elemento
M € NMM(F, X, A) tal que h(IMMNA) = D' NB. Para probar esta afirmacion, suponga
primero que Mt = <M., para alguna s-grafica fina v de X. Entonces, por (a), se tiene
que h(MNA) = M NB para alguna s-grafica fina £ de Y. Es inmediato que M €
NM(h(F),Y,B). Note que ord(£,Y) > 3 (Observacion 4.15) y asi el Lema 4.16 (a)
implica que M NB no es un arco. Sea M’ € NM(A(F),Y, B) con h(MNA) = DM NB.
Si M’ = My, para algin L € Ag(Y), entonces My, NA es un arco (Teorema 3.9)
y, por ende, M NB es un arco, lo cual no es posible. De este modo, M’ = M, para
alguna s-grafica fina ¢ de Y. Luego, M NB = h(MNA) = M NB y asi, por (a),
se tiene ¢ = £. Por tanto, M’ = My, lo cual muestra la unicidad de M. Suponga
ahora que MM = My para algin K € Ag(X). Luego, se sigue del Teorema 3.9
que h(MNA) € As(B) vy que existe L € Ag(Y) tal que h(MNA) = My, NB. Es
inmediato que My, € NM(L(F),Y,B). Sea M’ € NM(L(F),Y,B) con h(MNA) =
M NB. Si M’ = M, para alguna s-grafica fina ¢ de Y, entonces el conjunto M’ NB =
My, NB es una n-celda con n = ord({) —1 > 2 (Lema 4.16 (a) y Observacion 4.15),
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lo cual no es posible. Asf, M = My, para algtin L' € As(Y). Puesto que h(F) €
My, "My 1/, se cumple que h(F) C LNL'. Considerando que h(F’) es un continuo
no degenerado, esto implica que (L—FE(L))NL' # () y, por ende, que L = L' (Corolario
1.34). De este modo, 9" = My1, lo cual muestra la unicidad de My, y concluye
la prueba de nuestra afirmacion. Por lo tanto, | MN(F, X, A)| < |[MM(h(F),Y, B)|.
De forma analoga, | MOM(A(F),Y,B)| < MM(F, X, .A)|. En consecuencia, se cumple
la primera igualdad de (b).

Ahora demostraremos la segunda parte de (b). Supongamos que F € A no
es una s-grifica fina de X ni una estrella libre de X. Haremos la prueba de que
CM(F, X) = NM(F, X, A). Para ello, basta mostrar que EM(F, X) C MM(F, X, A).
Consideremos primero una s-grafica fina v de X tal que 9, € CM(F, X). Luego,
v C F C Stg(vy). Més atn, se sigue de las hipotesis que v C F C Ste(y). Asi, por la
Observacion 1.86, M., NA tiene al menos dos puntos, es decir, M, € NM(F, X, A).
De manera similar, sea L € Ag(X) tal que My, € EM(F, X). Sea p € F. Luego,
F C Ly, puesto que F' no es una estrella libre de X y es un continuo no degene-
rado, se cumple que {p} C F' C L. Asi, por la Observacion 1.86, M1 NA tiene
més de un punto y, como M7 C Mycr, el conjunto My-7, NA también tiene
al menos dos puntos, es decir, es un elemento de MM (F, X, A). Esto muestra que
CM(F, X) C MM(F, X, A). Por consiguiente, si F' no es una s-grafica fina de X ni
una estrella libre de X, entonces

CM(F, X) = MM(F, X, A). (4.5)

Del mismo modo, si A(F') no es una s-grafica fina de Y ni una estrella libre de Y,
entonces EM(A(F),Y) = NM(h(F),Y, B). Por lo tanto, se cumple la segunda parte
de (b).

(c) Sean S € By F = h™1(S). Consideremos primero el caso en el que F es
un arco libre de X. Luego, existe J € 2Ag(X) tal que F' C J (Lema 1.37). Méas aun,
como F no es una estrella libre de X (porque A no tiene elementos que son s-graficas
de X), F C Jy, por ende, C(J) N A contiene a F' pero no a J. Asi, se sigue del
Teorema 3.9 que F € C(J)N A € Ag(A), que S € h(C(J)NA) € As(B) y que
existe L € Ag(Y) tal que h(C(J)NA) = C(L) N B. En consecuencia, S C L, lo cual
implica que S no es una s-grafica fina de Y ni una estrella libre de Y. Por tanto,
(c) se satisface si F' es un arco libre de X. Suponga ahora S es un arco libre de Y y
que S es una s-grafica fina de Y. Luego S € Ag(Y). Note también que My-g NB =
{S} = MgNB, asi que, por la Observacion 4.22, NM(S,Y,B) = {M,,M,}, en
donde {p,q} = E(S). En consecuencia, por (b), existen s-gréaficas finas n y v de X
tales que (M, NA) = M, "B, h(M,NA) = M, NB y NM(F, X, A) = {9, M, }.
Ademas, M, "M, = {S} (Lema 4.16 (b)) y, por ende, M, "M, NA = {F'}. Puesto
que F ¢ Ag(X), se tiene que n Ny # 0 (Lema 4.16 (b)). Por consiguiente, F €
M,y (Lema 4.16 (c)). Note que, como F' no es una s-grafica de X, se cumple que
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nN~y € F C Ste(nN~), asi que M~y NA tiene mas de un punto (Observacion
1.86). Asi, M,y € {IM,, M, }. Por consiguiente, n N~y € {n,v} (Lema 4.16 (d)),
es decir, n C v o v C 7. Suponga, sin pérdida de generalidad, que n C . Luego,
M, NI, = M, cst,(n)- Ademas, por la Observacion 1.86, n & F C Ste(y) y, por
ende, la misma observacion garantiza que 9 g () NA tiene més de un elemento.
Esto contradice el hecho de que M., gy, ;) NA = {F'}. De este modo, si S es un arco
libre de Y entonces S no es una s-grafica fina de Y. Ademés, es inmediato que si S
es un arco libre de Y y una estrella libre de Y, entonces S € 2g(Y"). Por lo tanto,
(c) se cumple en el caso en el que S es un arco libre de Y. De esta forma, podemos
suponer que F' no es un arco libre de X y que S no es un arco libre de Y. Esto
garantiza que cada elemento de €M (F, X) (de €M(S,Y)) sea de la forma M., para
alguna s-gréfica fina de X (de Y).

Sean & = Num(S,Y) v S = & UUAR(Y, &, S). Es inmediato que S’ es una
s-grafica fina de Y y que & C S’ C S. Mostraremos que

si S es una s-grafica fina de Y o una estrella libre de Y, entonces §g C 5" (4.6)

Suponga primero que S es una s-grafica fina de Y. Luego, S = S’. Como S tiene
més de un punto y no es un arco libre de Y, se cumple que S es la unién de dos o
maés elementos distintos de Ag(Y"). Sea ¢ € E(S). Luego, S™7 es una s-grafica fina de
Y contenida propiamente en S y existe L € Ag(Y) tal que S = S77U L. Méas aun,
LNS™# 0y S79C S CSt(S79). Asi, Mg-q € EM(S,Y). Note que Mg-ang, €
EM(S,Y) (Lema 4.16, incisos (b) y (c)). Si S9N &y  &o, entonces dim Mg-ang, <
dim Mg, (Observacion 4.13 y Lema (a)), lo cual contradice la minimalidad de &p. Asi,
S7TIN& =& y, por ende, &g C S79 C S. Supongamos, ahora que S es una estrella
libre de Y. Sea & una s-gréfica fina de Y tal que S = St¢(€). Luego, M € €M(S,Y).
De manera anéloga a lo hecho para S™7 en el caso anterior, tenemos que & C £.
Luego, Stg(&) C Ste(§) = S C Ste(&o). Asi, S = St(&). Suponga que & = 5.
Luego AR(Y, &, S) = 0. Note que St(&y) es una vecindad de & (Lema 2.10 (a)).
Sean p € Stg(§o) —&o y L € A2(Y, &) tal que p € L. Luego, por la Observacion 4.11,
existe r € E(L) tal que LNy = {r}. Note que L C S y que, como 2[l§(Y, &,S) =10,
esto implica que existe e € LNE(X). Asi, e € E(L) y e € inty (L) (Observacion 2.3).
Como L es un arco libre y p € L—§y = L—{r}, esto implica que L—{r} es un abierto
de Y que contiene a p y que esta contenido en Stg(&p). Por tanto, p € inty (St¢(&p)).-
Esto muestra que Stg(§p) es abierto y cerrado en Y y, en consecuencia, que este
conjunto es igual a Y. Como esto tultimo contradice la hipotesis de que Y no es una
grafica finita, se cumple que &y € S’. Por lo tanto, se cumple (4.6).
Vamos a probar que

S es una s-grafica fina de Y si y solo si Mg € EM(S,Y) —NM(S,Y,B). (4.7)

Note primero que, por el Lema 4.21, Mg € €M(S,Y), es decir, S" C S C Ste(S').
Supongamos que S es una s-grafica fina de Y. Luego, Mg € €M(S,Y) y, por
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la Observacion 1.86, Mg ¢ MNM(S,Y, B). Ademas, lo primero implica, por el Le-
ma 4.21, que S = & U J€, para algin € C AR(Y,&,S). Asi, S € Sy, por
ende, S = Sy Mg € CM(S,Y) — MM(S,Y, B). Reciprocamente, supongamos
que Mg € EM(S,Y) — NM(S,Y, B). Luego, por la Observacion 1.86, S = S’ o
S = St¢(S’). Consideremos primero el caso en el que S = Stg(S’). Luego, conside-
rando que S € Mg, v §o C ', se cumple que Ste(S’) C Ste(&) C Ste(S’). Estas
dos tltimas relaciones implican que Stg(S”) = St¢(&y). Ademas, por 4.6, & ¢ 5.
De este modo, el Teorema 4.3 (b) garantiza que My C dMy, y, por consiguiente,
que dim Mg < dim My, . Esto contradice la minimalidad de &. Por lo tanto, el caso
S = St¢(S’) no es posible. Asi, S = 5"y S es una s-grafica fina de Y.
Ahora mostraremos que

S es una estrella libre de Y si y solo si Mg, € €M(S,Y) — NM(S,Y,B). (4.8)

Si S es una estrella libre de Y, entonces, como fue mostrado en la prueba de (4.6),
S = St(&n). Mas aun, esta ultima igualdad implica, por la Observacion 1.86, que
Me, ¢ NM(S,Y,B). Supongamos que Mg, ¢ NM(S,Y,B). Luego, S = & o § =
Ste(&o). Puesto que & C 8" C S, se tiene que S = St¢(&p).

Por otro lado, considere una s-grafica fina & de Y con & C & € S. Note que
Ste(&0) C Ste(§). Si St(o) = Ste(€), entonces Mg C M, (Teorema 4.3 (b)),
lo cual implica que dim M < dimdim 9M,. Puesto que esto tltimo contradice la
minimalidad de &, se tiene que St¢(§n) C Ste(§). Asi, &€ € S C Stg(&), es decir,
Me € NM(S,Y,B) (Observacion 1.86). Por lo tanto

para cada € C AL(Y, &, S) con € # ), se tiene Meuye € MM(S,Y,B)  (4.9)

Note que, por el Lema 4.21 y (4.9), se tiene €M(S, Y )—{M¢,, Mg/ } € NM(S,Y, B).
Sean xy =10 xy = 0si S es una s-gréfica fina de Y o si no lo es, respectivamente,
v Xs =10 xs = 0si S es una estrella libre de Y o si no lo es, respectivamente.
Afirmamos que

| MM(S, Y, B)| = [ €M(S, V)] = x5 — Xo: (4.10)

Sixs =0y xs =0, entonces por (4.7) y (4.8), se tiene que Mg, , Mg € NM(S,Y, B).
Asi, en este caso MIN(S,Y, B) = €M(S,Y) y se cumple (4.10). Si xs = 1, entonces
(4.6) y (4.7) implican que Mg, # Mg y que Mg ¢ NM(S,Y, B). Ademas, por 4.8,
& = 1 siy solo si M, & NM(S,Y, B). De este modo, si xy = 1, entonces se cumple
(4.10). Del mismo modo, se tiene la igualdad (4.10) si xs = 1.

Por otro lado, por el Lema 4.21, se cumple | €0(S,Y)| = 2¥ en donde k; =
\ng(Y, &0,59)| y, como ya fue establecido, &y = Nmm (S, Y"). Asi, por lo anterior y por
(4.10), se cumple que

| MN(S, Y, B)| = 2" — x5 — X (4.11)
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Ademas, también por el Lema 4.21, se tiene que | €M(F, X)| = 2*0, en donde 1y =
Natn(F, X) v ko = |AE(X,no, F)|. Més atin, como F no es una s-grafica de X, se
tiene por (4.5) que €M(F, X) = NMM(F, X, A). De este modo,

| MM(F, X, A)| = 2k, (4.12)
Por lo tanto, por (b), (4.11) y (4.12), se satisface la igualdad
2k = ok y; — ys. (4.13)

Supongamos que S es una s-gréafica fina de Y, es decir, que xy = 1. Luego, 2k —
2k — v, — 1, lo cual implica que k1 < 2y kg < 1. Como S es una s-grafica con
més de un punto y no es un arco libre de Y, se cumple que S es la unién de dos o
més elementos de Ag(Y'). Ademas, por el Teorema 1.9, existen e, es € S distintos
y tales que los conjuntos S — {e1} vy S — {e2} son conexos. Luego, por el Teorema
1.53, e1,e2 € E(S). Considere S™¢ y sea L; € Ag(Y) tal que S = S7 U L;. Como
er1 € L1 — S7°, existe p1 € E(Ly) tal que Ly N.S™° = {p;} (Observacion 4.11).
Luego, Ly — {p1} es abierto en S. Si ea € Lj, entonces ex € E(L1), ea = p1 y
ez € intg(Ly) (Observacion 2.3), con lo cual L es abierto y cerrado en S, es decir,
L1 = 5. Como esto tltimo contradice el hecho de que S no es un arco libre de Y, se
tiene que eo € S — L1 C S7°. Asi, eo # p1 y ambos puntos son elementos de S™¢!.
Como consecuencia de esto, S7¢ es una s-grafica de Y no degenerada y podemos
considerar la s-grafica Sy = (S7¢)7“. Sea Ly € Ag(Y) tal que S™¢ = Sy U Lo.
Como ey € Ly — Sy, existe py € E(Lg) tal que Ly NSy = {p2} (Observacion 4.11).
Si Ly NSy = 0, entonces p1 € Ly — Sy = Ly — {p2} vy, ya que L1 N Ly C E(Lo)
(Lema 1.34), p1 = eg. Esto tltimo implica que L; U Ly es un arco contenido en S
(porque Y no contiene curvas cerradas simples) y ea € (L1 U Lo) — E(Ly U Lg), lo
cual contradice el hecho de que ey € E(S). De este modo, L1 N Sy # 0. Por tanto,
So C S C Ste(Sp), es decir, Mg, € EM(S,Y). Luego, por el Lema 4.21, & C Sy v,
como S C Stg(&p), se tiene que Ly ¢ &oy L1N&y # O (esto ultimo, por la Observacion
4.9). Asi, Ly € A3(Y, &, S). De forma analoga, Ly € AR(Y, &, S). Esto muestra que
]ng(Y, €0,S)| > 2. Por tanto, k; = 2, xs = 1y ko = 1. Asi, S es una estrella libre
de Y y, al igual que en la prueba de 4.6, se cumple que S = St¢(&p). Por otro lado,
Stg(&o) es libre en Y y es una vecindad de &y (Lema 2.10, incisos (d) y (a)), ademés de
que & es una s-grafica fina de St¢(&y) (Lema 2.8 (b)). Luego, por las Observaciones
4.13 y 4.15, se tiene

| 2A3(Ste(%0), o) = 3. (4.14)

Por otro lado, se sigue del Lema 2.7 (c) que A3(Sts(&0),&0) C AS(Y, o). Ademas,
como S = St;(&) es fina en Y, se tiene A(Y, &) = AR(Y; &, S). En consecuencia,
ki = |AR(Y, &, S)| > 3, una contradiccion. Por lo tanto, S no es una s-gréfica fina
de Y, es decir, xy = 0.
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Supongamos ahora que S es una estrella libre de Y. Luego, S = St¢(&y) (como
en la prueba de 4.6), 20 = 2F1 — 1 y, por consiguiente, kg = 0 y k; = 1. En
consecuencia, el conjunto QllS)(Y, &0, .9) tiene un tnico elemento, digamos L. Sean p y
q tales que E(L) = {p,q} y LN& = {q} (Observacion 4.11). Sea L' € A¢(Y, &), con
L' # L. Luego, L' ¢ AL(Y, &, S), por lo cual L' NE(X) # 0. Por la Observacion 4.11,
existen p’ y ¢ tales que E(L') = {p',¢'} vy L' N & = {¢'}. Note que LN L C E(L")
(Corolario 1.34) y, por consiguiente, £y, U L es una s-grafica que no contiene a L'.
Asi, (U L)N L = {¢'} (Observacion 4.11). Por otro lado, por la Observacion 2.3,
L'NE(Y) Cinty(L'). Si ¢ € E(Y), entonces ¢’ € inty(L'), con lo cual {¢'} es un
abierto y cerrado en £y U L, lo cual no es posible, dado que L tiene méas de un punto.
Como consecuencia de esto, se tiene que ¢ ¢ E(Y) y p’ € E(Y)Ninty (L'). Ademas,
q € & C inty(Ste(&n)) (Lema 2.10 (a)) y, considerando que L’ es un arco libre
de Y, L' — E(L) C inty (St¢(&0)). De este modo, L' C inty (St¢(&)). Esto muestra
que el continuo & = [J(AS(Y, &) — {L}) esta contenido en inty (St¢(&p)). Asimismo,
¢ es una s-grafica de Y y Ste(§o) = £ U L. Mas atn, L — E(L) C inty(St¢(&))
y q¢ € & C inty(Ste(&o)); por consiguiente, Stg(&p) — {p} C inty (St¢(&o)) y, dado
que Y no es una grafica finita, {p} = Fry(§). Por dltimo, por el Lema 4.21 se
tiene EM(S,Y) = {Me,, Me,ur} v, como S = Ste(&p), el Lema 1.86 garantiza que
Me, NA = {S}, con lo cual MIMN(S,Y, B) = {M¢,ur}-

(d) Suponga primero que n C v = nU.J, para algin J € Ag(X). Seap € E(J)—n.
Asi, n =Py, como 7 es conexo, J € AS(Y,n). Luego, por el Lema 4.16 (i), existe
F € A tal que €@M(F, X) = {<M,,M,}. Note que, como A no contiene elementos
que son s-graficas de X, por (4.5) se tiene €M(F, X) = NM(F, X, A). Asi, por (a)
y (b), MM(A(F),Y,B) = {M,M}. Por otro lado, por (c), B no contiene ningin
elemento que es una s-grafica fina de Y; ademas, como | 9N (A(F),Y, B)| = 2, el mis-
mo resultado garantiza que h(F) no es una estrella libre de Y. Por tanto, por (4.5)
se tiene que CM(A(F),Y) = NIM(A(F),Y, B). Observe que M, N M, = M. gi,(n) ¥
v € F C Stg(n). En particular, ANC(St¢(n)) € WL(Ste(n)) (Observacion 1.83). Ade-
maés, se tiene por el Lema 2.10 (d) que St¢(n) es una s-grafica libre de X, por lo cual
SteSt ) () = St (7)NSt(n) = Ste(n) (Lema 2.8 (c)). Asimismo, por un razonamiento
analogo al usado con &y en la prueba de (4.14), se tiene que | AS(St¢(n),n)| > 3y, con-
siderando que J es un elemento de 2AZ(St¢(n),n) tal que nUJ = ~, | AS(St¢(n), v)| > 2.
Como consecuencia de esto ultimo, ord (v, St¢(n)) > 2 (Observacion 4.13). Por tanto,
el Teorema 4.4 (a) garantiza que dim 9, g () NA = ord(v,St¢(n)) — 1 > 1. De este
modo, dim (M, "M, NA) > 1y, en particular, M NM, tiene mas de un punto.
Note que, como 1 € v C intx(St¢(y)) (Lema 2.10 (a)), la Observacion 4.13 implica
que ord(n, X) = ord(n, St¢(y)) < ord(y, Ste(y)) = ord(v, X)). Asi, se tiene, por el
Lema 4.16 (f), que dim M NB < dim M NB. Por tanto, por el Lema 4.16 (h), existe
L € Ag(Y) tal que £ = (U L. Esto prueba la primera parte de (d).

Dadas dos s-graficas finas 7' y 7' de X tales que ' C «/, sea n(n/,7") = |[{J €
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As(X) : J ¢ 1/, J C +'}. Observe que v/ = U J{J € As(X) : J ¢ 1/, J C +'}.
Vamos a demostrar la segunda parte de (d) por induccién sobre n(n,). El caso
n(n,v) = 1 se cumple como una implicacién de lo obtenido en el parrafo anterior.
Suponga que la segunda parte de (d) se cumple para cualesquiera s-graficas finas 1’
y v de X con n(n',y") < k, para algtin k > 1. Suponga que 1 y 7 son s-graficas
finas de X con n(n,y) = k+ 1. Sea g € E(y) — n. Observe que 7 es una s-grafica
contenida en v que no contiene a q y que, por ende, n C ~~¢. Més afin, existe
LeAg(Y)talquey=~"1ULy~9NL = {p}, para algin p € E(L). Esto implica
quey 1 CcyUU{JeAs(X):J ¢ n,J CA,J# L} Asi, v 7 es una s-grafica
fina de X tal que n(n,7"9) < k. Note que v7¢9 C v C F C Sti(n) C Ste(y79).
Asi, M, NA tiene mas de un punto (Observacion 1.86). Por (a), existen s-graficas
finas ( y o de Y tales que h(9M,; NA) = M NB y h(M,— NA) = M, NB. De este
modo, por la hipotesis de induccién, ( C &. Sea & una s-grafica fina de Y tal que
h(9M, NA) = MeNB. Como n(y~9,v) =1y 1 C v, se tiene {§; C £. Por lo tanto,
¢ C &. Esto concluye la prueba del lema. O
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Capitulo 5

Las dendritas de la clase ® son
Whitney determinadas

En este capitulo vamos a probar el resultado principal de este trabajo, es decir,
que cada dendrita de la clase ® no comparte sus niveles de Whitney con ningtn
otro continuo, en un sentido topologico (este hecho se establece de forma precisa
en el Teorema 5.9). Més atn, mostraremos que esta propiedad caracteriza a los
elementos de la clase ® dentro de la clase de las dendritas (Teorema 5.19). Para
establecer y demostrar estos resultados, vamos a utilizar los conceptos expresados en
las definiciones 5.1 y 5.16, los cuales fueron introducidos por A. Illanes y R. Leonel
[14].

Definicion 5.1. Sean X y Y continuos. Decimos que X es Whitney equivalente a
Y, si para cualesquiera A € WL(X) y B € WL(Y) existen C € WL(X)y D € WL(Y)

tales que A es homeomorfo a D y B es homeomorfo a C.
Ejemplo 5.2.

1. Cualesquiera dos dendritas que no poseen arcos libres son Whitney equivalen-
tes. De hecho, cualquier continuo X de esta clase satisface que cada elemento

de WL(X) es un cubo de Hilbert (Teorema 5.11).

2. Si X es un arco, entonces no existe un continuo Whitney equivalente a X que
no sea un arco (véase [15, Theorem 31.1, Theorem 31.2]). Si reemplazamos
“arco” por “curva cerrada simple” o por “continuo homeomorfo a la curva seno
del topologo” en el enunciado anterior, entonces este sigue siendo valido (véase,
respectivamente, |15, Theorem 38.1, Theorem 38.2] y [14, Corollary 3.6]).

Para probar el Teorema 5.5, el cual es un paso mas para para demostrar la carac-
terizacion expresada en el Teorema 5.19, se usara la caracterizacién de los dendroides
dada en el Teorema 5.4 y la definicién siguiente.
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Definicién 5.3. Un espacio métrico Y es 2-conexo si, para cualquier i € {0,1},
cada funcién continua f : S* — Y es homotopica a una funcién constante, en donde
S* denota la i-esfera.

Teorema 5.4 ([13]). Sea X un continuo. Entonces, X es un dendroide si y solo si
cada elemento de WEL(X) es 2-conexo.

Teorema 5.5 (|2, Theorem 4.1]). Sea X € ©. Si Y es un continuo Whitney equi-
valente a X, entonces Y € ©.

Demostracion. Supongamos que Y es un continuo Whitney equivalente a X. Note
que X es un dendroide localmente conexo (Observacion 1.63). Luego, por los Teore-
mas 3.7 y 5.4, cada elemento de 20£(X) es localmente conexo y 2-conexo. Asi, cada
elemento de 20L(Y") es localmente conexo y 2-conexo. De esto se sigue, de nuevo por
los Teoremas 3.7 y 5.4, que Y es localmente conexo y que Y es un dendroide. Asi,
Y es una dendrita (Observacion 1.63). Ademas, por el Teorema 3.21, se cumple que
cada elemento de 20L£(X), y por ende cualquier elemento de L(Y'), es distinto de
un cubo de Hilbert. De esta manera, aplicando de nuevo el Teorema 3.21, obtenemos

que Y € 9. ]

5.1. No existen dos dendritas Whitney equivalentes en la
clase ©

Esta seccién unicamente contiene un teorema. Su demostracién contiene los deta-
lles mas técnicos del teorema principal (Teorema 5.19) y, por ende, es la demostracion
més larga de este trabajo. De hecho, los resultados del capitulo 4 estan motivados
por dicha demostracién y seran usados repetidamente en ella. Antes de proceder a
detallarla, haremos algunas observaciones.

Para cualesquiera continuo X, K € X y A € WL(X), denotaremos Ax =
A N (K). También, dado una funcién g de X a un continuo Y, § representa la
funcion inducida g : C(X) — C(Y), la cual esta dada por §(A) = g(A).

Observacion 5.6. Sea X € © que no es una grdfica finita. Entonces, existe J €
As(X) tal que Frx(J) = E(J).

Demostracion. Observe que, como X no es un arco, existe p € R(X) (Teorema
1.49). Note que p € G(X) (Lema 2.4 (a)). Luego, St¢(p) es una s-grafica de X
contenida en G(X) y St¢(St¢(p)) es una vecindad de St¢(p) (Lema 2.10, incisos (d)
y (a)). Como X no es una gréfica finita, esto implica que St¢(p) € St(Ste(p)).
Luego, existe K € A3(X, St¢(p)). Por la Observacion 4.11, existe ¢ € E(K) tal que
K NSte(p) = {q}. Sea J € Ag(X,p) tal que q € J. Luego, J C Stg(p) y JNK = {q}.
Asi, g € Frx(J)y,comop € R(X), el Lema 2.4 (c) garantiza que también p € Frx(J).
Por lo tanto, Frx(J) = E(J). O
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Observacion 5.7. Sea X € ©. Asuma que S es una s-grdfica libre de X y que
p € Frx(S). Entonces, existe K € As(X,p) tal que K C S y SN(JAs(X,p)—{K}) =
{p}. Mds ain, (St;(p) —5) U{p} = U®Rs(X,p) — {K7}).

Demostracion. Como S es una s-grafica de X, existe K € Ag(X) tal quep € K C S.
Ademas, por el Lema 2.4 (d), p € E(S). Suponga que J € As(X,p) y J # K.
Luego, JN K = {p} y p € E(J)N E(K) (Observacion 4.11). Esto ultimo implica
que J U K es un arco y que p no es uno de sus puntos extremos. Como p € F(S),
se sigue de lo anterior que J ¢ S. Luego, J NS = {p} (Observacion 4.11). De esta
forma S N (JAs(X,p) — {K}) = {p}. De esto se sigue que St;(p) NS = K y que
Ste(p) — S = Stg(p) — K. Considerando que JNK = {p} para cada J € 2Ag(X,p) con
J # K (Observacion 4.11), se tiene que (St¢(p) — K) U {p} = Us(X,p) — {K}).
Por tanto, (St¢(p) — S) U {p} = URs(X,p) — {K}).

Observacion 5.8. Sean X € © y S una s-grifica de X. Asuma p y q son elementos
distintos de Frx (S). Entonces ((Ste(p) — S) U {p}) N ((Ste(q) —S) U {q}) = 0.

Demostracion. Suponga que existe x € (Stg(p) N Ste(g)) — S. Luego, existen J €
As(X,p) y K € Ag(X, q) talesquez € JNK. Comox ¢ S,pe JNSyqge KNS, la
Observacion 4.12 garantiza que J = K. Asi, y puesto que J NS = {p} (Lema 4.11),
se tiene que p = ¢, lo cual no es posible. Por consiguiente, (St¢(p) N St¢(q)) — S = 0.
Como p # q y p € Ste(p), esto implica que p ¢ (Ste(q) — S) U {q}. De forma similar,
4 ¢ (St(p) — 5)U{p}. Por lo tanto, ((Ste(p) — ) U{p}) N (Ste(g) — 8)U{q)) = 0. O

Teorema 5.9 (|2, Theorem 4.5]). Sean X,Y € ©. Asuma que X yY no son grdficas
finitas y que X es Whitney equivalente a Y. Entonces, X es homeomorfo a 'Y .

Demostracion. Por el Teorema 1.39, podemos suponer que las métricas de X y Y
son convexas. Por la Observacion 5.6, existe Sp € As(X) tal que Frx(Sp) = E(So).
Sea jg = 0. Para cada n > 0, sean

Sn+l = Stf(Sn)
Jnt1 = Jn + | Frx(Sn)| y
{Pjnt1:Pjpt2, - Pjrss } = Frx(Sp).

En particular, kg = 2, j1 =2y {p1,p2} = E(Sp). Note que S,, es una s-grafica libre
de X y que S,, C intx(S,+1) para cada n > 0 (Lema 2.10, incisos (d) y (a)). Méas
aun, si S, = intx(Spt1) o Frx(S,) = 0, entonces S, es abierto y cerrado en X, lo
cual contradice la hipdtesis de que X no es una grafica finita. Por tanto,

Sp Cintx(Sp+1) v Frx(S,) # 0 para cada n > 0. (5.1)

Esto implica que p; # pj si ¢ # j y que {jn : n € N} es una sucesion estrictamente
creciente. Ademas, por el Lema 2.4 (d), se tiene que {p, : n € N} C R(X).



78 Las dendritas de la clase ® son Whitney determinadas

Por otro lado, observe que ps es adyacente a p;. Considere ¢ > 2. Sea n > 1
tal que p; € Frx(Sy). Luego, j, +1 < i < jpi1. Como S,—1 C intx(S,), existe
J € A(X, Sp—1) tal que p; € J. Luego, existe a € E(J) tal que J N S,—1 = {a}
(Observacion 4.11). Puesto que S,,—1 es un continuo no degenerado, esto implica que,
a € Frx(Sp—1). Por consiguiente, existe j € N con j,—1 +1 < j < jj, tal que a = p;.
Asi, p; es adyacente a p; y j < ¢. Esto prueba que

cada p; es adyacente a algin p;, con j < i. (5.2)

Sean Gy = Sp y G; = Ste({p1,p2, - -.,pi}) para cada i € N. Note que, por el Lema
2.10 (e), cada Gy, es una s-grafica libre de X. Afirmamos que

Sn = G, para cada n > 0. (5.3)

Es inmediato que Sy = Gj,. Supongamos que S,, = G, para alguna n > 0. Note
que {p1,p2,.--,Pjpi1} C Sn, por lo cual Gj, ., C Spy1. Sea x € Spp1. Six € Sy,
entonces v € Gj, C Gj,.,. Supongamos que x ¢ S,. Luego, existe J € A(X, S,)
tal que = € J. Por la Observacion 4.11, existe a € E(J) tal que JNS,, = {a}. Como
Sy, es un continuo no degenerado, se cumple que a € Frx(S,,). Asi, existe j € N con
Jn +1<j < jng1 tal que a = pj. En consecuencia, x € J C St¢(ps) C Gj,,,- Por lo
tanto, S, 1 = Gj,,,. Esto prueba nuestra afirmacion.

Suponga que m e ¢ son nimeros enteros tales que n > 0y j, < @ < Jpy1-
Afirmamos que Frx(G;) = {p; : i < j < jny2} N Gi. Sea p € Frx(G;). Observe
que S, = Gj, C G; C Gj,,, = Sp41. Luego, si p € Sy, entonces p € Frx(S,) =
{Pjnt1:Pjpt2, - Pjsr } ¥, como {p; : j < i} C intx(G;) (Lema 2.10 (a)), tenemos
que p = py, para algtin [ con i < I < pj, ... Supongamos que p ¢ S,. Puesto que
p € G, existe J € As(X,{p1,...,pi}) tal que p € J C G;. Note que J C Sp41 ¥
que, por ende, J NS, # () (Observacion 4.9). Como p € J — S,,, J es una vecindad
de p en S, 41 (Observacion 4.12). Por consiguiente, si p € intx(S,+1), entonces
p € intx(G;), lo cual no es posible. Por lo tanto, p € Frx(S,+1), es decir, p = py
con jnt1 +1 <1 < juyo. De esta manera, Frx(G;) C {pj : i < j < jnr2} NGy
Reciprocamente, sea I € N tal que i <1 < jpio0 ¥y p1 € Gi. Si jp+1 + 1 <1 < jngo,
entonces p; € Frx(Sp+1), con lo cual p; € Frx(G;). Consideremos el caso en el que
I < jn+1. Luego, p; € Frx(S,). Vamos a probar que S, es una vecindad de p; en Gj.
Si n = 0, entonces j, =0, jp4r1 =2, 7 =i =1y [l = 2. En este caso, G; = St¢(p,)
y Sn € Ag(X, pr), por lo cual la Observacion 4.9 garantiza que S, es una vecindad
de p; en G;. Suponga que n > 1y que existen r € {j, + 1,...,i} y J € As(X,p;)
tales que p; € J. Observe que p, € Frx(S,). Como p, y p; son elementos distintos
de J N Sy, se cumplen las contenciones J C S, C G; (Observacion 4.11). Puesto
que S,—1 C intx(S,), se tiene que tanto p; como p, no son elementos de S,_1.
Ademas, considerando que J C Sy, se tiene que J N S,—1 # 0 (Observacion 4.9).
Luego, J N Sp,—1 = {a}, para algun a € E(J) (Observacion 4.9). Asi, {pr,pi} N (J —
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E(J)) # 0. Sin embargo, para cada x € J — E(J), J es una vecindad de x en X
y, por ende, ord(z, X) = ord(z, J) = 2. Esta contradicciéon muestra que sin > 1y
J € As(X,{p1,...,pi}) es tal que p; € J, entonces J € Ag(X, {p1,...,pj,})- De este
modo, el conjunto G, = S, es una vecindad de p; en G;, también para n > 1. Por
consiguiente (tanto en el caso en que n = 0, como en el que n > 1), si p; € intx(Gi),
entonces p € intx(S,), lo cual no es posible. De esta forma, p; € Frx(G;). Esto
prueba que {p; : i < j < jni2} NG; C Frx(G;) vy, con ello, nuestra afirmacion.
Considerando esto, (5.1) y (5.3), se tiene que cualesquiera nimeros enteros n e i con
n>0y jn+1<i<j,11 satisfacen que

Frx(Gi) ={pj 19 <J < jns2} NGy, (5.4)
En particular,
Frx(Gi) Nintx (Git+1) = {pi+1} para cada i >0 (5.5)
Como consecuencia, se tienen las relaciones (para n > 2)

Go(=S0) CG1 CGa(=51)C...Gj(=5) C Gy C- .. (5.6)

jn+1

Afirmaciéon 1. Suponga que existe una sucesion {¢; }ien que cumple lo siguiente.
(i) Cada ; es un encaje de G; en Y con ¢; = @it+ilg;-
(ii) Cada ¢j,(Sy) es una s-gréafica de Y contenida en inty (¢;, ., (Sn+1))-

Entonces, X es homeomorfo a Y.

Vamos a mostrar la Afirmacion 1. Sea T}, = ¢, (Sy) para cada n € N. Observe que,
por (5.1) y (ii) (respectivamente)

S, C intX(Sn+1) y T, C inty(Tn_H). (5.7)

Ademaés, puesto que S, es una s-grafica libre de S,,+1 (Lema 2.10 (d)), se cumple
que T, es una s-grafica libre de T),4+1 (por ser imégenes homeomorfas de S, y Sp41
bajo ¢j,,,, respectivamente). Asi, T), — E(T},) es un abierto de 7,41 contenido en
inty (Ty+1) vy, por ende, T}, es una s-grafica libre de Y. Como esto pasa para cualquier
ntmero natural, también 7,41 es una s-grafica libre de Y. Luego, por el Lema 2.8
(d), se tienen las igualdades St¢(S,,) = Stf"+1 (Sn) y Ste(T,) = St?"*l(Tn). Mas atn,
considerando que ;,,, es un homeomorfismo sobre T}, 11 que manda S, sobre T},

. S’VL
(esto ultimo, por (i)), se tiene que cpjnH(Sth"“(Sn)) = Stf““( +1)(<pjn+1(5n))

n Sn
St? i (Tn) De esta manera, ‘Pjn+1(Sn+1) = ‘:Ojn+1(Stf(Sn)) = Pint1 (Stf i (Sn))
St¢(71},). Por tanto,

Ti1 = Ste(T},). (5.8)
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De forma andloga, para cada p € S, se satisface (por 5.7) que p € intx(Sp+1) ¥y
Pjnir (p) € inty(T;41), por lo cual se tiene que Str(pj, (p)) = Ste'"+ (¢, (p)) =
Pinr (S5 (D)) = @, (St (p)). Asf,

St () (P)) = $jny1 (Ste(p)), para cada p € Sp. (5.9)

Ademas, por (5.7) se cumple que Fry(T5,) = Frr,,,(Th) = ©j,.1(Frs,,, (Sn)) =
(pjn(Frx(Sn)). ASf,
Fry(Tn) = @ijn (FrX(Sn)) (5.10)
Sea © € Sp41 — Sp. Luego, por la Observacion 4.9, existe J € Ag(X) tal que
J NS, ={p}. Luego, p € Frx(S,) vy « € (Ste(p) — Sp) U {p}. Por tanto,

Snt1 = Sn U J{(Ste(p) — Sn) U{p} : p € Frx(Sn)}. (5.11)

Por otro lado, las Observaciones 5.7 y 5.8 garantizan que, para cualesquiera elementos
distinto de Frx(S,), digamos p y p/,

(Ste(p) — Sp) U {p} v (Ste(p') — Sn) U {p'} son continuos ajenos. (5.12)
Ademas, es inmediato que cualquier p € Frx(S,) cumple que

((Ste(p) — Sn) U{p}) NSy = {p}. (5.13)

De esta manera, por los incisos (5.11), (5.12) y (5.13) podemos considerar la funciéon
fn @ Sp+1 — Sp dada por

fol2) r siz €Sy,
n\T) =
p siz € (Ste(p) — Sp) U {p} para algin p € Frx(S,).

Puesto que f,|s, es la funcion identidad y, para cada p € Frx(S,), la restriccion
fn|(Stf(p)_ S,)u{p} es la funcién constante con valor p , se cumple que f;, es continua y,
més ain, que es una retraccion (porque, ademas, f,,(Sp+1) = Sp). De forma anéloga,
podemos considerar la retracciéon gy, : T, 41 — 1), dada por

)= q six e (Ste(q) — Tp) U{q} para algin y € Fry (T),).

Sean j € Ny p € Frx(S;). Luego, p € E(Sj) y S; — {p} es conexo (Lema
2.4 (d) y Teorema 1.53, respectivamente). Sea V la componente de X — {p} que
contiene a S; — {p}. Como X — {p} es abierto en X, tanto V' como (X — {p}) =V
son abiertos en X (Teorema 1.3). Asi, por el Lema 1.9, los conjuntos V U {p} y
(X —{p}) = V) U {p} = X — V son continuos y, por ende, son dendritas (Teorema
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1.52). Sea CIZ = X — V. Observe que, como V es abierto y conexo, es arco conexo.
Como X es tinicamente arco conexo, esto implica que cualquier arco a con F(a) C V
cumple que o C V. En otras palabras,

si o es un arco con E(a) NG} = 0, entonces e N CJ = 0. (5.14)

Note que p € C{; NS;yqueS; CcVU{p}=(X—- C{;) U {p}. De este modo,
CinS; = {p}. (5.15)

Ademés, si p' € Frx(S;) y C4n CZ, # (), entonces CJ U CZ, y (CIU ng) N.S; son
continuos (este tltimo por el Teorema 1.54), y, considerando que el ultimo de estos
dos conjuntos es {p,p'} (por (5.15)), se tiene p = p’. De esta forma,

C’g N C]Z, = () para cualesquiera p,p’ € Frx(S;) distintos. (5.16)

Vamos a mostrar que

(f;)"'(p) C CJ. (5.17)
Sea x € Sj41 tal que fj(x) = p, o equivalentemente, tal que x € (St¢(p) — S;) U {p}.
Como queremos mostrar que = € CJ y p es un elemento de este conjunto, podemos
suponer que x # p. Luego, x € St¢(p) — S;. Asi, dado cualquier py € intx(S;), existe
a € Frx(S;) N[z, po]. Note que, por (5.14) y (5.15), esto implica que x € cl. Luego,
(Ste(p) —Sj) U {p} U Cl y ((Ste(p) — Sn) U {pyuCl N S; son continuos (el segundo
conjunto, por el Teorema 1.54). Puesto que esta interseccion es el conjunto {p,a}
(por (5.13) y (5.15)), se tiene que p = a. Asi, z € C}. Esto prueba (5.17). Més aiin,
muestra que fj(x) € [x,po], en el caso en que = € (St¢(p) — 5;). Tomando en cuenta
que fj(xz) =z € [x,po] para cada x € S; y considerando (5.11), se tiene que

[i(x) € [, po], para cualesquiera x € Sj11 y po € intx(S;). (5.18)

Para cualesquiera [,1' con [ < I, sea

f - fl:Sl/—>Sl Sil/:l+1,
= flo--'Ofllflisl/%Sl Sil+1<l/.

Observe que fjr es una retracciéon de Sy en Sj.

Sean N € Ny pg € intx(Sy). Dado = € Sy41, se satisface, por (5.18), que
Invgn (@) = fn(z) € [z,po]. Ademis, si @ ¢ Sy, entonces fy(n41)(z) € Frx(Sy)
(por (5.11)). Suponga que, para alguna j > N, fy;(z) € [z,po] para cada x € S;
y que fnj(z) € Frx(Sn) si @ € S; — Sy. Considere un punto & € Sji;i. Lue-
20, fng+1)(x) = fnj(fj(z)) y asi, por la hipétesis de induccion, fy(j1)(z) €
[fj(x), po]. Ademas, por (5.18), se cumple que f;(x) € [z, po], con lo cual fn(;1)(z) €
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[fj(x),po] C [z,po]. Suponga que x ¢ Sy. Si x € S}, entonces fj(x) = z, por lo cual
fng+y (@) = fnj(x), con fyj(z) € Fry(Sy) (por la hipotesis de induccion). Si
x ¢ Sj, entonces f;(z) € Frx(S;) C S; — Sn (la contencion se sigue de (5.7)) y, por
ende, la hipotesis de induccion implica que fy(j41)(7) = fnj(fj(z)) € Frx(Sn). De
esta forma, hemos probado que

fnj(x) € [z, po] para cualesquiera j > N,z € Sj, y po € intx(Sn). (5.19)
Inj(x) € Frx(Sn) para cualesquiera j > N y x € S; — Sy. (5.20)

Considere p € Frx(Sy) y = € (fNj)_l(p).' Luego, por (5.19), se tiene que p €

[z, po] N CYY. Como py € intx(Sy) C X — C} (esto ultimo, por (5.15), el enunciado
.14) garantiza que z € C)'. De esta forma,

5.14 i c).D f

(fni) " Hw) C CIJ)V para cualesquiera j > N y p € Frx(Sn) (5.21)

Considere ahora z,2’ € Sj, con fy;(z) # fnj(2'). Siz € Sy o 2’ = fn;(x), es
inmediato que fyj(z) € [z,2']. Suponga que = ¢ Sy y que x # fyj(x). Luego,
fnj(x) € Frx(Sn) (por (5.20)) y, por ende, (5.21) implica que z € C}Y, en donde
p = fnj(x). Seap’ = fnj(2'). Sip’ € Frx(Sn), entonces 2’ € Cé\,[ y, asi, (5.16) implica
que p = p/, lo cual no es posible. De este modo, p’ ¢ Frx(Sy) y 2’ € Sy — Frx(Sn)
(esto ultimo se sigue de (5.20)). En consecuencia, por (5.19), se cumple que fn;(x) €
[, 2']. Por tanto,

fnj(z) € [z,2'] si j > Ny z,2’ € S} son tales quefy;(z) # fnj(a). (5.22)

Observe que, por el Lema 2.6, lim S, = X. Sea ¢ > 0. Como X es compacto,
existen x1,w9,...,7; € X tales que X = Ule B;, en donde B; = By(x;, ) para
cada i € {1,2,...,k}. Sea Ny € N tal que Sy, € (Bi1,Ba,...,By). Considere un
punto p € Frx(Sn,). Mostraremos que CI],VO C Ba(p, §). Suponga que = € C’I])VO. Sea
i€ {1,2,...,k} tal que © € B; y sea 2’ € B; N Sy,. Asi, d(z,2") < §. Observe
que C]])VO y SN, son espacios arco conexos (Teorema 1.29), dado que ambos son
dendritas. Como X es tnicamente arco conexo (Observacion 1.64), esto garantiza
que [z,p] € CNo y [p,2'] C Sy,. Esto implica, por (5.15), que [z,p] N [p,2] = {p}.
Asi, [z, p]U[p, 2] es un arco con puntos extremos z y ', es decir, es el arco [z, 2']. En
consecuencia, p € [z, 2] y, considerando que d es convexa, se tiene que d(x,p) < 5.
De esta forma, CZZ,VO C By(p,§). Por lo tanto, (5.17) garantiza que (fn,;) '(p) C
By(p, §5) para cualquier j > Ny, en el caso en el que p € Frx(Sy,). Si, por el
contrario, p € intx (Sy,), entonces se sigue de (5.20) que (fn,;) " (p) = {p} vy, como
consecuencia, la contencién anterior es valida también en este caso. Por consiguiente,
se cumple (a) del Teorema 1.27. Ademas, para cualesquiera j' > j y a,a’ € Sj con
fijr(a) # fiir(a’), (5.22) garantiza que fj;(a), f;;:(a’) € [a,a’] y, como consecuencia
(de nuevo por la convexidad de d), se tiene que d(fj;(a), fji7(a’)) < d(a,a’). Asi,



5.1 No existen dos dendritas Whitney equivalentes en la clase © 83

se satisface (b) del Teorema 1.27. De este modo, lim. {S,, f,} es homeomorfo a
clx (U,en Sn)- De forma analoga, lim, {7}, g, } es homeomorfo a cly (|J,,cyy Tn)-

Sea n € NU{0}. Considere = € S, 41 — Sy,. Sea p = f,(z). Luego, p € Frx(Sy)
(por 5.11) y, tomando en cuenta (5.9), se tiene que ¢j, ., (f, ' (p)) = @, ((Ste(p) —
Su) U D} = (Ste(5, () — To) U {95, (0)} = g (95 (p)). Como & € F(p). esto
implica que ¢j, () € g, (95, (P)) ¥, asi, gn(@jn i1 (%)) = 95, () = @j. (ful)).
Ahora considere = € S,. Luego ¢;,.,(x) = ¢j,(x) € T}, y, puesto que f, y g, son
retracciones, se cumple que ¢;, (fn(z)) = ;. () = gn(@j. (%)) = gn(@j,,. (x)). Por
tanto, en cualquier caso, ¢, © fn(x) = gn © ¥j,.,(x). De este modo, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

en donde cada ¢, es un homeomorfismo del continuo S,, sobre el continuo 7},. Por
tanto, por el Teorema 1.28, lim. {S,, f,} es homeomorfo a lim, {7}, ¢g,}. Como
Unen Sn = G(X) ¥y Unen Tn = G(Y) (Lema 2.6), y tomando en cuenta que tanto X
como Y son casi enrejados (Teorema 1.76), se tiene que X y Y son homeomorfos.

De esta manera, por la Afirmacién 1, para probar el teorema basta demostrar la
siguiente afirmacion.

Afirmacién 2. Existe una sucesion {y; }ien que satisface (i) y (ii).

Sean pyr € Go — E(Go) y p una funciéon de Whitney para C(X). Note que X
tiene una base numerable para su topologia. Ademaés, se sigue del Corolario 1.34
que {K — E(K) : K € 2g(X)} es una colecciéon de subconjuntos abiertos de X
ajenos entre si. Como consecuencia de esto, Ag(X) y, por ende, el conjunto de s-
graficas no degeneradas de X son numerables. De esta forma, y considerando que
E(Go) = {p1,p2}, existe tg € (0, u(X)) tal que u([p1,par]) > to, u([par,p2]) > to y
to ¢ {u(A) : A es una s-grafica X distinta del vacio}.

Sean w una funcion de Whitney para C(Y) y so € (0, u(Y)) tales que pu~!(to)
es homeomorfo a w™!(sp). Sean A = u~1(tg) y B = w (o). Luego, A no contiene
elementos que son s-graficas de X y asi, por el Lema 4.23 (c), B no contiene elementos
que son s-graficas finas de Y. Sea h : A — B un homeomorfismo. Note que tanto
-A[m,pM] como Ay, »,] tienen mas de un punto. También, por el Teorema 3.9, Ag,
es un arco libre maximal de A y existe Ty € g(Y") tal que By, = h(Ag,). Recuerde
que Frx(Go) = {p1,p2}. Sea A; el tnico elemento de Ag, con p; € A;, para cada
i € {1,2}. Luego, {A1,A2} = E(Ag,) v {h(A1),h(A2)} = E(Br,). Asi, podemos
expresar E(Ty) = {q1,¢2}, en donde ¢; es el tnico punto extremo de Ty tal que
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gi € h(A;), para cada i € {1,2}. Sea ¢g : Gp — Y un encaje tal que po(Go) =Ty y
vo(p;) = ¢; para cada i € {1,2}.

Dadas una s-grafica G de X arbitraria y una funciéon ¢ : G — Y, considere las
siguientes condiciones

(a) ¢(G) es una s-gréfica libre de Y.
(b) Fry(p(G)) = ¢(Frx(G)).

(c) Para cada p € Frx(G), el tnico punto de Ay, ;| que contiene a p, digamos F),
satisface que CM(h(F}),Y) = EM(P(F)),Y).

En lo que resta de la demostracion, vamos a construir una sucesion {p; };en cuyos
elementos son encajes que satisfacen (a), (b) y (c), concluyendo posteriormente que
se cumple la Afirmacién 2. Note primero que ¢q satisface todas estas condiciones,
puesto que, para cada i € {1,2}, tanto ¢ (F},) como h(F},) son subarcos de Ty que
contienen a g; y, por ende, CM(h(Fy,),Y) = CM(Po(Fp,),Y) = {Mpcr,, Mg, }-

Suponga que, para un nimero entero ¢ > 0 dado, existe un encaje @; : G; = Y
que satisface (a), (b) y (c¢). Vamos a construir un encaje ¢;11 : Giz1 — Y para
el cual se cumplen estas mismas condiciones. Para esto, note que p;y1 € Frx(G;),
Git1 = G; USte(pi+1) v Giy1 es una s-grafica libre de X. Para abreviar notacion,
sea F' = Fp, ...

Observe que, por el Lema 4.5 (a) y la condicién (c) de esta prueba, dimy, gz C(Y') =
max{dim M : M € EM(h(F),Y)} = dimy,g) C(Y). Puesto que h(F) no es una s-
grafica fina de Y y F' no es una s-grafica de X, se sigue del Lema 4.18 que

> (ord(p, X) — 2) = dimp A — 1 = dimy,p) B — 1 = dimg, () C(Y) — 2
pEFNR(X)
- Z (Ord(Q7 Y) - 2)
q€Pi(F)NR(Y)
(5.23)

(para la dltima igualdad, véase la observacion posterior a la demostracion del Le-
ma 4.18, p. 63). Note que FNFrx(G;) C FNE(G;) = {pit1} v, ast, F — {piy1} C
int x (G;). Asimismo, por (b), ¢;(F—{pi+1}) C inty (¢i(G;)). De este modo, ord(p, X) =
ord(¢i(p),Y) paracadap € F—{p;;+1}. Por estoy por (5.23), se sigue que ord(p;+1, X) =
ord(p;(pit+1), Y).

Observe que, por la condicion (a), ¢;(G;) es una s-grafica libre de Y. Asi, por el
Lema 2.7 (d), y considerando que ¢; es un homeomorfismo sobre su imagen, se tiene

{i(J) : J € As(X,intx (Gi))} = {wi(J) : J € As(Gi) }

- (5.24)
= As(pi(Gi)) = A (Y, 9i(Gi)).
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A continuacién, vamos a dar una expresion para los elementos del conjunto
CM(A(F)B,Y) = €M(pi(F),Y) (la cual sera usada posteriormente) consideran-
do los dos casos siguientes. Antes de proceder con estos casos, observe que, puesto
que ¢;(F') es un arco que no es una s-grafica fina Y, €M(H;(F),Y) tiene a lo méas
dos elementos.

o AL(X,F) # 0. Sea vp = JAL(X, F). Luego, vr es una s-grifica fina de X
con mas de un punto. Observe que, de la misma forma que en la prueba

del Lema 4.16 (i), pero reemplazando v por vp, se cumple que EM(F, X) =
{My, M, —piss }. Ademas,

0i(F) C @i(St (vr)) = Ste? (9 (pi(vp)) C Ste(pi(vr))

(para la ultima contencion use las igualdades de (5.24)). Tomando en cuenta
que @;(vp) es una s-grafica fina de Y (porque uno de los puntos extremos de
vi(vp) esta contenido en Fry (¢;(G)), a saber ¢;(pi+1), y el otro en ¢;(G; —
E(G;)) = »i(Gi) — E(pi(Gi))), esto implica que ¢;(F) € M, (). De forma
similar se prueba que @;(F) € S)JT%(VF—piH). Por tanto,

i

CM(A(F),Y) = DMy 1), M, pin) - (5.25)

Como I/;p 1 C v y los puntos extremos de vg tienen orden en X mayor
o igual a 3 (como consecuencia del Lema 2.4), se tiene que ord(v,", X) <
ord(vp, X). Asi, el Lema 4.16 (f) implica que dim9M,,_—p;,, NA < dim 90, NA.
De forma anéloga, dim fm%(w—piﬂ) NB < dim M, (,,.) NB. Por tanto,

WM, —pir NA) =M iy OBy h(M,, NA) = M,

oi( i(vr) NB. (5.26)

e AL(X, F) = . En este caso existe Jp € Ag(X) tal que F C Jp y EM(F, X) =
{Myc s, My} Como @i(Jr) € As(pi(Gi)) C As(Y) (esta contencion se
sigue de (5.24)) y i(F) C wi(JF), se cumple que @;(F) € My, (1, Asi,

EM(M(F),Y) = {Moce, (7)) Mo (pis1) }- (5.27)

Dado que My, ., NA 'y M, (p,, ) B no son arcos (de hecho, por [16, Theorem
1.1 (a)], ambos conjuntos son k-celdas, con k = ord(p;+1,X) — 1 > 2), el
Teorema 3.9 y el Lema 4.23 (a) garantizan que

h(Mpc g, NA) = Mycy, (s, NB y , por ende, h(M,,,, NA) =M

Pi+1

NB.
(5.28)

i(pi+1)

Para este caso, sea vp = {p;y1}.
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Note que en los dos casos anteriores, v es la mayor s-gréfica fina de X contenida en
F. Es muy importante mencionar que los hechos que acabamos de establecer para
estos dos casos serdn usados en lo que resta de la demostracion.

Considere k € N tal que k < i+ 1y p;41 es adyacente a pg. Sean r = ord(p;+1, X)
y As(X, pit1) = {aa,a9,...,a,}, con a1 = [pg, pi+1]. También, sea k1 = ¢;(a1). Fije
Jj€1{2,3,...,r}. Seaa; el punto extremo de «; diferente de p;y1 (asi, aj = [pit1, aj]).
Sea f3; el tinico elemento de A[pM@j] tal que a; € 8;. Vamos a asociar a «; con un
elemento ; de Ag(Y, ¢i(pi+1)) en una forma inyectiva (con respecto al indice j) y
tal que k; N i(G;) = {@i(pi+1)}. Considere los casos siguientes (por la eleccion de
A no es posible que a;j = 3 y el caso en el que a; € E(X) sera tratado después):

Caso 1. a; ¢ E(X) Yy oy g ,Bj.
Sea v; = (J2Ag(X, B;). Observe que oj C 7; y que, como 3 €s un arco que no es
una s-grafica de X, se tiene €M(B;, X) = NM(B;, X, A) = {M,, ,fITI ~a; }. Por el

Lema 4.23 (a), existen s-graficas finas (; y ¢} de Y tales que M, NB = h(fm NA)
y Dﬁcx NB = h(M 47 NA). Asi, MM(h(B;), Y B) = {imc],i)ﬁq} Por tanto, y con-

siderando que el Lema 4.23 (c) implica que h(f;) no es una estrella libre de Y,
se cumple que CM(h(B;),Y) = NM(h(B;),Y,B) = {zmgj,mtg}. Ademés, pues-
to que ord(y;, X) > ord(fyj_aj), se sigue del Lema 4.16 (incisos (a) y (f)) que
dim M, > dimimg. Asi, por el Lema 4.16 (h) se tiene que Sﬁq_ = ?)JTC_dj, para
j

algin punto extremo d; de (;. Por consiguiente, h(?)ﬁfaj NA) = ?)JTC_dj NB. Sea
k; € As(Y) tal que ¢ = Cj_dj U k;. Es inmediato que |x; N Cj_dj] =1

Observe que [piy1,a;] C v C B C [pPm,Pi+1) U [piy1,a5] ¥y que, por ende,

—aj . _(lj .

pit1 €7; ' C [pAr, Pit1]. Asi, tanto F' como 7;  son subconjuntos de (DAL, Pit]
que contienen a p;41, por lo cual se tiene alguna de las contenciones ’y “ cFo
F Cr; Y C Bj. Sin embargo, el segundo caso no es posible, puesto que F''y 3; son
elementos de A. Por lo tanto, fyj_aj C F.

Suponga que AL(X, F) = . Luego, ’y;aj = {pi+1} (porque {p;+1} es la uni-
ca s-grafica de X distinta del vacio que esta contenida en F') y, en consecuencia,
h(fmv_—aj NA) = (M, , NA) = NB (see (5.28)). Por lo tanto, (; 7 =

{gpi(p;l)}. En particular, ¢;(piy1) es un punto extremo de x; = (j. Ademaés, si
ki C i(G;), entonces k; = ;i(Jr) v, asi, h(F') C k; C h(B;), lo cual contradice el
hecho de que h(F),h(B;) € B. De esta forma, x; N ¢;(Gi) = {pi(pi+1)}

Ahora suponga que (X, F) # (). Puesto que v “ C vp, el Lema 4.23 (d)

Di+1 <Pz (Pit1)

garantiza que (;dj C pi(vr) C p;i(F). En particular, C;dj es un arco o un conjunto

unitario. Note que 0 # x; N (;dj C ki Ni(vr). Si kj C ¢i(vr), entonces ¢ C
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©i(vr) y, asi, por el Lema 4.23 (d), v; C vp. Puesto que esto tltimo no es posible
(debido a que aj € v; — vp), se tiene que k; & @;(vp). Asi, kj N @;(vF) tiene un
tnico elemento, digamos r. Asimismo, x; N Cj_dj = {r}y, dado que h(F) € M, (1)
(por (5.25)), se tiene r € h(F). Ademas, si k; C h(F'), entonces ¢;(vp) U k; C
h(F) C Ste(pi(vr)) C Ste(wi(vr) U K;), por lo cual My, (,pyux, € CEM(A(F),Y) —
M) Sm%(ypfpiﬂ)}. Como esto es una contradiccion, se cumple que k; ¢ h(F)
y, en consecuencia, w(h(F) U k;) > s9. De esta forma, existe 7 € B tal que (; C 7 C
h(F)Uk;. Podemos asumir que TN E(h(F)Uk;) = {d;}, de modo que TN E(X) = 0.
Suponga que 7 # @;i(pit1). Luego, r € ;(vp)~¢iPit1) = @ (vpPit1). Puesto que
i(pi+1) € h(F) C Ste(pi(vp"")), se tiene @;(pit1) € E(h(F)). Asi, dj, pi(piy1) €
E(h(F) U kj). Asimismo, d; € E((;) v, por ende, dj € E(7). Sea £ = [JUAg(Y, 7).
Observe que § es una s-gréfica fina de X, ¢ € £y dj € E(§). Como M, ()
es el elemento de mayor dimension de EM(A(F'),Y), el Lema 4.16 (e) implica que
wi(ve) = U{L € AL(Y,h(F)) : LN E(Y) = 0}. De este modo, y considerando
que €% es una s-grafica fina contenida en h(F), se cumple que £~% C ¢;(vp).
Ademas, 7 € M y €4 C € C 1 C Ste(€) = St(€%) USte(d;). Més atin, dado que
d;j € E(1) y kj C 7, se tiene St¢(d;) N7 = k; C Ste(¢%) y, asi, 7 € M—4;. De forma

analoga, si ;(pi+1) € 7, entonces 7 € M, ¢, (5, 1), Por lo cual 7 € My,, en donde

¢
o = (¢ %)7%ilPir1) (Lema 4.16 (c)). Si @;(pi+1) ¢ 7, entonces £~% C ¢;(v"+1); en
este caso, sea &y = £~ % . De esta forma, en cualquiera de estos casos, &y C cpl-(y;p”l)
y T € Me,. Si M¢, NB es degenerado, entonces Ste(§y) = 7 y, por ende, 7 es una
s-grafica fina de Y, lo cual contradice el hecho de que B no tiene elementos que son
s-graficas finas de Y. Por tanto, Mg, NB es no degenerado. Sea \g una s-grafica fina
de X tal que h(My, NA) = Mg, NB. Luego, por el Lema 4.23 (d), A\g C vz
Ademés, como k(1) € My, NIM,,, se tiene que v; C St(Ag). En consecuencia,
v; C Stg(vp~Pit1), lo cual no es posible debido a que [piy1,a;] Nvp P+t = (. Esta
contradiccion muestra que 7 = ;(pi+1) ¥, asi, k; N p;i(vr) = K; N C;dj ={i(pi+1)}-
Por lo tanto, y tomando en cuenta que ¢;(pi+1) € E(pi(G;)), se tiene la igualdad
ki Ni(Gi) = {pi(pit1)}-

Vamos a mostrar que CM(h(B;),Y) = EM(p;(B; N Gi) Uk;,Y) (este hecho serd
usado mas adelante, en esta misma prueba). Como f; N G; es una arco que no es
una s-grafica de G y k5 N wi(B; N Gi) = {pi(pi+1)}, se tiene que ¢;(B; N G;) U k;
es un arco que no es una s-grafica de Y. Por tanto, €M(p;(8; N G;) U k;,Y) tiene
a lo méas dos elementos y para concluir esta parte de la demostraciéon basta mos-

trar que este conjunto contiene a {smcj,im(dj }. Observe que cada p € vp satisface
j

ord(p, X) = ord(¢i(p),Y) vy, por ende, ord(goi(fyj_aj),Y) = ord(fyj_aj,X). También,
por el Lema 4.16 (f), ord(’y;aj,X) = dim(i)ﬁ{aj NA)+1= dim(mc_dj NB) +1 =
i i

ord(Cj_dj,Y). Por consiguiente, ord(goi(fyj_aj),Y) = ord(Cj_dj,Y). Ademaés, puesto
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que tanto goi(fy;aj) como (; % son subcontinuos del arco o(vr) vy wi(pi+1) es un

punto extremo de cada uno de ellos, se tiene que <pi(’y;aj) C C;dj o (;dj C (pi(yjaj).
Por lo tanto, Cj_dj = @i(fyj_aj). Asf, Cj_dj C ¢i(8j N Gi) U k;. Mas atn, dado que
7, = UUA5(Gi, BjNG), se tienen las ignaldades ¢ = J 26 (91(G1), ¢i(8;0G1)) =

i . —d; —d;
U= (Y, (B N Gy)). Como consecuencia de esto, ¢; 7 C ¢i(8; N Gi) C Ste(¢; 7).
Considerando que x; C Stf(C;dj), se sigue de lo anterior que ¢;(3; N G;) Uk, €
mc—dj NM;,. Por lo tanto,

J

CM(h(B)),Y) = EM(wi(B; NGi) Uk, Y). (5.29)

Caso 2. a; ¢ E(X)y B € «.

Por el Teorema 3.9, My, NA es una arco y, por el mismo resultado, existe x; €
As(Y) tal que h(Myco; NA) = My, NB. Sea 0 el punto extremo de My, NA
distinto de 3;. Asi, p;y1 € 6. Puesto que p;11 € E(c;), es inmediato que 9, ,, NA
tiene mas de un punto. Sea (; una s-gréfica fina de Y tal que h(IM,,,, NA) = M, NB.
Como h(f) € M¢; "My, se cumple que ¢; S K; y, por ende, (j = {q}, donde q es
alguno de los puntos extremos de ;.

Suponga que (X, F) = 0. Luego, h(M,,,, NA) = My, (piyr) B (por (5.28)) v,
asi, ¢ = @i(piy1). Ademas, h(Myc 5, NA) = My, (g,) NB. Si k5 C pi(G;), entonces
k; = i(JF) y, en consecuencia, a;; = Jp. Puesto que esta tltimo igualdad contradice
el hecho de que a; N G; = {pis1} y Jr C Gy, se cumple r; N @;(Gi) = {pi(pit1)}-

Suponga ahora que Ag(X, F) # (. Como p;+1 € vp, se tiene, por el Lema 4.23
(d), que g € @i(vr). Note que h(F) € M, (,,.) B (por (5.26)) y que h(B;) € My, -
De esta forma, w(p;(vr)) < so < w(kj) y, por ende, k; ¢ ¢;(vr). Por consiguiente,
ki Nwi(vr) = {q}. Mas atn, como p;y1 ¢ vp Pi+1, se tiene, por el Lema 4.23 (d),
que q ¢ @;(vp~Pit1). Por lo tanto, ¢ = @;(pis1) v, ast, £j Npi(Gi) = {wi(pit1)}. Esto
concluye el caso 2.

Ahora vamos a probar que la relacion entre o y &; es inyectiva para los casos 1

y 2. Sean j y j’ tales que r; = ;. Considere los siguientes casos.
_d. —d.,
= aj ¢ B(X), aj C B, ay ¢ E(X), y aj C Bj. Puesto que §; ¥ y ¢,
son ambos subcontinuos del arco ¢;(vr) v @i(pi+1) es un punto extremo de

!/

—d.s —d; .
0 Cj, TCg Suponga, sin

_ —d./ —d;
pérdida de generalidad, que Cj 4 - ¢ I 7. Considerando que (; = Cj 4

cada uno de ellos, se cumple que (; % Cj_, ]

' Uk; y
—d.s . . .

G = (¢ 7 Uk, esto implica que ¢; C ¢jr. Luego, por el Lema 4.23 (d), se tiene

que y; C ;0. Asi, aj € v C Bjr. Por lo tanto, j = j', es decir, aj = ajr.
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= a; € B(X), a; € By Bjr C aj. En este caso, k; C h(B;) y h(Bj) C kjr, asi
que w(k;) < so y w(kj) > so, lo cual contradice el hecho de que k; = k. Por
lo tanto, este caso no es posible.

u /B] g a5y 5]' g_ Q. Como m@Caj NA = h_l(ﬁﬁmc,@j ﬁB) = h_l(Sﬁ@CHj, ﬂB) =
Emg)caj, NA, se tiene en este caso que a; = Q.

Esto prueba que la relacion entre o y x; es uno a uno (para los casos 1y 2).

Para el resto de la prueba vamos a asumir que r’ es tal que aq; ¢ E(X) para
cada | € {1,...,7} con Il < 7"y que q; € E(X) para cada [ € {1,...,r} con
1’ < I (por supuesto, puede ocurrir que ' = 1 or ¥/ = r). Como ord(p;41,X) =
ord(y;i(pi+1),Y), la correspondencia inyectiva entre oy y k; nos permite expresar
As(Y, 0i(piv1)) —{K1, k2, .- K} = {Kpry1,. .., kr} (817 = r, entonces este conjunto
es vacio). Para cada l € {1,...,r} conl > r/, sea d; el punto extremo de r; diferente
de @;(pi+1) (definimos previamente d; solo para | < r').

Para cada j € {2,...,r}, considere un homeomorfismo f; : a; — k; tal que
[i(pix1) = @i(pi+1) v fi(a;) = d;j. Entonces, existe una funcion ;11 : Giy1 — Y que
es una extension coman de ¢;, fa, fa,..., vy fr. No es dificil ver que ;41 es un encaje.
Sea A = {p1,...,pi} y note que G; = Stf(A). Observe también que, por el Lema
2.10 (a), A C intx(Ste(A)) = intx(G;). Asi, por la propiedad (b) de esta prueba,
0i(A) C ¢i(intx(G;)) = inty(¢i(G;)). Aplicando dos veces el Lema 2.8 (d), se
obtienen las igualdades o;(Stg(A)) = @;(Sts%i(A)) = Ste?i (G (p;(A)) = Ste(pi(A)).
Como consecuencia,

0i(Gi) = St(pi(A)). (5.30)

Por lo tanto, por construccion,

Pi+1(Git1) = @i(G;) U Ste(i(pi+1))
= Ste(i(A)) USte(pi(piv1)) = Ste(wi(AU{pit1})),

y, asi, el Lema 2.10 (e) garantiza que ¢;11(G;+1) es una s-grafica libre de Y. De esta
forma, ;1 satisface la propiedad (a).
Por otro lado, observe que

Pir1(Frx(Git1)) = pit1(Frx(Gi) — {pit1}) U{az, ... am})
= (Fry (¢i(Gi)) = {pi(pi+1)}) U{da, ..., dv} C Fry (pit1(Git1))

Como Fry (¢i+1(Git1)) = (Fry (0i(Gi)) — {wi(pit1)}) U (Fry (Ste(pi(piv1))) — #1),
para probar que ;1 cumple (b) basta mostrar que (Fry (Ste(wi(pit1))) — k1) C

{da,...,d,}. Para este proposito, suponga que e € Fry (St¢(¢i(pi+1))) — k1. Note
que, por el Lema 2.10 (d), se tiene que e € E(St¢(vi(pi+1))). Luego, existe k € Ag(Y)
con p;(pi+1) € K, K € ¢i(G;) vy e € E(k) — {pi(pi+1)}. Observe que kN ¢;(G;) =
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{¢i(pi+1)}. Vamos a mostrar que k = ; para algin j € {2,3,...,7"} (y, con ello,
que e = d;).

Suponga que w(k) > so. Luego, se sigue del Teorema 3.9 que existe a € Ag(Y) tal
que h(Myco NA) = My, NB. Asimismo, se sigue del Lema 4.23 (d) que h(M, NA) =
M, (piy1) B para algtin punto extremo p de a. Puesto que ¢;(pit1) - vi(vr), por
el Lema 4.23 (d) se tiene que p € vp. Si vp es degenerado (es decir, si Ag(X, F) = ()
y a C Gy, entonces p = piy1, F C «a 'y, por ende, tanto h(F') como ¢;(F) son
subconjuntos de x (el segundo, por (c¢)) y & C ¢i(Gi), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, si vr es degenerado, entonces a« N G; = {p;+1}. Si vr tiene mas de un
punto, entonces, considerando que ;(pi+1) ¢ @i(vrp~Pi+1), el Lema 4.23 (d) garantiza
que p ¢ vp Pitl por lo cual p = p;11. Ademads, si vp tiene mas de un punto,
entonces, como u(vp) < tg < p(a), se tiene que a ¢ v y, en consecuencia, « NG; =
{pi4+1}. Por lo tanto, en cualquier caso, a = o y, por ende, kK = K; para algin j €
{2,3,...,7}. Méas atin, es inmediato que |E(a;) — E(X)| = [E(Mycq; NA) — E(A)| =
|E(Mycy, NB) — E(B)| = |E(k;) — E(Y)| = 2y, por consiguiente, a; N E(X) =0y
je{2,...,r"}L

Suponga que w(k) < sg. Luego, existe xo € B tal que k C xo C h(F)Uk. Podemos
asumir que xoNE(h(F)Uk) = {e}, de modo que xoNE(Y) = 0. Sea & = JAL(Y, x0).
Observe que & es una s-grafica finade Y y k C € C ¢;(vp)Uk (debido a que ¢;(vp)Uk
es la mayor s-grafica fina de Y contenida en h(F)Uk) y que, por consiguiente, £ es un
arco. Si Mg NB es degenerado, entonces St¢(§) = xo y, por ende, o es una s-grafica
fina de Y, lo cual contradice el hecho de que B no contiene elementos que son s-graficas
finas de Y. En consecuencia, ¢ NB tiene més de un punto. De forma andloga,
M- NB no es degenerado. De esta forma, por el Lema 4.16 (i), existe x € B tal que
EM(x,Y) = {M¢, M- }. Por lo tanto, se sigue de los Lemas 4.23 (a) y 4.16 (h) que
existen una s-gréafica v de X no degenerada y z € E(7) tales que h(9, NA) = M NB
y h(M,-=NA) = M- NB. Puesto que {° C wi(vr) y £ € @i(vpP*1), el Lema
4.23 (d) garantiza que v % C vp, v % ¢ vp Pitl y, por ende, pj+1 € 7y 7. Sean
JeAs(X) yptalesquey *UJ =y *NJ={p}. Como ¢ ¢ ¢i(vr), se tiene,
de nuevo por el Lema 4.23 (d), que v ¢ vp. Asi, JNvrp = {p} y J ¢ F. Ademas,
~y7*UJ C vpUJ C FUJ. De esta forma, existe 7 € A tal que vy C 7 C FUJ. Suponga
que p # pi+1 (observe que esto implica, en particular, que vp es no degenerado).
Luego, 7 € M,;u; UM, N Sﬁn_piH, en donde 7 es la tnica s-grafica fina de X tal que
nuJ = JAL(X,7) yn C vp. Note que piy1 € v C nUJ. Sean py p’ s-graficas finas de
Y tales que h(Myus NA) = M, NB y A(M, —piy1 NA) = My NB. Considerando que
NP+l C yp P+l y 4 C nUJ, se tiene, por el Lema 4.23 (d), que p' C g;(vp Pitl) y
& C p. Como p C h(1) C Ste(p'), lo anterior implica que & C St¢(p’). Esto contradice
el hecho de que k C £y kN p' C kN p;(vp~Pi+t) = (. Por lo tanto, p = p;+1 v, asi,
JNy=* =JNvp = {pit1}. Si vp es degenerado y J C [par, pi+1], entonces 7~ es
degenerado, vy = Jy F C J C h™(x), lo cual contradice el hecho de que F'y h=1(x)
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son elementos de A (la contencion F' C J se tiene porque F' y J son subarcos de
[par, Pit1] que tienen a p; 41 como uno de sus puntos extremos). De esta forma, si vp
es degenerado, entonces J N [par, pi+1] = {pi+1}. Puesto que esta misma igualdad se
cumple si vr tiene mas de un punto, concluimos que, en cualquier caso, J = «; para
algan j € {2,...,7}.

Como v C [pm,aj], aj € vy pu(y) < to, se tiene que v C §; y, asi, v C ~;. Por

consiguiente, por el Lema 4.23 (d), { Uk =E§ C (= Cj_dj

tanto £~¢ como Cj_d son subconjuntos de ¢;(vF), pero ni £ ni ; lo son, esto prueba
que K = K;. Mas atn, dado que o; C v y <y es una s-grafica fina de X, se cumple
que a; N E(X) =0, por lo cual j € {2,...,7"}. Esto muestra que ¢, satisface la
propiedad (b).

Sea j € {2,...,r"}. Si aj C Bj, entonces ¢;(8; N Gi) Ukj = @ir1(B; N G;) U
pit1(a;) = @it1(8;) v, asi, por (5.29), CM(h(B;),Y) = EM(pi(B; N Gi) Uk, Y) =
CM(Piv1(B4),Y). Si B C aj, entonces se cumplen las igualdades EM(h(F;),Y) =

U k. Considerando que

J

{Mocr,, Ma; } = EM(Bi41(55)),Y), debido a que pi11(8;) = fi(B;) & K v dj =
fila;) € fij(B;). Por lo tanto ;41 satisface la propiedad (c). Esto completa la cons-
truccion de {; ien.

Es inmediato que {¢;}ien satisface (i) y que cada ¢j, (S,) es una s-grafica de
V. Més atn, ¢;,(Sn) C @)1 (Sn+1) ¥, por (b), Fry (¢, (Sn)) = ¢j, (Frx(Sn)) =
i ({Pjn41sPjnt2s - - Pjnys })- Observe que, dado cualquier i € N y el conjunto A =
{p1,...,pi}, la igualdad ¢;(Sts(A)) = St(pi(A4)) de (5.30) es valida reemplazando
A por cualquiera de sus subconjuntos. Como consecuencia de esto, para cada [ €
{L,... . n+1 — Jn} se tiene ©;, (pj,+1) = @i, (Pj,+1) € inby (Ste(pj,+1(Pj,+1))) =
inty (@, +1(Ste(Pj,+1))) C ©j1(Snt1). De esta forma, ¢j, (Sn) C inty (9,1, (Snt1))-
Por lo tanto, {p;}icn satisface también la condicion (ii). Esto concluye la prueba
tanto de la Afirmacién 2 como del teorema. O

5.2. Dendritas Whitney equivalentes

Mientras que en la seccién anterior se mostrd que las dendritas de la familia ©
no son Whitney equivalentes entre si (a menos que sean homeomorfas, claro) en
esta seccidén se prueba que las dendritas que no son de esta clase no tienen esta
caracteristica. En otras palabras, el resultado principal de esta seccion establece que,
para cualquier dendrita de que no pertenece a D, existe otra del mismo tipo (pero que
no es homeomorfa a la primera) que es Whitney equivalente a la primera (Teorema
5.15). Para mostrar esto, se utilizaran ampliamente los resultados del capitulo 3.

Para enunciar el proximo resultado, vamos a usar la notacién siguiente. Dados
dos espacios topologicos X y D ajenos y puntos p € X y q € D, sea X Up—; D el
espacio que se obtiene al tomar la unién topolégica X U D para luego identificar p
con g, es decir, X Up—q D = (X U D)/{p, ¢}.
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Teorema 5.10 (vease la demostracion de [1, Theorem 5.1]). Sea X wuna dendrita
que no pertenece a ® y sea p un punto de corte de X tal que p € P(X). Entonces,
existen una clase no numerable {D, : o € A} y una clase {qo : « € A} con las
siguientes propiedades:

a) Para cada o € A, qo € Dy, Dy es un dendrita sin arcos libres y X no es
homemorfo a X Up—q, Dq.

b) sia,B €N ya#pB, entonces X Up—q, Do y X Up—q, Dg no son homeomorfos.

Teorema 5.11 ([14, Theorem 5.2]). Sea D un continuo. Entonces D es una dendrita
sin arcos libres si y solo si cada nivel de Whitney positivo de D es un cubo de Hilbert.

Teorema 5.12 ([10, Theorem 1]). Sea Q un espacio topoldgico y sean Q1 y Q2
subespacios de Q tales que @ = Q1 U Q2. Si Q1, Q2 y Q1 N Q2 son cubos de Hilbert
y este dltimo es un Z-conjunto de Q1, entonces Q1 U Q2 es un cubo de Hilbert.

Teorema 5.13 (|3, Theorem 10.1]). Si h : A — B es un homeomorfismo entre Z-
conjuntos en un cubo de Hilbert (Q, entonces h se puede extender a un homeomorfismo
de Q) sobre Q.

El Lema 5.14 es un resultado auxiliar que nos ayudara a demostrar el Teorema
5.15. En el enunciado de este lema se asumen ciertas condiciones sobre las dendritas
X, D y Z; dicha configuracién sera obtenida en la prueba del Teorema 5.15.

Lema 5.14 (|2, Lemma 5.4]). Suponga que X, D y Z son dendritas tales que Z =
X U D, D no tiene arcos libres y X N D = {p}, para algin punto de corte p de
X tal que p € P(X). Sean w una funcion de Whitney para C(Z), p = wlox) ¥
to € (0, u(X)). Entonces, w™(tg) es homeomorfo a = (to).

Demostracion. Esta demostracion sigue las ideas de la prueba de [11, Theorem 20].

Observe primero que X — {p} = Z — D y que D — {p} = Z — X y que, por ende,
X — {p} vy D — {p} son abiertos de Z ajenos y cada uno de ellos tiene mas de un
punto. Ademas, dado cualquier abierto U de Z con p € U, se tiene que U N X es
un abierto del continuo no degenerado X y , por tanto, tiene una cantidad infinita
de elementos; en particular, U N (X — {p}) # 0. Como p € D = Z — (X — {p}), lo
anterior implica que p € Frz(X — {p}). De manera anéloga, p € Frz(D — {p})

Sea Bp = C(D) Nw™Y(ty). Vamos a mostrar que

w71<t0) = ufl(to) U Cp(Z, to) U Bp. (5.31)

Es inmediato que (o) UCP(Z,t9) UBp C w™t(tg). Supongamos que A € w1 (tg)
y que A ¢ CP(Z,tg). Luego, A C Z —{p}. Note que X — {p} y D — {p} son abiertos
de Z ajenos y (X — {p}) U (D — {p}) = Z — {p}. Como A es conexo, esto implica
que AC X —{p}oAcCD—{p}. Asi, A€ u~t(ty) UBp.

En algunos casos, la igualdad de (5.31) se puede simplificar un poco, a saber:



5.2 Dendritas Whitney equivalentes 93

= Si w(D) > ty, entonces Bp tiene mas de un punto y Bp ¢ u~1(te) UCP(Z,ty),
por lo cual la expresion derecha en (5.31) no se puede reducir. Mas atn,
Bp = wp'(to), en donde wp es la funcion de Whitney para C(D) dada por
la restriccion w|c(p), lo cual implica que Bp es un continuo no degenerado.

» Si w(D) = tg, entonces Bp = {D} C CP(Z,ty) y
w(to) = ™ H(to) U CP(Z,ty).
» Siw(D) < tp, entonces Bp =0y
wl(tg) = ™ (to) U CP(Z, 1p).

Afirmacion 1. Fry14,) CP(X,tg) = Fr,,-14,)(Bp U CP(Z,t0)).
Sea B = Bp UCP(Z,ty) Para mostrar la Afirmaciéon 1, vamos a probar primero que

Mil(to) — CP(X, to) = w71<t0) - B. (5.32)

Sea A € wl(tg) — B. Luego, p ¢ Ay A ¢ D; como p es punto de corte de Z
y los conjuntos D — {p} y X — {p} son abiertos en Z, ajenos y no vacios, esto
implica que A C X — {p}. Asi, A € u~1(ty) — CP(X,to). Reciprocamente, sea B €
p(tg) — CP(X, to). Luego, B no contiene a p y esta contenido en X — {p} = Z — D,
es decir, B € w™1(tg) — B. Esto prueba (5.32) y que w™ (o) — B C u~ (o).

Ahora mostraremos que

CP(X,tg) = (to) N B. (5.33)

Es inmediato que CP(X,to) C u~1(tg) N CP(Z,t9) C pu1(tp) N B. Supongamos que
A € u(tg) N B. Como A € p~(ty), se tiene que A C X. Si A € Bp, entonces
A C DN X = {p}, es decir, A = {p}. Como lo anterior es imposible, pues cada
elemento de p~'(tg) tiene méas de un punto, se cumple que A € CP(Z,ty) y, por
ende, que CP(X,tg). Esto muestra que u~'(tg) N B C CP(X,tp). Por lo tanto, se
tiene (5.33).

Como p~1(tg) es un cerrado de w™t(tg), la cerradura de w=!(tg) — B en ambos
espacios coincide. Considerando esto y las igualdades (5.32) y (5.33), se tiene lo
siguiente

Fr/rl(to) Cp(X, to) = CP(X, to) N Clu—1(t0)(u_1(t0) - CP(X, to))
— (47 (1) N B) (1l (0 (10) — B)
=BnN Clwfl(to)(wfl(t()) - B)
= Frw_l(to)(b’).
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Esto muestra la Afirmacion 1.

Para lo que sigue de esta demostracion, vamos a considerar a d como la métrica de
Z y vamos a suponer que d es convexa. Esto implica que las métricas inducidas por
d en X y en D también son convexas (Lema 1.41) y nos permitira utilizar algunas
construcciones previas (en especial aquellas de la demostracion del Teorema 3.17)
sin requerir detalles adicionales.

Afirmacion 2. Fr,-1,) CP(X, ) es un Z-conjunto de CP(X, o).

Sea ¢ > 0. Considere la funcion oy, : u~1(tg) — pu~'(tg) construida en la demos-
tracion del Teorema 3.17, usando el p y el € aqui fijados. Por (**) y (1) de dicha
demostracion, oy, satisface lo siguiente:

(1) Para cada B € CP(X,tg), se cumple que p € intx (o4, (B)).
(2) Para cada B € CP(X,ty), se cumple que Hy(B, 04, (B))) < 2¢.

Sea B € CP(X,tp). Como p es un punto de corte de X, existen abiertos U y V de X
distintos del vacio y tales que UNV = X y UUV = (). Note que p € clx(U)Neclx (V) y
que, por ende, los conjuntos W = UNintx (o4, (B) y Z = VNintx (o4, (B) son distintos
del vacio, ademas de ser abiertos en X. Observe también que oy, (B) € (X, W, Z).
Asimismo, dado cualquier C' € (X, W, Z), se tiene que CNU # Dy CNV #, lo
cual implica (por la conexidad de C) que p € C. Asi, o4, (B) € (X, W, Z)Nw™L(ty) C
CP(X, o) y, en particular, oy, (B) € int,-1(4,)(CP(X, t9)). Por lo tanto,

01 (CP(X, t0)) C inty, 14y (CP(X, 1)) = CP(X, to) — Fr, 140 (CP(X, ).

De este modo, se tiene que Fr, -1, CP(X, o) es un Z-conjunto de CP(X, o).

Afirmacion 3. Fr,-14,)(C?(Z,t9) U Bp) es un Z-conjunto de CP(Z,t)) U Bp vy
CP(D,tg) es un Z-conjunto de CP(Z, ).

Para esta prueba nos enfocaremos en la primera parte de la Afirmacion 3; la segunda
surgira como una consecuencia. Sean B = Bp UCP(Z,tg) y K = Fr-1(4,)(CP(Z, o))
Sea e > 0. Considere a py, : w 1(tg) — w (to) como la funciéon andloga a oy,
respecto de la demostracion del Teorema 3.17, pero con Z y w tomando el lugar de
X y u, respectivamente. De este modo, (por (**) y (1) de dicha demostracion) py,
cumple lo siguiente :

(1) Para cada A € CP(Z,ty), se cumple que p € intz(py, (A)).
(2) Para cada A € CP(Z,1y), se cumple que Hy(A,04,(A))) < 2e.

Por un argumento totalmente andlogo al usado para oy, en la prueba de la Afir-
macion 2, se tiene que py, (CP(Z,tg)) C CP(Z,tg) — K. Mas aun, dado cualquier
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A € CP(Z, ty), se tiene que p € intz(py,(A)) v, puesto que p € Frz(X — {p}), tene-
mos que intz(pg,(A)) N (X — {p}) # 0, es decir, p,(A) ¢ D. Asi, p,(CP(Z,19)) C
CP(Z,ty) — Bp. Usando las dos contenciones anteriores, se obtiene que

pio (CP(Z,t0)) C CP(Z,t0) — (K U Bp). (5.34)

Ademas, por propiedades topologicas de la frontera, se cumple que Frwq(to)(B) C
K U Fry,-13)(Bp) C KU Bp. De este modo, CP(Z,t) — (KU Bp) C CP(Z, 1) —
Fr,-1(4,)(B). Por lo tanto,

Pto (CP(Z, to)) C Cp(Z, to) — Frw—l(to)(B) cB- Frw_1(t0)(B). (5.35)

Supongamos, por otro lado, que A € Bp — CP(Z,ty). Luego, A C D — {p} y, puesto
que (*) de la demostracion del Teorema 3.17 garantiza que A N py,(A) # 0, se
tiene que (D — {p}) N pi,(A) # 0. Asi, py,(A) € (Z, D — {p}) Nw™L(ty). Ademas, si
C € (Z,D—{p})Nw~L(ty) y C ¢ Bp, entonces tanto D—{p} como X —{p} intersectan
a C vy, por la conexidad de C, esto implica que p € C, es decir, C € CP(Z,ty).
Se tiene asf que (Z, D — {p}) Nw™t(ts) C Bp UCP(Z,ty) (= B). De este modo,
pto(A) € inty-1(40)(B) = B — Fry-1(4,)(B). Como A es un elemento arbitrario de
Bp — CP(Z,ty), lo anterior asegura que

pto(Bp — CP(Z,t0)) C B — Fry-1(4,)(B) (5.36)
Usando (5.35) y (5.36), se obtiene que
Pto(B) C B — Fry-1()(B). (5.37)
Ademas, como CP(D,tg) C Bp, la contencion de (5.34) garantiza que
pto(CP(Z,tg)) C CP(Z,tg) — CP(D, o). (5.38)

Por tanto, por (2), (5.37) y (5.38), se tiene que Fr,,-1(,)(B) es un Z-conjunto de B y
que CP(D, 1) es un Z-conjunto de CP(Z,ty) (observe que, aunque CP(D,tp)) puede
ser el conjunto vacio, esto no afecta este resultado).

Afirmacion 4. CP(X, ty) y CP(Z,to) U Bp son cubos de Hilbert.

Por el Teorema 3.17, CP(X,tg) y CP(Z,ty), son cubos de Hilbert. Si w(D) > to,
entonces Bp C CP(Z,t) y, por consiguiente, CP(Z,tg) U Bp es igual al cubo de
Hilbert CP(Z,tp). Supongamos que w(D) > to. Luego, Bp = wBl (to), en donde wp
es la funcion de Whitney para C(D) inducida por w, es decir, wp = w|g(p). Como
D es una dendrita sin arcos libres, el Teorema 5.11 garantiza que Bp es un cubo
de Hilbert. Note que CP(Z,tg) N Bp = CP(D,ty) y que, por el Teorema 3.17, este
ultimo conjunto es un cubo de Hilbert. Ademas, por la Afirmacion 3, CP(D,ty) es
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un Z-conjunto de CP(Z,tp). Esto implica, por el Teorema 5.12, que CP(Z,ty) U Bp
es un cubo de Hilbert y concluye la prueba de la Afirmacion 4.

Sea B = CP(Z,t9) UBp. Por la Afirmacion 1, Fr,—1(4,)(CP(X, t0)) = Fry-1(4)(B).
Por esta razon, podemos considerar la funcion identidad hg : Frj—1)(CP(X, %)) —
Fr,-1(4,)(B). Por las Afirmaciones 2 y 3, Fr,-1(4,)(CP(X, %)) es un Z-conjunto de
CP(X,t0) y Fry-1(4,)(B) es un Z-conjunto de B. Como CP(X,ty) y B son cubos
de Hilbert (Afirmacion 4), el Teorema 5.13 garantiza que existe un homeomorfismo
hi: CP(X,ty) — B que extiende a hg, es decir, que cumple hg = h1|Fr#—1(tO)(CP(X,to))'

Considere la funciéon h : p~t(tg) — w™(tg) dada por

h(A)— A SiAE,U,_l(t())—Cp(X,to),
| h(A) si A e CP(X, ).

Sea C = p~*(to) — CP(X, to). Note que hlc es la funcion identidad, hlcs(x 1) = b1
y h1(CP(X,to)) = B. Ademas, por (5.32), h(C) = w™*(to) — B. Asi, hlc y hlcr(x.1)
tienen dominios complementarios (respecto de u~'(¢p)) y ajenos, ademas de que sus
imagenes también son complementarias (respecto de w™!(¢y)) y ajenas. Como estas
dos funciones son biyecciones, lo anterior implica que h es una biyeccién.

Note también que cl,~1(,)(C) N CP(X,t0) = Fr,—1(4,)(CP(X, t0))) = Fr-1(4,)(C))
y h’Fru—l(t())(Cp(X,tO)) = ho. Luego, dado cualquier A € Fr;,-1(,)(C)), se cumple que
h(A) = h1(A) = ho(A) = A (porque hyg es la funcién identidad de Fr,, 1,y (C?(X, %9)))).
Por tanto, h(A) = A para cada A € cl,~14,)(C) y podemos expresar a h como sigue

h(A) = A s? A€ cly-130)(C),
hi(A) si A€ CP(X,t);

De este modo, el Lema de pegado (Lema 1.1) asegura que h es continua. Como h es
una biyeccién continua cuyos dominio y codominio son continuos, se concluye que h
es un homeomorfismo (Teorema 1.2). O

Teorema 5.15 (|2, Theorem 5.5|). Sea X una dendrita. Suponga que X ¢ ©. En-
tonces existe una dendrita Z Whitney equivalente a X y tal que X y Z no son
homeomorfos.

Demostracion. Supongamos que X ¢ ©. Luego, por el Lema 1.77, existe p € P(X)
tal que p es un punto de corte de X. Por el Teorema 5.10, existen una dendrita D y
q € D tales D no posee arcos libres y la dendrita Z = X U,—; D no es homeomorfa
a X . Podemos considerar que X UD = Z y que X N D = {p}.

Vamos a mostrar que Z es Whitney equivalente a X.

Sean p una funcion de Whitney para C(X) y to € (0,(X)). Como C(X) es
un subconjunto cerrado de 27, el Teorema 1.80 garantiza que existe una funciéon
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de Whitney wy para 24 que es una extension de p. En particular, la restriccion
w = wolo(z) es una extension de p a C(Z); es decir, p = wlg(x). Luego, por el
Lema 5.14, tenemos que 1~ (o) es homeomorfo a w™!(tg). Por lo tanto, para cada
A € WL(X), existe B € WL(Z) tal que A y B son homeomorfos.

Reciprocamente, sean w una funcion de Whitney para C(Z) y tp € (0,w(Z)). Sean
Bx = C(X)Nw™(ty) y Bp = C(D)Nw~L(tg) Note que, por el mismo razonamiento
que el usado para mostrar (5.31) en la demostracion del Lema 5.14, se puede expresar

wil(to) =Bx U Cp(Z, t[)) U Bp.
Considere los casos siguientes:

(i) w(X) < tp. En este caso, dependiendo de si w(X) < tg o w(D) = ty, se cumple
que By = 0 o By = {X}. Se tiene asi que Bx C CP(Z,to) y que w™ (to) =
CP(Z,tp) U Bp. Si w(D) < ty, entonces (de manera analoga a Bx) Bp C
CP(Z,tg) vy, en consecuencia, w™'(tg) = CP(Z,tg). Asi, por el Teorema 3.17,
wL(tp) es un cubo de Hilbert si w(D) < ty. Consideremos el subcaso en el que
w(D) > tg. Note que, ignorando la mencion de CP(X, 1), las demostraciones
de las Afirmaciones 3 y 4 son vélidas para las hipotesis actuales. Por tanto,
CP(Z,tp) UBp es un cubo de Hilbert también en este subcaso. De este modo,
en este caso siempre se tiene que w1 (#) es un cubo de Hilbert. Por otro lado,
el Corolario 3.19 garantiza que existe t; € (0, (X)) tal que #~!(¢1) es un cubo
de Hilbert. Asi, w™!(tg) es homeomorfo a u=1(t;).

(i) w(X) > to. En este caso, el Lema 5.14 muestra que w~!(¢y) es homeomorfo a
-1
1= (to)-

Asi, los dos casos anteriores muestran que para cada B € 20£(7) existe A € WEL(X)
tal que B y A son homeomorfos. Por lo tanto, se ha mostrado que Z es Whitney
equivalente a X. O

5.3. Caracterizacion de la clase ®

Como conclusién de este trabajo, en esta secciéon mostraremos el teorema princi-
pal: una caracterizacion de la clase © (dentro de la clase de las dendritas) mediante
el uso del concepto de continuo determinado por sus niveles de Whitney (Teore-
ma 5.19). Este resultado es un corolario a los Teoremas 5.9 y 5.15, resultados en
cuyas demostraciones se han sorteado las principales dificultades técnicas de dicha
caracterizacion.

Definicion 5.16. Sea X un continuo. Decimos que X es determinado por sus
niveles de Whitney (o, para abreviar, Whitney determinado) si para cualquier
continuo Y que es Whitney equivalente a X se satisface que X y Y son homeomorfos.



98 Las dendritas de la clase ® son Whitney determinadas

El concepto que se acaba de definir también fue introducido por A. Illanes y R.
Leonel [14]. Para la prueba del Teorema 5.19 utilizaremos dos resultados mas de
estos mismo autores.

Teorema 5.17 (|14, Theorem 2.1]). Si X es una grdfica finita y Y es un continuo
tal que Y es Whitney equivalente a X, entonces Y es una grdfica finita.

Teorema 5.18 ([14, Theorem 2.5|). Sea X wuna grdfica finita. Entonces, X estd
determinado por sus niveles de Whitney.

Teorema 5.19 (|2, Theorem 5.6]). Sea X una dendrita. Entonces, X es Whitney
determinado st y solo st X € D.

Demostracion. Supongamos que X es Whitney determinado, entonces, por el Teo-
rema 5.15, X € D.

Reciprocamente, supongamos que X € ©. Si X es una gréafica finita, entonces,
por el Teorema 5.18, X es Whitney determinado. Supongamos entonces que X no es
una grafica finita. Sea Y un continuo que es Whitney equivalente a X. Si Y es una
grafica finita, entonces, por el Teorema 5.17, X es una grafica finita, lo cual no es
posible. Asi, Y no es una gréfica finita. Por otro lado, por el Teorema 5.5, se tiene
que Y € . Por consiguiente, el Teorema 5.9 garantiza que Y es homeomorfo a X.
Por lo tanto, X es Whitney determinado. O

Corolario 5.20 (|2, Corollary 5.7]). Sea X un continuo. Entonces, X € D si y solo
si X es Whitney determinado y cada elemento de Q0L(X) es localmente conezxo y
2-conezo.

Demostracion. Supongamos que X € . Luego, por el Teorema 5.19, X es Whitney
determinado. Ademaés, por el Teorema 3.7, cada elemento de Q0L(X) es localmente
conexo. Por ultimo, como X es un dendroide (Observacion 1.63), se tiene, por el
Teorema 5.4, que cada elemento de Q0L(X) es 2-conexo.

Reciprocamente, supongamos que X es Whitney determinado y que cada ele-
mento de WEL(X) es localmente conexo y 2-conexo. Luego, por el Teorema 3.7, X
es localmente conexo y, por el Teorema 5.4, X es un dendroide. Asi, se tiene, por la
Observacion 1.63, que X es una dendrita. Por lo tanto, el Teorema 5.19 garantiza
que X € . O



Conclusiones

En este ultimo capitulo se mencionan los resultados més importantes de este tra-
bajo; todos ellos son originales de |2]. Los tres primeros de estos resultados identifican
ciertos subespacios de los niveles de Whitney positivos de dendritas. Para estable-
cerlos, conviene recordar que ® denota la familia de las dendritas cuyo conjunto de
puntos extremos es cerrado y que 2g(X) denota el conjunto de todos los arcos libres
maximales y de los ciclos de un continuo dado X.

Teorema (3.9). Sean X una dendrita que no es un arco y A un nivel de Whitney
positivo de X. Entonces,

As(A) ={C(J)NA: J e As(X) y (C(J)NA) = {J} # 0},

Teorema (3.17). Sean X wuna dendrita, p una funcion de Whitney para C(X) y
to € (0, u(X)). Suponga que existe p € X tal que cada una de sus vecindades en X
no es una grdfica finita. Entonces, el conjunto CP(X,tg) = {A € u~1(ty) : p € A} es
un cubo de Hilbert.

Corolario (3.19). Sean X una dendrita y p una funcion de Whitney para C(X).
Suponga que X ¢ ©. Entonces existe tg € (0, (X)) tal que para cada t € [to, (X))
se cumple que () es un cubo de Hilbert.

Otro resultado de importancia es la siguiente caracterizacion de los elementos de
la familia ® dentro de la clase de las dendritas. En su enunciado, 20£(X) denota el
conjunto de todos los niveles de Whitney positivos de un continuo dado X.

Teorema (3.21). Sea X una dendrita. Entonces, los siguientes enunciados son equi-
valentes.

(a) X es un elemento de ®.

(b) Para cada A € WL(X), F(X)N A es denso en A.

(c) Para cada A € WL(X), {F € A:dimp A < 0o} es denso en A.
(d) Para cada A € WEL(X), existe B € A tal que dimp A es finito.

99
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(e) Ningin elemento de Q0L(X) es un cubo de Hilbert.

Aun mas importante que el resultado anterior, respecto de la direccién principal
de este trabajo, es el siguiente teorema.

Teorema (5.15). Sea X una dendrita. Suponga que X ¢ ©. Entonces existe una
dendrita Z Whitney equivalente a X y tal que X y Z no son homeomorfos.

La parte principal de este trabajo se resume en el siguiente resultado, cuya de-
mostracion fue el objetivo principal de todo este escrito.

Teorema (5.19). Sea X una dendrita. Entonces, X es Whitney determinado si y
solo st X €.

Como consecuencia de este iltimo resultado, se estableci6 la siguiente caracteri-
zacion de los elementos de la familia ® entre los continuos.

Corolario (5.20). Sea X un continuo. Entonces, X € © si y solo si X es Whitney
determinado y cada elemento de WL(X) es localmente conexo y 2-conezo.
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