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Introduccion

En la obtenciéon de iméagenes de muestras bioldgicas, a menudo existen dificultades que
limitan la visualizacion de caracteristicas especificas, una de estas es la frecuencia de ilu-
minacién con la que se irradian las muestras para su observacidn en microscopios épticos,
la frecuencia de la luz visible puede ser insuficiente para obtener detalles especificos de
interés, pero si la frecuencia es muy alta la muestra es dafiada. Este problema al igual que
las aberraciones de las lentes y su limitada apertura numérica usadas en los microscopios,
implican una resolucién mas baja de la deseada al obtener la imagen.

Pticografia de Fourier (PF) es una técnica para obtener imagenes microscopicas
computacionales, esta basada en la microscopia Optica y consiste en la sintesis de una
mayor apertura numérica a partir de un conjunto de imagenes adquiridas por varios angulos
de iluminacion en el dominio de la luz visible, resultando en un alto incrementoen la
resolucion, comparada con la microscopia convencional. A diferencia de los enfoques
hologréficos, que generalmente se basan en la interferencia con un haz de referencia
conocido, PF resuelve la fase faltante con un algoritmo de reconstruccion iterativo. En
consecuencia, la técnica no requiere el haz de referencia ni mucho hardware ptico adicional.

Una ventaja principal de PF radica en su capacidad para medir cuantitativamente la
fase con una configuracion no interferométrica. La formacion de imagenes en fase es una
modalidad critica en la formacion de imagenes biomédicas, en la que muchas muestras
son principalmente transparentes, por lo tanto, la fase proporciona un mecanismo de contraste
complementario para revelar las estructuras detalladas que de otro modo serian invisibles en
las imagenes de campo brillante. Si bien los sistemas de medicién de fase interferométrica
pueden ser rapidos y precisos, generalmente requieren componentes épticos sofisticados,
alineacion y calibracion precisas.

Al recuperar la fase de la muestra cuantitativamente a través de la reconstruccién
computacional a partir de imagenes de microscopio estandar, PF elimina la necesidad de
hardware complejo. Ademas, el uso de LED parcialmente coherentes para la iluminacion
ayuda a evitar los artefactos de alto coste y uso limitado.

Las camaras y los microscopios tipicos pueden “acercar” y obtener una imagen de alta
resolucion, o pueden “alejar” para ver un area mas grande a una resolucion mas baja,
pero rara vez pueden lograr ambos efectos simultaneamente. FP aborda el compromiso
anterior para producir imagenes a escala de gigapixeles sin necesidad de piezas moviles.
Durante los ultimos 8 afios, PF ha evolucionado desde su primera demostracion dentro
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de un microscopio[1] hasta convertirse en una técnica general que ahora se aplica en una
amplia variedad de configuraciones y escenarios.

Por lo tanto, el propoésito de este trabajo es estudiar la técnica de pticografia de Fourier
como método de recuperacion de fase, contribuyendo a motivar su desarrollo e implementa-
cion en diversas areas de la ciencia para facilitar observaciones que de otra manera pueden
ser limitadas. Puesto que tiene ventajas considerables tanto en resultados como en imple-
mentacion. Para ello, haciendo un anélisis por medio de los conceptos fundamentales de
Optica de Fourier, se estudia el proceso iterativo para la recuperacion de imagen de fase
y amplitud a partir de la reconstruccion del espectro de frecuencias espaciales (plano de
Fourier) de un objeto muestra para posteriormente realizar la simulacion de este proceso para
un objeto también simulado.



Capitulo 1

Antecedentes

El nombre "pticografia" fue acufiado por Hegerl y Hoppe en 1970 para describir una
solucion al problema de la fase cristalografica sugerida por primera vez por Hoppe en 1969
[2]. Aunque la idea encapsula el concepto subyacente de interferencia por convolucion
(ptico) e invariancia traslacional, la pticografia cristalina no se puede utilizar para obtener
iméagenes de objetos continuos, porque muchos (hasta millones) de haces interfieren al mismo
tiempo, por lo que las diferencias de fase son inseparables. Hoppe abandoné su concepto de
pticografia en 1973.

Entre 1989 y 2007, Rodenburg y sus compafieros de trabajo desarrollaron varios métodos
de inversion para el problema general de la fase pticografica de imagenes, incluidala
deconvolucion de distribucion de Wigner (WDD)[3]. Chapman utiliz6 el método de
inversion WDD para demostrar la primera implementacion de la pticografia de rayos X
en 1996[4]. La pequefiez de las computadoras y la mala calidad de los detectores en ese
momento pueden explicar el hecho de que la pticografia no fue adoptada al principio por
otros trabajadores.

El interés generalizado en la pticografia solo comenzé después de la primera demos-
tracion de la pticografia iterativa de recuperacion de fases de rayos X en 2007 en la
Swiss Light Source (SLS)[5]. Desde 2010, varios grupos han desarrollado las capacidades
de la pticografia para caracterizar y mejorar la dptica reflectante[6] y de rayos X refractiva[7].
En 2012 también se demostrd que la pticografia electrénica podria mejorarla resolucién
de una lente electrénica en un factor de cinco[8], un método que se utili-z6 en 2018 para
proporcionar la imagen de transmision de mayor resolucién jamas obtenida.

En 2013, Zheng et al. descubrieron los beneficios de las matemaéticas de la pticografia
para permitir imagenes microscopicas de diapositivas completas sin partes mdviles y
demostrésu importancia experimental[1]. La simplicidad de la primera configuracion
experimentalde PF de Zheng et al. ayudd a que la técnica ganara interés cientifico y
comercial enuna amplia variedad de &reas de investigacion. Su relacion con la pticografia
también ha ayudado en la transferencia de conocimiento y la répida aceleracion de la
investigacion relacionada.






1.1. Hipotesis

En un microscopio compuesto estandar, al irradiar un objeto secuencialmente con di-
ferentes angulos de iluminacién con respecto al eje Optico, se logra acceder a distintas
regiones de su espectro de Fourier, las cuales contendran frecuencias mas altas.

Las imagenes capturadas correspondientes a cada angulo de iluminacion, al ser proce-
sadas computacionalmente, es posible obtener un espectro de Fourier sintético con infor-
macion de altas frecuencias, el cual parece haber sido obtenido con una lente objetivo de
mayor apertura numeérica, y asi obtener una recuperacion del objeto con mayor resolucion.

Entonces si se aumenta la cantidad de imagenes a procesar aumentando el angulo
méaximo de iluminacién, se espera obtener una mejora progresiva en la recuperacion del
objeto en amplitud y fase.

1.2. Objetivos

Objetivo general

Estudiar la técnica pticografia de Fourier para la recuperacion de amplitud y fase de
objetos y motivar su desarrollo e implementacién en diversas areas de la ciencia para facilitar
observaciones que de otra manera pueden ser muy limitadas.

Objetivos particulares

1. Mostrar el funcionamiento del algoritmo iterativo de PF con la simulacién de un objeto
muestra.

2. Hacer una comparacion entre las recuperaciones en diferentes simulaciones en las
gue se aumenta la cantidad de mediciones a procesar, es decir, aumentando el angulo maximo
de iluminacion.

3. Obtener el error cuadratico medio en la recuperacion de amplitud y fase del proceso
numérico del algoritmo iterativo con respecto a los valores de entrada simulados.






Capitulo 2

Marco tedrico

2.1. Interferencia

La interferencia es el fenémeno producido por la interaccion de dos 0 méas ondas en un
punto del espacio, generando una onda resultante que serd igual a la suma de las ondas
componentes. Y cuya irradiancia es proporcional a la suma de las irradiancias de estas
ondas constitutivas. Tratandose de ondas de luz, se refiere a interferencia optica.

En general, cuando dos ondas se encuentran en el espacio, no interaccionan de forma
apreciable. Ahora bien, si se verifican unas determinadas condiciones, estas ondas pueden
generar una distribucién de intensidad con zonas donde la energia se potencia y otras
en las que la energia disminuye. Las condiciones para obtener iméagenes de interferencia
estables son tres:

1. Las ondas que interfieren deben ser coherentes
2. Las ondas deben tener la misma frecuencia
3. Amplitudes iguales o aproximadamente iguales.

De manera general la representacion compleja de un campo eléctrico se hace con la
funcion de onda ¥ (r, t), en la forma de la ecuacion (2.1)

W@, t) = A(r)el@m-wb (2.1)

Entonces en particular dos ondas (7, t) y ¥, (r, t) con la forma de la ecuacion (2.1) al
superponerse forman una onda resultante y,.(r, t), como lo expresa la ecuacion (2.2).

IPT (r' t) = qjl (rr t) + llJZ (r’ t) (22)

Ademas, la intensidad o irradiancia que se detecta de esta superposicién se obtiene
utilizando la amplitud compleja de ¥,.(r,t), como se aprecia en la ecuacion (2.3).[10]

I(M) = UM = U, (MU, (1) (2.3)
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Donde la amplitud compleja U, (r) se obtiene de la ecuacion (2.4).
Up() = $1(1) + $(1) = A, (MDND + A1)/ (2.4)

Asi entonces la intensidad a la que se llega queda expresada en la ecuacion (2.5).

I(r) =1'(r) + I'"(r) cosp(r) (2.5)
1(r) = A2(r) + A3(1) (2.6)
1"(r) = 24,(r)A(r) (2.7)
¢) = @1(r) — (1) (2.8)

La expresion en la ecuacion (2.5) tiene dos términos, el primero expresado en la ecuacion
(2.6) representa la suma de amplitudes de las dos ondas, conocido en interferometria como
iluminacion de fondo; el segundo formado por las ecuaciones (2.7) y (2.8), es el término de
interferencia caracterizado por la diferencia de fases de las ondas.

2.2. Difraccion

Al igual gque la interferencia, la difraccién es un fenémeno ondulatorio. Cuando una onda
Optica se transmite a través de una abertura en una pantalla opaca y viaja cierta distancia en
el espacio libre, su distribucion de intensidad es llamado patrén de difraccion. Asumiendo
gue la onda tiene el comportamiento descrito por el principio de Huygens- Fresnel, abordado
en la subseccion 2.3.3. Para entender totalmente las propiedades de las imagenes opticas, es
necesario que la difraccion y las limitantes que impone sobre el sistemasean apreciadas.
Debido a la naturaleza ondulatoria de la luz, el patron de difraccion puede desviarse ligera o
sustancialmente de la sombra de la apertura, dependiendo de la distancia entre la apertura y
el plano de observacion, la longitud de onda y las dimensiones de la apertura. Hay dos clases
de andlisis que usualmente se estudia en difraccién, de Fresnel y Fraunhofer, las cuales son
de gran relevancia en este trabajo para entender las propiedades de transformacion que
generan las lentes en un sistema 0Optico, lo cual es parte fundamental para seguir el analisis
de la técnica de pticografia de Fourier. Ambas clases se analizardn con mas detalle en la
subseccioén 2.3.4.

2.3. Optica de Fourier

La dptica de Fourier provee una descripcién de la propagacién de ondas de luz basado en
un andlisis armonico (transformada de Fourier) y sistemas lineales.

2.3.1. Andlisis de Fourier en dos dimensiones

La transformada de Fourier (alternativamente el espectro de Fourier o espectro de fre-
cuencias) de una funcion g (en general, de valor complejo) de dos variables independientes
XYy y, es representada comunmente en la literatura como F{g(x,y)} y esta definida como:
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Flagx, Y = [I7_ g, yexp[—j2n(fix + f,¥)]dx dy (2.9)

La transformada es en si misma una funcion de valores complejos de dos variables inde-
pendientes fx y fy las cuales llamamos frecuencias. Similarmente la transformada
inversade Fourier de una funcién G(fx, f) esta representada por F~{G(fx . fy)} Y
esté definida como:

FYHC(fe )} = I, G(fe . fy) explj2n(fx + f¥)]dfidfy, (2.10)

La transformada inversa de Fourier es a veces referida como la representacion integral de

Fourier de una funcion g(x,y).
Ademas, se puede considerar la transformada de Fourier de dos dimensiones, como la
descomposicién de una funcion g(x,y) en una combinacion lineal de funciones de la forma

jZTT(fo +fyy)).
Para cualquier par de frecuencias (fx,fy) la correspondiente funcién elemental
tieneuna fase que es cero o un multiplo entero de 27 a lo largo de las lineas descritas por
la ecuacion (2.11).

(2.11)

Figura 2.1: Lineas de fase de la funcion e/27Ux*+/3¥) [q]

Donde n es un numero entero. Entonces como puede apreciarse en la figura 2.1, esta
funcién elemental puede considerarse como “dirigida” en el plano (x, y) en un angulo 6 (ec. 2.12)
y ademas el periodo espacial esta dado por la ecuacion (2.13).

6 = tan~! (’;—Y) (2.12)

1

/fxz +f7

L= (2.13)
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En la practica ciertas partes de una imagen pueden contener lineas de cuadricula paralelas
en un cierto espacio fijo, y la frecuencia o frecuencias particulares representadas por las lineas
de cuadricula se localizan en ciertas regiones espaciales de la imagen. El periodo de estas
lineas esté relacionado con las frecuencias por medio de la ecuacion (2.13) donde se aprecia
que, si el periodo es pequefio, lo que hace referencia a una imagen con detalles més finos,
entonces sus correspondientes frecuencias deben ser mas grandes.

Las propiedades de la transformada de Fourier de dos dimensiones son extensiones
directas de sus analogas en una dimension. Aqui se presentan dos de estas propiedades,
las cuales son utilizadas en este trabajo.

Propiedad de cambio. Si F{g(x,y)} = G(fx, fy), entonces

F{g(x —ay — D} = G(fx, fy)e /2mUxa+/yb) (2.14)
Propiedad de convolucién. Si F{g(x,y)} = G(f,.f,) y F{h(x,¥)} = H(fx fy)
entonces:
FUII o, 9 mh(x =&y —m) d&dn} = G (fo £, )H (o f;) (2.15)

2.3.2. Sistemas lineales

Para el propdsito de este trabajo se define la palabra “sistema” en una via lo sufi-
cientemente general para esclarecer su comportamiento a funciones de entrada y salida.
Respectivamente, un sistema esta definido para hacer un mapeo de un conjunto de funcio-
nes de entrada a un conjunto de funciones de salida. Para el caso de sistemas de imagenes,
las entradas y salidas pueden ser funciones de valores reales (intensidad) o funciones de
valores complejos (campo de amplitud) bidimensionales. Un sistema se dice lineal si la
siguiente propiedad de superposicion expresada en la ecuacion (2.16) se cumple para todas
funciones de entrada p y g y cualesquiera constantes complejas a y b.

S{ap(x1,y1) + bq(x1,y1)} = aS{p(x1,y1)} + bS{q(x1,¥1)} (2.16)

La gran ventaja de la linealidad es la habilidad para expresar la respuesta de un sistema
a una entrada arbitraria en términos de las respuestas a ciertas funciones elementales en
las que se ha descompuesto la entrada. Entonces, o mas importante es encontrar un medio
simple y conveniente de descomponer la entrada. Tal descomposicion es ofrecida por la
llamada propiedad de tamizado de la funcion delta definida en la ecuacion (2.17).

g1 e, y1) = J° 916 m8Cey — &y, — m)dEdn (2.17)

Esta ecuacion puede ser considerada expresando g: como una combinacion lineal de
funciones delta ponderadas y desplazadas; las funciones elementales de la descomposicion
son por tanto las funciones delta.
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En este sentido si consideramos una funcion de salida g, (x, y) respuesta de la interaccion
de una funcién de entrada g, (x,y) al sistema, representdndolo en la ecuacion (2.18).

92(x2,¥2) = S{g1(x1,y1) (2.18)

Donde S{} es un operador que representa mateméaticamente al sistema. Se tiene en-
tonces lo siguiente:

92(x2,72) = S{JI"_ g1(&M8(x; — &y, —n)dEdn} (2.19)

Y aplicando la propiedad de linealidad (ec. 2.16) se obtiene la expresion 2.20.
920c2,2) = [, {91 & m8(xy — § y1 —m)}dd (2.20)

Como ultimo paso se define una funcion h(x,,y,; &,m) que denota la respuesta
delsistema en un punto (x,,y,) del espacio de salida, a una funcion delta de entrada en las
coordenadas (&,n) del espacio de entrada. De modo que la funcion de salida g, (x5, y,) toma
la forma expresada en la ecuacién (2.21).

92(x2,y2) = ffjooo 91 Mh(xz, y2; &) déd (2.21)

La funcion h es llamada la funcion de impulso o respuesta impulso. Esta funcion
denota la respuesta del sistema en un punto (x2,y2) del espacio de salida por una funcién
delta de entrada con coordenadas (&,n) del espacio de entrada.

La ecuacion (2.21) demuestra que en efecto un sistema lineal estd completamente
caracterizada por su respuesta a impulsos unitarios.

Sistemas lineales invariantes: funciones de transferencia

Un sistema de imagen lineal tiene invariancia espacial (0 equivalentemente “isoplana-
tico”) si la respuesta impulso h(x2,y2; &,1) depende solamente de las distancias (x,, 1)y
(y2 —m), es decir, las distancias x y y entre el punto de excitacion y el punto de respuesta, por
lo que la funcién impulso toma la forma expresada en la ecuacion (2.22).

h(x2,y2; §,m) = h(xz — §,y2 — 1) (2.22)
Entonces un sistema de imagen es espacialmente invariante si la imagen de un objeto

de fuente puntual cambia Unicamente en posicién y no en su forma funcional conforme la
fuente puntual explora el campo objeto.

En la practica rara vez los sistemas de imagen son isoplanaticos sobre su campode
objetos, pero usualmente es posible dividir ese campo en regiones pequefias (parches
isoplanaticos) dentro del cual el sistema es aproximadamente invariante.
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Para describir completamente el sistema imagen, la respuesta impulso apropiada debe
especificarse para cada parche isoplanatico, pero si la porcién particular del campo objeto de
interés es suficientemente pequefia, a menudo es suficiente considerar solo el parche
isoplanético sobre el eje optico del sistema.

Notar entonces que, para un sistema invariante, la integral de superposicion (ec. (2.21)),
toma la forma particular y simple definida por la ecuacién (2.23).

92(x2,¥2) = [, g1 G MA(x, — &y, — ) dédn (2.23)

La cual es la convolucion de la funcién objeto con la respuesta impulso del sistema.
También se expresa como en la ecuacion (2.24).

g2 = g1 ® h (2.24)

Si tomamos la transformada de Fourier de la convolucion (2.23), entonces los espectros
de salida G,(fx, fy) y de entrada G, (fx, fy) estan relacionados por la ecuacion
(2.25).

G, (fxrfy) = Gl(fx:fy)H(fx:fy) (2-25)

Donde H es la transformada de Fourier de la respuesta impulso, definida por la ecua-
cion (2.26).

H(fe £y) = [, R Wexp[—j2n(f & + f,m)]dEdn (2.26)

La funcion H llamada la funcién de transferencia del sistema que indica los efectos del
sistema en el dominio de la frecuencia. Notar que al transformar la entrada entonces vemos
gue es descompuesta en funciones elementales las cuales son las funciones exponenciales
complejas de la integral de Fourier. Entonces la ecuacion (2.25) toma en cuenta el efecto
del sistema sobre cada funcion elemental.

2.3.3. Principio de Huygens-Fresnel

El principio de Huygens-Fresnel establece que cada punto en un frente de onda genera
una onda esférica y la envolvente de esas ondas secundarias constituye un nuevo frente de
onda. Su superposicion constituye la onda en otro plano, como se muestra en el esquema
de la figura 2.2. En general una onda cualquiera puede ser expresada en términos de una
combinacion lineal de ondas esféricas.

Siguiendo el esquema de la figura 2.3, mateméaticamente y resultando de la teoria escalar
de la difraccién, se obtiene la amplitud compleja de una perturbacion 6ptica en un plano
(x,y) proveniente de un plano paralelo (¢,1) y a una distancia normal z por medio de la
ecuacion (2.27).

UCe,y) = [, UGG m - cos b dd (227)
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onda esférica
J{J)Jiq*qvv*’q“" ’7"’?
y

Frente de onda

Frente de onda

Figura 2.2: Esquema representativo del principio de Huygens-Fresnel.[10]

L)
o

Figura 2.3: Esquema: planos de entrada y salida de difraccién.[9]

Donde r esta definida por la ecuacion (2.28).

r=J&x—-9%2+(y —n?+z2 (2.28)

La distancia de observacion z se considera mucho mayor que las distancias transversales
involucradas y, por lo tanto, podemos considerar que el factor de oblicuidad (cos@) es
cercano a la unidad y dado que la amplitud de un haz de luz cambia muy lentamente con
la distancia z, el factor 1/r se aproxima a 1/z. De esta manera la ecuacion 2.27 pasa
a la forma mostrada en la ecuacion (2.29).

UGx,y) = 55 [l UGe me * dtdn (2.29)

Notar que la ecuacién (2.29) que describe el principio de Huygens-Fresnel representa
una integral de superposicién como se muestra en la ecuacion (2.30).

UGy) = 5 [17, UG (e — &y —n)dedn (2.30)

Donde la respuesta impulso en este caso estd dada por la ecuacion (2.31).

1 ejkr

h(x—z»y_fl)zj_)\ Z

(2.31)

La que ademaés es espacialmente invariante por lo que la ecuacién (2.30) es ademas una
integral de convolucion.

11



Marco tedrico
2.3 Optica de Fourier

2.3.4. Difraccion de Fresnel y Fraunhofer

Aproximacion paraboloidal

Para reducir el principio de Huygens-Fresnel a una mas simple y utilizable expresién,
se introduce ahora una aproximacién para la distancia r entre P, y P,, conocida como la
aproximacion paraboloidal de Fresnel y se basa en la expansion binomial, expresando a r
como en la ecuacion (2.32).

_ x5\ | (y-m)?
r= Z\/l + (7) + (7) (232)

Recordando que para una expresion del tipo r = v1 + b su expansion binomial es r =1 +
%b — %bz +---, entonces de manera similar la aproximacion para r

rzzh+(£%?+@ﬂY] (2.33)
z z

Reteniendo hasta el primer orden de la expansidn, puesto que la fase varia mucho mas
rapido con la distancia a comparacién de la amplitud, por lo que el error a considerar en
la aproximacién aumentaria si solo se retuviera el primer término de la expansién. Asi
la expresion resultante para el campo en el plano (x,y) toma la forma denotada por la
ecuacion (2.34).

UGey) = S [, UEmexp [ [ - 97 + (-]} dedn (2:34)

Ademas, si se factoriza el término exp[g—lz(xz + y,)] de la integral se obtiene
otraforma de expresar la ecuacion (2.34), mostrado en la ecuacion (2.35).

elkz

e e%(xz"'yz) ffjooo {U(E’n)eji(gz"'nz)}e_j;_z(xg"'yT])dZdn (235)

Ulx,y) =

Jkz k(2142
La cual salvo por el factor e]l—zz el2(X* Y )puede reconocerse como la transformada de

Fourier de dos dimensiones del producto del campo complejo U(E, 1) y una fase exponencial
cuadratica.

Esta integral puede reconocerse también como la convolucion del campo complejo U (¢, 1)
y una funcién impulso h(x, y; z), dado por la ecuacion (2.36).

Ulx,y) = UEn) @ h(x,y;2) (2.36)

Donde

jkz

—exp {]% [x% + yz]} (2.37)

e]
JA

h(x,y;z) =

A las ecuaciones (2.34) y (2.35) se les conoce como la integral de difraccion de
Fresnel. Cuando esta aproximacion es valida se dice que el observador esta en la regién

12
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de Fresnel o equivalentemente en el campo cercano de la apertura. La precision de esta
aproximacion esta determinada por los errores que se inducen cuando se eliminan términos
superiores al primer orden en la expansién binomial. Una condicion suficiente para la
precision es que el cambio de fase maximo inducido al dejar en la aproximacion el término

b2 . . . S . . .
5 € mucho més grande que 1 radian. Esta condicion se cumplira si la distancia z satisface.

22 » (=92 + (7~ M)?lhax (2.38)

Integral de difracciéon de Fraunhofer
Si ahora en la difraccion de Fresnel se satisface la siguiente aproximacion:

2 2
25> L (2.39)

Entonces el factor de fase cuadratico dentro de la integral es aproximadamente la unidad
y entonces la expresion (2.35) resulta ahora:

elkz Jk

o _ 2
7 ezz(x2+y2) ff—oo U(f:n)e le(xf"'y?]) d&dn (240)

Ulx,y) =

A la ecuacion (2.40) se le conoce como integral de difracciéon de Fraunhofer,
expresién gue salvo los factores de fase multiplicando a la integral, esta es simplemente la
transformada de Fourier del campo U(&,n) evaluada en las frecuencias f, = ;‘—Z yfy= %

2.3.5. Propiedades transformantes de Fourier de las lentes

Una de las méas remarcables y Utiles propiedades de una lente convergente, es sucapacidad
para realizar transformadas de Fourier de dos dimensiones.

Esta complicada operacién puede realizarse con extrema simplicidad en un sistema optico
coherente tomando ventaja de las leyes béasicas de propagacion y difraccion de laluz,
interesandonos la amplitud compleja resultante de la interaccion con el sistema éptico en el
plano focal posterior de la lente. La informacion para realizar la transformaciénde
Fourier es introducida por un objeto con una transmitancia de amplitud que es proporcional
a la funcién de entrada de interés.

Para ello nos fijaremos en dos configuraciones las cuales se muestran en el esquema de
la figura (2.4). En ambos casos se asume que la entrada es iluminada normalmente por una
onda monocromatica de amplitud compleja U;(x, y).

13
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Entrada
_____ -
\\\
”’
_____ f
Entrada (@)
Y - RO -
\\\
>
”
”
-— d — f

(b)

Figura 2.4: Esquema de las configuraciones: a) entrada justo enfrente de la lente. b) entrada
a una distancia d de la lente. [9]

Caso a) La entrada se encuentra justo enfrente de la lente.
Dado que la lente tiene una extension finita, le asociaremos una funcién P(x, y) conocida
como funcién de pupila.

1, dentro de la apertura de la lente
0, de cualquier otra manera

P(x,y) = { (2.41)

Dado que la lente es un objeto de fase (idealmente transmite toda la luz incidente), su
funcién de transmitancia esta dada por:

t(x,y) = exp|—j 32 (2 + )] (242)
Asi la amplitud compleja que sale de la lente estd dada por:
Ui(x,y) = Uy )P Cey)exp |52 (2 + y2)] (243)

Ahora, para obtener la amplitud compleja resultante U (u, v) en el plano focal posterior
de la lente, nos fijamos en el resultado de la convolucion de U,(x,y) con la funcion h de
respuesta impulso de espacio libre con z = f, lo cual nos lleva a la integral de difraccion
de Fresnel.

f —(u +v

Up(u,v) = I )ff Ul (x,y)e Zf( ¥?) _ji_;(xu”v)dxdy (2.44)

Sustituyendo la ecuacion (2.43) en (2.44) se obtiene:
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jkf J'k +
Up (u,v) =S~ (s )ff UG, y)P Gy 5

Asi observamos que la amplitud compleja Uy (u,v) es proporcional a la transformada
de Fourier de dos dimensiones de la amplitud compleja U, (x, y) multiplicada por un factor
P(x,y). Sin embargo si la extension fisica de la entrada es mas pequefia que la apertura
de la lente, entonces la funcion de pupila puede ser despreciada, resultando en:

(xu+yv)

dx dy (2.45)

Up(u,v) = 57 +) I UG y)e ) gy gy (2.46)

f

Caso b) La entrada colocada a una distancia d de la lente.

En este caso consideraremos la amplitud compleja de entrada U,(x,y) a la amplitud
compleja que es transmitida por la entrada, y U;(x,y) a la amplitud compleja que incide
a la lente después de haberse trasladado una distancia d en espacio libre. De modo que:

Ui(x,y) = Up(x,y) ® h(x,y; d) (2.47)
Aplicando la transformada de Fourier de dos dimensiones a U;(x,y)
Fl(fx'fy) = :F{Ul(x: y)} = Ft(fx:fy)H(fx'fy) (2-48)

Donde F:(fy, fy) corresponde a la transformada de Fourier de la amplitud compleja de
entrada y H(fy, fy) la transformada de Fourier de la funcion respuesta impulso de espacio
libre, expresadas en las ecuaciones (2.49) y (2.50) respectivamente.

Fe(fur fy) = F{U: (6 1)} (2.49)
H(fo fy) = F{h(x,y; d)} = e/ /mAUE+s) (2.50)

Reescribiendo ahora la ecuacion (2.46) como:

Up(u,v) = —f oy *p ()\f ;) (2.51)

Y sustituyendo la ecuacion (2.48) en (2.51) se obtiene:

Up(u,v) = l}fez;r(l P+ (.2) (2.52)

Donde F; (Af M) es la transformada de Fourier de la amplitud compleja U;(x, y) que
incide en la lente, que a diferencia del caso a) en la ecuacion (2.45 o 2.46), ahora esta
F; (;‘—f%) contiene la informacion de la propagacion en espacio libre que realizo esta

amplitud U, (x, y) antes de entrar en la lente, por lo que finalmente la amplitud compleja
Us (u, v) queda expresada como:
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eJkf
JASf

Ahora basta con notar que si la entrada es colocada a la distancia focal anterior de la
lente d = f entonces la amplitud compleja Us(u, v) sera exactamente la transformada de
Fourier de la amplitud compleja transmitida por la entrada.

eJkf

2TC
Up(u,v) = <= [, UyCx, y)e %

JR(1_D\ (2 42 . _j2m
Uyt v) = o e 1 4 e yye ROy (2.59)

(xu+yv)

dxdy (2.54)

2.3.6. Funcioén de transferencia de amplitud

Las lentes tienen una extension finita por lo que constituyen un sistema limitado por
la difraccidn, asi podemos considerar la imagen producida como una convolucién de la
imagen predicha por la 6ptica geométrica con una funcién de respuesta impulso dada por
la ecuacion (2.55) que es el patron de difraccion de Fraunhofer de la pupila de salida y
donde z; es la distancia de la lente a la imagen.

L 2TC
R v) = 27, PG ye 3 dxay (255)

Los sistemas coherentes (iluminacién coherente) permiten que el campo no presente
cambios en su forma funcional al interactuar con el sistema, como lo demuestra la ecuacién
de convolucion con la respuesta impulso espacialmente invariante, por lo que los conceptos
de funciones de transferencia pueden ser aplicados a estos sistemas. Para visualizar esto,
defino los siguientes espectros de frecuencia, de entrada'y de salida, G, (fx, f3,) Y Gi (fx f5)
respectivamente.

Gg (fx'fy) = ff_oooo Uy (u, U)e_ji_:(f"u”yv)dudv (2.56)
Gi(fe fy) = JI2, Ui, U)e_ji_z(f"u”yv)dudv (2.57)

Ademas, defino la funcién de transferencia de amplitud H como la transformada de
Fourier de dos dimensiones de la funcién respuesta impulso de amplitud invariable en el
espacio.

H(fu fy) = 172, b, v)e ) qudy (2.58)

Ahora aplicando el teorema de convolucion ec. (2.15), se sigue que:

Gi(fx:fy) = H(fx:fy)Gg(fx'fy) (2-59)
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Asi los efectos en el sistema de imagenes de difraccion limitada han sido expresados
en el dominio de la frecuencia. Notar que mientras la ecuacion (2.58) define H como la
trasformada de Fourier de la funcion de respuesta impulso de amplitud, es ademas en si
misma un patrén de difraccion de Fraunhofer y puede expresarse como la transformada de
Fourier escalada de la funcion pupila ec. (2.55).

H(fuf,) =T {A Az 1 PCx, y)e m Y dxdy} = (AAz)P(—Azif,, —Azif,) (2.60)

Por conveniencia en la notacion tomemos la constante AAz; igual ala unidad y ademas
podemos ignorar los signos negativos en los argumentos de P puesto que para la aplicacion
que aqui se trabaja, nuestra funcion de pupila es simétrica en x y y. Entonces:

H(fe fy) = P(Azify, 22:fy) (2.61)

Si la funcion de la pupila es realmente la unidad dentro de alguna regién y cero en
caso contrario, entonces existe un filtro pasa-banda finita en el dominio de la frecuencia
dentro del cual los sistemas de imagen de difraccién limitada pasan todos los componentes
de frecuencia sin distorsion de amplitud o fase. En el limite de este filtro pasa-banda, la
respuesta de frecuencia cae repentinamente a cero, lo que implica que los componentes de
frecuencia fuera del filtro pasa-banda se eliminan por completo.

Por lo tanto, la funcién pupila definida para la extension finita de la lente, limita el
rango de componentes de Fourier que pasan por el sistema 6ptico.

17



Mareco teorico
2.4 Pticografia de Fourier

2.4. Pticografia de Fourier

La pticografia de Fourier consiste en la sintesis de una apertura numérica mas amplia a
partir de un conjunto de imagenes adquiridas en varios angulos de iluminacion coherentes.
Cada imagen se adquiere bajo la iluminacién de una fuente de luz coherenteen varios
angulos de incidencia (tipicamente de una matriz de LED); el conjunto deimagenes
adquiridas se combina utilizando un algoritmo iterativo de recuperacion de objeto complejo
en una imagen final de alta resolucion.

Técnica

En la primera demostracion de la técnica se utilizd un microscopio éptico estandar, el
Gnico hardware nuevo que se requeria era una matriz relativamente econémica de diodos
emisores de luz (LED), el arreglo de las componentes necesarias para realizar este proceso
se muestra en el esquema de la figura (2.5). Después se tomaron imagenes de esta muestra
con un microscopio estandar utilizando una lente de objetivo con correccién al infinito y
de NA,p; (apertura numérica) baja. [1]

‘ Plano imagen

Lente ocular «— =

Y J- Plano de Fourier
X

Lente objetivo

Plano objeto
(kxn' kyn)

Figura 2.5: Esquema configuracion experimental de la técnica: pticografia de Fourier. [1]

Para comenzar, se considera que cada LED que actla como una pequefia fuente puntual,
llega al objeto en forma de ondas planas con coordenadas de direccion (ky,, kyny),

(considerando un sistema de iluminacion tipo Kohler o que la matriz se encuentra muy
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cerca del objeto), y que encendemos solo un LED individual en la matriz para iluminar la
muestra para la formacion de la imagen posterior. Dado que la muestra de interés contiene
muchas caracteristicas submicrométricas pequefias a la escala de la longitud de onda de
la luz, la muestra difractard la luz entrante en un cono grande (es decir, una distribucidn
de vectores de onda).[11]

El cono de luz difractada de la muestra en el plano focal posterior de la lente es pro-
porcional a la transformada de Fourier de esta. De acuerdo con lo visto en la seccién 2.3.5.

Este gran cono casi siempre excederd el angulo maximo de aceptacion de la lente
objetivo, cuyo medio angulo denotamos como 6. La resolucion de un sistema de imagen esta
especificada por el angulo de aceptacion de la lente objetivo y por tanto de su funcion
de transferencia de amplitud (FTA), como se muestra en el esquema de la figura 2.6(a).

Si la lente puede detectar toda la luz dispersada por una muestra de interés, podra resolver
las caracteristicas hasta una longitud de onda Optica en sistemas coherentes, mientras que, Si
la lente solo puede aceptar un cono méas pequefio de luz dispersada por la muestra, su
resolucién sera proporcionalmente menor.

La pticografia de Fourier como ya se ha mencionado utiliza una lente de NA baja para
la adquisicién de iméagenes, pero captura secuencialmente diferentes segmentos del gran cono
de luz difractada mediante la adquisicion de maltiples imagenes. Cada imagen se captura con
la muestra bajo iluminacion desde un angulo Unico ¢, (es decir, con una onda plana en angulo
¢) como se muestra en el diagrama de la Fig. 2.6(b).

Espectro
inclinado

Espectro

8
Fuente /,/’
[ Lente

Objeto ™

e
e
h
“a

Espectro FTA Espectro FTA
G (ky, ky) H(ky, ky) G(kX'ky + ¢) H(erky - ¢’)
a) Iluminaciéon normal a la muestray su b) TIluminacién inclinada, produciendo una
respectivo filtro en el plano de inclinacion del espectro de Fourier del
Fourier. objeto en un angulo ¢.

Figura 2.6: Esquemas: iluminacién en pticografia de Fourier

lluminar la muestra desde un angulo hara que un nuevo segmento del cono de luz
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difractado que emerge de la superficie de la muestra pase a través de la apertura de la
lente objetivo y luego al sensor de imagen. Al cambiar la fuente de iluminacion puntual
a muchas posiciones diferentes, es posible garantizar que una gran fraccién del cono de
luz difractado pase a través de la lente y hacia el sensor de imagen, aunque en diferentes
puntos en el tiempo (es decir, dentro de diferentes imagenes). Para capturar de manera
efectiva imagenes de la muestra bajo iluminacion desde una gran cantidad de angulos, la
pticografia de Fourier ilumina secuencialmente la muestra desde diferentes LED dentro de la
matriz insertada, y luego combina computacionalmente estos datos en una sola imagen que
parece haber pasado a través de una lente sintética, cuyo tamafio efectivo puedeextenderse
por todo el cono de luz difractada para ofrecer una resolucion mucho mayor.

Para modelar este proceso matematicamente se utilizan conceptos fundamentales de
Optica de Fourier.

Primero, se pueden describir las propiedades de cambio de fase y transmision de la
muestra delgada definiendo una funcion compleja S, je0 (x, ¥), la cual representa el objeto

que es la cantidad desconocida que se busca reconstruir. Aqui (x,y) indican coordenadas
del plano de muestra 2D.

De manera general para cualquier iluminacién, incluyendo la iluminacién normal, el
proceso se describe por la convolucion:

Ssati 4% ¥) = (Sovjeto(x, y)e/ Kn?hom¥) ) @ h(x, y) (262)

Donde h(x,y) la funcion de respuesta impulso de amplitud, asociada a la lente objetivo,

y el factor de faseel (kanx+kyny) representa a la n — ésima onda plana proveniente del n —
ésimo led, incidiendo en el objeto.

El cono de luz difractado de la muestra en el plano focal posterior de la lente es pro-
porcional a la transformada de Fourier de Sgpjero(x,y) denotandola como

Gobjeto(f X, fy), donde (fy, f,), denotan frecuencias espaciales en 2D.

Asi en el espacio de Fourier la ecuacion 2.62 pasa a ser descrita por la ecuacion 2.63.

Gsalida (X, Y) = Gobjeto (kx - kxn: ky - kyn)H(kx' ky) (2-63)

Donde H (k,,k,) denota la funcion de transferencia de amplitud de radio finito que
actla efectivamente como un filtro pasa-banda y n representa el n — ésimo Led que
iluminala muestra.

Mediante la transformacion inversa de Fourier de la ecuacion (2.63), podemos modelar
aproximadamente la n — ésima imagen detectada como:

_ 2
I, = |T 1{Gobjeto(kx — kxn, ky - kyn)H(kx' ky)}| (2.64)
El objetivo de la pticografia de Fourier es reconstruir la funcion compleja del objeto
Sobjeto(x,y) con alta resolucion, a partir de las mediciones (imagenes) {I, N ., donde

N es el nimero total de &ngulos de iluminacion o imégenes capturadas.[11]
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Funcionamiento del algoritmo iterativo de recuperacion

Como se mencioné en la seccion 2.4 el objetivo de la técnica es recuperar la funcion
compleja del objeto (amplitud y fase) utilizando mediciones de intensidad obtenidas desde
diferentes angulos de iluminacion, las cuales son procesadas por el algoritmo iterativo de
recuperacion, logrando un aumento en la resolucion de las iméagenes resultantes de amplitud
y fase.

El algoritmo iterativo funciona proyectando al objeto alternadamente entre el dominio
espacial y el frecuencial, a este proceso se le conoce como proyeccion alternada, el cual
encuentra la interseccion entre dos tipos de conjuntos. El primer conjunto se compone de
todas las soluciones al objeto que estan sujetas a constricciones con un area de soporte
dada y es llamado el conjunto constrefiido. En este caso el area de soporte es la apertura
de la pupila en el dominio de Fourier. El segundo conjunto consiste en todas las soluciones
al objeto que son consistentes con la medicién de intensidad dada, y es llamado el conjunto
de moédulo. [12]

La basqueda por la interseccion se realiza proyectando la estimacion actualizada en los
dos conjuntos. El procedimiento se explica en los siguientes pasos.

1. Inicia el proceso con una estimacion inicial del objeto de alta resolucion /I,,.e ®ar,
donde el subindice hr indica alta resolucion por su nombre en inglés (high resolution).

2. Genera una imagen de baja resolucion \/I,,,e*®n correspondiente a la obtenida con
la iluminacion del n-ésimo Led. El subindice / indica baja resolucién por su nombre en
inglés (low resolution).

3. Remplazar I, con la intensidad medida I,,: /I,e!?t — \/Ee"‘i’lm para actualizar la
informacion del objeto en el dominio espacial. Y asi también actualizar la region
correspondiente de ,/1,,-e!®nr en el espacio de Fourier.

4. Repetir los pasos 2 y 3 para los diferentes &ngulos de iluminacién correspondientes a
cada Led.

5. Repetir los pasos 2 a 4 hasta que se obtenga una solucién auto-consistente.
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Especificaciones

Para generar la imagen de baja resolucion ./I,,e’?n correspondiente (paso 2),

primero se proyecta la estimacion inicial del objeto ,/1,,,-e*®rr en el conjunto constrefiido
gue corresponde al espacio de Fourier en el plano focal posterior de la lente objetivo.
Con ello se ha obtenido la region del espectro de Fourier estimado que es correspondiente
con el &ngulo de iluminacion del n-ésimo Led.

Segundo, la regién del espectro, resultado de la proyeccion del objeto estimado en el
conjunto constrefiido, es llevada al dominio espacial, y entonces la amplitud del objeto
es remplazada por la medicion, mientras que la fase se mantiene sin cambio (paso 3).
Una vez reemplazada la amplitud, se le aplica la transformada de Fourier de dos
dimensiones para obtener asi una actualizacion en la regidn correspondiente del espectro
de /I,,e'Prr. Las regiones actualizadas correspondientes a cada led se superponen o
pliegan con regiones vecinas, iteradamente en el dominio de Fourier para generar el
espectro sintético (paso 4).

El proceso concluye después de realizar el plegado de todas las regiones correspondien-
tes, obteniendo el espectro de Fourier sintético. Finalmente (paso 5) se repiten los pasos 2 a
4, hasta obtener una solucién auto-consistente pero se debe aclarar que a partir del segundo
ciclo, se utiliza el espectro de Fourier sintético en lugar de la proyeccion de la estimacion
inicial en el espacio de Fourier filtrado o constrefiido. La esquematizacién del proceso que
sigue el algoritmo se muestra en el diagrama de flujo de la figura 3.1.

- Genera objeto
Inicio S estimado de alta
resolucion
A
Aplicar
TF

Espectro de
Fourier del
objeto estimado

10 ciclos

Seleccionar
regi6n del

espectro,
correspondiente
al n-ésimo Led

v
Aplicar
TFI
Sobrescribir los Superponer las

valores con la 3
-0 Region del regiones Espectro de
Imagen de baja medicion Aplicar espectro actualizadas del Fourier
resolucion (imagen de TF ™/ actualizado espectro, sintético
correspondiente baja correspondiente correspondientes

resolucion) a cada led

correspondiente

Figura 3.1: Diagrama de flujo del algoritmo iterativo de pticografia de Fourier.
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3.2. Simulacion

A continuacion, se muestran las simulaciones que se realizaron en este trabajo utilizando
el algoritmo descrito en la subseccion anterior. Las simulaciones se llevaron a cabo utilizando
Matlab.

Los parametros fisicos simulados son escogidos de tal manera que se realicen simula-
ciones de experimentos con parametros reales y se tenga asi una estimacion de lo que se
puede obtener si se realiza el arreglo experimental.

Parametros

e Longitud de onda de cada led de la matriz: 631.75nm

Lente objetivo: NA = 0.1 y aumento de 4X

Tamafio de pixel del sensor: 6um

Distancia entre leds: 4mm

Distancia de la matriz de leds a la muestra: 90mm

En total se realizaron 6 simulaciones, en cada una se utilizé una matriz de leds de diferente
tamafio, las cuales son de: 5x5, 7x7, 9x9, 11x11, 13x13 y 15x15 leds.

La visualizacion del procedimiento se muestra con la simulacion que utiliza la matriz
de 5x5 leds, sin embargo, el procedimiento es el mismo para cualquiera de las demas
matrices.

El objeto a reconstruir se considera de fase delgada y tiene la siguiente informacion de
amplitud y de fase, mostrada en la figura 3.2. Donde a la fase tiene un rango de valores entre
[0,7t/2].
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Fase de entrada
Min:0 Max:1.5708

Amplitud de entrada 1.5
Min:0.7 Max:1

I
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0.85
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0.8
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/
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/

200 . 300
200
100

- " " 100

Figura 3.2: Amplitud y fase del objeto introducido, usado para la simulacion.

La secuencia de encendido de los leds en la matriz se aprecia en la figura 3.3, lo cual
significa también que ese es el orden en el que se capturan las imagenes de baja resolucion.

X Y Tele
OTOSO
(a0
919101910
OQOOOCO

Figura 3.3: Secuencia de encendido de los leds en cada matriz.

Primero se obtienen las mediciones que utiliza el algoritmo (imagenes de baja resolu-
cion), para ello se simula el proceso en el que la muestra difracta la luz incidente en un
cono que al pasar por la lente objetivo, es filtrada de acuerdo a la ecuacién 2.62 o 2.63,
obteniendo un espectro de Fourier filtrado en el plano focal posterior de la lente, figura
3.4. Seguido de esto, al pasar por la lente ocular realizando una transformada inversa de
Fourier, se obtienen imagenes de baja resolucion correspondientes, figura (3.5).
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Led 1

Led 6

Led 11

2
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Led 7

Led 12
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Figura 3.4: Espectros de Fourier filtrados correspondientes a cada led.
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Led 14

Led 19

Led 24

Led 5

Led 10

Led 15
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Figura 3.5: Imégenes de baja resolucion correspondientes a cada led.

Las imégenes de baja resolucién ahora son importadas en el algoritmo iterativo de PF
para la reconstruccién del objeto, el cual sigue el procedimiento descrito en la seccién 3.1.
Como ya se vio el algoritmo inicia con la generacion de una estimacion inicial (pasos 1y
2) y una vez reemplazada la intensidad estimada con la medida y habiendo actualizado

la region correspondiente del espectro de Fourier de

I-et®nr (pasos 3y 4), se realiza el

plegado en el espacio de Fourier para obtener el espectro de Fourier sintético el cual contiene
ahora una mayor cantidad de frecuencias del espectro de Fourier del objeto. Se realizaron 10
ciclos (paso 5) para obtener una solucion auto-consistente, es decir, hasta que presente un
error cuadratico medio en la recuperacion, lo suficientemente pequefio para ser despreciable.
En la figura 3.6 se muestra el proceso de plegado con solo 1 ciclo y la figura 3.7 muestra el
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procedimiento después de 10 ciclos.
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Figura 3.6: Proceso de plegado de espectros en el 1° ciclo del algoritmo.
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Figura 3.7: Proceso de plegado de espectros en el 10° ciclo del algoritmo.

El algoritmo finaliza después de realizar los 10 ciclos obteniendo el espectro de Fou-
rier sintético que contiene la informacién tanto de amplitud como de fase del objeto a
reconstruir, el cual se muestra en la figura 3.8.
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Espectro de Fourier sintético, M:5X5

Figura 3.8: Espectro de Fourier sintético obtenido con el algoritmo de PF.

Consideraciones
El poder de resolucion del sistema es la capacidad que tiene para presentar dos puntos
cercanos como puntos diferentes y separarlos y esta definido por la ecuacion 3.1 donde
NA,p; es la apertura numérica de la lente objetivo y A la longitud de onda de la iluminacion
de los leds.
2
NAgpj
El proceso de muestreo sobre una sefial continua que varia en el tiempo o en el espacio
es realizado midiendo simplemente los valores de la sefial continua cada T unidades de
tiempo (o espacio), llamado intervalo de muestreo. La frecuencia de muestreo f es el

- - 1 .
reciproco del intervalo de muestreof = T De acuerdo con el teorema de muestreo de Nyquist

la frecuencia de muestreo debe ser mayor o igual al doble del ancho de banda de la sefial,
como se muestra en la ecuacion (3.2).

R =

(3.1)

fu = 2WB (3.2)

En este trabajo, el ancho de banda WB esta determinado por la apertura numérica de
la lente objetivo NA,,; y por tanto la restriccion a la frecuencia de muestreo esta dada
por la ecuacion (3.3).

ZNAobj

fuz—— (3.3)

Con esto se hace la observacion de que el tamafio maximo de pixel de la muestra en el
plano del objeto esta limitado a

para evitar una distorsion en las mediciones
2NAopj

capturadas por el sensor. De acuerdo con los pardmetros que se utilizan en la simulacién
(A =631.75y NA,,; = 0.1) este limite es 3.15875 um. Considerando ademas el aumento
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de la lente que en este caso es de 4X, entonces se requiere que el tamafio de pixel del
sensorgue captura las imagenes debe ser menor o igual a 12.635um.

La apertura numérica sintética NA,,,, que resulta de aumentar el angulo de iluminacion
se expresa en la ecuacién (3.4) y esta definida por la geometria del sistema.

NAsyn = NAillu + NAObj (34)

Donde NA;;;,, es la apertura numérica de iluminacién definida por la ecuacién (3.5),
donde ¢4, €S el &ngulo méaximo de iluminacion entre el eje dptico y un led y 1,54, €s el
indice de refraccion entre la fuente de iluminacién y la muestra.

NAjjp, = Ny, SIN Gy (3.5)

También existe un limite en la cantidad de leds a utilizar para variar el angulo de
iluminacidn, puesto que, si el angulo méximo de la matriz es muy grande, ademas de que
la muestra es irradiada con una escasa intensidad, esta no es iluminada en su totalidad,
ocasionando que la imagen capturada no contenga las mediciones necesarias que requiere
el algoritmo iterativo para actualizar la region correspondiente, generando por tanto una falla
en el resultado.
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Resultados

Después de obtener el espectro de Fourier sintético en cada experimento realizado para
las distintas matrices de leds, se le aplica una transformada inversa de Fourier para
obtener el objeto complejo para, a partir de ahi obtener la amplitud y la fase utilizando los
comandos de abs y angle, (valor absoluto y tangente inversa del cocienteentre la parte
imaginaria y la parte real de la funcién compleja resultante, respectivamente).

Los resultados se muestran para cada matriz de leds por separado, mostrando el espectro
de Fourier sintético y la amplitud y fase que se recuperan.

En la tabla 4.1 se registran las aperturas numéricas sintéticas calculadas de acuerdo
con la ecuacion (3.4) que se obtienen al utilizar diferente tamafio de matriz de leds y
portanto un mayor angulo maximo de iluminacion.

Finalmente se muestran las graficas de error en la amplitud y en la fase recuperadas
respecto a los valores de entrada, donde se aprecia el resultado de aumentar la iluminacion
utilizando diferentes tamafios de matriz de leds. Ademés, se muestra el error en la
recuperacion al utilizar diferente nimero de ciclos en el algoritmo iterativo.

No. de experimento | Tamafio de matriz de Leds | N4, | NA,,,
1 5X5 0.08 0.18
2 X7 0.13 0.23
3 9X9 0.17 0.27
4 11X11 0.21 0.31
5 13X13 0.25 0.35
6 15X15 0.29 0.39

Tabla4.1: NA;;;,, Y NAsy, obtenidas para las distintas matrices de leds utilizadas.
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Matriz de 5x5 leds

Espectro de Fourier sintético, M:5X5

Figura 4.1: Espectro de Fourier sintético; matriz de 5x5 leds.

Amplitud recuperada
Min:0.61758 Max:1.0566

Il i
i i

0.9

0.85

0.8

0.75

EE

0.7

Fase recuperada
Min:0 Max:1.5744

1.5

400

200 > 300
200
100 0

100

Figura 4.2: Amplitud y fase recuperadas; matriz de 5x5 leds.
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Matriz de 7x7 leds

Espectro de Fourier sintético, M:7X7

Figura 4.3: Espectro de Fourier sintético; matriz de 7x7 leds.
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Figura 4.4: Amplitud y fase recuperadas; matriz de 7x7 leds.
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Matriz de 9x9 leds

Espectro de Fourier sintético, M:9X9

Figura 4.5: Espectro de Fourier sintético; matriz de 9x9 leds.
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Figura 4.6: Amplitud y fase recuperadas; matriz de 9x9 leds.
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Resultados

Matriz de 11x11 leds

Espectro de Fourier sintético, M:11X11

Figura 4.7: Espectro de Fourier sintético; matriz de 11x11 leds.
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Figura 4.8: Amplitud y fase recuperadas; matriz de 11x11 leds.
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Matriz de 13x13 leds

Espectro de Fourier sintético, M:13X13

Figura 4.9: Espectro de Fourier sintético; matriz de 13x13 leds.
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Figura 4.10: Amplitud y fase recuperadas; matriz de 13x13 leds.

34



Resultados

Matriz de 15x15 leds

Espectro de Fourier sintético, M:15X15

Figura 4.11: Espectro de Fourier sintético; matriz de 15x15 leds.
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Figura 4.12: Amplitud y fase recuperadas; matriz de 15x15 leds.
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Como puede observarse, la resolucion del objeto aumenta conforme aumenta el tamafio
de la matriz de leds y por tanto aumentando la informacion de frecuencias en el plano de
Fourier logrando apreciar en la amplitud los cuadrados con dimensién de 1 pixel x 1 pixel,
a diferencia de las primeras matrices utilizadas donde no se podia distinguir su forma. En
cuanto a la fase, se aprecia que en todos los experimentos se recupera con una alta calidad en
su forma, con Unicamente una variacion en la altura de entrada de la funcion picos enel
orden de milésimas.

Gréficamente el error cuadratico medio para la amplitud y la fase, con respecto a los
valores de entrada, se muestra en las figuras 4.13 y 4.14 donde se encuentra una reduccion
uniforme del error en la amplitud del objeto conforme se trabaja con una mayor ilumina-
cion, es decir, con una mayor cantidad de leds, sin embargo, se encuentra que la fase tiene
valores de error considerablemente bajos y fluctuantes entre matrices utilizadas, situacion
que se apreciaba en la visualizacién de los resultados previos.

Error en la amplitud por cada matriz
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Figura 4.13: Porcentaje de error en la amplitud en cada experimento respecto a los valores
de entrada.
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Error en la fase por cada matriz de leds
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Figura 4.14: Porcentaje de error en la fase en cada experimento respecto a los valores de
entrada.

Ademas, se obtiene el error cuadratico medio en la recuperacién de la amplitud y la fase
utilizando distinto nimero de ciclos, figura 4.15. Como se recordara, las simulaciones rea-
lizadas se trabajaron con 10 ciclos y la razén de esto como puede observarse en las gréficas
de la figura 4.15, es que a partir de 10 ciclos la variacion del error entre matrices para un
mismo ciclo se vuelve considerablemente baja, y por tanto hay un ahorro computacional
evitando trabajar con un nimero de ciclos mayor.
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Figura 4.15: Porcentaje de error en la recuperacion para diferente nimero de ciclos en el
algoritmo iterativo.
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Puede observarse también que el comportamiento del error en la amplitud y la fase
entre matrices de leds utilizadas mostradas en las figuras 4.13 y 4.14, se vuelve algo apro-
ximadamente constante a partir de 10 ciclos en adelante, atribuyendo esta respuesta a la
recuperacion numérica que realiza el algoritmo.
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Conclusiones

Utilizando matrices de leds que irradian un objeto muestra en diferentes angulos de
iluminacion con respecto al eje Optico y procesando las imagenes correspondientes en
el dominio de Fourier con el algoritmo iterativo de pticografia de Fourier se obtiene un
espectro de frecuencias sintético del cual se recupera la amplitud y la fase de la funcion
compleja del objeto.

La calidad de la recuperacion de la amplitud aumenta conforme aumenta la cantidad
de informacion a procesar, es decir, conforme aumenta el &angulo maximo de iluminacion.

Resultado esperado puesto que al cambiar el angulo de iluminacién se accede a
una regién distinta y mas alejada del centro del espectro de Fourier del objeto, lo que
corresponde a mas altas frecuencias y por tanto, como lo predice la teoria en dptica de
Fourier, al tener acceso a frecuencias mas altas de un espectro significa que la imagen
tiene una mayor resolucion.

La fase que se introdujo tiene un rango de valores entre [0,7/2], lo que significa que se
trabajd con un objeto de fase delgada, por lo que la recuperacion no gener6é un problema de
envolvimiento.

La calidad de la recuperacion de la fase no presenta un tipo de mejoria progresiva
apreciable como en el caso de la amplitud, sin embargo, el error en la reconstruccion con
respecto a los valores de entrada no rebasa el 0.5%, trabajando incluso con no mas de
5 ciclos, por lo que se puede asegurar que el algoritmo iterativo hace una recuperacion 6ptima
de la informacion de la fase en cada una de las simulaciones.

Pticografia de Fourier es una técnica simple y versatil que tiene aplicacion en distintas
areas de investigacion. Su capacidad para reconstruir imagenes cuantitativas de fase y
amplitud simultaneamente a bajo costo se encuentran entre las principales ventajas que la
distinguen de otras técnicas de formacion de imagenes.
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