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Introduccion

Las matematicas avanzan a un ritmo impresionante y se diversifican cada vez mas. Sin em-
bargo, se presentan entre sus diferentes ramas definiciones, propiedades y construcciones en
comin. La Teorfa de Categorias se encarga de descubir y estudiar estas estructuras en comun.
Una de las més estudiadas es la de espacios topoldgicos que nos brinda propiedades bien co-
nocidas como lo son las topologias finales e iniciales. El propdsito de esta tesis es presentar
una introduccién a la Topologia Categorica desde los conceptos basicos en Teoria de Categorias
hasta llegar al concepto de categorias topolégicas y funtores topologicos con una nocién similar
a las tltimas propiedades mencionadas; tomando como base el articulo Categorical Topology de
Ryosuke Nakagawa (1989).

Comenzaremos dando los conceptos basicos de categorias y funtores [Capitulo 1], asi como
los ejemplos méas utilizados; luego definimos diferentes tipos de monomorfismos y epimorfismos
[Capitulo 2|, también equivalencias de éstos en distintas categorias como Grp, Top, Set o
algunas de sus subcategorias; luego introducimos conceptos importantes como factorizacion de
morfismos, categorias bien potenciadas y el principio de dualidad; después definimos el limite
de un diagrama en una categoria A sobre una pequenia K [Capitulo 3|, describiendo los mas
comunes de ellos asf como ejemplos en distintas categorias y mencionando los conceptos duales.

Continuamos generalizando los conceptos anteriores: como en |Capitulo 4|, donde hablamos
de categorias K—completas, completas o finitamente completas y sus equivalencias; o en [Capi-
tulo 5|, donde pasamos de factorizaciones de morfismos a (Ex epi, Mono)-factorizaciones lo que
introduce conceptos como categorias (Ex epi, Mono)-factorizables, o bien, la propiedad (Ex epi,
Mono)-diagonalizacion y sus duales, presentando condiciones para que una categoria lo cumpla.
En el Capitulo 6 definimos las subcategorias reflexivas, las cuales juegan un rol importante en
las siguientes paginas, también introducimos el concepto de separador, presentando ejemplos y
condiciones para que una categoria sea completa, asi como la relacién entre las subcategorias
reflexivas y sus limites. Con la ayuda de los funtores inclusion E y reflector R, presentamos los
Teoremas de Caracterizacion tanto para subcategorias reflexivas como coreflexivas [7], introdu-
ciendo la nocién de categorias cerradas para generalizarla a fuertemente cerradas.

En el Capitulo 8, continuamos generalizando: de (Ex epi, Mono)-factorizaciones a (£, M)-
factorizable, categorias co-bien potenciadas a E-co-bien potenciadas, el Teorema de Caracteriza-
cion de Subcategorias Reflexivas a Subcategorias F-reflexivas. Concluimos con la investigacion
en funtores topologicos [Capitulo 9] y categorias topologicas [Capitulo 10], mostrando sus defini-
ciones, en especial la definicion de categorias topologicas que mostramos aqui es una equivalencia
a la dada por Adamek, Herrlich, y Strecker, asi como algunos de los resultados fundamentales
que podemos estudiar.
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Capitulo 1

Categorias y funtores

A lo largo de este capitulo utilizaremos colecciones de conjuntos, en especial la coleccion de

todos los espacios topoldgicos en donde, como es bien sabido, no es considerada un conjunto por
lo que necesitamos la nocién de clase. Asi, tomaremos como clase a una colecciéon de conjuntos
con cierta propiedad P.
Los conjuntos pueden ser considerados clases y son llamados clases pequenas, de esta manera las
clases que no son conjuntos las llamaremos clases propias. Naturalmente podemos crear nuevas
clases a través de uniones, intersecciones o productos de otras, asi como definir funciones o
relaciones entre ellas. Ahora si, podemos comenzar con la definicion de categoria:

Definiciéon 1.1. Una categoria A consiste de dos clases O y M, dos funciones dom y cod de M
a O y una funcion o de D = {(f,9)|f,g9 € M y codf = domg} a M que satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) Si (f,g) € D, entonces dom(go f) = domf y cod(g o f) =codg, donde g o f denota o(f, g)
y es llamada la composicién de f con g.

(2) Si (f,9),(g,h) € D, entonces ho(go f) = (hog)of

(3) Para cada X € O, existe un elemento e € M tal que dome = X, foe = f con domf =Xy
eog=gconcodg =X

(4) Para cada par (X,Y) donde X,Y estan en O, la clase [X,Y] = {f|f € M,domf =
Xy codf =Y} es un conjunto.

Los elementos de O son llamados objetos de A y los de M morfismos de A, o bien, A-objetos
y A—morfismos. La clase O es denotada por Ob A y M por MorA, si es necesario, utilizaremos
la notacion doma, coda,on, DA v [, |a. Ademds, para cada X objeto de A se puede demostrar
que el morfismo e dado en (3) es tinico asi que lo llamaremos A —identidad de X y lo denotaremos
por 1x.
Notemos que, si A es una categoria, la clase ObA puede ser considerada una subclase de MorA
mediante una identificaciéon de cada A-objeto X con su identidad 1x, y asi las categorias pueden
ser definidas como clases de morfismos que satisfacen ciertas condiciones; podemos definir ciertos
tipos de categorias, en especial:

Definicion 1.2. Existe una categoria A tal que Mor A es la clase vacfa, la cual es llamada
categoria vacia. Si una categoria A tiene un solo objeto X, MorA es un conjunto el cual tiene
una estructura de semigrupo con la unidad 1x. De igual manera, un semigrupo con una unidad
puede ser considerado como una categoria de un solo objeto.
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Una categoria A es pequena cuando MorA es un conjunto ( o equivalentemente, que ObA
sea un conjunto).

Una categoria A serd discreta cuando cada morfismo en A es una identidad de algin objeto
en A, en otras palabras, cuando exista una biyeccion de ObA a MorA.

Comencemos con ejemplos de las categorias mas utilizadas:

Ejemplo 1. (1) Set: la categoria de conjuntos. ObSet es la clase de todos los conjuntos, MorSet
es la clase de toda las funciones entre conjuntos y la composicién usual entre ellas.

(2) Grp: la categoria de grupos. ObGrp es la clase de todos los grupos, MorGrp es la clase de
todos los morfismos de grupos con la composiciéon como en (1).

(3) Top: la categoria de espacios topoldgicos. ObTop es la clase de todos los espacios topolo-
gicos, MorTop es la clase de todas las funciones continuas entre espacios topoldgicos y la
composicion como en (1).

(4) pTop: la categoria de los espacios topoldgicos con punto fijo. ObpTop es la clase de todas
las parejas (X, zg) donde X es un espacio topologico y zp es un elemento de X llamado
punto base, MorpTop es la clase de todas las funciones continuas que preservan el punto
base, donde la composicion es como en (1)

(5) Productos de categorias: Si A y B son categorias, entonces el producto de categorias A xB de
A y B consiste de Ob(AxB) =0ObA xObB, Mor(A xB) =MorA xMorB, dom=domp xdompg,
cod=coda xcodp y o esta definida por (h,k) o (f,g9) = (hoa f,kop g) donde
(f,9), (h,k) eMor(A x B) con (f,h) € DA vy (g9,k) € Dp

Comenzaremos con una serie de definiciones necesarias para los resultados que presentaremos
més adelante, asi mismo las acompanaremos de ejemplos con el fin de hacerlos més digeribles.

Definicion 1.3. Sean A y B categorias. B es una subcategoria de A si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) Existe una inclusion ¢ :ObB—ObA
(2) Existe una inclusion j :MorB—MorA

(3) iedomp = doma ej, iecodp = codp ®jy jeop = oa ek, donde e significa la composicion
de funciones entre clases y k es una funciéon de D a D definida por k(f,g) = (5(f),4(g))-

(4) Para cada X €ObB, j(B — identidad deX) = A —identidad de i(X)

Una subcategoria B de una categoria A es plena si, para todo X, Y €0ObB, j([X,Y]B) =
[X,Y]A.

Ejemplo 2. (1) La categoria de grupos abelianos, denotada por Ab, es una subcategoria plena
de Grp.

(2) La categoria de T;—espacios, denotada por Top;, es una subcategoria plena de Top cuya
clase de objetos es la de todos los T;—espacios para ¢ = 1,2, 3.

(3) Intersecciones de categorias: Sea A una categoria, A una clase y A una subcategoria de A
para cada A € A. Entonces podemos definir una interseccion (). Ax de la clase (Ay)aea
de subcategorias donde Ob((ycp Ax) = acaObAN ¥ Mor((Nycp Ax) = [yeaMorA,.




Definicion 1.4. Sean C y D categorias. D es una categoria cociente de C si se satisfacen las

siguientes condiciones:
(1) ObD=0bC
(2) Existe una sobreyeccion m : MorC — MorD.

(3) domp e m =domg, codp @ m =codc y m e oc = op e n, donde n es una funcion de D¢ a
Dp definida por n(f,g) = (m(f),m(g))

La categoria de espacios topoldgicos homotopicos, hTop es una categoria cociente de Top
por la relacion de equivalencia "homotépica”. En este ejemplo, m(f) = [f] y para (f,g) € D¢,

meoc(f,g) = op en(f,g) nos dice que [goc f] = [g] op [f]-

Definicion 1.5. Sean A y B categorias. B es una categoria dual (u opuesta) de A si se cumple
que:

(1) ObB =ObA

(2) MorB =MorA

(3) Para la identidad ¢ : MorB — MorA, domp =coda iy codp =doma e i

(4) Para la funcion j : D — Da definida por j(f,g) = (i(g),i(f)), ieop =0 ®j

Para cualquier categoria A, la categoria dual B de A puede ser construida de tal manera
que cumpla las condiciones y serd denotada por AP Naturalmente (AO}‘D )OP = A.

Definicion 1.6. Sean A y B categorias. Un funtor F' de A a B es una funcion de MorA a
MorB que satisface las siguientes condiciones:

(1) Sicoda f =domag, entonces codgF(f) =dompF(g).

(2) Feop=(F(f),F(g))
(3) Sieesuna A—identidad de X €ObA, entonces F'(e) es una B—identidad de Y =dompF'(e)

Un funtor de A a B sera denotado por F': A — B donde A y B seran el dominio y codominio
de F respectivamente. También para cualquier objeto X de A, dompF(1x) es denotado por
F(X). Por lo que podemos definir a un funtor F': A — B como un par de funciones que cumplen
las siguientes condiciones:

(1) Para f: X — Y €MorA, entonces F(f): F(X) — F(Y) eMorB.

(2) Para f: X - Y yg:Y — Z morfismos de A, entonces F(goa f) = F(g)op F(f) en MorB

(3) F(1x) = 1px)

Para dos funtores, F': A — B y G : B — C, podemos definir el funtor Go F': A — C por la
funcién G e F :MorA —MorC. El funtor G o F' se lee como la composicion de F' y G.

Si B es una subcategoria de A con las inclusiones ¢ :ObB —ObA y 5 :MorB —MorA, en
donde j satisface las condiciones de la Definicién 1.6, entonces tendriamos un funtor j : B — A,
al cual llamaremos funtor inclusion. Ahora, si ademas B = A, diremos que el funtor inclusién
j: B — A esun funtor identidad y serd denotado por 14, un ejemplo de ésto seria el siguiente:
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Ejemplo 3. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topoldégicos X y Y, donde
[fl : |X| — |Y| una funcién entre sus conjuntos adjuntos. Entonces F' :MorTop—MorSet
definido por F'(f) = |f| define un funtor F' :Top—Set, el cual es llamado funtor que olvida.

Antes de ver el siguiente ejemplo necesitamos la definicién de funtor contravariante.

Definicién 1.7. Sean A y B categorias. Un funtor contravariante F' : A — B es una funcion
F de MorA a MorB que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Si coda f =doma g, entonces domp F'(f) =codpF(g).
2. Feop =opeF” donde F” es una funcion de Da a Dp tal que F”'(f,g) = (F(g), F(f)).

3. Si e es una A—identidad de X €ODbA, entonces F(e) es una B—identidad de ¥ =
dompF(e)

Si F: A— ByG:B — Cson funtores contravariantes entonces la composicién Ge F' de las
funciones F' :MorA —MorB y G :MorB —MorC induce un funtor Go F': A — C. Cuando uno
de los funtores, I’ o (G, es un funtor contravariante entonces GG o F' sera un funtor contravariante.

A°F induce

Si A9F es una categoria dual de A, una funcién identidad i :MorA —Mor
un funtor contravariante i : A — APF. De esta manera, para cualquier funtor contravariante
F : A — B, tenemos un funtor F' : A°" — B tal que F = F’ o, es decir, para f : X — Y
morfismo de A, f/ =i(f) : Y — X estd en A9T definiendo asi F'(f') = F(f). Ahora si, podemos

enunciar el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4. Sea A una categoria arbitraria, X €ObA y g € [Y,Z]a. Para f € [X,Y]a, sea
Fx(g9)(f) =goa f: X — Y. Entonces tenemos una funcion Fx(g) : [X,Y]a — [X, Z]a, el cual
es un morfismo de Set, asi obtenemos un funtor F'x : A —Set. Ahora, si definimos una funcion
GX(g) : [Z,X]a — [Y, X]a por GX(g)(h) = hog:Y — X para h € [Z, X]4, obtenemos un
funtor contravariante GX : A —Set.




Capitulo 2

Monomorfismos y epimorfismos

Hablaremos ahora de dos conceptos importantes monomorfismos y epimorfismos. asi como
resultados que se derivan de éstos.

Definicién 2.1. Si f: X — Y es un morfismo de una categoria A, entonces
» f esun isomorfismo en A (o un A—isomorfismo) si existe un A—morfismo ¢g: Y — X tal
quego f=1xy fog=1ly.
= f es una seccidn en A si existe un A—morfismo g:Y — X tal que go f = 1x.

= f es una retraccion en A si existe un A—morfismo g : Y — X tal que fog=1y.

Como es costumbre, g serd llamado morfismo inverso (o simplemente inverso) de f, en el caso
de los tltimos dos incisos agregaremos por la de izquierda y por la derecha, respectivamente, al

nombre de g.
Definicion 2.2. Si f: X — Y es un morfismo de A, entonces f es un

= monomorfismo en A si, para cada par de morfismos u,v : Z — X se tiene que fou = fov

implica que u = v

= epimorfismo en A si, para cada par de morfismos u,v : Y — Z se cumple que uo f =vo f
implica que u = v

De estas dos definiciones obtenemos tres observaciones:

Observacion 2.1. 1. f tiene inversa tnica.
2. Si f es A-seccion entonces es A-monomorfismo.

3. Si f es A-retraccion entonces es A-epimorfismo.

En efecto, si f : X — Y es A-isomorfismo entonces al ser A-seccién y A-retraccion existen
g,h Y — X talesque gof = 1x y foh = 1y luego g = golp = go(foh) = (gof)oh = 1,0h = h,
por lo que g = h y sera denotada por f~1.

Ahora, si f es A-seccidn, existe g : Y — X tal que go f = 1x, tomando u,v : Z — X morfismos
que cumplen: fowu = fow, entonces go (fou) =go (fow),luego (go f)ou= (go f)ow asi
1x ou = 1x ov por lo tanto u = v. De manera anéloga podemos demostrar 3.

1 Utilizaremos la notaciéon f : X — Y para representar un morfismo f con domf = X y codf =Y
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Proposicion 2.3. Supongamos que f: X =Y, g:Y - Z yh: X — Z son morfismos de una
categoria A tales que h =go f.

(1) Si f y g son monomorfismos en A, entonces h es un monomorfismo en A.
(2) Si f y g son epimorfismos en A, entonces h es un epimorfismo en A.

(3) Si h es un monomorfismo en A, entonces f es un monomorfismo en A.
(4) Si h es un epimorfismo en A, entonces g es un epimorfismo en A.

Demostracion. (1) Supongamos que f y g son monomorfismos y sean u,v : W — X morfismos
en A tales que hou = howv luego (go f)ou = (go f)ow, como g es monomorfismo por
hipoétesis se tiene fou = fowv y también f lo es asi que u = v.

(2) es similar a (1).

(3) Supongamos que h es monomorfismo en A y veamos que f también lo es. Sean u,v : W — X
tales que fou = fowvluego (go f)ou = (go f)ov asi hou = how, como h es monomorfismo
se tiene que u = v.

(4) analogo a (3).
O

Definicién 2.4. Un morfismo de A es un bimorfismo en A si es ambos: monomorfismo y
epimorfismo en A.
Una categoria es balanceada si todo A-bimorfismo es A-isomorfismo

Ejemplo 5. Set, Grp, Ab son balanceadas, ésto se sigue de la proposicién que se expresa a
continuacién; mientras que Top v Top; para ¢ = 1,2, 3 no lo son.

Proposicion 2.5. Para las categorias Set, Grp y Ab,
(1) un morfismo f: X =Y es un monomorfismo si y solo si es inyectiva.
(2) f es un epimorfismo si y sélo si es sobreyectiva.

Demostracion. 1. Supongamos que f : X — Y es un monomorfismos y sean z,z’ € X tales
que f(z) = f(a') luego folx(z) = folx(z') por ser f monomorfismo 1x(z) = 1x(z’)
asi # = x/. Ahora si f es inyectiva y u,v : Z — X son morfismos tales que fou = fow
entonces para cada z € X, f(u(x)) = f(v(x)) por ser inyectiva u(x) = v(x) por lo tanto

u="v.

2. Veremos la demostracién para Grp:
=|Probaremos que si f no es sobre entonces f no es epimorfismo.
Supongamos que f no es sobre; entonces f(X) C Y. Sea S ={yf(X) : y € Y}U{P} donde
yf(X) es una clase lateral izquierda y P es un elemento que no es una clase lateral. Sea
Z el conjunto de todas las funciones biyectivas que van de S a S. Para a, 5 € Z definimos
la multiplicacién af como la composicién « o 3, asi Z se convierte en un grupo con esta
multiplicacion. Definamos los elementos «g, r(y), s(y) € Z para cada y € Y como sigue:

ag(P) = f(X), ao(f(X)=P vy ao(yf(X))=yf(X) siy &f(X)

r)(P) = P.r(y)(y f(X)) =yy' f(X) paray €V




vy s(y) = aor(y)ag

Entonces r,s : Y — Z son homomorfismos tales que r o f = so f pues para cada z € X

so f(z) = s(f(z)) = aor(f(X))ag ', o f(z) = r(f(z)) : S — S

donde

Ahora, si y &€ f(X)

s(f@)(yf(X) = aor(f(z))ag  (yf(X)) = aor(f(2))(yf(X)) = ao(f(2)yf(X))
= @)y f(X) =r(f(2)(yf(X))

Ademas r # s pues para y ¢ f(X) se tiene que r(y)(P) = P mientras que s(y)(P) =

aor(y)ag (P) = aor(y)(f(X)) = ao(yf (X)) = yf(X).
Por lo tanto f no es epimorfismo.

<]Supongamos que f es sobre y sean w,v : Y — Z morfismos tales que uo f = vo f
veamos que u = v.

Seay € Y, como f es sobre, existe x € X tal que y = f(z) asi u(y) = u(f(z)) = uo f(x) =
vo f(x) =v(f(x)) = v(y). Por lo tanto f es epimorfismo.

O
Proposiciéon 2.6. En cualquier subcategoria plena de Top,
(1) un morfismo es un isomorfismo si y soélo si es un homeomorfismo.
(2) un morfismo es un monomorfismo si y sélo si es inyectivo.
Demostracion. 1. Si f: X = Y es un isomorfismo en cualquier subcategoria plena de Top,

entonces f es continua y existe f~! : Y — X en la subcategoria tal que fo f~! =1y y
f~lof=1x; como f~! es un morfismo de la subcategoria de Top, es continua por lo
tanto f es homeomorfismo. Ahora, si f es un homeomorfismo, entonces es continua y tiene
inversa continua; por lo que f~! estd en Top y al ser una subcategoria plena se tiene que
f~! esta en la subcategoria, por lo tanto f es isomorfismo.

2. La demostraciéon es como en la Proposicion 2.5.
O

Proposicion 2.7. (1) En Top y Top,, un morfismo es epimorfismo si y sélo si es sobreyectiva.
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(2) En Tops y Tops, un morfismo f: X — Y es un epimorfismo si y sélo si es una funcion
densa, es decir, f(X) es un subconjunto denso de Y .

(8) En Topg, un morfismo f: X —Y es un epimorfismo si y sélo si para caday €Y yV una
vecindad de y, se tiene que la interseccion V N f(X) N Cl{y} es no vacia.

Demostracion. (1) (En Top) =|Probaremos la contrarreciproca, supongamos que f no es sobre
entonces existe yo € Ytal que yo ¢ f(X). Sea Z el espacio indiscreto? con dos elementos
{0,1}. Definamos h,k : Y — Z como sigue: h =0 y k donde para caday € Y

0 si ye f(X)
k(y) =
1 si y¢& f(X)

Tenemos que h y k son continuas pues toda funcion cuyo codominio tiene la topologia
indiscreta es continua, y ademéas h # k pues para yo, h(yo) = 0 # 1 = k(yo). Pero para toda
€ X, hof(x)=h(f(x)) =0y ko f(z) =k(f(z)) =0.

Ahora, si f: X = Y es sobreyectiva y sean u,v : Y — Z tales que uo f = v o f. Entonces,
para cada y € Y, existe z, € X tal que f(z,) = y. Luego u(y) = uo f(zy) = vo f(z,) = v(y),
por lo tanto u = v.

(3) Sea f: X — Y un morfismo en Topg y b(f(X)) = {y € Y : para cada vecindad V de y, V' N
F(X)NCl{y} # 0}. Tenemos que, para y € f(X), si V es una vecindad de y, entonces y € V
y y € Cl{y}, por lo que y € V N f(X) N Cl{y}. De esta manera, f(X) C b(f(X)).
=]Supongamos que b(f(X)) C Y, entonces existen yp € Y que no pertenece a b(f(X)).
Sea {P,Q} el espacio discreto de dos puntos, Z =Y x {P,Q} el espacio producto con las
funciones j,k : Y — Z donde j(y) = (v, P) vy k(y) = (y, Q) podemos definir la relacién de
equivalencia:

(y/,P) siysolosi y=1
(y,Q) ~ (¥,Q) siysolosi y=1y
(y, P) ~(y,Q) siysolosi y=1y €b(f(X))

s
3
2

Sea Z' = Z/ ~ el cociente de Z con esta equivalencia asi como ¢ : Z — Z’ la funcién que
envia cada elemento de Z a su clase de equivalencia, se puede probar que Z’ es un espacio
To. Definamos ahora las funciones r = qoj,s = qok : Y — Z' en Topy, las cuales cumplen:
rof=sof. Puessize X, entonces f(x) € b(f(X)) por lo que

rof() = (/) = g0 j(7(@) = ¢(f(2), P) = a(f(2), Q) = g k(/(x)) = s(£(X))
— 50 /(@)

Pero 7 # s pues para yo € Y, r(yo) = q 0 j(y0) = a(yo, P) # a(yo, Q) = g k(yo) = s(yo) ya
que yo € b(f(X)). Por lo tanto f no es epimorfismo.

<] Supongamos que b(f(X)) =Y y sean u,v : Y — Z Ty-morfismos tales que uo f =wvo f.
Si u # v, es decir, si existiera yp en Y tal que u(yg) # v(yo) por ser Z un espacio Tp, sin
pérdida de generalidad, existe abierto U en Z que contiene a u(yp) pero no a v(yp), como

2X es el espacio indiscreto si 7, su topologia, es la indiscreta; es decir, 7 = {0}, X'}.




u es continua se tiene que u~'(U) es un abierto en Y y por tanto una vecindad de o, al
ser éste un elemento de b(f(X)) por hipétesis, existe ¢’ € u=H(U) N f(X) N Cl{yo} de aqui
que exista ' € X tal que f(2') =, v € C{yo} y w(y') € U, luego u(y') = u(f(2)) =
wo f(') = vo f(&') = v(/(&')) = o(y), v(y) € v(CH{yo}) < Cl{u(yo)} por ser f contimua y
U es vecindad de v(y") por lo que u(y') € Cl{v(yo)} para U vecindad de v(y’) se tiene que
Un{v(yo)} # 0 pero v(yo) € U lo cual es absurdo, por lo que u = v y asi f es epimorfismo
en Tp.

Supongamos que f es densa, pero no es epimorfismo entonces existen u,v : Y — Z tales que
uo f=wo f pero u # v es decir, existe yp € Y tal que u(yo) # v(yo), para {v(yp)} cerrado
y u(yo) € Z \ {v(yo)} por ser Z regular existen U,V abiertos en Z tales que U NV = (),
u(yo) € U, v(yo) € V por ser u,v funciones continuas se tiene que v~ (U) y v=1(V) son
vecindades de yo como f es densa, existe y' € u=H(U)No~ L (V)N f(X) asi v(y') = vo f(2') =
uwo f(2') =u(y’) € UNV lo cual es absurdo.
Notemos que, cuando f es un Topz-morfismo, b(f(X)) = f(X) pues en Tops, para cada y €
Y, {y} = {y} porlo que b(f(X)) = {y € Y : para cada vecindad V de y, VN f(X)NCl{y} #
0} = {y € Y : para cada vecindad V de y, V N f(X) # 0} = f(X). Ahora, supongamos que
f no es una funcion densa, entonces f(X) = b(f(X)) C Y podemos construir de manera
similar al inciso anterior las funciones r,s : Y — Z’ tales que ro f = so f pero r # s, por
lo tanto f no es epimorfismo.

]

A continuacion daremos la definicion de factorizacion de un morfismo, si bien en el Capitulo

5 profundizaremos mas en el tema, presentarla ahora nos facilita la notacién de los siguientes

resultados.

Definicion 2.8. Sea A una categoria 'y f: X — Y un A-morfismo . Diremos que (Z,g,h) es

una factorizacion de f en A si existen A-morfismos g: X — Z y h: Z — Y que cumplen que
f=hog.

f

Observacion 2.2. 1. Toda funcién f: X — Y en Set se puede factorizar asi: X ———Y

donde 7 : f(X) < Y es la inclusion y h es la restriccion de su imagen, con i inyectiva y h
suprayectiva.
Notemos que si f fuese inyectiva entonces h también lo es, por lo que h seria un isomorfismo.

2. Ahora bien, en Top podemos hacerlo de manera similar en donde f(X) serd considerada

con la topologia subespacio de Y.

3. Dado un espacio topolégico (Y,o) y f: X — Y un Set-morfismo entonces la topologia

inicial o débil de X respecto a la pareja (f, (Y,0)) es 7 = {f1(U) : U € o}. Es fcil ver
que es topologia para X y que es la minima que hace continua a f.

4. Si f:(X,7) — (Y,0) es un Top-morfismo entonces son equivalentes:

a) 7 es la topologia inicial de X respecto a (f, (Y, 0)).
b) 7 =minA con A = {7’ : 7'es una topologia para X y f: (X,7") — (Y, 0) continua}
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¢) Si (Z,n) es un espacio topologico y ¢ : Z — X un Top-morfismo son tales que: si
fog:(Z,n) — (Y,0) es continua entonces g también lo es.

En efecto:

a) = b)Si7t’ € A, entonces 7’ es una topologia para X y f : (X,7') — (Y, 0) es continua,
asi, para cada W € 7, existe U € o tal que W = f~}(U) por definicién de 7, pero
f:(X,7) = (Y,0) es continua por lo que W = f~}(U) € 7/, entonces 7 C 7/; es
decir, 7 es cota inferior de A. Ademas, 7 € A pues para cada U € o, f~1(U) € T, por
lo que f:(X,7) — (Y,0) es continua. Por lo tanto 7 = minA.

b) = a) Sea 79 = {fY(U) : U € 0} veamos que 79 = 7 , como Ty es topologia de X
y hace continua a f entonces 7 C 79, también tenemos que f : (X,7) — (Y,0) es
continua, asi para toda U € o, f~1(U) € 7 por lo que 79 C 7.

¢) = b) Sea 7 = minA, como 7 € A entonces 7/ C 7. Ahora, como la composicién
(2,7') _Ix (X,7) S (Y, o) €s continua ya que es igual a f, por ¢) tenemos que
1x también es continua y asi 7 C 7.

a) = ¢) Si (Z,n) es un espacio topologico y g : Z — X un Set-morfismo tales que
fog:(Zmn) — (Y,0) es continua, entonces para ¢~ *(f~1(U)) = (fog)~1(U) € n,
con U € o se tiene que ffl(U) € 7 por lo tanto g es continua.

Definiciéon 2.9. En Top, un encaje o inmersiéon es un Top-morfismo f : (X,7) — (Y, 0) tal
que

1. f es inyectiva
2. 7 es la topologia inicial de X respecto a (f, (Y, 0)).

De esta definicion y de la ltima observacién podemos obtener la siguiente proposicién y
corolario:

Proposicion 2.10. 1. Todo homeomorfismo es inmersion.
2. La composicion de inmersiones es inmersion.

Demostracion. 1. Si f:(X,7) = (Y, 0) es un homeomorfismo, entonces es continua, inyectiva
y abierta. Resta ver que 7 = 7/ en donde 7/ = {f ~}(U)|U € o}. Se tiene que 7' C 7; ademas
si U € 7, entonces U = f~1(f(U)) por ser f inyectiva; ademas f(U) € o pues f es abierta,
por lo tanto U € 7.

2. Sean f: X — Y,g:Y — Z inmersiones, al ser inyectivas entonces su composiciéon g o f
es inyectiva. Para ver que ésta tiene la topologia inicial utilizaremos la equivalencia 4.c)
de la Observacion 2.2. Sea h : W — X una funcién donde (g o f) o h es continua, o bien
go(foh)loesy g inmersion por hipotesis, asi f o h es continua y al ser f inmersion h
también lo es.

O]

Corolario 2.11. Sea f : (X,7) = (Y,0) un Top-morfismo.
f es inmersion si y solo si para toda (Z, g, h) factorizacion de f con g epimorfismo se tiene que

g es isomorfismo.




Demostracion. =]Sea (X,7) S (y, o) una factorizacion de f, como es inyectiva, g también lo

P
g
(Z,m)
es. Asi g es biyectiva, o bien, isomorfismo en Set por lo que existe k: Z — Y tal que gok = 1x

y kog=1z. Ademéas, como f = ho g entonces fok =hogok = g, donde g es continua y f
tiene la topologia inicial pues por hipotesis es inmersion, por 4.c) de la observacion anterior se
tiene que k es continua, de esta manera g es un isomorfismo.

<] Por 2) de la Observacion 2.2, sabemos que (f(X),h := f|/X) i) es una factorizacion de f
donde h es sobreyectiva, por nuestra hipétesis h es isomorfismo y por tanto una inmersién. Por
lo que f al ser una composicién de inmersiones también lo es. O

Definiciéon 2.12. Un monomorfismo f : X — Y de una categoria A es un monomorfismo
extremal en A cuando f cumple que: si f = hog donde g : X — Z es un epimorfismo y
h:Z —Y es un morfismo, entonces g debe ser un isomorfismo.

Un epimorfismo f: X — Y de una categoria A es un epimorfismo extremal en A cuando f
cumple que: si f = hog con un morfismo g : X — Z y un monomorfismo h : Z — Y, entonces
h debe ser un isomorfismo.

Proposicion 2.13. (1) En Top y Top,, un morfismo es monomorfismo extremal si y solo si
es un encaje.

(2) En Tops y Tops, un morfismo es un monomorfismo extremal si y solo si es un encage
cerrado.

(8) En Topgy, un morfismo f: X — Y es un monomorfismo extremal si y sdlo si es un encage
cerrado frontal, es decir, un encaje que satisface la siguiente condicion: si cualquier vecindad
dey enY interseca a f(X)Ncl{y}, entonces y € f(X).

(4) En Top y Top; para i = 0,1,2,3, un morfismo es un epimorfismo extremal si y sélo si es
un morfismo cociente.

Demostracion. (3) Sea f un Topg-morfismo.
<] Utilizando la notaciéon de la demostracion en la Proposicion 2.7, estamos suponiendo

que b(f(X)) = f(X) y que f es una inmersion. Consideremos el siguiente diagrama en

Topy Xx f y donde g es un Topgp-epimorfismo y f es monomorfismo por ser inyectiva

| A

Z
ya que es inmersion. Afirmamos que para toda z € Z, h(z) € f(X).

En efecto, por hipodtesis b(f(X)) = f(X) y si U es un abierto en Y que contiene a h(z),
entonces h~1(U) es un abierto en Z por ser h continua, es decir, una vecindad de z y como
g es Topg-epimorfismo por la Proposicion 2.7, b(g(X)) = Z entonces h~1(U) N g(X) N
cl{z} # 0. Sea 2’ € h"1(U) N g(X) N cl{z} entonces h(z') € U N f(X) N cl{h(2)} luego
h(z) € b(f(X)) = f(X), es decir, existe x, € X tal que h(z) = f(x,).

Definamos k : Z — X, con k(z) = x,, notemos que estd bien definida ya que f es
inyectiva, ademés f ok = h pues para cada z € Z, h(z) es el tnico elemento de Y tal que
f(k(z)) = h(2). Como f es inmersion y h es continua entonces k es continua y se cumple

3Dual de la Definicién 2.9
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que: fo(kog)=(fok)og=hog=f= folx por ser f inmersion, kog = 1x, de igual
manera g o k = 1z. Por lo tanto g es un Topy-isomorfismo.

= Ahora supongamos que f es monomorfismo extremal. Consideremos la factorizacién
de f en Topg, donde Z = b(f(X)) tiene la topologia inicial respecto a (i,Y)

x-Jtoy
e T
Z

de esta manera Z es Tg, ademas b(f|?(X)) = b(f(X)) = Z por la Proposiciéon 2.7 f|?
es epimorfismo, como f es monomorfismo extremal se tiene que f|? es isomorfismo asi
fIZ(X) = f(X) =b(f(X)), ademés es inyectiva e i también lo es, por lo cual f que es la
composicion de estas dos serd inmersion.

(1) , (2) y (4) se hacen de manera similar.
U

Observacion 2.3. (Principio de Dualidad) Sea B una categoria dual de una categoria A y deno-
temos las identidades por i : ObB — ObA e i : MorB — MorA. Es facil verificar que f : X = Y
es un epimorfismo en B si y solosii(f) : Y — X es un monomorfismo en A; volteando las flechas
en sus definiciones. En general, para cualquier afirmacion S podemos construir S volteando
todas las fechas de los morfismos en S. Ademas, si S define una propiedad P de objetos y morfis-
mos, entonces S?F también lo hace y la denotaremos por PO y la llamaremos “propiedad dual
de P” algunas veces preferimos “co-P” por ejemplo una seccién es el dual de retracciéon asi que
podemos llamarle coretraccion. Mas atin, si S se cumple para todas las categorias, entonces SOF
también lo haré, ésto es lo que se conoce como “Principio de dualidad para categorias”. De aqui
en adelante la nocién dual serd dada inmediatamente después de cada definicion, proposicion o
teorema que vayamos a ocupar posteriormente.

Definiciéon 2.14. Un igualador en una categoria A de morfismos u,v : X — Y es un par (Z, f)
(o simplemente f) que consiste de un objeto Z y un morfismo f : Z — X que satisface las
siguientes condiciones:

(1) uo f=wo f, o bien Z*f>XL>yes un tenedor?;
v
(2) Para cada par (Z', f’) de un objeto Z’' y un morfismo f’': Z/ — X con uo f' =vo f’, existe
un tnico morfismo ¢ : Z/ — Z tal que f' = fop

u
7z t.x—~vy
v
wT /
f/
Z/
Dual. (Coigualador) Si w,v : X — Y son dos A-morfismos, un coigualador para u y v es una
pareja (Z, f) o un morfismo f: Y — Z tal que:

L fou=fov x—>y_f. 7

v

4Diremos que el diagrama es un tenedor si uo f =vo f




2. Para cada (f’,Z') tal que f' ou = f' o v, entonces existe un tnico morfismo ¢ : X — 7’
tal que o f = f’

L f
X Y —7
v
N
Z/

Proposicion 2.15. Si (Z, f) es un igualador de u y v, entonces f es un monomorfismo.

Demostracion. Sean g, h : W — Z morfismos en A tales que foh = fog.
Siff=foh=fog: W — X, entonces (f', W) es un tenedor de u,v por lo tanto existe tnico
e: W — X tal que po f = f' pero h y g cumplen que ho f = f'ygof=fasig=p=h. O

Definicién 2.16. Un morfismo f: X — Y de una categoria A es un monomorfismo regular si
existen morfismos u y v tales que (X, f) sea un igualador de u y v.

Dual. (Epimorfismo regular) Un A-morfismo f : Y — Z es un epimorfismo regular en A si
existen u,v : X — Y A-morfismo tales que (f, Z) es un coigualador de u y v.

Proposicion 2.17. Para cada morfismo en cualquier categoria las siguientes implicaciones se
cumplen: isomorfismo = seccidon =monomorfismo regular = monomorfismo extremal, isomor-
fismo = retraccion = epimorfismo regqular = epimorfismo extremal.

Demostracion. Sea f: X =Y.
Si f es un isomorfismo entonces f es seccién. Si f es seccién: existe g : Y — X tal que
go f =1x, de esta manera f es igualador de 1y y f o g pues:

= lyof=fy(foglof=folx=/f

, 1
= Si X'L>Yi>yes otro tenedor, definimos ¢ = go f/ : X’ — X que cumple:
Jog

' = f o, ademas es tnica ya que de existir ¢’ : X’ — X tal que f’ = f o ¢ entonces
p=gof=gofoy =lxop.

Por ultimo , si f es igualador de u,v : Y — Z y tomamos una factorizacion (Z,h,g) con h
epimorfismo, veamos que éste es un isomorfismo. Como f = goh y uo f = v o f entonces
uo(goh) =wvo(goh)como h es epimorfismo vo g = uo g asi existe ¢ : X — X tal que
fop=gluego fopog=goh = f por ser f monomorfismo tenemos que ¢ oh = 1x. Ademas
lzoh=holx = hoypoh por ser h epimorfismo 17 = ho . Por lo tanto h es isomorfismo. [

Observacion 2.4. Sobre la marcha hemos demostrado que si h es epimorfismo y seccién entonces
h es isomorfismo.

Podemos generalizar aiin méas, como se muestra en el siguiente corolario:

Corolario 2.18. Fn cualquier categoria las siquientes afirmaciones en un morfismo f son equi-
valentes:

(1) f es un isomorfismo
(2) f es tanto un epimorfismo como una coretraccion.

(3) f es un epimorfismo y un monomorfismo extremal.
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(4) f es un monomorfismo y una retraccion.
(5) f es un monomorfismo y un epimorfismo extremal.

Demostracion. Tenemos (1) < (2) por la observacion anterior, (2) < (4) y (3) < (6) por ser su
dual, (2) = (3) vy (4) = (5) por la proposicién anterior, resta ver (3) = (1). Sea f: X — Y un
epimorfismo y monomorfismo extremal, podemos factorizarla como:

x-—t.oy

A

Y
entonces f es epimorfismo. O

Proposicion 2.19. En Top y Top; para i = 0,1,2,3, cada monomorfismo extremal es un
monomorfismo reqular.

Demostracion. El regreso se demuestra construyendo los morfismos r, s de la prueba en la Pro-
posicion 2.7, es facil ver que f es igualador de éstos. O

A continuacién introduciremos el concepto de categorias bien potenciadas el cual, natural-
mente, tiene su dual y que ocuparemos con bastante frecuencia a partir del capitulo 5.

Definicién 2.20. Sea A una categoria y X un objeto de A.

a) Un monomorfismo f : Y — X es, a veces, llamado un monomorfismo en X o también un
subobjeto de X.

b) Sea M (X) la clase de todos los monomorfismosen X,y f : Y — X yg: Z — X dos elementos
de M(X). Diremos que f es isomorfo a g si existe un isomorfismo en A, ¢ : Y — Z tal que

conmuta:

y 2.7

f /
X

Es decir, g o ¢ = f, denotado por f ~ g. La relacion ~ es de equivalencia y cada [f]. es
llamado subobjeto de X por algunos autores.

¢) Una subclase R de M(X) es un conjunto representativo de monomorfismos en X si es un
conjunto y para toda f € M(X), existe g € R tal que f ~ g.

d) Una categoria A estéa bien potenciada si cada objeto X en A tiene un conjunto representativo
de monomorfismos en X.

e) Una categoria A estd (ez-mono)-bien potenciada si para cada X objeto de A existe un
conjunto representativo de monomorfismos extremales en X.

Las categorias bien potenciadas son (ex-mono)-bien potenciadas.

Dual. Podemos definir el dual de los conjuntos representativos obteniendo para una categoria
A y X un objeto de ella:

a) E(X) la clase de epimorfismos desde X ya que cada elemento serd de la forma f: X — Y.




b) Conjunto representativo de epimorfismos desde X.

c) Categorias co-bien potenciada
d) Categorias (ex-epi)-co-bien potenciadas.

Observacion 2.5. Las categorias pequenas son bien potenciadas y co-bien potenciadas. Set,
Grp, Ab, Top y Top;, para ¢ = 0,1,2,3 no son pequenas pero se puede demostrar que son
bien potenciadas y co-bien potenciadas.




Capitulo 3
Diagramas y limites

Definicién 3.1. Un funtor D : K — A de una categoria pequefia, K a una categoria A es un
diagrama.

Sea Ko una categoria donde ObKy = {1,2} y MorKs = {11,12,a : 1 — 2}. Un morfismo
f X — Y en una categoria A, define un funtor D : Ko — A donde D(1) = X,D(2) =Y y

D(a) = f. Entonces tenemos un diagrama D : Ko — A, el cual es expresado por X N Y .

A veces no necesitamos especificar contenidos de objetos y morfismos de la categoria pequefia
K. En este caso, K es un esquema del diagrama D. Expresamos una categoria pequena con unos
pocos morfismos mostrando todos los objetos y todos los morfismos excepto las identidades, es

decir, la categoria Kg es expresada por 1 % . 9, o simplemente como o . o.

Definicién 3.2. Sea D : K — A un diagrama en A sobre K. Un par (X, («;)icopk) de un
A-objeto X y una familia de A-morfismo «a; : X — D(i) para i €ObK es una fuente natural
para D si cualquier K—morfismos a : i — j cumple que D(a) o o; = ;. En otras palabras, que
el siguiente diagrama conmuta: y _ % D(i)

» lD(a)
D(j)

Dual. Un par (X, (a;)icobr) de un A—objeto X y una familia de A-morfismos «; : D(i) - X
para ¢ € ObK es un pozo natural para D si cualquier K-morfismo a : j — ¢ el diagrama

D(i) ——= X

ol 4

D(j)
conmuta.

Definiciéon 3.3. Para un diagrama D en A sobre K | una fuente natural (X, (;);cobk) para
D es un limite para el diagrama si se cumple que:

Para cualquier fuente natural (Y, (8i)icobk) en D, existe un tnico  x % p())

morfismo ¢ : Y — X en A tal que 3; = a; o ¢ para cualquier “OT
1 € ObK. Bi
¢ serd llamado el morfismo conector de la fuente natural

(Y, (Bi)icobk) al limite (X, (@;)icobK)

Y




Dual. (Colimite de un diagrama D)

Un pozo natural (X, (;);cobk) en D es un colimite para D si se cumple que:

D(i) Y x Para cualquier pozo natural (Y, (8i)icobk) en D, existe un tnico
l@ morfismo ¢ : X — Y en A tal que B; = ¢ o a; para cualquier
Bi 1 € ObK.
Y

Ejemplo 6. Para un conjunto dirigido (A, <) podemos construir una categoria, pero antes re-
cordemos que el conjunto A es dirigido si < cumple con ser reflexiva, transitiva y que para
cualesquiera x,y € A, existe z € A tal que x < z y y < z. Ahora, nuestra categoria a la cual
denotaremos A tendréa por objetos a los elementos de este conjunto y para cada par de objetos
A, p € A tales que A < pu, se considera el morfismo Py, : ¢ — A. Entonces las clases de estos
objetos y morfismos forman una categoria pequena. Sea A la categoria Set, Grp o Top. Un
funtor D : A — A define un sistema inverso (Xy, fr,) en A por Xy = D(A) v fa, = D(Py,).
Entonces (X, (fx)xecoba) es un limite para el diagrama D si y s6lo si (X, (fa)aea) €s un limite
inverso de el sistema inverso (X, (f))xea) en A.

Proposiciéon 3.4. Para un diagrama D en una categoria A sobre una categoria pequenia K, un
limite (X, (ai)icobk) €s tUnico salvo isomorfismos.

Demostracion. Supongamos que (X, («;)icobk) ¥ (Y, (8i)icobk) son limites para D, entonces
existen morfismos conectores ¢ : Y — X y o : X — Y tales que 5; = qsopy a; = B 09
para cada i € ObK, luego 3,09 = (ajop)op y ajop = (Bio)op asi a; = a; 0 (p o))
y Bi = Bio (¢ o) para cada i €ObK; es decir, ¢ 01 y 1 o ¢ son morfismos conectores de
(X, (ai)icobk) v (Y, (Bi)icobk ) consigo mismos respectivamente, pero 1x y 1y también lo son.
Por la unicidad, ¢ 01 = 1x y ¢ o p = ly; ésto quiere decir que (X, (o;)icobk) ¥ (Y, (5i)icobk)

son fuentes isomorfas.  x %5 p(;) X —25 D(4) y o D(3) N

o 1 o 1
¢Tls@ s, waT% ¢¢TTY&
Y X Y

Definicién 3.5. Sea A una categoria.

1. Un objeto T en A es un objeto terminal si, para cada objeto X en A, existe un tinico
morfismo X — T'. En otras palabras, todos los objetos en la categorfa terminan en 7'

2. Sean X,Y objetos en A. Un producto de dos objetos X y Y es un objeto P junto con dos
morfismos (proyecciones) px : P — X y py : P — Y tales que: para cualquier A-objeto
Zy A-morfismos f: Z > X yg: Z—> Ptalquepxot=fypyot=g.

VN

~— P ——
Px PY

3. Sean X,Y objetos en A. Un coproducto de X y Y, denotado por X [[Y, junto con dos
morfismos ix : X - X[[Y eiy:Y — X ][]V, tales que: para cualquier morfismo objeto
Z y un par de morfismos f: X — Zyg:Y — Z, existe un tnico morfismo ¢t : X [[Y — Z
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tal que el diagrama

XX X[[yZL—v
\t /
Z

conmuta.

4. Sean f: X - Zyg:Y — Z A-morfismos. Diremos que (W, (a1 : W — X, as : W —=Y))
es un pullback de (f, g) si se cumple que:

a) foar=goas
b) Para cualesquiera par de morfismos 1 : V — X, 82 : V — Y tales que f o 5y = f o 3o,
existe un nico morfismo ¢ : V — W tal que f1 = a1 0@y Bs = g 0 .

Proposiciéon 3.6. Para una categoria A cada uno de los siguientes son limites de cierto dia-
grama D en A sobre un esquema de diagrama K: objeto terminal, igualador, pullback, producto,
interseccion, pullback mailtiple e igualador miltiple.

Demostracion. (1) Objeto terminal Sea K la categoria vacia. Entonces el limite para D con-
siste de un objeto T tal que: para cualquier Y A-objeto, existe un Gnico morfismo ¢ : ¥ — T
T es llamado objeto terminal de A.

(2) Igualador Sea K la categoria expresada por q — 9 . Para un par de morfismos f,g :
—_—
b
X —-Yen A sea D: K — A un funtor tal que D(a) = f y D(b) = g. Entonces el limite

para D es un igualador de f y g.

(3) Pullback Sea K una categoria con ObK = {1,2,3} y morfismos MorK = {1;,12,13,a :
1—53,b:2—>3},6stoes: ¢ . g« o-
Para un par de morfismos f: X - Zyg:Y — Zen A, sea D : K — A un funtor tal que
D(a) = fy D(b) =g.

Entonces, el limite (W, (a1, a2, a3)) para D es un pullback de el par (f,g); como asg =
a1

foar = goas suele omitirse . W X
AN /
@ N B
a2 V f
e
Y Z

(4) Producto Sean [ un conjunto y K la categoria discreta, ObK = I y MorK = {1;};c;. Para
una familia (z;);c; de objetos en una categoria A, se define un diagrama D : K — A por
D(i) = X; para i € I. Entonces el limite (X, (p;)ics) para D es el producto de la familia
(X;)ier y cada morfismo p; : X — X; es llamado una proyeccion. X serd denotado por

Hie] Xi.

(5) Interseccion Sean I un conjunto, 0 ¢ I y K una categorfa con ObK = T U{0} y MorK =
{litierU{lo} U{a; : i — 0};cs. Para una familia (f; : X; — Y);c; de monomorfismos en A,
se define un diagrama D : K — A por D(i) = X;, D(0) =Y y D(a;) = fi.

Entonces el limite (X, ((¢:X — Xi)icr,90 : X = Y)) 0 (go) para D es una interseccion de
(fi)ier. X es denotado por (;c; Xi.




(6) Pullback miultiple En el anterior inciso, si no suponemos que cada A-morfismo f; es un

monomorfismo, el limite (X, (g;)ier, g0) para D es llamado un pullback multiple de (f;)ier.
Notemos que si I = {1,2}, el pullback multiple del par (fi, f2) coincide con su pullback.

(7) Igualador miltiple Sea I un conjunto y K una categoria con objetos ObK = {1,2} y

MorK = {11,132} U{a; : 1 — 2};¢7. Para una familia (f; : X — Y), definimos el diagrama

D : K — A donde D(a;) = f; para cada ¢ € I. Entonces el limite (Z,(g: Z — X,h : Z —
Y)) para D (o simplemente (Z,g)) es un igualador multiple de (f;)ier.

O

Proposicion 3.7. Si (X, ((¢:X — Xi)ier,90 : X — Y)) es la interseccion de una familia

(fi: Xi = Y)ier, entonces gy es un A—monomorfismo.

Demostracion. Para un par de A-morfismos u,v : Z — X tales que gy o u = gg o v se tiene que
(Z,(goou: Z — X;)icr,goou : Z — Y) es una fuente natural y al ser X el limite existe un tinico
morfismo conector Z — Y pero u,v también son morfismos conectores por lo tanto u =v. [

Definiciéon 3.8. Si (W, («a1,a2)) es un pullback de (f : X — Z,g:Y — Z)y f es un
monomorfismo en A, entonces oo es llamado una imagen inversa de f por g.

Proposicion 3.9. Si as es una imagen inversa de f por g, entonces ag es un monomorfismo

en A.

Demostracion. Veamos que ag es un monomorfismo en A.

Sean u,v : Z — W tales que agou = agov como 72 w

. v A
goag = foaq entonces goagsou = foajou, asi N /
«10
N

para (Z, (azou, ayou)) existe morfismo conector o 1 7 ;
p : Z — W pero u,v también son morfismos
conectores por lo que u = v. Aau
Y Z
g

O

Dual. Coigualador, pushout, coproducto, objeto inicial, co-interseccién, pushout multiple, coigua-
lador multiple y co-(imagen inversa)

Proposicion 3.10. Supongamos que D : K — A es un diagrama en una categoria A sobre
una categoria pequeria K y definamos una categoria (D) como sigue: Ob(D) es la clase de
todas las fuentes naturales (X, (a;)icovk) para D, y para (X, (ay)icovk), (Y, (Bi)icork) objetos
de (D), el conjunto de (D)—morfismos [(X, (ai)icovk), (Y, (Bi)icovk)|(p) consiste de todos los
A—morfismos f: X — Y tal que a; = B; 0 f. Entonces (X, ()icopk) €s un limite para D siy
sdlo si es un objeto terminal en (D).

Ejemplo 7. 1. Objeto terminal

a) En Set y Top el objeto terminal es el conjunto de un punto {x}.

™

En Grp el objeto terminal es el grupo trivial {e}.

o)

En FVect es el espacio vectorial {0}.

)
)
)
d) En (P, <) un COPO, el objeto terminal es el méximo, si es que existe. Por ejemplo,
en R con el orden usual tenemos un COPO, sin embargo, éste no tiene un maximo
por lo tanto no tiene objeto terminal. Esto nos dice que no toda categoria tiene objeto

terminal.
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2. Igualador

a) En Set el igualador es el conjunto £ = {z € X|fx = gz} junto con la inclusion
EC_ -~ X ,es el mayor conjunto del dominio para el cual las dos funciones coinciden.
En Top, el igualador tiene a F como conjunto y como topologia a la de subespacio

de X.
. f
(E,7|p) = (X,7) (Y,0) En efecto, en Top veamos que (E, 7|g) jun-
w? / g to con la inclusion es el igualador de f y g.
| h Tenemos que foi = goi por como definimos
(5,8 E. Ahora , supongamos que (S,€) y

h:S — X en Top cumplen que foh = goh. Notemos que h(X) C F puessi s € 5,
h(s) € X y cumple que f(h(s)) = g(h(s)) asi nuestro Top-morfismo conector ¢ = h
y ademads es tnico, ya que de existir otro ¢ : S - E, h=10¢ =

3. Pullback

a) En Set, el pullback consiste del conjunto que contiene todos los pares (z,y) que sa-
tisfacen que f(x) = g(y) a lo largo de las proyecciones hacia X y Y. El conjunto es
denotado por (Bradley, Bryson, y Terilla, 2020) como X xz Y.

X xzY = X Es claro que fo7mx(z,y) = go my(z,y), ade-
X / mas si (V, (B1,P2)) cumple que fo 1 = go fo
A podemos definir ¢ : V. — X Xz Y como
™ v d o(v) = (B1(v), B2(v)), ¢ esta bien definida pues
% foBi(v) = gopBa(v) asi (B1(v), B2(v)) € X xzY.

Y Z

g
Luego £1(v) = mx o p(v) y Ba2(v) = 7y o p(v) y ¢ es tnico pues de existir otro
P :V — X Xz Y entonces B1(v) =7mx oh(v) y Ba(v) = my o ¢p(v) asi ¢ = .
En concreto, si X = {} la funcién f : {x} = Z elige un g 'z} xz {3} ——= {*}

z € Z. Entonces el pullback consiste de los y € Y tales l J{ 7
que g(y) = z, es decir, el pullback es la preimagen de z,
gz} CY. Y z

b) En Top, el pullback tiene a X X 7Y como conjunto y su topologia es la de subespacio
del producto X x Y.

4. Producto

a) Cuando A =Set el limite es el producto usual en Set, mientras que, cuando A =Top
el limite es el producto de espacios en el diagrama junto con las proyecciones que se
puede definir de la siguiente manera:

Definicion 3.11. Sea X un espacio topoldgico y sea ~ una relacion de equivalencia en X.
Entonces X/ ~ denota el conjunto de las clases de equivalencia y la proyecciéon natural
m: X — X/ ~ que envia x a su clase de equivalencia define una funcion sobreyectiva
cuyas fibras son las clases de equivalencia. El espacio cociente de X bajo la relacién ~ es
el conjunto X/ ~ con la topologia 7/ ~={U C Z/ ~: a7 1(U) € 7}.




Capitulo 4

Categorias completas

Definicién 4.1. Sea K una categoria pequena. Una categoria es K—completa si para cualquier
diagrama D : K — A en A sobre K, existe un limite para D.

A es completa si, para cualquier categoria pequena K, A es K—completa. A es finitamente
completa si para cualquier categoria finita K, (es decir, MorK es un conjunto finito), A es
completa.

Dual. A es K—cocompleta, cocompleta, finitamente cocompleta.

Si A es K-completa para un esquema de diagrama K expresado por e e entonces A
tiene igualadores y podemos hacer lo mismo con los demaés limites que se vieron en el Capitulo
3.

Para el siguiente teorema necesitamos presentar primero los siguientes lemas.

Lema 4.2. Sea T un objeto terminal en A, I un conjunto no vacio y (X;)icr, una familia de
A—objetos. (X,((pi: X = Xy)ier,tx : X = T)) es un pullback maltiple de (t; : X; — T)ier i
y sdlo si (X, (pi)ier) es un producto de (X;)icr, donde t; : X; = T, i€l ytx : X — T son
morfismos determinados unicamente por la propiedad de el objeto terminal.

Demostracion. Sea T un objeto terminal en A, I # () con 0 € I y (X;);e; una familia de A-
objetos. Sea Ky la categoria pequenia con ObKy = TU{0} y MorKoy = {1; }ierU{1lo}U{a; : i — 0}
mientras que K sera la categoria discreta con ODK = I y MorK = {1;}icr, asi definimos dos
diagramas Dy : Ko - Ay D : K — A, en donde para cada i € I, Do(1;) = 1x,, Do(1o) = 17,
D(az) = ti y D(lz) = 1Xi .

=] Supongamos que (X, ((p;)ier, tx)) es limite para Dy veamos que (X, (p;)icr) es el limite para
D; es una fuente natural para el diagrama pues 1x, = lx, o p; para cada ¢ € I; ahora, sea
(Y, (Bi)ier) otra fuente natural para D como T es un objeto terminal en A, existe ty : Y — T
asi (Y, ((Bi)ier,ty)) es una fuente natural para Dy, por lo cual existe inico morfismo conector
p:Y — X tal que p;op = G;.

<]Supongamos que (X, (pi)icr) es un limite para D veamos que (X, ((p;)icr,tx)) es limite
para Dg; como para cada ¢ € I, t;op; : X — T y T es un objeto terminal, por unicidad
t; op; = tx con ésto (X, ((pi)ier,tx)) es una fuente natural. Ahora, si (Y, ((8i)ier, So)) es otra
fuente natural entonces (Y, (8;)icr) es fuente natural de D, por lo cual existe unico morfismo
conector ¢ : Y — X tal que §8; = p;01 para cada i € I, ademés por unicidad del objeto terminal

Bo=tx 0. O
Lema 4.3. Supongamos que A tiene productos finitos. Para un par (f,g) de morfismos f,g :
X =Y existe un par (f',g") de morfismos f',g' : X — X XY tales que pxof' = 1x, pyof = f,
pxog =1lx yprog =g.




CAPITULO 4. CATEGORIAS COMPLETAS -

1. Si (Z,((hk:Z — X),l: Z — X x X)) es una interseccion de (f',q') , entonces h =1k y
(Z,h) es un igualador de (f,g).

2. Si (z,h) esin igualador de (f,q) , entonces (Z,((h,h), f'oh)) es una interseccion de (f, g)

Demostracion. 1. Supongamos que (Z, ((h,k: Z — X),l: Z — X x X)) es una intersecciéon
de (f',¢'). Veamos que (Z, h) es un igualador de (f, g). Tenemos que

foh = (pyof)oh=pyo(foh)=pyol=pyo(doh)=(pyog)oh

_= g O h
W Ademas, si (W, m) es otro tenedor de f,g, es
/ m decir, f om = g om entonces py o f' om =
Y A pyog omy pxo flom = pxog om, luego
- 7 ffom = ¢ om. Por lo qu e(W, (m,m : W —
) g/upr Py X),ffom: W — X xY) es fuente natural para
X xY la interseccién por lo tanto existe un morfismo

conector o : W — Z tal que hop=m,lop =
flfom,lop = f'om = ¢ om. Por altimo,
como ¢ ok =1 = ¢ o h por ser fuente y ¢’
monomorfismo entonces h = k.

2. Veamos que (Z, ((h,h), f' o h)) es una fuente.

h f

(pyog)oh=goh=foh=@pyof)oh= Z——=X_ 7
py o (f'oh) ng’ ’
Asipy o (9’0 h) =py o (f oh)

Y

También px o(¢’oh) = (pxog)oh=1xoh= foh X xY
(px 0 f') o h =px o (f o h). |
Luego g oh = f'ok. Yy

Ahora supongamos que (Z'((h',k),l")) es otra fuente natural, tenemos que f o h' =
(pyoff)oh'=1Uoh’=(pyog)oh'=goh.

Por lo que (Z',1') es un igualador de (f,g), por lo tanto existe inico morfismo conector
¢ : Z' = Z tal que hop = I/, pero también lo es para la interseccion pues (f'oh)op = f'oh’
asi (ffoh)op=1.

Z-rox d Y
f’ g
T@/ % /
K g PY
YA xY

O

Lema 4.4. Si A tiene productos e igualadores, entonces tiene intersecciones de monomorfismos

requlares.

Demostracion. Sea I un conjunto y (h;);cr una familia de monomorfismos regulares, donde para
cada i € I h; : Z; — X es igualador de f;,g; : X — Y;, como A tiene productos , sea (Y, (p; :
Y — Yi)ier) el producto de la familia (Y;);c;. Notemos que tanto (X,(f; : X — Y;)) como
(X, (gi : X — Y))icr) son fuentes naturales, por lo tanto existen unicos morfismos conectores




f,9: X — Y tales que

conmuta.

Sea (W, h) el igualador de (f,g), tenemos que g;oh = (p;og)oh =p; o (f oh) = f; o h. Asi
(W, h) es tenedor de (f;,g;) para cada i € I, por lo tanto existen tnicos morfismos conectores
i+ W — Z;, consiguiendo el diagrama:

_ fi
zi-lex Ty,

A AL

w Y

Afirmamos que (W, (p;)icr) es la interseccion de los (h;)icr. Primero, como el diagrama

WLZZ-

N

X

conmuta, entonces es fuente natural.

Luego, si (W', ((¢})ier,h')) es otra fuente natural para la intersecciéon entonces obtenemos el

w h
N
¢ Z

diagrama:

X 9 Y

)

&

W/

Ahora, p;ogoh’ =gioh' =gjohjop, = fioh;op, = fioh' =p;o foh/, para toda i € I. Por
lo que goh/ = fol/, por la propiedad universal del producto.

Ast (W' 1) es tenedor de (f,g) por lo tanto existe inico morfismo conector ¢ : W/ — W tal
que h/ = h o y también lo es para la interseccion pues h; o p; 0 ¢ = hop = h' = h; o ¢} por
ser h; monomorfismo, ¢; o p = . O

Teorema 4.5. Para una categoria A, las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. A es completa,
2. A tiene miltiples pullback y objetos terminales;
3. A tiene productos y pullbacks;

4. A tiene productos e imdgenes inversa;

r

. A tiene productos e intersecciones finitas;

D

. A tiene productos e igualadores;
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7. A tiene productos e intersecciones.

Demostracion. (1) = (2) se sigue de la proposicion 3.10

(2)

= (3) Sea T un objeto terminal de A, I # 0 y (X;); € I una familia de A-objetos. Como T
es objeto terminal, para cada X; existen tnicos t; : X; — T, por hipdtesis A tiene pullbacks
multiples, sea (X, ((p; : X — X;)ier,tx)) el pullback multiple de (¢;); € I. Por el Lema 4.2,
(X, (pi)icr) es el producto de (X;);er. Por lo tanto, A tiene productos.

=(4) Como la imagen inversa es un pullback con f monomorfismo entonces si A tiene
pullbacks, tendra imagen inversa.

= (5) Sea I = {1,...,n}, (Xi)ier una familia de A—objetos y (f; : X; — Y);er una
familia de A—monomorfismos, K la categoria pequena con ObK = I U {0} y MorK =
{litier U{lo} U{a; : i — 0} forma el diagrama D : K — A, veamos que existe el limite de
este diagrama el cual seria una intersecciéon finita.

Como estamos suponiendo que A tiene imégenes inversas entonces para (fi, fo) existe
la imagen inversa que al ser un pullback y ser fi1, fo monomorfismos, la imagen inversa
coincide con la interseccion de X; y Xo, con el cual obtendriamos el siguiente diagrama:

X NXo 2 o X, Ahora podemos obtener la X, N Xy, N X532 X
ima, i d 2
O‘?l lfl gen 1nv?rsa .e I3 por”go O‘%J/ J{fﬁf
o el cual seria la interseccién 9
Xo 2 Y X1 N XoN Xs. X1N Xy 0 Y

XiNnXonXsnXi——=Xx, Como I es finita podemos Nicr X o X,

3i if continuar hasta obtener la )

« n—

: g " interseccion Nicr Xi- a"‘QJ, ar In
Xi1NXoNnX Y n—1

Asi obtenemos el limite que serd la interseccion de (X;)ier.

= (6) Supongamos que A tiene productos e intersecciones finitas. Sean f,g : X — Y un
par de A-morfismos, por hipétesis existe (X x Y, (px,py)) producto de X y Y, entonces
(X,(1x,f)) v (X,(1x,g)) son fuentes naturales, por lo tanto existen tinicos morfismos co-
nectores f', ¢ tales que: px o f' =1x,pyof = f,pxog =1x y pyog = g. Ademas,
/! es monomorfismo pues si u,v : W — X son morfismos tales que f’ ou = f’ o v, entonces
u=1lxou=pxof ou=pxof ov=1xowv=wv;de manera similar g es monomorfismo.
Por hipotesis, existe (Z, ((h,k : Z — X),l : Z — X x Y)) interseccion de (f',¢'), por el
Lema 4.3 (Z, h) es igualador de (f,g). Por lo tanto A tiene igualadores.

= (1) Sea K una categoria y D : K — A diagrama. Demostremos que D tiene limite.

Sea (X, (pi : X — D(i))icork) producto de (D(i));conk, para cada K-morfismo i —"= j
D(a)op;

tenemos el diagrama X —___ D(j) , como A tiene igualadores, sea (Zq, hq) €l igualador de

o

(D(a) o ps, pj) para cada a EJ MorK.

Por lo que (hq)aenmork es una familia de mono-regulares, por el lema anterior existe

(Z, ((pa)acMork, h)) interseccion de (hq)aerork. Afirmamos que (Z, (pioh : Z — D(i))icobk)




es un limite para D.

En efecto, veamos que es una fuente, es decir, que el diagrama conmute

7 2% pi)

px lD(a)

D(j)
Podemos extenderlo de la siguiente manera

7 v(a) 7z,

N

X —2- D(i)

Asi tenemos que:
D(a)opioh:D(a)Opiohaogpa:pjohaogoa:pjoh

Ahora, sea (Z', (¢; : Z' — D(i));copk) otra fuente natural.

%ﬂiD(z’) Como (X, (pi)icowk) es producto de (D(i))icowk ¥

| / (Z', (Vi)icovk ) es fuente natural entonces existe morfis-

Z" vi mo conector a : Z' — X tal que p; o a = 15, de nuevo
podemos extender el diagrama al siguiente:

Tenemos que (Z’, o) es tenedor de (D(a)op;, p;) D(3)

pi
D(a)

a)op;

para cada a € MorK pues
D(a)opioa = D(a) ot =t =pjoa, |
entonces existen tinicos 3, : Z' — Z, tales que ——= D(j)

; X
I
hq © Ba = a, por lo tanto (Z', ((Ba)aeMork s @)) TO‘%
i

es fuente natural de (hg)aerork - Vi

Como (Z, (pa)acMork) €s interseccion de (hg)aemork, €xiste morfismo conector ¢ : Z' — Z
tal que los diagramas conmutan

z' z'
pioh
Tenemos asi el siguiente diagrama en donde 7o x P D(i)
o
(pioh)op=pioa=1; i>\T//Z
Z/

para cada i € I.
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Por lo tanto (Z, (p; o h);copk) €s limite para D.
Notemos que, al demostrar la equivalencia de los primeros 6 incisos del Teorema, inmedia-
tamente obtenemos (7) = (5) = (1) = (7) concluyendo la demostracion. O

Naturalmente podemos obtener el caso finito del teorema anterior consiguiendo el siguiente
resultado:

Teorema 4.6. Para una categoria A, las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. A es finitamente completa;

2. A tiene pullbacks y objetos terminales;

o

. A tiene productos finitos y pullbacks;

.

. A tiene productos finitos e imdgenes inversas;

(&3

. A tiene productos finitos e intersecciones finitas;
6. A tiene productos finitos e igualadores.

Ejemplo 8. Las categorias Set, Grp y Top son completas y cocompletas. La subcategoria
plena de Set que consiste de todos los conjuntos finitos es finitamente completa y finitamente
cocompleta pero no es completa ni cocompleta.




Capitulo 5

Factorizacion de morfismos

En el Capitulo 2 mencionamos que todo morfismo en Top se puede factorizar con una
inmersion y una funcién sobreyectiva, o bien, por un monomorfismo extremal y un epimorfismo.
Si Z' = f(X)/ ~ es el espacio cociente de X, se tiene una factorizacion (Z’,¢’,h’) donde ¢’
es epimorfismo extremal y h’ es un monomorfismo con ¢'(z) = [z] y W' ([z]) = f(z). Desde
el punto de vista categoérico, éstas son propiedades importantes de Top, que en este capitulo
generalizaremos para cualquier categoria.

Proposicion 5.1. Supongamos que la categoria A es bien potenciada y tiene intersecciones
e igualadores. Entonces, para cualquier morfismo f : X — Y, existe una terna (Z,g,h) que
consiste de un objeto Z, un epimorfismo extremal g : X — Z y un monomorfismo h : Z =Y
tal que f =hog.

Demostracion. Sea J la clase de todas las ternas j = (Z;, g5, h;) que consisten de Z; € ObA, un
morfismo g; : X — Z; y un monomorfismo h; : Z; — Y tales que f = hjog; [x1].

Notemos que, si hj = hj para j,j' € J, entonces hjogy = hjpogy = f =hjog;y hj
monomorfismo, por lo que g; = gj» y asi j = j'.

Por hipoétesis, A es bien potenciada, por lo que {h; : j € J} tiene un conjunto representativo
{hi :i € I} tal que 1y € {h;|i € I}. Sea (Z, (ki : Z — Z;)ie1,h : Z — Y) la interseccion de los
(hi)ier, por la Proposicion 3.6 h es monomorfismo, como (X, ((g;)icr, f)) es otra fuente natural
por [x1], entonces existe unico morfismo conector g : X — Z tal que f = h o g. Resta ver que g
es epimorfismo extremal, veamos primero que es epimorfismo:

Sean r,s : Z — W A—morfismos tales que 7 o g = s o g, como A tiene igualadores, existe
(V,1) igualador de (r,s) y (X, g) es fuente asi que existe tinico morfismo conector ¢ : X — V
tales que g = [ o p, luego (V,p,hol) € J pues h ol es monomorfismo al ser composicion de
monomorfismos, por lo tanto existe (Z;, g;,h;) coni € [ y m: Z; — V tal que h; = (hol)om.
Entonces holomok; = h;ok; =h=holyg, luego lomok; =1z, asi | es retracciéon por (4)
del Corolario 2.18 se tiene que [ es isomorfismo y 7ol = sol por lo que r = s. Por lo tanto g es
epimorfismo.

Ahora, sean t : W' — Z y u : X — W' tales que g = t o u con ¢t monomorfismo, entonces
(hot)ou = hog = f con h ot monomorfismo, por lo que (W', u(h ot)) € J, por lo tanto
existen i € I, (Z;,9i,h;) y m' : Z; — W’ isomorfismo tal que (h ot) om’ = h;. Entonces
hotom/ok; = hjok; =h=holyg, asi to(m'ok;) =1y, es decir, t es retraccion y al ser
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monomorfismo es isomorfismo. Por lo tanto g es epimorfismo extremal.

O]

Proposicion 5.2. Sea A una categoria que tiene pullbacks. Si un epimorfismo extremal f :
W — X, los morfismos g: W =Y, h: X — Z y un monomorfismo k : Y — Z satisfacen que
ho f=kog, entonces existe un morfismod: X —Y tal que g=do f yh=kod.

w— I ox w ! X
X /
d l
g h g Vv h
Y Z /
Y - A

Demostracion. Sea (V,(Il : V. — X,;m : V — Y)) un pullback de (h,k). Ademas, como k
es monomorfismo por la Proposicién 3.9 tenemos que [ también lo es. Ahora, por hipotesis
hof =kog, por lo que (W,(f,g)) es fuente del pullback por lo que existe tinico morfismo
conector ¢ : W — V tal que f =lopy g =mop como f es epimorfismo extremal entonces
[ es isomorfismo. Por lo tanto existe d : X — Y definida por d = mol~! donde g = mop =
mollolop=dolop=dofyh=holx=holol '!=komol!=kod. O

Definicién 5.3. 1. Una categoria A es (Ex epi, Mono)-factorizable si, para cualquier mor-
fismo f : X — Y existe una terna (Z, g, h) que consiste de un objeto Z, un epimorfismo
extremal g : X — Z y un monomorfismo h: Z — Y tal que f = hog. (Z,g,h) es llamada
una (Ex epi, Mono)-factorizacion de f.

2. A es (Ez epi, Mono)-factorizable univocamente (o de manera unica) si es (Ex epi, Mono)-
factorizable y para dos (Ex epi, Mono)-factorizaciones (Z, g,h) y (Z',¢',h’) de cada mor-
fismo f, existe un isomorfismo ¢ : Z — Z’ tal que h = h' o ¢ (0, equivalentemente,

g =¢og).
X ! Y
X /
N 2z
i«:
Z/

3. Diremos que A tiene la propiedad (Ez epi, Mono)-diagonalizacion siempre que, para cua-
lesquiera f : W — X epimorfismo extremal, morfismos g : W — Y h: X — Z y un
monomorfismo k : Y — Z, satisfacen que ho f = k o g. Entonces existe un morfismo




d: X -Ytalqueg=dofyh=kod. A dlallamaremos diagonal (o morfismo diagonal)
del cuadrado (f, g, h, k).

w—7_ . x
g d h
Y Z
k
Dual (de la definicion). 1. Una categoria A es (Epi, Ex mono)-factorizable si, para cualquier

morfismo f : X — Y existe una terna (Z, g, h) que consiste de un objeto Z, un epimorfismo
g : X — Z y un monomorfismo extremal h : Z — Y tal que f = hog. A la terna (Z, g, h)
la llamaremos (Epi, Exmono)-factorizacion de f.

2. A es (Epi, Exmono)-factorizable univocamente si, es (Epi, Exmono)-factorizable y para
dos (Epi, Exmono)-factorizaciones (Z,g,h) v (Z',¢',h’') de cada morfismo f, existe un
isomorfismo ¢ : Z — Z' tal que h = h/ o .

3. Diremos que A tiene la propiedad (Epi, Ex mono)-diagonalizacion siempre que cuales-
quiera f : W — X epimorfismo, morfismos g : W — Y h : X — Z y un monomorfismo
extremal k : Y — Z satisfacen que ho f = k o g. Entonces existe un morfismo d: X — Y
tal que g = do fy h = kod. A dla llamaremos diagonal (o morfismo diagonal) de el
cuadrado (f, g, h, k).

Proposicion 5.4. Si una categoria A es (Fz epi, Mono)-factorizable y tiene la propiedad (Ex
ept, Mono)-diagonalizacion, entonces es (Ex epi, Mono)-factorizable univocamente.

Demostracion. Sea f: X — Y un A-morfismo y dos (Exzmono, Epi)-factorizaciones (Z,g,h) y
(Z',g',h') de f. Tenemos que f =hogy f=hog quese puede expresar en los diagramas:

/

x .7 x 2.y

(D

g h g 1%

7' — Y J ——Y
h' h

notemos que cumplen (3) de la Definicion 5.3.
Por lo cual, existen ¢ : Z — Z'y ¢’ : Z — Z tales que ¢ = pogy h=hop,g=¢ og ¥y
h' = ho ¢ en donde

hWolyz = hoy =hopoy porser h’ monomorfismo 17 = o ¢’

lzog = ¢ og =¢ opogporser g epimorfismo 17 = ¢’ o

O

Teorema 5.5 (Teorema de factorizacion 1). Si una categoria A estd bien potenciada y tiene
intersecciones y productos finitos. Entonces A es (Ezx epi, Mono)-factorizable univocamente.

Demostracion. Sea A una categoria que cumpla las hipotesis, por el Teorema 4.6 A tiene pull-
backs e igualadores, asi A tiene igualadores e intersecciones y como esti bien potenciada por la
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Proposicion 5.1 A es (Ex epi, Mono)-factorizable, como A tiene pullbacks A tiene la propiedad
(Ex epi, Mono)-diagonalizaciéon y por la Proposicion 5.4 lo es univocamente. O

Dual. (del Teorema) Si A es una categoria co-bien potenciada con co-intersecciones y co-
productos finitos. Entonces A es (Ex mono, Epi)-factorizable univocamente.

Anteriormente hemos visto que Set es bien potenciada, co-bien potenciada (Observacion 2.5),
completa y co-completa (Ejemplo 8), entonces es (Ex epi, Mono) y (Ex mono, Epi)- factorizable
univocamente. Ahora nos interesa ver otras condiciones para que una categoria, en general,

también cumpla lo anterior.

Lema 5.6. Supongamos que A es bien potenciada y tiene intersecciones e igualadores. Sean f :
X =Y un morfismo y M una clase de monomorfismos que satisface las siguientes condiciones.

1. Cerrada bajo intersecciones, es decir, si (U,((w; : U — Uj)ier),uo : U — V) es una
interseccion de una familia (v; : Uy — V') de monomorfismos a 'V y si cada v; € M para
cada i € I , entonces v, € M.

2. Siun morfismo q : X — U, un monomorfismo regularr : U — V yun morfismos:V — Y
satisfacen que f =soroqys € M, entonces sor € M.

3. 1lyeM

Entonces existe una terna (Z,g,h) de un objeto Z, un epimorfismo g : X — Z y un monomor-
fismo h: Z —'Y que pertenece a M tal que

(a) f=hog

(b) Siuna terna (Z',g': X — Z',1 : Z' =Y cumple que f =h' og' y I € M entonces existe
k:Z—Z tal que h="hn ok

(c) Siuna terna (W,1: X — W,m: W — Z) satisface que g =mol y hom € M, entonces m

€s un 1somorfismo.

X ! %
X V
g " /n
Tk

Demostracion. Sea J la clase de ternas (Zj,gj, hj) donde Z; € ObA , g; : X — Z; un morfismo
y hj:Z; =Y en M tales que f = hog.

Por hipotesis A es bien potenciada, por lo que {h;};c tiene un conjunto de representantes
{hi}ier- Sea (Y, (ki : Z — Z;)ier,h : Z — Y) la interseccion de (h;);er. Puesto que, para cada
1 €1, hy € M, se tiene que h € M por 1.

(a) Como (X, (gi)ier) es otra fuente, entonces existe inico morfismo conector g : X — Z tal que
f = hog, similar a la demostracién en la Proposicién 5.1 podemos ver que g es epimorfismo.

(b) Supongamos que (Z’,¢’,h') es una terna tal que f = h'og’ y b’ € M, como g es epimorfismo

1 1

existe g7 : Z — X tal que gog~! = 1. Definamos k := ¢’og™ ' :, como f = ho g entonces

hog=h"og luegoh=hogogt=hogogt=nok.




(c) Sig=mol, entonces 1z =gog

L =molog—1,0bien, 1z =mo (log™!). Por lo cual m

es retraccion, ademds como h o m es monomorfismo por la Proposicién 2.3 m también lo es
y por el Corolario 2.18 m es isomorfismo.

Este lema es una generalizacién de la Proposicion 5.1.

Lema 5.7. Si A es una categoria bien potenciada y tiene intersecciones e igualadores, entonces
A tiene la propiedad (Epi, Ex mono)-diagonalizacion.

Demostracion. Sean f : W — X un epimorfismo, morfismos g : W — Y h: X — Z y un
monomorfismo extremal k : Y — Z que satisfacen: ho f = k o g. Aplicaremos el Lema 5.6 para
el morfismo k: Y — Z y la clase M de todos los monomorfismos n : V' — Z tales que existen
morfismos [ : X - Vym:Y = Vconnol =hynom = k representado en el siguiente

! X
/

g /V\ h

Y A

Demostraremos que M satisface las condiciones del Lema 5.6

diagrama:

w

2. Sean ¢ : Y — U un morfismo, r : U — V'’ un morfismo regular y s : V! — Z un morfismo
tales que k = soroqy s € M, como r es regular, existen u,v : V' — V” tales que
UOT =VOr.

Como s € M, existe I’ : X — V' tal que sol'’ =hy soroq=k luego

sol'lof = hof=kog=sorogogcomo ses monomorfismo, !'o f =rogoyg
Luego
o(l'of) = wo(rogog)=(uorjogog=(vorjogog=vo(rogog)=vo(l'of)

Ademas f es epimorfismo extremal, entonces uol’ =vol y r es igualador de u,v por lo
que existe inico morfismo conector I” : X — U tal que I’ =rol” luego ho f = sol'o f =
sorol”o f, entonces h = sorol”. Es decir, tenemos que s o r es monomorfismo al ser
composicion de monomorfismos y ademés (sor)ol” = hy (sor)oq = k. Por lo tanto

sore M.

! X

l//

/U V/\{\

3. Puesto que 17 es un monomorfismo donde h: X — Zy k:Y — Z cumplen que 1,0h =h

vy 170k =k, entonces 1 € M.
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1. Sea (T,((t; : T — Vi)ier),to : T — Z) interseccién de la familia (n; : V; — Z) de
monomorfismos n; € M para cada ¢ € I , entonces existen l; : X — V; ym; : Y — V; tales
que n;ol =hy n;om; = k. Notemos que (X, (1;)icr)y (Y, (m;)icr) son fuentes naturales
por lo tanto existen tinicos morfismos conectores [* : X — T y m* : Y — T tales que
tool* =hytgom* =k ademas tg es monomorfismo, por lo tanto ty € M.

e \

Entonces existe (Vo,mg : Y — Vo,ng : Vo — Z) tal que satisface (a), (b), y (¢) del Lema
5.6. Puesto que k es monomorfismo extremal, se tiene que mg es isomorfismo, ademas ng € M

w

entonces existe [y : X — V) tal que ngolg = h. Finalmente definimos d : X — Y pord = malolo,
asi k‘od:komalolo:noolozhluego kog=hof=kodo f entonces do f = g. O

Definiciéon 5.8. Sea A una categoria y (f; : X; — Y;)ier una familia de A-monomorfismos
extremales donde (X, (g; : X — Xi)ier) v (Y, (¢ : Y — Y;)ier) son los productos de (X;)ier y
(Y)ier familias de A-objetos, respectivamente, entonces (X, (fi o pi)ier) es fuente natural del
producto de la familia (Y;);e; por lo cual existe inico A-morfismo conector f: X — Y tal que
g; o f = fi; op; para cada ¢ € I. Diremos que el producto de los A-monomorfismos extremales
(fi : Xi = Yi)ier es monomorfismo extremal, si f: X — Y es un A-monomorfismo extremal.

Lema 5.9. Si una categoria A tiene la propiedad (Epi, Ex mono)-diagonalizacion, entonces se
cumple en A:

1. La composicion de monomorfismos extremales es un monomorfismo extremal.
2. La interseccion de monomorfismos extremales es un monomorfismo extremal.

3. Imagen inversa de un A-monomorfismo extremal es A monomorfismo extremal.
4. Producto de A monomorfismos extremales es A-monomorfismo extremal.

Demostracion. 1. Sean f: X - Y y g:Y — Z monomorfismos extremales y h := go f,
tenemos que h es monomorfismo al ser composicién de monomorfismos. Ahorasil: X — V
un epimorfismo y m : V' — Z un morfismo cumplen que h = m o[, por la propiedad (Epi,
Ex mono)-diagonalizacion, existe d : V' — Y tal que f =dol .

Por la altima igualdad, y por la misma propiedad, existe diagonal d’ : V' — X tal que

dol=1x.
x—-tsv xtsv
f % m 1x y d
YT>Z XT>Y

De esta manera, [ es seccién y epimorfismo, por lo tanto es isomorfismo.




2. Sean (f; : X; — Y);e;r monomorfismos extremales y (X, ((g; : X — Xi)ier,90: X = Y))
su interseccién, donde go es monomorfismo. Sean [ : X — Z un epimorfismoy m: Z — Y

un morfismo tales que gg =mol.

Paracadai € I, mol = gy = f;og;, donde [ es epimorfismo y f; monomorfismo extremal,
por la propiedad (Epi, Ex mono)-diagonalizacion existe d; : Z — X; tal que m = f; o d;
por lo que (Z, ((d;)icr,m)) es fuente natural de la interseccion, por lo que existe morfismo
conector ¢ : Z — X tal que m = gg o . Entonces gg = mol = ggowol y gy es
monomorfismo, por lo que 1x = pol, por el Corolario 2.18 [ es isomorfismo. Por lo tanto
go es monomorfismo extremal.

~
N

9i

-

s

IXP

~

3. Sea (W, f,g) un pullback de (h: X — Z,k:Y — Z) y sea k un monomorfismo extremal,
por la Proposiciéon 3.9 tenemos que f es monomorfismo.

Sean [ : W — V un epimorfismo y m : V — X un morfismo tales que f = m o, entonces
existe diagonal n: V' — Y de (I,g,hom, k) tal que g =noly hom = kon como se ve

en el diagrama:
f

X
m

XV/ h
v

w
g
Y

VA

k

Con la ultima igualdad, tenemos que (V, (m,n)) es fuente natural del pullback, por lo cual
existe inico morfismo conector p : V — W tal que fop =m y gop = n. Por la unicidad
del morfismo conector ol = 1y y asi [ es secciéon, por el Corolario 2.18 [ es isomorfismo.

Por lo tanto f es monomorfismo extremal.

4. Sea (f;)ics una familia de monomorfismos extremales donde (X, (g;)icr) v (Y, (¢i)icr) son
los productos de (X;)ier v (Yi)ier respectivamente, entonces (X, (f; o pi)ier) es fuente
natural del producto de la familia (Y;);er por lo cual existe tinico morfismo conector f :
X — Y tal que ¢; 0o f = f; op; para cada ¢ € I. Ahora, veamos que f : X — Y es

monomorfismo extremal.

Sean [ : X — Z un epimorfismo y m : Z — Y un morfismo tales que f = m o[, notemos
que para cada ¢ € I tenemos el siguiente diagrama; que cumple las condiciones de la
propiedad (Epi, Ex mono)-diagonalizacion, entonces existe n; : Z — X; tal que p; = n; ol




CAPITULO 5. FACTORIZACION DE MORFISMOS -

Yy giom = fion,.

qi

;X\ ; yy

Y;

Luego (Z, (n;)icr) es fuente natural para el producto de los (X;); € I, por lo cual existe
Gnico morfismo conector ¢ : Z — X y por esta misma unicidad, tenemos que g ol = 1x.
De esta manera, [ es secciéon y epimorfismo, por lo tanto isomorfismo.

O

Ejemplo 9. Si una categoria A tiene dos monomorfismos extremales f y ¢g cuya composicién
h = go f no es un monomorfismo extremal, entonces A tiene morfismos [ y k tales que h =1lok
y k no es un isomorfismo pero si es epimorfismo; como f y g no son epimorfismos ya que, de
serlo, serian isomorfismos y h también ! , entonces A contiene r,s,u y v tales que ro f =so f
yr#s,uocg=vogyus#u.

Asi tenemos el siguiente ejemplo de categorias en el cual la composicion de monomorfis-
mos extremales no necesariamente es monomorfismo extremal, en donde todos los objetos son
mostrados por puntos y todos los morfismos, excepto las identidades, son las flechas.

A7 N

QH. >.

IDNAN

[ ] H [ ] e
Teorema 5.10. (Teorema de factorizacion II) Si A estd bien potenciada con intersecciones e
igualadores, entonces es (Epi, Ex mono)-factorizable univocamente.

Demostracion. Sea f : X — Y un morfismo y sea M la clase de todos los monomorfismos
extremales de A, por el Lema 5.6 obtenemos una factorizacion (Z, g, h) con g un epimorfismo
y h un monomorfismo extremal pues h € M, luego A es (Epi, Ex mono)-factorizable, por el
Lema 5.7 A tiene la propiedad (Epi, Ex mono)-diagonalizacion donde por la Proposicion5.4 se
concluye que A es (Epi, Ex mono)-factorizable univocamente. ]

Teorema 5.11. Si A estd bien potenciada, (Ez epi)-co-bien potenciada y completa, entonces A

tiene coigualadores.

Demostracion. Sean f,g : X — Y morfismos. Entonces M, la clase de todos los epimorfismos
extremales h de Y con la propiedad de que ho f = h o g, tiene un conjunto de representantes
(hz Y — Zi)iEI~

Sea (Z, (pi)ier) un producto de la familia (Z;);cr entonces, al ser (Y, (h;)ier) otra fuente del
producto, existe tnico morfismo conector k£ : Y — Z tal que, para toda ¢ € I, p; ok = h;.

Ahora M cumple las condiciones del Lema 5.6, entonces existe (W,[:Y — W,ym : W — Z)
una (Ex epi, Mono)-factorizacion de k donde [ es epimorfismo extremal y m es monomorfismo
yk=mol.

Afirmamos que [ es el coigualador de f y g.
Tenemos que ko f = ko g, entonces molo f =molog por ser m monomorfismo lo f =log.




Sean:Y — Vitalquenof =nogy (Ur:Y — V,s:U — V) una (Ex epi, mono)-factorizacion

den,asin =sorymnof=nog,luego sorof =sorogporlo querof =rogpues ses mono,

de esta manera r € M por lo que existe ¢ € I y un isomorfismo t; : Z; — U tal que r = t; o h;.
Definamos ¢ : W — V como ¢ = s ot; o p; o m, es morfismo conector pues

pol=sot;opjomol=sot;opjok=sot;oh;=sor=n

y ademads es tnica ya que , si ¥ : W — V es otro morfismo conector entonces pol =n =1 ol
y [ es epi, por lo tanto ¢ = 9.




Capitulo 6

Subcategorias reflexivas

Definicién 6.1. Una subcategoria B de una categoria A es reflexiva, si cualquier A-objeto X
tiene una B—reflexién rx : X — Y, es decir, existe un objeto Y y un morfismo rx : X — Y en

A que satisface las siguientes condiciones:

)

1. Y € OB TXi%
Y

2. Para cualquier A-morfismo f: X — Z con Z € ObB, existe
un tnico B—morfismo f*:Y — Z tal que f®orx = f.

A f9 1o llamaremos extensién de f.

Dual. (de la Definicion) B es una subcategoria coreflexiva de una categoria A si cualquier A-
objeto X tiene una B—coreflexion rx : Y — X tal que Y € ObB, rx € MorA y satisface que
para cualquier f : Z — X con Z € ObB, existe un tnico B—morfismo f° : Z — Y tal que

rxof0=f.

Proposicion 6.2. Sea B una subcategoria reflexiva de A yrx : X — Y una B—reflexion de
un A—objeto X. Entonces se cumple que:

1. Si f,g:Y — Z son B-morfismosy forx =gorx, entonces f = g.

2. rx es esencialmente tinica; es decir, si (sx) es otra B-reflexion, entonces (sx)?o (rx)°? =
Iw y (rx)? o (sx)° = 1y.

Demostracion. 1. Se sigue de la unicidad de la extension.

2. Si sx : X — W es otra B-reflexion de X, entonces existe B-morfismo (sx)?: Y — Wy
(rx): W — Y tales que sx = (sx)?orx yrx = (rx)?osx. Luego (sx)%0 (rx)osx =
sx v (rx)?o (sx)?ory = rx, es decir, (sx)? o (rx)? vy (rx)? o (sx)° son extensiones
de sx v rx respectivamente, pero también lo son 1y v 1y por la proposicién anterior
(Sx)o o (Tx)o = IW y (Tx)o o (Sx)o = 1y.

X Xw X Xy X Xow X Xy
l/ A Y

( Sx Sx rX /

5x) (rx) sz)%(rx )0 rz)00(sx )0
v W w7 (a)e(r) v m)eex)




Definicion 6.3. Sea B una subcategoria reflexiva de A y denotemos la B-reflexion de cada
A —objeto X por rx : X — RX. Para un A-morfismo f: X — Y, existe un inico B—morfismo
Rf: RX — RY talque Rf = (ryof)?, es decir, Rfory = ryof. Asignando Rf a f, obtenemos
un funtor R : A — B el cual llamaremos un B-reflector. En efecto,

ryof

x—1 vy x Ly "™ Ry

| 27 | 4
rx ry  rx
ryof)°=Rf

RX ——RY RX

2. Para f: X =Y yg:Y — Zen MorA, R(goa f) = (rzoa goa f)°, mientras que
R(g) oa R(f) = (rzoa 9)° oB (ry oa [)°.

x-t.y 9.7 "7 p; x_ T .y 9. g
rxl Rlgoaf) Txl Tyl Tzl
goa
RX RX — ~RY — ~RZ
Rf Rg

comoryof=Rforxyrzog= Rgory entoncesrzogof = Rgoryof=RgoRforx
asi Rgo Rf es extension de rz o g o f por su unicidad Rgo Rf = R(go f).

3. R(1x) = (1xorx)? pero 1zx también es extensiéon de 1x ory por unicidad R(1x) = 1rx.

Dual. Naturalmente podemos definir un funtor similar pidiendo que B sea una subcategoria
coreflexiva de una categoria A y llamandolo B-coreflector.

Observacion 6.1. Sea B una subcategoria de una categoria A con el funtor inclusién £ : B — A.
Entonces B es reflexiva en A con el B-reflector R si y sélo si E tiene el funtor adjunto izquierdo
(ver Definicion A.1) R : A — B. Los reflectores son considerados como casos especiales de
funtores adjuntos. La teorfa de conjuntos es de los temas més importantes tratado en textos de
teoria de categorias pero nos restringiremos a la teoria de subcategorias reflexivas.

Proposicion 6.4. Sea B una subcategoria reflexiva de A. Entonces B es plena en A si y solo
st para cada B—objeto X la identidad 1x : X — X es una B-reflexion.

Demostracion. Supongamos que B es plena en A y sea X € ObB, f: X — Y un A-morfismo
con Y € ObB, como f € [X,Y]a v B es plena entonces f € MorB y es tal que folx = f
donde claramente es tnica.

Ahora, si f : X — Y es un morfismo en A con X,Y objetos de B, entonces existen 1x
reflexion en A y 0 € MorB extension tales que f = folx = f0 € MorB, asi f € MorfB. O

Proposiciéon 6.5. Sea B una subcategoria de A y C una subcategoria plena de B que satisface
la siguiente condicidn:

Si para cualquier X € ObB, existe Y € ObC y un B-isomorfismo ¢ : X — Y. Entonces C
es reflexiva en A si y solo si B es reflexiva en A.

Demostracion. Supongamos que C es reflexiva en A.
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Sea X € ObA, entonces existe rx : X — RX C-reflexion, X . y 2.y

que al ser subcategoria, rx € MorB por lo que RX € Txl /
ObB. Afirmamos que rx es una B-reflexion. Sea f: X — (pof)"
Y con Y € ObB, por la propiedad, existe Y/ € ObC y rx
¢ :Y — Y’ B-isomorfismo.
Para oo f : X — Y’ A-morfismo y Y’ € ObC existe (p o f)? C-extensiéon, proponemos
()Y = o to(po f)? como la B—extension de f. Como o f = (¢ o f)° o ry entonces
f=¢lto(pof)lorx = fOory, ademas es tnica pues si existiera 1 : RX — Y tal que
f =1vorx entonces po f =porporyx con potp: RX —Y' € MorC por ser C plena; es decir,
o1 es C—extension de po f, por su unicidad g o1 = (¢ o f)? por lo tanto 1) = =1 o (o f)°.

Ahora, supongamos que B es reflexiva en A. Sea X en los X N Y
objetos de A entonces existe ry : X — RX' B-reflexion T/Xi /
con RX’' € ObB por la propiedad existe RX € ObC y ;

¢ : RX' - RX B-isomorfismo. Proponemos rx := ¢ o RX

rv + X — RX como la C-reflexién que buscamos. Sea @l

f: X — Y un A—morfismo con Y € ObC y por tanto en RX

B, asi existe h B—extensién de f.

“1: RX — Y es la C—extension de 'y Tenemos que fO esta en

Afirmamos que f0:=ho
MorC pues RX y Y € ObC.

Ademéas f=hory =ho(plop)ory =(hop™?

op)ory =(hogp o (pork)) =florx
asi f = f9 o rx. Por tltimo, es tnica pues si ¥ : RX — Y fuese otra C-extensién entonces
f=vorx =1opory luego ¢ o ¢ es B—extension de f, por unicidad ¢ o ¢ = h, o bien,

W =hoe L O

Muchas de las subcategorias que consideraremos serdn plenas y “cerradas bajo isomorfismos”,
ésto es:

Definicién 6.6. Una subcategoria B de una categoria A es cerrada bajo isomorfismos ,cuando
se cumple que, si X € ObB y ¢ : X — Y es un A—isomorfismo entonces Y € ObB.

Por lo que haremos la siguiente convencién: de ahora, en adelante, todas las categorias seran
plenas y cerradas bajo isomorfismos.

Definiciéon 6.7. Sea E una clase de morfismos de una categoria A la cudl es cerrada bajo
composicion con isomorfismos (si f € E'y g es A—isomorfismo, fog € F). Una subcategoria B
de A es E—reflexiva en A si cada B—reflexion rx de cada A-objeto X pertenece a E. Cuando
E = EpiA, la clase de todos los epimorfismos de A, diremos que B es epireflexiva en A y
similarmente utilizaremos notaciones como MonoA, BiA, ExepiA, para otras clases de F y
términos como monoreflexiva, bireflexiva, (ex epi)-reflexiva, etc.

Dwual. Una subcategoria coreflexiva B de A es E-coreflexiva en A si cada B-coreflexion ry de
cada A-objeto X pertenece a E. También tendremos términos como: epicoreflexiva, monocore-
flexiva, bicoreflexiva, ex-epicoreflexiva, etc.

Ejemplo 10. Topy es epireflexiva en Top. Sea (X, 7) en Topy, definamos la relacion en X:

zy e o) ={y}

No es dificil ver que es una relacién de equivalencia, veamos ahora que (X/ ~, 7/ ~) es To(ver
Definicion 3.11).




Sean [z],[y] € X/ ~, si [x] # [y] entonces {z} # {y}, es decir existe z € {z} tal que z & {y} o
existe w € {y} tal que w ¢ {x}. Sin perdida de generalidad, supongamos que existe z € {x} tal

que z ¢ {y}, entonces existe U € 7 tal que z € U, z € U y y ¢ U. Entonces n(z) € 7(U) pero
7(y) € m(U) ya que, de estarlo, existiria v € U tal que 7(u) = 7(y), luego {y} = {u}, entonces
uwe {y} paralU €71 ,UNn{y}, obien y € U lo cual es absurdo.

Ademés 7~ 1(w(U)) = U, pues si w € 7~ 1(w(U)), entonces existe u € U tal que 7(u) = 7(w), o
bien, {w} = {u}, luego w € U. De esta manera, p(U) es abierto y w(z) € 7(U) pero 7(y) & 7(U).
Si f:(X,7) — (Z,n) un morfismo en Top con (Z,n) un objeto en Topy, entonces para cada
7(z) € X/ ~ definimos fO(w(x)) = f(z). Esta bien definida, ya que si 7(z),7(y) € X/ ~ tales
que f(x) # f(y) sin perdida de generalidad existiria un abierto W en 7 tal que f(z) € W'y
fly) € W, por continuidad existe U € T tal que x € U y f(U) C W, pero y ¢ U pues de estarlo,
f(y) € f(U) C W asi z € {y}. Por lo tanto f* y f es continua pues sale de una topologia final.

Proposicion 6.8. Si B es monoreflexiva en A, entonces B es epirefleriva en A.

Demostracion. Sea X € ObA y rx : X — RX una B—reflexién de X. Si uorxy =wvorx para
A-morfismos u,v : RX — Y; para Y € ObA existe ry : Y — RY B—reflexion con RY € ObB,
en donde ry ouory =ryovory := h.

Como RX,RY € ObB y B es plena entonces ry ou,ry ov : RX — RY son B-morfismos asi
que son B-extensiones de h, por su unicidad ry ov = ry ou y ry es mono por lo tanto u = v.

X RX —=Vv - RY X" Ry
v \LT}%
X
Ty ov
RX

O]

No es dificil pensar en el dual de esta proposicién pero la mencionaremos ya que se ocupara
mas adelante:

Dual. (de la Proposicion 6.8) Sea B epicoreflexiva entonces B es monocoreflexiva.

Definicion 6.9. Un objeto S de una categoria A es un separador si siempre que tengamos
f,9: X — Y diferentes A-morfismos, exista un morfismo z : S — X tal que fox # gox.

Dual. S es un coseparador de una categoria A cuando se cumple que:
Sif,g:Y — X son A morfismos diferentes, entonces existe un morfismo = : X — S tal que
xof#uzog.

En donde podemos dar los siguientes ejemplos:

Ejemplo 11. 1. En Set o Top, todos los objetos no vacios son separadores; ya que, si S # ()
y f,9 : X — Y son morfismos con f # g entonces existe g € X tal que f(z¢) # g(zo)
definiendo x = z( tenemos que x : S — X es continua y fox # go x.

2. En Grp o Ab, el grupo aditivo Z es un separador, pues si f,¢g: X — Y son morfismos en
Grp o Ab distintos en 29 € X, podemos definir = : Z — X como z(k) = kxo y (0) = e
el neutro en X, as{ z es morfismo de grupos y separa a f y g.

Proposicion 6.10. Supongamos que una categoria A tiene un separador S y B es una subca-
tegoria de A la cual contiene a S. Entonces B es bicoreflexiva en A si y sdlo si es coreflexiva

en A.
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Demostracion. Supongamos que B es coreflexiva en A, por el dual de la proposicién anterior es

suficiente demostrar que B es epicoreflexiva.
Sea rx : RX — X una B-coreflexién de un A-objeto X y RX

sean u,v : X — Y A—morfismos tales que uory = vorx. 7 iTX
Supongamos que u #* v, entonces existe x : S — X A-

morfismos que los separa, es decir uox # vox. Como rx
es B—coreflexion, para = : S — X existe 2 : S — RX su ”u“
extension tal que rx o 20 = z de esta manera: Y
uox = uo(ryoz’) = voryxoz" = vox, lo cual es absurdo.
Por lo tanto u = v. O

Observacion 6.2. Un espacio topolégico X es un coseparador en Top si y s6lo si contiene un
subespacio indiscreto no trivial.

En efecto , si (S,n) es un coseparador en Top, para ({0,1},7) con la topologia indiscreta
podemos definir ¢g : ({0,1},7) — ({0,1},7) en donde ¢g(0) = 1, g(1) = 0 continua junto con
L{0,13, como 1yg 1y # g, existe x : ({0,1},7) — (S,7n) tal que xog # x asi sp = x(0) # x(g(0)) =
x(1) = s1. Definamos S’ = {sp, s1} con 1’ la topologia de subespacio. Afirmamos que ' = {0, S’}
pues para cualquier U € 1/ con U # (), sin pérdida de generalidad sg € U por lo tanto existe
U' € ntal que U'NS = U como x es continua x~1(U’) € 7 pero 7 es indiscreta y 2~ 1(U’) # ()
asi que 271(U’) = {0,1} luego 51 = 5(1) € U'NS" = U por lo que ' = U.

Ahora, si (S,7n) tiene un subespacio indiscreto no trivial, digamos (S’,7) y sean f,g :
(Y,0) — (X, 7) funciones distintas entonces existe yo € Y tal que 1 = f(v0) # 9(yo) = x2
y s1,82 € S’ distintos por ser no trivial, definamos z’ : (X,7) — (S',7') con 2'(x1) = s1 ¥y
(X N {z1}) = {so} continua pues 7 es indiscreta, luego definimos z : (X,7) — (S,n) como
x =1io0x’ donde 7 es la inclusion de S’ a S continua por ser composicion de continuas y cumple
quexo f#£xog.

Ejemplo 12. 1. Sea X un espacio de Hausdorff completamente regular, la compactacion de
Stone-Cech Bx : X — X de X es un encaje denso de X hacia un espacio Hausdorff
compacto SX con la propiedad universal (Walker, 1974). Es decir, la categoria CompTs
(espacios Hausdorff compactos) es una subcategoria E-reflexiva de la categoria Tyc (subca-
tegoria plena de Top que consiste de todos los espacios Hausdorff completamente regulares)
y E es la clase de todos los encajes densos en Tyc

2. Tyc es epireflexiva en Top, ya que en el Capitulo 2 vimos que en un espacio T3 todo encaje
denso es epimorfismo. El reflector R : Top — Tyc es conocido como el funtor Tychonoff.

3. Ab es una subcategoria epireflexiva de Grp. La reflexion rx : X — RX de un grupo X
es la abelianizacion ax : X — X/[X, X].
Recordemos que [X, X] :==< A > donde A = {[z,y] : 2,y € G} y [z,y] := {zyz~ly~ '} a
[X, X] se le conoce como subgrupo conmutador o subgrupo derivado, se puede demostrar
que [X, X] < X por lo que podemos considerar X/[X, X] el grupo cociente y a éste se le
conoce como la abelianizacién de G y, como el nombre nos sugiere, es abeliano.
(Propiedad Universal de la abelianizacién) Sea f : X — A un homomorfismo entre un
grupo X y un grupo abeliano A. Entonces f se factoriza de manera tinica por el epimorfismo




canénico ax : X — X/[X, X], es decir f = foay. De esta manera, ay sera la epireflexion

de X y, para cada f: X — A, f sera su extension.

4. Sea m un entero mayor a 1 y sea Ab™ 1a subcategoria plena de Ab que consiste de todos
los objetos X tal que nX = 0. Entonces Ab™ es epireflexiva en Ab y la reflexion de
X es el homomorfismo cociente 7y : X — X/nX. En efecto, X/nX estd en Ab™ pues
para cualquier z € X/nX, nz = nz + nX = 0+ nX = nX el neutro en X/nX. Ademas
para toda f: X — G con G en Ab™ podemos definir f2(z) = f(x), es facil ver que esta
bien definida y que es un homomorfismo de grupos. Por tltimo es tnica pues rx es un
epimorfismo.

5. La subcategorfa plena Tor de Ab la cual consiste de todos los grupos abelianos de torsién
es monocoreflexiva en Ab, la coreflexion rx : RX — X es el homomorfismo inclusiéon de el
subgrupo de torsion de X, TorX. Para cualquier f : Y — X con Y €ObTor, f(Y) CTorX
pues para cada y € Y existe n € N tal que ny = 0, asi nf(y) = Ox, f(y) €TorX, de esta
manera f° = f.

6. La subcategoria TF de Ab la cual consiste de todos los grupos abelianos libres de torsién,
es epireflexiva en Ab. La reflexién de X es el homomorfismo cociente rx : X — X/TorX.
Recordemos que un grupo es libre de torsién si todos sus elementos distintos al neutro
tienen orden infinito. Notemos que X/TorX es libre de torsion pues si, para cada z €
X/TorX digamos z = g+TorX con g € X, existieran € N tal que nz = T'or X tendriamos
que: ng+TorX =TorX ©ngeTorX & ImeN: mng=0x ©geclTorX & z =
TorX.

De manera similar que en 6, para cada Z, fO(z) = f(x) y rx es epimorfismo por lo tanto
es Unica.

7. La subcategoria plena Ind de Top que consiste de todos los espacios indiscretos es bire-
flexiva en Top. Para cada (X, 7) € Top su reflexion es la identidad 1x : (X,7) = (X,7)
donde 7 es la topologia indiscreta y para cada f : (X,7) — (Y, 0) con o indiscreta,tenemos

que fO:(X,n) — (Y,0) tal que fO(x) = f(x).

8. La subcategoria plena Dis de Top la cual consiste en todos los espacios discretos es
bicoreflexiva en Top. Si (X,7) es un espacio topolégico su coreflexion es la identidad
1x : (X,n) — (X, 7) con n la topologia discreta. De esta manera, para f : (Y,0) — (X, 7)
su extension f0 : (Y,0) — (X,n) esta inducida por f. Por la Proposicién 6.10 cualquier
subcategoria coreflexiva de Top es bireflexiva. En general, la coreflexién de X se obtiene
al cambiar de la topologia indiscreta a la discreta.

Concluiremos esta seccién mostrando las relaciones entre subcategorias reflexivas y sus limi-

tes.

Proposiciéon 6.11. Supongamos que B es una subcategoria reflexiva de una categoria A con
los funtores inclusion E : B — A y reflector R : A — B, y supongamos que D : K — B es un
diagrama en B sobre K. Si existe un colimite para Eo D : K — A, entonces existe un colimite
para D.

Demostracion. Supongamos que (X, (o : D(i) — X);copk) €s un colimite para E o D, es decir

1. Paracada a:i— j, o = a;j o D(a);
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2. Para cualquier otro pozo natural (Y, (8;)iconk) €xiste morfismo conector ¢ : X — Y tal
que B; = ¢ o ay;. Los siguientes diagramas conmutan:

D(i) 2> X EoD(i) %X
A iip EoD(a)l /
Y E o D(j)

Sea rx : X — RX la B—reflexion de X. Afirmamos que (RX, (rx o«a; : D(i) = RX)icopK ) €8
colimite para D.

1) Veamos que es un pozo natural, para cada a : i — j se tiene que rx ooy = (rx o) o D(a)
por nuestra hipétesis 1.

1) Si (W, (yi : D(i) = W)iconr) fuese otro pozo natural para D entonces w; o D(a) = w; asi
también es pozo natural para E o D, como (X, (;)icopk) es el colimite, existe p : X — W
tal que w; = ¢ o . Como ryx es B—reflexion y W €ObB existe ¢° : RX — W extension
tal que ¢ = ¢ o rx. Veamos que ¢ es el morfismo conector que buscamos: w; = @ o a; =
¢©% o (rx o ;). Ademés es tinico por definicion.

D(i) 2~ X X RX D(i) > w Y RW
o0
D(a)i /;’ D(a)l % w\
D(j) D(j) X ——=RX

X

O

Corolario 6.12. Si una categoria A es co-completa y B es una subcategoria reflexiva de A,

entonces B es co-completa.

Proposicion 6.13. Supongamos que B es una subcategoria reflexiva de A con los funtores
inclusion £ : B — A y reflector R : A — B, y que D : K — A es un diagrama en A
sobre K una categoria pequenia. Si (X, (a; : D(i) = X)icopk) €s un colimite para D, entonces
(RX,(Ra; : RD(i) = RX)icobk) es un colimite para Ro D : K — B.

Demostracion. Supongamos que (X, (a; : D(i) — X);copk) €s un colimite para D entonces
1. Es un pozo natural, es decir, para a : i — j se tiene que a; o D(a) = .

2. Para cualquier otro pozo (Y, (8; : D(i) = Y); € ObK) existe morfismo conector ¢ : X — Y
tal que B; = p o ;.

Veamos que (RX, (Ra; : RD(i) — RX);copk ) €s un colimite para Ro D.

1. Tenemos que

Rajorpy = rxoa; =rxoaj;oD(a)= Rajorpy oD(a) = Rajo RD(a)orpgy
Asi  Ra; = RajoRD(a) por la Proposicion 6.2




Por lo tanto es un pozo natural. En diagramas:

"D (i)

D(3) RD(7)
\ ROAZ'
D(a) X — RX RD(a)
@ Ra;
D(j) o RD(j)

2. Supongamos que (W, (w; : RD(i) — W);cobk) €s otro pozo natural, entonces (W, (w; o
o) : D(i) = W)icobr) es un pozo natural para D pues w; orp(;) = wjo RD(a)orp) =
(w]' o TD(j)) @) D(a)

Entonces existe morfismo conector ¢ : X — W tal que w; orp(;) = ¢ oa;; como W € ObB
para ¢ existe su B-extension ¥ tal que ¢ = @ ory.

Afirmamos que ¢° es el morfismo conector que buscamos pues w; o D@l = P o =
Worxoa; = oo Roy; orp(;)- Por lo que w; = o Ray;, ademés es tinica por ser extension.

TD(3)

D) —2L RD(i) D(i) — RD(4)
&\ x ® ’y
r 0
D(a) RD(a) 17 D(a) X RX LW RD(a)
% % Ra;
D(j) 55z BD() D(j) o0 RD(j)

Observacion 6.3. Supongamos que B es una subcategoria coreflexiva de Top con coreflector
R : Top — B y que (X;)ier es un conjunto de espacios topologicos X;. Entonces por el Dual
de la proposicion anterior tenemos que R([[,c; Xi) = [[;c; RX;, donde [] y []ic; denotan los
productos en Top v B respectivamente.

Si B es reflexiva en Top con reflector R : Top — B, la formula R([[,.; X;) = [[}c; RX; no
es siempre cierta (Glicksberg, 1993).




Capitulo 7

Teoremas de caracterizacion

En este capitulo asumiremos que A es una categoria y B es subcategoria plena y cerrada
bajo isomorfismos (ver Definicién 6.6) de A con el funtor inclusion E: B — A.

Proposiciéon 7.1. Sea D : K — B un diagrama en B sobre una categoria pequena K. Entonces
E oD es un diagrama en A sobre K.

1. Un limite (X, (o : X — D(i))icopk) para Eo D es un limite para D si y sélo si X € ObB

2. Si B es reflexiva en A, un limite (X, (a; : X — D(i))icopr) para D es un limite para

FEoD.
Demostracion. 1. Como (X, ()icopk) €s limite para D, por definicién de limite, se tiene
que X € ObK.

2. Supongamos que B es reflexiva en A y que (X, (o : X — D(i));copk) es limite para D
veamos que es limite para E o D. Por ser fuente natural para D, lo es para F oD y de
existir (Y, (B;i : Y — D(i))icopk) otra fuente natural para E o D por ser reflexiva existe
ry : Y — RY reflexion, donde para cada 3; existe extension (3;)° : RY — D(i) tal que
(8i)°ory = B;, luego D(a)o (B;)ory = D(a)oB; = fi = (i) ory, asi (RY, ((8:)?)icork)
es fuente natural para D por lo tanto existe morfismo conector ¢ : RY — X tal que
a;op = (£:)°.

Entonces pory : Y — X es el morfismo conector que buscamos ya que o; o (pory) =
(aiop)ory = (Bi)°ory =i .

Yy L b

O]

Definicién 7.2. Sea K una categoria pequena. B es cerrada en A bajo K limites, si para
cualquier diagrama D : K — B en B sobre K, un limite para £ o D también lo es para D.

Proposicion 7.3. Si B es refleziva en A, entonces B es cerrada en A bajo K-limites para

cualquier K categoria pequena.




Demostracion. Sea D : K — B un diagrama y (X, (o : X — D(%))icopk) un limite para

E o D, por la proposicién anterior basta demostrar que X € ObB. Sea rx : X — RX la
reflexion de X, para cada a; tenemos (a;)? : RX — D(i) su extension tal que (a;)? ory = ay,
luego (RX, ((2;)?)iconx) es fuente natural para E o D, por lo cual existe morfismo conector
0 : RX — X tal que o; 0 ¢ = (;)°. Entonces o; 0 p o rx = oy, por la unicidad del morfismo
conector, p o rx = lx. Por la Proposicion 6.2, como (ry op)ory = rx olx = lrx orx,
entonces rx o ¢ = lgx, asi @ es isomorfismo, RX €0ObB y B es cerrada bajo composiciéon con
isomorfismos, por lo tanto X € ObB. O

Corolario 7.4. Si A es una categoria completa y B es una subcategoria reflexiva, entonces B

es completa.

Definicion 7.5. Sea K una categoria pequenia. Un diagrama D : K — A estd inicialmente (es
inicial) en B si para cualquier K-objeto i existe un K-objeto j y un K—morfismo a : j — i tal
que D(j) € ObB.

B es cerrado fuertemente en A bajo K—limites si para cualquier diagrama D : K — A, el cual
estd inicialmente en B, cumple que un limite (X, (a;);copk) para D satisface que X € ObB.

Ejemplo 13. B es cerrado en A bajo igualadores si para cualesquiera u,v : Y — Z A-morfismos
con Y, Z € OB, el igualador de (u,v) en A pertenezca a B. B es fuertemente cerrado en A
bajo igualadores si para cualesquiera u,v : Y — Z A-morfismos con Y €0bB, el igualador de
(u,v) en A pertenece a B.

Notemos que el ser fuertemente cerrado bajo productos coincide con ser simplemente cerrado
bajo productos.

Proposicion 7.6. Si B es epireflexiva en A, entonces B es fuertemente cerrada en A bajo

K-limites de cualquier categoria pequena.

Demostracion. Sea B epireflexiva en A y D : K — A un diagrama el cual esta inicialmente
en By (X, (a; : X = D(4))icopk) un limite para D. Demostraremos que ry : X — RX es
isomorfismo.

Sea S = {i € ObK : D(i) € ObB}, paracada i € S existe un B—morfismo (o;)? : RX — D(i)
tal que (a;)? orx = ;. Para i € ObS, existe j € ObK y a : j — i tal que D(j) € ObB
as{ definimos (a;)? = D(a) o (a;)?, de existir k € ObK y @’ : k — i entonces tenemos que
D(a)o(a;)?orx = D(a)oa; = a; = D(a') oay = D(a)o (ay)?orx, es decir, esta bien definida.
De esta manera (RX, ((a;)?)icopk) es fuente natural para D, por lo tanto existe morfismo
conector ¢ : RX — X y por unicidad ¢p ory = 1x asi rx es secciéon y epimorfismo, por el
Corolario 2.18 es isomorfismo. Como B es cerrada bajo isomorfismos y RX estd en B entonces
X €ObB.

X —%5 D)

r D(a
Xl ADT @

RX —— D(j)

(a;)°
O
Definiciéon 7.7. B es cerrada en A bajo monomorfismos extremales (respectivamente monomor-

fismos) siempre que f : X — Y sea un monomorfismo extremal (respectivamente monomorfismo)
y Y € ObB, entonces X € ObB.
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Es claro que si B es cerrada en A bajo monomorfismos extremales entonces B es fuertemente
cerrada en A bajo igualadores .

Demostraremos que el inverso de la Proposicién 7.6 se cumple bajo algunas condiciones en
A. Este resultados es importante en las topologias categéricas.

Lema 7.8. Supongamos que una categoria A es completa, bien potenciada, co-bien potenciadas
y B es una subcategoria plena y cerrada bajo isomorfismos de A. Si B es fuertemente cerrada en
A bajo igualadores, entonces B es cerrada en A bajo intersecciones de monomorfismos requlares.

Demostracidon. Sea I un conjunto y h; : Z; — X un igualador de f;,9; : X — Y; para cada i € I,
por el Lema 4.4 una interseccion (W, ((¢)icr,h)) de (hi)ier puede construirse a partir de un
igualador (W, h) de morfismos f,g: X — [[;c; Yi tal que p;o f = f;, piog = g; parai € I. Asi,
si h; € MorB para cada i € I, X € ObB y al ser B cerrada fuertemente en A bajo igualadores
se tiene que W € ObB. O

Teorema 7.9. (Teorema de caracterizacion de Subcategorias Epireflexivas) Supongamos que una
categoria A es completa, bien potenciada, co-bien potenciadas y B es una subcategoria plena y
cerrada bajo isomorfismos de A. Entonces son equivalentes las siguientes proposiciones:

~

. B es epirefiexiva en A;
2. B es fuertemente cerrada en A bajo K-limites para cualquier categoria pequena K;
3. B contiene un objeto terminal de A y es fuertemente cerrada en A bajo pullbacks mailtiples;
4. B es fuertemente cerrada en A bajo productos y pullbacks;
5. B es fuertemente cerrada en A bajo productos e imdgenes inversas.
6. B es fuertemente cerrada en A bajo productos e intersecciones finitas;
7. B es fuertemente cerrada en A bajo productos e igualadores;
8. B es fuertemente cerrada en A bajo productos e intersecciones;
9. B es cerrado en A bajo productos y monomorfismos extremales.
Demostracion. 1. = 2. es la Proposicién 7.6.

2. < 8. se demuestra de manera similar que las ideas de el Teorema 4.5, asi s6lo demostra-
remos la siguiente implicacién:

7. = 2. Supongamos que D : K — A es un diagrama que estd inicialmente en B.
Sea S = {i € ObK : D(i) € ObB} y (X, (pi : X — D(i))ics) el producto en A de la
familia (D(i));cs, por hipotesis X € ObB. Sea A el conjunto de todos los pares (a,a’) de
K—morfismos a : j — iy d :j — i tales que 5,5’ € S. Para cada A\ = (a : j — i,d :
' —1i) € A, sea (Yy, fr: Yy — X) un igualador en A de D(a) op; y D(a’) o p;. Entonces
Y\ € ObB. Sea (Z, ((gx)ren, f)) una interseccion de (fx)rea. Por el Lema 7.8 tenemos que
Z € ObB. Para i € S, definimos o; = p;jof:Z — D(i) ysii € S, existe un K—objeto




j €S yun K—morfismo b:j — i en donde o; = D(b)opjo f: Z — D(¢). Entonces a; no
depende en la eleccién de j y b, pero esta determinado por 7.

Z D(j)
\ % fm
g X Dz
pj D(a")
Yy D(j")

Afirmamos que (Z, (;)icr) es un limite para D. Veamos que es fuente natural, para

a:j — 1 K—morfismo tenemos cuatro casos:

a) Sii,j € S entonces

D(a)oa; = D(a)opjof=D(a)opjo(frogr)=(D(a)opjofr)og
= (Ipgopiofa)ogn=pio(faogy) =piof=a;

con A = (1pgy, Lpg))

/\ Pi

Z—>Y>\—>X

b) Sij e S peroi ¢S entonces D(a)oaj = D(a)opjo f=a; por definicion.
c) Siie S peroj &S, entonces existe k € Sy b:k — j tal que
D(a)oa; = D(a)o(D(b)opgo f)=(D(a)oD(b))opko frogx

(D(a) o D(b) opi o fr) o gr = (D(aob)opgo fr)ogx
(Ip@opiofr)ogn=pio(faogy) =piof=a.

con A = (Ipgy,aob) € A

D(i)
f
/\ % k
Z——=Y, ?X D(3)

d) Sij,s ¢S, entonces existen k € Sy b: k — j, luego aob: k — i asi D(a)o o =
D(a)oD(b)opgof=D(aob)opio f=aq
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Por lo que (Z, (a;)icobk) es fuente natural. Sea (W, (8;)icopk ) otra fuente natural para el
diagrama D, entonces (W, (8;)icoprk ) es fuente natural para el producto (D(7));cs entonces
existe un morfismo conector ¢ : W — X tal que p; o ¢ = ;.

Luego (W, ) es fuente natural del igualador de (D(a) o p;j, D(a’) o pj) para cada A = (a
j—i,a :j' — i) € Ayaque

(D(a)opj)otp = D(a)o(pjo)) = D(a)ofj=p;i=D(a)oBy=D(d)o(pyorp)
= (D(d')opj)ot

Entonces, existe morfismo conector vy : W — Y), tal que f) oy = 4, para cada X € A.

De esta manera (W, ((7a)aea, %)) es fuente natural para la interseccion de (fx)xea por lo
tanto existe morfismo conector ¢ : W — Z tal que gy o o = 7.

l\/\

P YAHX

/\/

Ahora, para cada ¢ € ObK tenemos dos casos:

a) Sii € S, qsop=piofop=mpiofrogrop =piofroy =p oy = con
A= (1pw,lpu) € A

b) Sii ¢ S, existen j € Sya:j—ital que oy = D(a)opjo f asi

a;op = D(a)opjofop=D(a)opjo frogrop=D(a)op;jo frovx
= D(a)opjoyp = D(a)o B =i

Entonces ¢ es el morfismo conector que buscamos, por lo tanto (Z, («;)icopk) €s un limite
para D y B es fuertemente cerrada en A bajo K—limites.

2. = 9. Supongamos que f: X — Y es un monomorfismo extremal en A y Y € ObB. Sea
M la clase de todos los A-monomorfismos h : Z — Y con Z € ObB tales que existe
g : X — Z monomorfismo en A tal que f = hog. Veamos que A, f v M satisfacen las
condiciones del Lema 5.6

a) Sea (Z,((h; :+ Z — Z)ier,ho : Z — Y)) la interseccion de (v; : Z; — Y);er una
familia de monomorfismos de M, entonces existe z; : X — Z; monomorfismo tal que
f =w; 0z paracada i € I asi (X, ((2i)ier, f)) es fuente natural, por lo tanto existe
morfismo conector g : X — Z tal que h;og = z; paracadai € I y hpog = f, sabemos
que g es monomorfismo, por lo que hg € M.

b) Sea ¢ : X — U un morfismo, r : U — V un monomorfismo regular y s : V— Y tal
que f=soroqys € M,luego sor es monomorfismo y como f también lo es, por
la Proposiciéon 2.3 g es monomorfismoy f = (sor)oq porlo que sor € M.

¢) 1y € M pues f =1y o f y f, 1y son monomorfismos.




Asi, existe una terna (W, k: X — W, : W — Y) de un B-objeto, un A—epimorfismo k y
l € M, como f es monomorfismo extremal y k es epimorfismo, entonces k es isomorfismo,
por lo tanto X € ObB.

9. = 1. Sea X un A—objeto y (f; : X — Yj)ier un conjunto representativo de los epimorfis-
mos desde X cuyos codominios pertenecen a los objetos de B. Sea (Y, (p;)ier) el producto
de (Yi)ier en A. Entonces, por hipotesis, Y € ObB y al ser (X, (fi)icr) fuente natural
para el producto existe morfismo conector f : X — Y tal que p; o f = f; por el Teorema
de Factorizacion II (5.10), existe una factorizacion (Z,9 : X — Z,h: Z — Y) de f con
f =hog, g epimorfismo y A monomorfismo extremal en A. Por hipdtesis, Z € ObB.
Veamos que el epimorfismo g es la B—reflexién que buscamos.

Sea k : X — W un A—morfismo, con W € OBy (V;l : X - Vim : V — W)
una (epi, exmono)-factorizacion de k. Luego V € ObB y existe i € I y un isomorfismo
n:Y; = V tal que no f; = I. Asi tenemos que k° = monop;oh es la extension de k pues
Kog=monopiohog=monop;of=monof; =mol=k. La unicidad se sigue de
que g sea epimorfismo.

74 x_Fow

Y ——Y——
pi n

O]

Corolario 7.10. Supongamos que A es completa, bien potenciada y co-bien potenciada. Enton-
ces tenemos lo siguiente:

1. Si By, es una subcategoria epireflexiva de A para cada elemento A de una clase A, entonces
la interseccion [\ cp By es epirefleziva en A.

2. Para cualquier subcategoria B de A, existe una subcategoria epireflexiva B* de A que
satisface las siguientes condiciones:

a) B* D B,
b) Si B es una subcategoria epirefleviva de A y B' D B,entonces B' O B*.

3. La clase de todas las subcategorias epireflexivas de A es una reticula completa.

Demostracion. 1. Veamos que [, By es cerrada en A bajo productos. Sea (X, (p; : X —
Xi)ier) el producto de (X;);er objetos de (), Ba.
Para cada A € A, (X;);er es un conjunto de objetos de By y B es cerrado bajo productos
por ser epireflexiva, asi X € By. Por lo tanto, X € (., Bx. De manera similar (., By
es cerrada bajo monomorfismos extremales.
Por el teorema anterior ()., By es epireflexiva en A.

2. Sea M la clase de todas las subcategorias epireflexivas de A que contienen a B, M # ()
pues A € M. Luego (| M es subcategoria epireflexiva de A que cumplen los incisos a), b).

3. Sea S C M, tenemos que \/ S=JSy AS=/S5.
O
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Definiciéon 7.11. En el Corolario 7.10 2., a la categoria B* le llamaremos cubierta epireflexiva
de B en A. Para un A-objeto X o una clase C de A—objetos, las cubiertas epireflexivas de X
o C son también consideradas.

Proposicion 7.12. Supongamos que A es completa, bien potenciada y co-bien potenciada y B
una subcategoria de A. Entonces las siguientes condiciones para un A—objeto X son equivalen-

tes:
1. X pertenece a la cubierta epireflexiva B* de B en A;
2. Eziste un conjunto (X;);cs de B-objetos X; y un monomorfismo extremal f : X — [[..; X;.

Demostracion. Usando el Lemab.9, podemos demostrar que la subcategoria plena de A la cual
consiste de todos los objetos X que satisfacen la segunda condicién de nuestra hipotesis, es
cerrada bajo productos y monomorfismos extremales. Asi, esta proposicion se sigue del Teorema
de Caracterizacién 7.9. O

Ejemplo 14. 1. Topg es epireflexiva en Top. Para un espacio topolégico X, definimos la
relacion ~ en X como sigue: x ~ y para z,y € X si y s6lo si cualquier vecindad de x
contiene a y y cualquier vecindad de y contiene a z. X/ ~ es Ty ya que para [z] # [y]
existe U abierto en X tal que x € Uy y & U, luego [z] € n(U) v [y] € n(U), como
n~1(n(U)) = U abierto en X, entonces n(U) es un abierto en X/ ~. El morfismo cociente
n: X — X/ ~ es la Topg-reflexion de X, en donde, para cada f: X — Y Top-morfismo
con Y un espacio Tp su extension 0 : X/ ~— Y se define como fO([z]) = f(x), est4 bien
definida pues para [z] = [z] si f(x) # f(z) existiria V abierto en Y tal que f(z) € V' y
f(z) €V, luegoz € f~Y(V)yz¢& f~5(V) lo cual es absurdo pues f~!(V) es abierto en
X y x~ z, porlo que f(z) = f(2).

2. Top; es epireflexiva en Top con ¢ = 1,2,3. Para ¢ = 1, sabemos que Top; es cerrada
bajo productos. Ahora, si f: X — Y es inmersion y Y es 11, fX subespacio de Y es T,
entonces X es 171, por lo tanto Top; es cerrado bajo monomorfismos extremales. Por el
Teorema?7.9, Top; es epireflexiva en Top. De manera similar para ¢ = 2, 3.

3. Tyc es epireflexiva en Top pues el producto de espacios Tychonoff es Tychonoff, también
Tyc es cerrado bajo monomorfismos extremales.

Sea B la subcategoria de Top cuyos objetos son los espacios topolégicos X tales que
existe un Top-isomorfismo f : X — [0,1]. B es plena y cerrada bajo isomorfismos, por
la proposicién anterior, si B* es la cubierta epireflexiva de B. Asi X € ObB™ si y s6lo si
existe un conjunto (X;);c; de B—objetos y un Top-monomorfismo extremal. Recordemos
que, para cada X objeto en Tyc, existe un conjunto de intervalos cerrados (/;)jcs y una
inmersion f: X — [[;c; 1;. Por lo tanto B* = Tyc.

4. CompT; es la cubierta epireflexiva de B en Tops pues cada espacio compacto Hausdorff
es homeomorfo a un subespacio cerrado de intervalos cerrados y acotados.

5. Real-Comp es la cubierta epireflexiva de C en Topy donde C es similar a B cambiando
[0,1] por (0,1). Asi C es plena y cerrada bajo isomorfismos. Recordemos que, para cada
X € ObReal-Comp, existe un conjunto .J y una inmersion cerrada f : X — [],.;R. Por
lo tanto C* = Real-Comp.




6.

Si E es un espacio Hausdorff, un objeto de la cubierta epireflexiva de E en Top se denomina
espacio E—regular, mientras que un objeto de la cubierta epireflexiva de E en Tops se
denomina espacio E—compacto.

Dual. B es cerrado en A bajo K— colimites, D : K — A esté finalmente (es final) en B, B es
fuertemente cerrado en A bajo K—colimites, B es cerrado en A bajo epimorfismos extremales,

Teorema de Caracterizacién de Subcategorias Monocoreflexivas, cubierta monocoreflexiva.

Teorema 7.13. Supongamos que A es categoria cocompleta, bien potenciada y co-bien poten-

ciada y B es una subcategoria plena y cerrada con isomorfismos de A. Si A tiene un separador

y B contiene el separador en A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.

2.

7.

B es coreflexiva en A;

B es bicorefleriva en A;

B es fuertemente cerrada en A bajo K—colimites para cualquier categoria pequena K;
B es fuertemente cerrada en A bajo coproductos y coigualadores;

B es cerrada en A bajo K— limites para cualquier categoria pequena K.

B es cerrada en A bajo coproductos y coigualadores.

B es cerrada en A bajo coproductos y epimorfismos extremales.

Demostracion. 1. & 2. se sigue de la Proposiciéon 6.10.

1.

1.

5.

6.

< 4.y 1. & 7. se siguen de la dualidad del Teorema 7.9.
= 5. es el Dual de la Proposicién 7.6.
= 6. es un caso particular.

= 4. Sabemos que es equivalente ser fuertemente cerrada en A bajo coproductos y cerrada
bajo coproductos, es suficiente ver los coigualadores. Supongamos que B es cerrada en A
bajo coigualadores.

Sea f : X — Y un coigualador de g,h : Z — X tal que X € ObB por la finalidad del
coigualador, veamos que Y € ObB:

Sea S € ObB separador en A y {k; : S — Z : i € I} el conjunto de todos los
A —monomorfismos de S a Z y sea (W,(q; : Si — W);er) coproducto de (S;);er don-
de cada S; = S para i € I, por hipotesis W € ObB. Como (Z, (k;)icr) es otro pozo
natural, existe morfismo conector k : W — Z tal que k; = k o ¢; para toda i € I.

Afirmamos que k es epimorfismo, de no serlo, existen [,m : Z — V tal que lok =mok
pero | # m. Como S es separador, existe ig € I tal que [ o k;, # m o k;,, luego l o k;, =
lokogij, =mokog, =mok, Porlo tanto k es epimorfismo.

g
Z*>X*>Y

NN

S*>W Y’
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Veamos que (Y, f) es coigualador de go k y hok. Primero fo(gok) = (fog)ok =
(foh)ok = fo(hok)ysiexiste f/: X =Y’ tal que f'o(gok) = f'o(hok), al ser
k epimorfismo tenemos que f'og = f'oh y f es coigualador de g,h por lo que existe
morfismo conector ¢ : Y — Y’ tal que f' = po f. Por lo tanto f es coigualador de gok y

h o k, por su cerradura bajo coigualadores Y € ObB.
O

Ejemplo 15. Compgen, la categoria de espacios compactamente generados', es bicoreflexiva en
Top. Para un espacio topolégico X, sea RX = X donde su topologia consiste de todos los
abiertos U tales que U N K es abierto en K, para cada subespacio compacto C de X. Entonces
el morfismo identidad es una bicoreflexién. Compgen es una cubierta coreflexiva en Top de
Comp la subcategoria plena de Top que consiste de todos los espacios compactos.

'X es compactamente generado si 7 es la topologia final de X respecto al pozo {ir : K —
(X, 7)|(K, Tk )es un subespacio de X} e i) es la inclusion




Capitulo 8

Categorias (E,M)

En este capitulo, sean E'y M clases de morfismos en una categoria A las cuales serén cerradas
bajo composicion con isomorfismos. Generalizaremos las nociones de (Exepi, Mono)-factorizable
tratadas en el Capitulo 5.

Definicion 8.1. Una categoria A es (E, M)-factorizable si para cada A morfismo f: X — Y
existe una terna (Z, g, h) que consiste de un A—objeto Z y morfismos g: X — Z ,h: Z =Y
con g€ Ey he M tales que f = hog. La terna (Z, g, h) es llamada una (E, M)—factorizacion
de f.

Una categoria A (FE, M)-factorizable es (E, M)—factorizable univocamente (de manera tni-
ca) si, para (Z,9,h) y (Z',¢', 1) dos (E, M)-factorizaciones de un morfismo f: X — Y, existe
un isomorfismo ¢ : Z — Z' tal que ¢ = pogy h="h o.

Una categoria A tiene la propiedad (E, M)-diagonalizacién si para cualquiera morfismos
f WX g WY h: X —>Zyk:Y — Z satisfacen que hof =kogcon f € Ey
k € M, entonces existe un morfismo d : X — Y tal que g=do f y h = k od. El morfismo d es
llamada la diagonal del cuadrado (f, g, h, k).

w1 x

g/h

Y —7
k

Una categoria A es una (E, M) categoria si es (F, M )— factorizable y tiene la propiedad (E, M)-

diagonalizacion.

Proposiciéon 8.2. Si E C EpiA o M C MonoA, entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. A es una (E, M)-categoria

2. a) E y M son cerrados bajo composiciones

b) A es (E, M) factorizable univocamente.

Demostracion. 1. =2a)Sean f: X - Y yg:Y — Z dos A-morfismos en E y sea (W, h, k)
una (E, M)-factorizacion de g o f X Z
k

oA
53

gof
w
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Por hipotesis, existe d : Y — W diagonal del cuadrado (f,h,g,k) tal que h = do fy

g=kod.
f
X——=Y

Luego, existe d’' : Z — W diagonal del cuadrado (g,d, 1z,k) tal que d =d'og y 1 = kod'.

Y VA

1z

VA

Ny

w

Asi k es retraccion y monomorfismo por el Corolario 2.18 es isomorfismo. Por ser E cerrada
bajo isomorfismos y h € FE se tiene que go f = koh € E. De manera similar M es cerrado
bajo composicién.

1. = 2.b) Supongamos que (Z,g,h) y (Z',¢',h’) son dos (E, M)—factorizaciones de f : X —

Y comoge E,h' € M,g € Ey h € M existen diagonales d : Z — Z' yd : 7' — Z
de los cuadrados (g,¢',h,h') v (¢',g9, 1/, h) tales que ¢ =dog, h=hod, g=d ogy

W =hod.
X 9 Z
/
g f h
zZ! , Y

h

Luego, holy = h=hod =hod ody holy =h' =hod =h odod con h,h
monomorfismos 17 = d od y 1z = dod’', es decir, d es isomorfismo y cumple que ¢’ = dog
yh=~hod.

2. = 1. Por ser A una categoria (F, M)-factorizable univocamente entonces es (E, M) fac-
torizable. Resta ver que tiene la propiedad (E, M)-diagonalizaciéon. Sean f : W — X en
Eh:X—=>Z g W-=Y, k:—Z A-morfismosconke My f e Ftalesqueg=dofy
h=kod.

Sean (F1,g1,h1) v (Fa, 92, ha) (E, M)-factorizaciones de g y h.

Por hipotesis E y M son cerradas bajo composicion asi se tiene que (Fi,g1,k o0 h1) y
(Fy,g2 0 f,ha) son (E, M)-factorizaciones de ko gy ho f.

Como kog = ho f por unicidad existe ¢ : Fo — F} tal que g1 = pogiof y ha =kohiop.




Definiendo d = hjopogy : X — Y tenemos que do f =hjopogeof=hjogi =gy

kod=kohjopogys=hyogs =k.
O

Proposicion 8.3. Si A es una (E, M)—categoria con E C EpiA, las siguientes condiciones
para un morfismo k1Y — Z son equivalentes.

1. keM

2. Para cualesquier morfismos f W — X, g: W =Y, h: X — Z tales que ho f =kog
con f € E, existe una diagonal d: X — Y tal que g=do f yh=kod.

3. Sik=molconl:Y >WenE ym:W — Z, entonces | es un isomorfismo.

Demostracion. 1. = 2. Como A es una (E, M) categoria entonces tiene la propiedad (E, M)-
diagonalizacién por lo que se cumple 2.

2. = 3.5k =mol, entonces mol = koly yl € E, por 2. existe d : W — Y tal que
ly =dolym = kod, asi [ es seccién y epimorfismo, por el Corolario 2.18 es isomorfismo.

_low

Y
1yl / m
Y

_ .7
k

3. = 1. Como A esuna (E, M) categoria es (E, M )-factorizable entonces existe (W, [, m) una
(E, M)-factorizacion de k, es decir, k = mol conl € E'y m € M por (3), [ es isomorfismo

y m € M al ser M cerrada bajo isomorfismos se tiene que mol =k € M.
O

Corolario 8.4. Si A es una (E, M)—-categoria con E C EpiA, M satisface lo siguiente:

1. 855 (W(ag W = X,a0 : W = Y)) es pullback de (f : X — Z,g:Y — Z) ysige M,
entonces oy € M

2. M es cerrado bajo intersecciones y productos.

Demostracion. 1. Sean [ : W =V ym:V — X tales que a1 = mol conl € E. Como
(W, (a1, 2)) es pullback de f, g, entonces f oy = go as. Luego (fom)ol = goay con
le Eyge M porlo que existe d : V — Y diagonal del cuadrado (I, aq, f o m,g) tal que
fom = god;asi (V,(m,d)) es fuente natural para el pullback por lo que existe morfismo
conector ¢ : V. — Y tal que aj o p = m.

W “ X Wty 1% “ X
\ Sa % - y i
Vv YT>Z a2 174 f
/
Y - Z

Luego molop =moly comom € E, oy = 1y, asi [ es retraccion y epimorfismo por
lo tanto es isomorfismo, por la proposicién anterior oy € M.
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2. Sea (X, ((gi : X — Xi)ier,90 : X — Y)) la interseccion de (f; : X; — Y);er familia de
A—monomorfismos en M. Veamos que go € M.

Sea gg =molconl: X > W, m: W — Y conl € E, entonces para cada i € I existe
diagonal d; : W — X; del cuadrado (I, g;.m, f;) tal que d; ol = g;.

low

X
| 2|
gi m
X;,—Y
fi
(W, ((d;)icr,m)) es fuente natural para la interseccion, por lo que existe morfismo conector

p: W — X tal que m = ggo p, luego go = mol = gpo (pol)y go es monomorfismo
entonces 1x = @ ol. Por lo tanto [ es isomorfismo.

De manera similar es cerrado bajo productos.

Ejemplo 16.

Por el Teorema 5.5, el Lema 5.7 y el Teorema 5.10 tenemos que si A una categoria bien potenciada
tiene intersecciones y productos finitos, entonces es (Ex epi, Mono)-factorizable univocamente y
si A tiene intersecciones e igualadores, entonces es una (Epi, Ex mono)-categoria, donde ez epi
denota la clase de todos los epimorfismos extremales en A v Ez mono la clase de monomorfismos
extremales en A.

Sea FE la clage de todos los morfismos densos Top y M la clase de todas las inmersiones cerradas
en Top. Entonces Tops y Tops son (E, M) categorias.

Una funcién continua f : X — Y entre espacios topologicos X y Y es morfismo inicial si
cualquier subconjunto A de X es abierto si y sélo si existe un conjunto abierto B de Y tal que
A = f~1(B). Se puede demostrar que f : X — Y es inicial sii Cly(A4) = f~Y(Clx(f(A))) para
cualquier subconjunto A de X, donde Clx denota el operador cerradura en X. Denotemos la
clase de todos los morfismos iniciales en Top por Top Inicial o simplemente Inicial. Entonces
tenemos que Top es una (Bi, Inicial)-categoria . Naturalmente Epi Top D Bi Top y Ex mono
TopC Inicial Top. Ademas, si f es un morfismo inicial y X es un espacio Ty, entonces f es una
inmersion.

Definicion 8.5. Una (E, M)-categoria A es E-co-bien potenciada si para cada objeto X de A
la clase de todos los morfismos que pertenecen a E cuyo dominio es X tienen un conjunto de
1represemtamtes1 .

Teorema 8.6. (Teorema de Caracterizacion de Subcategorias E-reflexivas) Supongamos que A
es una (E, M)— categoria E-co-bien potenciada con E C EpiA y que A tiene productos. Enton-
ces, para B una subcategoria plena y cerrada bajo isomorfismos de A, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. B es E-reflexiva en A.

2. B es cerrada bajo productos y satisface que, si f : X — Y pertenece a M yY € ObB,
entonces X € ObB.

'Respecto a la siguiente relacién de equivalencia: para f: Y — X y g: Z — X dos elementos de E. Diremos
que f es isomorfo a g si existe un isomorfismo en A, ¢ : Y — Z tal que f =gop




Demostracion. 1. = 2. Por la Proposicién 7.3 como B es E—reflexiva entonces es cerrada

bajo productos. Ahora, sea f : X - Y en M conY € OBy rx : X — RX la B-
reflexion de X, para f existe fO: RX — Y extension donde f = fCory. Para el cuadrado
(rx,1x, f%, f), existe d : RX — X diagonal tal que dorx = 1x y f° = fod, como rx es
epimorfismo por consiguiente rx es isomorfismo. Por lo tanto X € ObB.

X X RX

1X / fO

. = 1. Sea X € ObA.

Por hipotesis, A es E-co bien potenciada entonces existe {f; : X — Y;} conjunto de
representantes de E con Y; € ObB para ¢ € I . Sea (Y,(p; : Y — Yi)ier) el producto

de (Yi)ier en A, como B es cerrada bajo productos Y € ObB. Luego, existe un tnico

A-morfismo f: X — Y tal que p; o f = f; para cada ¢ € I. X—f>Y

Y
Sea (Z,g: X = Y,h: Z — Y) una (E, M)-factorizaciéon de f donde f = h o g. Como
heMyY € ObB por 2. Z € ObB. Afirmamos que g es la B-reflexiéon de X.

Sea k: X — W un A-morfismo con W € OBy (V,l: X - V,m:V — W) una (E, M)-
factorizacién de k = m o [. Por consiguiente, existe j € I y n :Y; — V isomorfismo en A
tal que I =no fj.
V
21N

)

y<r_z

Ahora, definiendo k% : Z — W como k° = monop;oh se tiene que k = mol = mono f; =
monop;of=monop;ohog=Ek"og,launicidad se sigue de que g sea epimorfismo.
O

Corolario 8.7. Si A es una (E, M)—categoria E—co-bien potenciada con E C EpiA la cual

tiene productos, entonces se cumple:

1.

La interseccion de cualquier clase de subcategorias E — reflexiva de A es E—reflexiva en

A.

Para cualquier subcategoria B de A, existe una subcategoria E-reflexiva B* de A que
satisface las siguientes condiciones:

a) B* D B,
b) Si B’ es una subcategoria E-reflexiva de A y B' O B,entonces B' O B*.

Un A—objeto X pertenece a B* si y solo si existe un conjunto (X;);c; de B-objetos X; y

un morfismo f: X — [[,o; Xi que pertenece a M.

el
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Demostracion. Se demuestra de manera similar que el Corolario 7.10 y la Proposicién 7.12. 0O

La categoria B* serd una cubierta F—reflexiva de B en A y denotada por Ag(B) (Omitiremos
el subindice F si no hay confusion). Para X un objeto de A , la cubierta EF—reflexiva Ap(X)
de X en A es definida también. Un objeto Y € Ap(X) sii existe un conjunto I y morfismo
Y = Il,er Xi que pertenece a M con X; = X para cada i € I.

Ejemplo 17.

Sea f : X — Y un monomorfismo en Top, es decir, una funcién continua e inyectiva y sea ¥ un
espacio Ty (respectivamente, T7 0 T ). Como ya sabemos Top es una (Ex epi, mono)-categoria,
luego Topg, Top; y Top, son subcategorias (Ex epi)-reflexivas de Top respectivamente.

Sea f : X — Y un morfismo inicial en Top y Y un espacio regular (completamente regular).
Entonces X es regular (completamente regular). Asi las categorias Reg y Creg son bireflexivas
en Top, donde Reg y Creg son las subcategorias que consisten de todos los espacios regulares
y completamente regulares respectivamente.




Capitulo 9

Funtores topolbgicos

Sea A una clase propia o el conjunto vacio, {X |\ € A} una familia de espacios topologicos,
v fa: Y — X, una familia de funciones, para cada A € A. Entonces podemos definir la topologia
més pequena en Y que hace a cada f) continua. Si gy : X\ — Z es una funcién entre los conjuntos
Xy v Z para cada A € A, podemos definir la topologia méas grande en Z para la cual cada g
es continua. Estas son propiedades importantes en Top y en algunas otras categorias, las cuales
tienen propiedades similares a Top. En otras palabras, a partir de estas propiedades se derivan
otras de espacios topoldgicos, espacios uniformes, etc. De esta manera, nos interesara estudiar
categorias en general que tengan una relacién similar a la existencia de topologias iniciales y
finales.

Definicion 9.1. Para una categoria A, un par (X, (f) : X — X))aea de un A—objeto X y una
familia de A-morfismos f) : X — X con una clase indexada A es una A-fuente. Una A-fuente
es natural en A para una categoria discreta A, y una fuente natural es simplemente una fuente
si olvidamos la condicion de naturalidad.

Para un funtor F': A — B, una B-fuente (Y, (g5 : Y — F(X)))xea) con A-objetos X, para
cada A € A es llamado una F—fuente.

Una A —fuente (X, (f\)aea) €s una monofuente si para cada par de A-morfismos u,v : Z — X
que satisfacen fy ou = f) ov para cada A € A, se tiene que u = v.

Un A—morfismo puede ser considerado una fuente, de igual manera un monomorfismo tam-
bién puede considerarse una monofuente.

Sea E la clase de A—morfismos y M una coleccién de A-fuentes las cual es cerrada bajo
composicion con fuentes de isomorfismos. Una categoria A es (E, M )—factorizable si para cada
A-fuente (X, (fr: X — X))aea) existe una terna (Z, g, (Z, (hx: Z — Xx)xea)) la cual consiste
de Z un objeto, un morfismo g : X — Z en E y una A—fuente (Z,(hy : Z — X))xea)
en M tal que fy = h) o g para cada A € A. De manera similar a la Definicién 8.1, tenemos
nociones como: (E, M)—factorizable de manera univoca, propiedad de (E.M )—diagonalizacién
y (E, M)—categoria.

Dual. A—pozo (X, (fr : Xa = X)ren), F-pozo (Y, (gr : F(X2) = Y)xea), epipozos, (E, M)~
factorizable con E una colecciéon de A—pozos y M una clase de monomorfismos en A, etc.

Observacion 9.1. Si (X, (px : X — X))aea) es un producto de A—objetos (X))rea, entonces
(px) es una monofuente. En general, si (X, («;)) es un limite para un diagrama D : K — A,
entonces (o) es una monofuente.

Ejemplo 18. Sea (X, (fx : Xx — X)aea) una Set-fuente y (2, gz, hy) la (Epi, Mono)-factorizacion
de f) para cada A € A. Como Set es co-bien potenciada, existe un conjunto representativo
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{grlA € M} de {ga[X € A}.

Sea (Y, (px : Y — Z))) producto de (Z))aen como (X, (gx)renm) es otra fuente natural,
existe tnico morfismo conector k : X — Y tal que p) ok = g) para cada A € M, podemos tomar
ahora la (Epi, Mono)-factorizacion de k digamos (W, 1, m).

Sea A € A, definimos 7y : W — X, de la siguiente forma:

m = hyoprom si NeM
m = hxogupop,om si A\M con peM yelisomorfismo @,z :Z, = Zy
Afirmamos que (W, 1, (W, (nx)aeca)) es la (Epi,Monofuente)-factorizacion de (X, (fx)rea). Pri-

mero, | es epimorfismo y {n,} es monofuente pues es composicién de monofuentes. Luego, para
cada A € A se tiene que:

Si A €M,

mvol=hyopyomol="hyopyok=hyogy= fx
Si A €A\ M,

mol=hyopop,omol="hyopopyok="hyopnog,=hyogy= fx

X X
l 9 Th*
EON\IH
w Z
Y ?ﬂ« ZN

Por lo tanto Set es una (Epi, Monofuente)-categoria. De manera similar, Set es una (Epipozo,
Mono)-categoria.

Definiciéon 9.2. Un funtor F': A — B es topoldgico si, para cualquier F—fuente (Y, (g) : Y —
F(X)))xen), existe una unica A—fuente (X, (fy : X — X))xea) que satisface las siguientes

condiciones:
1. F(X) =Yy F(fy) = g para A € A, al cual llamaremos (F — levantamiento).

2. Para una A-fuente (Z, (hy : Z — X))aea) v un B-morfismo k : F(Z) — F(X) tal que
F(f\) ok = F(hy) para cada A\ € A, existe un tnico A-morfismo h : Z — X tal que
F(h)=ky frxoh=h) para A € A (F—inicial).

La A-fuente (X, (fy)) es llamada un levantamiento F-inicial de (Y, (gx))-

A F B
x-Pox, Y — 2 F(X))
" /h: g %)

Z F(Z)

Dual. Co-topolégico, levantamiento F-final.




El funtor que olvida | - | : Top — Set es topologico y co-topolégico . | - | :Tope— Set no

es topologico, pero podemos tratarlo de manera similar usando una nociéon de funtores (E, M )-
topologicos (H. Herrlich, 1974)

Proposiciéon 9.3. Si un funtor F': A — B es topoldgico, entonces es fiel. Es decir, la funcion
asociada F : [U,V]a — [F(U),F(V)|p es inyectiva para cualesquiera U,V € ObA.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que no es inyectiva, es decir, existen r,s : U — V
A —morfismos tal que r # sy F(r) = F(s). Sea A una clase que no es conjunto,para cada A € A
sea X) =V,ygr: F(U)— F(X)) tal que g\ = F(r) = F(s).

Para cada A € A, existe un levantamiento F'—inicial (X, (fy : X — X)) de la F—fuente
(F(U),(gr)). Para cada a € A, definimos una A—fuente (U, (hy : U — X))rep) donde hy = r
vy hy=ssA#a.

Sea k : F(U) — F(U) donde k = 1p (). Entonces para cada A € A F(fy) ok =gxolpq) =
F(r) = F(ho) = F(s) = F(hy), por la F-inicialidad de (X, (f))), existe un A—morfismo
h:U — X tal que F(h) =k y fyoh =hy. Si A\ # « entonces h,, # hy luego fo # f, es decir,
(f))xea tiene a todos sus elementos distintos entre si, por lo tanto es una clase propia que esta
contenida en [X, V]4 lo cuél es absurdo pues [ X, V]4 es un conjunto. O

Proposiciéon 9.4. Si F': A — B es un funtor topoldgico y si D : K — A es un diagrama en
A sobre una categoria pequena K, las siguientes condiciones en una A—fuente (X, (a; : X —
D(i))icobk) son equivalentes:

1. (X, () es un limite para D.

2. (X, (a;)) es F-inicial y (F(X), (F(a;))) es un limite para F o D.

Demostracion. 1. = 2. Primero veamos que (X, (o;)) es F-inicial.
Para la F—fuente (F(X),(F(a;))), existe tnico F'—levantamiento inicial (Z, (h; : Z —
D(1))icobk)-

Para la fuente en A (X, (o;)) y B—morfismo 1p(x) se cumple que: F'(h;)olpx) = F(a;)o
lpx)y = F(a;), por la F—inicialidad existe tnico morfismo h : X — Z tal que F(h) =
lp(x) Yy hi o h = «a;. Demostraremos que h es isomorfismo.

Notemos que para cada k-morfismos a : i — j, F(D(a) o h;)) = F(D(a)) o F(h;) =
F(D(a)) o F(a;) = F(D(a) o ;) = F(a) = F(h;), como F es fiel, D(a) o hy = h;. Por lo
tanto, (Z, (hi)icobr) es una fuente natural para D. Existe un tnico A morfismo conector
k:Z — X tal que oy o k = h;, entonces a; ok oh = h; oh = a4, es decir, ko h es
morfismo conector y 1x también lo es, por unicidad ko h = 1x. Ahora, para la A—fuente
(Z,(hi : Z — D(i))) y 1p(z) se cumple que F(h;) o 1pz) = F(h;) por la F—inicialidad
existe inico morfismos en A h, : Z — Z tal que h; o hy = h;, pero tanto 1 como hok lo
cumplen, por lo que hok = 1.

Resta ver que (F(X), (F(«;))) es limite para F o D.

Para cada a : i — j K-morfismo, F'(D(a)) o F(a;) = F(D(a) o o) = F(c;).

Sea (Y,(g9; : Y — F(D(i)))icobx) otra fuente natural para F o D, en especial es una
F—fuente, entonces existe un unico F'—levantamiento inicial (W, (f; : W — D(1))icopk)
que también es una fuente natural para D ya que, si a : ¢ — j es un K—morfismo,
F(D(a) o fi) = F(D(a)) o F(fi) = F(D(a)) o gi = gj = F(f;). Entonces D(a) o fi = fj.
Luego, existe un tinico A—morfismo conector ¢ : W — X tal que a;0p = f;. Proponemos
F(yp) : F(W) — F(X) como morfismo conector de Y a F(X) ya que F(«a;) o F(p) =
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F(fi) = gi- Ademas, éste es tnico ya que, si ¢ : Y — F(X) es otro morfismo conector,
F(a;) oY = gi, como (X, (ey)) es F' — inicial existe unico [ : W — X tal que F(I) =v¢ y
a; ol = f;, pero ¢ también lo hace. Por lo tanto ¢ = por lo tanto F(¢) = F(l) = 1.

2. = 1. Veamos que (X, (e;)) es limite para D.

Sea a : i — j un k—morfismo.

F(D(a) o o) = F(D(a)) o F(a;) = F(o), luego D(a) o oy = a5 por la fidelidad de F.

Sea (Z,(Bi : Z — D(i))icobk ) fuente natural para D. Observemos que, F'(D(a))o F(8;) =

F(5)).

De esta manera, (F(Z),(F(8;))icopk) es fuente natural para F o D por lo tanto existe

morfismo conector ¢ : F(Z) — F(X) tal que F(a;) o @ = F(f5;).

Para la A—fuente (Z, (8;)icovr) y €l B-morfismo ¢ : F(Z) — F(X) que satisface que

F(a;)op = F(f;), por lo tanto existe tnico morfismo en A ¢ : Z — X tal que a0 = f3;

vy F(¢) = ¢. ¢ es el morfismo conector que buscamos, ademas es tnico, pues de existir

otro, digamos [ : Z — X tal que o; ol = 3;, luego F(«;) o F(1) = F(5;), es decir, F(l) es

morfismo conector de F(Z) a F(X) por unicidad F(l) = ¢ = F(v), por lo tanto ¢ = .
O

Corolario 9.5. Cualquier funtor topoldgico preserva limites y monofuentes.

Demostracion. De la Proposiciéon 9.4 se sigue lo primero, veamos lo segundo.

Sea (X, (fx: X — X)\)xea) una A—monofuente y F' : A — B un funtor topologico. Veamos que
(F(X),(F(fx): F(X) — F(X\))xea) es una monofuente.

Sean w,v : Z — F(X) B—morfismos tales que F(fy\) ou = F(fy)ov para cada A € A.

Para la F—fuente (Z, (u,v : Z — F(X))) existe un tnico F'—levantamiento inicial (W, (v/,v" :
W — X)) donde F(u') =u, F(v') =V'y F(W) = Z.

Para cada A € A, F(fyou') = F(fy)ou = F(fy)ov=F(f\ov'), luego frou = fyov por ser
F fiel. Por hipotesis ' = v/, por lo que u = F(u') = F(v') = v. O

Teorema 9.6. Un funtor F': A — B es topoldgico si y sélo si es co-topoldgico.

Demostracion. Sean F' : A — B un funtor topolégico y (Y, (gx : F(X\) = Y)rea) un F—
pozo. Consideremos la siguiente propiedad sobre B-morfismos h : Y — F(Z) donde Z € ObA:
[x|hogy : F(X)) — F(Z) tiene un F-levantamiento, es decir, existe un A—morfismo k) : X — Z

tal que F'(ky) = ho gy.

X, " Z

F
F(X) 2>y L F(2)

\_/

hogy

Sea (hy : Y — F(Z,))uem la clase de todos los B-morfismos que satisfacen la propiedad [x].
Denotemos por k,y : X\ — Z, a un F—levantamiento de hy, o gy.

Para la F—fuente (Y, (hy, : Y — F(Z,))uem) existe un Gnico F'—levantamiento inicial (X, (I, :
X = Z,)uem) tal que F(X) =Y, F(l,) = hy,. Para cada A € A, consideremos a la A—fuente
(X, (kux : X\ = Z,)uem) v al B-morfismo gy : F'(l,)ogn = haogy = F(k,). Por la F-inicialidad




de (X, (I,)), existe un Gnico A-morfismo fy : X — X tal que [, 0 fy = kn y F(X)) = gx.

k h,o
X, i Z, F(X)) 1o F(Z,)
NG N
A X F(my) 1/
w F(W)

Entonces (X, (fy)) es un F—levantamiento final de (Y, (Y))) va que F(X) =Y y F(f\) = ga.
Ademas, para (W, (my : Xy = W)aea) un A—pozo y n : Y — F(W) un B-morfismo tal que
no gy = F(m)) para cada A € A. Se tiene que n satisface la propiedad [*] por lo tanto existe
€ M tal que hy =n, W =2, y my = k.

De esta manera, [, : X — Z,, es un A—morfismo que satisface: F((l,) = F(hy,) =ny l,o fi =
my. Ademas la unicidad de [, se sigue de la fidelidad de F. Concluimos que (X, (f))) es un
F—levantamiento final del pozo (Y, (gy)). Por lo tanto F' es co-topoélogico. O

Corolario 9.7. Cualquier funtor topoldgico preserva colimites y epipozos.

Corolario 9.8. Supongamos que F : A — B es un funtor topoldgico. Entonces si B es completa,
A es completa; y si B e cocompleta, A es cocompleta.

Demostracion. Sea D : K — A diagrama en A sobre K una categoria pequena. Sea (Y, (f; :
Y — F(D(i)))icopk) limite para F o D. Sea (X, (a; : X — D());copr) un F—levantamiento
inicial de (Y, (8;)). En particular F(X) =Y y F(a;) = S, por lo que (F(X), F(ci)icobk) €s
un limite para F o D, por la Proposicion 9.4 (X, («;)) es limite para D. Por lo tanto A es
completa. ]




Capitulo 10

Categorias Topologicas

Definicion 10.1. Sea F' : A — B un funtor. Un par (A, F') es una categoria topoldgica si se

cumplen las siguientes condiciones:
1. B =Set
2. F es un funtor topoldgico
3. Para cualquier Y € ObB, la clase F~}(Y) = {X € ObA|F(X) =Y} es un conjunto.

4. Para un B-objeto {P} que consiste sélo del punto P, F~1({P}) consiste de precisamente
un s6lo A-objeto.

Un par (A, F) de una categoria A y un funtor fiel F': A — Set es una categoria concreta.
En general, por la Proposicion 9.3, las categorias topologicas son concretas. Algunos autores
consideran las categorias topolégicas sin la condicién 1.

Proposicion 10.2. Si (A, F') es una categoria topoldgica, se cumple que:
1. A es completa, cocompleta, bien potenciada y co-bien potenciada.

2. Un A-morfismo f es un monomorfismo siy solo si F(f) es inyectiva y f es un epimorfismo

si y solo si F(f) es sobreyectiva.
3. Para cualquier A—morfismo f las siquientes proposiciones son equivalentes:

a) [ es una inmersion, es decir, un monomorfismo F—inicial en A:
b) f es un monomorfismo regular;

c) f es un monomorfismo extremal.
4. Para cualquier A—morfismo f las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) f es una identificacion, es decir, un epimorfismo F—final en A:
b) f es un epimorfismo reqular;

c) f es un epimorfismo extremal.

5. A es una (Idf, Monofuente)-categoria y una (Epipozo, Inm)-categoria, donde Idf e Inm
son las clases de todas las identificaciones y todas las inmersiones respectivamente.




6. Sea B una subcategoria plena y cerrada bajo isomorfismos de A y F' : B — Set un funtor

obtenido de F restringiendo el dominio o B. Si B es bicoreflexiva o bireflexiva en A,
entonces (B, F') es una categoria topoldgica.

Demostracion. 1. Por el Corolario 9.8 y dado que Set es una categoria completa y cocompleta
se tiene que A también lo es. Ahora, veamos que es bien potenciada.
Sea X un objeto en Ay Mx = {f : Y — X : f es monomorfismo} la clase de todos
los monomorfismos en X. Entonces Mp(x) = {F(f) : F(Y) — F(X)}, por la Proposicion
10.2, es una clase de monomorfismos en F'(X) como Set es bien potenciada, existe conjunto
de representantes R’ = {¢; : Z; — F(X)}ier de F(M). Asi, para cada f en My, F(f)
estd en Mp(x) entonces existe ¢ : F'(Y) — Z; isomorfismo tal que F'(f) = g; o ¢. Por ser
F topoldgico existe F—levantamiento final (W;, v : Y — W;) de (Z;, ¢). Para 1y y o1
existe ™1 : W; = Y tal que ¢! 0 v = 1y por lo que v es isomorfismo.
Ahora, para f:Y — X y g; : Z; — F(X) existe f; : W; — X tal que F(f;)giy f = fio.
Por lo tanto R = {f; : W; — X }ier es el conjunto de representantes que buscamos.

2. Sea f: X — Y un monomorfismo, entonces (X, f) es una monofuente, luego (F(X), F(f))

es una monofuente, o bien F(f) es monomorfismo por lo que es inyectiva.

Supongamos ahora que F'(f) es inyectiva, sean u,v : Z — X tales que fou = fowv entonces
F(f)o F(u) = F(f) o F(v) como F(f) es monomorfismo tenemos que F(u) = F(v) y F
es fiel, por lo tanto u = v.

3. Sea f: X — Y un monomorfismo en A.

a) = b)Supongamos que f es un monomorfismo F-inicial, entonces F(f) : F(X) —
F(Y) es un monomorfismo. Definimos en F(Y) la siguiente relacion de equivalencia:
2~ 2 e F(f)(F(X) Vv oz=2
Sea Q = FY/ ~ y definimos k : F(Y) — @Q como k = [29] con z € F(f)(F(X)) y
q: F(Y) — @ el morfismo cociente.

Para ({[20]},k : F(Y) — {[z]}) v (Q,q : F(Y) — Q) F—pozos finales existen k' :
Y =2Q yq¢d:Y —Q"talesque F(K')=ky F(¢) =q.

Para ({[z0]}, ko F(f) : F(X) — {[20]}) F—pozo existe g : X — P F—final pero
F(P) ={[20]} = F(Q') por ser categoria topologica P = Q' luego F(g) = ko F(f) =
F(K o f)y F fiel asi g =k ol. Por lo que ko f es final.

Ahora, tenemos que go F(f) = ko F(f) =iokoF(f)y F(¢ of) = qoF(f). Entonces
existe i : Q' — Q" tal que ¢’ o f = (i’ o k') o f.

Q" Q
A
XY@ PO o (o)

Afirmamos que f es igualador de i’ o k' y ¢/. Pues si f' : X’ — Y cumple que
i"ok' o f'=¢q o f entonces F(i' ok’ o f') = F(q' o f'), o bien ko F(f’") = qo F(f').
Paracada y € F(X'), koF (') (y) = qoF (/') (y), ast [z0] = [F(/") )] luego F(f')(y) €
F(f)(F(X)), es decir, existe z, € F(X) tal que F(f)(xzy) = F(f")(y). Definiendo
r: F(X') - F(X) donde r(y) = z,, tenemos que F(f') = F(f) or, como f es
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F—inicial existe ¢ : X’ — X tal que conmuta:

x“ov  ro) 2 ey
@T / TT F(f")
X' F(X')

Ademas @ es tnica pues f es monomorfismo.
b) = ¢) lo hemos demostrado ya en la Proposicion 2.17.

¢) = a) Supongamos que f es monomorfismo extremal y sea ¢ : Z — Y un morfismo
en A conk: FZ — FY tales que F(f)ok = F(g).
Para (FX, F(f)) una F—fuente existe (X', f/ : X’ — Y) un levantamiento F'—inicial,
para g y el Set-morfismo k existe a : Z — X' tal que F(a)=kyg=f o«

x Loy R

QT / g F(9)

Z F(Z)

Luego, para el A-morfismo f : X — Y y el Set-morfismo 1p(x) que cumplen: F(f) =
F(f') o lpxy, existe 8: X — X' tal que F(B) = 1px)y f = f' o B.

x Loy Fx) 2L povy

Ahora, como 1p(x) es epimorfismo, 3 también lo es y al ser f extremal se tiene que
f3 es isomorfismo. Definiendo h = f~1oa : Z — X se tiene que F(h) = F(371oa) =

lpxyok=ky foh=fofoa=foBof oa=oa=g
4. Dual del inciso anterior.

5. Sea {f; : X — Y;}ier una A-fuente, luego {F(f;) : F(X) — F(Y;)}icr es una Set-fuente.

Como ya hemos visto que cada morfismo en Set tiene un (Idf,Mono)-factorizacion entonces,
de manera similar al Ejemplo 18, se puede demostrar que Set es una (Idt, Monofuente)-
categoria. Asi, para {F(f;)}ier existe (Z',¢' : F(X) — Z',{h} : Z' — F(Y;)}icr) una
(Ist, Monofuente)—factorizacion, mas ain, cada h; es monomorfismo. Para (Z',¢’) F-
pozo existe g : X — Z levantamiento F—final donde F(g) = ¢'.
Para cada i € I , (X, f;) es una A-fuente y el Set-morfismo h' : Z' — F(Y;) tal que
F(f;) = hlog; por la F—inicialidad de ¢ existe h; : Z — Y; tal que f; = hjogy
F(h;) = h). Como cada h} es monomorfismo, entonces h; también lo es, por lo que {h;}ier
es una monofuente. Por lo tanto (Z, g, {h;}icr) es una (Idt,Monofuente)-factorizacion.

6. Supongamos que B es bireflexiva en A. Notemos que, para que (B, F’) sea una categoria
topologica, solo resta ver que F’ es topologico.
Sea (Y, (gx : Y — F'(X)))rea) una F'—fuente, como B es una subcategoria de A también
es una F'—fuente, por lo que existe F'—levantamiento inicial (X, fy : X — X))xea, ahora




para X un A objetoy fy: X — X con X € ObB existen rx : X — RX su B-bireflexién
y fY extensién. Luego F(rx) es un bimorfismo en Set, o bien, un isomorfismo por lo que
existe k : F(RX) — Y tal que F(rx)™' = k. Asi g\ o k = F(f}) para cada A € A, por la
F—inicialidad de (X, (f))) existe h : RX — X tal que F(h) =k y fyoh = f{. De esta
manera, F(horx) =F(h)o F(rx) =1y = F(lx), entonces horx = 1x por lo que rx es

isomorfismo, como B es cerrado bajo isomorfismos se tiene que X € ObB.
O

Por el ultimo resultado, tenemos las siguientes equivalencias (H. Herrlich, 1976):
1. (B, F’) es topologico;

2. B es una subcategoria bicoreflexiva de alguna subcategoria bireflexiva de A;
3. B es una subcategoria bireflexiva de alguna subcategoria bicoreflexiva de A.

En general, muchas de las propiedades en los espacios topoldgicos que son interesantes o im-
portantes en la topologia categérica son las de las categorias topoldgicas; es decir, hoy en dia el
estudio de la topologia categdrica se centra en la investigaciéon de las categorfas topoldgicas.
Ahora sea (A, F') una categoria topologica y X un A-objeto. Para cualquier A-objeto Y, sea
X x(Y) =X xY y, para cualquier A—morfismo f:Y — Z,sea X x (f) =1lx x f=XxY —
X x Z. Entonces obtenemos un funtor X x —: A — A.
Recordemos que, para un diagrama D : K — A, donde K consiste de un s6lo objeto ¢ y morfismos
de la forma a : i — i, tales que D(i) = X un A-objeto y D(a) : X — X, no necesariamente
todos iguales a la identidad, tiene por colimite a (Y, f : X — Y) si para cada D(a) : X — X,
foD(a) = fy de existir otra fuente natural (Z,g) existe anico morfismo conector ¢ : Y — Z

tal que po f =g.
Lema 10.3. (Y, f) es colimite para algin diagrama D si y solo si f es identificacion.

Demostracion. Si (Y, f) es colimite para algun diagrama D por el dual de la Proposicion 9.4
tenemos que (Y, f) es F-final y (F(Y'), F(f)) es colimite para FoD. Veamos que f es epimorfismo.
Sean u,v:Y — Z tal que uo f =vo f, paraa:i— i € MorK se tiene que f o D(a) = f por
la naturalidad de (Y, f) luego wo fo D(a) =uo f, asi (Z,uo f) es pozo natural para D, por lo
que existe tnico morfismo conector Y — Z pero u y v también lo son, por lo que u = v.
Ahora, si f es identificacién es F' final y epimorfismo, por lo que F(f) es sobreyectiva.
Entonces, existe F(f)™!: F(Y) — F(X) tal que F(f) o F(f)™" = 1py).
Sea F o D el diagrama de un objeto F(X) y morfismo F(f)~o F(f): F(X) — F(X) ademés
de la identidad. Se tiene que (F(Y), F(f)) es pozo natural pues F(f)o (F(f) ‘o F(f)) = F(f).
Ahora, si (W, g) es otro pozo natural, es decir g o (F(f)™' o F(f)) = g entonces go F(f)™! es
morfismo conector y es tnico pues F(f) es epimorfismo. Por el dual del Teorema 9.4, se tiene
que (Y, f) es colimite. O

Proposicion 10.4. Para una categoria topoldgica (A, F), las siguientes proposiciones son equi-

valentes:
1. Para cualquier A—objeto X, el funtor X x — preserva colimites.
2. Para cuolquier A—objeto X, el funtor X X — preserva coproductos e identificaciones.

3. A satisface las siguientes condiciones:
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a) Para cualquier A-objeto X y una familia de A-objetos (Y\)rea con un conjunto inde-
zado A, X X ([ cp Yo) es isomorfo a [[ycp (X x Y)) donde [] denota el coproducto
en A.

b) Si f: X =Y es una identificacion entonces 1z X f: Z x X — Z XY también lo es.
4. A satisface la condicion a) del inciso anterior y la siguiente condicion V).

V) Sif: X =Y yg:Z — W son identificaciones, entonces f x g: X x Z - Y x W
también lo es.

5. Para cualquier A—objeto X, el funtor X x — preserva epipozos F—finales.

6. Para cualesquiera X,Y objetos en A, existe un A—objeto Y~ que satisface las siquientes

condiciones:

a) F(YX) =[X,Y].

b) Para el Set-morfismo exy : F(X) x [X,Y] = F(Y) definida por exy(x, f) =
F(f)(x) para x € F(X), f € [X,Y], eziste un A-morfismo dxy : X x YX =Y tal
que F(dxy) =exy.

c¢) Para cualquiera A—objetos X,Y, Z, el Set-morfismo c : [Z,YX] — [X x Z,Y] definida
por o(f) =dxy o (1x x f) para f € [Z,YX] es un epimorfismo.

7. Para cualguier A—objeto X, el funtor H = X X - tiene un adjunto derecho, es decir, para
cualquier A-objeto Y existe un A-objeto G(Y') y un A—morfismo ny : H({G(Y)) = Y que
satisface la siguiente condicion: Para cada Z objeto en A y cada f: H(Z) — Y morfismo
en A, existe un tinico morfismo en A f0:Z — G(Y) tal que ny o (H(f°)) = f.

Demostracion. 1. = 2.

Sea f : X — Y una identificacién, por el Lema 10.3 es colimite, por hipétesis 17 x f
también lo es, luego por el Lema 10.3 es identificacién. Por lo tanto, el funtor producto
manda identificaciones en identificaciones y coproductos en coproductos.

2. = 3. Sea [[cp Yn el coproducto de (Y))rea una familia de A-objetos, por hipétesis
X x [Tyep Yo es coproducto de la familia de A—objetos (X x Y\ )xea pero [yecp (X x Y))
también lo es, por la Proposicién 3.4 son isomorfos.

3. = 4. Primero, notemos que si a : X — Y y 8 :Y — Z son identificaciones entonces
B o« también lo es. En efecto, sabemos que la composicién de epimorfismos también es
un epimorfismo. Ademaés, la composicion es F—final, pues paray: X - Wy k: F(Z) —
F(W) tal que F(vy) = ko F(foa).

. F(W)
/ = Tk
v
TR FOFg PO )
~

Boa F(Boa)




Entonces por la F-finalidad de o y dado que F(y) = (ko F(B)) o F(«) existe k' : Y — W
tal que F(h')=ky~y=hoa.

Tk
7 W F(v) F(2)
F(X) W F(Y)

Luego, por la ultima igualdad y la F'—finalidad de 3, existe h: Z — W tal que F(h) =k

yh =hop.
4% F(W)
AR
Y——=12 F(Y)——>F(Z
E V) 5 F(2)

Entonces v = W oa = hoBoay F(h) = k. Por lo tanto 8 o o es una identificacion.
Observemos que, ésto se cumple para epipozos F'—finales con una demostracion anédloga.

Ahora, para f: X - Y yg:Z - W, fxg=(ly xg)o(f x1z), como fy g son
identificaciones por hipétesis 1y X g y f X 1z son identificaciones y por la observacién
anterior la composicién también lo es; asi f X g es una identificacion.

4. = 5.5ea (Y, (fi : Y = Y)renm) un epipozo F'—final y sea (Zy, g, hy) una (Epiex, Mono)—
factorizacion de fy en A para cada A € A. Por ser A bien potenciado existe un conjunto
de representantes {hy|A € M} de {hy € A}. Sea (] car Zx, (@1)rem) el coproducto, como
(Y, (ha)xenr) es pozo del coproducto, existe morfismo conector & : [y Zx — Y tal que
hy = koqy para cada A\. De manera similar, sea (] [ycps Y2, (Pa)aenr) €l coproducto y para

(HAeM Zx, (qx © ga)aenm) existe morfismo conector H)\EM g : H)\GM Y\ — HAeM 7.

Yy I Y
Px Z)\

A

q
HAeMg
HAGM Y *;H,\GM Zy

k

Podemos definir:
l:ko(H ) : ]_[ Yy oY
AeM AeM

Afirmamos que [ es una identificacion. Por ser (f))xea un epipozo con fy = hy o gy,
(ha)aea también lo es, ademas hy = ¢y, o hy, para algin m € M y ¢y, isomorfismo, por
lo que (hy)xen €s un epipozo, asi k es epimorfismo. Luego, como cada gy es epimorfismo,
[I\cas 9» también lo es; por lo tanto [ es epimorfismo. De manera similar, al ser (fy)xea
F—final tenemos que [ es F'—final.

Por hipotesis, 1x x 1 : X x (][] cpr Y2) = X X Y es una identificacion y (X x []Y), (1x x
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Pa)aeca) es coproducto. Ademas, por el dual de la Proposicion 9.4 este ultimo también es
F-final. Esto implica que (X x [[Y),(1xf))) es un epipozo F-final.

5. = 6. Sean X,Y, Z objetos en A y sea f: F(Z) — [X,Y] un Set-morfismo. Definimos
d(f)=exyo (1F(X) x f): F(X)x F(Z)— F(Y)
Sea A la clase indexada de la clase:
R={fH:F(2\) = [X,Y]|3gr: X x Zy > Y € MorA : ¢(f)) = F(gx) }rea

Para cada h € [X,Y], por ser (A, F) categoria topolégica existe tinico Zy € ObA tal que
F~Y({h}). Podemos definir, fo : F(Zy) — [X,Y] morfismo en Set como fo(h) = h y
g: X X Zyg— Y morfismo en A donde g = h omx que cumplen:

d(fo)(x,h) = exyo(lpx) X fo)(x,h) =exy(z,h) = F(h)(z) = F(h) o mpx)(z, h)
= F(honx)(xz,h) = F(g)(x,h)

Por lo que fy € R. De esta manera, ([X,Y], (fx : F(Z)) = [X,Y])ren) es un F—epipozo en
Set. Definimos YX como (Y, (hy : Z) — YX)) el levantamiento F—final de ([X, Y], (f))).
Entonces F(YX) = [X,Y] donde (YX, (h))) es un epipozo F—final.

Por hipotesis, (X x Y, (1x x hy; X x Zy — X x YX)) es un epipozo F-final.

Para (Y, (gr : X X Zy = Y)xea) un A-pozo y el Set-morfismo exy : F(X) x [X,Y] —
F(Y) tal que F(gx) = c/(fa) = exyy o (1px)xf,) = ex,y o F'(1x x hy). Por lo tanto, existe
dX’y : X X YX — Y tal que F(d)gy) =exXy yag\= dX7y o (lx X h)\).

Y FY
/ Td F(gx) T
X,Y EX)Y
X xZy—=XxYX F(X) x F(Zy)——=F(X) x [X,Y]

1x xhy 1rx X fa

Por tltimo veamos que c: [Z,YX] = [X x Z,Y] es epimorfismo, o bien, sobreyectiva.
Sea k : X x Z — Y un morfismo en A. Para cada z € F(Z), existe tnico P € ObA tal
que F(P) = {z} podemos definir 2y : F(P) — F(Z) donde z(F(P)) = {z} la funcién
constante z.

Ahora, (F(P),Zy) es una F—fuente por lo que existe (P,zg : P — Z) una A-fuente tal
que F(z9) = 20 asi F(Zy)(F(P)) ={z}.

De manera similar, para @ : F'(X) — {z} la funcién constante z, existe a: X — P tal que
Fla) = a.

Asi (X, (a,1x)) es fuente del producto de (X, P) por lo que existe morfismo conector
1: X > X xPtalquelxy =pxoi.

X x P

T XP‘\
i | | PX
X

«

P




Definamos k, = ko (1x x z9)oi: X =Y yl: F(Z) — [X,Y] por [(z) = k.. Entonces

d()(x,z) = exyo(lx xI)(z,2) =exy(z,l(2)) =exy(z,k,) = F(kz)(z)
= F(ko(lx x 20) 0t)(x) = F(k) o (1p(x)x5) (@, 2) = F(k)(z,2)

Asi, (1) = F(k). Por definicion de Y~ existe morfismo en A m : Z — Y tal que
F(m) =1l ast F(C(m)) = F(dxyo(1x xm)) =exy o (lpx) x 1) = (l) = F(k). Por lo
tanto c¢(m) = k.

6. = 7. Para Y € ObA, sea YX = G(Y) un A- objeto y ny = dxy : H{G(Y)) = Y se
cumple que:
Para cada A-objeto Z y A—morfismo f: H(Z) —» Y, sea z € F(Z).
Podemos definir, como en el inciso anterior, i, : X - X X Py a: P — Z. Entonces
(X x P, (px,ao0pp)) es fuente del producto (X, Z) por lo que existe morfismo conector
i' : X x P — X x Z. Definiendo ¢ : F(Z) — [X,Y] tal que g(z) = foi oi, se tiene que
d(g) = F(f). Por definiciéon de Y, existe f0: Z — Z — X x Y tal que ny o (H(f°)) =
dX7Y o (1X X fo) = f

7. = 1.Sea D : K — A un diagrama en A sobre una categoria pequena K y (Y, (o; : D(i) —
)) un colimite para D. Entonces (H(Y'), H(c;)) es un colimite para H o D. Esto se puede
demostrar de manera similar a la prueba de la Proposicién 7.1

O

Definicién 10.5. Una categoria con productos de pares es cartesianamente cerrada si satisface
la condicion 7. de la Proposicién 10.4.

Definicion 10.6. Sea (A, F') una categoria cartesianamente cerrada. Para cada objeto Y

1. “E1l” funtor exponencial covariante para Y, denotado por ()Y : A — A, es“el” funtor

adjunto para (C' x -) y es definido, para cada A-morfismo X R Z , por:

Y f vy Iy
)V (X—2Z)= X' —>7

donde fY es el tinico A-morfismo que hace conmutar el diagrama:

Yy x XY™ o x

1Y><fyl lf

YxZ¥ —s7
nz

2. “EI” funtor exponencial contravariante para Y, denotado por Y) : A — A es

definido, para cada A-morfismo X AN Z , por:

YO(x Lozy— yx Y yz
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donde Y/ es el tinico A-morfismo que hace conmutar el diagrama:

fx1

XxyZ_ Y2 _guyZ
1X><Yfl lﬁy
X xYyX , Y

Ny

Proposicion 10.7. Si A es una categoria topoldgica cartesiana-cerrada se cumple que:
1. XYXZ ~ (XY)Z'
2. (ITx0)" =TI
3. X1 ~ TI(X)%;
4- X x ([Yx) = [I(X x Y3);

Demostracion. 1. Como (Y x Z) x (-) = (Z x (+)) o (Y x (+)), por la definicién del funtor
covariante (-)Y*Z ~ (:)% o (-)Y. Luego, para X € ObA se tiene que (X)¥*% ~ (XV)%

2. Como ()Y es un funtor adjunto, preserva limites por lo tanto ([T X\)¥ ~ [[(Xx)¥

3. De manera similar al inciso anterior, el funtor exponencial contravariante que va de A%’ a
A preserva productos, por lo tanto XY ~ JT(X)"

4. Se sigue de la equivalencia 7. < 1. de la proposicién anterior.
O

Observacion 10.1. Top no es cartesianamente cerrada. Las subcategorias plenas de Top, que
consisten de todos los espacios que satisfacen cada condicién de abajo, son categorias topoldgicas
cartesianamente cerradas:

1. espacios generados finitamente,
2. espacios secuenciales,
3. espacios (Hausdorff compactos)-generados
Las siguientes también son categorias topolégicas cartesianamente cerradas:

4. La categoria Simp que consiste de todos los complejos simpliciales y morfismos simplicia-
les.

1. La categoria Born que consiste de todos los espacios bornolégicos y morfismos acotados.

Las investigaciones de categorias cartesianamente cerradas comenzaron con la idea de obte-
ner “categorias convenientes” para la topologia algebraica, teorfa de algebra topoldgica, etc., y
fueron continuadas por muchos autores (Nel, 1976). La categoria de todos los espacios (Hausdorff
compactos)-generados es una categoria topologica cartesianamente cerrada pero no es cerrada
bajo productos finitos en Top. Asi que no podemos decir que este tipo de categorias sean conve-
nientes. H. Herrlich (1983) demostré que no existen subcategorias “suficientemente convenientes”
en Top. Sin embargo, existen muchos tipos de categorias convenientes contenidas en Top y de
esta manera se obtienen muchos resultados interesantes (ver R. Herrlich y Strecker (1986)).
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Apéndice A
Funtores adjuntos

Definicion A.1. Un funtor G : B — A es adjunto si se cumple que:

Para cada A-objeto A, existe f : A — G(B) un A-morfismo con B un B—objeto tal que, si
/' A— G(B') es un A—morfismo con B’ un B-objeto entonces existe un tnico A-morfismo
f: B — B’ que hace conmutar el siguiente diagrama.

A—t-am
X a(f)

G(B')

Dual. Funtor co-adjunto.

Ejemplo 19. Una subcategoria B de una categoria A es (co)reflexiva en A siy solo si la inclusion
E : B — A es un funtor (co-)adjunto.

Proposicion A.2. Si Gy : B —> A y Gy : C — B son funtores adjuntos entonces G1 o Ga :
C — A también lo es.

Demostracion. Sea A un A-objeto; por ser G adjunto, existe f : A — G1(B) un A-morfismo con
B un B-objeto que cumple la Definicion A.1; luego para B, por ser G2 adjunto, existe g : B —
G2(C) con C €ObC que cumple la Definicion A.1. Definamos h = Gi(g) o f : A — G1 0 G2(C)
y veamos que cumple también con la definicién. Sea h’' : A — G o G2(C’) un A-morfismo con
C’ €ObC, entonces Go(C’) €ObB por lo que existe f: B — Go(C") tal que B = Gi(f) o f.
Luego, para f : B — G5(C') existe h : C — €’ C-morfismo tal que f = G(h) o g, entonces
G1(f) = G10Ga(h)oGi(g). Porlo que W = G1(f) o f = G1oGa(h) oGi(g)o f = G1oGa(h)oh.
En diagramas:

A Gi(B)  B—%Ga(0)  A=—26(B) -6 0 6u(0)
Gi(f Ga(h & G10Ga(h
y 1(f) ; 2(h) ¥ 10G2(h)
G1 (¢] GQ(C’) GQ(C/) Gl (¢] GQ(C/)
Por lo tanto G1 o G2 es funtor adjunto. O

Proposicion A.3. Los funtores adjuntos preservan limites.

Demostracion. Sea G : B — A un funtor adjunto, sea D : I — D un diagrama, y sea (L, (I; :
L — Dj)ier) un limite para D. Entonces, para cada a : i — j €Morl, D(a) o l; = I; luego




(G(D(a))o(G(l;) = G(l;) asi (G(L), (G(l;))ier) es fuente natural para Go D. Sea (S, )(fi : S —
G(D;)) una fuente natural para G o D. Para S un A-objeto; existe u : S — G(B), con B un
B—objeto que cumple con la Definicion A.1 por ser G adjunto; entonces, para cada i € I, existe
tnica f; : B — D; tal que f; = G(fl)ou luego f; = GoD(a)o f; = Go D(a) o G(f;) ou =
G(D(a) o fl) o u, por la unicidad de f; se tiene que f] = D(a) o o f;; por lo que (B, (fz)zej) es
fuente natural para D. Por lo tanto existe morfismo conector ¢ : B — L tal que fl = [; 01 para
cada i € I.

fz fl fz

L H— D; S G S ——D; B——D;
\ l / \ iD‘“) wl /
L G(f) fs bi
G(B) D; L

Definiendo ¢ = G(¢p) ou : S — G(L) es el morfismo conector que buscamos, ya que f; =
G(fi)ou = G(l;)oG(1h)ou = G(I;) 0. Ademés, de existir v : S — G(L) tal que f; = G(I;)o~y; por
ser G adjunto, existe tinica 4 : B — L tal que v = G(9)ou, asi f; = G(I;)oG(¥)ou = G(l;0%)ou,
por la unicidad de fl se tiene que f, = [; o4 y por la unicidad de ¥ se tiene que ¥ = 4, por lo

tanto ¢ = 7.
O
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