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Resumen

Se investiga el impacto de las corrientes cargadas que acoplan bosones de norma pesados, neutrinos
pesados y los leptones del Modelo Estandar, en decaimientos de un leptén cargado a tres cuerpos, donde
hay violacién de sabor lepténico. Se consideran las contribuciones més significativas a BR(l, — l@lgfg),
las cuales son vélidas para neutrinos de Dirac y de Majorana. Primero se analiza el decaimiento del
lepton p en tres leptones y de ahi se determina un conjunto de masas del bosén de norma W y de
los neutrinos pesados que hacen consistentes las cotas superiores reportadas por la colaboracion SIN-
DRUM, se puede apreciar que estas masas no son muy grandes, oscilan entre GeV y pocos TeV. Luego

utilizamos esos pardmetros para calcular BR(T — lgl,l,), los cuales se encuentran entre ~ 10714 — 10713,

Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis fueron la principal motivacién para publicar el

articulo [IJ.






Introduccion

La fisica de neutrinos es una rama de la fisica de las particulas elementales que ha generado gran
interés en la comunidad cientifica debido a que ha proporcionado pruebas experimentales de fenémenos

fisicos que no pueden ser explicados por el Modelo Estandar de las interacciones fundamentales.

El concepto de neutrino fue propuesto por Wolfgang Pauli en 1930 [4] bajo el supuesto de que
estas particulas podian poseer masa, pero, debido a la falta de pruebas experimentales asociadas a dichas
masas, se genero la idea de que éstas podian ser exactamente cero, por lo que el Modelo Estandar fue
formulado bajo esta hipdtesis. Poco despues de la confirmacion de la existencia de los neutrinos, en
los famosos experimentos de Hanford en junio 1956 [5l [6], Bruno Pontecorvo sugirié que los neutrinos
podian oscilar [7, [§]. El hecho de que los neutrinos se mezclan y son masivos fue la principal motivacién
para propouner estas oscilaciones [9]. En 1998 aparecieron las primaras senales de las oscilaciones de los
neutrinos, en los experimentos llevados a cabo en las instalaciones del Super-Kamiokande [I0]. Pocos
anos después el Subdury Neutrino Observatory confirmé [II] la hipdtesis de que las oscilaciones de
los neutrinos eran capaces de explicar el déficit de neutrinos-electron solares medidos por el equipo de
Raymond Davis Jr. [12], con respecto a las predicciones tedricas proporcionadas por John Bahcall y
colaboradores [I3]. El ciclo finalmente se cerré en 2012, cuando las colaboraciones Daya Bay y RENO

midieron el dltimo dngulo de mezcla de los neutrinos [14] [15].

La confirmacién de que los neutrinos tienen masa conlleva a la posibilidad de que éstos sean fer-
miones de Dirac o de Majorana, lo cual fue estudiado en un inicio por Ettore Majorana [I6]. Las
propiedades electromagnéticas de los neutrinos son cantidades fisicas que tambien distinguen entre
particulas de Dirac y Majorana [I7, [18]. El dnico momento electromagnético diagonal de neutrinos de
Majorana que puede ser diferente de cero es el momento anapolar, en contraste con los neutrinos de

Dirac, donde no hay restricciones generales sobre las propiedades electromagnéticas diagonales.

En esta tesis nos interesan los decaimientos lepténicos de los leptones p y 7. El leptén 7 fue descubierto
en 1975 en el anillo de almacenamiento de pares electrén-positrén SPEAR [20]. El estudio de este
leptén es interesante porque, debido a su enorme masa con respecto del resto de los leptones, su espacio

fase permite una gran variedad de modos de decaimiento [2I], que incluyen ain estados finales hadrénicos.

VII



VIII Introduccion

Los decaimientos lepténicos del leptén 7 en tres cuerpos comunmente estudiados [2I, 22] son
T = Urele, T — V[, Estos ocurren en el Modelo Estandar, a nivel de arbol mediante
interacciones electrodébiles que producen bosones W virtuales los cuales, a su vez, generan pares
leptén-antineutrino [22]. Por otra parte aquellos procesos fisicos que se encuentran muy suprimidos o,
incluso, prohibidos por el Modelo Estdndar son muy relevantes, ya que son lugares en los que efectos
de la nueva fisica podrian manifestarse. Es en este contexto, que se tiene como objetivo el estudio de

decaimientos trilepténicos de los leptones p y 7, producidos por alguna descripcion de alta energia que

involucra neutrinos masivos que se mezclan.

Un fermién que se encuentra en una situacién parecida a la del leptén 7, en el Modelo Estdndar,
es el quark t, ya que es el quark mas pesado y en general el que tiene la masa méas grande en dicho
modelo. Esta particula tiene una gran cantidad de decaimientos. Entre los decaimientos suprimidos de
quark ¢, se encuenttra el proceso a tres cuerpos t — ujuots, donde uy y ue pueden ser los quarks u,c
[23]. En este proceso los Branching Ratios pueden ser tan importantes como los de los procesos a dos
cuerpos t — u1g, siendo g un gludn. Este valor, tan alto, proviene de un diagrama que incluye a un
vértice fuerte tu;g*, donde hay un propagador gluénico cuyo polo realza la contribucién, haciéndola
competitiva con procesos que intuitivamente se esperan que fueran mas importantes. En un andlisis
semejante para las contribuciones fuertes del proceso ¢ — cgg [24] se hallé que el Branching Ratio
correspondiente es mayor que el de ¢ — cg por dos 6rdenes de magnitud. Este tipo de decaimientos
raros del quark ¢ no tienen procesos andlogos del leptén Tau en el sector lepténico del Modelo Estandar.
Sin embargo, la presencia de mezclas de neutrinos, confirmada experimentalmete, abre la puerta a
nuevos decaimientos lepténicos no permitidos en esta teoria. Por tultimo, el efecto de los polos en los
propagadores de bosones sin masa fue estudiado en [25], donde se exploré el decaimiento h — f f, del

bosén de Higgs h.

La lagrangiana de corrientes cargadas que se estd utilizando tiene la forma,

Lec = Z Z [W;Dj'}/p(vja - aja'75)loc + Wp_ZaVP(U;a - a;a'ys)yj] ) (1)
7 a

Vja ¥ Gjo son parametros que adquieren diferentes expresiones en distintos modelos y forman parte de
una matriz unitaria, l, = e, 1=, 7" etiqueta los leptones cargados y v; denota los eigenestados de masa
de los neutrinos y los bosones cargados asociados a nueva fisica se denotan como Wpi. De acuerdo a
lo anterior, los indices empleados corren sobre j = 1,2, 3, mientras que a = e, u, 7 y el indice griego p

etiqueta a las componentes de espacio-tiempo.

Estamos interesados en el efecto de la mezcla de neutrinos masivos, en las corrientes cargadas
antes mencionadas, sobre los decaiminetos lepténicos a tres cuerpos 7= — lil;l;, donde o y
denotan a sabores de leptones cargados e, . Estos decaimientos que no ocurren a nivel de arbol reciben
contribucionnes de dos tipos de diagramas: diagramas de caja y diagramas con vértice electromagnético

loyls con cambio de sabor, estos dltimos, con base en los resultados hallados en [23], se tiene la hipStesis



X

de que el polo en el propagador de fotéon puede producir una contribuciéon importante, esto nos lleva a

pensar que los diagramas dominantes son aquellos que se muestran en la Fig.

Iy

Figura 1: Contribuciones presuntamente dominantes al decaimiento 7 — l;rl;lﬁ_.

Se espera que las contribuciones a este proceso dependan de que si los neutrinos involucrados son
fermiones de Dirac o de Majorana, debido a que las fases de Majorana podrian tener algin impacto,
asi como ocurre en los momentos magnéticos de neutrinos de Majorana que se calcularon en [26], en el

contexto del modelo left-right[27].

El contenido de la tesis tiene la siguiente estructura: en el capitulo 1 se dard una breve introduc-
cién de la Teoria Electrodébil, en el capitulo 2 se hablara de la Teoria de Yang-Mills. En el capitulo 3 se
hace una descripcién general del Modelo Estandar, enfocandonos en particular en el sector de corrientes
y en el de Yukawa. En el capitulo 4 entraremos al marco tedrico de este trabajo hablando de la fisica mas
alla del Modelo Estandar de los neutrinos masivos y las oscilaciones de neutrinos. En el capitulo 5 se
estudian las propiedades electromagnéticas de los fermiones calculando los factores de forma “off-shell”,
ademas se estudian las contribuciones independientes de modelos de neutrinos masivos al decaimiento

en general [, — [51T1>. Luego, en el capitulo 6 se muestran los resultados de dos procesos en particular

oo

w—> lgl;‘l; yT—> l;l"’l_ con el primer proceso se obtienen cotas para la masa del bosén W y estos
valores se utilizan para calcular el Branching Ratio del segundo decaimiento. Finalmente se muestran las

conclusiones de este trabajo.






Capitulo 1

La teoria electrodébil

De forma general se busca acoplar los campos lepténicos con todos los campos de bosones de norma,
es decir, el campo electromagnético, los campos W+, W~ y Z. Para lograr una mejor descripcién de
lo antes mencionado, se estudiaran los conceptos preliminares a la teoria electrodébil, comenzando con

electrodinamica.

Se comenzara proponiendo una lagrangiana para una teoria de campo, en la cual interactian particulas
y antiparticulas de Dirac eléctricamente cargadas con y a través del campo electromagnético. Ademés se
mostrard como el mecanismo de Higgs les da masa a dichos bosones. Por otra parte, para darle masa a los
leptones cargados: electrén, mudn y tau, estos se deben acoplar al campo de Higgs. Por lo que finalmente

se llegara a la teorfa de unificacién de Weinberg-Salam de la interaccién electrodébil [ﬂ

1.1. Electrodinamica

1.1.1. Acoplamiento minimo

El hamiltoniano de una particula cargada en un campo electromagnético es

1

H = (7~ qA(7,1))* — qo(Z 1), (1.1)

—

A(Z,t) es el potencial vectorial y ¢(Z,t) es el potencial escalar. Cuando el campo magnético estd
presente, el momento cinético de la particula m¥ no es el momento conjugado de la posicién. La variable

conjugada a la posicion es p= mv + qff.

Notemos que el hamiltoniano mostrado en (1.1]) se puede obtener a partir del hamiltoniano de una

particula libre Hy = %ﬁQ, haciendo el cambio en el momento p'y la energia E

1Las ideas que se exponen en este capitulo fueron obtenidas de las referencias 2, 3]



CAPITULO 1. LA TEORIA ELECTRODEBIL
1.1. ELECTRODINAMICA

P — 7 —qA, (1.2)

E— E — q¢. (1.3)

Ya que el cuadrimomento de una particula relativista se define

p= (Povﬁ) = (E7m =p", (14)

y el cuadripotencial

A= (A% A) = (¢, A) = A", (1.5)

Por lo que el cuadrimomento se transforma de acuerdo a y :
P =(E.p) — (B~ q,0— ¢A) = (E,§) — q(¢, &) = p* — g A", (1.6)
Ahora nos interesa ver como cambia el cuadrivector de derivada 0, debido a que tenemos la presencia
del cuadrimomento p, = ihﬁl, por lo que es necesario ver como cambia la parte temporal y espacial de
este cuadrivector. Para esto podriamos fijarnos en cémo actia el operador de momento p en un eigenket

de posicién |Z)

pla’) =itV &) — (F— qA(@)) |7') = (ihV' — qA(@)) |7') (1.7)
= ih (v’ - %E(f/) ), (1.8)

ésto nos sugiere que de particula libre a electrodindmica es necesario agregar

6—)6—%@—)64—1’(]1& (h=1). (1.9)
También se define un operador diferencial de energia
ith 0
E=—— 1.10
c ot’ (1.10)
que al sustituir en la transformacién (1.3) se cumple
ih 0 ih 0 0
c at _> c at q —>Zat ng Z(a()+lq¢)7 ( 7C ) ( )
De esta forma se obtiene
0

a :60 —)80+iq¢:80+iqA0. (112)

Si utilizamos las trasformaciones de la parte temporal (1.12)) y la parte espacial (1.9), el cuadrivector

de derivada se transforma:

0y = (80,8) — (9o +iqp, V + iqA) = (8y, V) +iq(Ag, A) = 8, + iqA,,. (1.13)
De (1.6) v (1.13) podemos resumir




CAPITULO 1. LA TEORIA ELECTRODEBIL
1.1. ELECTRODINAMICA

Acoplamiento minimo
pt — pt — qA¥,
oF — OF 4 igA*.

Apliquemos los resultados obtenidos a la ecuacién de Dirac

[iv#0,, — m]y = 0. (1.14)
Para que haya interacciéon con el campo electromagnético introducimos el acoplamiento minimo por

medio del cuadrivector de derivada

(i7" (8,0 + igA,.) — m] = 0. (1.15)

Lo mismo sucede con la lagrangiana del campo de Dirac

Lp =y o, —mhp, (1.16)

al agregar el acoplamiento minimo

Lp — Dy (8, +igA,) — mlo. (1.17)

Veamos qué pasa con la lagrangiana de la teoria de Maxwell

1
Lot = =3 Fu " = JA,, (1.18)

donde F*¥ = OFAY — 0¥ A es el tensor electromagnético y J*A, es el término que describe fuentes

externas. Las ecuaciones de Maxwell en unidades naturales

- ﬁ»_ - — 8E_‘_~»
V-E=p VxB—-%=J
V-B=0 VxE—2 =

Y
3

=

por lo que se puede definir la cuadricorriente J* = (p, J).

Juntando la parte del campo de Dirac con la teoria de Maxwell se puede definir la siguiente lagrangiana

. 1
L =9y (Op +igAn) —mlp = T EuF* (1.19)

particula cargada campo
interactuando con

n electromagnético
campo electromagnético

de la expresién anterior obtenemos la lagrangiana de FElectrodindmica, la cual nos permite describir a los

electrones, fotones y la interaccién entre ellos:

1 _
Lgp = YY'0, —mlp — ZF’WFW — gAYy, (1.20)

Si nombramos 1y*1) = j*, entonces

- 1 )
Lep = Y[ 0u —mlip — L Fu Y — Ay 5", (1.21)

ésto significa que la interaccién entre el campo electromagnético y los espinores puede ser visto como una

corriente.




CAPITULO 1. LA TEORIA ELECTRODEBIL
1.1. ELECTRODINAMICA

1.1.2. Densidad de probabilidad y densidad de corriente

Consideremos la siguiente transformacién

v =, (1.22)
cU(1)

el pardmetro « es una fase constante independiente del tiempo y el espacio. La lagrangiana (1.20]) bajo

esta transformacion

1 . -, | y -, /
VYO —mly — ZFWFW —qA Y — [0 —m]yY — ZF;WFM — gAY
_ 1 _
=y[y"0 —mly — ZFWFW — gAY,
es invariante bajo la transformacién global del grupo U(1) mostrada en ([1.22)) y por el teorema de Noether
hay una cantidad que se conserva.
Teorema de Noether

Pensemos en una lagrangiana que depende de un campo escalar ¢ el cual se transforma de la siguiente

manera

$(x) — ¢ (2) = () + alo(@), (1.23)

siendo « un parametro infinitesimal.
Entonces

L(¢) — L'(¢) = L(9) + ad M (), (1.24)

es evidente el término ad, A" (x) se puede eliminar al momento de introducirlo en la accién. Por lo tanto

L es invariante ante (|1.23]).

La corriente conservada se calcula mediante la siguiente expresién

. OA
= 5.9 A — A" (1.25)

La ecuacién de continuidad se obtiene al expandir 9,,j* =0
. . . 250  o0F 9p = =
9 i — 9070 & 9, ik — — V-J=0 1.26
i v R il T ; (1.26)

que al integrar sobre todo el espacio

op = = 0 ao o
35 _ . = — 37 3 .
/dz(atJrV J) aﬁ/d:z:,oJr/da;VJ
—%+ dsJ ﬁ:%, (1.27)




CAPITULO 1. LA TEORIA ELECTRODEBIL
1.1. ELECTRODINAMICA

se obtiene la carga conservada %—? = 0.

Se ha mostrado que bajo la transformacién ¢y — Y = ey la lagrangiana mostrada en lj
es invariante, por lo que de ([1.24]) se debe cumplir que

9, A" () = 0. (1.28)

Notemos que para un « infinitesimal e™** = 1 — jq, entonces

¥ — Y 2 (1—ia) =1 — ia, (1.29)

al comparar con (1.23) se tiene Ay = —i1), pero, debido a que se estdn transformando cuatro campos es

conveniente escribir

Vo — Py, = €%, (1.30)

al sumar sobre los cuatro campos en la expresién (1.25) se obtiene la cuadricorriente

Z 3 #% (1.31)

Utilizando la lagrangiana de electrodindmica (1.20)) en términos de sus componentes

oL 9 N
Ty = T P 0 0] 2 2
= Z Z wbz’yb(ﬁ 5ac
=1 Z Vb
b

usando ([1.31) se calcula la cuadricorriente j*
3 =00 P (<) e = Py (1.32)
a b
Del desarrollo anterior podemos obtener la siguientes conclusiones:

= Sila lagrangiana L es invariante bajo una fase significa que hay una carga conservada.

= Todas las particulas que son invariantes bajo el grupo U(1):

e Conservan carga eléctrica si son cargadas.

e Conservan nimero fermidénico si no son cargadas.




CAPITULO 1. LA TEORIA ELECTRODEBIL
1.2. TRANSFORMACIONES DE NORMA

1.2. Transformaciones de norma
Nos fijaremos en la lagrangiana del campo electromagnético en el vacio

1
L= —1F"Fp. (1.33)

Si definimos una transformacién para el cuadripotencial, conocida como transformacion de norma

Al (z) — A'(z) = A*(z) + " ax), (1.34)

notemos que

Fr = QrAY — 9V AM — M A — VA
=0"(AY — 0"a(x)) — 0V(A! — 9P a(x))
=M AV — AP

=FH, (1.35)

Bajo la transformacién (1.34) el tensor electromagnético F'*¥ es invariante.
LEI caso del campo electromagnético con una particula cargada es invariante de norma?

Para eso nos fijamos en la expresion (1.20)), en la transformacién de norma (1.34) y también propo-

nemos una transformacion de norma para los campos

d(a) — ¢ () = e 4 @p(z), (1.36)

a(z) ahora depende del espacio-tiempo, es decir, pertenece al grupo local U(1).

Anteriormente probamos que el tensor electromagnético es invariante ante la transformacién de

norma, por lo que falta ver qué sucede con los otros términos

Pl 0y — mlp — qA YN — [0y — mp — q Ay b
:eiq“(””)z/;[i’y“au _ m]e—iqa(w)¢ —q(A, + 3Ha(x))eiqa(w)i)vue—iqa(m)w
=[iv" 8y, — mlp — q APy (1.37)
Notemos que en la expresién anterior se tiene un término de la forma aue—iqam, que no es cero, pero,

al final, después de sumarse con los términos restantes, se logra obtener la misma lagrangiana de la que

se partié. Por lo que podemos concluir que Lgp es invariante ante las siguientes transformaciones

Transformaciones de norma
A (z) — A'(2) = Ar(2) 4 0* o),
Y(x) — ¢ () = e 19Oy (a).




CAPITULO 1. LA TEORIA ELE,CTRODEBIL
1.3. TRANSFORMACION DE CONJUGACION DE CARGA

1.3. Transformacién de conjugacién de carga

Recordemos la ecuaciones de Maxwell

— — _ — — _ 8715 - -
V-E=p VxB-%=J
V-B=0  VxE-98=0,
. Qué pasaria si cambiamos e~ por e*?
materia antimateria

p —  p=—p,
J o J=-J (1.38)

Entonces, la cuadricorriente se transforma:

= = - =

gt = (.707‘]) = (pa J) — (pcaJc) = _(pv J) = —j". (139)

Vamos a pedirle a las ecuaciones de Maxwell que sean invariantes ante el cambio de signo que aparece

en 1| para ésto necesitamos que los campos E y B se transformen:

B— B°=-B. (1.40)
Los campos que nos interesan se obtienen a partir de los potenciales

BoVxA E:_W_%

ésto motiva a proponer las siguientes transformaciones, para que los campos eléctrico y magnético se

transforman de acuerdo a ((1.40).

A— A°=—A,
¢ — ¢ = —0, (1.41)

De esta forma se obtienen las transformaciones de conjugacién de carga para el campo electromagnéti-

CcO

Transformaciones de conjugacién de carga
g — gt ==

Al s AP = AR,

Analicemos qué sucede con la ecuacién de Dirac ante la transformacién de conjugacién de carga

(iy*"0, — m)y* =0, (1.42)




CAPITULO 1. LA TEORIA ELE,CTRODEBIL
1.3. TRANSFORMACION DE CONJUGACION DE CARGA

si agregamos la interaccién con el campo electromagnético

(i*(Ou + iqAy) —m)p =0,

conjugando ambos lados de la ecuacion

(_M’M(au - iun) - m)w =0,

haciendo el producto por la izquierda con ~2

'72(_7;'V*u(aﬂ - iun) - m)¢* =0,

usando las relaciones mostradas en el Apéndice

72,}/*u8ﬂ — ')/2’}/*060 4 727*1 + 82’}/2 +’Y*383
=770 + 77" — 829 + 7°03
= —(Y°00 + 7' 01 + 7202 + 7°05)7*

= 47"@72.

Por lo que de (1.45))

(i"0uy* — P2 gAY — myP )Y =0,

[iv" (0 — igA,) — mly* Y™ = 0.

Definiendo AfL =-A,

(i7" (0, + igAy,) — m]y*y* =0,
se puede hacer conexién con (1.43) mediante la siguiente relacién

¥ oy Y*

Es conveniente definir el campo de carga conjugado como sigue:
P — Y = —iy*yt.
Notemos que
P =t = (T = ()" =127,
~—~—

1

entonces

V¢ = iyt = —iy*y YT = CyT,

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)




CAPITULO 1. LA TEORIA ELE,CTRODEBIL
1.3. TRANSFORMACION DE CONJUGACION DE CARGA

donde C = —i?4° es la matriz de conjugacién de carga.

De los calculos anteriores podemos hacer énfasis en las transformaciones de conjugaciéon de carga

para el campo de Dirac y el campo electromagnético:

Transformaciones de conjugacién de carga
Y — P° = —iy*Yr,
Al — AP = — AP,

Veamos qué sucede con Lgp ante las transformaciones de conjugacién de carga

. 1 —
Lgp = 1/1[17“6% - m]il) - ZF;LVFW/ - unll)’Y”i/f, (1'53)

es conveniente fijarnos en los siguientes términos y utilizar el dlgebra de Clifford mostrada en el Apéndice

Al

A iifyuauw — 7;7;67#8M¢C = _i(a;ﬂz)’y#lb = _iau (7;7#¢) + iq}yﬂa;ﬂ# (1'54)

Utilizando el teorema de Gauss se tiene que ante la transformacién de conjugacion de carga:

Wy 0, nh — AP NC = iy, (1.55)

También

o P — PP = Ty = (—in®*) IO (—in?y)
_ ¢T’Y2T’YO’72¢* _ ¢T707072T70’V2¢*

= TP 22 p* = T 0y,

—1

si nos fijamos en las componentes de la expresién anterior, teniendo en cuenta que las componentes de

un vector y su transpuesto son los mismos y que los campos de Dirac son variables de Grassman




CAPITULO 1. LA TEORIA ELE,CTRODEBIL
1.3. TRANSFORMACION DE CONJUGACION DE CARGA

VP = =Y Y i
a b
= =22 Y,
a b
=33 UiSa
a b
=D Ui
a b
=3 b v
a b
=3 .
a b
= TypT0
= 1.
De esta manera de puede concluir que el término de masa es invariante ante la trasformacién de conju-

gacion de carga

U — DY = Y. (1.56)

Ahora nos fijamos en el siguiente término

o Py — DY = (=i )Ty (—in YY)
e e e L e e
= pT 02ty 2y

= ZZ% VYY) vty
=—ZZ¢ (V) gty

= —pTy070 (10924 ?) T
= =’ (V7 9*) T (1.57)

Utilizando las propiedades de las matrices de Dirac, incluidas en Apéndice , se puede probar que

para p = 0,1,2,3 se cumple

V()T = 4. (1.58)

Encontrando,

Pyp — oY = —Pytep. (1.59)
Veamos qué sucede con el tensor electromagnético, para ésto utilicemos la transformacion de conjugacién

de carga para A"
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CAPITULO 1. LA TEORIA ELECTRODEBIL
1.4. ELECTRODINAMICA ESCALAR

o FM = QHAY VAN — FOMQRAY VAN = —(MAY — OV AN) = —FI, (1.60)

Aplicando los resultados ((1.55)), (1.56), (1.59)) y (1.60)) en la transformacién de carga para Lgp

1Cls c 1 c [Nz c,/c c
Loep — Lopp = Yelintd, — mly© — ZFWF W —qAL YA

N c 7.C I\ C 1 c [Nz c . jc c
= WJ ’Yua;ﬂ/) - mw 'l/) - ZF‘/LVF m — qA’u/l/} ’Y#w

_ I B
1#7”3#10 — myp — ZF;WFW/ - qAMZJ’Y”v

_ 1 -
D 0y =l = TFu ™ = A,y
L

QED:; (1.61)

se muestra que el lagrangiano Lgp es invariante ante la transformacién de conjugacién de carga

Loep — Lopp = LoED- (1.62)

1.4. Electrodinamica escalar

Observemos la ecuacion de Klein-Gordon

(0> +m?)p =0, (1.63)

para el campo escalar ¢ real. Ahora, si introducimos el acoplamiento minimo

0% = 0,0" — (0, +1iqA,) (0" +igAM), (1.64)

la ecuacién de Klein-Gordon se escribe de la siguiente manera

[0, +1iqA,) (0" +igA") + m?)¢ = 0, (1.65)

logrando que el campo escalar ¢, en general, sea una solucién compleja. Es decir, si queremos que el

campo escalar interaccione con el campo electromagnético entonces dicho campo debe ser complejo.

De manera general se puede definir al campo complejo ¢

p=¢1+iga — @, 0" (1.66)

Cuya lagrangiana es

L =[(0" —iqA")¢"][(0" +iqA")¢] — m?*§" ¢. (1.67)

Definiendo la derivada covariante electromagnética

11
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1.4. ELECTRODINAMICA ESCALAR

D = OF + iqAr, (1.68)

se tiene que (1.67)

L = (Do) (D!d) — m*¢"¢. (1.69)

Como un dato extra calculemos las ecuaciones de movimiento, utilizando las ecuaciones de Euler-

Lagrange

oL oL
% <a<aa¢>> R (1.70)
oL oL
Oa (a(3a¢*)> - o =0. (1.71)
Calculemos primero
oL 0
80ad) (0% +1iqA”)o, (1.72)
%i = —m? —igA,[(0" + igA")¢). (1.73)

Utilizando (1.71f), (1.72) y (1.73]

0a (0% +igA%)p + m®¢ + iqA,[(0" +igA*)¢] = 0
(0 +iqA,) (0" +igAM)p +mPp =0

(0, +1iqA,) (0" +igA*) +m?]¢ = 0, (1.74)

de manera sorprendente (1.74)) coincide con (1.65). En la seccién anterior vimos que las ecuaciones de
Maxwell son invariantes de norma. ;También serd invariante de norma la parte de Electrodinamica

escalar?

Tenemos las siguientes transformaciones

AP A = A 4 0ta(x), (1.75)
6 — ¢ =e i@y (1.76)
ot — ¢ =@y, (1.77)

Vamos a aplicar estas transformaciones a la lagrangiana de Electrodinamica escalar

L= (D49)*(Dud) ~ m?6%6 — L P (1.78)

Veamos que la parte de la derivada covariante se transforma de manera similar a (1.76) y (1.77):

12
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1.5. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LA SIMETRIA

Dyup — Dy = (0 +iqA,)d
= [0, +1iq(A, + aua(m))]e_lqa(f”%

= ¢ 91D, 4.

Lo cual nos permite decir que (L.78) es invariante bajo las transformaciones de norma:

L—L =L
Ahora conjuguemos (|1.74))
(8 — igA) (0" — igA") + m?]¢* =0,

bajo la condicién de conjugacion de carga se tienen las siguientes transformaciones

AH — At = — A
6 — =0
(Entonces como se transforma £ (1.78)) bajo conjugacion de carga?

. C [ C\* (TYCL fC ck ic 1 c pcuv
‘C_>‘C(:(DH¢)(D1¢)_m2¢ ¢ _ZFHVFl

N & Cl* 7 - cl (& Cx | C 1 c C uv
= (D +igAL)GI (D" +igA™M)ge] — P9 g — L Fl, P!

= (O +iqAL)P)[(8" + iqA*)p]* — mPpop* — iFMVF/“’
= (le(b)(pu(ﬁ)* - m2¢*¢ - iFNuFﬂy = £7

esto nos dice que L es invariante ante dichas transformaciones.

1.5. Rompimiento espontaneo de la simetria

Consideremos una lagrangiana

L =0,0"0"¢ —m*¢" 60,0 0" ) — V (¢, ¢"),

V (¢, ¢*) es el potencial escalar. Calculando las ecuaciones de movimiento

oL oL
% 50,0 96 "

oL oL

T T

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

13
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se obtiene

(0% + m?)¢ = 0, — ecuacién de Klein-Gordon

(0% +m?)p* = 0.

Notemos que £, mostrada en ([1.85]), tiene simetria bajo transformaciones globales del grupo U(1),

o — ¢ =,

¢* N gb/*:e—iad)*.

(1.86)
Caracteristicas del potencial:
Si lo proponemos como V(¢,¢*) = m2¢*¢, notamos que ¢ tiene unidades de masa, ademas po-
demos definir
6= —=(61 + i)
= — 1 s
N 1 2
1
= (1 — i), 1.87
¢ \/§(¢1 $2) (1.87)
@1y ¢2 son campos reales. Por lo que el potencial en términos de los campos reales es
m2
V(p,d*) = 7((;5% + ¢2) — paraboloide, (1.88)

se cumple V(¢1, ¢2]) > 0 y el punto critico se alcanza cuando (¢1, ¢2) = (0,0) 6 ¢ = 0, esto significa que

no hay interaccién en esa configuracion.
Una vez que analizamos el caso mas sencillo del potencial, ahora vamos a fijarnos en

m2g*p  —  Am2(¢%¢ — B?)2, (1.89)

A es una constante que tiene unidades de masa~2. Haciendo el mismo procedimiento que (1.88) se tiene

2
Vioron =t (A28 g2 (1.90)

Calculando los puntos criticos se obtienen las constricciones

2 2
2 2
¢2 <Q;1+22 (I)2>07

14
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permitiendo obtener las siguientes condiciones para el minimo local

1) 2 +¢2=(V20)?2 = V=0, (1.91)

esta ecuacién representa una circunferencia en el plano ¢; —@o de radio v/2®. También se tiene un maximo

local que cumple las siguientes condiciones

2) p1=0 y ¢o=0 = V>0 (1.92)

Regresando al cambio de variables ¢*¢ = 1(¢? + ¢3), la condicién 1) se reduce a | ¢ |[*= ®? y
Vg, ¢*) = m2\(¢*¢ — ®2). De esta forma el potencial es degenerado y ademds es invariante bajo U(1)
global, al igual que | ¢ |>= ®2.

Veamos qué sucede con los campos ¢ y ¢* bajo U(1) global

¢ — ¢ =e = (cosa—isena)p,

¢ — Pr=cp= (cosa + i sena) ™,

(1.93)
sumando y restando ambas expresiones
¢ +¢" =cosa(p+¢") +isena(—¢ +¢"),
¢ — ¢ =cosa(¢— ") +isena(—¢ — ¢").
(1.94)
Pero
¢+ 9" = V241,
¢ — ¢" =iV26.
Por lo tanto
gb; = cosa g1 + sena ¢a,
(b; = coSQ g — sena P1.
(1.95)

Expresando en forma matricial las ecuaciones obtenidas se obtiene una rotacién en el plano complejo

' Ccos senc
o) _ o) (1.96)

QS; —sena  cosa b2

15
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también que |¢|?> = ®2 es invariante ante las transformaciones globales (1.93)). Por lo tanto tenemos
un conjunto de puntos que representa un estado de minima energia debido a que hay degeneracion
(circunferencia) y estos puntos son invariantes ante U(1). Esto significa que podemos escoger un punto

en particular del vacio:

‘j) |vacioE ¢0 = CI); (1.97)

¢ son los puntos en el estado de vacio, esto nos lleva a que ¢y debe ser real ya que ® € R, también

notemos que se satisface | ¢ |?= ®2.

Definiendo ¢ — ® = %(51 + i), entonces podemos poner al campo ¢ en términos del vacio ®:

G= B+ (6- ) =Bt (G +iEa) (1.98)

5

El potencial escalar (1.90) en términos de (1.98) es:

V4 67) = dm? Kq) - %(& - i&)) (q) + =G+ i§2>) - <I>2]2

7

2 12 122
Anl[v6¢@+2&+§]

1
V2

2
= (VIR +0(E})
= JmiE + 0(E), (1.99)

para mg = V4 m?2®2.

Recordemos que en el lagrangiano ([1.85) tenemos expresiones de la forma
. 1 1
0u9™0"¢ = 50,610"61 + 50,£20"¢>. (1.100)
Uniendo (1.99) y (1.100]), encontramos:

1 1 1
£ = 50u60"8 — gmedl + 50,£0"8% — O(E)). (1.101)

m¢ es la masa del campo &; debido al signo menos que presenta, de forma contraria el campo & es un
bosén del Goldstone, el cual es una particula fisica sin masa.
A este hecho de elegir uno de los estados de vacio en particular se le llama rompimiento espontdneo de

la stmetria global.
Ahora, ;{Qué pasa si rompemos una simetria local?

Tomemos como ejemplo el lagrangiano de electrodindmica donde se rompe simetria de norma.

16
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£= (D) (D) — T Fyu ™~ V(6,6°)

| Do [~ Fuu ™ V(" 0), (1.102)

donde D, = 0, + iqA, es la derivada covariante.

Proponiendo el siguiente potencial

V(9,6%) = 26" + 5 (60, (1.103)

la lagrangiana (|1.102)) se convierte en

L=0,0"0"p+ ¢ d+ ... (1.104)

Buscamos que p?¢*¢ sea un término de masa, entonces necesitamos que haya un signo menos en dicha

expresién, esto depende del valor p?. Escogiendo 2 > 0 se tiene un campo con interacciones pero sin masa.

Recordemos que (D, ¢)*(D"¢) — %F,WF‘“’ es invariante de norma, también lo es el potencial (1.103)),
V (¢, ¢*), por lo tanto toda la lagrangiana (1.102)) es invariante de norma

L—L =L (1.105)

Ahora regresemos al potencial ((1.103]) en términos de ¢1 y ¢2

2
Ve6) > V(o) =B+ )+ 56+ B (1.106)

Calculando los puntos criticos

oV A

Ern = ¢1(—p” + §(¢% +¢3)) =0,

oV A

By = S2(n (@1 + %) = 0. (1.107)

Obtenemos las siguientes condiciones

A
) =+ 561 +63) =0,

2) ¢p1=0 y  ¢p=0. (1.108)

La primera condiciéon nos muestra un minimo degenerado

2
22 212
2 2 = — = —_— . 11
#+oi=2 ( 2 (1.109)

En términos de ¢ y ¢* se tiene que ([1.109)) se simplifica:
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1.5. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LA SIMETRIA

ey 1 2 1 _\/?
o=l = JeP=i = lol=yE (1.110)

la expresién que se obtuvo es invariante ante la transformacién de norma local, donde ahora el angulo

que rota depende del espacio-tiempo. Debido a que estamos considerando que, en general, el campo ¢ es

complejo, lo podemos representar mediante su magnitud y una fase compleja

2
6= %em, (1.111)
eligiendo oo = 0
2
b0 = ”7 (1.112)

Al realizar el mismo procedimiento que en las transformaciones globales, reescribamos ¢ como:

¢=¢—¢0+¢=¢0+%(§1+i€2)7

Ahora el potencial (1.103)) es

V(g,¢*) = —p? <¢0 + %(& - i&)) <¢0 + %(51 + i&)) + % K% + %(51 - 7552)) (¢0 + f(fl + 152))}2

A 2
= ¢g (2¢8 - M2> (V2&1¢0 + & )(%)\ u?) + €2 (gqbgA - M2>
(\[%51 + V2006165 + = 51 + '5152 €2> 5 (1.113)

Utilizando (|1.112)), calculemos:

2
G2\ — p? = (’;) A—p? =0, (1.114)

esto nos lleva a pensar que no hay término de masa de &;. Ahora,

Ao 2 _ A s 2 p
20_“_2(A Ty
3.0y K3 oy
2% 5 =5\ A 5 = A (1.115)
Por lo que el potencial (|1.113]) se reduce:
AV 2,42 3
V(p,9") = (—2) 5 T 5(\/2u2) §+0(&). (1.116)
El término (—%2) ”72 se puede despreciar debido a que solo se miden diferencias de energia. Definiendo
’I’I’Lg1 = 2/,&2
,“4 1 3
V€, &) =—55 +5 mg & +0(&)). (1.117)
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Ahora calculamos la parte | D¢ |? de (1.102))

| Dt [P=(8,0" — iqAu¢*) (9" +igA" )
= [3u (¢0 + %(51 - i§2)> —iqAy, <¢o + \[(51 - 152))]

[ <¢o + \/>(€1 +z§2)> + igA* <¢o + f(& +z£2)>>}
=300+ LOLEDE + PR VoA + (1.118)

los términos que no se escribieron constan de productos impares de los campos A, &1, &s.

Por lo que el lagrangiano de ED toma la forma

1 *
EED = 7ZF1[U/FHV+ | D,u¢ |2 7V(¢a¢ )

1 1 1 1
= =P P+ 5 (V2060)"AJ, + 50,6016 — SmE €1 + ausga”@ +V20004,0" + .
(1.119)
1 Qué significa el término —iFWF‘“’ + %(\/iq¢0)2Ai?
Basandose en el lagrangiano de Proca
1 2, 1 9 40
L= _Z(FHV) +§mAAu7 (1120)

el cual describe una especie de foton que tiene masa, debe suceder que el segundo término de la expresién

sea positivo. También notemos que este lagrangiano no es invariante de norma.

Con el argumento anterior podemos decir que m4 = v/2qpy y asf

1 1
L= —fF yF1 4 SmB AL + aﬂgla & - omE & + augzaﬂgz +V2qpo A0 . (1.121)
Regresemos a la lagrangiana (1.102)) en términos de ¢ y ¢*, utilizando la transformacion
g — ¢ = e 1@y (1.122)

los cuales, a su vez, se pueden escribir en términos de los campos ¢ y ¢2, representando una rotacién:

' CcoSstx Seno
o) _ b1 (1.123)

d)/z —sena  cosa ba.

También vamos a escoger un vacio utilizando (1.110))

2 2
| ¢ |*= % =  do=[9|= \/? $€C, (1.124)
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asi

® = goexp (—zX(x)> . (1.125)

X;;f) ) , se obtiene:

Definiendo ¢(z) — @ = %n(z)exp (fi

o) =+ Z=n(a)ean (—z’X(x))

= ocap (-ixq(sf)) + %U(l‘)emp (—iX(”“")>

(¢o + %n(@) exp (—z‘ﬁ?) : (1.126)
- Y2 2

campo escalar real

Utilizando las transformaciones de norma (1.75), (1.76]) y (1.77)) se tiene

b — ¢ =e M@y = (d)o + \}in(x)> exp {z (qa(z) + x(x)> } . (1.127)

Podemos elegir la norma mediante la siguiente condicién

x(z)

alr)+ == =0,
qo(x) ™

x(x)
= alr) = ———, 1.128
(x) ™ (1.128)

Obteniendo, asf, una nueva configuracién para el campo ¢(z)

1

¢(x) = do + —=n(x), (1.129)

V2

automaticamente de (1.126]) se obtiene un estado de vacio real ¢y. Notemos que ésto sucedi6 al fijar la

norma. Comparemos el resultado obtenido con la expresién que se tenia en un principio

¢ = o + %(51 + i2), (1.130)

notemos que (|1.129)) y (1.130) tienen el mismo vacio ¢y. Por lo que es lo mismo eliminar un campo o

hacer £ = 0. A esta norma se le llama Norma unitaria.

. Qué sucede con la lagrangiana (1.121)) al fijar la norma unitaria?

1 1 1 1 1
L= Fuwl" + §m?4AZ +50u60"6 — §m§1£f +50u620"6 + V2q¢o A, 0" & .
1 1 1 1
= —ZF,WFW + 5mi,AZ + iauflaufl - gmglﬁf- (1.131)

Antes de fijar la norma, £ tiene cuatro grados de libertad, después resulta que al romper la simetria

solo se tienen tres grados de libertad. Se dice que & no es un campo fisico y se le conoce como Pseudo
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escalar de Goldstone.

En resumen, el hecho de que haya un rompimiento de la simetria hace que se cree un término de

masa para el campo electromagnético, debido a que hay interaccion entre los campos. De forma

esquematicas:
. . lleva ;
Invariancia de norma = vacio degenerado
“pcrmitc
, . implica . ,
Se produzca un término de masa para A &= romper la simetria

Al generar masas a través del rompimiento de la simetria se le conoce como Mecanismo de Higgs.
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Capitulo 2

Teoria de Yang-Mills

Si la construccién geométrica simple en la secciéon anterior nos condujo a la teoria de Maxwell de
electrodinamica, entonces, seguramente, debe ser posible construir otras teorias interesantes comenzando
con principios geométricos mas generales. Yang y Mills propusieron una teoria que generaliza la

invariancia bajo cualquier grupo de simetria continuo B

Considerando el campo de Dirac ¥(x) y le vamos a pedir que se transforme a través de una

fase

v — P (@) = Py), (2.1)

el cual va a formar parte de una lagrangiana la cual cumpla

’

. — r=r (2.2)

esta lagrangiana es una cantidad escalar en el sentido de que es invariante ante las transformaciones de

Lorentz, lo cual significa que es la misma descripcién en cualquier sistema de referencia.

Algunos términos que son escalares

()", (2.3)

son invariantes ante la transformacion de norma

@) — (@) = ()" (2.4)

Por ejemplo el término de masa de Dirac cumple ser invariante de norma y ademés hermitiano:

mpp s (mgw) = my. (2.5)

Si ahora nos fijamos, por ejemplo, en el siguiente término hermitiano

1Las ideas que se exponen en este capitulo fueron obtenidas de las referencias 2, 3]
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Gy O — i O = e Op(@)ind, (@)

= PYiy"0,1p — Py poa(x), (2.6)

es evidente que no es invariante ante (2.1) por lo que va a ser necesario utilizar derivada covariante que

se definié anteriormente

D, = 8, +iqA,. (2.7)

De modo que D, se transforma como sigue

Db N (D) = D4, (2.8)

debido a que la conexién se transforma de la siguiente manera

AP AR = AR 1auoé(gc), (2.9)
q

se puede demostrar que el producto de derivadas covariantes se transforma como sigue

DmDuz"'Dunw — (Dltlpuz"'punw) = eia(I)DlA1DM2“.Dan7 (210)

en particular nos podemos fijar en el producto de dos de ellas

D, D, — (D,Dyp) =€) D,D,ih. (2.11)

De esta manera, el conmutador de derivadas covariantes se transforma como sigue:

0w D) —  (Du DY) =e“@[D,,D,]v. (2.12)

Ahora analicemos el conmutador anterior utilizando la definicién de la derivada covariante

[Dw Duhp = Dupvw - DVDM/}
= (au + iun)(auw + iunw) - (81/ + iun)(‘?M/J + iqutw)
= iq(0 AL — 0, ALY

—igFu. (2.13)

Usando la expresién ([2.12) podemos concluir que el tensor electromagnético es invariante ante las trans-
formaciones de norma

’

Fu  —  F. =Fu. (2.14)

nv
Con los argumentos anteriores se puede modificar la estructura de la expresién (2.6 de tal forma que se

obtenga un término cinético
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GiA"Dyy  — P AD = e @) ()i (em(m)DW(x))

= iy"D,p. (2.15)

En resumen, tenemos las siguientes transformaciones, de los campos y conexiones, con el objetivo de

construir una lagrangiana invariante de norma

b=y =Wy,
Dy — (D) = @D,

A, — A, =A, - %aua(x),
Fu — F, =Fu.

Con base en los resultados anteriores podemos proponer un lagrangiano

I N 1 v vo
Ly =iy Dy — mapp — ZFWFM —Cé! 'BFWFag, (2.16)
C' es una constante adimensional.

Al inicio del capitulo vimos que bajo U(1) el campo espinorial se transforma como (2.1) y pedi-

mos que la lagrangiana ([2.16]) fuera invariante ante esta transformacién.
Pero de forma mas general podemos construir un elemento se transforme de la siguiente manera

U(z) — U (z) =V(x)¥(z), (2.17)

donde V(x) es un elemento del grupo SU(2). Por otra parte el doblete ¥(z) tiene la forma

v - [, 218)
a(x)

podemos mencionar que ¥(z) no es un espinor, es un elemento que tiene ocho componentes. De acuerdo

a su regla de transformacién ([2.17)

i)Y (Vi(z) Vis(@)\ (¢n(@)| (Vi@ () + Vis(x)a(x)

; = = , (2.19)
() Vor(z) Vaz(z) ) \wa(x) Va1 ()1 () + Vao(2)tha ()
es equivalente a tener dos reglas de transformacion
1(2) = Via (@)1 (2) + Vaa(@)iia(a),
a() = Var ()1 (&) + Vaa (2)1hs (@),
I
¥;(x) =Vj(@) (). (2.20)
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En adelante, para referirnos a un doblete ¥ utilizaremos la notacién ¢ y lo distinguiremos de los

espinores debido a que estos tendrdn un subindice j, es decir ;.

En general si V(z) € SU(2), podemos escribirlo como

V(z) = exp (iaj(x)zj) , j=1,2,3. (2.21)

Recordemos que para buscar una teorfa invariante bajo U(1) se definié una derivada covariante (2.7)),

ahora haremos algo similar para el caso SU(2)

o’

D, =0,— igAfL(x) 5

(2.22)

g es la constante de acoplamiento del grupo SU(2). Notemos que la expresiéon que se acaba de definir es

una matriz de 2 X 2. Veamos cémo son las entradas de D,

) J ab
Db = §°9), — igAl (‘;) . (2.23)

Ademsds se cumple, que bajo SU(2):

Dup(z)  —  (Du(x) = V(@)Du(x). (2.24)

Por otra parte se puede demostrar que

/-O’j Z

oi
A“J? =V(x) {A{LQ + 934 Vi), (2.25)

nos conviene definir

o)
A#zAf% € Mayo, (2.26)

para que el campo A, se transforme bajo SU(2) de la siguiente manera

Ay — A =V(2) (AH + ;aﬂ) Vi(z). (2.27)

Ahora nos vamos a fijar en la transformacién infinitesimal de A, para esto es necesario expandir a
primer orden a V'(z) mostrado en (2.21))
J

V(z)~1+ iocj(x)%. (2.28)

Utilizando (2.25))

A.“‘ ~ <]]. —+ ’I,O[j (SC)Q) <Al‘ + ga,,{) (]]. — 1 (I)Q)
ot j ol j w [07 oF

debido a que las matrices % satisfacen las propiedades el dlgebra de Lie, entonces se debe cumplir
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j .
[02"2] — ,'EgkmUQ . g k,m=1,2,3. (2.30)

por lo tanto

’

gl : 7 ; ol . 4 k- ik o™
AJ? — (Ai + gal,aj(z)> - + 10 (az)ANzej m?

m
J 1 jm jmk Ak m Uj
= | Al + J (67™0, — g/ AL ) o™ () - (2.31)
Es decir, a nivel infinitesimal A, tiene la siguiente transformacién
/. . 1 . .
Al =A) + ; (670, — g/ AR) o™ (@), (2.32)
. Tiene algun significado el segundo término en la expresiéon anterior?
(577, — g™ AE)a™ () = (5773, — g(—i%)™* AL)a™ ()
= (699, —ig (ie?*™) Aﬁ)o/”(a;)
(th)im
= (670, — ig (t")7™ Af)a™ (). (2.33)

Mszxs
De aqui que podemos definir la derivada covariante, en la representacion adjunta de las matrices 3 x 3,

actuando sobre @, un vector de tres componentes.

D, d = (L3x30, — igt" AL)a, (2.34)

De esta forma la transformacién infinitesimal del campo A;f que se obtiene de 1D en términos de la

derivada covariante es

/s P
Al = Aﬁgpﬂja’f. (2.35)

Regresando a las transformaciones locales e infinitesimales de SU(2) se puede demostrar que

Daplz)  — (Du(z)) = (11 + i“;oﬂ‘) D(x) = V(z)D,u(x). (2.36)

Al igual que en el caso de U(1) también se cumple que

DD @) —  ([Du D) = V(@)[Dy, D,Je(a), (2.37)

al desarrollar el conmutador de las derivadas covariantes

.ol gl ol ol
P DJ(e) = (-9, ) (0 -4t )~ (01041 ) (9 04T ) vt
ot

= —ig[0, Al — 8VAi + gejm"AL”AZ] 5

P(x), (2.38)
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encontramos que el término gejm”AZLAﬁ representa las interacciones del campo consigo mismo.
Definamos la curvatura de Yang-Mills

Fl, = 0,A], — 0,A], + g™ AT AL, (2.39)

esto nos lleva a la siguiente igualdad

i
[D,,D,] = *ZQF,{V?- (2.40)
Es conveniente definir
. O'j ,o'j ,g’j i -~ O'j o™
Fyu = Fﬁu? = aﬂA‘£? — 8VA5L3 — ZgA./]J.Al/ |:2, 2:| (241)

Utilizando la ley de transformacién de norma (2.37) y la definicién (2.40) podemos deducir la ley de

transformacioén para la curvatura

. oF ol
Fi% = V@F, 5V (@), (2.42)

por lo que estamos probando que la curvatura F},, se transforma asi:

i A i
o — <F;W2> = V(@) Fj, 5 V(). (2.43)
Para encontrar la ley de transformacién de la conexién a nivel infinitesimal podemos utilizar ([2.31))
ol o7 / ol ool w [07 oF
A‘L? — <A‘/712> = A‘Z‘? + ;a’u‘a'] (I)? + 1o’ (I)AI" |:2, 2:| . (244)
Con lo anterior la ley de transformacién de la curvatura a nivel infinitesimal (despreciando términos de

orden cuadrético) obtenemos

Recordemos que en el caso de electrodindmica, la curvatura se transforma bajo el grupo U(1)

Fu — —  F,, =F,,

por lo que propusimos la lagrangiana

1
L= FuF". (2.46)

Pero en el caso de Yang-Mills tenemos problemas ya que:
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. ) ) . o
. Fﬂu no es invariante ante las transformaciones de norma, realmente, lo que se transforma es Ffw%

como se puede ver en ([2.45))

= Podriamos pensar en proponer algo de la forma

pero este término es una matriz, no un escalar, por lo que no es elemento 1til para proponerlo en

la lagrangiana. Ademds de que se puede notar, usando (2.43)), que no es invariante de norma:

1 . ol ok 1 ol ok 1 - ok
——Fi kv __(FL ) (FF ) = —ZV(2)F,—VT(x)V (z)FF — VT
1 J
- V() (ng‘;F’W" > Vi(z)
(2.47)
Para resolver el problema anterior nos conviene utilizar la traza de las matrices {]1, %1, ”—22, "73} garanti-
zando, asi, tener cantidades escalares.
Notemos algo interesante, si calculamos la traza de la expresién (2.47)
wd L P L, L) (7 7 o 7yt (z) (2.48)
4 "2 2 4 9 2 ’ '

por la propiedad de ciclicidad de la traza y la unitariedad de la matriz V(z) se reduce la expresién a

simplemente:

; O‘j Vak 5 O’j / WO'k / 5 O’j WO'k
tr{F,il,QFk“ 2} — tr{(Fjwz) (F’W 2) }:tr{F,{,,Qka 2}7 (2.49)

lo que probamos es que la traza de (2.47) si es invariante de norma. Con base en lo que acabamos de

probar, nos podemos fijar en el término

1 ol ak 1 . al ok
——trQ FI R L — 1 pRvged = L 2.50
27"{“”2 2} 9w T{22} (2:50)
Es conveniente utilizar la siguiente propiedad
oot = %1 4 it !, (2.51)
y obteniendo la traza de ambos lados
tr{o/o"} = tr {771 + i o'} = 267", (2.52)
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De donde se obtiene

1 gl ok 1 . . 1 . .
—trQ FI —Fkw b — _C i pRavgik — g piny,
2 T{ ey 2 } 4t TR

Finalmente podemos proponer el lagrangiano de Yang-Mills sin interacciones

1 j j v
L= —SF F.

Qué pasa con las leyes de transformacién que tenemos para construir una lagrangiana?

) — W) =V(epw),
Du(z) — (Duv(x) =V(2)Du().

Recordando que

—1

V(@) =9 (@) = (V(@)(@) " = T @)V (@) = 9T (@)1 Vi(2) = §(2)V (@),

nos podemos fijar en el siguiente término

W' Duab(x)  — (W@ Du(@) =i (@) (Dub(x))

= “Z(x)'yluD;u

’

el cual es invariante ante las trasformaciones de norma.
También

’

P@)(@) — (@W@)(e) = P)e(),

por lo que el término de masa es invariante de norma

e = —m (@) o)) [ V) = s (e (@) — (),

Yo ()

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

notemos que ambos términos tienen la misma masa pero en general podrian ser diferentes utilizando una

matriz diagonal.

Con lo anterior podemos proponer el lagrangiano

Lyn = iy" Dy — mpy) — i(Fﬂu)Q

cuyas ecuaciones de movimiento se calculan en el Apéndice .

(2.59)
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Capitulo 3

Modelo Estandar

Incluye a los grupos SU(2);, y U(1l)y ya que este modelo se crea bajo simetrl’aﬂ

Propongamos el lagrangiano invariante de norma

1 AN )
Lym=—5tr o (Wi - Z(B“”) ) (3.1)

donde

B, =0,B, —0,B, Curvatura de U(1),

Wiu =0, Wi — 5VWZ + gzejkal]le’f i=1,2,3 Curvatura SU(2). (3.2)
También recordemos que
1 o\ ? 1,
—ah { <waz> } = -z (W) (3.3)
Para SU(2):
Si buscamos introducir interacciones hay que introducir la derivada covariante de 2 x 2 y para

actuar sobre campos escalares se debe introducir un doblete de campos ¢ que se define de la siguiente

manera
¢ = ¢j € Cv (34)
y se transforma mediante

6  — ¢ =V@e V(z)eSUQ). (3.5)

La derivada covariante se define

1Las ideas que se exponen en este capitulo fueron obtenidas de las referencias 2, 3]
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gd
Dy =0y — igZVV/jl,? (3.6)
La cual cumple que bajo SU(2)y,
D,¢ — (Do) =V(x)Duo. (3.7)
Para U(1):
Nos fijamos en ¢; y ¢2 por separado. Definiendo la derivada covariante de este grupo
D, = 0, — icg1B,, (3.8)
en el caso de electrodindmica se cumple cg; = —e. Para los campos ¢ y ¢2 pedimos que se transformen
como
®; — g =P, (3.9)

Notemos que ¢1 v ¢2 tienen la misma fase, lo cual significa que tienen la misma carga, por lo tanto la

derivada covariante seria la misma. Es decir

,Du(bl _ (au - nglBu)¢1
Dﬂ(bg (8H — Z.CngH)qbQ
[ Ou—icg1 By 0 1
0 6u - icng;t ¢2
1 0
= (O —ig1B,c é1
0 1 P2
L =Y
= (3M]l - inguY)d), (3.10)

al escalar c¢ se le conoce como hipercarga y la matriz Y = ¢l como Operador de hipercarga y determina
c6mo interacciona el campo con el grupo U(1)y. Con la relacién que se acaba de obtener podemos definir

la derivada covariante en U(1)y

D, =0,1—1i¢1B,Y, (3.11)
al introducirlo al doblete obtenemos
D
wor) _ D,.o. (3.12)
D,u¢2

32



CAPITULO 3. MODELO ESTANDAR

Fijandonos en la ley de transformacién bajo U(1)y

) (D ¢1)/ e’LCB(ﬁ)D ¢1 icB(x D ¢1) icB(x
Do — (D) =( " = T =@ T = e POD,g. (3.13)

(D) ePEID, by D,uh)

Utilizando las expresiones (3.6]) y (3.11)) proponemos la siguiente derivada covariante

g7
D, = 9,1 — igzwg% —ig1Y By, (3.14)

la cual es una matriz 2 x 2, pero ;Esta derivada funciona para ser invariante bajo SU(2) y U(1)?

Analicemos el siguiente término

’

. ol
—ig2 W)}, *ﬁb - 191YB;¢¢)

Dy "L

(@)Du¢ — ig1Y B,V (x)¢

o = (e

<m igaWV, ¢) — i)Y (B,) ¢’

V(

V (@)D, (3.15)

B,, es un singlete de SU(2), es decir, es invariante bajo la accién de este grupo, por esa razon se le quita

la prima. Por lo tanto

S%QL

D¢ (Dud) = V(z)Dyuo. (3.16)

Ahora, bajo el grupo U(1)y

U(l)y

D¢ — ('Du(b)/ = ( @ —iga W, *¢ - ileBM¢)
= (046 — ig1Y Bug) — iQQWj‘LJQ;

_ ez‘cﬁ(:c) (6H¢ _ 291YBH¢) _ ZggW] zcﬂ(z)¢

= ¢iF@)D, ¢, (3.17)
por lo tanto
U(l) ! cfB(x
D, = (Dug) = eP@D,o. (3.18)

. Qué pasa si se quieren aplicar las dos transformaciones simultdneamente?

Utilizando (3.16)) y (3.18) podemos concluir que
DM¢ SU(2)&>U(1)Y ('Du(ﬁ)/ _ 6i06(1)v($)pu¢, (3.19)
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el campo ¢ se transforma asi:

SUE)LXUD)y

¢ ¢ =PV (2). (3.20)

El término e***®)V (z) lo podemos escribir de otra manera

POV () = PV (2)
= exp{icB(x)1} exp {z’aj (x) %j }

= exp {z <aj(ar)02j + cﬁ(a:)11> } =U(x), (3.21)

debido a que %- son matrices hermitianas y cf(z) es una cantidad real, entonces U(x) es una matriz

unitaria. Es decir

Ux)Ul(z) = U (2)U(z) = 1. (3.22)
Obteniendo
Dy DY (D) = U)D,e. (3.23)

Analicemos el siguiente producto

D.0) (D'e)  —  (Dud) (D) =(U(2)Due) U (2)DH ¢
=(Du¢) U (2)U (2)D"¢ = (D) ' D" . (3.24)

Notemos que esta expresion es invariante bajo todo el grupo SU(2); x U(1)y por lo tanto califica para
ser un término de la lagrangiana. Ahora nos interesa fijarnos en un potencial para dotar de masa a las

particulas, definiendo el potencial escalar de Higgs

V(g o") = —pPd'e+ A(00")?, 4 >0, A>0. (3.25)

Propongamos una lagrangiana escalar

Ly = (Duo)'D'é—V(p, o)
= (Do) D"¢ + p2pip — A(go")?, (3.26)

el término +u2pT¢ debe ser un término negativo para que sea un término de masa de acuerdo a la

ecuacién de Klein-Gordon.

Vamos a calcular los puntos de inflexiéon del potencial, para esto pasemos a las componentes ¢q y

b2
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o1

2

o'o= (o] o}) [ ] =olor+elo. = olos, (3.27)

¢; son campos complejos, por lo que los podemos escribir como sigue:

b; = \%(%‘,1 +id2), (3.28)

siendo estos campos hermitianos

¢l =dja  Ja=12 (3.29)

La condicién anterior nos restringe a que ¢;  sea real. Sustituyendo (3.28) en (3.27)) se obtiene

¢l = %¢j,a¢j,a~ (3.30)

Finalmente la expresién del potencial (3.25) es

1 1
V(g ¢') = *u2§¢j,a¢j,a + )‘Z(ij,aﬁbj,oc)zv (3.31)

notemos que ahora tenemos cuatro campos reales ¢11, @12, P21 y ¢22. Calculando las derivadas con

respecto a los campos e igualando a cero

= - A jaPja
Dns Prp(—1” + Adjadja)
= drp(—1* + A'¢) =0, (3.32)
se tienen dos posibilidades:
1) ¢rp=0 = ¢ =0, (3.33)

2
2) —pP+2) |9 ’=0 = |¢=\/g. (3.34)

Regresando a la notacién de campos reales, la segunda condicién nos lleva a

2 2
oo =5 = ohtoht e teh =" (3.35)
la cual representa una hiperesfera, es decir hay degeneracién como en el caso de U(1).
Para romper la simetria elegimos un doblete especifico el cual serd el estado de vacio ¢g
1 .
—7 +1 0
b= \{5(@1 ‘¢12) = b=, | (3.36)
ﬁ(ﬁbm +ida2) 7Y

por conveniencia elegimos ¢11 = ¢12 = ¢22 = 0y ¢p21 = v > 0, lo cual debe satisfacer
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2
| ¢o |= \/g = % (3.37)

Siguiendo un procedimiento similar a los ejemplos estudiados, nos conviene realizar el cambio de base

2
esto nos lleva a que v = 4/ 5.

¢ = ¢o + (), (3.38)
donde
+
f@)=¢—go=1| " , (3.39)
ﬁ(h] + 'LGZ)

G7, es un campo complejo y h y G, son campos reales. Pedimos que G, = (G7,)T.

Debido a que en el potencial de Higgs aparecen productos de ¢?, nos conviene analizar el siguiente

término

¢'p = (do+ &) (o + &)

2
= 5 +ole+eTp+e'e, (340)

obteniendo que el potencial V (¢, ¢") dado en (3.25)) tiene la siguiente estructura

2 2
V(g,¢') = % (/f + Ag) + GE(—p® + M?) + E go(—p + Avo?) + ETE(—p® + M?)
+ (ShEBRE + e po + €T podhe + €T doET Po) A + .. (3.41)

los demads términos, combinaciones impares de los campos, no son de suma importancia debido a que solo

nos interesan términos cuadraticos para definir masas. Notemos que ({3.39)

_ 1
v .
04¢ = 5 (h+iG-), (3.43)
también
2 2_ 2 s _
2 2 2
2 v 2 Ap H
- —_ = —_ =, 4
I +)\2 pwe 5 X 5 (3.45)

Relaciones que nos llevan a una notoria reduccién del potencial V (¢, ¢):
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4
V(.6") = — 15 + (8heale + oleei oo + € dosle + €1 g0 0)A

= ﬁ + u?h? + (3.46)

Claramente p?h? es un término de masa para el campo h, ya que al introducirlo a la lagrangiana el
potencial escalar V(¢',¢) va acompanado de un signo menos, el cual cambia el signo del término en
interés. Por otra parte notemos que G, G, y G, no adquirieron masa debido a que estos términos se
cancelan directamente en los célculos. Antes de romper la simetria, la teoria tenia cuatro campos uno

relacionado con U(1) y tres con SU(2), pero al final solo se tiene la presencia de un campo con masa.

Regresando a la expresién de la derivada covariante (3.14)), analicemos con detalle qué sucede con

la parte relacionada a SU(2) cuando j = 1,2 (recordar que j = 1,2,3)

ol Lot o2 Wi fo 1 w2 [0 —i
Wig =Wug +Wig =5~ 5

2 \10 2 \i o
0 W —iw?
= , (3.47)
Wi +iW? 0
definiendo los campos
+_ 2 1_ +
- — 1 1172 2 + + —
WM = E(Wu’ + ZWH) = W \/ﬁ(Wy’ — WH ) (348)
(le‘ )= W,y Wﬁ y Wi son campos reales. Entonces
o 1 0 1 1 0 0 1 1
Wi— = —Wr +—=W, = —Wfet+-—=W 0. (3.49)
a5 V2 " \o o V2 "\ o NG V2
—— ——
=ot =0~

Notemos que lo tnico que se hizo fue un cambio de base, a una base compleja. En electrodindmica

significaria cambiar de una polarizacién lineal a una polarizacién circular.
Al sustituir el cambio de base para Wj y Wﬁ obtenemos lo siguiente

1 2 1 ;-2

10 207 + ey —
Wu?—&—WH?_%[(W + W)+ ﬁ(WJ—W#)
1 1
— ﬁwji(o—lﬂﬁwﬁwu 2(01 —ic?), (3.50)

comparando (3.49) y (3.50) se definen las siguientes relaciones
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1 1
ot = 5(01 +i0?), T = 5(01 —io?). (3.51)

Por lo tanto, la expresiéon de la derivada covariante (3.14)) es ahora

D=0, — i Wiot +Wio™) —iggW3 L —igiB,Y. (3.52)
. Qué pasa con la derivada covariante al hacer el cambio mostrado en (3.38))

Analicemos el término

o3

T
wm*ww)—[ms igo f<w+ ot Wo (o + ) — igg W <¢o+s>ingMY(¢o+s>]

[a#s ig2 f<w+o++w o) o +€) — igaW3 (G0 + ) - ing#Y(wo],

(3.53)

solo interesan las partes cuadraticas en los campos, asi

2
(Duo)'(D"9) = fauh@“th CWEW, +92 CWIWH — Cg;gz CWEBH + 291 v B,B" + ... (3.54)

La lagrangiana escalar se obtiene de juntar (3.46) y (3.54)

2 2
1
L, 70 hoth + 22 92 CWEw + %2 92 i CQ;Q%QWIZ’BM%&B;LBM— 521D + .. (3.55)

Ahora, regresemos a la lagrangiana de Yang-Mills mostrada en la expresién ([3.1))

1. . 1
Lras = WL W — LB B, (350

nos vamos a fijar en el término a orden cuadratico en los campos

WinjNV _ Wﬁuwlpu + WiVWQNV + ijwiim/
= (0 W, =W, + . .)@O"WY —"W™ + . )+ (1—=2)+(1—3+ .., (3.57)

Definamos Wﬁy de la siguiente manera

W3, =0,W: —0,W;. (3.58)

wr =

Pasando a la base W;r y W, , resulta que la expresion 1D toma la forma

Wi, Wik — (aﬂwj FOW, =0, WF —9,W ) (@ W 4 P — W — 9
- %(aﬂw,j — 0, W, — QW+ 0,W, ) (OFWH — 9P — 9 W 4 9T )

+WE, W 4 (3.59)
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Definamos los campos W;j y W

Wi = 0w - oW/,

wr =

VV/W

=0,W, oW, (3.60)

para que de esta manera Wi, Wi se reduzca a:

W3, Wik = QWL W=H 4+ (W3,)2 + .. (3.61)

Con todas estas definiciones resulta que (3.56)) tiene la siguiente estructura

(Buw)? + ... (3.62)

1 1 .
Lyy=—-WEW™H — Z(W3 )2 -2
Y M 2 Hnv 4( ;,Ll/) 4

Juntando las lagrangianas obtenidas en (3.55) y (3.62))

1 1221+7u9§2+71A329§233
Le+Lyy = iﬁﬂha"h— 5(2,u Vh* — §WWW w4 Zv WM Wu — Z(W’“’) + gv W#W s

1 gt 9192
— Z(B#,,)2 + 71023#3” - Tﬁijﬂ + ... (3.63)

Los primeros dos términos, %Bﬂhﬁ“h - %(2u2)h2, de la expresion anterior, tienen la misma estructura

que la lagrangiana de Klein-Gordon, por lo que el término de masa para el campo h es my, = y/2u?.
2
Por otra parte, para analizar el término —3 W5, W =" + 202W W notemos lo siguiente:

De (E75) v (550)

1
V2
1

V2
que en analogia con (3.58) nos conviene definir

Wl =—0,(W) —iW}) - —=0,(W, —iW})

Sl

(W, —iW2,), (3.64)

W}, =0,W, —0,W,.,

py =
W2, =0,W. —0,W;. (3.65)
También se cumple
1 1 . .
W, =—=W)=—W,,+iW2), (3.66)

V2 V2

asi
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—%WJVW_“” + %W;WJ = —E(W,}V — W2, (W W2 + QZSUQ%(W; +AWE) (W — i)
= —iWﬁUWW + % (%U)Q Wi - infUW?W + % (%U)Q W22,
(3.67)
Juntando todos los resultados anteriores, obtenemos
Ls+ Ly = %aﬂhauh - %(2u2)h2
- iW/}yWW + % (%%)2 Wi
- %W,‘j‘yﬁ/?“” + % (%%)2 W2T 2
g () Wi
B E(Bw)z + % (cg1v)” B, B"
— Y192 oyyspe g (3.68)

Para que podamos entender el significado de cada uno de los términos de la lagrangiana WIZVW-”“’7 es

necesario recordar el lagrangiana de Proca.

1
Lp= _Z(FMV)Z +

L oo o

Al regresar a la expresién (3.68]) y compararla con (3.69) podemos notar que se tiene dos lagran-
gianas de Proca para los campos W' y W? con la misma masa, que en este caso es myy = Lo,
otras dos lagrangianas de Proca, una del campo real W3 con masa mys = £ y la otra del campo

B con masa mpg = cgyv. También de tiene el término de interaccién M WjB”, donde definimos M = 492,

Analicemos tUnicamente los siguientes términos

1 . 1 1 1
SOV 4 o WiW (B 4 Smiy BB — MW B
1, 1 1 . . )
= = W)? = {(Bu)® + SWmbya W — MB®) + 5B, (~MW™ — m} B)
1 . 1 1 m2 W3u — MB*
= _E(W’Sy)Q - 1(B;uj)2 + 5 (WS B#) we

—MW3# — m2,BH
m2. —M W3k
Bﬂ) we (3.70)
M m% )\ Br
=M

La matriz M es real y simétrica por lo que se puede diagonalizar. Es decir, existe una matriz R tal que

RTMR =D, (3.71)

40



CAPITULO 3. MODELO ESTANDAR

a M se le conoce como matriz de eigenestados de masa.

Notemos que

M= %ﬁ = % €g1v = Mmyys mp, (3.72)
asi que
2 2
mi,s —M M —Mmys mp
M= | we = ws W2 . (3.73)
-M m3 —Mmys Mp mg,

al diagonalizar la matriz M utilizando el polinomio caracteristico det[ Mgy — Aj] = 0, obtenemos que los

eigenvalores son Ay =0y Ay = m%w + sz, esto quiere decir que un campo no tiene masa.

Para construir la matriz R es necesario calcular

M = M, Mo = Ao, (3.74)
de donde se obtiene:
mp _mwa
gi=r1 ||, Yo = K2 B (3.75)
1 1

Por lo que la matriz de diagonalizacién resulta ser

_ my3 mpg
K2 e

K
R=(5 )= ) (3.76)
K2 R1

la matriz diagonal se obtiene del producto

2 2
mp +miys 0

0 0

RTMR = (3.77)

Como caso particular buscamos una matriz ortogonal (a partir de R) que diagonalice a M y que sea un
elemento tipico se SO(2), es decir:
cos 6 sen 6
R(0) = Y Y. (3.78)

—senf,, cosb,

Para que podamos obtener una matriz de la forma R(6,,) se debe cumplir que las entradas de ([3.76)

cumplan las siguientes condiciones:

entradas que tienen que ver con cos 6.,

mys

K1 = —KR2 5 (379)

y entradas de sen @,
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Ky = —hy B (3.80)
myys

notemos que (3.79) y (3.80) son las mismas ecuaciones, por lo tanto

— kg T —Ka
R(k2) = B mes | (3.81)
) —K2 mV;

El siguiente paso es obtener la condicién que se debe cumplir para que esta matriz sea ortogonal. Para

esto vamos a fijarnos en

1 =R (ky)R(k2). (3.82)

sustituyendo (3.81)) en la expresién anterior vemos que se debe cumplir

2
K2 (1 + me‘) =1, (3.83)
mp
por lo tanto
2 mQB mp
Ky = —5———5— = kg = t————oon| (3.84)
mp + Myys /m2B +m2,

por conveniencia y simplificacién de los cdlculos escogeremos el signo negativo. Asi (3.81)) queda de la

forma

1 myy: m cosb, senf
we b comparar R(0w) = ‘ “1, (3.85)

*/m2B+mx2/v3 —mpg M3 —senf, cosb,

esto nos conduce a las siguientes ecuaciones:

R(kz2) =

cos by, = w, senfy = ——B (3.86)
\/ME +mis \/mE +miys
Sustituyendo los valores de mys y mp en términos de g1 y go
Mmyys 92 mp g1
= = . 3.87
2 5 \/92 +92’ 5 5 \/gz +92 ( )
mp + Miys 1 2 myp + Mys 1 2
Por lo tanto
1 p—
R=—o— " 7). (3.88)
VIT+92 \g1 g0
Comparando (3.86) y (3.87) podemos escribir cos 8, y sen 6, en términos de g1 y g2
080y = ——L2 sen By, = —I (3.89)

NCEY A NCET

De (3.77) se tiene
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2 2 + 2 0
RTMR =2 (9079 7). (3.90)
4 0 0

Regresando al término de masa mostrado en (3.70) y utilizando la expresién (3.90)

T
W3M 2 WS 2 + 2 0 W?’M
(Wg Bﬂ) (RRT)M(RRT) = UZ RT | * g RT . (3.91)
B~ B, 0 0 B
Definiendo el cambio de base
Z w3
Pl=rT| " (3.92)
A, B,
el término de masa (3.91)) ahora queda de la siguiente manera
: W v 2
(W;f B;L> M o 5 1 +92) 2, 2" (3.93)

Notemos que el Gnico campo con masa que se tiene es el del bosén Z, de lo contrario A, es un campo

sin masa el cual corresponde al fotén.

Al sustituir la matriz R, mostrada en (3.88)), en la expresién (3.92) obtenemos,

1 3_

Zu) _ \/gf+9§(g2W" 915u) , (3.94)
1 3

Ay 93492 (91 Wi + 925,)

Para encontrar la relaciéon inversa hay que multiplicar, por la izquierda, por la matriz R:

3
o G e
——
AM 1 BM
3 (922, + g1 A
WN — \/m(g2 M+gl M) (3.95)
B,

1
- Z 4 A L
/79%‘5‘93( 914, + g2 /)
Analicemos los otros términos de la expresién (3.70)) para probar que, en efecto, (3.93)) es un término

de masa para el bosén Z. Para ésto es necesario regresar a las definiciones (3.2) y (3.58) y realizar el
cambio de base (3.95). Ademds es necesario definir

Zy =02y — 0y 2,

F,, =0,A,—-0,A,. (3.96)
De esta forma obtenemos
o g2 g1
Wi, = ————Zw+—F——=Fuw:
’ 91 + 95 Vi + 95
By = — 291 s + 292 _F,. (3.97)
91 + 93 Vit 93
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Por lo tanto:

L s 1 1 v 1 v
- E(Wgu)z - X(BMV)Q = _EZ;WZH - EFMVF'M . (398)

Notemos que no hay mezclas de la forma Z,, F** debido a que se cancelan exactamente estas contribu-

ciones. Este resultado era de esperarse ya que la teoria es invariante de norma.

Finalmente podemos mencionar que (3.68)) estd dada por

1 1 1 1
Ls+Lym=— §WLW7W +miy WIW T — Z(Z;w)z + §m22(Zu)2 - E(Fw,)2
1 1
+ i(aﬂh)Q - im%hQ + térm. de Goldstone + térm. de dos o méas campos, (3.99)

las masas que encontramos corresponden a las del bosén W, bosén Z y bosén de Higgs:

g2
My = =1,
2
2 2
m, — V97 +9207
2
mp = \/2u2. (3.100)

Centremos nuestra atencion en la masa de los campos cargados m,, y m,

m —g—zv'g%—i—gg—m J2
w T - z
2 g2+ 93 VIi+ 93

de forma interesante podemos notar que las masas de los bosones Z y W estan relacionadas por el coseno

= c0s 0, m;, (3.101)

del angulo 6,,.

Después de que hicimos un cambio de base en Lg + Lya en términos de A* y Z#, ahora nos
interesa ver lo que sucede con la expresién de la derivada covariante (3.52)) que aparece en el lagrangiano

del campo escalar. Al sustituir el cambio de base (3.95) en D,, y reacomodando algunos términos se tiene

. 3 . 3
. 92 - _ 3 20 2 19192 o
D,=0 —Z(W+J++W0)—(g—gY)Z—(—i—Y)A, (3.102)
2 M \/§ I I g%+g§ 22 1 1 g%+g§ 2 K

si comparamos este resultado con la derivada covariante de electrodindmica (L.68)), el término de inter-

e 7 3 Ld . .
accién, que en QED es e, seria glzgj = (% + Y) y la conexién es A, es decir, es la carga bajo el grupo
911793

SU(2). En analogia con la carga eléctrica, podemos definir el Operador de carga eléctrica:

3

Q=" +Y € Moa, (3.103)
desglosemos a detalle ()
3 0 cp 0 i+c 0 ni 0
Q= 0—+Y: 2 + v 27 =" . (3.104)
2 0 —3 0 ¢y 0 -3ty 0 no
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También se puede hacer la identificacién

9192

NCET A

O<e= (3.105)

por convencion pedimos que la carga sea positiva.

Sustituyendo las definiciones anteriores en la derivada covariante (3.102), se obtiene una expresién un

poco mas compacta:

10 o 7 o .
D“QL2U%ﬁf+W%U)@529ﬁ>2pr&r (3.106)

V2 VIt + 93

Centremos nuestra atencion en los sumandos de la parte electromagnética de la derivada covariante

Dy:

D, =0, —ieQA,, (3.107)
al actuar sobre un doblete
0 n 19) —ieA,n
D,V =0,V — ieQA, U = o —ieA, ) Wi pYt . (3.108)
0,2 n11o Ou2 — ie A naths

Derivada covariante electromagnética

se obtiene la expresion de la derivada covariante actuando sobre cada espinor 1 y ¥. Notemos que para
nj = —1 se tiene
(Op —ieAyn;); = (0p +ieA,)Y; = electrén (3.109)

si recordamos 0, + ieA,, es la derivada covariante del grupo U.(1), y para n; = +1

(Op —ieAun;); = (0, — ieAy)Y; = positrén, (3.110)

por convencién se ha tomado la carga elemental como positiva. Las dos relaciones que se obtuvieron al
darle valores a n; = %1 nos permite ver que (), mostrada en (3.103)), se relaciona con la carga de las

particulas.

Ahora manipulemos otro elemento de la derivada covariante

2‘73 2 2 2 a® 2 92 2 2 o’ 2
Gy — oY = (gl + 05 —giQ = /ol + g3 | 5 —sen?0uQ ), (3.111)
w

CoS

al sustituir en (3.106|) se tiene

_ tg2 + + - - 192 a 2 .
D, =0, — —ﬂ(VV/L ot +W,o07)~ 05 0. <2 — sen 9,,,@) Z, —iQgasen b, A, (3.112)
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notemos que las constantes de acoplamiento ahora estan en términos de g y 6,,.

Una vez que hemos analizado Lg + Ly, regresaremos a la lagrangiana de Dirac, pero realizando

el cambio de base del campo espinorial: ¢y — ¥, YR.

L= (Yr+ L) ("0 —m)(Yr + L)

(3.113)

Utilizando la propiedades de las matrices de Dirac y los proyectores P;, y Pr que se mencionan en el

Apéndice podemos obtener las siguientes relaciones

VR =V = (Pri)ih® = o Pra® = w1y P, = Py,

Ur = 1#270 = (PLy) 70 = 9T Py = 4Ty Pp = ¢ Py,

es por ello, que los términos de la lagrangiana £ se reducen a:

—m(VYr +¥L) (VR + VL) = —m(UrYL + YLYR),

(VR + VL) (9" 0,) (VR + Y1) = YRIVOu0R + YrintOuvL.

Por lo tanto,

L = Yriv"0, 0k + Yrin"0,br, — m(Yribr + VL)

Calculemos las ecuaciones de Lagrange

aa< oL >_ % _y
0avh))  Ovg

Consideremos que v; y 1; son variables de Grassman (anticonmutan)

oL _ 0 k. I
8(aawﬁ) - 8(&11&%) (wRZ’VklauwR)
b L 1\ Tk
= Wkla(aawﬁ) (0 bR)VR]

= —iypy 019800 = —ipEe; = —i(brY™);,

entonces

oL . " ; )y
Oq (M) = —10a(YrY"); = —1(0a¥rY");-

Ahora

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)
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oL 0 -
% = %(—m%w}z) =-m

0

¥ (PEVR) = mduf = mip],.
R

Uniendo los resultados obtenidos, las ecuaciones de movimiento son

— i(DathrY™); — M}, =0
= (—i0a YRy —mipr); =0

(0 thrY™ +mipr, = 0.

El hermitico conjugado tiene la forma

— iy Batbr)t + mil =0,

pero notemos que

Pk = W) = wvr = 1%¢r

¥ = @)t =dvr =1y
Entonces la ecuacion (3.124)) se convierte en

— i7" Y00ar + Mo =0 = —iv"* 10 9ur + M2 = —iv*Ouor + mibr =0,

v 1

es decir,

iy Oubr = mipr,

realizando el mismo procedimiento se tiene que,

iv" 0,01 = myg,
las cuales son dos ecuaciones diferenciales acopladas a través de la masa.
Para m = 0 se obtienen las conocidas Ecuaciones de Weyl.

i’yua,uwR = Oa

i’Y“Qﬂ/JL = 0,

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)
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Quiralidad y helicidad

Recordemos la definicién del operador de momento angular

L=Lyi+Lyj+L.k=&xp, (3.130)

cuyas componentes satisfacen la relacién de conmutacién

[Lj, Li] = ihejpi Ly (3.131)

De forma més general podemos proponer el momento angular

J = Jei+ Jyj+ J.k, (3.132)

imponiendo que se cumpla la siguiente relacion de conmutacion

[Jj,Jk] S ithlil. (3133)

Notemos que L es un caso particular del operador vectorial J. Vamos a pedir que J sea un operador
hermitiano, por lo que cada componente Ji, J2, J3 también son hermitianas. Nuestro objetivo es buscar

un conjunto completo de observables, para esto usamos alguna componente Ji y J? las cuales satisfacen

[J2,Ji] = 0. (3.134)

Lo anterior nos dice que ambos operadores comparten eigenkets. Por convenciéon tomamos la compo-
nente Ji = J,, es decir, utilizaremos en el conjunto {Jz, ﬁ} En este caso los eigenkets van a tener dos

etiquetas |j, m), donde

J2|j,m) = K25 (j + 1)|5,m), (3.135)

J.|j,m) = hm|j, m). (3.136)
Se prueba que j puede tomar valores enteros o semienteros no negativos

1

j 7277

en tanto que los valores de m no son independientes de j

m=—j. —j+1,...,75—-1,7 (3.137)

En analogia con el desarrollo anterior podemos hablar del momento angular de spin el cual no depende
del espacio

S=S,i+5,]+S.k, (3.138)

el cual satisface
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[Sj,Sk] = ithlel. (3139)

Siguiendo el mismo procedimiento que con el operador J, nos vamos a fijar en las observables com-

patibles para el operador S

S2|s,ms) = K2s(s + 1)|s, ms), (3.140)
S.ls,ms) = hmg|s,ms), (3.141)

si s es un semientero estamos hablando de fermiones y si es un entero nos referimos a bosones. Dado s

tenemos

me=—8, —s+1, .., s—1, s. (3.142)

Podemos definir otro operador que califica como observable, el cual es conocido como Operador de

Helicidad.

_Sp_ 55
S|p| s

De la definicién matematica, podemos decir que el operador de helicidad es la proyeccién del spin S

(3.143)

con respecto a la direccion del momento p, es decir, es una generalizacién de S,, donde podriamos ver a

S, =S - p con eigenvalor himg. Por lo que ahora resulta conveniente fijarnos en los estados

/ ’

D, h), (3.144)

al aplicarle el operador de helicidad h, se tiene que h|ﬁl, h/> =h \ﬁ, h/>, pero aplicando la definicién (3.143))
también tenemos la siguiente relacion h|ﬁ, h/> = %5_";[)|]3/, h'> = %hms |ﬁ/, h'>. Por transituvidad se cumple
que el eigenvalor R’ tiene la siguiente estructura: B = %hms. Si suponemos que s = % — ms = %, —%,

entonces

hlp' by = £hlp 1), (3.145)

Es decir para particulas de spin s = % los eigenvalores de helicidad son +% (el spin estd en direccién de
movimiento) y —h (el spin estd en direccién contraria al movimiento). En teoria de campos el operador

de helicidad es una matriz 4 x 4 para el caso de particulas de Dirac (spin 3 )

h=%-p donde % =25=2v"9s, (3.146)

> es un operador vectorial que actia sobre los campos de Dirac. Para el eigenvector i se tiene

hap = +4p. (3.147)

;Hay alguna relacién entre h y el operador de quralidad ~°
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Al hablar de particulas fermiénicas sin masa, debemos recordar las ecuaciones de movimiento

para los campos quirales mostradas en (|3.129)):

hpr = +¢r V5YR = +YR
hyr =+, Y5 = +Yr. (3148)
Tanto el operador de helicidad como la matriz de quiralidad satisfacen exactamente las mismas

relaciones en el caso de particulas fermiénicas sin masa. En pocas palabras, la quiralidad coincide con la

helicidad en el caso de fermiones no masivos.

Un ejemplo en particular del Modelo Estandar son los neutrinos con helicidad izquierda, los cua-
les, en este modelo, se supuso tenfan masa cero, por lo que en esta teoria (SM) solo aparecen campos de

la forma 17, ademds de que obedecen las ecuaciones de Weyl y coincide con su quiralidad.

Pero en algunas teorfas mas alld del Modelo Estandar los neutrinos son dotados con masa y de-
bido a que un término de masa, en una lagrangiana, tiene combinaciones de 1, y ¥ r entonces también

deben tener estados quirales derechos 9g.

3.1. Leptones

Un Lepton es una particula que no interacciona con la fuerza fuerte. Hay tres generaciones de leptones

Generacién 1 Ve, e,
Generacién 2 Uy, uwo,
Generacién 3 Vr, T,

los neutrinos ve, v, V> no interaccionan electromagnéticamente. Al fijarnos en un neutrino en general v;

podemos descomponerlo en dos partes

Vi =V;Rr+VjL, (3.149)
respecto a lo que se comenté con anterioridad sobre la quiralidad derecha de los neutrinos, existe una
justificacién: no se ha medido experimentalmente la helicidad derecha de estas particulas, por lo que no
se tomard en cuenta la parte v; r. También podemos comentar que es un hecho experimental que los
fermiones que interaccionan con el bosén W son izquierdos, por lo que este bosén distingue estados de

quiralidad, es decir, solo interacciona con los estados quirales izquierdos SU L (2).

Definamos un doblete de Dirac, que solamente contiene campos izquierdos

E,=1| ", (3.150)
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3.1. LEPTONES

el cual se transforma bajo SU(2)

Ep — E; = V(2)EL.

Bajo U(1)y se tienen las siguientes transformaciones:

! iCrLB(z
Ve, — Ve, = €W g,

e, —> e = eicL*B(””)eL,
= EL — EL = BZ‘CLB(I)VQL.
Esto es, bajo SU(2)r, x U(1)y

E;, — E;, =U(2)Ey,

donde

U(zx) = exp {z (w”; + YL6> } ‘

Definiendo la derivada covariante

N
Dp, = aﬂ]l2><2 - ZQQWIZ? - Zng;LYL7

Yy, = Crlax2 nos dice como interaccionan los espinores con el campo B,,.

Pueden dobletes diferentes tener diferente hipercarga?

De forma mas general pensemos en un doblete

P - fir 7

forL

el cual se transforma bajo U(1)

/ . =
fi, — hL=€"fiL,

/ . =
Jap — for = Pty L.

Si nos fijamos en la transformacién del campo B,

B, — B = B, +£0,8,

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

entonces bajo el grupo U(1)y la derivada covariante se transforma de la siguiente manera
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/ ’ . /O'J . ’
(DMFL) - (DMFL) = 0uFy, — 292WM37 - ZngMYL =

— ¢CLB(D,Fp, +i(8,8)CrL(1 — g1k)FL), (3.161)

. 1 o . , . s .
proponiendo k = e podemos eliminar el segundo término de la expresién anterior y lograr que D, Ff, se

transforme de la siguiente manera:

(D, FL) — (D, FL) = e“*P(D,Fy). (3.162)

Hemos logrado obtener las siguientes leyes de transformacién bajo el grupo de hipercarga U(1)y

BN — Bl,l = BM + g%guﬁv
F,  — Fy = eCrBFy,

(D,FL) — (D,F1) =¢€18(D,Fy).

Al aplicar la ley de transformacién SU(2)r, x U(1)y se cumple

DyEL — (DuEL) = U(x)D,EL. (3.163)

En esta parte nos interesa introducir la partes derechas egr. Tomando en cuenta que el bosén W solo
interacciona con partes izquierdas, hay que eliminar las interacciones con SU(2), es decir, se tendria que
excluir el término de la derivada covariante relacionado con Wft y definir Y7 y C'g para hacer énfasis de

que la parte derecha tiene diferente hipercarga:

J
D, = a”.]l%%— ig1B,Y SU©2)L x U(1)y,

U interacciéon con parte derecha

D, =0, -1—igB,YrL. (3.164)

Bajo SU(2)r el campo derecho va a ser invariante (conocido como singlete de SU(2)p,)

er — ep = ex. (3.165)

Bajo U(1)y

er — eIR = eiéReR. (3.166)

Por lo que bajo la transformacién del grupo SU(2), xU(1)y, el campo quiral derecho ey, se transforma:
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D,er — (Duer)/ = eiCARDﬂeT. (3.167)

Utilizando las leyes de transformacion que estan encerradas justo en el recuadro anterior, se puede probar
que la lagrangiana de Dirac no es invariante bajo SU(2), x U(1)y debido al término de masa. Por lo que
vamos a aprovechar el mecanismo de Higgs para definir términos de masa apropiados. Nos podemos fijar

en

Ve ER Ve

enEr=en| ") =", (3.168)
er EREL

ELeR = (DQ,L7 éL) ER = (DQ,L €R, €y, 63) s (3169)

estos campos no conmutan debido a que son de Dirac, pero estdn relacionados mediante (égrFEr)" =

(Erer). La primera pregunta que nos viene a la mente es ;Cémo se transforman bajo SU(2)z?

erEL — (érEL) =éerV(z)EL = V(2)egEyL, (3.170)

Erer — (Eper) = (erEL)! = (erEL) 'V (2)'V(2)t = ELerV ()t (3.171)

. Cémo se transforman bajo U(1)y?

Los campos er y Ey, se transforman mediante

er — e,R = ¢'“rBep, (3.172)

Ep — B =P Ly, (3.173)

entonces, el producto de un campo derecho con uno izquierdo se transforman, bajo U(1)y como:

erEL — (érEL) = épE; = 'Crn—Cr)fe B, (3.174)

Eper — (Eper) = (erEL) = Epep = Cr=CrifEcp (3.175)

esto quiere decir que érE;, y Erer son dobletes de SU(2)r, con hipercarga C;, — Cr y —(Cr — CRr)

respectivamente.

Al unir las transformaciones bajo los grupos U(l)y y SU(2)r, la transformacién completa bajo

SU2)L x U(1)y es:

erEr — (éREL)I = V(I)ei(cLicR)BéREL
g7
= exp {mﬂ‘;} {i(Cy, — CR)B1} erEr. (3.176)

Definiendo un operador de hipercarga para este grupo,
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1 0
Yir = (Cr — Cgr) 0 1) (3.177)
se tiene
, gd
erEr — (éREL) :exp{i (Oé](;‘FYLRB)}CREL, (3178)
_ _ , _ ol
FErer — (ELGR) = FErepexp {—i (ijz + YLRﬁ> } . (3179)

Para construir un término de masa con los campos er y F, necesitamos introducir un doblete escalar

o= ).
b2
que bajo SU(2)r, se transforma
b — ¢ =V(z)p. (3.180)

Parece razonable proponer el siguiente término que puede calificar, bajo modificaciones minimas, a

un término de masa

_ o1 _ _
Erer¢ = (DeL éL> eRr = Uer.er®1 + €Lero2, (3.181)

b2

al aplicarle una transformacién de norma SU(2)r x U(1)y

Ererp — (ELeRé)/ = (ELeR)I¢/ = Eregexp {—i (aja; + YL35> } exp {z <aka; + Y¢B>}
= ELeRe:vp {Z(Y¢ - YLR)} d), (3182)

si pedimos que se satisfaga la siguiente relacién

Yo —Yor=0 = C4=0CL—Ch,

Entonces va a desaparecer la exponencial exp {i(Yy — Y r)}, llevandonos a:

Ererp — (Erer¢) = Ererd, (3.183)
erELd — (ErELd) = erELo. (3.184)

Pero tenemos un ligero problema: Erer¢ y €rFr¢ no son hermitianos por sf mismos, debido a que no

lo es el campo ¢, pero si lo es la suma de ellos,
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wErepd + w*dlegrEr, término de masa (3.185)

w es un numero complejo. Rompiendo la simetria del término de masa

¢ =¢o+¢, b0 = (3.186)
>

Sustituyendo (3.186)) en el término de masa (3.185))
wELer(po + &) + w* (¢} + £NerEy

O o Ver,
:w(peL éL> er +w eR(O %) + ...

C

V2 L
wv w*v
= ﬁéL€R+WéR6L+... (3.187)
supongamos que w < 0, w = —|w|, asi
0 ,
wlv _ _
:—W(eLeR—i—eReL)—}—...:—meee+... donde e=egr+er. (3.188)
—~—

La expresién que acabamos de obtener es invariante de norma, hemos logrado que tenga la forma: —maeo¢ =

—m(prr +Yrr). Con base en lo anterior podemos proponer los términos para la lagrangiana

ELiv"D,Er + érin'Der — |w|Epder — |wlerd' EL. (3.189)

Debido a que las derivadas covariantes del primer y segundo sumando son diferentes, es importante

fijarnos en los siguientes factores

. ol
.DMEL = <8M - ZgngjL? - ZngMYL> EL

Usando ((3.112])

. . 3
192 - — 192 o .
= ( L — E(le'a+ + W, o ) — cos 0. (2 — sen? HwQL> Zy, — ZQngseanAu> Ep,
(3.190)
oD er = (0, —ig1CrB,)er. (3.191)
Q= %3 + Y7, es el operador de carga y Y, es la hipercarga.
Por lo que sustituyendo (3.190) y (3.191)) en la expresién (3.189))
= ELi’yH(aull — ieQLAH)EL + éRiv”(GMIl — Z.g1CRBM)€R — |w|E’L¢eR — |’LU|éR¢TEL + . (3.192)
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pero

14+Cp 0 (Qr)11 0
0 -3+CL 0 (Qr)22

QL= (3.193)

Regresando a la expresion (3.192f), desarrollemos el primer término tomando en cuenta la definicién

de la matriz Q.

_ 1 1
Erin" (0,1 —ieQrA,) Er, = ivery" <8M — e ( + CL> Au) Ver, +i€py" (8u —ie (—2 + CL) Au) er,

2
(3.194)
para que no haya interaccién con el grupo U(1)y por parte de los neutrinos, entonces
1 1
(@) = stlL=0 = Cp=-3, (3.195)
Qs =2 — L (3.196)
L)z =5 - 5= L .
La matriz @)y, resulta ser:
0 O
QL= : (3.197)
0 -1

Para cada « (sabor de los leptones) deberfamos tener una hipercarga diferente, pero debido a que los

neutrinos no tienen carga eléctrica entonces )1, es la misma en todos los casos.

Regresando a (3.196))

Eriv* (0,1 —ieQrA,) Er, = iVer Y Opver, +iepy" (0, +ieA,) er, (3.198)

al fijarnos en la parte derecha de (3.192) utilizando
1

B = =
;t
93 + 93

(_glzu + g2A,u)

se tiene

ém”y”(@u — iglCRBN)eR = éR’L"y“(aM — e CR AM)eR + ...
=—1

9192 _, (3.199)

NGEY

en este caso la hipercarga coincide con la carga eléctrica. Por otra parte Cr, Cr y Cy son

= eriv" (0, +ieAy)er + ... donde

1 1 1
CL:—i, Cr = -1, O¢=OL—CR=—§+1=§. (3.200)
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Finalmente de (3.192]), obtenemos

jwlv
V2

El siguiente paso consta en introducir los sabores de los leptones a la lagrangiana. En el Modelo

L= ﬁeLiVHauVeL + éLi’VHD#GL + éLi’y“D#eR — (éLeR + éReL) + ... (3201)

Estandar se propone la siguiente lagrangiana, la cual incluye la suma sobre las familias de leptones

ACL - Z [I/a,Li’YMDpLa,L + l_a,Ri’YMDula,R] - Z Z [yiyﬁia,L¢lﬁ,R + y(ll*ﬁl_ﬁ,RQbTLa,L]a

a=e,u,T a=e,u,T f=e,u,T

=L =L,

(3.202)

L. se nombra Sector de corrientes y L, Sector de Yukawa. A los escalares ylaﬁ se les conoce como

Constantes de Yukawa y podemos definirlos: y', 5 = 0apwp, entonces

Lrp=[.]+ Z (WaLa,L@la,r + wila,r® La,L] - (3.203)

a=e,u,T
Si comparamos L, con (3.201]) vemos que tienen gran parecido. Ademads se cumple que es invariante

de norma debido a que los campos tienen la misma hipercarga y también es hermitiana.

3.2. Sector de Yukawa

Analicemos primero el sector de Yukawa introduciendo el rompimiento espontdneo de la simetria,

¢ =c¢o+¢§

v - 7 l
L= 3 zﬁ: oot Vi b + Tyl Lo+ ] (3.204)

Es importante hacer énfasis de que estamos en el espacio de familias. Ahora definamos

le,L le,R Ve,L Yee Yeu Yer

7 7 l

L= \1lur |- R=|lur|> VL = vurL |> Y = | Yue Yup Yur |- (3.205)
l‘rL lTR VT,L Yre yru Yrr

Matriz de Yukawa

= Ly=- [fLylfR + fRlefL] + o (3.206)

v
V2
;, Cémo se le puede hacer para definir términos de masa?

Necesitamos diagonalizar la matriz de Yukawa de forma que se obtenga una matriz diagonal M con

términos reales. Se pueden encontrar matrices Vi y Vi hermitianas tal que
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M =V]y Vg,

asi

1l

L, =

o~

Ay

(3.207)

LVL(nglVR)VAfR + fRVR(VAy”VL)VLTl_'L]} + ...

- [ZLVLMVI;fR + fRVRMngL} + ...

V2

v

= ﬁ@&ﬁ%«@&ﬂw@mw%ﬂﬁﬁﬂ+“

V2

Si nos fijamos en el cambio de base

ViDew (V]
T
VLlL_ (VLT)/w (VIJ[)ML (VLT)/“'
ViDow (V]

Regresando a L,

:_%Zz(saﬂ \yg/ (Tl

v 1 - ’ — ’
:_;Ezpa@mgﬂ+gﬁug+m,
o

cambiemos la notacion para quitar las primas

(3.208)

(3.209)

(3.210)

s+ (lllz)aMozﬁ(l7L)ﬁ:| + .

R+ Ta7Rl;3,L) + ..

(3.211)

’
la.or — la,LR-

v

Ly = === > v (laplap+lorla) + o
(6%

V2

en términos de lo =l 1 + lo,r = Prla + Prla,

v

v _ _ v
Ly= =25 yllade+ ... = elele = =yl

(3.212)

A (3.213)
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Para que podamos tener términos de masa, definamos %yé‘ = Mg, por lo tanto

Ly = —me€e —myfift — m 7T + ... (3.214)
3.3. Sector de Corrientes
Recordemos la lagrangiana del sector de corrientes
L. Z [Lo2iv"DpLor + la,riv" Dular) - (3.215)
a=e,u,T

En este caso las derivadas covariantes son diferentes (como se ve en (3.190)) y (3.191) y lo,r es un singlete

de SU(2). Utilizando la definicién de las derivadas covariantes antes mencionadas, analicemos algunos

términos de la lagrangiana (|3.215))

= Términos de D, L,

* Lo 1iv"0uLa.1, = Vo 1iV" 0uVa,t + la,1iv"Opla 1

(3.216)
sumando sobre todas las familias y utilizando la notacién mostrada en (|3.205)
3" LarivduLa.r = Tpin" 9,7z + 1in" 0,1 (3.217)

El siguiente término

* EQ,LW(—i)%(Wg(ﬁ + W0 ) Lo = %W;pa}mﬂzw + %W;fa7L7“ua7L, (3.218)

agregando la suma sobre los estados

7 . .\ 92 - g2 = 7 g2 _7 N
%:LQ,LZW“(—Z)%(WJJ"' + W, 07 )Lar = %WJVL’WIL + EW# lpy" L. (3.219)
Calculando
j _ 2(p - % 0 0 0 = % 0 3.220
5 sen®(0,)QL = ) + , = . , (3.220)
0 —5 0 sen®(6w) 0 —3 +sen®(fy)

Luego
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3
__ NG o g 1_
5 Louiy" (i) g (z - S€"2<9w)QL> e N

g2 7 1 2
Z e’ " —a w o,y
+ cos(0) wla, LY ( 5 + sen”(6 ))l L

(3.221)

sumando sobre todos los sabores

cos(0y) \ 2 cos(0,) "2

g2 7 L 1 2 7
_2 4 p_ 2 _
+ cos(0) Wy ( 5 + sen (Gw)> I

(3.222)

3
_ 1-
E:LO(’Li’}/M(—i)gi2 (U — senz(ew)QL> Z#LQ’L = LZ *IjL’}/Hle

Calculando el dltimo término

x Lo piv"(—1)eQrA, Lo = —eAula 1710 1, (3.223)

en esta parte podemos ver claramente como se elimina la interaccién electromagnética con los

neutrinos. Ahora sumemos sobre todos los sabores

> Lariv"(—i)eQrAuLa.r = —eA#l:Lv"fL. (3.224)
(6%

s Términos de D,la.r (Cr = —1)

2 9192

. 91 .
——_—I, + |
VIi+ 93 Vi + 93
—_———
—=e

Dyla,r = | Oy A, | lar, (3.225)

notemos que si consideramos un tridangulo rectangulo con catetos opuesto y adyacente de medidas

g1y go respectivamente y angulo 6,

2
91 = P2 cen? (0w),

Vi +g3  cos(Oy)

obteniendo

% Dylar = Oyl — i P2__sen?(00) Zula g + iCAyla.n, (3.226)

05(0)
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al sumar sobre todos los estados de sabor

Z l_mRi'y”Dula,R = l;Riy”ﬁufR + cosg(29 )senz(ﬂll,)ZuvaﬂfR — eAMl;RVHfR. (3.227)

Es importante recordar que todos los cdlculos que se obtuvieron anteriormente estan en el espacio

de familias.

Finalmente vamos a sumar (3.217)), (3.219)), (3.222)), (3.224) y (3.227)

= i 7. 7 92 4= g 92 7 N g2 12 —
Lo =vriy"0, v + lriv"0ulr + EW# vyt + EW# lpy*or + WZM§VL7NVL

92 Tt 1 7 Wy - owa 7
mZulL’W (—2 + Senz(ew)) lL — eAulL’Yl lL + lR’L’)/I aulR

92 = — = —
cos(0) sen2(0w)Z#137“lR —eAulrY!"R, (3.228)

necesitamos hacer un cambio de base para llevar los términos a los eigenestados de masa, definiendo

quitando la primas para hacer mas fécil la notacién

Le= [ﬂavLiVHauVa,L + l_a,Li’YﬂaulmL + l_a,RWHaulayR + = M/;fﬂa,L'Yﬂla,L + = W/;l_a,L’YMVayL
Za V2 V2
g2 1_ g2 - 1 2
Z aYa H a Z la i - = Qw la
COS(Hw) © 2V LY Va,L + COS(Hw) who, LY ( ) + sen ( )) ,L
76089(29 >sen2(0w)Z#l_a,R'y“la7R - eA#l_a,Lfy“layL - eA#l_a,R'y”la,R + ] , (3.229)

recordando que podemos expresar los campos Iy = lo, 1.+, r, POT lo que los términos que estdn subrayados

en (13.229)) se pueden agrupar

ﬁc = Z _a,Li’yMauVa,L + l_ai’V”(a# + ieAu)la +%WJDOL,L’YMZOL,L + %W;ZQ,LPYMVQ,L

acoplamiento minimo

92 17 g2 T 1 2
7 =Vo 1LY Vo —=Z o | —= 0u) | Lo
Vo, . V" Va1 + cos 0 2" LY ( 5 + sen”( )) L

cos(0y,) "2
92 2 7 u
7005(‘9“})5671 (Ow)Zula, Y la,r + } ). (3.230)

Logramos pasar de SU(2)r, x U(1)y — U(1)..

Hagamos las siguientes definiciones
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= Corrientes cargadas

1

T = ﬁf/a,L'Y“lmLa
— 1~
]W}g = ﬁla,L'y“VogL-

= Corrientes neutras

1 1 1 1
] . y B - (= 2(0 l By
720 cos(0,) 2" "“’”cosww)( oo “’)) et
1

2 n
+ COS(aw)Sen (ew)la,R’y la7R

= Corriente electromagnética

j'lylba = _l_Oé’yMloc'

Lo=Y" [laiy"Oula + Vo, LiV" Opva,r + eAuglio + 02W, dute + 92W,E i + 922,5% ] -
[0

(3.231)

(3.232)

(3.233)

(3.234)

(3.235)
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Capitulo 4

Fisica de los neutrinos mas alla del

Modelo Estandar

La masa de los neutrinos se ha convertido en uno de los temas mads interesantes en el estudio de la
Fisica y han sido un tema de intensa investigacién experimental y tedrica. Inicialmente propuesto por
Wolfgang Pauli [28], el concepto de los neutrinos nacié bajo el supuesto de que estas particulas podrian
ser masivas, se supuso que eran del orden de la masa del electrén, aunque la ausencia de indicios de
efectos asociados a dichas masas sostuvo la idea de que éstas podrian ser exactamente iguales a cero.
Ahora sabemos que los neutrinos tienen masa, aunque se conocen solo dos pequefios valores de las

diferencias de masas cuadraticas.

El origen de la masa tan pequena de los neutrinos es ain un misterio. Se piensa que sus masas son
una manifestaciéon de baja energia de la fisica mas alla del Modelo Estandar, y su pequeniez se debe a la

supresién generada por una nueva escala de alta energia, tal vez relacionada a la unificacién de fuerzas.

4.1. Matriz PMNS

En el lenguaje de teoria cuantica de campos, las mediciones experimentales de las propiedades de
los neutrinos se puede codificar en un término de masa de neutrino, Ly, en la lagrangiana. E1 Modelo
Estdndar establece que este término es idénticamente cero, simplemente porque no se tenian pruebas
experimentales, en contraste con la condicién de que el fotén no tiene masa que es generada por la
invariancia de norma. Siguiendo un procedimiento muy similar al capitulo anterior podemos definir un

término de masa para los neutrinos:

,Cyu ~ I?LyuljR —+ h.C., (41)
el neutrino izquierdo viene de (3.205)) y el nuevo neutrino derecho es
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VR=|vur |- (4.2)

la matriz y¥ da los acoplamiendos de Yukawa de los neutrinos y puede ser diagonalizada de una forma

similar que ' (3.207)

MY =V vy con MY =ykér;  (kj=1,2,3), (4.3)

con valores reales y positivos y;. De igual forma V' y V& son dos matrices unitarias 3 x 3.

En la base de masas tenemos

L, ~ I M Ty + h.c., (4.4)

=/ — o . .
donde v, =V TVL, en adelante omitiremos las primas.

Usando el campo de Dirac para los neutrinos vy = v + Vixr, al sumar sobre todos los estados de

masa

3
v
Lo = —— YU 4 . 4.5
y \/Eiklykkk (4.5)

Por lo tanto, la masa de los neutrinos esta dada por

v
= — Y. 4.6

Notemos que la masa de los neutrinos que hemos obtenido mediante el mecanismo de Higgs es proporcio-
nal a v, como la masa de los leptones cargados (Capitulo 3) y los quarks. Sin embargo, es conocido que
la masa de los neutrinos es mucho mas pequena que esos leptones cargados y quarks. En el mecanismo
que se describié, no se encuentra una explicacién los valores tan pequenios de los eigenvalores yy. Este
uno mas de los misterios del Modelos Estandar que nos lleva a pensar que este modelo es considerado

como una teoria efectiva obtenida en el limite de bajas energias.

La mezcla de los tres neutrinos de Dirac es similar a la mezcla de los quaks en el Modelo Estandar

[9], 1a corriente lepténica electrodébil puede ser escrita

Gl = 20y, = 20 VTV T, (4.7)

Esta corriente depende del producto
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U= V{TVIZI, (4.8)

que es la matriz de mezcla en el sector leptonico, llamada Matriz PMNS, en honor a Pontecor-
vo—Maki—-Nakagawa—Sakata. En términos de la matriz de mezcla y omitiendo las primas, la corriente

cargada electrodébil se lee

gl =20, UM, (4.9)

Es costumbre definir un vector con los campos de sabor de los neutrinos izquierdos:

Ve,L
ﬁL = Ulle = VLI/TJL con ﬁL = VM L s (410)
Vr,L
lo cual nos permite escribir la corriente electrobébil
j‘l/LVL = 2ﬁL7ulL =2 Z ﬁa’L’yula’L. (4.11)

a=e,u,T

4.2. Términos de masa: Dirac vs Majorana

Siendo electricamente neutros, los neutrinos pueden ser particulas de Dirac o Majorana, identificados
por si los neutrinos y antineutrinos son diferentes o los mismos, respectivamente. La diferencia esencial
de estos dos tipos de neutrinos radica en el niimero de grados de libertad que caracteriza a cada uno: el
neutrino de Dirac masivo requiere de cuatro grados de libertad, mientras que el neutrino de Majorana
requiere sélo de dos. Una implicaciéon importante de esto es que en el caso de los neutrinos de Majorana
la particula coincide con la antiparticula, lo que se expresa, matematicamente, a través de la condicion
de Majorana, v° = v, donde v¢ es el campo de carga conjugada que le corresponde al campo fermiénico
v. La parametrizacién de la matriz PMNS es diferente, dependiendo de si los neutrinos son particulas de

Majorana o de Dirac.

= Para neutrinos de Dirac, una parametrizacién conveniente de esta matriz es [30]

—is
€12€13 512 s13e”"

1)

_ ; is
U= | —s12c23 — c12523513€" C12C23 — 512523513€" s23C13 | » (4.12)

1)

; is
812523 — C12€23513€" —C125823 — 512€23513€"°  C23C13

Cap = €0SOap ¥ Sqp = senbyp. Como se puede apreciar en la expresion anterior, la matriz PMNS
para neutrinos de Dirac se parametriza mediante los tres angulos de mezcla 615,613 vy 623, y una
fase compleja, ¢, conocida como la fase de Dirac. Los valores de los angulos de mezcla y la fase de

Dirac se encuentran en los rangos 0 < 6, < 5,0 < 6 < 2.
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= Para los neutrinos de Majorana la situacién diferente, ya que la parametrizaciéon de U requiere de
dos fases complejas adicionales, las cuales reciben el nombre de fases de Majorana. En este contexto,

las fases de Majorana se pueden factorizar, de manera que la matriz PMNS se expresa como

U=UPDM, (4.13)

donde DM es una matriz diagonal de la forma

DM = diag(e™, ez, ePe), (4.14)

con \; = 0. Por otra parte, la matriz U” se parametriza como la matriz mostrada en la ecuacién
. Una implicacién de la factorizacién mostrada en la ecuacién es que los experimen-
tos que involucran oscilaciones de neutrinos no son sensibles a las masas de Majorana. Las fases
complejas son fuente de violacién de la simetria discreta C'P, pero es necesaria para explicar la

asimetria bariénica en el universo [30].

Considerando por simplicidad solo una generacion, los campos quirales vy y vg son los bloques
principales en la lagrangiana del neutrino. Sabemos que los campos quirales vy, existen, porque estan
presentes en el Modelo Estandar y entran en la lagrangiana de interacciones débiles de corriente cargada.
No sabemos si el campo quiral vy exista, aunque, estd permitido por la simetria del ME. Si solo existe
v, la lagrangiana del neutrino puede contener solo el término de masa de Majorana

1
cL o= —-mprlCiup + he., (4.15)

mass 2

donde C es la matriz de conjugacién de carga y el neutrino es una particula de Majorana. Si vg también

existe, la lagrangiana del neutrino puede contener el término de masa de Dirac

Erl?mss = —mpUgrvy + h.c., (416)
la cual implicaria que el neutrino es una particula de Dirac. Sin embargo, ademéas del término de masa
de Dirac en la ecuacién (4.16)), la lagrangiana del neutrino puede también contener el término de masa
de Majorana en la ecuacién (4.15) para vy, y el término de masa de Majorana

1
LE = -—mpvECTvgr + h.c., (4.17)

mass 2

para vgr. En general es posible tener el término de masa del neutrino Dirac-Majorana

Eﬁi&f‘f = ‘Cgass + L’{;LQSS + EVIZGSS' (4'18)

Esto es una sorpresa, porque de todas las particulas elementales conocidas que tienen ambas
componente quirales (derecho e izquierdo), solo los neutrinos pueden tener los términos de masa de
Majorana LE y LE Esta implica que los neutrinos son particulas muy especiales que pueden

mass mass*

generar nueva fisica a través de la violaciéon del nimero leptéonico de los términos de Majorana. El
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término de masa de Majorana en la ecuacién (4.15) para vy, no estd permitido por las simetrias del ME
porque no es invariante bajo las transformaciones SU(2)r x U(1)y (sin embargo, puede ser generado
por nueva fisica mas alld del ME). Por otra parte, el término de masa de Majorana en la ecuacién

(4.17) para vg es permitido por las simetrias del ME, porque vp es singlete de SU(3)c x SU(2) xU(1)y.

La masa de Majorana mpg en la ecuacién puede ser escogido real y positiva por una fase
apropiada de campo quiral vg. Una vez que la fase de vy es fija, la masa de Dirac mp en la ecuacién
puede ser escogida real y positiva por una fase apropiada del campo quiral v;,. Sin embargo, una vez
que las fases de vy, y vg son fijadas, no hay libertad adicional para cancelar una posible fase compleja de
la masa de Majorana en la ecuacién . Por consiguiente, en lo que sigue se considerara real y positivo
mpg y mp y complejo my,. Para entender las implicaciones del término de masa de Dirac-Majorana en la

ecuacion (4.18]), es 1til definir la matriz columna de campos quirales izquierdos.

14 14
Ne=[")="]. (4.19)
z/g CD}%
Usando
vg = (Cvf) Y0 = v (,")7Cly0 = —vfCT, (4.20)

se puede escribir el término de masa de Dirac-Majorana en la ecuacién (4.18) como

1
LM 5NLTCTMNL + h.c. (4.21)
con la matriz de masa simétrica
mp m
M = L D ) (4.22)
mp Mmp

De la expresién en la ecuacién (4.21]) es claro que los campos quirales vy y vg no tienen masa definida,
por la existencia de los términos de Dirac fuera de la diagonal. Con el objetivo de encontrar los campos
de neutrinos masivos es necesario diagonalizar la matriz de masa en la ecuacién (4.22). Esto puede ser

hecho con una transformacién unitaria de campos quirales,

NL = UnL, (4.23)
donde
v
np=1{ "), (4.24)
Var,

es la matriz columna del campo quiral izquierdo de neutrinos masivos y U es la matriz de U = VL”VL”
formada por el producto de matrices unitarias 3 x 3 que diagonalizan a la matriz de acoplamiento de

Yukawa de leptones cargados. La matriz unitaria U debe ser tal que
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m 0
UTMU = | , (4.25)

O mo

con my > 0, k =1,2. Con la transformacién de la ecuacién (4.23)), el término de masa de Dirac-Majorana

en la ecuacién (4.21]) puede ser escrito como

1 1
LhFM 5 > mp{Clugr + hee. = -3 > mpviv, (4.26)
k=1,2 k=1,2

donde se ha definido el campo de Majorana del neutrino masivo como:

Vi = VgL + I/kCL = Vi1 + CDI{L' (4.27)

Por lo tanto, se ha obtenido un importante resultado: un término de masa de Dirac-Majorana implica
que los neutrinos masivos son particulas de Majorana. Esto no parece ser una sorpresa ya que el término
de masa de Dirac-Majorana en la ecuacién (4.21)) tiene la estructura de un término de masa de Majorana

para los dos campos quirales vy, y ug.

4.3. Evidencias de masas de neutrinos

El fenémeno de las oscilaciones de neutrinos, es un fenémeno mecéanico-cudntico propuesto a finales
de 1950 por Pontecorvo [31} [32] en analogfa con las oscilaciones K — K" de Gell-Mann y Pais [33].
Esto significa que un rayo de neutrinos (producidos a través de decaimientos de interacciones débiles,
correspondientes a algin sabor definido) puede espontdneamente cambiar, u oscilar, en neutrinos de
diferentes sabores, por ejemplo v, <— v,, mientras viajan en el vacio. La inmediata consecuencia de
estas oscilaciones es que los neutrinos tienen masa diferente de cero, lo cual es uno de los resultados
de fisica de particulas no predichos en el Modelo Estdndar. Las oscilaciones son generadas por la
interferencia de diferentes neutrinos masivos, los cuales son producidos y detectados coherentemente por

sus muy pequeinias diferencias de masas [34].

A finales de 1950 solo un meutrino activo era conocido, el neutrino del electrén. Anos despues
Pontecorvo introdujo el concepto de neutrino estéril [35], el cual es un fermién neutro que no toma parte
en las interacciones débiles. El neutrino del muon fue descubierto en 1962 en el experimento Brookhaven
de Lederman, Schwartz, Sreinberger, et al. [36], los cuales dieron seguimiento a una propuesta hecha por
Pontecorvo en 1959 [37]. Desde entonces, llegé a ser claro que las oscilaciones entre diferentes sabores de
neutrinos activos son posibles si los neutrinos son masivos y se mezclan, es decir, para que las oscilaciones
de neutrinos ocurra es necesario que la matriz PMNS no sea diagonal. Las amplitudes de probabilidad
de transicion asociada a las oscilaciones de neutrinos dependen de diferencias entre las masas de estas
particulas, lo que significa que para que este fendmeno fisico ocurra, es necesario que las masas de al

menos dos de los tres neutrinos activos sean diferentes de cero.
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En 1962 Maki, Nakagawa y Sakata [38] consideraron por primera vez un modelo con la mezcla de
diferentes sabores de neutrinos. En 1967 Pontecorvo [35] predijo el Problema del neutrino Solar como
consecuencia de transiciones ve — v, (0 Ve — Vesterir) incluso antes de la primera medicién del flujo
del neutrino solar del electrén en el experimento de Homestake [39], y en 1969 Gribov y Pontecorvo

discutieron las oscilaciones del neutrino solar debido a la mezcla de neutrinos [40].

4.3.1. Derivaciéon estandar de la probabilidad de la oscilacion del neutrino

En la teorfa estdndar de las oscilaciones de neutrinos [41l 42] 43| [44] [45] un neutrino con sabor « y
momento p creado en una corriente cargada de interaccién débil procede de un leptén cargado [, o junto

con un antileptén cargado I7, es descrito por el estado de sabor

|V04> = Z U(tk|yk> (a = e’:u’>7—)' (428)
k

La presencia del peso U}, del ket |v}) en el estado de sabor |v,) se debe a la descomposicién de la

corriente lepténica cargada jij, ,

Jw.r = Z VarY lar = Z ZUakaL’YplaL, (4.29)

a=a,i,T a=a,u, T k
en términos de las contribuciones de neutrinos masivos, los cuales contienen operadores de creacién de
masas de neutrinos. Por simplicidad, consideremos un normalizacién finita en un volumen V', de manera

de tener estados de neutrinos masivos ortonormales:

(vk|vj) = Okj- (4.30)

La unitariedad de la matriz U implica que también los estados de sabor son ortonormales:

<l/a|l/5> = 6a[3~ (431)

En la ecuacién no se limita el nimero de neutrinos masivos. Es sabido que el ntimero de
neutrinos de sabor activo es tres, correspondiendo a ve, v, V7, el nimero de neutrinos masivos debe ser
igual o mayor a tres: si el nimero de neutrinos masivos es mayor a tres, los neutrinos adicionales en la
base de sabores son estériles, es decir, no participan en las interacciones débiles (ya que los neutrinos
son electricamente neutros, los neutrinos estériles interaccionan solo con la materia ordinaria a través de
interacciones gravitacionales o interacciones exéticas mas alld de aquellas del ME). La transicién de los
neutrinos activos de sabor en estériles se puede observar solo a través de la desaparicion de neutrinos

activos. Los estados de neutrinos masivos |vy) son eigenestados de la hamiltoniana,
H = |vk) = Exlvk), (4.32)

con eigenvalores de energia

La ecuacién de Schrodinger
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i (0) = Hdo), (139

implica que los estados de neutrinos masivos evolucionan en el tiempo como ondas planas:

(1)) = e P |uy). (4.35)

Considerando ahora un estado de sabor |v,(t)) el cual describe un neutrino creado con un sabor
definido « al tiempo ¢ = 0. De las ecuaciones (4.28) y (4.35)) la evolucién del tiempo del estado del

eigenket de sabor esta dada por

Va(t)) = Uspe ¥ |u), (4.36)

k
el cual |vo(t = 0)) = |va).
Utilizando la relaciéon de unitariedad de la matriz U, los estados masivos pueden ser expresados en

términos de los estados de sabor invirtiendo la ecuacién (4.28]):

Sustituyendo (4.37) en la ecuacién (4.36) se obtiene

vat) = > (Z UikeiE’“tUﬂk> |vg)- (4.38)
k

B=e,n,T

Por lo tanto, la superposicién de estados de neutrinos masivos |v,(t)), el cual es el estado puro de
sabor dado en la ecuacién (4.28]) en t = 0, llega a ser una superposicién de diferentes estados de sabor a

t > 0 (si la matriz de mezcla U no es diagonal, i.e. neutrinos son mezclados). El coeficiente de |vg >,

AVQ‘H’B (t) = <’/B|Va (t)> = Z Uo*kuBke_iEkty (4.39)
k

es la amplitud de la transicién v, — vg como funcién del tiempo. La transicién de probabilidad es,

entonces, dada por

Popsy = [ Auy sy (O = Ui UsrUaUg e B0 (4.40)
kj

Para neutrinos ultrarelativistas, la relacién de dispersién en la ecuacién (4.33) puede ser aproximada

m
E,~FE + 2—E’f (4.41)
En este caso
Am%j
Ey,—E; ~ 5E (4.42)
Amij es la diferencia de las masas cuadraticas
Amij =mj — m?, (4.43)

utilizando (4.42)) en la transicién de probabilidad de la ecuacién (4.40|) se puede aproximar
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m2 .
Porsvy = vy (P = S UnUpilUas Upye 52, (4.44)
kj

El paso final en la derivacién estdndar de la probabilidad de oscilacién del neutrino se basa en el hecho
de que, en los experimentos de oscilaciones de neutrinos, el tiempo de propagacion t no es medible. lo
que es sabido es la distancia L entre la fuente y el detector. Debido a que los neutrinos ultrarelativistas

se propagan casi a la velocidad de la luz, es posible aproximar ¢t = L llevando a

Amij

Pyﬁyﬁ(L,E):ZU;kUﬁkUajU;;je—i L (4.45)
kj

Esta expresién muestra que la distancia fuente-detector L y la energia del neutrino E con cantidades

dependientes en el experimento los cuales determinan las fases de las oscilaciones de los neutrinos

Am% y
2F

Dy = — L. (4.46)

Por supuesto, las fases son determinadas también por las diferencias de masas cuadraticas Amij, las
cuales son fisicamente constantes. La amplitud de oscilacién es especificada solo por los elementos de
la matriz de mezcla U, los cuales son constantes por naturaleza. Por consiguiente las mediciones de las
oscilaciones de los neutrinos permite estimar valores de las diferencias de masas cuadraticas Amij y los

elementos de la matriz de mezcla U.

Es claro que para que las oscilaciones de neutrinos ocurra (es decir que la probabilidad de oscilacién
sea diferente de cero), Am? ; tiene que ser diferente de cero, para cualquier valor de L y E, lo que implica
que al menos uno de los neutrinos debe tener masa cuadratica diferente de cero, o que las masas cuarticas

de los neutrinos deben ser diferentes, de lo contrario si Amij = 0 esto implica que

PVa—Wﬁ (La E) = Z U;kUBkUa]UEj (447)
kj

Por otra parte de la unitariedad de la matriz de mezcla U se tiene

UUT=1 &Y UuUj, = bap. (4.48)
k

Usando (4.47) y (4.48) se tendria

PVQ—>V5 (La E) = 60(,37 (449)

lo cual, si hay oscilaciones de neutrinos (« # /), autométicamente la probabilidad de transicién serfa
cero, debido a la ecuacién anterior, y esto no puede suceder. De ahi que el término Amij debe ser
diferente de cero. Aunque las mediciones positivas de las oscilaciones de neutrinos implican neutrinos

masivos, éstos producen informacion precisa solo en los valores de las diferencias de masas cuadraticas

2

Am%j, pero no en los valores absolutos de las masas de los neutrinos, excepto que obviamente m3 o m;

sean valores mucho més grandes que |Am%j|.
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La posibilidad de un neutrino de sabor v, espontdneamente cambiando en otro sabor, refleja la relacién
de incertidumbre de energia-momento en las mediciones del proceso. Por ejemplo, si se puede precisar
cudl eigenestado de masa v; es producido en la fuente, el patrén de oscilacién es destruido. El punto
principal que podemos tener en mente, es que en forma de obtener oscilaciones de neutrinos [46] se debe

tener masa no-cero (y no degenerada) de los neutrinos y dngulos de mezcla.

4.4. Mecanismo del sube y baja (seesaw)

Es ttil considerar el caso méas simple de una matriz de masa real, la cual implica invariancia de CP,
como se vera a continuacion. Esto significa que, ademas de real y positiva, mg y mp, consideramos un real
mr, la cual puede ser positiva o negativa. En este caso la matriz de la ecuacién (4.22)) es real y simétrica,

esta puede ser diagonalizada a través de la transformacién (4.25) por medio de la matriz unitaria

U = Op, (4.50)

O es una matriz ortogonal de rotacion 2 x 2 la cual puede ser escrita como

costl  senb
0= , (4.51)

—senfl  cos6
p es una matriz diagonal de fases
0
=" 7. (4.52)
0 po

p2 = +1. La matriz ortogonal O debe ser escogida de manera que diagonalice la matriz de masa (4.22)

mi; 0
oTmMo=|" , (4.53)

0 m)

m} y m} son eigenvalores de la matriz de masa
! 1 2 2
M21 =75 mL+mRi\/(mL —mg)* +4mp | . (4.54)
Esto implica que
2

tan20 = —="'D (4.55)

mpr —mr

Se debe notar que m/} es negativa si mymp < m2. La funcién de la matriz p es cambiar el signo del

primer eigenvalor de masa si mj < 0 a través

0 my 0 0 2m) 0
UTMU = p" 0" MOp = |7 1 p1 . . (456)
0 po 0 mh 0 po 0  p3mh

Por lo tanto, los dos valores reales y positivos de las masas de los neutrinos estdn dados por
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con p3 = 1 mientras p? = 1sim) >0y p? = —1si mj <0.

Un caso muy interesante es cuando

mp < Mg, my = 0. (4.58)
De la ecuacién (4.54)) se obtiene
/ m%) / (4 59)
my o~ ——=, my ™~ mRg. .
1 mpg 2 R
Si m} es negativa, se tiene p? = —1y
m2
my; =~ 7D, mo =X Mg, (460)
mp
Mo ~ MR. (4.61)

Por consiguiente, 15 es tan pesado como mp y v1 es muy ligero, porque su masa es suprimida con
respecto s mp por la pequenia relacién mp/mpg. A ésto se le conoce como mecanismo de sube y baja
(See-saw mechanism) [47, [48] 49] [50], es decir la masa pesada ms ~ mp de v, es responsable de la ligereza
de V.

El angulo de mezcla es muy pequeno

tan20 = 272 < 1, (4.62)
mg

lo cual implica que vy estd compuesto principalmente del neutrino activo vy, y v, estd compuesto princi-

palmente del neutrino estéril vg,

L =~ —iVL, Vor, =~ Z/IC;;. (463)

El mecanismo de sube y baja es muy importante porque éste provee una muy importante explicacién
de la pequenez de la masa de los neutrinos con respecto a la masa de otros fermiones del ME, es decir,
leptones cargados y quarks. El suponer que my = 0 es natural, debido a que el término de masa de
Majorana para el campo quiral izquierdo vy, estd prohibido por la simetrias y renormalizabilidad del ME.
La masa de Dirac mp, la cual puede ser generada a través del mecanismo de Higgs del ME, se espera que
sea del orden de la masa de un leptén cargado de la misma generacién o del orden de la masa del quark
de la misma generacion. En el caso del orden de magnitud de mp no puede ser mas grande que la escala
electrodébil, la cual es del orden de 102 GeV. La razén es que el término de masa de Dirac esta prohibido
por el rompimiento espontaneo de la simetria del ME. Por lo tanto, mp es proporcional a la escala del
rompimiento de la simetria, este hecho es justificado diciendo que mp estéd protegido por las simetrias del
ME. Por otra parte, desde que el término de masa de Majorana es un singlete de las simetrias del ME,
la masa de Majorana mg del campo de neutrinos quiral derecho vr no es protegido por las simetrias del
ME. Es cierto que el término de masa de Majorana mpg es generado por la nueva fisica mas alld del ME y
el campo del neutrino quiral derecho vi pertenece a un multiplete no trivial de las simetrias de la teoria

de altas energias. En este caso, la masa mp es protegida por las simetrias de la teoria de altas energias y
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su orden de magnitud corresponde a la escala del rompimiento de estas teorias, el cual puede ser a una

gran escala de unificacién del orden de 10'* — 1016 GeV [511 52, 53].
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Capitulo 5

Contribucion de neutrinos masivos
en decaimientos trilepténicos de los

leptones mu y tau

En este capitulo se muestran las diferentes contribuciones que se tienen al decaimiento 7 — lglgl_g a
nivel de un lazo. De los célculos realizados se comprueba que, en efecto, los diagramas de caja no tienen
una contribucién relevante a este decaimiento. Se considera que los neutrinos tienen masa diferente de
cero y que dos neutrinos tienen masas parecidas a una masa fija my tal que mo =~ m3 ~ my y el tercero
tiene masa diferente a los anteriores m;. Ademads se obtienen los factores de forma del vértice Ioylg y se
describen algunas caracteristicas importantes de éstos. Se aprovecha la estructura que tienen los factores

de forma para hacer evidente el desacoplo de cada uno a altas energias.

Para este trabajo de tesis consideramos el conjunto de corrientes cargadas que fue mencionado en

la expresién

_ 5 -7 5
Loc = Z Z [ijl’j'}/p(vjoz — @jaY")la + w, la’Yp(U;a - a;cﬂ/ )Vj] : (5.1)
7 a
Como se mencioné anteriormente, estos decaimientos no ocurren a nivel de arbol, por lo que se debe
comprobar que no haya divergencias ultravioleta. Se tienen dos tipos de contribuciones a los diagramas:

diagramas de caja y diagramas con vértice electromagnético (éstos ultimos tienen la contribucién mas

grande).

Reglas de Feynman

A continuacién se muestran las reglas de Feynman, en la norma unitaria, para la teorfa SU(2) xU(1)y

[66] que fueron utilizadas para todos los decaimientos posibles:

n Vértices

(0]
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En todas las expresiones, el momento de los bosones W*, Z, H y A" se considera que estdn

entrando al vértice.

Los diagramas en donde estd el bosén Z y el fotén los podemos compactar en una misma

expresion debido a que son similares como se muestra en la Figura 5.1

I vj

o~
=]

1 1 - * £
= m‘l'}ﬁu(ﬁja - ajtv'.}’-i) = ﬁr}(;i(v_ja - QJ&F}(E)

wi W,

W (kz2) Wy (ks)

Z Z
,Yﬁ(g_(":r. ) _g‘(: )f,ys)

v, Z4 (k)

- E(Y’Z) [('I"'l - kZ))\Q;w + (kQ - ka)ugin\ + ('I“S - ‘I\'-l)i/g)\_u]

Figura 5.1: Reglas de Feynman para el fotén y el bosén Z.

Tomando g. = 1, ¢, = 0 se tienen las siguientes expresiones

1 1
T =_1, Z _ _ , V=1, Z _ _
6 5 tng(ﬂw) K " 5677,(29“))
z z
o =t} gl =t7 - 2sen®(0u)qy, g =0, g5 =t%.
1 1
=1 =0, t=-3 = (5.2)

Para el Higgs se tienen los vértices mostrados e la Figura 5.2

donde v = ”TZ = QmT“’ = 246GeV .

= Propagadores
En la Figura (5.3) se muestra los propagadores del fermién, del bosén W+ y del bosén de Higgs.

Los posibles diagramas que podemos encontrar para el decaimiento 77— — lgl[,.l; son:

e Diagramas de caja

En este caso tenemos tnicamente dos diagramas, debido a que Ig,!l,,l, deben ser particulas

salientes como se puede apreciar en la Figura[5.4
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2
m

= Qigi/A w

L
_ ;M
v v

M-
M- -

Figura 5.2: Reglas de Feynman para el bosén de Higgs.
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Figura 5.3: Propagadores.
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Figura 5.4: Diagramas de caja [, — lﬂl,,l_a.
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19 B 1+ ag05) 1)
070655 — 5375 B2 030 + ), Vs o)

<ge,\ (1= k)e(pr — k)x)

1
(p1 — k)* —m3, ms,
1 (pa — k)p(Ps — k)w
(p4 o k)2 o mzv (gpw - 7;)7%) ) (53)

_ E+m
T, {02 (035 — a515) 79 (0 + a5 1)

m;

_ ) ) ko +m
[Ud(p‘l)’y)\(vja - a’jo—,y5)(k§7;)(vjo + ajcf’YS)’YpVU(pS)]

2 —mj

1 _ (P1 — k)e(p1 — K)x
(p1 — k)% —m2, <‘“ m2, )
1 2 — k p\F1 — k w
G (e~ ). 2

Notemos que los cuadrimomentos %k y ko no son independientes, de hecho se satisfacen més de
una relacién entre estos, utilizaremos las siguientes expresiones para cada diagrama respecti-

vamente

ko = k — p3 — pa, ko =k — pa — p3. (5.5)

Recordemos que para calcular la amplitud de cada diagrama hay que integrar sobre el
cuadrimomento k. En un principio se utilizé la parametrizacién de Feynman para poder
realizar dicha integral, pero se encontré que las divergencias no se cancelaban facilmente. Por
lo tanto se utilizé en método de Passarino-Veltman [57] para calcular estas contribuciones y

se encontré lo siguiente:

La expresion de la amplitud para cada diagrama estd dada por la combinacién lineal

de productos de matrices de Dirac conocidos como Standard Matriz Elements (SME)

M =1 [Ty (pa)7°Ua ()] [0 (02)7° Ve ()] + a2[Ts (p2)7 U (01)] [T (02)7° Vi (p3)]

+ a3[Us (pa)7°Ua (p1)][Us (p2)p, 7 Vo (3)] + .. (5.6)

My, =01 [T5(p2)7°Ua (1)1 U5 (a)7 Vir (93)] + 2 (U5 (p2)7 Uaa (p1)][ T (p4) 1 Vi (p3)]

+ b3 [Us (p2)p,7 " Ua (p)][Uc (pa)7" Vo (p3)] + .. (5.7)

donde ~° y T = 1+7
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Una forma de comparar la contribucién que tienen los diagramas de caja con aquellos que
contienen el vértice electromagnético, mostrados en la Figura fue calculando el orden de
magnitud de los coeficientes a1, as, as, ... y b1, bs, b3, ... obtenidos de las ecuaciones y
que corresponden a los diagramas de caja y compararlos con coeficientes de los SMFE de los
otros diagramas. Se encontr6 que los diagramas de caja tienen una contribucion a la amplitud
de mas de cinco 6rdenes de magnitud mas pequena con respecto a los diagramas que contienen
al vértice electromagnético. Este hecho nos permite despreciar los diagramas de la Figura [5.4
debido a que su presencia se ve suprimida por el resto de los diagramas. Esta accion se ve
reforzada debido a que mas adelante se muestra que los diagramas que contienen al vértice
electromagnético son finitos, por lo que no esperamos contribucién alguna de los diagramas de

caja para eliminar divergencias.

e Diagrama con vértice electromagnético

En este caso tenemos los diagramas mostrados en la Figura 5.5

ls(pa) \
I, () 7 Ta(p3)

/

/
A H@
//

la(p1) Le(p2) la(P1) . ls (p2)

Figura 5.5: Diagramas del proceso [, — lglazg.

Pero notemos que los propagadores del fotén, del bosén Z y del bosén de Higgs tienen un

denominador de la forma

fotén boson Z bosén de Higgs

b

1 __1 __1
q2 qZ—m? q2—m§1 .

¢ es una cantidad muy pequena debido al espacio fase del decaimiento , es decir, a los limites de
integracién en la expresién para la tasa de decaimiento: 4m, < ¢* < (mq fmg)z. Esto ocasiona
que la contribucién del fotén sea dominante sobre aquellos diagramas que tienen al bosén Z y
al bosén de Higgs como propagadores, debido al efecto de sus respectivas masas. De ahi que
estos diagramas tendran una contribucién muy pequena a tal grado que no seran considerados.
Reduciendo el nimero de diagramas solamente a los tienen vértice electromagnético. Como se

muestra en la Figura [5.6

Para calcular la amplitud de estos diagramas primero nos fijaremos en el vértice [,7ylg, con el fotén

off-shell. Esto con la finalidad de analizar algunas propiedades electromagnéticas de este vértice.

= Vértice [,

Los tres diagramas resultantes se muestran en la Figura cuyas reglas de Feynman estan dadas
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15 (pa) I3 (p3)

15 (pa) IF (ps) 17 (pa) 17 (ps)

1z (p1) vi(k) 15 (p2)

15 (p1) vi(k) 15 (p2) 12 (p1) vi(k) U3 (p2)

Figura 5.6: Diagramas con vértice electromagnético del proceso lo, — lglyly.

por
la (p1) 15 (p2)
(a)
W W
7" (a) % ;\/V*MM% %WQ)
Iz (p1) vi(k) L3 (p2) D vi(k) Uz (p2)
(b) 2
Figura 5.7: Decaimineto I, — 7l3.
_ +m;)
e — _ LU o (%73 ) . U,
14 ZZ: (2\/5)2 B(pQ)rYW(U]ﬂ a]ﬁfy5) k2 _ m? (U]a + U/Ja’75)’}/ a(pl)
1 (p1 — k)p(p1 — k) 1 (P2 — k)p(p2 — k)w
(pr — k)2 —m2 \"" m2, (p2 — k)2 —m2 Jpw = m2,
Copur(k —p2,p2 — p1,p1 — k),
— +m ) p + My
r® — _° * (;673 o o 2 % U,
m ; (2\/5)2 B(p2)’79(/0]ﬁ a’]ﬁ’%) 12 _ m? (UJ +aj /75>7)\ m% — m(ley,u (pl)

1 ( (P2 — k)p(p2 — k’),\) 7

(p2 = k)? —mj

w

c € = p + mg * k +m;
re=> (2v2)? Up(p2)Vu~—5— m3 e(Vjs — a875) (1{2 - 7nj2,) (Vs + j075)72Ua(p1)
7 « J
1 (p1 —k)p(p1 — k)a
(p1 _ k)Q _ ml%) (gﬂ)\ - 7;;12“ ) (5.8)

Coun(k —p2,p2 — p1,01 — k) = gpu(2p2 — p1 — k)A + gpr(2k —p1 —p2)p + 9xu (201 — D2 — k), ¥ 22,

representa la suma sobre los tres eigenestados de masa de los neutrinos.
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5.1. PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DE LOS FERMIONES

La contribucion total tiene la formas:

ref =@ +® 4 100, (5.9)

Antes de hablar de las propiedades electromagnéticas de este vértice es importante mencionar que
al momento de realizar los cédlculos en Feyncalc se tuvieron problemas con la amplitud al momento
de verificar que ésta fuera finita e invariante de norma debido que se estaba trabajando en la
norma unitaria y el fotén se encontraba off-shell. Para solucionar estos problemas, los diagramas se
calcularon en la norma no lineal de Feynman-t’ Hooft (£ = 1), que es dicutida en [54], y asf se logré
obtener finitud y unitariedad. El hecho de cambiar de norma no modifica los resultados debido a
que la amplitud debe ser la misma en cualquier norma. El cilculo en esta norma se muestra en
el Apéndice @ Si denotamos Fﬁ[ L como la contribucién de todos los diagramas resultantes en la
norma no lineal, ver ecuaciéon , y lo comparamos con la expresion cuando el fotén estd

on-shell, se cumple que: Fgﬁ = nyL.

5.1. Propiedades electromagnéticas de los fermiones

La contribucién de las propiedades electromagnéticas de los fermiones se pueden parametrizar de

manera general a través de la siguiente expresion del vértice electromagnético [58]

o R q j j . v j Y
Fuﬁ = Zzevjﬂvja [(fyu - ;291) (fcjg + 14 q275) — 10 (fjjw + Zfé’}/5>:| , (5.10)
J

Vé(qz), fi(q2), fg/[(qz) y fé(qz) son respectivamente, los factores de forma de carga (o vectorial), axial,
dipolar magnético y dipolar eléctrico, e es la carga elemental, el superindice j = 1,2, 3 etiqueta a cada
neutrino v;, ¢* es el cuadrimomento del fotén el cual g2 # 0. Ademas los superindices af3 etiquetan a los
fermiones externos de decaimiento I, — Ylg. v;3 ¥ vjo son los elementos de matriz que provienen de la

lagrangiana (5.1) donde se ha impuesto que a4 = vjq.

De acuerdo a los resultados obtenidos en Feyncalc la amplitud tiene la siguiente estructura

Fffﬁ = Z eV 5Vja [d1uYe + d2pyr + davuye + dayuyr]
J

. 1 1 1 1
:Zzevjﬁvja i(dlu +doy)1 + Q(dlu + dop)vs + §(d3 +da)yu + §(d3 —da ) Vs | (5.11)
J

=Ry

hemos puesto el superindice j, porque esto nos recuerda que ain nos falta hacer la suma sobre los
diferentes eigenestados de masa de los neutrinos. Para analizar los términos que contienen sumas y

diferencias de di, y da, es necesario utilizar los cambios de variable
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5.1. PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DE LOS FERMIONES

Sp = Pip + D2p, (512)

qu = P1p + D2y, (5.13)

y utilizar las identidades de Gordon desarrolladas en el Apéndice [E]

Sp = 10,,q" + (Ma + M)y, (5.14)

SuYs = 10,4 s + (Mg — Ma) V5. (5.15)

1
i(dlu + d2/l,) = 15y + a2qy

= a1(i0,q" + (Ma +mp)y.) + azq,

=1010.,¢" + a1(ma +mg)y, + a2q,. (5.16)

1
§(d1# — dop)vs = a3suys + 6aquYs
= a3(i0uvqy + (mﬁ - ma)'Yu)'YS + a4q,75

= ia30,,q" 75 + az(mg — ma) Vs + a4qu7s. (5.17)

Sustituyendo (5.16) y (5.17)) en la expresién (5.11)

. 1 1
Kl =Gy, + a4quYs + [a1(ma +mp) + §(d3 + d4)] Yu + {%(mﬁ —Mq) + §(d3 +dy) | Vs
+ ia10p,uqy + iaSU/Lqu75- (518)

De forma genérica k,, estd dada por

Fou = flau + gy + e + frvs + fowd + flowd s, (5.19)

por lo que se debe cumplir lo siguiente

11 = as, (5.20)
3 = au, (5.21)
fi = ai(ma +mg) + %(d3 +dy), (5.22)
7 = as(mg — ma) + 3 (ds — ), (5.2)
£ =ia, (5.24)
1l =ias. (5.25)
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5.1. PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DE LOS FERMIONES

Uno puede encontrar que se satisfacen las constricciones que implican la conservacién de la carga, Apéndi-

ce [F] usando la unitariedad de la matriz vjq:

Zv;fﬁvja[fqu + fg(ma —mg)] = Zv;ﬁvaQ(ma —mg) = 2(mqy —mg)dapg =0, (5.26)
J J

Zv;‘ﬁvja[fqu — fi(ma +mg)] = ZvjﬁvaQ(ma +mg) = 2(mq +mg)dap = 0. (5.27)
J J

Las relaciones anteriores implican que la amplitud es invariante de norma. Ahora deseamos saber cuéles

son los factores de forma fé, 4. 13, v [+, para esto es necesario tomar en cuenta la siguiente consideracion:

= La amplitud del proceso I, — lﬁlgl_[,, denotada por M, estd dada por

M = Up(pa)TS Ua (1) [; (g - gqgg”)} T (p2) (—icr) Vi (ps). (5.28)

q = p3 + ps4. Debido a que Ffjﬁ es invariante de norma, el propagador del fotén se puede elegir en
cualquier norma en este caso escogemos la norma R de la cual se hablard mas adelante. Ahora

notemos que

¢"Us(pa) 1 Ve (p3) = Us (pa) (5 + 1)1 Ve (p3)
o (Pa) (s +P,)Vo(p3)
Ug(p4)(—mg + ma)Va(pS) =0, (5.29)

por lo que el término que contiene al factor %g en l) queda eliminado.

1o =Y ievigos, [ (4 + Fra*s) = iowa” (F +ifbos)|
J

= e, [fém + A Pvrs — iflomd” + féa,wq”%} : (5.30)
j

Si comparamos los términos que estan dentro de los corchetes de la expresién (5.30)) con la forma en que

estd dada £, en (5.19) podemos obtener los factores de forma

fh=H, (5.31)
fi= %fi » (5.32)
fu=1ifi, (5.33)
=1 (5.34)

(5.35)

83
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5.1. PROPIEDADES ELECTROMAGNETICAS DE LOS FERMIONES

Definiendo

Fo =Y visv. 1, (5.36)
J

Fy = Zﬂ;ﬁﬂja £, (5.37)
J

Far =Y vigv;, fir, (5.38)
J

Fg =Y v, fh. (5.39)
J

Con lo cual FZ‘B luce de una forma mas sencilla

1'% =ie [y, (Fo + Faq®ys) — iouwq” (Far + iFgs)) - (5.40)

Los coeficientes, Fg, Fa, Fir y Fr dependen de las funciones de Passarino-Veltman By y Cy. Las funciones

C) son finitas pero las By contienen divergencias [55],

Bo(p1,mo, m1) = Aq + h(p1, mo, my), (5.41)

A, = é = 7. +log(4r) es la parte divergente, siendo 7, la constante de Euler-Mascheroni, y h(p1,mq, m1)
es una funcién finita. Notemos que la parte divergente es la misma para todas las funciones By por lo
que nos conviene fijarnos en diferencias de éstas para que se cancele la divergencia. Es decir, sea Fq, con

O =Q,A, M, E, cualquier factor de forma, sumando y restando términos de manera adecuada, se tiene

Fq =b1 By + byBy + b3 B3 + by By = b1(B1 — Ba) + (b1 + b2)(Ba — Bs) + (b1 + by + b3) (B3 — By)

+ (b1 + b2 + b3 + by) By. (5.42)

Debido a que By — By, By — B3 v Bz — B, son finitos pero By no lo es entonces se debe cumplir que
b1 + b + b3 + by = 0 para que desaparezca la divergencia. Es importante mencionar que la suma de las
b;, con i = 1,2,3,4, es idénticamente cero y no requiere usar la unitariedad de la matriz v;,. Esto nos

permite corroborar que todos los factores de forma son finitos.

Ya que se calcularon los diagramas de la Figura ahora es necesario agregar la linea fermiodni-
ca que hace falta, la cual contiene a l,l,, obteniéndose as{ |j Pero en célculos anteriores se encontré
que la amplitud T%” es invariante de norma por lo que satisface le identidad de Ward q,I'%? = 0,

entonces al hacer la contraccién en (5.28)) se tiene que aquél término que contiene ¢* desaparece

' q”
F#<¢W—£:2)=F%¢W—§rfwi2:r%¢% (5.43)
q ~—— 4
=0
podemos pensar que el propagador del fotén tinicamente es proporcional a ;—; g"¥. Entonces la expresién

para M se simplifica atin mas
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5.2. PROPIEDADES DE LOS FACTORES DE FORMA

M= ;fSUB<p2>r3ﬁva(p1>Ua<p4>v"va<p3>

: 2
—ie® - ) y ) ~
= Us(p2) [vn (Fo + Fad®ys) — i0uwq” (Fa + iFevs)] Ua(p1)Us (pa)y" Vo (ps), (5.44)

donde hemos sustituido I‘ﬁ‘ﬁ por la expresién obtenida en (|5.40)).

5.2. Propiedades de los factores de forma

Supondremos que alguna escala de alta energia A esta asociada con la generacién de la masa de los
neutrinos m; y la de los bosones m,, por medio del rompimiento espontdneo de la simetria. Entonces m;
y My, crecen con la misma escala A. Dados estos argumentos suena razonable suponer que para valores

grandes de A se cumple la relacién

My R KMy = My = — M, (5.45)
siendo x; independiente de A.

Respecto a la masa de los neutrinos pesados, pensemos en un escenario en el cual el neutrino Ny
tiene una masa m; que es diferente de las masas ms y ms de los neutrinos No y N3 respectivamen-

te, pero que se cumple my =~ mg. Por lo tanto, consideremos una masa my tal que my = ms y my &~ ms.

También nos conviene realizar los siguientes cambios de variable

= (5.46)

2
a
To = P

my

Tomando en cuenta los puntos anteriores, los factores de forma ahora son funciones con dependencia

Fo(za, 28, o, My, Kj).

Recordemos que Fq con Q = @, A, M, FE, también depende de las funciones escalares de Passarino-

Veltman By y Cy

FQ(I‘O“ T3, Lo, My, :‘ij) = ZU;BUja[bl Bl + bz Bz + bg B3 + b4 B4 +c1 Cl + 77], (547)
J

b1,b2,b3,b4,c1 v m son funciones escalares y By, By, Bs, By, C son las funciones de Passarino-Veltman:
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By = By(0,m3,m2), (5.48)
By = By(q*, m,,m3,), (5.49)
Bs = Bo(m?, m3,m2,), (5.50)
By = BO(m%a m?, mi})’ (551)
Ci = Co(mi,m%,q ,mw,m?,mfu) (5.52)

Haciendo los cambios de variable (5.46) en las funciones escalares By y Cp y desarrollando en serie de

Taylor alrededor del punto x =0y z; = 0 siendo ¢ = «, 3, 0, a primer orden (ver Apéndice |G

2log(k;)
By =1 - ——~ 5.53
! Ky —17 (5.53)
x
By ==, (5.54)
6
kK2(k3 — Dz — 4og(kj)(Kiza + (K2 —1)?)
By =1+ -1 = Lot 5.55
3T 2(k3 —1)3 ’ (5.55)
k2(kd — Dag — 4log(k;)(kizs + (k2 — 1)2)
By =1+ =7 - 2(k? _]1)3j - : g (5.56)
J
1
Ov=- 7 [63((K2 = 1)(=2(z — 6) + K3 (=24 — 5z + 1524 + 1535) + K} (x + 3(4 + 24 + 75)))
12(k3 — 1)*m3,

—12(2 4 265 (1 + To + 25) + K3 (—4 — T + T4 + 1)) log(k;)] . (5.57)

Los coeficientes que acompanan a cada factor de forma by, K = 1,..,4 y ¢1 y 17 no se desarrollaron en
serie de Taylor debido a que estos son resultados generales que se valen para cualquier espectro de masas
de m; y m., en particular para el caso que estamos trabajando, caso contrario de las funciones By y Cy
en las cuales se tomé en cuenta restricciones sobre la masa de los leptones para poder desarrollarlas en

serie de Taylor.

Volviendo a las expresiones (5.36), (5.37), (5.38)) v (5.36]) vemos que cada factor de forma estd expresado

en términos de una sumatoria, que al desarrollarla se tiene que Fo = v}01af8 + V35020 f8 + V55030 13,

pero utilizando la condiciéon de unitariedad

Zv;‘ﬁvja =0, paraa#p
J

= ViV1a + V35020 + V35030 = 0,

= UsgV20 + V3gU3a = —VigVlas (5.58)

considerando ms & mg3, lo que se mencioné anteriormente, entones f3 ~ f3 que nos lleva a que f3 ~ f&

v 1o~ f&, ast:
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Fo = viguiafg + (Usgvaa + v55v30) fo = vigvia(fa — f) = vigviaFo, (5.59)
—_—

zfvi‘ﬂvla

Fo=f4— 1§

Debido a que cada Fgo estd en términos de fJ, como se muestra en las expresiones 1}1) y
también se pueden expresar en términos de las funciones de Passarino-Veltman como es senalado en

(5.47), uniendo estos resultados tenemos lo siguiente:

4
Fo =vigvia | Y (b By —by BY) + (c1 C1 = CY) + (0" = ™) |, (5.60)
k=1

cada superindice nos dice la dependencia de cada funcién respecto de la masa de los neutrinos, 1 — K1
v N — ky. La estructura, en forma de diferencias, que se logré obtener para Fq, aparte de que es mas
sencilla, nos permite cancelar de manera inmediata aquellas contribuciones que son independientes de la
masa de los neutrinos, ya que cada producto b1 B, b BN bl BY, b BN b1B1, oY BY biBL, bY BY, clC}
y VOV ademéas nt, n estdn formados de una parte que depende explicitamente de #; o #x, dependiendo

el caso, y una parte que no depende de ésta. Por ejemplo, para cualquier £ = 1,2, 3,4 fija

by B — b BY = [h(k1) + O] — [h(kn) + O] = h(k1) — h(kn).

O es una funcién escalar que no depende en absoluto de la masa de los neutrinos, por lo que tiene el
mismo valor para aquellos términos que se estan restando y de esta forma se cancela en los calculos. Es

asi que In va a depender de x; en todos su términos.

Al analizar detalladamente cada diferencia de la expresién (5.60)), obtenemos que cualquier contribu-

cion Fq se puede escribir como una combinacién lineal de potencias negativas de my,,

FQ = ’L)Tﬁ’l)la migu |:F1 + Fgm;Q + Fgm;4:| . (561)

Fy, k =1,2,3 son funciones que tnicamente dependen de la masa de los leptones externos, g% y k;. Este
resultado es de gran importancia porque de esta forma es mas claro que las contribuciones a los factores
de forma se desacoplan, ya que Fo — 0 cuando m,, — co. Es necesario recordar que los factores x; son

nimeros fijos que no dependen de la escala de energia.
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Capitulo 6

Analisis de resultados

En este apartado se resume el tratamiento que se le dio al estudio del decaimiento a tres cuerpos a
nivel de un lazo [, — [ 5L,l1,. Se calcula la tasa de decaimiento (Decay-rate) y de ahi se obtiene la expresién
para el Branching Ratio (BR). Ademds se verifica que los resultados mencionados anteriormente también

se desacoplan a altas energias.

6.1. Amplitud al cuadrado

Lo que sigue es cuadrar la amplitud, para esto es necesario sumar sobre los estados de spin de las
particulas finales y promediar sobre el estado de spin de la particula inicial. Por lo que la Amplitud

cuadrdtica media |M|? estd dada como

MEP=2 S S S MM (6.1)

Slzi ngi 83:j: 84:i

Calculando el complejo conjugado de M (5.44))

ie

M* = Z (Us(p2) [vu (Fg + Fad®ys) — 0,00 (Far +iFpys)] Ua1))” (Us (pa)v" Vi (p3))”
.2
e . v . 7 LT 77
= ?Ul(pl) [ (Fa + Fad®¥s) — 0,4 (Far +iFgys)] Ul (2) Vi (93)7" 108 (pa)
. 2
7

€7 = * * . 178 nEY * v W%
= ?Ua(pl)vo [Fcﬂ,ﬁ + F} ¢yl +iol,q" Fyp + Finlol,g } YT Us(p2) Vir (p3)7° v 14T U, (ps)
- 2
v.0 7T

e” — % % .k * U [/
= 7 Ualpy) [F5Y° Y + FA 70590 + iF3q" 2 0l 7° + Frd"y°v501,7°] Us(p2) Vi (p3)7° 717 °Us (pa),

(6.2)

de los resultados mostrados en (A.2)), (A.4) y (C.6)
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no

M = 5 Oalon) [P = FA 9"l + 1300 0 = Fpa' 110} | Us(p) Vo (05" Us (1)
= Z:;Ua(pl) [Fém — F sy + iF5q o — FEqV’}%o’lw] Us(p2) Ve (p3)7"Uq (pa)
= Z;jUa(pl) [Fé‘m + F3 q27,ﬁ5 +iFy g ou — F]}qugw%] Us(p2) Vi (p3)7"Us (pa)
= Z;jUa(pl) [V (FS + FAd*vs) +iq" o (Fip + iF5s) ] Us(p2) Vo (93)7* Us (pa). (6.3)
Utilizando
Z U(k,s) =k +m, (6.4)
> V(k,s)V(k,s)=F—m, (6.5)

calculemos la amplitud cuadréatica media

) ( ) Us(p2) [vu (Fo + Faq®ys) — iowq” (Fu + iFeys)] Ua(p1)

ME Y S (7

S1 EP) 83 Sa

Us (pa)V* Vo (93)Ua(p1) [10 (FS + Fi ¢°v5) +iq°0x, (Frp + iFgys)| Us(p2) Vo (p3)7 U (pa)

e2\? = J
:% <2> ZZUg(pz) ['Yu (FQ + Fy q275) —i0yuq” (Fum + iFE75)] <Z Ua(p1)Ua(P1))

q S2 S4

(1 (FS + Fa ) +iq°0x, (Fiy + iF575)] Up(p2) Us (pa)y™ (Z Va(p3)va(p3)> Yo (p4)

53

1 4
= qe 2 ZZUﬁ (p2) [vu (Fg + Fa@®vs) —iouq” (Fy + iFpys)] (pl +ma)
S2 S4
[ (FG + FA 4*vs) +iqox, (Fiy + iF55)] Us(p2)Us (pa)y” (p3 _ mg) AU, (pa)
1 4
=5 e 2 0ato2Dn (D (Fo+ Pad?7) = o (Fa + i8] (9, + ma) s (B + F ')

+W%ﬂmﬂﬁwmﬂw@m2@mm4W%—mwﬁ<mwm

cd
S4

:% (q62)2 ([%t (Fo 4+ Faq®ys) —i0uwq” (Far +iFE7s)] (P, + ma) [y (F5 + F ¢*5)
+ig” oy, (Fry + iFEA/5)Dab <Z Uﬁ(pz)Ug(p2)> (»yﬂ(p?) _ mg),y)\)l:d <Z Ug(p4)Ug(p4)>
52 ba Sq de
_;ﬁ ([W (Fo 4+ Faq®ys) —iouwq” (Far +iFg7s)] (P, + ma) [y (F + F ¢%3s)

ig"on, (Fiy +iF595))ap By ms)oa (13 = mo)7) (B, +mo)ae
=%(;T)2tr { [ (Fo + Fad®vs) —iouq” (Fu + iFevs)] (b, + ma) [ (FS + Fi ¢*75)
ia"orp (Fip + iF5%5)] (B, + i | tr {37 (9, = mo ) (p, +mo | (6.6)

Al realizar el producto de dichas trazas se obtendra una funciéon que depende de las masas al cuadrado

de todos los leptones y de los diferentes productos punto de los cuadrimomentos
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pP1-P2, P1°P3, P1-P4y, P2 P3, P2-P4, P3-P4-

Pero todos estos productos no son independientes entre si, para reducir el niimero de términos es necesario

tomar en cuenta las condiciones de cineméatica

pi=m., py=ms,  py=my,  p;=m3, (6.7)
P1 = P2 + P3 + pa, (6.8)
q = p1 — D2, q = p3 + pa. (6.9)

Podemos reescribir algunos productos punto, por ejemplo

= De la conservacién del cuadrimomento total del decaimiento I, — lglgl_g podemos despejar

pi = mg y sustituir en los productos p1 - p4, p2 - P4 Y P3 - P4

Pl'p4:pl'(Pl*pz*p?)):mi*pl'pzfpl'psa (6-10)
pz-p4=p2~(p1—p2—p3):p1~p2—m%—p2-p3, (6.11)
p3-pa=p3-(pr —p2—ps) =p1-ps —p2-ps — M. (6.12)

= Elevando al cuadrado cada igualdad de obtenemos

¢ =m2 —2p1 - pa+m3,

ma—i—mﬂ—q2

= Pp1-P2= 5 ) (6.13)
2_ 2 2o 2 2\ _
q° =my +2p3 - ps+m5 = 2my + (p1 - p3s — p2 - p3 — M) = 2p1 - p3 — 2p2 - p3,
e
PPz =P2-P3t o (6.14)

De los desarrollos anteriores podemos observar que los productos punto (6.10), (6.11) y (6.12) quedan

escritos en términos de solo dos productos escalares g2, ps - ps.

Reescribiendo de nuevo esos resultados ahora en términos de los dos productos punto

2 2
Mo +mg — ¢2 q° m;, —m

p1'p4:mi—%— p2-p3+ :u—pz'p:‘n (6'15)

2 2 2

2 2 _ 2

Ma +mg — ¢2 m2 —m2% —q
p2'p4:%—m%_pQ'ZBZ%—pQ'p& (616)

¢ ¢

pg-p4=pz-p3+§—pz-p3—m§=g—mi. (6.17)

Resumiendo todos los resultados anteriores se tiene:
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Condiciones de cinematica

2 2 2
meg+mz—q

P1-p2=—75 "

2

pL-p3=p2-p3+ %,
mQ—m%

D1-Pa = —5— — P2 D3,
mi—m%—qz
P2Ps=—5 — —P2D3,

2
P3 P4 = %—m?ﬂ

p1 =My, Py =Mpg, P3=Mg, Pg =M.

Cuando calculamos las trazas mostradas en y usamos las condiciones de cinemética que se

mencionan arriba obtenemos una estructura general para la amplitud cuadratica media

1 e
2 (¢%)2

+erFQFyy + cs B Py + coFQ P + cioFGFE + cii Falyy + ci2FiFy

IM|? = (c1 | Fo | +ea | Fa|* +cs | Far | +es | Fp | +esFoFi + coFFa

+c13FaFy + c1aF Fp + cis FuFg + ci6Fy Fr) (6.18)

¢; con i = 1,...,16 son funciones escalares las cuales dependen de las masas de todos los leptones, de

pa - p3 v ¢°. Pero al analizar cada coeficiente por separado se observan las siguientes restricciones

€5 = Cg = Cg = C1g =C11 = C12 = C15 = C16 = 0,
C7 = Cg Yy C13 = —Ci14.

(6.19)

La expresién (6.18)) queda en términos de solo seis constantes que llamaremos g1, g2, g3, 94, 95 Y 6

— 1 64 1 y . ’L . .
[ MP=5 e |91 Fe * 492 | Fa |* 493 | Far * +94 | Fip |* +595(FoFiy + FoFu) — 596(FaFp — FAFE)
1 et . .
~2(g2)2 (91| Fo P 492 | Fa |> +93 | Far |? +94 | Fi |* +g5Re {FQFy} + geIm {FaFp}],
(6.20)
donde
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g1 =8(q” (g, — 2mamg — m — 2m3) + dpz - p3(mg, — ms — 2p2 - p3 — q°) + 2m3 (ma — mp)* — (¢)*),

g2 =8(¢*)*(*(m? + 2mamp — m% —2m2) + 4ps - p3(m? — m% —2ps - p3 — ¢°) +2m2 (Mg + mﬁ)2 —(¢®)?),

g3 =8(2m?2 (m? — m%)2 +4¢% po - p3(—m?2 + m% +2ps - p3 + ¢°) + (¢%)*(—m2 — 2mamp + m?g)

+¢*(ma +mp)*((ma —mp)* — 2my)),

Ga :8(2m3(mi — m%)2 +4¢° ps -pg(—ma2 + m% + 2po - p3 + q2) + (q2)2(—m()42 + 2memg + m%)

+¢%(ma —mp)*((ma +mg)* — 2m3)),
g5 =16(ma + mg)(2mg + ¢*)((ma — mg)* — ¢*),

g6 = — 164 (me — ms)(2m2 + g2)((m + mg)? - g2), (6.21)

Notemos que | M |? es una cantidad real, debido a que todos los coeficientes g; con i = 1, ..., 6 son reales.

6.2. Tasa de decaimiento

Considerando el proceso de decaimiento 1 — n la diferencial de la tasa de decaimiento I" en el marco

en reposo de la particula inicial esta dado por

1 54(2 p ‘*p1) = d?’ﬁ v
dl—\ _ d* = (2 4 kP fr fx 2 922
7 = (@) ( 2my >k1:[1 (2r)32E;, MI, (622)

7 es el tiempo de vida de la particula inicial, p;,ps son los momentos inicial y final respectivamente, y
E, = /P2 + m, es la energia relativista. La tasa total de decaimiento se obtiene integrando sobre el

espacio fase de la particulas finales,

r=T[s, [ dr, (6.23)
I/

S) = 71, es un factor estatico para [ particulas idénticas.

De acuerdo al decaimiento que se estd estudiando, [, — lﬂlgig, se tiene un proceso 1 — 3 donde

D1, D2, P3, Pa son los momentos de los leptones Iy, g, 5, s Tespectivamente.

0 (p2+ps+pi—p1) dpo dps d3py N2
M (21)32E, (27)°2F;5 (27)°2E,

Basandonos en el apartado anterior notemos que |[M|* = |M|?(mq, mg, Mo, M, K5, ¢%, P2 - P3), es decir,

dl' = (27)

: (6.24)

hay dependencia en los momentos de las particulas que participan en el decaimiento, por lo que este

término no puede salir de la integral, entonces
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r— [(mn 6* (p2 +ps+ps—p1)  dPpy dps d3py M2 (6.25)
2Mq, (2m)32E5 (27)32E5 (2m)32E, ' '
Realizando los cambios de variable y = M yx = % y haciendo ciertas manipulaciones en la

expresion de I' podemos llegar al siguiente resultado

2mw (\/a_\/@)Q Ymazx ~ 9
e A do / e (6.26)

Cuyos limites de integracién con respecto de y son

(o +@5 + 200 —2)a — \[ole — 42,)(VEa + yT5)? — 0)(VEa — /T5)? — @)

Ymin = 2 5
(Ta + 25 + 20, — 2) +  fole —42,) (VZa + VE)* — 2)((VEa — \/T5)? — ) .
Ymazx = o0 . .

Si sustituimos las expresiones de zq, g, T, z, en los limites de integracién (6.27)), y lo dejamos todo en

términos de masas, para poder separar las potencias de m,, al momento de evaluar en la integrales, se

tiene

@*(m? +m} 4 2m? = ) = \[a(? —4mE)(mk — 2mE(m3 + ¢2) + (m] — ¢)?)

Ymin = 2q m%} ’
¢*(mg +mf +2m7 — ¢*) — \/qQ(q2 —4m2)(m —2m2(m3 + ¢%) + (mj — ¢*)?) 28
ymin - 2q2m%} ( N )

El primer paso es calcular la siguiente integral
Ymax _

/ dy|M|?, (6.29)

min
para esto regresemos por un momento a la ecuacién (6.20). Notemos que los coeficientes g; son funciones
que dependen de g; = gi(ma,mg, My, g%, p2 - p3) con i = 1,...,6, mientras que las expresiones Fp son

funciones de la forma Fo = Fo(ma,mg, Mo, My, ¢%, k1, kN ) siendo @ = Q, A, M, E.

Pero si nos enfocamos en la forma en que estd definida la variable y y analizamos a detalle la
dependencia de g; y Fo podemos concluir que a los dnicos términos a los que va a afectar la integral son
a los coeficientes g;, debido a que son los 1inicos que contienen productos de la forma ps - p3 el cual esta

relacionando con la variable y.

(m3 + 2ps - p3 +m7) N . _ymg, — (mF +m7)
P2 -p3 = 9 .

Haciendo el cambio de variable en cada g;(ma, mg, ms, 2, p2 - p3) utilizando (6.30)) e integrando sobre la

y= 2 (6.30)

variable y de la forma

Ymazx
gi = / dy gi(ma,mg,me.q>,y),  i=1,..,6, (6.31)

min
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se utilizan los limites de integraciéon mostrados en ([6.28)), se obtienen las siguientes expresiones:

1 8 _
o= @2+ @)@ — (e — 1)) (10 + m5)? + 2 )} = (6.32)
ma | 3(¢%)2

178 _

o= 2my + ¢°)(¢* — (ma +mp)®)((ma —mp)® + 2q2)} g, (6.33)
1 -

1= i [~ (2 PP+ Omamy 4 ) = 2~ w24 (D) 5 (630
1] 8 _

gy = mii) —@(ng + @A) (*(m2 — 6mamp + mﬂ) 2(m? — mﬁ) (C]Q)Q):l =, (6.35)
1 [ 16, , _

0= —?(2mg +¢*) (Mo +mg)(g® — —mg)?)| E, (6.36)
w L
1 _

g6 = ey [16(2m(2, + q2)(ma — m,g)(q — (ma + mg) =, (6.37)

= = \Je2 (g — 4m3)(m} — 2m2(m3 + ¢2) + (m3 — ¢*)2).

Uniendo los resultados que se acaban de obtener para las g; junto con expresién (6.20) y al sus-

tituirlos en (6.26)) se tiene

I =

et My /(\/E\/m)2 1
4

2 (8 /Ta)? de

(¢2)? (01| Fo > 492 | Fa |> g3 | Fu | +94 | Fe I?

+g5Re {FQFJE} + ggIm {FAFE‘H . (638)

El dltimo paso para calcular la tasa de decaimiento (6.26)) es realizar la integral sobre la variable z,

pero para esto es conveniente regresar a la variable ¢?

x—TZ;U = dm_dr(r?;)’
(v/Ta — /T5)? %( o —mg)?,
4950:4:;7),
(Vo) = o

Con estos cambios regresemos a (6.38))

~—

4 om,,  [Mmemme)® q(g?) 1
7/ (4 slo1 | Fo 1P +e2 | Fa > +03 | Far I? +94 | Fi |?
4

m2 m%} q )

+gsRe {FQFh} + geIm{FaFg}],

e (ma—mg)? d(qz) ) ) , ,
EgﬁSm/ (22[91|FQ|+92|FA|+93|FM|+94|FE|

g5 Re {FoFi} + golm {FAF3}) . (6.39)
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Introduciendo el espectro de masas donde my # my, m; # m3 y mo = ms ~ my discutido en el capitulo

anterior, se tiene el siguiente resultado

r :|vfﬁv1a|2

¢2ﬁ)f%m”ﬂﬁ
2 Gl s (@D

+gsRe {FoFy} + geIm{FaFp}], (6.40)

1| Fo [* +2 | Fa > 93 | Fas | +g4 | P |

Fo, son las expresiones que se definen en |)

Para la mezcla de neutrinos pesados utilizaremos la parametrizacién usual de las matrices unita-

rias 3 x 3 [B9], en términos de la tres dngulos de mezcla 612, O23, 013 y la fase de Dirac § (ver Apéndice

H):

= eete”

V1eVip = 5012613(*512023 — C12523513€ )7 (6-41)

To—me Tty y 7 —eete
1 ,
—id
Vievir = 5e12¢13(s12523 — Crzcasize” ), (6.42)
T ;feJre* y T — ;f;ﬁ,uf
i —id
UL[Ul'r = 5(—812023 — C12523513€" ) (12823 — C12023513¢ 7). (6.43)

Hemos denotado senf, = sk, y cosOi, = cin, donde Oy, son los dngulos de mezcla para los neutrinos
pesados. Suponemos que la mezcla de neutrinos pesados es caracterizada por los mismos parametros
que la mezcla de neutrinos ligeros, asi tomamos [60, [61] 612 = 33.36°,023 = 40° y 613 = 8.66°. Para
propositos ilustrativos usemos el valor § = —n/2 [62] [63, 64] para la fase de Dirac de la mezcla de

neutrinos masivos. Con estos vi,v1, = 0.125439.

Antes de calcular la integral sobre la variable ¢? en la ecuacién (6.40) fue necesario darle valores

a Mg, Mg, Mg, K1, KN Y sustituirlos en la expresién que se muestra dentro de los corchetes.

» Decaimiento p~ — e~ ete~

Mo = 105.65 x 1073GeV,  mg=0.51x 1073GeV,  m, = 0.51 x 107°GeV.

Los valores numéricos de las masas de los leptones se obtienen de [60] y los valores de k1 y Ky se eligen
arbitrariamente. Ya que se incluyeron dichos datos, se suman todos los factores de forma y se organiza el

resultado obtenido en potencias negativas de my,
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64 2m2 (ma—mg)2 d(q2) 1 1

w

1 ) . 1 1
Ty osemetem = 7(0.125439) Go@®) + 72(a") —5 + ja(@*)

w w

2 (8m)3m3, Jamz (¢%)* m3, mg,
—~ "~

w

() (x%)

. 1 . 1
+J6(92)m7 Jr]s(qz)mT . (6.44)

w w
ji(s), donde i = 0,2,4,6,8, son funciones escalares que solo dependen de ¢2. Por otra parte () viene
de los factores globales del conjunto de expresiones (6.32)-(6.37) y (*%) viene de elevar al cuadrado
(5.61). Hablando de factores globales es necesario enfatizar que cada funcién j;(s) resulta del producto

de escalares por una funcién h exclusiva de ¢>

i) = ( (Ng)?)z () () hied (6.45)

el primer producto viene de las reglas de Feynman y los otros dos vienen de la las integrales de Passarino-

Veltman (ver Apéndice[l)). Juntando todos los escalares de (6.44)) y (6.45)

1 et 2m? 1 1 (1 N/ 1N/ a0\ et 1

—(0.125439) — —="=—— | —=— — — | == — 6.46

o’ o (wme) () () ~ (@oms) o 0
para obtener el valor de e se considera la expresién de la constante de estructura fina (« ﬁ)

e? 47
_ € s A
= = 137 (6.47)

asi

et 1
—— | — = 0. 107, 4
<(47)(27T)11m§> i 9.0657 x 10 (6.48)

w

Finalmente resta realizar las siguientes integrales :

(7na—m,3)2 B 2
/ d(q®) ’2‘12) i=0,2,4,6,8, (6.49)
4m?2 (q )

las cuales se realizaron de manera numérica, en Mathematica, debido a la complejidad de las expresiones

hi(q?).

6.3. Branching Ratio

La tasa total se decaimiento es la suma de las tasas de decaimiento individuales [65)

Tiot = Y T, (6.50)
i=1
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el tiempo de vida de la particula es el reciproco de I'yy:

1

T = .
1—‘tot

(6.51)

En adicién a 7, queremos calcular varios Branching ratios, que son la fraccion de todas las particulas de

un tipo dado que decaen de cierto modo. El Branching ratio es determinado por la tasa de decaimiento

I;

= )
1—‘tot

BR;

(6.52)

se usé la notacién BR; para describir el branching ratio del i-ésimo modo de decaimiento. Pero tradicio-
nalmente en la fisica de particulas se trabaja con el tiempo de vida medio (¢, /2) en lugar del tiempo de
vida (7), ty/2 es el tiempo que toma la mitad de los participantes de una larga muestra para decaer y su

relacién con 7 es

ta/2
= ) 6.53
" log(2) (65%)
En [21] se reporta el tiempo de vida media para el muén p
2.19

7=l 4817 X 1018 GeV Y, (6.54)

log(2)

asi

BR(w e ete ) =70, ot = 48177 x 10 GeV ' T m oot (6.55)

Los Branching Ratio que consideramos han sido reportados con las siguientes cotas superiores [66] 67,

68

BR(p~ — e ete™) < 1.0 x 10712, (6.56)
BR(t~ —w e ptp™) <27 %1078, (6.57)
BR(t~ — p ete) < 1.8 x 1078, (6.58)
BR(t™ — e ete) <2.7x 1078, (6.59)
BR(t™ = p putp™) <21 x 1078, (6.60)

todos estos a 90% C.L. La idea es comparar estas cotas con los Branching ratios que obtuvimos y
encontrar el conjuntos de pardmetros m,, k1, kn con los cuales se satisfacen —.
6.4. Resultados y discusién

El Branching ratio para decaimiento (1~ — e~e*e™) depende de los valores de k1 y k. Para nuestro

analisis se fijaron los valores de k; = 2.5, y se hicieron tres graficas con xy diferente en cada caso
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= | Caso uno: k1 = 0.90

o kv =0.70

_ 5.6956  0.0086  9.0897 x 10~ 5.9760 x 10~ 14 1.4831 x 10=20
omd mS, B ms, + mlo ml2
(6.61)

BR(u~ — e ete)

e ky = 0.50

.504 .01 . 1076 . 10713 1. 10719
BR(;F%efe*e*):gmg 0.0167 = 6.6350 x 107"  3.0973 x 10 " 0600 x 10 .

4 6 8 10 12
(6.62)

® KN — 0.45

10.5043  0.1653 6.0311 x 1075  2.3664 x 10~12 1.5151 x 10~19
= it 6 8 - 10 + 12 :

(6.63)

Caso dos: k1 = 2.50‘

o Ky =240

0.0140  0.0002 2.3851 x 1076 6.2240 x 10~ 1.5113 x 10~2!
- mi B mf, B ms, B mlo ml2
(6.64)

BR(u~ — e ete)

o Ky =2.33

_ oy 0.0277 0.0005 4.8583 x 10~¢ 2.5020 x 10~1*  6.4971 x 10~2!
BR(p~™ — e ete )= Tt e 5 + o + o .

(6.65)

® KN = 2.18

. 00556 00008 37430 x 1076  6.7703 x 10713 2.2276 x 10~
BR(p™ —eeTer) = —g—+ —5—+ 8 + 10 + 12 :

(6.66)

Caso tres: k1 = 3.50‘

e Ky =3.37

_ 4 0.0018 8.6949 x 10~° 1.4182 x 107 1.7139 x 10~ 14 1.1907 x 10~21
BR(p~ — e ete )= 1 5 + 5 + ) + o .

(6.67)
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o ky =3.30

0.0051 0.0001 3.0632 x 10~ 1.4332 x 10~15 1.5919 x 10—21
= VR s T ) + 10 + 12
m'l,U m'l,U m’l,U m’lﬂ mw

(6.68)

BR(p~ — e ete)

® KN = 3.18

_0.0112  0.0001 = 3.7347 x 1076 1.7545 x 10~ 1.0897 x 10=20
BT mg mig mi?

(6.69)

BR(u~ — e ete)

Caso cuatro: k1 = 7.50‘

o Ky =T7.19

. 00008 3.6083x107° 57036 x10"7 2.0066 x 1074 55769 x 10~22
BR(u™ —eeTer) = mi mo + m8 - T + mi2 :

(6.70)

e ky = 6.80

_  _ 4 _. 00041 0.0001 & 2.0220 x 107¢ 22011 x 10~'* ~ 4.0981 x 10!
BR(p~ — e ete ) = Y s T 5 + o + 5 .
mw mw mw mw mw

(6.71)

e ky = 6.60

_ 4 .. 00056 4.4773x107° 9.8722x 1077 1.9716 x 1073 7.2355 x 1072}
BR(p~ —eete ) = - - - - .

4 6 8 10 12
My My My My My

(6.72)

En la Figura se muestra el conjunto de graficas de BR(u~ — e~ ete™) como funcién de my,, para
diferentes elecciones de los pardmetros kappa (k1,%n). Para una clara discusién, se ha fijado, en cada
grafica, el valor de k1 pero hemos explorado tres diferentes valores de ky para cada caso. A partir de
los comportamientos de las gréaficas de la Figura podemos comentar que hay un valor minimo de la
masa del W que mantiene la contribucién por debajo de la cota BR(u~ — e“ete™) = 1.0 x 10712, cota
que ha sido marcada en cada una de las cuatro gréaficas con una linea sélida horizontal. Por lo que la
regién sombreada, debajo de cada linea, comprende todos los valores que son posibles por la constriccién

antes mencionada.

La situacién de la grifica (6.1a), para el cual k1 = 0.90, nos permite obtener una cota inferior

para la masa del bosén W tan pequefia como m,, 2 1549 GeV, la cual hemos marcado, en la imagen
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correspondiente, con una linea vertical. La gréafica muestra graficas del Branching ratio con
valores més grandes de x1 y ky. Como esto decrece la masa de los neutrinos pesados m; y my, las
contribuciones son més pequenas, y también la cota inferior de m,, se reduce a m,, = 344.1 GeV. Para la
grafica tenemos el mismo patrén, obteniendo m,, = 208.4 GeV. Pero uno de los mejores escenarios
que hemos investigado viene de la grafica , que en este caso, la cota inferior es tan pequena como

my, = 173.4GeV. En la Tabla se muestra, para cada grafica de la Figura la cota inferior méas

pequena de m,, y la masa de los neutrinos pesados correspondientes a cada escenario.

Gréfica (a) | Gréfica (b) | Gréfica (¢) | Gréfica (d)
mmin 1549 344.1 208.8 173.4
my 1721.11 137.64 59.54 23.12
my 2212.86 143.37 61.83 24.11

Tabla 6.1: Diferentes valores de m,,, m1, my para las graficas de la Figura El primer rengléon muestra
las cotas inferiores de m,,, mientras que la segunda y tercera columna dan, para k1 y ky asociados al
valor de m,, correspondiente, los valores de los neutrinos pesados para cada caso. Todo es expresado en

GeV

El comportamiento de las gréficas (6.1a)-(6.1d)) nos permite observar que entre més grande sea
la diferencia entre k1 y ky la cota inferior de m, se aleja mds. Por ejemplo en la gréifica (6.1d)
disminuyendo kx de 7.19 a 6.60 la cota inferior se incrementa de m,, 2 173.4GeV a m,, 2 274.2 GeV

con masa de los neutrinos mi = 36.56 GeV' y my ~ 41.54 GeV'.

Ahora discutamos los decaimientos del leptéon 7. Primero senalaremos que una vez que fijamos
los valores para (ki,ky) y también establecimos el valor minimo de m,,. De acuerdo a las cotas
experimentales dadas en la ecuacion , las cotas superiores en las ecuaciones - para los
Branching ratios del decaimiento del tau en tres leptones son automaticamente cumplidas. En efecto, en
cada caso las contribuciones varian muy poco, lo cual podemos apreciar en la Tabla . Las entradas
de dichas tablas son los Branching ratios que corresponden a los pardmetros kappa que se indican en
cada renglon. Para generar estas tablas se utilizaron los parametros k1 y Ky que generaban la cota
inferior mds pequella para méas masa m,, en cada grafica de la Figura [6.1] Ya que para cada conjunto

(1, k) el minimo valor de m,,, permitido por la cota superior BR(u~ — e~ eTe™), produce el valor

min

mas grande para el Branching ratio para cualquier decaimiento trilepténico del tau, esta masa m.)

€es

la que consideramos para las tablas.
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k. =0.90 _
BR (i - eee) 1 BR(u - cee) k,=2.5
N 5 \
‘ . \
_____ - 3.x10 \
ax10-12 N ky=0.70 \
\ kn=0.50 ' A EEEE ky=2.40
\
210712 .l |5 kn=0.45 2510712\ b k=233
' . s \ N - kn=2.18
b ‘“\\ \
\\\\ N ~o _12 A\
1.x10-12 - - 1.x10 = ~
T —— o ~
__________ S==o — \\\\~ ~~ —
Sl OU U I e T
1400 1600 1800 2000 2200 300 400 500 600 700 800
(a) (b)
BR (U - eee) k,=3.5 k, =7.5
3 x10-12 BR(u - eee)
. ) . o 2‘
1 A 1 \
\ N B ky=3.37 1Y O R kn=7.19
\ ﬁ A0 : ky=6.80
2.><10712 \‘ \ kN=3.30 \‘ ¥ N=9-
9 \ —--—= ky=3.18 3 -==-- ky=6.60
\ N\ 2.x10712 \
\ b \ X
\ N \ \
1.x10712 = < - \
% 1.x10” 3
N . g ~
\\~~ B _ \\\ B
Sm-=--lfScrsSSSEasans |, B rdende Lo P regteyioysrs o3-S E
200 300 400 500 600 150 200 250 300 350 400 450 500
(c)

Figura 6.1: Cotas inferiores de la masa del bosén W, a través de una adecuada eleccién de los parametros
kappa k1 y Ko: incrementando el valor de las kappas, correspondientes a masas de neutrinos pesados mas
pequenas y kappas cada vez mas cercanas unas a otras. La cota inferior mas pequena de m,,, indicada

en cada grifica por una linea vertical, son dadas en la la Tabla[6.1} En todos los casos las unidades de
masa son GeV.

BR(7 = eppt)maz | BR(T = pee)mar | BR(T = 3€)maz | BR(T = 31)maz
(k1,6n) = (0.9,0.7) 2.02 x 10712 8.12 x 10714 1.12 x 10712 4.63 x 10714
(k1,6N) = (2.5,2.4) 4.43 x 10712 1.07 x 10714 2.31 x 10713 2.42 x 10715
(k1,kN) = (3.5,3.37) 3.91 x 10712 1.63 x 10713 5.41 x 10712 1.62 x 10714
(k1,kn) = (7.5,7.19) 1.78 x 10712 1.08 x 10714 3.21 x 10712 1.09 x 10714

Tabla 6.2: Valores de los Branching ratio de los decaimientos trilepténicos del tau, determinados por los

pardmetros K1, Ky, My,. Para cada par (k1, k) el valor minimo correspondiente de m,,, dado en la Tabla

ha sido usado.
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos calculado a nivel de un lazo las contribuciones de las corrientes cargadas con neutrinos y
bosones de norma pesados del decaimiento del leptén tau a tres cuerpos cargados [, — lgldl_,,, en el cual
el sabor del leptén [, no se conserva. Estos efectos son posibles debido a la oscilacién de neutrinos lo

cual no ocurre en el Modelo Estdandar.

Calculamos la contribucién més importante a la amplitud de estos decaimientos, los cuales vienen
de diagramas reducibles, en los cuales los subdiagramas que contienen el lazo estan relacionados con
el vértice electromagnético, por medio del propagador del fotén. Recordemos que también teniamos
diagramas de caja y subdiagramas donde se tenia al bosén Z y el bosén de Higgs como propagadores,

pero estas contribuciones se ven suprimidas por los diagramas que se mencionaron antes.

Ademas los resultados no distinguieron si los neutrinos involucrados en el lazo eran de Dirac o
Majorana ya que los diagramas de Feynman que producen las contribuciones méas grandes son los mismos
en ambos casos. También probamos explicitamente que la amplitud no tiene divergencias ultravioleta
y es invariante de norma, ademdas de que se desacopla cuando A — oco. Consideramos un espectro de

masas de neutrinos pesados en la cual la masa m; es diferente de las masas mo y ms, pero mo =~ ms ~ my.

Luego se calculé el Banching ratio BR(l, — lﬂlgl_(,) y se implement6é a decaimientos especificos
de leptones, en este caso decaimientos de los leptones 7 y p. Primero analizamos el decaimiento
p~ — e~eTe” en donde usamos la cota reportada en [21] para BR(u~ — e"eTe™) que es del orden de
~ 10712, Luego se graficé el BR con respecto a la masa m,,, donde se fueron fijando los pardmetros 1
v K, los cuales fueron definidos por una relaciéon entre la masa m,, y la masa de los neutrinos pesados
mj, My = K;my, para j = 1,2,3. Pudimos observar que entre mds de alejaban los valores de k1 y Ky
m4s grandes eran las contribuciones y entre méds grandes eran los valores de estas x la masa m"" era

mas grande siendo del orden de 1.5TeV cuando k; y Ky son menores que la unidad.

Una vez que encontramos los valores de m,, y de las k que hacian consistentes los resultados con las
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cotas obtenidas experimentalmente, los utilizamos para calcular los Branching ratios de los decaimientos
del leptén tau, es decir 7 — lﬁlgl_a, y se encontré que son del orden de ~ 107 — 10713, los cuales
resultaron lejanos de las cotas reportadas valores reportados por las colaboraciones Belle y BABAR que

son del orden de ~ 1078.
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Apéndice A

Algebra de las matrices de Dirac

Algebra de Clifford
{7} = 29", (A1)

Py =~ (A2)

De las relaciones anteriores se prueba que

(v9)? =1, ()2 =1 j=1,2,3. (A.3)

También

—i )
Yooy = A (M = 4"y

)
- 5(707“70707”70 _ WO’YVTVOWOW”TVO)

Z‘ L .V v L 17
=5("" =) = oM (A4)
Representacion de Dirac
0 1 0 ) 0 o
= , v = _ (A.5)
-1 1 -0l 0

Representacion de quiral o de Weyl

A0 = ’ N = ‘ ) (A.6)

Ambas representaciones satisfacen el Algebra de Clifford, en este caso vamos a trabajar en la repre-

sentacion quiral, en este caso:

*0 0 *1 1 *2 2 *3 3. (A?)






Apéndice B

Ecuaciones de movimiento de la

teoria de Yang-Mills

Las ecuaciones de movimiento de la lagrangiana

1 -
L= —5FL P,

se obtienen de

oL oL
O Y
0(,A) ) 0A)

debido a que las tnicas variable dindmicas son los campos A{,

Calculando por partes

8£‘ _ 0 ‘ (—1gaegﬂ’\F§5Ff,\>
0(0,A))  0(9,A7) \ 4

k

4 8(8, A1)
1 a

=~ Fref — (0o Al — 9 AL
1

— ,i(FjHV _ Fj’j”),

pero
Fi, =0,A) — 9,A] + g/'™m AL AT
= —(0,A], — 9, Al + g™ AT AL
= 7Flz—,u7
entonces

107

(B.3)
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0L g g Oy ©.5)
9(0,AL) 9(0,AY)

Por otra parte

0L _ 9 (_Lpk phos
oAl oAl \ 4 P

1 k 9 klm 7l )
:—§F ‘wa—AZ(ge "ALAL)

1 . ) .
= _§g(ekJMFk”ﬂAgL + el prav ALy (B.6)

= —ge I EME AR,
Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

— 0, FIM 4 gekim pRB AT = 0. (B.7)

Haciendo cambio en indices se puede obtener

<8M5jk _ gejkmAzz)Fk;w -0

ik mkuy
DIk phi g, (B.8)

D{f es la derivada covariante en la representacién adjunta.

Ahora calculemos la ecuaciones de movimiento de la lagrangiana

. 1
Ly n = iy Dty — mapp — Z(F;jw)Qa (B.9)
donde
.0l
D/"' = a/”/ — ZgAiL? (B.IO)
Sabemos
QLL = —8#Fj’“’ (B.11)
(0, A7)

0L 0 [ 1, 4o o oo g0t

o = 0 (R~ Padan AL T uia)
. _ ol

= g RO AT 1 gl (). (B.12)

Por lo tanto las ecuaciones de los campos de Yang-Mills son
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, T o
= Op I 4 g PN AR — () (@) = 0
ol

—  DIFM = () (), (B.13)

Corriente

se he utilizado la definicién de la derivada covariante mostrada en (B.8]).
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Apéndice C

Propiedades de las matrices de Dirac

y Proyectores

Algunas propiedades de la matriz v°

7® =75 = ir"v'*y? = —ivemiv2s.

Si nos fijamos en el hermitico conjugado

W = (i7°7'7%7%)T = —ir* TPy Ty,

utilizando (7°)2 = 1 y 429170 = 44, se tiene

W = —irP7093 17090920y 0y 140

= —in"y’y*

recordando que {y*,4"} = 2g"*

W= —i(=1)°7"%® = .

Por lo tanto 75 = ’yg es hermitiana. Ahora elevemos al cuadrado

(v5)% = (7Y *7?) (79" v*~?)

= (=D’ (=1)*(=1°2" 7'y P,

pero recordemos que (y7)? = —1, entonces



APENDICE C. PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE DIRAC Y PROYECTORES

Ahora calculemos

157" = 0 PR = (1) Ry = =y (C.6)
eso implica que
{7“775} =0. (C.7)
Por otra parte
T
[v°:7%1=1"7"1 =0, (C.8)

es decir 4° es una matriz normal por lo tanto es diagonalizable por una matriz unitaria, es decir, existe

U =UT tal que UTysU =73 y de ahi

(15)2 =UTs UU 45U = 1. (C.9)
1
A nivel matricial se tiene

L 0 0 0 2 0 0 0 1000

5 0 Ib 0 O 5o 0 12 0 0 01 0 0
Ya = = ()" = = — I ==+1. (C.10)

0 0 I3 0 0 0 13 0 0 01 0

00 0 Iy 00 0 2 000 1

Utilizando la ciclicidad de la traza se prueba

tr{+°} =0. (C.11)

También

tr{UTsU} =tr {UUTys} =tr {4°} =0 =tr {43} . (C.12)

Debido a que la traza de 7] es nula debe ocurrir que dos valores de la diagonal ; sean +1 y los otros

dos sean —1, por lo que se tienen estas opciones

Y5¢¥r = (+1)¢R, (C.13)
VYL = (—1)¢r. (C.14)

Si sumamos y restamos términos al campo ¢

145
2

1—1s
2

Y= 5@+ o s — ) = 5By 4 Iy = Py g Py, (C.15)

Multiplicando por v5 a Pry vy Pry
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]]_—f—’)/r _]]_+’y5

PRV = 75— 1 5 ¥ =PrY, (C.16)
1-—- 1-—-
P = A5t = == = —PLy. (C.A7)
Ahora definamos los siguientes campos
Prypy=yr  Prp =1L = Y =vYr+Yr. (C.18)

A continuacién de muestran algunas propiedades de los proyectores Pr y Pgr

]1+75+]1—75

= = ﬂ .1
Pr + Pr, 5 B s (C 9)
(C.20)
1- 1-
PR—PL:T%-FT%:’%, (C.21)
(C.22)
I+y1+v 1+
P3 = = =P 2
R 2 2 2 R; (C 3)
(C.24)
I—v»l-9 _ 1-7
P} = = =P 2
L 2 2 2 L, (C 5)
(C.26)
P}, = P, (C.27)
(C.28)
Pl =Py, (C.29)
(C.30)
1 1-
ppp, = 2B (C.31)
2 2
(C.32)
PpPr =0, (C.33)
(C.34)
]1 5 ® [ ® ]l — Y5
Pyt = 2 Do S Y 2205 qupy (C.35)
2 2 2
(C.36)
PLVM = ’}/‘uPR. (037)
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Apéndice D

Calculo del vértice electromagnético
en la norma no lineal de

Feynman-t’Hooft

En esta norma se tiene mas diagramas debido a que se tienen que considerar las interacciones con
los bosones de Golstone. Podemos ver el Figura (D.1)) que por cada diagrama que tenfamos en la norma

unitaria ahora tenemos que agregar otro similar pero con bosones de Golstone:

- GL, [En
Iz (1) vi (k) 15 (p2) Lo (1) vik) I (p2)
(a¥) (a")
W ot
- A==~ ~
1 (q) 7 N ¥ (a)
F/ \\
5 &
15 (p1) vi (k) 15 (pa) 15 (p1) vi(k) 15 (p2)
(b*) (')
w- ar
I P
79 ¥ (a) e AN
Fl \\
# 5 &

la (p1) vi(k) lg (p2) 1z (p1) vi(k) 15 (p2)

Figura D.1: Nuevos diagramas en la norma no lineal.
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Las reglas de Feynman en esta norma, Figura (D.2)) y Figura (D.3)), son:

W, (ks) W (k) GLp-) Gopy)

Ay (k) A,
= —iel[(ks — k2)ugrnp + (k1 — kg — %1-‘2),\99“ + (k2 — k1 + éks)pgw]
E=1

= —ie[(ks — k2)u9z\p + (k1 — kg — ‘l-".!)/\gpu + (k2 — k1 + kS)pgr\u]

la v

vj la

%w [ma Pr — m;PRlvj, \Zﬁ

w

[maPr — m; PL]vja

|
* +
! I
| |
Gy al
58

Figura D.2: Vértices en la norma no lineal £ = 1.

k _ w* _igoP
QVAVAVAVAVAS

) k2—m2
G w w

|
I
I
I
|
Y
I
|
I
I
[
|
[~
|
3
vl
Il

Figura D.3: propagador del bosén de Golstone y bosén W en la norma £ = 1.

+

w

Se eligié la norma no lineal para eliminar las interacciones de la forma GEAW® y asf reducir el

numero de diagramas, que incluyen a los bosones de Goldstone, a solamente tres.

Las reglas de los diagramas del lado izquierdo de la Figura 1} e ,FZ , I, , son similares a
las que se obtuvieron en (5.8), solo se tienen algunos cambios menores en la expresién del vértice

~AWTW ™ y la forma en como se define el propagador del bosén W.

Las reglas de los diagramas donde hay interacciones con los bosones de Goldstone son las siguientes
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NO LINEAL DE FEYNMAN-T’HOOFT

o 1 2— —l—ml

) = (573 ) Tntomlms(t = 50) = (14 25) =g v 1-4-25) = a1 = )0 1)
1

p1— k)2 —m3, (p2 — k)? —m3,’

(p1+p2 — 2k)u(

’ 1 2 _ % —+ my p + Me
V) _ i 2
F,(L ) —e <2\@mw) Us(p2)lmp(1 —v5) —mi(1 + 75)]m[ma(1 +75) —m;(1— Vs)]m’mux(ﬁl)
-
(p2 — k)2 —m2’
2
< 1 7 ?1 + mﬁ k + m;
i) =e (2\/§mw> Uﬂ(p2)%7m?x ) [mp(1—v5) —mi(1 +75)}k2_7m?[ma(1 +75) — mi(1 —75)]Ua(p1)
1
D D.1
(= B = (01
La contribucién total es
IPNE =T + T8 +T¢ +T9 +T0 +T¢. (D.2)

Para tener una prueba de consistencia, estos calculos también se hicieron cuando se tiene como propa-

gador al boson Z y se verificé que los resultados también fueran finitos y se cumpliera invariancia de norma.

Otra relaciéon de consistencia en la que se pensd fue en verificar que las amplitudes en la norma

unitaria y en la norma no lineal debian de coincidir cuando el fotén estuviera on-shell y en efecto esto

sucede.
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Apéndice E

Identidades de Gordon

Recordemos algunos resultados importantes:

Ecuaciéon: de Dirac

pU(p) = mU(p), (E.1)
Up)p = Um. (E.2)

Del Algebra de Clifford

Yo + VoV = 29u0-

También

)
Ouv = 5(7#71/ - ’YV’VM)' (E3)

De acuerdo al decaimiento que estamos analizando se cumple que ¢ = p; — p2, donde g es el cuadrimo-

mento del fotén, p; el cuadrimomento del leptén entrante y g el del leptén saliente.

Desarrollemos explicitamente las siguientes expresiones utilizando los resultados anteriores
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) y = y
U(p2)iouwq”U(pr) = Z§U(pz)(vu% — % Yu)q"U(p1)

|
NI NN DN -

N

Sl

(P2) () = #,) = By = P,)7ulU (1)

|
S

(p2)[’7umu - ’YMPQ - p17u =+ mﬂ'Y;L]U(pl)

]

(p2)[(ma + M)V + Py Yu — 29005 + VP, — 20,0P7]U (P1)

(p2)[2(ma +mp)v — 2(p1y + P2,)]U (1)

= —U(p2)[(ma +mp)yu — 5,]U (1)

= 5, = 10,,,9" + (Mo +ma) Yy, (E4)

) y = y
U(p2)iouwq”vsU(p1) = Z§U(p2)(%% — YY) vsU (p1)

N =N =N =N =
Sl

(p2) [P, — )5 — (P, — P,) 151U (p1)

I
|
S

(P2) [=Vu V50 — Yy ¥s — Py VY5 + mpyys]U (1)

]

(p2)[(mp — ma) VY5 + P15 = 20uPsYs — V5P, — 29uP1 V51U (P1)

)

(p2)[2(m/3 - ma)%/}% - 2(p1u +p2u)]U(p1)

= —U(p2)[(ms — ma)yuys — $u75)U (p1)

= SuYs = iguvqy75 - (ma - mﬁ)’}/;ﬂ/s- (E5)

120



Apéndice F

Amplitud invariante de norma

La amplitud estd dada de forma general como se muestra en (5.19)

Ry = flqM + f2qlt75 + fB'Y,u + f4'7u’75 + f50uuqu + fGquqV’}%' (Fl)

Al contraer con el cuadrimomento del fotén y utilizando la identidad de Ward q“I‘Mtot(q2) = 0 se tiene

0 =f1a% + f2®vs + fad + fadvs + f5 00" a” +f6 0a”a” s
—_——— ———

=0 =0

=ha" + fo@® s + fad + fags. (F.2)

Por otra parte, al aplicar la ecuacién de Dirac

Uﬁ(pQ)gUa@l) = b’(lh)(?l _pQ)Ua(pl)

= ¢ =ma — mg. (F.3)

Us(p2)dvsUa(p1) = Us(p2) (P, — p,)15Ua(p1)
5(p2) (5P, — P,75)Ua(p1)

5(p2)(—ysma — mpgys)Ua(p1),

= Ug(p2)(—)(ma + mg)y5Ua(p1),

= 45 = —(ma + mg)7s. (F.4)
Sustituyendo las expresiones (F.3)) y (F.4)) en (F.2)
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0= f1¢° + 2075 + f3(ma — mg) — fa(ma + ms)7s

=16 + fs(ma — mp)|L + [f20* = fa(ma + mp)] s, (F.5)

que por independencia lineal de las matrices 1 y 75 se cumplen las siguientes constricciones

[1® + fs(ma —mg) =0, (F.6)

faq® = fa(ma —mg) = 0. (F.7)
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Apéndice G

Soluciones de las funciones de

Passarino-Veltman

= Funciéon de dos puntos

La funcién de Passarino-Veltman By se define como

2 )P 1
Bl m2. m?2 :(“7/ D 1
0(p17m03 ml) P2 d k[k2 — m%][(k —l—p1)2 - m%] ’ (G )

D es la dimensién del espacio-tiempo, dentro del esquema de la regularizacién dimensional, y u, se

utiliza para corregir unidades y sus unidades son (masa)®. Utilizando el método de la parametri-

zacion de Feynman, esta funcién se puede expresar como

1 2 2
zmi+ (1 —x)ymj — (1 —x)x
Bo(p%,m%,m%):Ae—/o log[ 0+ )M21 ( Jap, . (G.2)

La integracién sobre la variable x viene de la parametrizacion de Feynman. Este método nos permite

separar la parte divergente

2
A, = - vE + log(4m), (G.3)

e — 0y vg es la constante de Euler-Mascheroni. A continuacién se mencionan algunos casos
especiales de esta funcién escalar, distinguiendo unos de otros por la relacién que existe entre p?
) 1y

(mo —m1)? y entre p? y (mg +m1)?, para esto definamos

bx =/ (Va0 & VED)? — 1. (G.4)

m2

2
Se ha definido xg = 7%, 1 = 375 v 7p, = %, siendo M alguna masa o escala de energia que se

toma como referencia. Cabe mencionar que en esta tesis se ha tomado M = m,,
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APENDICE G. SOLUCIONES DE LAS FUNCIONES DE PASSARINO-VELTMAN

1) Supongamos que mg # 0, m; # 0 y p2 # 0. Ademés p? < (mg — m;)? entonces By se reduce

a

M? x x
Bo(p?,m2,m?) =A. — log <Mz> " _Oxllog(xo) + 0 jxllog(xl) +2

1 — S+5_ sS4+ 5_
+ = To— T Tot T log o + 5+3 log f+ f . (G.5)
2 ZTp, To — T1 T Tp, Sy — 5
Esta expresion es la que se utiliza para desarrollar en serie de Taylor a las funciones Bs y By

mostradas en (5.50) y (5.51)).

2) Si pZ2 =0,mp # 0,m; # 0 y mg # m; entonces

M? T
Bo(p%, mg,m%) =A, —log </12) +1- 0 log(zo) + log(xy). (G.6)

o — T1 o — 1

Este expresion es la que se utiliza para desarrollar en serie de Taylor a By (5.48).

3) En el caso donde p? # 0, mg = m; y p? < 2m3, podemos expresar a By como

M? 4z — 4z — dxg —
Bo(pf, mg, mi) =A: — log <M2> —log(xg) + 2 7(\/ 20~ Ty +2\/ 20 = b1 41 < 0T Iy

xpl :Cpl

El resultado anterior de utiliz6 para analizar a By mostrada en (5.49).

Debido a que la parte divergente es la misma para todas la funciones, se va a eliminar de

todas las expresiones, este punto se discutié en el Capitulo 4.

Funcién de tres puntos

La funcion escalar Cj tiene la siguiente forma

)4—D

2 1
Co(p?,p?, (p1 — p)%, m3, m3,m3) = (Gl - /de :
o(p1,p”, (p1 — p) 0, M1, M3) in2 (k2 —m2][(k + p1)2 — m2)[(k + p1 — p)2 — m3]

(G.8)

Utilizando el método de parametrizacién de Feynman, podemos escribir esta funcién como

1 1—x
Colpho . (o1~ Pt md) == [ [ dy o 4 (1= o = 21~ ot
0 0

1

—(z+y)A—z—y)p’ +2s1—z—y)p1-p] . (G.9)
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APENDICE G. SOLUCIONES DE LAS FUNCIONES DE PASSARINO-VELTMAN

La expresion que se encuentra dentro de los corchetes es la que se expande en serie de Taylor,

utilizando los valores de C; dada en (5.52).

Nota: Todos los desarrollos se toman a primer orden en las variables z,zg,z, (definidas en

el Capitulo 4), también despreciamos los productos entre ellas mismas.
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Apéndice H

Matriz PMNS

En el Modelo Estandar el conjunto de corrientes cargadas estd dado

Uel Ue2  Ue3 V1

9 -
l:cc = E (6 y2 T) L’Y'u Uyl Up2  Up3 12 WN + h.c.

Ur1  Ur2 Ur3 Vs I
g o _
= ﬁ E E lpa Y Unjvr; W, + he + ... (H.1)
a g
U es la matriz PMNS
C12C13 S12 C13 S513€
U= | —s12¢23 — 12 823 513€"°13 12 Cag — S12 S23 S13€"13 s23c13 | - (H.2)
—i8 5
812 823 — C12 C23 S13€~ 13 —Cy2 S23 — 812 €23 $13€°13 ca3C13
Comparando con la lagrangiana que se considera en la tesis
Lo = E E la Vi v W, + hee. + .. (H.3)
o g

Podemos decir que v;, se relaciona con los elementos de matriz de U como

* ~

1
vjoz ~ \ﬁua],

al escoger un espectro de masas para los neutrinos y al aplicarlo a la condicién de unitariedad de j P

= (H.4)

1 *

obtuvimos que los factores de forma estan dados

] 1 N
Fa = Zv;ﬁvja fo=vigvalfo - fa)- (H.5)
J
Si nos fijamos el proceso I, — I [Tl entonces v}, ~ %uel Y Ula R %U;{h asi
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APENDICE H. MATRIZ PMNS

1 1013\ *
o~ 5(012 c13)(—812 Ca3 — 12 823 513€1)* (f& — f)
1 i
= _5(‘312 C13 812 €23 + €Ty sa3 535€ ) (f& — f) (H.6)
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Apéndice 1

Factor global de las funciones de

PaVe

El factor global de las funciones de Passarino-Veltman [57] estd dado por

(27ru);‘*D / - (L1)

am
donde se estd integrando sobre el espacio de Minkowski D-dimensional (una dimensién temporal junto

1

con el espacio Euclidiano (D-1)-dimensional). p tiene unidades de [masa]~" con D = 4 se tiene

1

—
im2

que es el factor global que se obtiene al realizar los calculos en Mathematica.

Originalmente se estd realizando la integral sobre el cuadrimomento p

d*p

pero, en regularizacién dimensional se tiene

dPp
4-D

R 1.3
1 / om)P (I.3)
El objetivo es ahora deducir una expresién que relacione el factor global de con el de , para

esto se tiene que multiplicar y dividir por ciertos factores de manera adecuada

B AP mt et e P 1 i (2mu)tP

(2m)P — (2m)P (2n)t —  (2m* 42x2 2 (4m)2  im?

Por lo tanto, de la expresion anterior se concluye que es necesario multiplicar el resultado de la

w2

amplitud por los factores ﬁ y
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