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Introduccion

En esta tesis se presentan resultados relacionados con la
reconstruccion de funciones. En diversos problemas de la mo-
delacion matemaética se requiere obtener informacion sobre
una funciéon de la cual so6lo se conocen, de forma aproximada,
sus valores sobre ciertos puntos. En general, esto es un pro-
blema mal planteado (en el sentido de Hadamard) y se han
propuesto diferentes métodos para su estudio. Por ejemplo,
en [3| y 7] se construyé un método para reconstruir una fun-
cion, suponiendo que se tiene informacion a priori sobre el
comportamiento de su derivada.

Los operadores construidos en |3] son positivos. Se conoce
que este tipo operadores tienen limitaciones en cuanto a la
velocidad de convergencia (problema de saturacion). En par-
ticular, con una sucesion de operadores positivos no se puede
sobrepasar la velocidad O(1/n) [8, p. 122-124]. Si se desea
construir sucesiones con una velocidad de convergencia ma-
yor, se pueden utilizar combinaciones lineales de operadores.
Por ejemplo, Butzer realiz6 este tipo de construccion utili-
zando los polinomios de Bernstein [5]. Diferentes autores han
aplicado este método para el analisis de otros procesos apro-
ximativos (ver, por ejemplo, [10], [17] y [19]). De aqui surge
la idea principal de nuestro trabajo: buscamos modificar los
aproximantes estudiados en |3| para obtener nuevos operado-
res con una mayor velocidad de convergencia.

il



iv Introducciéon

Planteamiento del problema

Para presentar el problema a estudiar, asi como los detalles
técnicos, necesitamos algunas notaciones que se utilizaran en
este trabajo.

Mediante C5, denotamos el espacio de las funciones

f:R—=R
continuas y 2m-periddicas. En Cy,; consideramos la norma del
supremo || - ||o- Esto es, para f € Co,,
[fllo = sup [f(z)].
x€(0,27]
En el resto del texto escribiremos simplemente || - || en lugar
de || - [|oc-

El espacio de las funciones 2r-periddicas con derivada con-
tinua de orden r, estd denotado por el simbolo C5_.

Para n € Ny, T, denota al conjunto de los polinomios
trigonométricos de grado no mayor que n.

En términos técnicos el problema de reconstruccion de fun-
ciones se formula como sigue:

Sea f € (5, y supongamos que se conocen sus valores
sobre un conjunto finito de puntos

0<Zpi1,...,Tpn <2m. (1)

Se desea utilizar esta informacion para construir un polinomio
T, € T, tal que el error

sea lo menor posible.

Uno pudiera utilizar un polinomio () que interpole a la
funcion en los puntos z, . Pero el error || f — Q|| pueder ser
muy grande. En general, si uno fija una matriz triangular



A= (2z,r),n € Nyl<k<n,existe g € Cyy, tal que si S,
es el polinomio trigonométrico de menor grado que interpola
a g en los puntos x,, 1 < k < n, entonces ||g — S,|| - 0
(ver [12, Th. 1.4.1, p.53]). Luego, para nuestros propositos,
los polinomios de interpolacion no son los adecuados.

En la Teoria de Aproximacion clasica se conocen otras
soluciones aproximativas. Por ejemplo, se puede utilizar el
llamado polinomio de la mejor aprorimacion. Esto es, exis-
te T,, € T, tal que

Falf) = jof If =TI = If = T,

En general, es muy dificil reconocer al polinomio de la mejor
aproximacion, por esto, en la practica, se construyen otros
polinomios que estén cercanos (en norma) al de la mejor apro-
ximacion. Ademas, si fijamos los puntos x, ; como lo hicimos
anteriormente, no podemos asegurar que se puede encontrar
el polinomio de la mejor aproximaciéon cuando solo se conocen
los valores de la funcion en estos puntos.

En algunos de los problemas de reconstrucciéon aproxima-
da de funciones periddicas que surgen de las aplicaciones, se
busca la modelacion de datos que estan tomados en la super-
ficie del cerebro humano. Por razones técnicas los datos no
se pueden tomar a gusto del investigador, esto es, los puntos
Tpy considerados en (1) no pueden ser elegidos de la mejor
manera posible. En la practica se supone que los puntos estan
igualmente espaciados, aunque en realidad esto no es asi.

Nuestro estudio considera un caso particular del problema
de reconstruccion de funciones.

Como en [3], consideramos que para cada entero positivo
N > 1, se fijan puntos

21y

“1J i —=0.--- N—1 2
N’ j 07 Y ()

TjN =

y se supone que los valores f(x;y) de una funcion f € Csy,
son conocidos.
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Deseamos construir un polinomio trigonométrico T;,(n( f)
de grado n = n(N) de tal manera que:

1. T,(f) esta unicamente determinado por los valores de f
en los puntos z; n.

2. Se tiene que

I [T () — £l = 0. 3)

Se deben aclarar algunos detalles.

Observacion 0.0.1. No podemos considerar valores de N
muy grandes. De hecho, N es el numero de mediciones y, en
la practica, es relativamente pequeno. La condicion (3) se con-
sidera so6lo como un auxiliar teérico para verificar que las so-
luciones propuestas son adecuadas.

Observacion 0.0.2. En este trabajo estudiamos combina-
ciones lineales de operadores lineales y positivos para obtener
una mayor velocidad de convergencia, sin incrementar signi-
ficativamente el nimero de valores de las funciones utilizados
en la construccion. De los estudios dedicados al andlisis de
combinaciones lineales de operadores se sabe que, mientras
mayor sea el nimero de elementos en la combinacion lineal,
mayor sera la velocidad de convergencia. Pero, en nuestro ca-
so, aumentar el nimero de términos en la combinacion lineal
implicara trabajar con valores de N mas grandes. Es por es-
ta razon que so6lo estudiamos combinaciones lineales con dos
términos.

Observacioén 0.0.3. Para algunas elecciones de los coeficien-
tes de las combinaciones lineales se pueden obtener nuevas
construcciones con una mayor velocidad de convergencia. Es
claro que si todos los coeficientes se toman positivos, el nuevo
operador sera positivo y, por lo tanto, no sera adecuado para
nuestros propositos.
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Observacion 0.0.4. Necesitamos no solo construir los ope-
radores. Es preciso lograr buenos estimados de la velocidad
de convergencia. Se conocen teoremas directos para combi-
naciones lineales de algunos operadores trigonométricos (ver
[16], [17] ¥ |19]), pero los resultados en estos trabajos no in-
cluyen estimados de las constantes involucradas. De aqui que
no podamos utilizar directamente los teoremas de los articu-
los aludidos anteriormente. Si consideramos las ideas de [3],
las constantes especificas permiten utilizar el niimero N como
un parametro de regularizacion. Estamos obligados a verificar
nuevos estimados, para poder construir algoritmos numéricos
basados en nuestros resultados.

Observacion 0.0.5. Los operadores estudiados en [17] y [19]
son del tipo convolucion. Como los operadores de convolucion
se definen mediante integrales, estos no son adecuados para
nuestros propositos. Como s6lo conocemos un nimero finito
de valores de las funciones, necesitaremos discretizar los ope-
radores de forma que no se pierdan las propiedades aproxima-
tivas.

Segun las observaciones anteriores formulamos los proble-
mas siguientes:

Problema 1. De los operadores conocidos para la aprorima-
cton mediante polinomios trigonométricos, determinar algu-
nos que sean adecuados para obtener buenas aprorimaciones
mediante combinaciones lineales a dos términos.

Problema 2. Encontrar buenos estimados para las constan-
tes que intervienen en los teoremas directos para combinacio-
nes lineales a dos términos de los operadores seleccionados.

Problema 3. Buscar buenas discretizaciones de los operado-
res obtenidos al resolver el Problema 2.

Antecedentes
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En esta seccion presentamos un breve resumen de algunos
resultados conocidos sobre aproximacion mediante combina-
ciones lineales de operadores polinomiales trigonométricos.

Para cada n € N, sea p,, € T,, un polinomio par y positivo

tal que
1 ™
—/ pa(t)dt = 1.

™ -7

En esta seccion P := {p, } denotara a una sucesion de polino-
mios, donde cada p,, tiene las propiedades anteriores.

Es claro que cada polinomio par p, puede ser escrito en la
forma,

+3 " pralpa) cos(kr)  z€R, (4)

N | —

pn(x) =

donde los nimeros py,(p,) son los coeficientes de Fourier de
Pn. De acuerdo con [19], nos referiremos a estos coeficientes
como los factores de convergencia.

Dada una sucesion P = {p,}, se definen los operadores
L, : Cy; — T, mediante la expresion

La(P.fx) = (Frp)@) == [ fa=omtd ()

para f € Co,.
El resultado siguiente es conocido.

Proposicién 0.0.6. ( |6, Proposition 1.3.10]) La sucesion (5)
define un proceso de aproximacion. Esto es, para toda f € Co,

Jim ||~ Lu(P. ]| =0.

sty solo st
lim p1,(pn) = 1,
n—oo

donde p;,, es el primer coeficiente de Fourier de p,,.
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Dado s € N y una sucesion P = {p,}, a cada familia de
nameros a; € N fijos y 7. € R (1 < k < s), se le asocia una
sucesion @ = Q(P, s, ar, V) = {qn}, donde

QN(I) = Z YkPnay, (I) (6)
k=1

Vogt estudio las propiedades aproximativas de estas sucesio-
nes. Para presentar sus resultados necesitamos algunas nota-
ciones.

Definicién 0.0.7. Para 7 € {1,2} y u € N, diremos que una
sucesion de nicleos pares {p,},

pale) = 3D pen cos(ko) o

k=1

esta en la clase S(™") | si existen constantes ¢ij, de forma que

- ik 1
L= pen = Z(_l)ﬁ—l% +0 (m) ) (8)

J=1

donde .
J
vi(k) = ik
i=1

Definicién 0.0.8. Para f € Cy y r € N, el modulo de
continuidad de orden r se define por

T

> <;>f(a:+ kh)

wr(f,t) = sup sup
|h|<t z€R

Teorema 0.0.9. ( [19, Theorem 5.3|) Fijemos s € N, 7 €
{1,2} yp €N, con s < pu. Sea P = {p,} tal que P € STH.

Sean 1 < a; < ag < -+ < ag numeros naturales y sean vy
(1 <k <) la unica solucion del sistema de ecuaciones

Y way =60, (0<j<s-—1), 9)
k=1
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donde d; es la delta de Kronecker.
Si

() = Z Vi Pray (T) (10)

entonces existe una constante C' tal que, para toda f € Cor y
n €N,

1f = (F )l < Con, (fni/) a1

Notese que los coeficientes v de las combinaciones lineales
(10) dependen de los parametros libres a; y 7 (pero no de n,
ver (9)). Estos parametros se eligen segun las propiedades
asintoticas que se deseen de los operadores.

En general, buscar un buen estimado de la constante C'
en la ecuacion (11) es un asunto complicado ya que, para un
s arbitrario, las expresiones conocidas para las soluciones del
sistema de ecuaciones (9) no son faciles de manipular (ver [19,
(4.2)]). Este hecho explica una de las razones por las cuales en
este estudio nos limitamos a considerar combinaciones lineales
a dos términos.

Si queremos seguir las ideas de Vogt, debemos elegir 7 y
P = {pn} de manera conveniente. Para nosotros s = 2 y los
polinomios p,, se tomaran como ciertos ntucleos de Jackson.
Nos hemos limitado a estos niucleos por dos razones:

1) Se conoce que los operadores de convolucion asociados a
ellos permiten obtener polinomios que estan cerca de la mejor
aproximacion.

2) Para dichos niicleos Vogt dio condiciones para asegurar

que la sucesion correspondiente de polinomios esta en la clase
Srm)

Objetivos
Supongamos que se tiene una combinacion lineal del tipo

dn (J;) = Y1Pna; (37) + Y2Pnas (Jf),
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donde ay,ay € N (a1 < as), los valores v, y 7, son solucio-
nes del sistema (9) y los polinomios p, son ciertos niicleos de
Jackson.

Las preguntas que nos planteamos son las siguientes:

1.- {Como influye la eleccion de los ntimeros a; y as en la
constante C' de la ecuacion (11)7

2.- ;Cual es la mejor eleccion de a; y ay segun el problema
de la reconstruccion de funciones?

3.- ;Cudl eleccion corresponde al menor grado posible?

4.- ;Como se comportan los operadores discretos asocia-
dos?

Descripcién de la tesis

En el Capitulo 1 se presentan resultados auxiliares, que
son fundamentales para comprender el Capitulo 2. De los re-
sultados teodricos conocidos se sabe que, para lograr buenos
estimados de los operadores definidos mediante combinacio-
nes lineales, es necesario acotar de forma precisa los momentos
trigonométricos y algebraicos asociados a la construccion. El
estudio de las desigualdades correspondientes se presenta en
la Secciéon 1.1. Como es usual en Teoria de la Aproximacion,
la velocidad de convergencia de los operadores que se estu-
diaran se dard en términos de modulos de continuidad. En
la Seccidon 1.2, se recuerdan las definiciones de los modulos
asi como algunas de las propiedades conocidas de estas fun-
cionales. Ademaés, se dan algunos estimados de funciones del
tipo Steklov que se utilizaran mas adelante. En la Seccion 1.3
se presentan algunos estimados conocidos para nucleos pares,
y en particular, mostramos algunos resultados para el caso
de los niicleos de Jackson adaptandolos a nuestro caso de es-
tudio.También se muestra que si se utilizan otros niucleos en
la combinacion lineal, es posible que no se obtengan nuevos
operadores.

En el Capitulo 2 presentamos la construccion de una com-
binacion lineal de dos términos usando el nicleo de Jackson
y se da un estimado de su velocidad de convergencia para
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funciones en C3_y C3 . En particular, en el Teorema 2.1.2
se utilizan los resultados de Vogt para encontrar las condi-
ciones especificas que necesitamos segiin nuestra eleccion de
los niticleos. En el Teorema 2.2.2 se dan estimados precisos
(para los operadores de convolucion asociados), cuando estos
se aplican a funciones suaves. Los estimados se dan en tér-
minos de las derivadas de la funcion estudiada. Este tipo de
resultado tiene importancia practica. De hecho, en las aplica-
ciones dadas en [3]| se supone que se tiene informacion sobre
el comportamiento de las derivadas de la funcion que se desea
aproximar, y esto se utiliza como pardmetro para el proce-
so de regularizacion. Este es un paso importante en nuestra
investigacion, aunque no da la solucion definitiva ya que los
operadores no son discretos. Finalmente, en este mismo teo-
rema se da un estimado para la norma de los operadores de
convoluciéon. Creemos que el estimado es exacto, pero no te-
nemos la demostracion.

En el Capitulo 3, se presenta la discretizacion de los o-
peradores construidos en el Capitulo 2 (ver (3.7)). Los ope-
radores discretos se denotan por £,, y. Se verifica que estos son
operadores polinomiales (ver (3.3)) y, en el Teorema 3.1.1, se
estiman sus normas. Después de varios resultados técnicos, en
el Teorema 3.2.2 se dan los estimados para la aproximacion
de funciones suaves mediante los operadores £,, . El Teorema
3.2.2 es el analogo al Teorema 2.2.2, pero para los operadores
discretos. Otro resultado interesante, desde el punto de vista
teorico, se da en Teorema 3.3.1. Alli se muestra un estimado
del error cuando los operadores se aplican a funciones conti-
nuas, sin asumir propiedades relacionadas con sus derivadas.
Al final del capitulo, comparamos nuestros resultados con los
que se presentan en [3].

Los resultados principales de este trabajo se encuentran
publicados en [4].

Todos los resultados que no llevan referencias a otros au-
tores son parte de nuestros aportes a esta teoria.



Capitulo 1

Resultados auxiliares

Las condiciones dadas en la Proposicion 0.0.6 garantizan
la convergencia del proceso, pero so6lo resuelven el problema
cualitativo. Para el problema cuantitativo debemos considerar
los momentos.

Para p € [1,00) se define el espacio L5 como el espacio
de todas las funciones f € s, que cumplen

£l = ( | |f(t)|pdt) "

Dada K € Ly y o € N, el momento trigonométrico de
orden o de K se define como

zxkga)zik/w (2$n%)0KX®dt (1.1)

™ —Tr

El momento algebraico de orden o de K se define como

1 ™
MK@z—/ HT K@)t (12)
™ —T
En [19] se dan relaciones entre ambos momentos y se vin-
culan con los factores de convergencia.
En el estudio de combinaciones de operadores lineales po-
sitivos, la velocidad de convergencia esta relacionada con los

1
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momentos. Con frecuencia, los momentos aparecen cuando se
usan desarrollos de Taylor. Estos desarrollos se dan en tér-
minos de polinomios algebraicos y conducen al anélisis de
momentos algebraicos. Luego necesitamos pasar a momentos
trigonométricos para poder utilizar las propiedades de orto-
gonalidad asociadas a los nticleos pares.

En la Seccion 1.1 se utiliza la formula de Taylor para repre-
sentar diferencias simétricas en términos de momentos, asu-
miendo que la funcion es de clase Cy_ (Proposicion 1.1.1). El
resto de la Seccidon se dedica a dar estimados de los términos
que aparecen en la representacion obtenida.

En la Secciéon 1.2 se estudian algunas propiedades relacio-
nadas con los modulos presentados en la Definicion 0.0.8.

En la Seccion 1.3 se presentan algunos de los niicleos que se
han utilizado para la aproximacion mediante polinomios tri-
gonométricos, con la finalidad de mostrar que la combinacion
lineal de algunos nicleos no da lugar a nuevos operadores.

1.1. Foérmula de Taylor y momentos

En el trabajo utilizamos varias veces las relaciones cono-
cidas siguientes:

t < gsint, para 0<t< g, (1.3)
2 1-— 1 2
<sin g) = % y  cos’(s) = %, (1.4)

para todo s € R.

Maés adelante necesitaremos representar las diferencias de
segundo orden f(z +t) — 2f(z) + f(z — t) en términos de
las derivadas de la funcion. Para ello utilizamos la formula de
Taylor con resto:

n—1 (k)a T (g — )21 (n)
fa) = S ()(x—a)k+/ ( (2_11;! W . (1.5)

véalida siempre que f € C"[a, b].
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Proposicion 1.1.1. Siz,t € R y f € C4(R), entonces

fle+t) =2f(z) + flz — 1)
_ %f@)(x) (2 sin %)2 + gf@)(z) <t2 - <2 sin %)2>
+/Ot/_i (/:+u(x+u—v)f<4>(v)dv) duds .

Demostracion. Notese que

Fla+0) =27 @)+ fa—t) = [(o+0)—f2)+ fo—1)— f(2)
= [ s o= [ o= sas

- / (F'a+ ) — fx — 5))ds

_ /Ot /_ £ (2 + w)duds.

Por otro lado, segtn la formula de Taylor, podemos escribir
T+u
fAr+u) = fO@)+ fO@)u+ / (2 +u—v)fD)dv.

Sustituyendo esto en la expresiéon anterior obtenemos

flo 1) —2f(2) + Sz — 1)
= [ (1@ 0w [ 00 duds

:2 (2) 2 ! 8( v . (4) d )d d

3f (x)t +/0 /_s /x (x4+u—v)fY(v)dv | duds
2 2

= %f@)(x) (mm%) + %f@)(x) <t2 - <2sin %) )
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+/Ot /_ (/+u (x+u—v)f(4)(v)dv) duds.

Lo cual prueba el resultado. 0]
Hemos preferido escribir la formula incluyendo el término

()

por dos razones. En primer lugar, como se mostrard en la
Proposicion 1.1.2, las integrales asociadas a dicho término se
puede acotar con un momento algebraico de orden 4 y esto es
mas conveniente que considerar los momentos de orden 2. En
segundo lugar, la integral asociada a la funciéon

i\ 2
2sin —
(2sin)

es justamente el momento trigonométrico de orden 2. Para
completar el analisis damos estimados del ultimo término en
la Proposicion 1.1.3.

Proposicion 1.1.2. Si x € [—7, 7|, entonces

) . x\2 ot
0 <z — <2s1n§> < 1 (1.6)
Y
x —sin(z) — z <2sin£>2 < v < ™ (sin£>4.
6 2 -T2 T 72 2

Demostracion. Como se trata de funciones pares, ana-
lizamos solo el caso en que = € [0, 7]. Consideremos la funcion
auxiliar

2
filz) = 1—cos:c—%, x € [0,7].

Se tiene f1(0) = 0y f{(x) =sinz — 2z < 0. De aqui se infiere

que

SL’2

0 <1—cosz < 5 x € [0,7]. (1.7)
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Ahora, sea
r —sinx
fg(llf) = T, xr € (0,71']
v f2(0) = 1/6. Segun la regla de L'Hopital
., x—sinz . 1 —-cosx ., sinx 1
lim —— = lim = lim = —.
a0+ 3 z—0+ 372 =0+ 6 6

Luego fy € C[0,7].
Por otro lado

23(1 —cosz) — 323 + 3z?sinz
falz) = 26

—2r+3sinx —xcosx

4
Si fi(zo) = 0, entonces

sinxg = %(thcos:zo).

En tal caso, considerando (1.7), se tiene que

To — sin xg 1 — coszg 1

0 < = = —.

< folwo) x} 3a ~ 6
Como ) .
fa(m) 2 <5

se concluye que

0 <z-—sinz < o z € [0, 7]. (1.8)

Finalmente, definamos

fal) = 2?2 — (2sin(z/2))?

x4

, O<z<m
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y f3(0) = 0. Se puede verificar que f3 € C[0,7]|. Ademas,
para x € (0, 7],

2(x? — xsinx) — 4% + 4(2sin(z/2))?
x5 '

fa(x) =

Luego si f5(zg) = 0, entonces

2 .
9 X+ TosnTy

(2sin(zo/2)) 5

En tal caso, considerando (1.8), obtenemos

202 — 22 —xpsinzy,  x — sinxg 1
0< =0 -0 - < .
< filwo) 2] 23 12
Como 2y )
/7T J—
0 < — <
se concluye que f3(z) < 1/12, para todo z € [0, 7], lo cual
prueba (1.6). O

Proposicion 1.1.3. Si f € CY(R), = € [-m,7] y t € [0,7],
entonces

/ot / (/ (2 +u—v)f <v>dv) du ds

Demostracion. Un calculo directo muestra que

/ot /_ (/:M (z+u—v)f (v)dv) duds

< Iy
- 12

t s r+u
S// / |z +u—v]|| fP)]|dv| duds
0 —s |Jx
t s z4+u
< ||f(4)||// / |z +u—wv|dv| duds
0 —s |Jax
t s r+u
= |l f9 // / (x +u—v)dv| duds
0 —s |Jx
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1 t s 1 t
= IO [ [ wrduas = 10y [ s
2 0 J—s 3 0

= I
O
1.2. Sobre moédulos de continuidad
Se sabe que, para cadan,r e N, t >0y f € Cy,,
wy(fynt) < n"w(f,1), (1.9)
we(fot) < 277 w(f,t), j<m (1.10)

(ver [6, p. 76]).
Para f € (5, y h > 0, utilizamos modificaciones de las
medias de Steklov de la manera siguiente

fh(!)f):#/ohfoh/oh <f($—gsi>+3f<z+isi)

i=1

3
_f<$—|—2232-)) dsydsydss. (1.11)
i—1

El siguiente hecho serd de utilidad para demostrar la Pro-
posicion 1.2.1.
Sige Cy, h>0y

h
gn(z) = / g(z + s)ds, zr € R,
0

entonces g, € Ca_y

gn(x) =g(x + h) — g(x), x € R. (1.12)
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Proposicion 1.2.1. St f € Cor, h > 0 y f estd definida por
(1.11), entonces f, € Cs_,

[fn = fIl < 9ws(fih), v

i ||_3h]w](f, h), 1<j<3

Demostracion. Utilizando (1.12) estimamos la primera de-
rivada de fj,, de la manera siguiente:

sl (o)

e isz)w(“mz ) -sr(ee )

1=2 =2

| fula

T

—%f<x+2h+2gsi> +%f($+2;8i)> dsadss

4 1 5
< gpelfsh) + granlf,2h) < spwi(fih).

Ahora estimamos la segunda derivada
1
2
[ 17@) |= 55

3h3 /Oh<f<x_2h_33>_f<x_h_s3>
enen) ()

+3f<:v+2h+33) —3f<:r+h+33)

—3f(:v+h+33> +3f(:v+33>
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—if(a:+4h+2$3> +if<:l?+2h—l—283)

+%f(x+2h+33) - %f(z+283)> dss3

[ ((=2n=s) =25 (= h= ) (e - 55)

+3f<a7+2h+83) —6f<x+h+53) +3f<:c+53>

1
~ 3h3

—%f(a:+4h+2$3> +§f<$+2h—|—283)

1
—Zf(x+283)) dss
4 1 < 5 L
< Wu&(fa h) + W(@(f’ 2h) < sz(fa )-

Para la tercera derivada, se tiene

1
~ 3h3

—Qf(x— h) —f(:)s - h) +f(:)s>

+3f<:c+3h> —3f<:c+2h) —6f<x+2h>

[ 10@) 1= o [~ (2= 30) + £ (2 — 20)

+6f<x+h) +3f<:c+h) —3f<:c) —%f<x+6h>

sl do(erm) oo
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—%f(:z+2h)—l—%f<x)

_ # ~f(z=3n) +3f(v—20) + f(2)

+3f<x+3h> —9f<:c+2h> +9f<x+h) —3f<x>

—%f(x+6h) +§f<:c+4h> —§f<x+2h) —l—%f(:c)

sws(foh) + 5 gws(f, 2h) < —W3(f h).

24h3 ~ 3h3

0
A continuaciéon enunciamos una proposicion que serd de
utilidad para obtener el estimado del Teorema 2.2.3.

Para f € Cy; y h > 0 definimos la siguiente media de
Steklov

Fh(SL’)

o[ () e )

=1

—f(x 49 Z ) (:c -2 Z sl)> dsdsodssds,.

Proposicion 1.2.2. Si f € Cor, h>0yneN

entonces Fy,(z) € Cy_,

1 .
1B~ Il < goalF,ah) g IED) < 5e(f ),

para 1 < 5 < 4.
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4
Demostracion. Sea p(s) = A§1+52+53+54f<55 —-23 si>.

i=1
Notemos que

) = 5@ =g [ [ eohsatsadsas
1

S 6w4(f, 4h>

Para las demas desigualdades es necesario calcular las de-
rivadas de Fj, lo cual haremos utilizando (1.12). Iniciemos
calculando la primera derivada

| Fy () |
1 kb ph ph 4 4
:@/0/0/0 (4f<x+h+§si>—4f<x+;8i>
4 4 1 4
—Aflx—h— i) F4flr— i) —=flz+2h+2 ;
R SO ISR SR AP 38
1 ! 1 -
+§f(x+2;s,~)+§f(x—2h—2;s,~)
1 4
_§f<$(: -2 ; Sz)) d82d83d84
< Sl )+ e (f.2h) < ().
Ahora calculamos la segunda derivada
@ R h ph 4
7@ = |5 [ <4f(x+2h+;si)
4 4 4
—Aflz+h+ i) —4flx+h+ i) +H4f(x+ i
(et 3 ar(oen o) +ar(o+ 3o
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+4f(x—2h—gs,-) —4f(:v—h—Zs,-)
_4f<x—h—gsi) —|—4f<1'—28i>

1=3

—if<x+4h+2;si> +if<z+2h+2§si>
+if<x+2h+2§si) —%f(x—i-Qgsi)
—if(x—zm—zgsi) +if<x—2h—2§si)
+if<x—2h—2isi> —1f<x—2;si)> dssdsy

/Oh/oh(4f x+2h+z ) 8f(x+h+§;si)
+4f( +Z4;s>+4f(x 2% — Z ) 8f<:c—h—z4:si>
+4f(a: zi;s-)——f(x+4h+2z >+ f<x+2h+224:s)

4

—%f(x—l—QZsi) —if(:)s—élh—QZsi)
i=3 1=3
—l—%f(x—Qh—Qi:si) —if(x—Qgsi)) dssds,

8 1
@(A&(f h’) 12h2w2(f’ Qh)
< a1 + () = ()

3h? 3h? 3h?



1.2. Sobre moédulos de continuidad 13

Para la tercera derivada obtenemos

1

| FO () |- W/h <4f<:):+3h+s4> —4f<:):+2h+s4>
0

—8f<:):+2h+54> +8f(a:+h+54> +4f(a:+h+54>
—4f<:)3+34) —4f(a;—3h— 54) +4f<g;—2h— 54)
+8f<x—2h—s4>—8f<:c—h—s4)—4f<x—h—s4)+4f<:c—s4)
—%f<x+6h—l—284) —I—%f(x—l—4h+234) +§f<x+4h+254)
—§f<x+2h+234) . %f(x—l—2h+2s4> n %f<x+2s4>
+%f<:): —6h = 2s,) - %f(:c—4h—284)

“2p(r-an—2s) + 2p(r—2n-2s)

—|—%f<x—2h—2s4> —%f(x—284>) dsy

1
6h?

+12f<x+h+s4> —4f<:c+s4) —4f<:c—3h—s4)

/Oh <4f<x+3h+s4) . 12f<:c+2h+s4>

+12f(x—2h— 54) _ 12f(x—h—s4> —|—4f<:c—s4)
—éf(:c+6h+234) +§f<x+4h+2s4> _ §f<x+2h+2s4)

hs(os ) e bmm-2) - (oo

+§f<x—2h—234> —%f(:)s—l%)) dss
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8 1
< 2
< 6h3w3(f, h) + 24h3w3(f, 2h)
4 1 5
< 3h3‘*’3(f7 h) + —3h3w3(f7 h) = %wg(f, h).

por ultimo, calculamos la cuarta derivada
| B () |

# (4f<9:+4h) —4f(:r+3h) _ 12f(9:+3h)

+12f(x+2h) + 12f(x+2h) . 12f<:c+h> —4f<:c+h>
+4f<:c) +4f<:c —4h> —4f<:c - 3h) - 12f<:c— 3h>
+12f<x— 2h> + 12f<x— 2h) . 12f<:c . h) —4f<:c— h)
+4f(w) - %f(a:+8h) + 11—6f(a:+6h) + 13—6f<x+6h)
—%f(aﬁ%h) —%f(x+4h) +1—36f<x+2h> +%f(a:+2h)
—%f@) - 1—16f<:):—8h> + %f(x—fih) + 13—6f<x—6h)
—%f(x—élh) - 1—36f<:c—4h> + %f(x—%)
v (e =20) = 557 () )

L (4f<:c+4h) . 16f<:c+3h) +24f<:c+2h)

6ht

—16f<x+h +4f<:c) +4f<:c—4h> . 16f<x— 3h)
+24f<x—2h) _ 16f(9: _ h) +4f<x) _ 11—6f<a:+8h)

+1i6f(x+6h) —%f<x+4h> +1i‘6f(x+2h> —11—6f<x>
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—1—16f<9:—8h) +%f<$—6h> - %f(f’f—4h)

oyl (- 21) -/ (+))

8

2
< =
< 6h4w4(f, h) + 96h4w4(f’ 2h)
4 1 5)
< 3h4w4(f7 h’) + W("M(fv h’) = Ww4(f7 h)

1.3. Ncleos clasicos

En Teoria de Aproximacion se utilizan muchos nucleos pa-
res, algunas de las ideas y propiedades principales que se em-
plean en aproximacion con estos niicleos, se encuentran en-
listadas en las proposiciones siguientes. Por conveniencia del
lector se incluyen las demostraciones, ya que son sencillas.

Proposicién 1.3.1. Si K € (5, es una funcion par y
1/WK®ﬁ—1
T J_, o

para f € L} se tiene
s

~ [ se-orwi - @

2 [0 =21 + o - )R B,

Demostracion. Basta observar que

%Kfﬂx—wK@mt

- %/_0 fle —tK(t)dt + %/Oﬂf(:v—t)K(t)dt
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= /fx+t t)ydt + — /fx—t (t)dt

= —/ (flx+t)+ fx —t))K(t)dt.

™ Jo
O

Para el caso de ntcleos pares, se tiene una expresion simple
para el primer momento trigonométrico.

Proposiciéon 1.3.2. Si un polinomio trigonométrico par P,
tiene la presentacion

Zpkncos (kt), teR,

l\DI}—t

entonces
T(Pna 2) - 2(]- - Pl,n),

donde T(P,,2) es el momento trigonométrico de orden 2 (ver

(1.1)).

Demostracion. Considerando las relaciones de ortogonali-
dad y (1.4) obtenemos

T(P,,2) = . /W(l — cost) (% + zn:pkm cos(k;t)) dt

-m k=1

2 [T /[1
= = /_7r <§ — Pin cos2(t)) dt

2 (™1 2t
_ g_plm_/ L+ cos(2t) o
T 2

™

= 2(1—p1n)-
O
En la Proposiciéon siguiente, hemos incluido la desigual-
dad (1.20) para ilustrar las condiciones que necesitaremos mas
adelante. Ademas, se hace evidente que, para sucesiones cua-
lesquiera de nicleos positivos no podemos obtener un estima-

do del orden O(n™*).
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Para el momento algebraico de orden 4 de un polinomio
par y positivo P,, en [6, p. 69] se dio el estimado

1
A(Pn>4) < 7 (1 — Pin — Z(l - p2,n)) .

En la Proposicién 1.3.3 damos un estimado ligeramente mejor.

Proposicién 1.3.3. Si

P,(x) =1+ Zpkm cos(kx) (1.13)
k=1
es un polinomio positivo, entonces
4

T 1

Demostracion. Considerando la desigualdad (se obtiene de

(1.3))

t € 0,n],

se tiene que

1 (7 1/ 2t\"
—/ t'P,(t)dt = —/ (w—f) P, (t)dt
™ Jo T Jo 2

IN

3

w
o\
3
7 N

2.

B
DO |+
~
S

U

S

S~—

<8

~

7T
4
T 1 2t
= 7T—/ (1—2cost+i) P,(t)dt
4 ), 2
i
8

2
cos t) P, (1)t

3
- —2 t
5 cost +
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7T4 3 P2,n

= — ——2 n it A
3 <2 Pin+ = )
m

_ (2(1 i)~ 51 pm) -

IS

1.3.1. Nncleos de Jackson

Recordemos que paran,p € Ny z € R\ kr, (k € Z), el
nucleo de Jackson se define como

1 sin(nz/2)\
Jan®) = 30 ( n(z/2) ) - )

donde A, (p) se toma de la condicion

1/ Tt dt = 1.

™ —T

En el Teorema siguiente presentamos un sumario de algu-
nos de los resultados que Matsuoka muestra en |13, Proposi-
tion B].

Teorema 1.3.4. (i) Para cada entero positivo p

op— 1) [sin(nt/2)\* 1 p(n—1)
( p2 ) <sirf(t//2))) = §T0,n(p>+ ; Tkn(p) cos(kt)
donde
UED Y B ) (ST E]

con 0<k<n+p-1.

(i) Se tiene que

Ton (p)/?k,n = Tk,n(p>7
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70 (D) = 71.0(p)
TO,n(p)

I- pl,n(p) =

Y

1~ pon(p) = TO’"(Z;)O ;(;)2 n(P),

Estamos interesados en el caso particular p = 2. Por ello,
en lo que sigue, pondremos

3 sin(na/2) ) :

Tnl@) = 2n(2n2 + 1) < sin(z/2) (1.15)

2n—2
=1+ Z Pr.n cos(kx),
k=1

donde
3

w241
(ver |6, p. 60] o [14, p. 80 - 81]).

Para el calculo de los coeficientes py, ,, Matsuoka presenta
sus resultados de forma general, pero nosotros los necesitamos
de una manera maés concreta, como en la proposicion siguiente.

Pin = 1

Proposicidn 1.3.5. Si p1,,(2) y p2..(2) son los primeros coe-
ficientes del nicleo de Jackson J, en la representacion (1.15),
se tiene que

3 3 3
l—pa@=—> =2 %
Prn(2) 14+2n%  2n2  2n%(1+ 2n?)
/ 12 9 6 9n + 6
n— n
L pon(2) = 10

n(1+2n2)  n?  n2(1+2n2)

Demostracion. Sabemos que
ron(2) =4(1 —n)(—n)(=1 —n) — (1 — 2n)(—2n)(—1 — 2n)

= n(4(1 = n?) = 2(1 — 4n%)) = 20(1 + 20%),
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ra(2) =42 —-n)(1 —n)(—n) —2(1 —n)(1 — 2n)(—2n)

:4n(n—1)(2—n—1+2n> =4n(n —1)(1+n)
y

ron(2) = 4(3 — n)(2 — n)(1 —n) — 2(3 — 2n)(1 — n)(1 — 2n)
:2(1—n)<12— 10n+2n2—3+8n—4n2>

:2(1—n)<9—2n—2n2).

Luego
2n(1+42n?) —4n(n —1)(1 +n
| (o) = 2004200~ dnln = )1+ )
2n(1 4+ 2n2)
14202 -2(n*-1) 3
N 1+ 2n? 14202
3 n 3 3 3 3
22 14202 2n2 202 2n2(1 4 2n2)
33 3 3
202 4nt 2n2(1 4 2n2)  4nd
33,3
C2n2 4nt o dnd(1 + 2n2)
y
2n(1 4 2n?) +2(n — 1)(9 — 2n — 2n?)
2n(1 + 2n?)
~ n(10 —2n) — (9 — 2n — 2n?)
B n(1 + 2n?)

6 120-9 6

T niioe) W

6  12n®> —9n — 6 — 12n?
ﬁjL n?(1 + 2n?)

6 In+6

n?  n2(1+2n2)
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0]

En la Proposicion 1.3.6, las igualdades (1.18) y (1.19) se

pueden obtener de los resultados de Matsuoka en [13| (la iden-

tidad (1.18) est& implicitamente contenida en [6, p. 60]). Ca-

be mencionar que los calculos de Matsuoka son complicados.

Aqui presentamos una demostracion mas simple de (1.19) ba-
sada en las identidades trigonométricas

£\ 2
Q(Sin§) =1—cos(t) y 2cos’t=1+cos(2t). (1.16)

Proposicién 1.3.6. Sin € N y J, es el nicleo de Jackson
(1.15), entonces

l/ Ju(t)dt =1, (117)
T™J %
1™/t 3

l/ﬂ <2$in %)4Jn(t)dt s (1.19)

T - n(1+2n2?)

Demostracion. Se sabe (ver |14, p. 81| o |6, p. 60]) que

() - e

—T

Usando, (1.16), se tiene que

Lt
%/_W (2s1n§) Jn(t)dt

“maeror (1) () o

3 1 / ' (2 sin(nt/2)>4dt
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= 0 1 /7r (1 - cos(nt))2dt
n(2n?+1)7 J_,
= n(2ng+ 1)%/_ﬂ <1 — 2cos(nt) + 1+ C(;S(Qnt>)dt
L
22+ 1)
U
Para el caso particular en que P,(tf) = J,2 (nucleo de
Jackson) se tiene que
1/7r t'P,(t)dt < ™ 9 (1.20)
T Jo " — 16 n(1+ 2n?)

Para el caso de los nicleos de Jackson utilizamos la Pro-
posicion 1.3.5 para obtener la igualdad

3 12n -9
14202 4n(1+2n2)

1 5 12n—9
C142n2 4n

1 <12n—12n—|—9)

L= pual2) — 70— p2a(2)

T 14 2n? An
9
4n(1+ 2n2)

1.3.2. Nicleo de Féjer

El niucleo de Féjer-Korovkin se define como

_ 2sin®*(m/(n+2)) cos((n + 2)z/2) 2
Fle) = PR ()

stz #+n/(n+2)+ 257y

2
Kn(x):n_l— y siz ==+

(n+2)
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Se conoce que ( |6, p. 79 - 80]) K, se puede escribir en la
forma

Ky(x) =142 Z Pk.n cos(kx)

k=1
donde
Pkn =

1
2(n + 2)sin(r/(n + 2))

_k+1 . k—1
X <(n—k+3)smn+27r—(n—k—l—l)smn+27r).

El nicleo de La Vallée Poussin se define como

Vo(z) = E;?; (2 cos g)zn

Se puede verificar que este nicleo se puede escribir en la forma

~ n!)?
Va(z) =1 +2k2:; e 15)!()71+k)! cos(kzx),

(ver [6, p. 112]).

Para un namero n € N fijo, el Nicleo de Féjer de orden n
es la funcion 2m-periodica definida por

1 (sinnt/2)?
)= ——""2 40,2 1.21
O EYOIE (0.2m) (1.21)

y F.(0) =n.

Para un numero n € N fijo, se define el nucleo de Dirichlet
por

Dn(t) =1+2) coska
k=1
_sin((2n +1)t/2)
B sint/2

t#£2jm, j€Z  (1.22)

y D, (2jm) = 2n + 1. Ademas definimos Dy(t) = 1.
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Proposicién 1.3.7. Fijemos n € N.
1 -1 1 n—1 k
:72 :ﬂ+zﬁ‘ﬁmw”“%)
k=0 k=1
Demostracion. Considerando la identidad
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b) (1.24)
y (1.22), obtenemos

n—1 -1

%;Dk(ﬁ) " nsin t/2 Z:: ((2k+1)/2)
_ m gsin((% +1)¢/2) sin(t/2)

n—1
Zcos (kt) — cos(k + 1)t]

2nsm t/2 —
= [l cos(nt
2n sinz(t/Q)[ cos(nt)]
1
= —— 2sin*(nt/2
2n sin’(t/2) sin’ (nt/2)
= F,(x).
Por otro lado
n—1 n—1
1 1
- - 1 ;
- - ( +2Zcos(jt)>
k=0 k=0 j=1

:1+2§f(1—%)mﬂM)

k=0
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1.3.3. Nrcleos de La Vallée Poussin

Para n > m, se define el nicleo de La Vallée Poussin de
orden n por

Vinn(f, )

Zl (1.25)

donde D, es el nucleo de Dirichlet.
Para f € L}, el operador de La Vallée Poussin se define
como | g
an ) = 5_
nlfi) = o
El resultado siguiente es conocido, y hemos incluido la
demostracion para beneficio del lector.

Fla — ) Vinn(t)dt.

—Tr

Proposicién 1.3.8. Para n > m se tiene

1 cos(mt) — cos(nt)
n—m  2sin®(t/2)

= Dp(t) + —2 nz_l (1 - ﬁ) cos kt. (1.26)

Vm,n (t) =

n—m n
k=m+1

Demostracion. Si consideramos que

Dy (t) = Dy(t) + cos(m + 1)t + ... + cos(m + k)t,

entonces
n—m-1 k
Vlt) = Dalt) 42 52
= Dy (t) + — n_m_l(n —m— k) cos((m + k)t)
n—m ‘=
= D,(t) + ! 5 (n — k) cos(kt).
n—m
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Podemos escribir V, , en términos del nacleo de Féjer.
Puesto que

Vi) =~ (i Dila) - Y Dk<fx>>
1

1 sin?(nt/2) — sin*(mt/2)
n—m sin®(t/2)

_ 1 cos(mt) — cos(nt)
n—m  2sin*(t/2)

O
El nucleo de Jackson-de La Vallée Poussin se define como

Ny(r) = 2L (2?5&%?)4

Se verifica que este es un niicleo par trigonométrico positivo
de grado 2n — 1. Se cumple también que ( [6, p. 131 y p. 205|)

2n—1
N,(z) = 1+ Z Pin cos(kz),
k=1
donde
3/k\? 4 [(k\®
—1--(=2 Bl s <k<n-—
y
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1.4. Sobre el operador M,

En esta seccion P, denotard una coleccion fija de nicleos
pares positivos, v; y 7. seran nimeros reales, mientras que a;
y ap denotaran numeros naturales tales que 1 < a; < as.

Notemos que el sistema

N+ =1 (1.27)
T, 72

-+ = =0. 1.28
el (1.28)

tiene las soluciones dnicas

aj aj
M= - D) 2 Y 7 = D) 2
as — ay as — ay
En particular
Mo, 2 1
4 2= .
ay [05)) aq + [05))

Fijemos una coleccion {P,} de nucleos pares positivos:

m(n)

Py(x) = 5+ > b cos(kz), (1.29)

k=1

donde m(-) denota una aplicacion creciente m : N — N.
A cada nucleo P, se le asocia el operador lineal positivo

Lo(f.2) = %/_W o — 1) Po(t) dt. (1.30)

Dado el nicleo P, y nameros aq, as,v1 v Y2 que satisfacen
las ecuaciones (1.27) y (1.28), definimos un operador mediante
la expresion

M, (f, %) = Y1Lnay (f, %) + YoLlna, (f; 7). (1.31)

Vogt verifico que, si se quiere aproximar por los operado-
res (1.31) bajo las condiciones (1.27)-(1.28), entonces algunos
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de los nucleos clasicos utilizados en teoria de aproximaciéon
mediante operadores lineales positivos no son adecuados. Por
ejemplo, los ntucleos de Féjer-Korovkin y los niicleos de Boh-
man son apropiados. Sin embargo, se pueden utilizar los ni-
cleos de Jackson y de Jackson-de La Vallée-Poussin (con pa-
rametro p > 3). Los nicleos de La Vallée Poussin se pueden
utilizar, pero no dan la velocidad 6ptima de convergencia.

La Proposicion siguiente ilustra la importancia de la con-
dicidon v, + 2 = 1 que surge en la construcciéon de las combi-
naciones lineales.

Proposicién 1.4.1. St para cada n € N el operador L, de-
finido en (1.30) preserva las constantes, entonces el operador
M, definido en (1.31) preserva las constantes. Ademds, si
denotamos

er(t) = cos(kt),

para 0 < k < m(nay), entonces

Mn(ekvx) = (71 Pkna; T '72pk,naz) COS(]{:JJ).

Demostracion. El hecho de que M,, fija las constantes es
inmediato a partir de la condicién v+, = 1. Para la segunda
parte consideramos la identidad trigonométrica

cos(k(x —t)) = cos(kx) cos(kt) + sin(kx) sin(kt)
y la ortogonalidad del sistema de funciones
{1,sint, cost,...,sin(nt), cos(nt), - - - },

para n € N.
Se sigue de (1.27) y de la definicion de los operadores M,,

que
s

M, (e, x) = 71%/ cosk(x —t) Ppa, (1) dt

—Tr

1 s
—I—Wz% / cosk(x —t) Py, (t) dt

s
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1 s
— <’Y1 Pkonay — / cos®(kt) dt
T

—Tr

1 s
+Y20k,nas - / cos?(kt) dt) cos(kx)

s
= (71 Prinar + V2Pkonay) cOS(KT).
OJ
Anteriormente consideramos parametros definidos por las
ecuaciones (1.27) y (1.28).Posteriormente se ilustra que las
ecuaciones mas simples

N+ =1 (1.32)
nR ), (1.33)
ay Gz

pueden no conducir a operadores nuevos. Notese que, dados
enteros positivos a; y as, con a; < asg, el sistema anterior tiene
las soluciones

a1 Qg

Yy 2= .
a2 — a2 — ay

"M==

En el Teorema siguiente se muestra que, si utilizamos el
nicleo de Féjer, al hacer combinaciones lineales puede que no
se obtegan nuevos operadores.

Teorema 1.4.2. Fijemos ay, as € N, con ay < as. St 71 y Vo
son las soluciones del sistema (1.32) —(1.33), F, es el nicleo
de Féjer, n € N y

Mn(f>$) =N Lna1(fa ZL’) + 72 Lnaz(fa ZL’),

donde L, es el operador definido en (1.29) con P, = F,,
entonces L, es un operador de La Vallée Poussin.

Teorema 1.4.3. Sea a1, as € N, con a; < as,

a1 a2

y 2=
Qa2 — ay —

"=

Sim,n € N (m < n) vy F,, es operador de La Vallée
Poussin, se tiene que, para 1 < k < naq,

M, (e, x) = cos(kzx).
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Demostracion. Notese que v +v =1y

Segin (1.22), para 1 <k <m
Pkn = 1a

y segun (1.26), se tiene que, para m + 1 < k < mn,

n k
pk,n: <1——).
n—m n

Considerando la Proposiciéon 1.4.1 para 1 < k < m, obte-
nemos que

Mn(eka flf) = (71 Pk,nay + ’72pk,na2> COS(]{ZLL’)

= (71 +72) cos(kx) = cos(kx).

Por otro lado, para m + 1 < k < na;, obtenemos que

Mn(ek, ZL’) = ('71 Pknar T 72pk,naz) COS(/{II)

nay —m nay
nas k
+y——— (1 — — ] | cos(kx)
nas —m nas

k
= (71+72 - — (ﬂ + E)) cosz = cos(kx).
n\a

1 Qa2



Capitulo 2

Combinaciones de Jackson
con dos términos

En este capitulo construimos una combinacion lineal de
dos términos usando niicleos de Jackson, y se dan estimados
en términos del modulo de continuidad.

2.1. Combinaciones a dos términos y
clase S

El interés por las clases S(™*) se explica en el Teorema
2.1.2. Necesitamos una observacion previa.

Proposicién 2.1.1. Dados ay,as € N, con ay < as, el siste-
ma de ecuaciones

1+ =1 (2.1)
84! V2

L2y, 9.2
el (22)

tiene las soluciones unicas

2
aj as

M= = :
a%—a% a; —ay

31
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En particular

o )2 1
RENIS . 2.3
aj as a? a3 (2.3)

Demostracion La primera afirmacion se verifica mediante
una sustitucion directa. Para (2.3) notese que

2 2
Yo )2 1 as aj 1
1t 2= 335 2= 5 T — 2] = T 2 o O
aq Qg ai a; Ay — ay ay — aj ai a;

Teorema 2.1.2. Sea {P,} una sucesion en la clase S??, con
P, dado por (7).

Fijemos a1,as € N (a1 < ag) y numeros y1 y Yo que satis-
fagan las ecuaciones (2.1) y (2.2).

St L, es el operador de convolucion asociado al nicleo P,
el nicleo M, del operador

Mn =M »Cnal + Y2 Enag

puede ser escrito en la forma

nag

M,(x) = 1+ Z Ok cos(kx),

k=1

donde

1 k 1
1—0n7k:2—¢2()+0(—5), ]-Skgnala

2 1
aja; N n

y Uy es la funcidn dada en (8).

Demostracion. Se sigue de (7), (8) (u = 2) y (2.3) que,
para 1 < k < nay,

Okn = V1Pkna; + Y2Pk nas

=7 — 712 1)+ % k)

(a1m) 23

1 % k) 1
+72 — 722 )’ ()27 +0 <$)



2.2. Combinaciones con ntcleos de Jackson 33

1= (B ) 2B (1 1) o ()

n? \ai a3 nt T a3 nd
1 k 1
ajaz n n

2.2. Combinaciones con ntucleos
de Jackson

A continuacion presentamos un estimado de la norma del
operador M,,, y posteriormente en el Teorema 2.2.2 aplicamos
el resultado del Teorema 2.1.2 para el caso particular de los
nicleos de Jackson.

Teorema 2.2.1. Sin € N y M, : Cy, — Cy, se define como
M, = 71£na1 + ’72»Cna2, entonces:

2 2
IM,| < 4%
ay — aj

Demostracion. Para x € Ry cada f € Cy,, se tiene que

(M (f, )|

1 s 1 s
ﬂm(mw/Jm@w+mw/ﬂ%ﬂw)
7T s 7T ™

< 1Al + e
2 2
ay s
<
< (725 + 2w

2 2
ay + a;

2 2
a; — ay

= [If1l
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Teorema 2.2.2. Para cada n € N, sea
P(z) = Ju(x),

donde J,, es el nicleo de Jackson definido en (1.15).

Fijemos ay,as € N (a1 < ag) y numeros v1 y Yo que satis-
fagan las ecuaciones (2.1) y (2.2).

Sea L, el operador de convolucion asociado al nicleo P,

y definamos
Mn =M £na1 + Y2 £na2. (24)

Si g € C3_, entonces

M,(g) — gl < 9@

(1 + 2a2n?)(1 + 2a3n?)

1 1 (37T3||g(2’|| N 37T‘*Ilg(‘*’ll)

* (ag — ar) n(1+ 2a3n?) 112 64

Demostracion. Segin las ecuaciones (2.1), (5) y la Propo-
sicion 1.3.1 podemos escribir

M(g, ) — g(z)
= Lna, (9,2) + Y2 Lnay (9, ) — 119(2) — Y29()

0 (2 [ ste - 0P o))

—Tr

# (3 [ ate = 0Pttt ~ g(0))

—T

o (3 [ ot +0) = 20(0) + 90— 0)Pon 01
#oa (5 [tolo+ 020000+ glo - )P )it

Ahora podemos aplicar la Proposicion 1.1.1 y utilizar las
notaciones para los momentos trigonométricos 7°(+,2) (ver la
definicion (1.1)), para obtener la representacion

Mg, x) — g(z) =
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il 2
_n Z (2) t
T ; <39 (x) <251n2
2 2 2 AN
+ gg (x) [ t*— [ 2sin 3 P, (t)dt
0% T ptoprs z4u
il / / / < / (2 +u—v)g®(v) dv) du ds Py, (1)dt
T Jo Jo Joo \ U,
e 7 2002 (2sin L ’
™ Jo 3 2
2 ) 2 AN
+§9 (x) [t — [ 2sin 3 P, (t)dt
7y T ptoprs z+u
L2 / / / < / (2 +u—v)g®(v) dv) du ds Py, (1)dt
T Jo Jo Joo \ U,
T 1 /™ " 2
B - ?—(2sing )
37'(' (T(Pna17 2) + - /;ﬂ (t (2 S11 2) ) Pna1 (t)dt) g (LU)
ol T rtors Ttu
+?1 / / / (/ (xr+u— v)g(4) (v) dv) du ds Py, (t)dt
o Jo Jos \Uz
Y2 1 /™ " 2
3 - ?— (2sing 2
+37r (T(PnaQaQ) + - /_W (t (2 sin 2) ) P,m(t)dt) g ()
ol T rtoprs Ttu
E / / / ( / ( + 1 — v)g®D (v) dv) du ds P, (t)dt
T Jo Jo Joo \ U,

= o (N (Paays2) + 22T (P, 2) ) 9 ()

—l—% % /ﬂ <t2 — (2 sin %) 2) <’Y1Pna1 (t) + 72 Pnas (t))dtg@) €]

—T

% /Oﬂ/ot/_ </:+u(x+u—v)g(4)(v)dv) du ds
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(3P (8) + 2 P (1)) .
= [1 + [2 + Ig.

Si consideramos las Proposiciones 1.3.2 y 1.3.5, sabemos

que
VIT(szla 2) + 72T(Pna27 2)

= 2(71(1 — Pray) +72(1 = Pna2))

(3 3
—n 2a2n?  2a2n2(1 + 2a3n?)

o (3 3
2 2a3n?  2a3n?(1 + 2a3n?)

_ 3( M B V2 )
n?2\a?(1+2a2n?)  a3(1+ 2a3n?)

B 1 3 ( 1 _ 1 )
(a3 — a?) n?2\1+2a2n? 1+ 2a3n?
1 3 2n2(a2 — a?)
(a3 —a?) n? (14 2a3n?)(1 + 2a3n?)
6
(14 2a2n?)(1 + 2a3n?)
Para acotar Iy, utilizamos las Proposiciones 1.1.2 y 1.3.3.
Esto nos da la estimacion:

3% (%/_: <t2 — (2 sin %)2> (71Pna1(t) +72Pna2(t)>dt)‘
< % <%/_7; t* — (2sin%)2

|7 | Pray (t)dt)
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+1 1/’T
3m\mJ_.

2

t

t* — [ 2sin =
(Sln2)

| 72 | Pras (t)dt>

| t4 Pra, (t)dt + e ‘/ 14 P, ( ))dt)

(
( ] / Pty + 12 / P >)d)
( |

|7 | | 72
arn(l+2ain?)  agn(l+ 2a3n?)

H‘
w[\D

aq a9
112 n(a2 —a?) \ 1+2a2 n2 1+ 2a2n?
3rd 1 1

= 112 (as — ay) n(1 +2a2n2)

Para estimar el tltimo término consideramos la Proposi-

cion 1.1.3 y utilizamos nuevamente la ecuacion (1.20). Con
ella obtenemos que

LT s

(% Pray (t) + 72 Poay (t)) dt’

<||9(4 I 4 P P d
<70 (1o | P00+ 2 | Praa())

3t g™| | | n | 72 |
64 ain(l+2a3n?)  asn(l+2d3n2))

OJ
Podemos utilizar la Proposicion 1.2.1 para extender el teo-

rema anterior al caso de funciones continuas.
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Teorema 2.2.3. Para cada n € N, sea

donde J,, es el nicleo de Jackson.

Fijemos ay,ay € N (a1 < ay), nimeros v1, v2 y sean L, y
M., definidos como en el teorema anterior.

St f € Cyy, entonces

[Mn(f) =/

22 1 10
< — 4h
- (ag — CL%)GM(JC7 )+ (1 + 2a3n2)(1 + 2a3n?)h?

1 1 573 5t
+ (a2 — al) n(l + 2a%n2) (112h2w2(f7 h) —+ 64h4w4(f, h)) .

w2(f7 h)

Demostracion. Notese que
[Ma(f) = FIl < IMa(f = Sl 1Lfn = fIT+ IMa(fa) = fall

< (U MDD = full + Mo — fol
2a; 51 6 152

S( 2 2)—W4(f,4h)-|—
1 1 <3w3||fé2>|| . 37r4||f£f>||>

ai—a?'6 (1 + 2a3n?)(1 + 2a3n?)
+ 2,2
(ag — ay) n(1 + 2ain?) 112 64

23 1 10
~wi(f, 4h
2 gl A S s g e

= (72 WQ(.fa h)

az —ai’ 6

1 1 57 5t
{2 —a1) n(1 +2a7n%) (112h2”2(f’ " S h)) ‘

O



Capitulo 3

Operadores discretos

En esta seccion construimos una familia de operadores dis-
cretos asociados a los estudiados en el capitulo anterior.

Convengamos en decir que un operador no es discreto si
para su computo se necesita conocer un cantidad al menos
numerable de valores de las funciones. En caso contrario, di-
remos que el operador es discreto.

El interés que tenemos en estudiar el caso discreto viene
dado porque en el caso estudiado en [3], los datos a partir de
los cuales se reconstruyen los aproximantes corresponden a un
numero finito de mediciones.

Existen resultados que nos permiten pasar de operadores
continuos a discretos (ver [1]). En algunos de ellos se tienen
construcciones que son equivalentes a los operadores origina-
les. La equivalencia se entiende en el sentido de que existen
constantes C; y Cy (independientes de n y f) tales que

Cillf = Lo fll < If = Mo fI] < Collf = Lafl,

donde {M,} es una sucesion de operadores lineales no dis-
cretos, L, es una discretizacion de M,,. Hay dos razones por
las cuales estos resultados no son satisfactorios para los estu-
dios que realizamos aqui. En primer lugar, en ellos no se dan
estimados de las constantes involucradas. En segundo lugar,
para lograr resultados inversos los operadores discretos no se
construyen con nodos equidistantes.

39
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La discretizacion de los operadores utilizando nucleos de
Jackson, se ha estudiado antes,(ver, por ejemplo, [2] y [3]). La
diferencia entre nuestro trabajo y la discretizacion propuesta
por Bojanic y Shisha en [2], es que ellos solo dan estimados
en términos del primer mo6dulo de continuidad. Nosotros pre-
sentamos unos estimados diferentes.

Al igual que en el capitulo anterior, consideramos ntmeros
T,7 € Ry n, N aj,as € N, (a1 < as), con N,ay y as fijos.
Ahora agregamos la condicion

(n—1)ag < N — 3. (3.1)

Paran € N (n > 2), z € [0,27n] y para cada funcion
f € Oy, definimos

=2

1
N

J

‘Cn,N(f7 LIZ‘) = f(xj,N) <71Jna1 (xj,N - 37)

I\
o

+’72Jna2 (x],N - LU)), (32)

donde los nodos x; x se definen como en (2).
Notese que £,, y es un polinomio trigonométrico de grado
no mayor que (n — 1)ay. Luego,

Lon(f): Con — Tin_1yay C Cor (3.3)

es un operador lineal que puede considerarse como una discre-
tizacion de (2.4) (con p = s = 2). Segin lo anterior, se sabe
que no podemos lograr un orden de aproximacion O(n=2).
Si queremos obtener una aproximacion de orden mayor que
O(n~2%) usando operadores de la forma

Upp(z) = 71r 3 flz —1) (Z Loy, (1 ) dt, (3.4)

entonces debemos tomar p > 3 (ver [19, Section 6.1]).
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3.1. Algunas propiedades de £, v

Recordemos que (ver [8, p. 131]), si z; v = 2jm/N donde
(0 <j < N —1), entonces

1 o 1 N-1
—_— z _ > .
2 J, ()t N ijo 1 (Z'J,N) ) (3.5)

para todo 1" € Tx_;.

Teorema 3.1.1. Si (n — 1)ag < N — 1 y el operador
£n,N : Oy — Cop

estd dado por (3.7), entonces

a? + a3
Lol < 55
2(a3 — af)

Demostracion. Si f € Cyr v © € R, tomando en cuenta
(3.5) y (1.17), se tiene que

| Lon(f,2) |

N—
< IS (1 = )+ i — )
7=0

1 [ 1 [7
i (115 [ @t [ )
2

1 1 a? a;
= S ) = 1A (2 +

5 —aj

a1+a2

= Il 5y
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Proposicién 3.1.2. Sea L,, v el operador dado por (3.7) con
(n—1)ay < N — 2. Para cada x € [0,27] se tiene

En,N(sin(t — :E),x) =0

3

t—:c>2 )
r) = )
’ 2(1 4 2a2n?)(1 + 2a3n?)

Ly N < (2 sin
Demostracion. Denotemos

Kn(t) = NMJnay (t) + Y2 dnay (t)

Sabemos que K, € T(,_1)q,. Por lo tanto, a partir de (3.5) y
de la condicion (n — 1)ag < N —3 < N — 2 tenemos

=2

1
¥ sin (:EMV - :)3) K, <xj7N - :B)

J

Il
=)

1 2m
=5 sin <t - x) K,(t — x)dt
T Jo
1 2m
= 5 sin(t) K, (t)dt = 0,
0

lo cual prueba la primera afirmacion.
Para la segunda, usamos (3.5), (1.16) y (1.18) para obtener

En,N<<2 sin t ; x)z,x)

1 2w t _ 2
= — (2 sin a:) K, (t —x)dt
21 Jo
" 2 — N\ 2
= — (2 sin ) Jnay (t — x)dt
21 J,
Y2 [T t—x\?2
+% i <2 sin ) nay (t — x)dt
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2w

N A
= % . (281115) Jnal(t)dt

a3 B a
1+ 2(naz)?> 1+ 2(nap)?
a2 + 2a3(nay)? — a? — 2a3(nay)?)
(1 + 2(71,&2)2)(1 + 2(71,&1)2)

2(a3 — a?)
3
2(a3 — af)
3
2(a3 — a)

I
7N TN N

(14 2(nay)?)(1+ 2(na1)2))
3
2(1+2(nay)?)(1 + 2(nay)?)’

3.2. Estimados en Cj_

Para x € [0, 27] fijo y g € C3_, introducimos algunas fun-
ciones auxiliares:

) t—ux Ct—z\’
Hi(t,x) =t —z —sin(t — z) — 2sin ,

t—x t—a\?
H(t,z) = 5 (QSin ) :

2
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Ahora, para t € [0,27] y i € {1,2,3,4,5} sea

Hi(tax)> si |t—ll§' |§7T,
Li(t,x) =< Hi(t,x+2m), si ax<t-—m, (3.6)
Hi(t,z —2m), si x>t—m.

Proposicion 3.2.1. Fijemos x € [0,27] y g € Cs._. Sean
Hi(t,x) (i € {1,2,3,4,5}) las funciones definidas en (3.6).
Para cada t € [0,27] se tiene

9(t) = 9(2) = g'(2) (La(t.2) + L(t,2) +sin(t - )

+9P(z) ([3(113’, t) + Iy(x, t)) + I5(t, ).

ml r—t\*
< (g
| I1(t,z) |< = (sm 5 ) ,

2
| Lita) < 5

Mas atn,

t—x3

2

e 1< 2 (s =)
3\, T =51 sSin 9

sin

Y

3

3
t—
[ I5(t,2) | < % 9@ fsin

Demostracion. Notemos que, para cada z € R,

mw=¢w+¢@m~wwﬁ/@—$¢W$@

29(2)+g’(2)(t—z—sin(t—2)—t_—z <2Sint_z)2)

t— t—z\°
+4'(2)sin(t — 2) + ¢'(2) G © (2 sin 5 Z)

—I—%g@)(z) <(t —2)% - <2 sin t ; Z)2>
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#3071 (25 2) [ (50— ().

Si |z —t|<m, ytomando z = x obtenemos
9(t) = g(w) = (Ha(t,2) + Hy(t, ) + sin(t — 2) ) ' ()

+(H3(t, )+ Ha(t, ) +sin(t — a:)) 9@ (@) + Hy(z,1).

Ahora supongamos que z < t — 7. Tomando x = = + 27
obtenemos

g(t) —g(x) = g(t) — g(x + 2m)
_ <H1(t, @+ 27) + Hy(t, x + 27) +sin(t —z + 27r))g'(:v +2r)
+(H3(t, x4 27) + Hy(t, z + 27) + sin(t — x)) g (x4 2m)
+Hs(x + 2, t)
= (I(t2) + La(t,2) +sin(t — @) ) (x)

+ <13(t, )+ Li(t, z) + sin(t — x)) 9@ (@) + Is(x, 1),

Si x < t — m, se obtiene una identidad similar tomando
z=x—2T.

Con el fin de estimar | I1(¢,z) | consideramos tres casos.
Si|t—z |< 7, usamos la Proposicion 1.1.2 para obtener

| Lh(t, @) |=[ Ha(t,2) |

t—uw t—ax\
t—x—sin(t —x) — G (28111 )

2
<7T4 s'nt_I '
— | si .
— 72 2

Ahora, supongamos que x < t—m y sea y = x+2mw. Notese
que si 0 <y —t < m, entonces
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/= t\*
= — 11 .
72 \"M T

Six >t—m, seaz=x—2m. Notese que si —7m < z—1t <0,
entonces

(2 —t\*
| I(t,x) |=| Hi(t, 2) |< = (sm 5 )

Ahora consideremos la funcion I,. Si | t —x |< 7, entonces

t—x t—x 2
| I(t,x) |= G <2 sin 5 )
<7r L t—x 94 t—x 2
— [sin sin .
— 6 2

Siz <t—m yseay =x42r. Dadoque 0 <y —1t <,

entonces
toyl (Lt ?
sin sin
2 2

Lol b 2
6 S11 2 S11 2 .

Una desigualdad similar se obtiene si x >t — 7.
Para el estimado de I3 usamos la Proposicion 1.1.2. Cuan-
do |t — = |< m, consideramos las desigualdades

%'(t—z)z — <2sint;x>2

< 1 L t—x 4
— [ 7sin )
— 24 2

Siz <t—m, seay=x-+ 2m. Entonces

s
| It 2) =] Lt y) [< ¢

™

(t —z)*
24

| Is(t,z) |= <

ol t—y\*
| Ltx) =) Hyfto) < 0 (sm : )
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o/ t—z\*
= — 1n .
24 \™"

Una desigualdad similar se obtiene si x >t — 7.
Finalmente, estimamos I5. Si | t — x |< 7, entonces

[ =(s6) — o)) as

| I5(t, ) |=[ Hs(t,2) |=

t
1
< g / (t—s)(s —x)ds| = ||g(3)||5 | (t—2)° |
4 +— 3 3 . 3
= 3 lg@l|5~| < T 19l fsin—=
Los otros casos se obtienen de manera analoga. 0

Teorema 3.2.2. Para cadan € N (n > 5), sea L, n el o-
perador dado por (3.7) con (n —1)ay < N —3. Sig € C3_,
entonces

4
— L, < /
||g 7N(g)|| — mn3/2(a2_al)||g ||
———pC]l o (Y]
n3a3(ag — ay) Vaiaz nd/?(ay — ay)

Demostracion. Fijemos g € Cs. v z € [0,2n]. Dado que
v1+7v2 = 1, tomando en cuenta las Proposiciones 3.2.1 y 3.1.2
respectivamente, se tiene que

Lon(g,7) = g(x) = Lon(g,7) — 119(7) — 129()

= Lon(9(t) — g(x), x)
= ¢ (z) Lo (]1(15, x) + L(t,x) + sin(t — z), x)

—I—g(2)(1’)£n7N (Ig(l’, t) + Iy(x,t), :)3) + LN (Ig,(lﬁ, x), :)3)

= ¢(2) Loy (Il(t, o)+ Dt z), a;) + 9D (@) Lo n (13(93, 0, x)
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39 (x)

+2(1 +2a2n?)(1 + 2a3n?)

+ ,CmN(Ig,(t, [L’), ZL’)

Ahora, usamos las ecuaciones (3.5), (1.19) y la Proposi-
cion 3.2.1, para obtener

[ Lo (Bt 7). 2)

44 N-1 o\
< (s Z225) (130 oy = )

1
N

~lhe

=0

+ 192 | o (i3 — 7))

i t—az\*
— oA A 1 Jnalt_
221 J, (Sm 2 ) <|71| (t = 2)

1% | naa(t = 7))t
™1 7!
Sy B CE S N (EA PO R NO)

™11 £\
=L 2 5in - ( o (t
721627r/0 (SmQ) 7] o (1)

+ ‘ V2 | ']nag(t)>dt

11 t\*
T2 2 sin - ( o (1
72327r/0 (sz) ] o (1)

+ [ 2Ty (t)dt) dt

_ o |7 | N | 72 |
128 \ nay (1 +2(na1)?)  naz(1l + 2(naz)?)

4 4 1 1

< \71|+\72| _ 7T2 R

256 \ (nap)® = (nag)? 256 n3(a3 —af) \a1  as
m 41

= <
256 n3ajas(as —ay) — 256 n3ajas(as — aq)
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1

n3a1a2 (CL2 — CL1) ’

El término correspondiente a I se estima como sigue

| Loy (Bt ), 7) |

1l =|. Tjy—=
< v [ (19 ey =
7=0
+ | Y2 | Jnaz(xjN - :L’))
N-1 2
2 1 TjiN — T
< ? | o | N 2 <sm J 2 ) Jna1(xjN ‘rE)

o 1 [/ +\?
—0—?’72 (%/0 (Slni) Jna2(t)dtx
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2T 3 ) N
=5 Inl (2(1 +2(nar)?) " nai(1 +2<na1>2>)

—0—2—7Tfyz < 3 X ) )1/2
3 2(142(nag)?)  naz(1+ 2(naz)?)
_ V3 < " N 72 )
V2 \ L+ 2(na ) /iar (1 + 2(na2)?) /i

< o (a} )

1
+
2\/§n3/2 (a3 — a?) ( )
/3 - V6
- 2\/2a1a2 n32(ay —a1) — n¥?Jajaz(as —ar)

Notese que los términos correspondientes a I3 v a I5 se
pueden estimar de manera similar (pero con diferentes cons-
tantes). Esto es

3 3

L, (I t,x,z) < <
| Loy \Is(t7) < ndajas(as —ar) — nda3(ay — ap)

Ve 40
4n3/2, fataz(as — ay) gl

Dado que a, > 2y n > 5, se tiene

| LN <I5(t, x), :L') |<

1 1
(CL2 — al)n S aos2Mn S 2—0(2a2n ) %(1 + 2&271, )

Por lo tanto

3 3
< .
2(1 + 2a2n?)(1 + 2a3n?) — 80a3n3(ay — ay)

Sumando las ultimas desigualdades obtenemos

| Lon(g,2) — g(z) |



3.3. Estimados en Cy, 51

< N I/
— \ ndajaz(ay —ay)  n32\/ajaz (az — ay) g

e + el
2n3a?(ay —ay)  80a3n3(ay — ay)

V6 7

®
+ _a1a2n3/2<a2_a1>!|g I

2
< M — 2 1s®
< Vaam i (a a9 e, a0

+ 4\/6
Vaiaz nd/?(ay — ay)

19

3.3. Estimados en (5,

Teorema 3.3.1. Sea L,y el operador dado por (3.7) para
valores den > 5. St f € Cy,, entonces

20 1
o) = 1 < 5o £,

. 10 f 1
w RS
3n2a2(as —ar) - \" ' \/n

9(3a3 — a? 20v/2 1
+ ( 22 21) + w3 <f’ _) )
2(a3 —ai)  V/3ajas (as — aq) NLD
Demostracion. Fijemos f € Cyr, n € N (n > 5) y N tal
que (n — 1)ag < N — 3. Para

"=

consideremos la funcion f;, definida en (1.11).
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De los Teoremas 3.1.1 y 3.2.2 y la Proposicién 1.2.1 se
sigue que

[ Lnn(f) = £l
<|f = full + [1Lan(f) = Lon(f)ll + 1L0n (fr) = full
< X+ (LanIDIF = full =1L n(fr) — full
9(3a3 — a?) 4 ,
< mwg(ﬁ h) + Ve (a —ar) f5l

1

2 2 46 ®)
+n3a%(a2 ) £ I+ s ay — ) 157
9(3a2 — a?) 4 5wi(f,h)
<= 27 h
“S@—a) Nt e a3
2 5w2(f, h) + 4\/6 5w3(f, h)
nda?(ag —ay)  3h? Vaiaznd/2(ay —ay)  3h3
9(3a2 — a?) 1 20 1
N 2(a3 — a?) ws { [, ﬁ + 3y/araz n(as — al)wl f’ n
10 1 20v/2 1
+3n2a%(a2 — Oll)w2 (f’ ﬁ) + V3aias (as — al)wg (f’ n)
20 1 10 1
~ 3aaznlay — al)wl <f’ %) * 3n2a?(ay — al)w2 (f’ %)

9(3a3 — a}) 2012 X
" ( 2(a3 — af) * V3aras (a _a1)> w3 (f, n) .
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3.4. Aproximacion de £, y para datos
con error

Por lo general en las aplicaciones, no se conoce el valor
exacto de una funcién f en los nodos z; 5. Lo que se asume
es que se conoce un valor aproximado fs(z, ) donde § > 0 es
un numero fijo conocido. Estamos interesados en obtener un
estimado del error cuando el operador original se cambia por
otro que considera valores aproximados de la funcion f en los
nodos (3.7).

Teorema 3.4.1. Sea {P,} definido como en (1.29), 6 > 0,
f€Cyp, NeN. Seana; € R 0 <j << N tales que

| aj — f(zjn) [< 6.

St
~ =
ﬁn,N(f, ZL’) = N P Q; (71Jna1 (l’jJV — :L’)
+72Jna2 (szV - z)) )
If = Lo (£5)] (3.7)
d(a? + a3) 20

1
= 2(a3 — af) EENGT n(az —an) <f7 %)

P R e
3n2a2(az — ay) -\’ n

9(3a3 — a2 20v/2 1
(X 2 21>+ v2 w3<f,—).
2(a3 —ai)  V/3aias (az — ay) Vn
Demostracion. Resulta inmediato a partir del Teorema
3.3.1y el Teorema 3.1.1 , ya que

|f(x) = Lo n(f5,2)]
< |f($(7) - Zn,N(f? SL’)| + |Zn,N(f7 SL’) - Zn,N(févx)‘
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N-1
1
- N <f(xj,N) - aj) <71Jna1 (xj,N — LE‘)
j=0
+72Jna2 (ILN - .CL’)) ‘
5 N-1
< N Z <71Jna1 (xJ,N - LU) + fVQJnaQ (,’L%N — ,’L‘)) ‘
j=0
_ 6 a? + a3
2 (a3 — af)

3.5. Comparaciones

En 3] se consideraron los operadores

1 N-1
Mm,N(fa LE‘) = N . f(xj,N)']m(xj,N - LU),

Il
o

con 2m = N. En ese trabajo se demostré que

s 3
V2V 2n2+1

-o(3)

siempre que g € C3..

Con el fin de comparar el resultado anterior con el Teorema
3.3.1, consideramos el caso mas simple, es decir a; = 1, ay = 2
y 2n = N (n > 5). Notese que en tal caso M,, v(f,x) es un

lg — Mgl < 19|l + 9@ |

w2 3
4 2n2 41
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polinomio de grado no mayor que 2m — 2y L,, y(f, ) es un
polinomio de grado a lo sumo

(n—1)ay=(n—-12=N-2=2m—2.

Por lo tanto, de manera general, tenemos polinomios del mis-
mo grado. Pero, si g € C3_, del Teorema 3.3.1 obtenemos

o= Lun) < 575 (0072 ) + g (972
+ <24 + %) wWs (97 %)

1
=0|—5= ).
n3/2
A continuaciéon presentamos con linea continua la grafica
de la funcion

F@) = —— (2 — 27 (z — 4)2(x — 1) — 3) + 10

300

con el fin de contrastar nuestro aproximante (tomando el caso
maés simple a; = 1y as = 2)con linea discontinua , con el que
se considerd en [3|con linea punteada.

En la figura 3.1 se muestra una aproximaxioén considerando
N =12 nodos y un grado de n = 10.

Al aumentar el nimero de nodos a 50 y el grado a 48 se
observa que la aproximacion mostrada en [3] mejora a la par
que la combinacion lineal de nticleos de Jackson propuesta en
esta tesis (ver figura 3.2).

En las figuras 3.3 y 3.4 se hace un acercamiento a la grafica,
cuando z = .
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11

10.8

106

1041

10.2

10

9.8

9.6

9.41

9.2
0

Figura 3.1: n=10 y N=12

11

10.8

106

1041

10.2

10

9.8

9.6

9.4r

9.2
0

Figura 3.2: n=48 y N=50
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10.05

10r

9.95

9.9

9.85 b

2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 35 3.6

Figura 3.3: Primer acercamiento

9.98 b

9.96 - . b

9.94f N : i

9.921 b

9.0t S )

9.88 b

2.95 3 3.05 3.1 3.15 3.2 3.25 3.3 3.35

Figura 3.4: Segundo acercamiento






Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado un caso particular del pro-
blema de reconstruccion de funciones. Para ello se considerd
una combinacion lineal a dos términos usando el ntucleo de
Jackson. Esto nos permitié obtener una mayor velocidad de
convergencia en comparacion con la conseguida en |3]. Es im-
portante senalar que logramos incrementar la velocidad de
convergencia sin aumentar significativamente el niamero de
valores de las funciones utilizados en la construccion. En la
teoria se sabe que, mientras mayor sea el nimero de elemen-
tos en la combinacion lineal, mayor sera la velocidad de con-
vergencia. Recordemos que nuestro estudio estd motivado por
algunos problemas reales. En la tomografia de capacitancias,
los datos corresponden a mediciones que, por lo general, son
un ndimero pequeno.

Los teoremas directos para combinaciones lineales de al-
gunos operadores trigonométricos no incluyen estimados de
las constantes involucradas. Es por esto que nos vimos en la
necesidad de verificar nuevos estimados incluyendo las cons-
tantes involucradas (lo cual no es trivial) para poder construir
algoritmos numéricos basados en nuestros resultados.

La discretizacion que se presentd en la Seccion 3.2, es o-
riginal e ingeniosa, y es una de las contribuciones que hici-
mos a esta teoria. Los resultados principales de este trabajo
se encuentran en los Teoremas 2.2.2 y 3.3.1. En ellos se dan
estimados de la velocidad de convergencia de los operadores
construidos tanto en el caso continuo como en el discreto.

Segun el Teorema 3.3.1, obtenemos un mejor estimado si

29
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as es mucho mayor que a;, debido a la expresién as —ay en el
denominador. Pero, tomar a; més grande implica aumentar el
grado de los polinomios y esto, por otro lado, significa que se
necesita un mayor numero de datos. La soluciéon 6ptima de-
pende de los intereses de los investigadores en las aplicaciones
concretas.

En este trabajo mejoramos los resultados de [3] usando
una combinacion lineal de dos términos de operadores lineales
positivos.

A continuaciéon se mencionan problemas que pueden ser la
motivacion de un trabajo futuro en esta direccion:

Problema 4. Estd claro que al considerar combinaciones [i-
neales con mds de dos términos, se alcanza un orden de con-
vergencia mds alto. Se desconoce el costo computacional de
tales operaciones. Un problema tedrico interesante y dificil
es encontrar buenos estimados de las constantes para dichas
combinaciones lineales.

Problema 5. Desarrollar algoritmos e implementar progra-
mas computacionales mediante un método estable utilizando
las ideas de |3] y nuestros resultados, para resolver el problema
de Cauchy para la ecuacion de Laplace en una region anular.

Problema 6. Encontrar el estimado exacto de las normas de
los operadores dados en el Teorema 2.2.1.



Bibliografia

[1]

2|

13l

4]

[5]

6]

17l

18]

D.I. Berman, Some remarks on the problem of the degree
of approzimation of polynomials operators, 1zv. Vyssh.
Uchebn. Zaved. Mat. 5 (1961), 3-5.

R. Bojanic y O. Shisha, Approximation of continuous,
periodic functions by discrete linear positive operators,J.
of Approximation Theory., 11 (1974), 231-235.

J. Bustamante, R. Cruz Castillo y A. Fraguela, A regu-
larization method for polynomial approximation of fun-
ctions from their approrimate values at nodes, J. Numer.
Math., 17(2) (2009), 97-118.

J. Bustamante y V. M. Méndez Salinas, A discrete ope-
rator for approximation of continuous periodic functions,
Automat. Comput. Appl. Math., 22 (2013), 15-27.

P. L. Butzer, Linear combinations of Bernstein polyno-

mials, Can. J. Math. Vol 15 (1953), 559-567.

P. L. Butzer y R. J. Nessel, Fourier Analysis and Appro-
zimation, Academic Press, New York and London, 1971.

R. Cruz Castillo, Desarrollo de un método estable para
el ajuste polinomial de datos discretos, Tesis doctoral,

FCFM BUAP, 2007.

R. A. DeVore, Approzimation of Continuous Functions by
Positive Linear Operators, Springer, Lec. Notes in Math.
293, Spinger-Verlag, 1972.

61



62 BIBLIOGRAFIA

9] R. A. DeVore y G. G. Lorentz, Constructive Appro-
zimation, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York,
1993.

[10] Z. Ditzian y V. Totik, Moduli of smoothness, Springer,
New York, 1987.

[11| I. Gavrea, Aprozimarea functiilor prin operatori liniari,
Ed Mediamira Clij-Napoca, 2001.

[12] G. Mastroianni y G. V. Milovanovi¢, Interpolation Pro-
cesses, Basic Theory and Applications, Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, 2008.

[13] Y. Matsuoka, On the approzimation of functions by some
singular integrals, Tohoku Math. J., 18 (1) (1966), 13-43.

[14| I. P. Natanson, Constructive Function Theory, Vol. I, Fre-
derick Hungar, 1964.

[15] R. Paltanea, Approzimation Theory Using Positive Li-
near Operators, Birkhduser, Boston, 2004.

|16] E. L. Stark, An extension of a theorem of P.P. Korovkin
to singular integrals with not necessarily positive kernels,
Indag. Math. 34 (1972), 227-235.

[17| J. Szabados, On convolution operators with kernels of fi-
nite oscillations, Acta Math. Hungar., (1976), 179-192.

[18] A. F. Timan, Theory of approzimation of functions of a
real variable, Macmillan, New York, 1963.

[19] L. Vogt, Approzimation by linear combinations of positive
convolution integrals, J. Approx. Theory, 57 (1989), 178-
201.



	portadatex
	tesis semifinalsin

