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Introdu

ión

En esta tesis se presentan resultados rela
ionados 
on la

re
onstru

ión de fun
iones. En diversos problemas de la mo-

dela
ión matemáti
a se requiere obtener informa
ión sobre

una fun
ión de la 
ual sólo se 
ono
en, de forma aproximada,

sus valores sobre 
iertos puntos. En general, esto es un pro-

blema mal planteado (en el sentido de Hadamard) y se han

propuesto diferentes métodos para su estudio. Por ejemplo,

en [3℄ y [7℄ se 
onstruyó un método para re
onstruir una fun-


ión, suponiendo que se tiene informa
ión a priori sobre el


omportamiento de su derivada.

Los operadores 
onstruidos en [3℄ son positivos. Se 
ono
e

que este tipo operadores tienen limita
iones en 
uanto a la

velo
idad de 
onvergen
ia (problema de satura
ión). En par-

ti
ular, 
on una su
esión de operadores positivos no se puede

sobrepasar la velo
idad O(1/n) [8, p. 122-124℄. Si se desea


onstruir su
esiones 
on una velo
idad de 
onvergen
ia ma-

yor, se pueden utilizar 
ombina
iones lineales de operadores.

Por ejemplo, Butzer realizó este tipo de 
onstru

ión utili-

zando los polinomios de Bernstein [5℄. Diferentes autores han

apli
ado este método para el análisis de otros pro
esos apro-

ximativos (ver, por ejemplo, [10℄, [17℄ y [19℄). De aquí surge

la idea prin
ipal de nuestro trabajo: bus
amos modi�
ar los

aproximantes estudiados en [3℄ para obtener nuevos operado-

res 
on una mayor velo
idad de 
onvergen
ia.

iii
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Planteamiento del problema

Para presentar el problema a estudiar, así 
omo los detalles

té
ni
os, ne
esitamos algunas nota
iones que se utilizarán en

este trabajo.

Mediante C2π denotamos el espa
io de las fun
iones

f : R → R


ontinuas y 2π-periódi
as. En C2π 
onsideramos la norma del

supremo ‖ · ‖∞. Esto es, para f ∈ C2π,

‖f‖∞ = sup
x∈[0,2π]

|f(x)|.

En el resto del texto es
ribiremos simplemente ‖ · ‖ en lugar

de ‖ · ‖∞.

El espa
io de las fun
iones 2π-periódi
as 
on derivada 
on-

tinua de orden r, está denotado por el símbolo Cr
2π.

Para n ∈ N0, Tn denota al 
onjunto de los polinomios

trigonométri
os de grado no mayor que n.
En términos té
ni
os el problema de re
onstru

ión de fun-


iones se formula 
omo sigue:

Sea f ∈ C2π y supongamos que se 
ono
en sus valores

sobre un 
onjunto �nito de puntos

0 ≤ xn,1, . . . , xn,n < 2π. (1)

Se desea utilizar esta informa
ión para 
onstruir un polinomio

Tn ∈ Tn tal que el error

‖f − Tn‖

sea lo menor posible.

Uno pudiera utilizar un polinomio Q que interpole a la

fun
ión en los puntos xn,k. Pero el error ‖f − Q‖ pueder ser

muy grande. En general, si uno �ja una matriz triangular
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A = (xn,k), n ∈ N y 1 ≤ k ≤ n, existe g ∈ C2π, tal que si Sn

es el polinomio trigonométri
o de menor grado que interpola

a g en los puntos xn,k, 1 ≤ k ≤ n, enton
es ‖g − Sn‖ 9 0
(ver [12, Th. 1.4.1, p.53℄). Luego, para nuestros propósitos,

los polinomios de interpola
ión no son los ade
uados.

En la Teoría de Aproxima
ión 
lási
a se 
ono
en otras

solu
iones aproximativas. Por ejemplo, se puede utilizar el

llamado polinomio de la mejor aproxima
ión. Esto es, exis-

te Tn ∈ Tn tal que

En(f) = ı́nf
T∈Tn

‖f − T‖ = ‖f − Tn‖.

En general, es muy difí
il re
ono
er al polinomio de la mejor

aproxima
ión, por esto, en la prá
ti
a, se 
onstruyen otros

polinomios que estén 
er
anos (en norma) al de la mejor apro-

xima
ión. Además, si �jamos los puntos xn,k 
omo lo hi
imos

anteriormente, no podemos asegurar que se puede en
ontrar

el polinomio de la mejor aproxima
ión 
uando sólo se 
ono
en

los valores de la fun
ión en estos puntos.

En algunos de los problemas de re
onstru

ión aproxima-

da de fun
iones periódi
as que surgen de las apli
a
iones, se

bus
a la modela
ión de datos que están tomados en la super-

�
ie del 
erebro humano. Por razones té
ni
as los datos no

se pueden tomar a gusto del investigador, esto es, los puntos

xn,k 
onsiderados en (1) no pueden ser elegidos de la mejor

manera posible. En la prá
ti
a se supone que los puntos están

igualmente espa
iados, aunque en realidad esto no es así.

Nuestro estudio 
onsidera un 
aso parti
ular del problema

de re
onstru

ión de fun
iones.

Como en [3℄, 
onsideramos que para 
ada entero positivo

N > 1, se �jan puntos

xj,N =
2πj

N
, j = 0, · · · , N − 1 (2)

y se supone que los valores f(xj,N) de una fun
ión f ∈ C2π

son 
ono
idos.
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Deseamos 
onstruir un polinomio trigonométri
o Tn(N)(f)
de grado n = n(N) de tal manera que:

1. Tn(f) está úni
amente determinado por los valores de f
en los puntos xj,N .

2. Se tiene que

ĺım
N→∞

‖Tn(N)(f)− f‖ = 0. (3)

Se deben a
larar algunos detalles.

Observa
ión 0.0.1. No podemos 
onsiderar valores de N
muy grandes. De he
ho, N es el número de medi
iones y, en

la prá
ti
a, es relativamente pequeño. La 
ondi
ión (3) se 
on-

sidera sólo 
omo un auxiliar teóri
o para veri�
ar que las so-

lu
iones propuestas son ade
uadas.

Observa
ión 0.0.2. En este trabajo estudiamos 
ombina-


iones lineales de operadores lineales y positivos para obtener

una mayor velo
idad de 
onvergen
ia, sin in
rementar signi-

�
ativamente el número de valores de las fun
iones utilizados

en la 
onstru

ión. De los estudios dedi
ados al análisis de


ombina
iones lineales de operadores se sabe que, mientras

mayor sea el número de elementos en la 
ombina
ión lineal,

mayor será la velo
idad de 
onvergen
ia. Pero, en nuestro 
a-

so, aumentar el número de términos en la 
ombina
ión lineal

impli
ará trabajar 
on valores de N más grandes. Es por es-

ta razón que sólo estudiamos 
ombina
iones lineales 
on dos

términos.

Observa
ión 0.0.3. Para algunas ele

iones de los 
oe�
ien-

tes de las 
ombina
iones lineales se pueden obtener nuevas


onstru

iones 
on una mayor velo
idad de 
onvergen
ia. Es


laro que si todos los 
oe�
ientes se toman positivos, el nuevo

operador será positivo y, por lo tanto, no será ade
uado para

nuestros propósitos.
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Observa
ión 0.0.4. Ne
esitamos no sólo 
onstruir los ope-

radores. Es pre
iso lograr buenos estimados de la velo
idad

de 
onvergen
ia. Se 
ono
en teoremas dire
tos para 
ombi-

na
iones lineales de algunos operadores trigonométri
os (ver

[16℄, [17℄ y [19℄), pero los resultados en estos trabajos no in-


luyen estimados de las 
onstantes involu
radas. De aquí que

no podamos utilizar dire
tamente los teoremas de los artí
u-

los aludidos anteriormente. Si 
onsideramos las ideas de [3℄,

las 
onstantes espe
í�
as permiten utilizar el número N 
omo

un parámetro de regulariza
ión. Estamos obligados a veri�
ar

nuevos estimados, para poder 
onstruir algoritmos numéri
os

basados en nuestros resultados.

Observa
ión 0.0.5. Los operadores estudiados en [17℄ y [19℄

son del tipo 
onvolu
ión. Como los operadores de 
onvolu
ión

se de�nen mediante integrales, estos no son ade
uados para

nuestros propósitos. Como sólo 
ono
emos un número �nito

de valores de las fun
iones, ne
esitaremos dis
retizar los ope-

radores de forma que no se pierdan las propiedades aproxima-

tivas.

Según las observa
iones anteriores formulamos los proble-

mas siguientes:

Problema 1. De los operadores 
ono
idos para la aproxima-


ión mediante polinomios trigonométri
os, determinar algu-

nos que sean ade
uados para obtener buenas aproxima
iones

mediante 
ombina
iones lineales a dos términos.

Problema 2. En
ontrar buenos estimados para las 
onstan-

tes que intervienen en los teoremas dire
tos para 
ombina
io-

nes lineales a dos términos de los operadores sele

ionados.

Problema 3. Bus
ar buenas dis
retiza
iones de los operado-

res obtenidos al resolver el Problema 2.

Ante
edentes
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En esta se

ión presentamos un breve resumen de algunos

resultados 
ono
idos sobre aproxima
ión mediante 
ombina-


iones lineales de operadores polinomiales trigonométri
os.

Para 
ada n ∈ N, sea pn ∈ Tn un polinomio par y positivo

tal que

1

π

∫ π

−π

pn(t) dt = 1.

En esta se

ión P := {pn} denotará a una su
esión de polino-

mios, donde 
ada pn tiene las propiedades anteriores.

Es 
laro que 
ada polinomio par pn puede ser es
rito en la

forma

pn(x) =
1

2
+

n∑

k=1

ρk,n(pn) cos(kx) x ∈ R, (4)

donde los números ρk,n(pn) son los 
oe�
ientes de Fourier de

pn. De a
uerdo 
on [19℄, nos referiremos a estos 
oe�
ientes


omo los fa
tores de 
onvergen
ia.

Dada una su
esión P = {pn}, se de�nen los operadores

Ln : C2π → Tn mediante la expresión

Ln(P, f, x) = (f ∗ pn)(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x− t)pn(t) dt, (5)

para f ∈ C2π.

El resultado siguiente es 
ono
ido.

Proposi
ión 0.0.6. ( [6, Proposition 1.3.10℄) La su
esión (5)
de�ne un pro
eso de aproxima
ión. Esto es, para toda f ∈ C2π

ĺım
n→∞

‖f − Ln(P, f)‖ = 0,

si y sólo si

ĺım
n→∞

ρ1,n(pn) = 1,

donde ρ1,n es el primer 
oe�
iente de Fourier de pn.
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Dado s ∈ N y una su
esión P = {pn}, a 
ada familia de

números ak ∈ N �jos y γk ∈ R (1 ≤ k ≤ s), se le aso
ia una

su
esión Q = Q(P, s, ak, γk) = {qn}, donde

qn(x) =

s∑

k=1

γkpnak(x). (6)

Vogt estudió las propiedades aproximativas de estas su
esio-

nes. Para presentar sus resultados ne
esitamos algunas nota-


iones.

De�ni
ión 0.0.7. Para τ ∈ {1, 2} y µ ∈ N, diremos que una

su
esión de nú
leos pares {pn},

pn(x) =
1

2
+

n∑

k=1

ρk,n cos(kx), (7)

está en la 
lase S(τ,µ)
, si existen 
onstantes ci,j, de forma que

1− ρk,n =

µ∑

j=1

(−1)j+1ψj(k)

nτ j
+O

(
1

nτ(µ+1/2)

)
, (8)

donde

ψj(k) =

j∑

i=1

ci,jk
2i.

De�ni
ión 0.0.8. Para f ∈ C2π y r ∈ N, el módulo de


ontinuidad de orden r se de�ne por

ωr(f, t) = sup
|h|≤t

sup
x∈R

∣∣∣∣∣

r∑

k=0

(−1)r−k

(
r

k

)
f(x+ kh)

∣∣∣∣∣ .

Teorema 0.0.9. ( [19, Theorem 5.3℄) Fijemos s ∈ N, τ ∈
{1, 2} y µ ∈ N, 
on s ≤ µ. Sea P = {pn} tal que P ∈ S(τ,µ)

.

Sean 1 ≤ a1 < a2 < · · · < as números naturales y sean γk
(1 ≤ k ≤ s) la úni
a solu
ión del sistema de e
ua
iones

s∑

k=1

γk a
−τj
k = δj,0, (0 ≤ j ≤ s− 1), (9)
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donde δj,0 es la delta de Krone
ker.

Si

qn(x) =

s∑

k=1

γk pnak(x) (10)

enton
es existe una 
onstante C tal que, para toda f ∈ C2π y

n ∈ N,

‖f − (f ∗ pn)‖ ≤ C ω2s

(
f,

1

nτ/2

)
. (11)

Nótese que los 
oe�
ientes γk de las 
ombina
iones lineales

(10) dependen de los parámetros libres ai y τ (pero no de n,
ver (9)). Estos parámetros se eligen según las propiedades

asintóti
as que se deseen de los operadores.

En general, bus
ar un buen estimado de la 
onstante C
en la e
ua
ión (11) es un asunto 
ompli
ado ya que, para un

s arbitrario, las expresiones 
ono
idas para las solu
iones del

sistema de e
ua
iones (9) no son fá
iles de manipular (ver [19,

(4.2)℄). Este he
ho expli
a una de las razones por las 
uales en

este estudio nos limitamos a 
onsiderar 
ombina
iones lineales

a dos términos.

Si queremos seguir las ideas de Vogt, debemos elegir τ y

P = {pn} de manera 
onveniente. Para nosotros s = 2 y los

polinomios pn se tomarán 
omo 
iertos nú
leos de Ja
kson.

Nos hemos limitado a estos nú
leos por dos razones:

1) Se 
ono
e que los operadores de 
onvolu
ión aso
iados a

ellos permiten obtener polinomios que están 
er
a de la mejor

aproxima
ión.

2) Para di
hos nú
leos Vogt dio 
ondi
iones para asegurar

que la su
esión 
orrespondiente de polinomios está en la 
lase

S(τ,µ)
.

Objetivos

Supongamos que se tiene una 
ombina
ión lineal del tipo

qn(x) = γ1pna1(x) + γ2pna2(x),
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donde a1, a2 ∈ N (a1 < a2), los valores γ1 y γ2 son solu
io-

nes del sistema (9) y los polinomios pn son 
iertos nú
leos de

Ja
kson.

Las preguntas que nos planteamos son las siguientes:

1.- ¾Cómo in�uye la ele

ión de los números a1 y a2 en la


onstante C de la e
ua
ión (11)?

2.- ¾Cuál es la mejor ele

ión de a1 y a2 según el problema

de la re
onstru

ión de fun
iones?

3.- ¾Cuál ele

ión 
orresponde al menor grado posible?

4.- ¾Cómo se 
omportan los operadores dis
retos aso
ia-

dos?

Des
rip
ión de la tesis

En el Capítulo 1 se presentan resultados auxiliares, que

son fundamentales para 
omprender el Capítulo 2. De los re-

sultados teóri
os 
ono
idos se sabe que, para lograr buenos

estimados de los operadores de�nidos mediante 
ombina
io-

nes lineales, es ne
esario a
otar de forma pre
isa los momentos

trigonométri
os y algebrai
os aso
iados a la 
onstru

ión. El

estudio de las desigualdades 
orrespondientes se presenta en

la Se

ión 1.1. Como es usual en Teoría de la Aproxima
ión,

la velo
idad de 
onvergen
ia de los operadores que se estu-

diarán se dará en términos de módulos de 
ontinuidad. En

la Se

ión 1.2, se re
uerdan las de�ni
iones de los módulos

así 
omo algunas de las propiedades 
ono
idas de estas fun-


ionales. Además, se dan algunos estimados de fun
iones del

tipo Steklov que se utilizarán más adelante. En la Se

ión 1.3

se presentan algunos estimados 
ono
idos para nú
leos pares,

y en parti
ular, mostramos algunos resultados para el 
aso

de los nú
leos de Ja
kson adaptándolos a nuestro 
aso de es-

tudio.También se muestra que si se utilizan otros nú
leos en

la 
ombina
ión lineal, es posible que no se obtengan nuevos

operadores.

En el Capítulo 2 presentamos la 
onstru

ión de una 
om-

bina
ión lineal de dos términos usando el nú
leo de Ja
kson

y se da un estimado de su velo
idad de 
onvergen
ia para
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fun
iones en C2
2π y C3

2π. En parti
ular, en el Teorema 2.1.2

se utilizan los resultados de Vogt para en
ontrar las 
ondi-


iones espe
í�
as que ne
esitamos según nuestra ele

ión de

los nú
leos. En el Teorema 2.2.2 se dan estimados pre
isos

(para los operadores de 
onvolu
ión aso
iados), 
uando estos

se apli
an a fun
iones suaves. Los estimados se dan en tér-

minos de las derivadas de la fun
ión estudiada. Este tipo de

resultado tiene importan
ia prá
ti
a. De he
ho, en las apli
a-


iones dadas en [3℄ se supone que se tiene informa
ión sobre

el 
omportamiento de las derivadas de la fun
ión que se desea

aproximar, y esto se utiliza 
omo parámetro para el pro
e-

so de regulariza
ión. Este es un paso importante en nuestra

investiga
ión, aunque no da la solu
ión de�nitiva ya que los

operadores no son dis
retos. Finalmente, en este mismo teo-

rema se da un estimado para la norma de los operadores de


onvolu
ión. Creemos que el estimado es exa
to, pero no te-

nemos la demostra
ión.

En el Capítulo 3, se presenta la dis
retiza
ión de los o-

peradores 
onstruidos en el Capítulo 2 (ver (3.7)). Los ope-

radores dis
retos se denotan por Ln,N . Se veri�
a que estos son

operadores polinomiales (ver (3.3)) y, en el Teorema 3.1.1, se

estiman sus normas. Después de varios resultados té
ni
os, en

el Teorema 3.2.2 se dan los estimados para la aproxima
ión

de fun
iones suaves mediante los operadores Ln,N . El Teorema

3.2.2 es el análogo al Teorema 2.2.2, pero para los operadores

dis
retos. Otro resultado interesante, desde el punto de vista

teóri
o, se da en Teorema 3.3.1. Allí se muestra un estimado

del error 
uando los operadores se apli
an a fun
iones 
onti-

nuas, sin asumir propiedades rela
ionadas 
on sus derivadas.

Al �nal del 
apítulo, 
omparamos nuestros resultados 
on los

que se presentan en [3℄.

Los resultados prin
ipales de este trabajo se en
uentran

publi
ados en [4℄.

Todos los resultados que no llevan referen
ias a otros au-

tores son parte de nuestros aportes a esta teoría.



Capítulo 1

Resultados auxiliares

Las 
ondi
iones dadas en la Proposi
ión 0.0.6 garantizan

la 
onvergen
ia del pro
eso, pero sólo resuelven el problema


ualitativo. Para el problema 
uantitativo debemos 
onsiderar

los momentos.

Para p ∈ [1,∞) se de�ne el espa
io Lp
2π 
omo el espa
io

de todas las fun
iones f ∈ C2π que 
umplen

‖f‖p =
(∫ π

−π

|f(t)|pdt
)1/p

<∞.

Dada K ∈ L1
2π y σ ∈ N, el momento trigonométri
o de

orden σ de K se de�ne 
omo

T (K, σ) =
1

π

∫ π

−π

(
2 sin

t

2

)σ

K(t)dt. (1.1)

El momento algebrai
o de orden σ de K se de�ne 
omo

A(K, σ) =
1

π

∫ π

−π

| t |σ K(t)dt. (1.2)

En [19℄ se dan rela
iones entre ambos momentos y se vin-


ulan 
on los fa
tores de 
onvergen
ia.

En el estudio de 
ombina
iones de operadores lineales po-

sitivos, la velo
idad de 
onvergen
ia está rela
ionada 
on los

1
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momentos. Con fre
uen
ia, los momentos apare
en 
uando se

usan desarrollos de Taylor. Estos desarrollos se dan en tér-

minos de polinomios algebrai
os y 
ondu
en al análisis de

momentos algebrai
os. Luego ne
esitamos pasar a momentos

trigonométri
os para poder utilizar las propiedades de orto-

gonalidad aso
iadas a los nú
leos pares.

En la Se

ión 1.1 se utiliza la fórmula de Taylor para repre-

sentar diferen
ias simétri
as en términos de momentos, asu-

miendo que la fun
ión es de 
lase C4
2π (Proposi
ión 1.1.1). El

resto de la Se

ión se dedi
a a dar estimados de los términos

que apare
en en la representa
ión obtenida.

En la Se

ión 1.2 se estudian algunas propiedades rela
io-

nadas 
on los módulos presentados en la De�ni
ión 0.0.8.

En la Se

ión 1.3 se presentan algunos de los nú
leos que se

han utilizado para la aproxima
ión mediante polinomios tri-

gonométri
os, 
on la �nalidad de mostrar que la 
ombina
ión

lineal de algunos nú
leos no da lugar a nuevos operadores.

1.1. Fórmula de Taylor y momentos

En el trabajo utilizamos varias ve
es las rela
iones 
ono-


idas siguientes:

t ≤ π

2
sin t, para 0 ≤ t ≤ π

2
, (1.3)

(
sin

s

2

)2
=

1− cos s

2
y cos2(s) =

1 + cos 2s

2
, (1.4)

para todo s ∈ R.

Más adelante ne
esitaremos representar las diferen
ias de

segundo orden f(x + t) − 2f(x) + f(x − t) en términos de

las derivadas de la fun
ión. Para ello utilizamos la fórmula de

Taylor 
on resto:

f(x) =
n−1∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

∫ x

a

(x− t)n−1f (n)(t)

(n− 1)!
dt, (1.5)

válida siempre que f ∈ Cn[a, b].
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Proposi
ión 1.1.1. Si x, t ∈ R y f ∈ C4(R), enton
es

f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t)

=
2

3
f (2)(x)

(
2 sin

t

2

)2

+
2

3
f (2)(x)

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)

+

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)f (4)(v) dv

)
du ds .

Demostra
ión. Nótese que

f(x+ t)−2f(x)+f(x− t) = f(x+ t)−f(x)+f(x− t)−f(x)

=

∫ t

0

f ′(x+ s)ds−
∫ t

0

f ′(x− s)ds

=

∫ t

0

(f ′(x+ s)− f ′(x− s))ds

=

∫ t

0

∫ s

−s

f (2)(x+ u)duds.

Por otro lado, según la fórmula de Taylor, podemos es
ribir

f (2)(x+ u) = f (2)(x) + f (3)(x)u+

∫ x+u

x

(x+ u− v)f (4)(v)dv.

Sustituyendo esto en la expresión anterior obtenemos

f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t)

=

∫ t

0

∫ s

−s

(
f (2)(x)+f (3)(x)u+

∫ x+u

x

(x+u−v)f (4)(v)dv
)
duds

=
2

3
f (2)(x)t2 +

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)f (4)(v)dv

)
duds

=
2

3
f (2)(x)

(
2 sin

t

2

)2

+
2

3
f (2)(x)

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)
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+

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)f (4)(v)dv

)
duds .

Lo 
ual prueba el resultado. �

Hemos preferido es
ribir la fórmula in
luyendo el término

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)

por dos razones. En primer lugar, 
omo se mostrará en la

Proposi
ión 1.1.2, las integrales aso
iadas a di
ho término se

puede a
otar 
on un momento algebrai
o de orden 4 y esto es

más 
onveniente que 
onsiderar los momentos de orden 2. En
segundo lugar, la integral aso
iada a la fun
ión

(
2 sin

t

2

)2

es justamente el momento trigonométri
o de orden 2. Para

ompletar el análisis damos estimados del último término en

la Proposi
ión 1.1.3.

Proposi
ión 1.1.2. Si x ∈ [−π, π], enton
es

0 ≤ x2 −
(
2 sin

x

2

)2
≤ x4

12
(1.6)

y

∣∣∣∣x− sin(x)− x

6

(
2 sin

x

2

)2∣∣∣∣ ≤
x4

72
≤ π4

72

(
sin

x

2

)4
.

Demostra
ión. Como se trata de fun
iones pares, ana-

lizamos sólo el 
aso en que x ∈ [0, π]. Consideremos la fun
ión

auxiliar

f1(x) = 1− cosx− x2

2
, x ∈ [0, π].

Se tiene f1(0) = 0 y f ′
1(x) = sin x− x ≤ 0. De aquí se in�ere

que

0 ≤ 1− cosx ≤ x2

2
, x ∈ [0, π]. (1.7)
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Ahora, sea

f2(x) =
x− sin x

x3
, x ∈ (0, π]

y f2(0) = 1/6. Según la regla de L'H�pital

ĺım
x→0+

x− sin x

x3
= ĺım

x→0+

1− cosx

3x2
= ĺım

x→0+

sin x

6 x
=

1

6
.

Luego f2 ∈ C[0, π].
Por otro lado

f ′
2(x) =

x3(1− cosx)− 3x3 + 3x2 sin x

x6

=
−2x+ 3 sinx− x cos x

x4
.

Si f ′
2(x0) = 0, enton
es

sin x0 =
x0
3
(2 + cosx0).

En tal 
aso, 
onsiderando (1.7), se tiene que

0 ≤ f2(x0) =
x0 − sin x0

x30
=

1− cosx0
3x20

≤ 1

6
.

Como

f2(π) =
1

π2
<

1

6
,

se 
on
luye que

0 ≤ x− sin x ≤ x3

6
, x ∈ [0, π]. (1.8)

Finalmente, de�namos

f3(x) =
x2 − (2 sin(x/2))2

x4
, 0 < x ≤ π
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y f3(0) = 0. Se puede veri�
ar que f3 ∈ C[0, π]. Además,

para x ∈ (0, π],

f ′
3(x) =

2(x2 − x sin x)− 4x2 + 4(2 sin(x/2))2

x5
.

Luego si f ′
3(x0) = 0, enton
es

(2 sin(x0/2))
2 =

x20 + x0 sin x0
2

.

En tal 
aso, 
onsiderando (1.8), obtenemos

0 ≤ f3(x0) =
2x20 − x20 − x0 sin x0

2x40
=

x0 − sin x0
2x30

≤ 1

12
.

Como

0 ≤ f3(π) =
π2 − 4

π4
≤ 1

12
,

se 
on
luye que f3(x) ≤ 1/12, para todo x ∈ [0, π], lo 
ual

prueba (1.6). �

Proposi
ión 1.1.3. Si f ∈ C4(R), x ∈ [−π, π] y t ∈ [0, π],
enton
es

∣∣∣∣
∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)f (4)(v)dv

)
du ds

∣∣∣∣ ≤
t4

12
‖f (4)‖.

Demostra
ión. Un 
ál
ulo dire
to muestra que

∣∣∣∣
∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)f (4)(v)dv

)
duds

∣∣∣∣

≤
∫ t

0

∫ s

−s

∣∣∣∣
∫ x+u

x

| x+ u− v || f (4)(v) | dv
∣∣∣∣ du ds

≤ ‖f (4)‖
∫ t

0

∫ s

−s

∣∣∣∣
∫ x+u

x

| x+ u− v | dv
∣∣∣∣ du ds

= ‖f (4)‖
∫ t

0

∫ s

−s

∣∣∣∣
∫ x+u

x

(x+ u− v)dv

∣∣∣∣ du ds
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=
1

2
‖f (4)‖

∫ t

0

∫ s

−s

u2 du ds =
1

3
‖f (4)‖

∫ t

0

s3 ds

=
1

12
‖f (4)‖t4.

�

1.2. Sobre módulos de 
ontinuidad

Se sabe que, para 
ada n, r ∈ N, t > 0 y f ∈ C2π,

ωr(f, nt) ≤ nr ωr(f, t), (1.9)

ωr(f, t) ≤ 2r−j ωj(f, t), j < r, (1.10)

(ver [6, p. 76℄).

Para f ∈ C2π y h > 0, utilizamos modi�
a
iones de las

medias de Steklov de la manera siguiente

fh(x) =
1

3h3

∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

(
f
(
x−

3∑

i=1

si

)
+ 3f

(
x+

3∑

i=1

si

)

−f
(
x+ 2

3∑

i=1

si

))
ds1ds2ds3. (1.11)

El siguiente he
ho será de utilidad para demostrar la Pro-

posi
ión 1.2.1.

Si g ∈ C2π, h > 0 y

gh(x) =

∫ h

0

g(x+ s)ds, x ∈ R,

enton
es gh ∈ C1
2π y

g′h(x) = g(x+ h)− g(x), x ∈ R. (1.12)
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Proposi
ión 1.2.1. Si f ∈ C2π, h > 0 y fh está de�nida por

(1.11), enton
es fh ∈ C3
2π,

‖fh − f‖ ≤ 9ω3(f, h), y

‖f (j)
h ‖ ≤ 5

3 hj
ωj(f, h), 1 ≤ j ≤ 3.

Demostra
ión. Utilizando (1.12) estimamos la primera de-

rivada de fh, de la manera siguiente:

| f ′
h(x) |=

1

3h3

∣∣∣∣∣

∫ h

0

∫ h

0

(
−f
(
x− h−

3∑

i=2

si

)

+f
(
x−

3∑

i=2

si

)
+ 3f

(
x+ h+

3∑

i=2

si

)
− 3f

(
x+

3∑

i=2

si

)

−1

2
f
(
x+ 2h+ 2

3∑

i=2

si

)
+

1

2
f
(
x+ 2

3∑

i=2

si

))
ds2ds3

∣∣∣∣∣

≤ 4

3h
ω1(f, h) +

1

6h
ω1(f, 2h) ≤

5

3h
ω1(f, h).

Ahora estimamos la segunda derivada

| f (2)
h (x) |= 1

3h3

∣∣∣∣
∫ h

0

(
f
(
x− 2h− s3

)
− f

(
x− h− s3

)

−f
(
x− h− s3

)
+ f
(
x− s3

)

+3f
(
x+ 2h+ s3

)
− 3f

(
x+ h+ s3

)

−3f
(
x+ h+ s3

)
+ 3f

(
x+ s3

)
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−1

4
f
(
x+ 4h+ 2s3

)
+

1

4
f
(
x+ 2h+ 2s3

)

+
1

4
f
(
x+ 2h + s3

)
− 1

4
f
(
x+ 2s3

))
ds3

∣∣∣∣

=
1

3h3

∣∣∣∣
∫ h

0

(
f
(
x− 2h− s3

)
− 2f

(
x− h− s3

)
+ f
(
x− s3

)

+3f
(
x+ 2h+ s3

)
− 6f

(
x+ h+ s3

)
+ 3f

(
x+ s3

)

−1

4
f
(
x+ 4h+ 2s3

)
+

2

4
f
(
x+ 2h+ 2s3

)

−1

4
f
(
x+ 2s3

))
ds3

∣∣∣∣

≤ 4

3h2
ω2(f, h) +

1

12h2
ω2(f, 2h) ≤

5

3h2
ω2(f, h).

Para la ter
era derivada, se tiene

| f (3)
h (x) |= 1

3h3

∣∣∣−f
(
x− 3h

)
+ f
(
x− 2h

)

−2f
(
x− h

)
− f

(
x− h

)
+ f
(
x
)

+3f
(
x+ 3h

)
− 3f

(
x+ 2h

)
− 6f

(
x+ 2h

)

+6f
(
x+ h

)
+ 3f

(
x+ h

)
− 3f

(
x
)
− 1

8
f
(
x+ 6h

)

+
1

8
f
(
x+ 4h

)
+

2

8
f
(
x+ 4h

)
− 2

8
f
(
x+ 2h

)
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−1

8
f
(
x+ 2h

)
+

1

8
f
(
x
)∣∣∣∣

=
1

3h3

∣∣∣−f
(
x− 3h

)
+ 3f

(
x− 2h

)
+ f
(
x
)

+3f
(
x+ 3h

)
− 9f

(
x+ 2h

)
+ 9f

(
x+ h

)
− 3f

(
x
)

−1

8
f
(
x+ 6h

)
+

3

8
f
(
x+ 4h

)
− 3

8
f
(
x+ 2h

)
+

1

8
f
(
x
)∣∣∣∣

≤ 8

6h3
ω3(f, h) +

1

24h3
ω3(f, 2h) ≤

5

3h3
ω3(f, h).

�

A 
ontinua
ión enun
iamos una proposi
ión que será de

utilidad para obtener el estimado del Teorema 2.2.3.

Para f ∈ C2π y h > 0 de�nimos la siguiente media de

Steklov

Fh(x)

=
1

6h4

∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

(
4f
(
x+

4∑

i=1

si

)
+ 4f

(
x−

4∑

i=1

si

)

−f
(
x+ 2

4∑

i=1

si

)
− f

(
x− 2

4∑

i=1

si

))
ds1ds2ds3ds4.

Proposi
ión 1.2.2. Si f ∈ C2π, h > 0 y n ∈ N

entonces Fh(x) ∈ C4
2π,

‖Fh − f‖ ≤ 1

6
ω4(f, 4h) y ‖F (j)

h ‖ ≤ 5

3hj
ωj(f, h),

para 1 ≤ j ≤ 4.
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Demostra
ión. Sea ϕ(s) = ∆4
s1+s2+s3+s4

f
(
x− 2

4∑
i=1

si

)
.

Notemos que

| Fh(x)− f(x) |=
∣∣∣∣
1

6h4

∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

ϕ(s)ds1ds2ds3ds4

∣∣∣∣

≤ 1

6
ω4(f, 4h).

Para las demás desigualdades es ne
esario 
al
ular las de-

rivadas de Fh, lo 
ual haremos utilizando (1.12). Ini
iemos


al
ulando la primera derivada

| F ′
h(x) |

=

∣∣∣∣∣
1

6h4

∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

(
4f
(
x+ h+

4∑

i=2

si

)
− 4f

(
x+

4∑

i=2

si

)

−4f
(
x−h−

4∑

i=2

si

)
+4f

(
x−

4∑

i=2

si

)
− 1

2
f
(
x+2h+2

4∑

i=2

si

)

+
1

2
f
(
x+ 2

4∑

i=2

si

)
+

1

2
f
(
x− 2h− 2

4∑

i=2

si

)

−1

2
f
(
x− 2

4∑

i=2

si

))
ds2ds3ds4

∣∣∣∣∣

≤ 8

6h
ω1(f, h) +

1

6h
ω1(f, 2h) ≤

5

3h
ω1(f, h).

Ahora 
al
ulamos la segunda derivada

| F (2)
h (x) |=

∣∣∣∣∣
1

6h4

∫ h

0

∫ h

0

(
4f
(
x+ 2h+

4∑

i=3

si

)

−4f
(
x+ h+

4∑

i=3

si

)
− 4f

(
x+ h+

4∑

i=3

si

)
+ 4f

(
x+

4∑

i=3

si

)
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+4f
(
x− 2h−

4∑

i=3

si

)
− 4f

(
x− h−

4∑

i=3

si

)

−4f
(
x− h−

4∑

i=3

si

)
+ 4f

(
x−

4∑

i=3

si

)

−1

4
f
(
x+ 4h+ 2

4∑

i=3

si

)
+

1

4
f
(
x+ 2h + 2

4∑

i=3

si

)

+
1

4
f
(
x+ 2h+ 2

4∑

i=3

si

)
− 1

4
f
(
x+ 2

4∑

i=3

si

)

−1

4
f
(
x− 4h− 2

4∑

i=3

si

)
+

1

4
f
(
x− 2h− 2

4∑

i=3

si

)

+
1

4
f
(
x− 2h− 2

4∑

i=3

si

)
− 1

4
f
(
x− 2

4∑

i=3

si

))
ds3ds4

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

6h4

∫ h

0

∫ h

0

(
4f
(
x+ 2h+

4∑

i=3

si

)
− 8f

(
x+ h +

4∑

i=3

si

)

+4f
(
x+

4∑

i=3

si

)
+ 4f

(
x− 2h−

4∑

i=3

si

)
− 8f

(
x− h−

4∑

i=3

si

)

+4f
(
x−

4∑

i=3

si

)
−1

4
f
(
x+4h+2

4∑

i=3

si

)
+
2

4
f
(
x+2h+2

4∑

i=3

si

)

−1

4
f
(
x+ 2

4∑

i=3

si

)
− 1

4
f
(
x− 4h− 2

4∑

i=3

si

)

+
2

4
f
(
x− 2h− 2

4∑

i=3

si

)
− 1

4
f
(
x− 2

4∑

i=3

si

))
ds3ds4

∣∣∣∣∣

≤ 8

6h2
ω2(f, h) +

1

12h2
ω2(f, 2h)

≤ 4

3h2
ω2(f, h) +

1

3h2
ω2(f, h) =

5

3h2
ω2(f, h).
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Para la ter
era derivada obtenemos

| F (3)
h (x) |=

∣∣∣∣
1

6h4

∫ h

0

(
4f
(
x+ 3h+ s4

)
− 4f

(
x+ 2h+ s4

)

−8f
(
x+ 2h+ s4

)
+ 8f

(
x+ h+ s4

)
+ 4f

(
x+ h+ s4

)

−4f
(
x+ s4

)
− 4f

(
x− 3h− s4

)
+ 4f

(
x− 2h− s4

)

+8f
(
x−2h−s4

)
−8f

(
x−h−s4

)
−4f

(
x−h−s4

)
+4f

(
x−s4

)

−1

8
f
(
x+6h+2s4

)
+

1

8
f
(
x+4h+2s4

)
+

2

8
f
(
x+4h+2s4

)

−2

8
f
(
x+ 2h+ 2s4

)
− 1

8
f
(
x+ 2h+ 2s4

)
+

1

8
f
(
x+ 2s4

)

+
1

8
f
(
x− 6h− 2s4

)
− 1

8
f
(
x− 4h− 2s4

)

−2

8
f
(
x− 4h− 2s4

)
+

2

8
f
(
x− 2h− 2s4

)

+
1

8
f
(
x− 2h− 2s4

)
− 1

8
f
(
x− 2s4

))
ds4

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

6h4

∫ h

0

(
4f
(
x+ 3h+ s4

)
− 12f

(
x+ 2h+ s4

)

+12f
(
x+ h+ s4

)
− 4f

(
x+ s4

)
− 4f

(
x− 3h− s4

)

+12f
(
x− 2h− s4

)
− 12f

(
x− h− s4

)
+ 4f

(
x− s4

)

−1

8
f
(
x+6h+2s4

)
+

3

8
f
(
x+4h+2s4

)
− 3

8
f
(
x+2h+2s4

)

+
1

8
f
(
x+ 2s4

)
+

1

8
f
(
x− 6h− 2s4

)
− 3

8
f
(
x− 4h− 2s4

)

+
3

8
f
(
x− 2h− 2s4

)
− 1

8
f
(
x− 2s4

))
ds4

∣∣∣∣
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≤ 8

6h3
ω3(f, h) +

1

24h3
ω3(f, 2h)

≤ 4

3h3
ω3(f, h) +

1

3h3
ω3(f, h) =

5

3h3
ω3(f, h).

por último, 
al
ulamos la 
uarta derivada

| F (4)
h (x) |

=

∣∣∣∣
1

6h4

(
4f
(
x+ 4h

)
− 4f

(
x+ 3h

)
− 12f

(
x+ 3h

)

+12f
(
x+ 2h

)
+ 12f

(
x+ 2h

)
− 12f

(
x+ h

)
− 4f

(
x+ h

)

+4f
(
x
)
+ 4f

(
x− 4h

)
− 4f

(
x− 3h

)
− 12f

(
x− 3h

)

+12f
(
x− 2h

)
+ 12f

(
x− 2h

)
− 12f

(
x− h

)
− 4f

(
x− h

)

+4f
(
x
)
− 1

16
f
(
x+ 8h

)
+

1

16
f
(
x+ 6h

)
+

3

16
f
(
x+ 6h

)

− 3

16
f
(
x+4h

)
− 3

16
f
(
x+4h

)
+

3

16
f
(
x+2h

)
+

1

16
f
(
x+2h

)

− 1

16
f
(
x
)
− 1

16
f
(
x− 8h

)
+

1

16
f
(
x− 6h

)
+

3

16
f
(
x− 6h

)

− 3

16
f
(
x− 4h

)
− 3

16
f
(
x− 4h

)
+

3

16
f
(
x− 2h

)

+
1

16
f
(
x− 2h

)
− 1

16
f
(
x
))∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

6h4

(
4f
(
x+ 4h

)
− 16f

(
x+ 3h

)
+ 24f

(
x+ 2h

)

−16f
(
x+ h

)
+ 4f

(
x
)
+ 4f

(
x− 4h

)
− 16f

(
x− 3h

)

+24f
(
x− 2h

)
− 16f

(
x− h

)
+ 4f

(
x
)
− 1

16
f
(
x+ 8h

)

+
4

16
f
(
x+ 6h

)
− 6

16
f
(
x+ 4h

)
+

4

16
f
(
x+ 2h

)
− 1

16
f
(
x
)
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− 1

16
f
(
x− 8h

)
+

4

16
f
(
x− 6h

)
− 6

16
f
(
x− 4h

)

+
4

16
f
(
x− 2h

)
− 1

16
f
(
x
))∣∣∣∣

≤ 8

6h4
ω4(f, h) +

2

96h4
ω4(f, 2h)

≤ 4

3h4
ω4(f, h) +

1

3h4
ω4(f, h) =

5

3h4
ω4(f, h).

�

1.3. Nú
leos 
lási
os

En Teoría de Aproxima
ión se utilizan mu
hos nú
leos pa-

res, algunas de las ideas y propiedades prin
ipales que se em-

plean en aproxima
ión 
on estos nú
leos, se en
uentran en-

listadas en las proposi
iones siguientes. Por 
onvenien
ia del

le
tor se in
luyen las demostra
iones, ya que son sen
illas.

Proposi
ión 1.3.1. Si K ∈ C2π es una fun
ión par y

1

π

∫ π

−π

K(t)dt = 1 ,

para f ∈ L1
2π se tiene

1

π

∫ π

−π

f(x− t)K(t)dt − f(x)

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t))K(t)dt .

Demostra
ión. Basta observar que

1

π

∫ π

−π

f(x− t)K(t)dt

=
1

π

∫ 0

−π

f(x− t)K(t)dt +
1

π

∫ π

0

f(x− t)K(t)dt
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=
1

π

∫ π

0

f(x+ t)K(t)dt +
1

π

∫ π

0

f(x− t)K(t)dt

=
1

π

∫ π

0

(f(x+ t) + f(x− t))K(t)dt .

�

Para el 
aso de nú
leos pares, se tiene una expresión simple

para el primer momento trigonométri
o.

Proposi
ión 1.3.2. Si un polinomio trigonométri
o par Pn

tiene la presenta
ión

Pn(t) =
1

2
+

n∑

k=1

ρk,n cos(kt), t ∈ R,

enton
es

T (Pn, 2) = 2(1− ρ1,n),

donde T (Pn, 2) es el momento trigonométri
o de orden 2 (ver
(1.1)).

Demostra
ión. Considerando las rela
iones de ortogonali-

dad y (1.4) obtenemos

T (Pn, 2) =
2

π

∫ π

−π

(1− cos t)

(
1

2
+

n∑

k=1

ρk,n cos(kt)

)
dt

=
2

π

∫ π

−π

(
1

2
− ρ1,n cos2(t)

)
dt

= 2− ρ1,n
2

π

∫ π

−π

1 + cos(2t)

2
dt

= 2(1− ρ1,n) .

�

En la Proposi
ión siguiente, hemos in
luido la desigual-

dad (1.20) para ilustrar las 
ondi
iones que ne
esitaremos más

adelante. Además, se ha
e evidente que, para su
esiones 
ua-

lesquiera de nú
leos positivos no podemos obtener un estima-

do del orden O(n−4).
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Para el momento algebrai
o de orden 4 de un polinomio

par y positivo Pn, en [6, p. 69℄ se dio el estimado

A(Pn, 4) ≤ π4

(
1− ρ1,n −

1

4
(1− ρ2,n)

)
.

En la Proposi
ión 1.3.3 damos un estimado ligeramente mejor.

Proposi
ión 1.3.3. Si

Pn(x) = 1 +

n∑

k=1

ρk,n cos(kx) (1.13)

es un polinomio positivo, enton
es

A(Pn, 4) ≤ π4

2

(
1− ρ1,n −

1

4
(1− ρ2,n)

)
.

Demostra
ión. Considerando la desigualdad (se obtiene de

(1.3))

t

π
≤ sin

t

2
, t ∈ [0, π],

se tiene que

1

π

∫ π

0

t4Pn(t)dt =
1

π

∫ π

0

(
π
2

π

t

2

)4

Pn(t)dt

≤ π3

∫ π

0

(
sin

t

2

)4

Pn(t)dt

= π3

∫ π

0

(
1− cos t

2

)2

Pn(t)dt

=
π3

4

∫ π

0

(
1− 2 cos t + cos2 t

)
Pn(t)dt

=
π3

4

∫ π

0

(
1− 2 cos t +

1 + cos 2t

2

)
Pn(t)dt

=
π4

8π

∫ π

−π

(
3

2
− 2 cos t +

cos 2t

2

)
Pn(t)dt
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=
π4

8

(
3

2
− 2ρ1,n +

ρ2,n
2

)

=
π4

8

(
2(1− ρ1,n)−

1

2
(1− ρ2,n)

)
.

�

1.3.1. Nú
leos de Ja
kson

Re
ordemos que para n, p ∈ N y x ∈ R \ kπ, (k ∈ Z), el

nú
leo de Ja
kson se de�ne 
omo

Jn,p(x) =
1

λ0,n(p)

(
sin(nx/2)

sin(x/2)

)2p

, (1.14)

donde λ0,n(p) se toma de la 
ondi
ión

1

π

∫ π

−π

Jn,p(t) dt = 1.

En el Teorema siguiente presentamos un sumario de algu-

nos de los resultados que Matsuoka muestra en [13, Proposi-

tion B℄.

Teorema 1.3.4. (i) Para 
ada entero positivo p

(2p− 1)!

2

(
sin(nt/2)

sin(t/2)

)2p

=
1

2
r0,n(p) +

p(n−1)∑

k=1

rk,n(p) cos(kt)

donde

rk,n(p) =

p∑

i=1

(−1)p+i+1

(
2p

p− i

) 2q+1∏

j=1

(k − in+ q − j),


on 0 ≤ k ≤ n+ p− 1.

(ii) Se tiene que

r0,n(p)ρk,n = rk,n(p),
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1− ρ1,n(p) =
r0,n(p)− r1,n(p)

r0,n(p)
,

y

1− ρ2,n(p) =
r0,n(p)− r2,n(p)

r0,n(p)
.

Estamos interesados en el 
aso parti
ular p = 2. Por ello,
en lo que sigue, pondremos

Jn(x) =
3

2n(2n2 + 1)

(
sin(nx/2)

sin(x/2)

)4

(1.15)

= 1 +

2n−2∑

k=1

ρk,n cos(kx),

donde

ρ1,n = 1− 3

2n2 + 1

(ver [6, p. 60℄ o [14, p. 80 - 81℄).

Para el 
ál
ulo de los 
oe�
ientes ρk,n, Matsuoka presenta

sus resultados de forma general, pero nosotros los ne
esitamos

de una manera más 
on
reta, 
omo en la proposi
ión siguiente.

Proposi
ión 1.3.5. Si ρ1,n(2) y ρ2,n(2) son los primeros 
oe-

�
ientes del nú
leo de Ja
kson Jn en la representa
ión (1.15),
se tiene que

1− ρ1,n(2) =
3

1 + 2n2
=

3

2n2
− 3

2n2(1 + 2n2)

y

1− ρ2,n(2) =
12n− 9

n(1 + 2n2)
=

6

n2
− 9n+ 6

n2(1 + 2n2)
.

Demostra
ión. Sabemos que

r0,n(2) = 4(1− n)(−n)(−1 − n)− (1− 2n)(−2n)(−1 − 2n)

= n
(
4(1− n2)− 2(1− 4n2)

)
= 2n(1 + 2n2),



20 Capítulo 1. Resultados auxiliares

r1,n(2) = 4(2− n)(1− n)(−n)− 2(1− n)(1− 2n)(−2n)

= 4n(n− 1)
(
2− n− 1 + 2n

)
= 4n(n− 1)(1 + n)

y

r2,n(2) = 4(3− n)(2− n)(1− n)− 2(3− 2n)(1− n)(1− 2n)

= 2(1− n)
(
12− 10n+ 2n2 − 3 + 8n− 4n2

)

= 2(1− n)
(
9− 2n− 2n2

)
.

Luego

1− ρ1,n(2) =
2n(1 + 2n2)− 4n(n− 1)(1 + n)

2n(1 + 2n2)

=
1 + 2n2 − 2(n2 − 1)

1 + 2n2
=

3

1 + 2n2

=
3

2n2
+

3

1 + 2n2
− 3

2n2
=

3

2n2
− 3

2n2(1 + 2n2)

=
3

2n2
− 3

4n4
− 3

2n2(1 + 2n2)
+

3

4n4

=
3

2n2
− 3

4n4
+

3

4n4(1 + 2n2)

y

1− ρ2,n(2) =
2n(1 + 2n2) + 2(n− 1)(9− 2n− 2n2)

2n(1 + 2n2)

=
n(10− 2n)− (9− 2n− 2n2)

n(1 + 2n2)

=
6

n2
+

12n− 9

n(1 + 2n2)
− 6

n2

=
6

n2
+

12n2 − 9n− 6− 12n2

n2(1 + 2n2)

=
6

n2
− 9n+ 6

n2(1 + 2n2)
.



1.3. Nú
leos 
lási
os 21

�

En la Proposi
ión 1.3.6, las igualdades (1.18) y (1.19) se

pueden obtener de los resultados de Matsuoka en [13℄ (la iden-

tidad (1.18) está implí
itamente 
ontenida en [6, p. 60℄). Ca-

be men
ionar que los 
ál
ulos de Matsuoka son 
ompli
ados.

Aquí presentamos una demostra
ión más simple de (1.19) ba-

sada en las identidades trigonométri
as

2
(
sin

t

2

)2
= 1− cos(t) y 2 cos2 t = 1 + cos(2t). (1.16)

Proposi
ión 1.3.6. Si n ∈ N y Jn es el nú
leo de Ja
kson

(1.15), enton
es

1

π

∫ π

−π

Jn(t)dt = 1, (1.17)

1

π

∫ π

−π

(
2 sin

t

2

)2

Jn(t)dt =
3

1 + 2n2
(1.18)

y

1

π

∫ π

−π

(
2 sin

t

2

)4

Jn(t)dt =
18

n(1 + 2n2)
. (1.19)

Demostra
ión. Se sabe (ver [14, p. 81℄ o [6, p. 60℄) que

1

π

∫ π

−π

(
sin(nt/2)

sin(t/2)

)4

dt =
2n(2n2 + 1)

3
.

Usando, (1.16), se tiene que

1

π

∫ π

−π

(
2 sin

t

2

)4

Jn(t)dt

=
3

2n(2n2 + 1)

1

π

∫ π

−π

(
2 sin

t

2

)4(
sin(nt/2)

sin(t/2)

)4

dt

=
3

2n(2n2 + 1)

1

π

∫ π

−π

(
2 sin(nt/2)

)4
dt
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=
6

n(2n2 + 1)

1

π

∫ π

−π

(
1− cos(nt)

)2
dt

=
6

n(2n2 + 1)

1

π

∫ π

−π

(
1− 2 cos(nt) +

1 + cos(2nt)

2

)
dt

=
18

n(2n2 + 1)
.

�

Para el 
aso parti
ular en que Pn(t) = Jn,2 (nú
leo de

Ja
kson) se tiene que

1

π

∫ π

0

t4Pn(t)dt ≤ π4

16

9

n(1 + 2n2)
. (1.20)

Para el 
aso de los nú
leos de Ja
kson utilizamos la Pro-

posi
ión 1.3.5 para obtener la igualdad

1− ρ1,n(2)−
1

4
(1− ρ2,n(2)) =

3

1 + 2n2
− 12n− 9

4n(1 + 2n2)

=
1

1 + 2n2

(
3− 12n− 9

4n

)

=
1

1 + 2n2

(
12n− 12n+ 9

4n

)

=
9

4n(1 + 2n2)
.

1.3.2. Nú
leo de Féjer

El nú
leo de Féjer-Korovkin se de�ne 
omo

Kn(x) =
2 sin2(π/(n+ 2))

n+ 2

(
cos((n+ 2)x/2)

cos(π/(n+ 2))− cosx

)2

,

si x 6= ±π/(n+ 2) + 2jπ y

Kn(x) =
n+ 2

2
, si x = ± π

(n + 2)
+ 2jπ, j ∈ Z.
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Se 
ono
e que ( [6, p. 79 - 80℄) Kn se puede es
ribir en la

forma

Kn(x) = 1 + 2

n∑

k=1

ρk,n cos(kx)

donde

ρk,n =
1

2(n+ 2) sin(π/(n+ 2))

×
(
(n− k + 3) sin

k + 1

n + 2
π − (n− k + 1) sin

k − 1

n+ 2
π

)
.

El nú
leo de La Vallée Poussin se de�ne 
omo

Vn(x) =
(n!)2

(2n)!

(
2 cos

x

2

)2n
.

Se puede veri�
ar que este nú
leo se puede es
ribir en la forma

Vn(x) = 1 + 2
n∑

k=1

(n!)2

(n− k)!(n+ k)!
cos(kx),

(ver [6, p. 112℄).

Para un número n ∈ N �jo, el Nú
leo de Féjer de orden n
es la fun
ión 2π-periódi
a de�nida por

Fn(t) =
1

2n

(sin nt/2)2

(sin t/2)2
t ∈ (0, 2π) (1.21)

y Fn(0) = n.
Para un número n ∈ N �jo, se de�ne el nú
leo de Diri
hlet

por

Dn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

cos kx

=
sin((2n+ 1)t/2)

sin t/2
t 6= 2jπ, j ∈ Z (1.22)

y Dn(2jπ) = 2n+ 1. Además de�nimos D0(t) = 1.
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Proposi
ión 1.3.7. Fijemos n ∈ N.

Fn(t) =
1

2n

n−1∑

k=0

Dk(x) =
1

2
+

n−1∑

k=1

(
1− k

n

)
cos(kt). (1.23)

Demostra
ión. Considerando la identidad

2 sin a sin b = cos(a− b)− cos(a+ b) (1.24)

y (1.22), obtenemos

1

n

n−1∑

k=0

Dk(x) =
1

n sin(t/2)

n−1∑

k=0

sin((2k + 1)t/2)

=
1

n sin2(t/2)

n−1∑

k=0

sin((2k + 1)t/2) sin(t/2)

=
1

2n sin2(t/2)

n−1∑

k=0

[cos(kt)− cos(k + 1)t]

=
1

2n sin2(t/2)
[1− cos(nt)]

=
1

2n sin2(t/2)
2 sin2(nt/2)

= Fn(x).

Por otro lado

1

n

n−1∑

k=0

Dk(t) =
1

n

n−1∑

k=0

(
1 + 2

k∑

j=1

cos(jt)

)

= 1 + 2

n−1∑

k=0

(
1− k

n

)
cos(kt).

�
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1.3.3. Nú
leos de La Vallée Poussin

Para n > m, se de�ne el nú
leo de La Vallée Poussin de

orden n por

Vm,n(f, x) =
1

n−m

n−1∑

k=m

D k(f, x), (1.25)

donde D k es el nú
leo de Diri
hlet.

Para f ∈ L1
2π, el operador de La Vallée Poussin se de�ne


omo

Vm,n(f, x) =
1

2π

∫ π

−π

f(x− t)Vm,n(t)dt.

El resultado siguiente es 
ono
ido, y hemos in
luido la

demostra
ión para bene�
io del le
tor.

Proposi
ión 1.3.8. Para n > m se tiene

Vm,n(t) =
1

n−m

cos(mt)− cos(nt)

2 sin2(t/2)

= Dm(t) +
n

n−m

n−1∑

k=m+1

(
1− k

n

)
cos kt. (1.26)

Demostra
ión. Si 
onsideramos que

Dm+k(t) = Dm(t) + cos(m+ 1)t+ . . .+ cos(m+ k)t,

enton
es

Vm,n(t) = Dm(t) +
1

n−m

n−m−1∑

k=1

k∑

j=1

cos((m+ j)t)

= Dm(t) +
1

n−m

n−m−1∑

k=1

(n−m− k) cos((m+ k)t)

= Dm(t) +
1

n−m

n−1∑

k=m+1

(n− k) cos(kt).
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Podemos es
ribir Vm,n en términos del nú
leo de Féjer.

Puesto que

Vm,n(x) =
1

n−m

(
n−1∑

k=0

D k(x)−
m−1∑

k=0

D k(fx)

)

=
1

n−m
(nFn(t)−mFm−1(t))

=
1

n−m

sin2(nt/2)− sin2(mt/2)

sin2(t/2)

=
1

n−m

cos(mt)− cos(nt)

2 sin2(t/2)
.

�

El nú
leo de Ja
kson-de La Vallée Poussin se de�ne 
omo

Nn(x) =
2 + cosx

2n3

(
sin(nx/2)

sin(x/2)

)4

.

Se veri�
a que este es un nú
leo par trigonométri
o positivo

de grado 2n−1. Se 
umple también que ( [6, p. 131 y p. 205℄)

Nn(x) = 1 +
2n−1∑

k=1

ρk,n cos(kx),

donde

ρk,n = 1− 3

2

(
k

n

)2

+
4

4

(
k

n

)3

, 1 ≤ k ≤ n− 1

y

ρk,n =
1

4

(
2− k

n

)3

, n ≤ k ≤ 2n− 1
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1.4. Sobre el operador Mn

En esta se

ión Pn denotará una 
ole

ión �ja de nú
leos

pares positivos, γ1 y γ2 serán números reales, mientras que a1
y a2 denotarán números naturales tales que 1 ≤ a1 < a2.

Notemos que el sistema

γ1 + γ2 = 1 (1.27)

γ1
a21

+
γ2
a22

= 0. (1.28)

tiene las solu
iones úni
as

γ1 = − a21
a22 − a21

y γ2 =
a22

a22 − a21
.

En parti
ular

γ1
a1

+
γ2
a2

=
1

a1 + a2
.

Fijemos una 
ole

ión {Pn} de nú
leos pares positivos:

Pn(x) =
1

2
+

m(n)∑

k=1

ρk,n cos(kx), (1.29)

donde m(·) denota una apli
a
ión 
re
iente m : N → N.
A 
ada nú
leo Pn se le aso
ia el operador lineal positivo

Ln(f, x) =
1

π

∫ π

−π

f(x− t)Pn(t) dt. (1.30)

Dado el nú
leo Pn y números a1, a2, γ1 y γ2 que satisfa
en
las e
ua
iones (1.27) y (1.28), de�nimos un operador mediante

la expresión

Mn(f, x) = γ1Lna1(f, x) + γ2Lna2(f, x). (1.31)

Vogt veri�
ó que, si se quiere aproximar por los operado-

res (1.31) bajo las 
ondi
iones (1.27)-(1.28), enton
es algunos
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de los nú
leos 
lási
os utilizados en teoría de aproxima
ión

mediante operadores lineales positivos no son ade
uados. Por

ejemplo, los nú
leos de Féjer-Korovkin y los nú
leos de Boh-

man son apropiados. Sin embargo, se pueden utilizar los nú-


leos de Ja
kson y de Ja
kson-de La Vallée-Poussin (
on pa-

rámetro p ≥ 3). Los nú
leos de La Vallée Poussin se pueden

utilizar, pero no dan la velo
idad óptima de 
onvergen
ia.

La Proposi
ión siguiente ilustra la importan
ia de la 
on-

di
ión γ1 + γ2 = 1 que surge en la 
onstru

ión de las 
ombi-

na
iones lineales.

Proposi
ión 1.4.1. Si para 
ada n ∈ N el operador Ln de-

�nido en (1.30) preserva las 
onstantes, enton
es el operador

Mn de�nido en (1.31) preserva las 
onstantes. Además, si

denotamos

ek(t) = cos(kt),

para 0 ≤ k ≤ m(na1), enton
es

Mn(ek, x) = (γ1 ρk,na1 + γ2ρk,na2) cos(kx).

Demostra
ión. El he
ho de que Mn �ja las 
onstantes es

inmediato a partir de la 
ondi
ión γ1+γ2 = 1. Para la segunda
parte 
onsideramos la identidad trigonométri
a

cos(k(x− t)) = cos(kx) cos(kt) + sin(kx) sin(kt)

y la ortogonalidad del sistema de fun
iones

{1, sin t, cos t, . . . , sin(nt), cos(nt), · · ·
}
,

para n ∈ N.
Se sigue de (1.27) y de la de�ni
ión de los operadores Mn

que

Mn(ek, x) = γ1
1

π

∫ π

−π

cos k(x− t)Pna1(t) dt

+γ2
1

π

∫ π

−π

cos k(x− t)Pna2(t) dt
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=

(
γ1 ρk,na1

1

π

∫ π

−π

cos2(kt) dt

+γ2ρk,na2
1

π

∫ π

−π

cos2(kt) dt

)
cos(kx)

= (γ1 ρk,na1 + γ2ρk,na2) cos(kx).

�

Anteriormente 
onsideramos parámetros de�nidos por las

e
ua
iones (1.27) y (1.28).Posteriormente se ilustra que las

e
ua
iones más simples

γ1 + γ2 = 1 (1.32)

γ1
a1

+
γ2
a2

= 0, (1.33)

pueden no 
ondu
ir a operadores nuevos. Nótese que, dados

enteros positivos a1 y a2, 
on a1 < a2, el sistema anterior tiene

las solu
iones

γ1 = − a1
a2 − a1

y γ2 =
a2

a2 − a1
.

En el Teorema siguiente se muestra que, si utilizamos el

nú
leo de Féjer, al ha
er 
ombina
iones lineales puede que no

se obtegan nuevos operadores.

Teorema 1.4.2. Fijemos a1, a2 ∈ N, 
on a1 < a2. Si γ1 y γ2
son las solu
iones del sistema (1.32)−(1.33), Fn es el nú
leo

de Féjer, n ∈ N y

Mn(f, x) = γ1Lna1(f, x) + γ2 Lna2(f, x),

donde Ln es el operador de�nido en (1.29) 
on Pn = Fn,
enton
es Ln es un operador de La Vallée Poussin.

Teorema 1.4.3. Sea a1, a2 ∈ N, 
on a1 < a2,

γ1 = − a1
a2 − a1

y γ2 =
a2

a2 − a1

Si m,n ∈ N (m < n) y Fm,n es operador de La Vallée

Poussin, se tiene que, para 1 ≤ k ≤ na1,

Mn(ek, x) = cos(kx).



30 Capítulo 1. Resultados auxiliares

Demostra
ión. Nótese que γ1 + γ2 = 1 y

γ1
a1

+
γ2
a2

= 0.

Según (1.22), para 1 ≤ k ≤ m

ρk,n = 1,

y según (1.26), se tiene que, para m+ 1 ≤ k ≤ n,

ρk,n =
n

n−m

(
1− k

n

)
.

Considerando la Proposi
ión 1.4.1 para 1 ≤ k ≤ m, obte-

nemos que

Mn(ek, x) = (γ1 ρk,na1 + γ2ρk,na2) cos(kx)

= (γ1 + γ2) cos(kx) = cos(kx).

Por otro lado, para m+ 1 ≤ k ≤ na1, obtenemos que

Mn(ek, x) = (γ1 ρk,na1 + γ2ρk,na2) cos(kx)

=

(
γ1

na1
na1 −m

(
1− k

na1

)

+γ2
na2

na2 −m

(
1− k

na2

))
cos(kx)

=

(
γ1 + γ2 −

k

n

(
γ1
a1

+
γ2
a2

))
cos x = cos(kx).

�



Capítulo 2

Combina
iones de Ja
kson


on dos términos

En este 
apítulo 
onstruimos una 
ombina
ion lineal de

dos términos usando nú
leos de Ja
kson, y se dan estimados

en términos del módulo de 
ontinuidad.

2.1. Combina
iones a dos términos y


lase S(τ,µ)

El interés por las 
lases S(τ,µ)
se expli
a en el Teorema

2.1.2. Ne
esitamos una observa
ión previa.

Proposi
ión 2.1.1. Dados a1, a2 ∈ N, 
on a1 < a2, el siste-
ma de e
ua
iones

γ1 + γ2 = 1 (2.1)

γ1
a21

+
γ2
a22

= 0. (2.2)

tiene las solu
iones úni
as

γ1 = − a21
a22 − a21

y γ2 =
a22

a22 − a21
.

31
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iones de Ja
kson 
on dos términos

En parti
ular

γ1
a41

+
γ2
a42

= − 1

a21 a
2
2

. (2.3)

Demostra
ión La primera a�rma
ión se veri�
a mediante

una sustitu
ión dire
ta. Para (2.3) nótese que

γ1
a41

+
γ2
a42

=
1

a21 a
2
2

(
− a22
a22 − a21

+
a21

a22 − a21

)
= − 1

a21 a
2
2

. �

Teorema 2.1.2. Sea {Pn} una su
esión en la 
lase S(2,2)
, 
on

Pn dado por (7).
Fijemos a1, a2 ∈ N (a1 < a2) y números γ1 y γ2 que satis-

fagan las e
ua
iones (2.1) y (2.2).
Si Ln es el operador de 
onvolu
ión aso
iado al nú
leo Pn,

el nú
leo Mn del operador

Mn = γ1 Lna1 + γ2Lna2

puede ser es
rito en la forma

Mn(x) = 1 +

na2∑

k=1

σk,n cos(kx),

donde

1− σn,k =
1

a21a
2
2

ψ2(k)

n4
+O

(
1

n5

)
, 1 ≤ k ≤ na1,

y ψ2 es la fun
ión dada en (8).

Demostra
ión. Se sigue de (7), (8) (µ = 2) y (2.3) que,

para 1 ≤ k ≤ na1,
σk,n = γ1ρk,na1 + γ2ρk,na2

= γ1 − γ1

2∑

j=1

(−1)j+1 ψj(k)

(a1n)2 j

+γ2 − γ2

2∑

j=1

(−1)j+1 ψj(k)

(a2n)2 j
+O

(
1

n5

)
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= 1− ψ1(k)

n2

(
γ1
a21

+
γ2
a22

)
+
ψ2(k)

n4

(
γ1
a41

+
γ2
a42

)
+O

(
1

n5

)

= 1− 1

a21a
2
2

ψ2(k)

n4
+O

(
1

n5

)
.

�

2.2. Combina
iones 
on nú
leos

de Ja
kson

A 
ontinua
ión presentamos un estimado de la norma del

operadorMn, y posteriormente en el Teorema 2.2.2 apli
amos

el resultado del Teorema 2.1.2 para el 
aso parti
ular de los

nú
leos de Ja
kson.

Teorema 2.2.1. Si n ∈ N y Mn : C2π → C2π se de�ne 
omo

Mn = γ1Lna1 + γ2Lna2, enton
es:

‖Mn‖ ≤ a21 + a22
a22 − a21

.

Demostra
ión. Para x ∈ R y 
ada f ∈ C2π, se tiene que

|Mn(f, x)|

≤ ‖f‖
(
|γ1|

1

π

∫ π

π

Jna1(t)dt+ |γ2|
1

π

∫ π

π

Jna2(t)dt

)

≤ ‖f‖(|γ1|+ |γ2|)

≤ ‖f‖
(

a21
a22 − a21

+
a22

a22 − a21

)

= ‖f‖a
2
1 + a22
a22 − a21

.

�
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kson 
on dos términos

Teorema 2.2.2. Para 
ada n ∈ N, sea

Pn(x) = Jn(x),

donde Jn es el nú
leo de Ja
kson de�nido en (1.15).
Fijemos a1, a2 ∈ N (a1 < a2) y números γ1 y γ2 que satis-

fagan las e
ua
iones (2.1) y (2.2).
Sea Ln el operador de 
onvolu
ión aso
iado al nú
leo Pn

y de�namos

Mn = γ1 Lna1 + γ2 Lna2 . (2.4)

Si g ∈ C4
2π, enton
es

‖Mn(g)− g‖ ≤ 6

(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)
‖g(2)‖

+
1

(a2 − a1)

1

n(1 + 2a21n
2)

(
3π3‖g(2)‖

112
+

3π4‖g(4)‖
64

)
.

Demostra
ión. Según las e
ua
iones (2.1), (5) y la Propo-

si
ión 1.3.1 podemos es
ribir

Mn(g, x)− g(x)

= γ1 Lna1(g, x) + γ2 Lna2(g, x)− γ1g(x)− γ2g(x)

= γ1

(
1

π

∫ π

−π

g(x− t)Pna1(t)dt− g(x)

)

+γ2

(
1

π

∫ π

−π

g(x− t)Pna2(t)dt− g(x)

)

= γ1

(
1

π

∫ π

0

(g(x+ t)− 2g(x) + g(x− t))Pna1(t)dt

)

+ γ2

(
1

π

∫ π

0

(g(x+ t)− 2g(x) + g(x− t))Pna2(t)dt

)
.

Ahora podemos apli
ar la Proposi
ión 1.1.1 y utilizar las

nota
iones para los momentos trigonométri
os T (·, 2) (ver la
de�ni
ión (1.1)), para obtener la representa
ión

Mn(g, x)− g(x) =
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=
γ1
π

∫ π

0

(
2

3
g(2)(x)

(
2 sin

t

2

)2

+
2

3
g(2)(x)

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
))

Pna1(t)dt

+
γ1
π

∫ π

0

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)g(4)(v) dv

)
du dsPna1(t)dt

+
γ2
π

∫ π

0

(
2

3
g(2)(x)

(
2 sin

t

2

)2

+
2

3
g(2)(x)

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
))

Pna2(t)dt

+
γ2
π

∫ π

0

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)g(4)(v) dv

)
du dsPna2(t)dt

=
γ1
3π

(
T (Pna1 , 2) +

1

π

∫ π

−π

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)
Pna1(t)dt

)
g(2)(x)

+
γ1
π

∫ π

0

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)g(4)(v) dv

)
du dsPna1(t)dt

+
γ2
3π

(
T (Pna2, 2) +

1

π

∫ π

−π

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)
Pna2(t)dt

)
g(2)(x)

+
γ2
π

∫ π

0

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)g(4)(v) dv

)
du dsPna2(t)dt

=
1

3π

(
γ1T (Pna1, 2) + γ2T (Pna2 , 2)

)
g(2)(x)

+
1

3π

1

π

∫ π

−π

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)(

γ1Pna1(t) + γ2Pna2(t)
)
dtg(2)(x)

+
1

π

∫ π

0

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)g(4)(v) dv

)
du ds
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(
γ1Pna1(t) + γ2Pna2(t)

)
dt.

= I1 + I2 + I3.

Si 
onsideramos las Proposi
iones 1.3.2 y 1.3.5, sabemos

que

γ1T (Pna1, 2) + γ2T (Pna2, 2)

= 2
(
γ1(1− ρna1) + γ2(1− ρna2)

)

= 2γ1

(
3

2a21n
2
− 3

2a21n
2(1 + 2a21n

2)

)

+2γ2

(
3

2a22n
2
− 3

2a22n
2(1 + 2a22n

2)

)

=
3

n2

( γ1
a21(1 + 2a21n

2)
− γ2
a22(1 + 2a22n

2)

)

=
1

(a22 − a21)

3

n2

( 1

1 + 2a21n
2
− 1

1 + 2a22n
2

)

=
1

(a22 − a21)

3

n2

2n2(a22 − a21)

(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)

=
6

(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)
.

Para a
otar I2, utilizamos las Proposi
iones 1.1.2 y 1.3.3.

Esto nos da la estima
ión:

∣∣∣∣∣
1

3π

(
1

π

∫ π

−π

(
t2 −

(
2 sin

t

2

)2
)(

γ1Pna1(t) + γ2Pna2(t)
)
dt

)∣∣∣∣∣

≤ 1

3π

(
1

π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣t
2 −

(
2 sin

t

2

)2
∣∣∣∣∣ | γ1 | Pna1(t)dt

)
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+
1

3π

(
1

π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣t
2 −

(
2 sin

t

2

)2
∣∣∣∣∣ | γ2 | Pna2(t)dt

)

≤ 1

42π

( | γ1 |
π

∫ π

−π

t4Pna1(t)dt+
| γ2 |
π

∫ π

−π

t4Pna2(t)
)
dt

)

=
1

21π

( | γ1 |
π

∫ π

0

t4Pna1(t)dt+
| γ2 |
π

∫ π

0

t4Pna2(t)
)
dt

)

≤ 3π3

112

( | γ1 |
a1 n(1 + 2a21n

2)
+

| γ2 |
a2 n(1 + 2a22n

2)

)

=
3π3

112

1

n(a22 − a21)

(
a1

1 + 2a21n
2
+

a2
1 + 2a22n

2

)

≤ 3π3

112

1

(a2 − a1)

1

n(1 + 2a21n
2)
.

Para estimar el último término 
onsideramos la Proposi-


ión 1.1.3 y utilizamos nuevamente la e
ua
ión (1.20). Con

ella obtenemos que

∣∣∣∣
1

π

∫ π

0

∫ t

0

∫ s

−s

(∫ x+u

x

(x+ u− v)g(4)(v) dv

)
du ds

(
γ1Pna1(t) + γ2Pna2(t)

)
dt
∣∣∣

≤ ‖g(4)‖
12π

∫ π

0

t4
(
| γ1 | Pna1(t)+ | γ2 | Pna2(t)

)
dt

≤ 3π4‖g(4)‖
64

( | γ1 |
a1 n(1 + 2a21n

2)
+

| γ2 |
a2 n(1 + 2a22n

2)

)
.

�

Podemos utilizar la Proposi
ión 1.2.1 para extender el teo-

rema anterior al 
aso de fun
iones 
ontinuas.
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Teorema 2.2.3. Para 
ada n ∈ N, sea

Pn(x) = Jn(x),

donde Jn es el nú
leo de Ja
kson.

Fijemos a1, a2 ∈ N (a1 < a2), números γ1, γ2 y sean Ln y

Mn de�nidos 
omo en el teorema anterior.

Si f ∈ C2π, enton
es

‖Mn(f)− f‖

≤ (
2a22

a22 − a21
)
1

6
ω4(f, 4h) +

10

(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)h2
ω2(f, h)

+
1

(a2 − a1)

1

n(1 + 2a21n
2)

(
5π3

112h2
ω2(f, h) +

5π4

64h4
ω4(f, h)

)
.

Demostra
ión. Nótese que

‖Mn(f)− f‖ ≤ ‖Mn(f − fh)‖+ ‖fh − f‖+ ‖Mn(fh)− fh‖

≤ (1 + ‖Mn‖)‖f − fh‖+ ‖Mn(fh)− fh‖

≤ (
2a22

a22 − a21
)
1

6
ω4(f, 4h) +

6

(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)
‖f (2)

h ‖

+
1

(a2 − a1)

1

n(1 + 2a21n
2)

(
3π3‖f (2)

h ‖
112

+
3π4‖f (4)

h ‖
64

)

= (
2a22

a22 − a21
)
1

6
ω4(f, 4h)+

10

(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)h2
ω2(f, h)

+
1

(a2 − a1)

1

n(1 + 2a21n
2)

(
5π3

112h2
ω2(f, h) +

5π4

64h4
ω4(f, h)

)
.

�



Capítulo 3

Operadores dis
retos

En esta se

ión 
onstruimos una familia de operadores dis-


retos aso
iados a los estudiados en el 
apítulo anterior.

Convengamos en de
ir que un operador no es dis
reto si

para su 
ómputo se ne
esita 
ono
er un 
antidad al menos

numerable de valores de las fun
iones. En 
aso 
ontrario, di-

remos que el operador es dis
reto.

El interés que tenemos en estudiar el 
aso dis
reto viene

dado porque en el 
aso estudiado en [3℄, los datos a partir de

los 
uales se re
onstruyen los aproximantes 
orresponden a un

número �nito de medi
iones.

Existen resultados que nos permiten pasar de operadores


ontinuos a dis
retos (ver [1℄). En algunos de ellos se tienen


onstru

iones que son equivalentes a los operadores origina-

les. La equivalen
ia se entiende en el sentido de que existen


onstantes C1 y C2 (independientes de n y f) tales que

C1‖f − Lnf‖ ≤ ‖f −Mnf‖ ≤ C2‖f − Lnf‖,
donde {Mn} es una su
esión de operadores lineales no dis-


retos, Ln es una dis
retiza
ión de Mn. Hay dos razones por

las 
uales estos resultados no son satisfa
torios para los estu-

dios que realizamos aquí. En primer lugar, en ellos no se dan

estimados de las 
onstantes involu
radas. En segundo lugar,

para lograr resultados inversos los operadores dis
retos no se


onstruyen 
on nodos equidistantes.
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retos

La dis
retiza
ión de los operadores utilizando nú
leos de

Ja
kson, se ha estudiado antes,(ver, por ejemplo, [2℄ y [3℄). La

diferen
ia entre nuestro trabajo y la dis
retiza
ión propuesta

por Bojani
 y Shisha en [2℄, es que ellos sólo dan estimados

en términos del primer módulo de 
ontinuidad. Nosotros pre-

sentamos unos estimados diferentes.

Al igual que en el 
apítulo anterior, 
onsideramos números

γ1, γ2 ∈ R y n,N, a1, a2 ∈ N, (a1 < a2), 
on N, a1 y a2 �jos.

Ahora agregamos la 
ondi
ión

(n− 1)a2 ≤ N − 3. (3.1)

Para n ∈ N (n ≥ 2), x ∈ [0, 2π] y para 
ada fun
ión

f ∈ C2π, de�nimos

Ln,N(f, x) =
1

N

N−1∑

j=0

f(xj,N)
(
γ1Jna1(xj,N − x)

+γ2Jna2(xj,N − x)
)
, (3.2)

donde los nodos xj,N se de�nen 
omo en (2).

Nótese que Ln,N es un polinomio trigonométri
o de grado

no mayor que (n− 1)a2. Luego,

Ln,N(f) : C2π −→ T(n−1)a2 ⊂ C2π (3.3)

es un operador lineal que puede 
onsiderarse 
omo una dis
re-

tiza
ión de (2.4) (
on p = s = 2). Según lo anterior, se sabe

que no podemos lograr un orden de aproxima
ión O(n−2).
Si queremos obtener una aproxima
ión de orden mayor que

O(n−2) usando operadores de la forma

Un,p(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x− t)

(
s∑

k=1

αkInbk,p(t)

)
dt, (3.4)

enton
es debemos tomar p ≥ 3 (ver [19, Se
tion 6.1℄).



3.1. Algunas propiedades de Ln,N 41

3.1. Algunas propiedades de Ln,N

Re
ordemos que (ver [8, p. 131℄), si xj,N = 2jπ/N donde

(0 ≤ j ≤ N − 1), enton
es

1

2π

∫ 2π

0

T (t)dt =
1

N

N−1∑

j=0

T (xj,N) , (3.5)

para todo T ∈ TN−1.

Teorema 3.1.1. Si (n− 1)a2 ≤ N − 1 y el operador

Ln,N : C2π → C2π

está dado por (3.7), enton
es

‖Ln,N‖ ≤ a21 + a22
2(a22 − a21)

.

Demostra
ión. Si f ∈ C2π y x ∈ R, tomando en 
uenta

(3.5) y (1.17), se tiene que

| Ln,N(f, x) |

≤ ‖f‖
N

N−1∑

j=0

(
| γ1 | Jna1(xj,N − x) + γ2Jna2(xj,N − x)

)

= ‖f‖
(
| γ1 |

1

2π

∫ π

−π

Jna1(t) dt+ γ2
1

2π

∫ π

−π

Jna2(t) dt

)

=
1

2
‖f‖ (| γ1 | +γ2) =

1

2
‖f‖

(
a21

a22 − a21
+

a22
a22 − a21

)

= ‖f‖ a21 + a22
2(a22 − a21)

.

�
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Proposi
ión 3.1.2. Sea Ln,N el operador dado por (3.7) 
on
(n− 1)a2 ≤ N − 2. Para 
ada x ∈ [0, 2π] se tiene

Ln,N

(
sin(t− x), x

)
= 0

y

Ln,N

((
2 sin

t− x

2

)2
, x
)

=
3

2(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)
.

Demostra
ión. Denotemos

Kn(t) = γ1Jna1(t) + γ2Jna2(t).

Sabemos que Kn ∈ T(n−1)a2 . Por lo tanto, a partir de (3.5) y

de la 
ondi
ión (n− 1)a2 ≤ N − 3 < N − 2 tenemos

1

N

N−1∑

j=0

sin
(
xj,N − x

)
Kn

(
xj,N − x

)

=
1

2π

∫ 2π

0

sin
(
t− x

)
Kn(t− x)dt

=
1

2π

∫ 2π

0

sin(t)Kn(t)dt = 0 ,

lo 
ual prueba la primera a�rma
ión.

Para la segunda, usamos (3.5), (1.16) y (1.18) para obtener

Ln,N

((
2 sin

t− x

2

)2
, x
)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
2 sin

t− x

2

)2
Kn(t− x)dt

=
γ1
2π

∫ 2π

0

(
2 sin

t− x

2

)2
Jna1(t− x)dt

+
γ2
2π

∫ 2π

0

(
2 sin

t− x

2

)2
Jna2(t− x)dt



3.2. Estimados en C3
2π 43

=
γ1
2π

∫ 2π

0

(
2 sin

t

2

)2
Jna1(t)dt

+
γ2
2π

∫ 2π

0

(
2 sin

t

2

)2
Jna2(t)dt

= − a21
2(a22 − a21)

3

(1 + 2(na1)2)
+

a22
2(a22 − a21)

3

(1 + 2(na2)2)

=
3

2(a22 − a21)

(
a22

1 + 2(na2)2
− a21

1 + 2(na1)2

)

=
3

2(a22 − a21)

(
a22 + 2a22(na1)

2 − a21 − 2a21(na2)
2)

(1 + 2(na2)2)(1 + 2(na1)2)

)

=
3

2(a22 − a21)

(
a22 − a21

(1 + 2(na1)2)(1 + 2(na1)2)

)

=
3

2(1 + 2(na1)2)(1 + 2(na1)2)
.

�

3.2. Estimados en C3
2π

Para x ∈ [0, 2π] �jo y g ∈ C3
2π, introdu
imos algunas fun-


iones auxiliares:

H1(t, x) = t− x− sin(t− x)− t− x

6

(
2 sin

t− x

2

)2

,

H2(t, x) =
t− x

6

(
2 sin

t− x

2

)2

,

H3(t, x) =
1

2
(t− x)2 − 1

2

(
2 sin

t− x

2

)2
,

H4(t, x) =
1

2

(
2 sin

t− x

2

)2
,

y

H5(t, x) =

∫ t

x

(t− s)
(
g(2)(s)− g(2)(z)

)
ds.
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Ahora, para t ∈ [0, 2π] y i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} sea

Ii(t, x) =






Hi(t, x), si | t− x |≤ π,
Hi(t, x+ 2π), si x < t− π,
Hi(t, x− 2π), si x > t− π.

(3.6)

Proposi
ión 3.2.1. Fijemos x ∈ [0, 2π] y g ∈ C3
2π. Sean

Hi(t, x) (i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}) las fun
iones de�nidas en (3.6).
Para 
ada t ∈ [0, 2π] se tiene

g(t)− g(x) = g′(x)
(
I1(t, x) + I2(t, x) + sin(t− x)

)

+g(2)(x)
(
I3(x, t) + I4(x, t)

)
+ I5(t, x).

Mas aún,

| I1(t, x) |≤
π4

72

(
sin

x− t

2

)4

,

| I2(t, x) |≤
2π

3

∣∣∣∣sin
t− x

2

∣∣∣∣
3

,

| I3(t, x) |≤
π4

24

(
sin

t− x

2

)4

y

| I5(t, x) | ≤
π3

6
‖g(3)‖

∣∣∣∣sin
t− x

2

∣∣∣∣
3

.

Demostra
ión. Notemos que, para 
ada z ∈ R,

g(t) = g(z) + g′(z)(t− z) +

∫ t

z

(t− s)g(2)(s)ds

= g(z) + g′(z)
(
t− z − sin(t− z)− t− z

6

(
2 sin

t− z

2

)2 )

+g′(z) sin(t− z) + g′(z)
t− z

6

(
2 sin

t− z

2

)2

+
1

2
g(2)(z)

(
(t− z)2 −

(
2 sin

t− z

2

)2)
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+
1

2
g(2)(z)

(
2 sin

t− z

2

)2
+

∫ t

z

(t− s)
(
g(2)(s)− g(2)(z)

)
ds.

Si | x− t |≤ π, y tomando z = x obtenemos

g(t)− g(x) =
(
H1(t, x) +H2(t, x) + sin(t− x)

)
g′(x)

+
(
H3(t, x) +H4(t, x) + sin(t− x)

)
g(2)(x) +H5(x, t).

Ahora supongamos que x < t − π. Tomando x = x + 2π
obtenemos

g(t)− g(x) = g(t)− g(x+ 2π)

=
(
H1(t, x+2π)+H2(t, x+2π) + sin(t− x+2π)

)
g′(x+2π)

+
(
H3(t, x+ 2π) +H4(t, x+ 2π) + sin(t− x)

)
g(2)(x+ 2π)

+H5(x+ 2π, t)

=
(
I1(t, x) + I2(t, x) + sin(t− x)

)
g′(x)

+
(
I3(t, x) + I4(t, x) + sin(t− x)

)
g(2)(x) + I5(x, t).

Si x < t − π, se obtiene una identidad similar tomando

z = x− 2π.
Con el �n de estimar | I1(t, x) | 
onsideramos tres 
asos.

Si | t− x |≤ π, usamos la Proposi
ión 1.1.2 para obtener

| I1(t, x) |=| H1(t, x) |

=

∣∣∣∣∣t− x− sin(t− x)− t− x

6

(
2 sin

t− x

2

)2
∣∣∣∣∣

≤ π4

72

(
sin

t− x

2

)4

.

Ahora, supongamos que x < t−π y sea y = x+2π. Nótese
que si 0 ≤ y − t < π, enton
es

| I1(t, x) |=| H1(t, y) |≤
π4

72

(
sin

y − t

2

)4
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=
π4

72

(
sin

x− t

2

)4

.

Si x > t−π, sea z = x−2π. Nótese que si −π ≤ z− t ≤ 0,
enton
es

| I1(t, x) |=| H1(t, z) |≤
π4

72

(
sin

z − t

2

)4

=
π4

72

(
sin

x− t

2

)4

.

Ahora 
onsideremos la fun
ión I2. Si | t−x |≤ π, enton
es

| I2(t, x) |=
∣∣∣∣∣
t− x

6

(
2 sin

t− x

2

)2
∣∣∣∣∣

≤ π

6

∣∣∣∣sin
t− x

2

∣∣∣∣
(
2 sin

t− x

2

)2

.

Si x < t − π, sea y = x + 2π. Dado que 0 ≤ y − t < π,
enton
es

| I2(t, x) |=| I2(t, y) |≤
π

6

∣∣∣∣sin
t− y

2

∣∣∣∣
(
2 sin

t− y

2

)2

=
π

6

∣∣∣∣sin
t− x

2

∣∣∣∣
(
2 sin

t− x

2

)2

.

Una desigualdad similar se obtiene si x > t− π.
Para el estimado de I3 usamos la Proposi
ión 1.1.2. Cuan-

do | t− x |≤ π, 
onsideramos las desigualdades

| I3(t, x) |=
1

2

∣∣∣∣(t− x)2 −
(
2 sin

t− x

2

)2∣∣∣∣ ≤
(t− x)4

24

≤ 1

24

(
π sin

t− x

2

)4

.

Si x < t− π, sea y = x+ 2π. Enton
es

| I3(t, x) |=| H3(t, y) |≤
π4

24

(
sin

t− y

2

)4
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=
π4

24

(
sin

t− x

2

)4

.

Una desigualdad similar se obtiene si x > t− π.
Finalmente, estimamos I5. Si | t− x |≤ π, enton
es

| I5(t, x) |=| H5(t, x) |=
∣∣∣∣
∫ t

x

(t− s)
(
g(2)(s)− g(2)(x)

)
ds

∣∣∣∣

≤ ‖g(3)‖
∣∣∣∣
∫ t

x

(t− s)(s− x)ds

∣∣∣∣ = ‖g(3)‖1
6
| (t− x)3 |

=
4

3
‖g(3)‖

∣∣∣∣
t− x

2

∣∣∣∣
3

≤ π3

6
‖g(3)‖

∣∣∣∣sin
t− x

2

∣∣∣∣
3

.

Los otros 
asos se obtienen de manera análoga. �

Teorema 3.2.2. Para 
ada n ∈ N (n ≥ 5), sea Ln,N el o-

perador dado por (3.7) 
on (n − 1)a2 ≤ N − 3. Si g ∈ C3
2π,

enton
es

‖g − Ln,N(g)‖ ≤ 4√
a1a2 n3/2(a2 − a1)

‖g′‖

+
2

n3a21(a2 − a1)
‖g(2)‖+ 4

√
6√

a1a2 n3/2(a2 − a1)
‖g(3)‖.

Demostra
ión. Fijemos g ∈ C3
2π y x ∈ [0, 2π]. Dado que

γ1+γ2 = 1, tomando en 
uenta las Proposi
iones 3.2.1 y 3.1.2

respe
tivamente, se tiene que

Ln,N(g, x)− g(x) = Ln,N(g, x)− γ1g(x)− γ2g(x)

= Ln,N(g(t)− g(x), x)

= g′(x)Ln,N

(
I1(t, x) + I2(t, x) + sin(t− x), x

)

+g(2)(x)Ln,N

(
I3(x, t) + I4(x, t), x

)
+ Ln,N

(
I5(t, x), x

)

= g′(x)Ln,N

(
I1(t, x) + I2(t, x), x

)
+ g(2)(x)Ln,N

(
I3(x, t), x

)
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+
3g(2)(x)

2(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)
+ Ln,N(I5(t, x), x).

Ahora, usamos las e
ua
iones (3.5), (1.19) y la Proposi-


ión 3.2.1, para obtener

| Ln,N

(
I1(t, x), x

)
|

≤ π4

72

1

N

N−1∑

j=0

(
sin

xj,N − x

2

)4 (
| γ1 | Jna1(xj,N − x)

+ | γ2 | Jna2(xj,N − x)
)

=
π4

72

1

2π

∫ 2π

0

(
sin

t− x

2

)4 (
| γ1 | Jna1(t− x)

+ | γ2 | Jna2(t− x)
)
dt

=
π4

72

1

2π

∫ 2π

0

(
sin

t

2

)4 (
| γ1 | Jna1(t)+ | γ2 | Jna2(t)

)
dt

=
π4

72

1

16

1

2π

∫ 2π

0

(
2 sin

t

2

)4 (
| γ1 | Jna1(t)

+ | γ2 | Jna2(t)
)
dt

=
π4

72

1

32

1

π

∫ 2π

0

(
2 sin

t

2

)4 (
| γ1 | Jna1(t)

+ | γ2Jna2(t)dt
)
dt

=
π4

128

( | γ1 |
na1(1 + 2(na1)2)

+
| γ2 |

na2(1 + 2(na2)2)

)

≤ π4

256

( | γ1 |
(na1)3

+
| γ2 |
(na2)3

)
=

π4

256n3(a22 − a21)

(
1

a1
+

1

a2

)

=
π4

256n3a1a2(a2 − a1)
≤ 44

256n3a1a2(a2 − a1)
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=
1

n3a1a2(a2 − a1)
.

El término 
orrespondiente a I2 se estima 
omo sigue

| Ln,N

(
I2(t, x), x

)
|

≤ 2π

3

1

N

N−1∑

j=0

∣∣∣∣sin
xj,N − x

2

∣∣∣∣
3 (

| γ1 | Jna1(xj,N − x)

+ | γ2 | Jna2(xj,N − x)
)

≤ 2π

3
| γ1 |

(
1

N

N−1∑

j=0

(
sin

xj,N − x

2

)2

Jna1(xj,N − x)

× 1

N

N−1∑

j=0

(
sin

xj,N − x

2

)4

Jna1(xj,N − x)

)1/2

+
2π

3
γ2

(
1

N

N−1∑

j=0

(
sin

xj,N − x

2

)2

Jna2(xj,N − x)

× 1

N

N−1∑

j=0

(
sin

xj,N − x

2

)4

Jna2(xj,N − x)

)1/2

=
2π

3
| γ1 |

(
1

2π

∫ 2π

0

(
sin

t

2

)2

Jna1(t)dt

× 1

2π

∫ 2π

0

(
sin

t

2

)4

Jna1(t)

)1/2

+
2π

3
γ2

(
1

2π

∫ 2π

0

(
sin

t

2

)2

Jna2(t)dt×

1

2π

∫ 2π

0

(
sin

t

2

)4

Jna2(t)

)1/2
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=
2π

3
| γ1 |

(
3

2(1 + 2(na1)2)
× 9

na1(1 + 2(na1)2)

)1/2

+
2π

3
γ2

(
3

2(1 + 2(na2)2)
× 9

na2(1 + 2(na2)2)

)1/2

=

√
3√
2
π

( −γ1
(1 + 2(na1)2)

√
na1

+
γ2

(1 + 2(na2)2)
√
na2

)

≤ π
√
3

2
√
2n3/2

( −γ1
a21
√
a1

+
γ2

a22
√
a2

)

=
π
√
3

2
√
2n3/2(a22 − a21)

(
1√
a1

+
1√
a2

)

≤ π
√
3

2
√
2a1a2 n3/2(a2 − a1)

≤
√
6

n3/2
√
a1a2(a2 − a1)

.

Nótese que los términos 
orrespondientes a I3 y a I5 se

pueden estimar de manera similar (pero 
on diferentes 
ons-

tantes). Esto es

| Ln,N

(
I3(t, x), x

)
|≤ 3

n3a1a2(a2 − a1)
≤ 3

n3a21(a2 − a1)

y

| Ln,N

(
I5(t, x), x

)
|≤

√
6 π2

4n3/2
√
a1a2(a2 − a1)

‖g(3)‖.

Dado que a2 ≥ 2 y n ≥ 5, se tiene

(a2 − a1)n ≤ a2n ≤ 1

20
(2a2n

2) ≤ 1

20
(1 + 2a2n

2).

Por lo tanto

3

2(1 + 2a21n
2)(1 + 2a22n

2)
≤ 3

80a21n
3(a2 − a1)

.

Sumando las últimas desigualdades obtenemos

| Ln,N(g, x)− g(x) |
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≤
(

1

n3a1a2(a2 − a1)
+

√
6

n3/2
√
a1a2 (a2 − a1)

)
‖g′‖

+

(
3

2n3a21(a2 − a1)
+

3

80a21n
3(a2 − a1)

)
‖g(2)‖

+

√
6 π2

√
a1a2 n3/2(a2 − a1)

‖g(3)‖

≤ 4√
a1a2 n3/2(a2 − a1)

‖g′‖+ 2

n3a21(a2 − a1)
‖g(2)‖

+
4
√
6√

a1a2 n3/2(a2 − a1)
‖g(3)‖.

�

3.3. Estimados en C2π

Teorema 3.3.1. Sea Ln,N el operador dado por (3.7) para

valores de n ≥ 5. Si f ∈ C2π, enton
es

‖Ln,N(f)− f‖ ≤ 20

3
√
a1a2 n(a2 − a1)

ω1

(
f,

1√
n

)

+
10

3n2a21(a2 − a1)
ω2

(
f,

1√
n

)

+

(
9(3a22 − a21)

2(a22 − a21)
+

20
√
2√

3a1a2 (a2 − a1)

)
ω3

(
f,

1√
n

)
.

Demostra
ión. Fijemos f ∈ C2π, n ∈ N (n ≥ 5) y N tal

que (n− 1)a2 ≤ N − 3. Para

h =
1√
n


onsideremos la fun
ión fh de�nida en (1.11).
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De los Teoremas 3.1.1 y 3.2.2 y la Proposi
ión 1.2.1 se

sigue que

‖Ln,N(f)− f‖
≤ ‖f − fh‖+ ‖Ln,N(f)−Ln,N(fh)‖+ ‖Ln,N(fh)− fh‖
≤ (1 + ‖Ln,N‖)‖f − fh‖+ ‖Ln,N(fh)− fh‖

≤ 9(3a22 − a21)

2(a22 − a21)
ω3(f, h) +

4√
a1a2 n3/2(a2 − a1)

‖f ′
h‖

+
2

n3a21(a2 − a1)
‖f (2)

h ‖+ 4
√
6√

a1a2 n3/2(a2 − a1)
‖f (3)

h ‖

≤ 9(3a22 − a21)

2(a22 − a21)
ω3(f, h) +

4√
a1a2 n3/2(a2 − a1)

5ω1(f, h)

3h

+
2

n3a21(a2 − a1)

5ω2(f, h)

3h2
+

4
√
6√

a1a2 n3/2(a2 − a1)

5ω3(f, h)

3h3

=
9(3a22 − a21)

2(a22 − a21)
ω3

(
f,

1√
n

)
+

20

3
√
a1a2 n(a2 − a1)

ω1

(
f,

1√
n

)

+
10

3n2a21(a2 − a1)
ω2

(
f,

1√
n

)
+

20
√
2√

3a1a2 (a2 − a1)
ω3

(
f,

1√
n

)

=
20

3
√
a1a2 n(a2 − a1)

ω1

(
f,

1√
n

)
+

10

3n2a21(a2 − a1)
ω2

(
f,

1√
n

)

+

(
9(3a22 − a21)

2(a22 − a21)
+

20
√
2√

3a1a2 (a2 − a1)

)
ω3

(
f,

1√
n

)
.
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3.4. Aproxima
ión de Ln,N para datos


on error

Por lo general en las apli
a
iones, no se 
ono
e el valor

exa
to de una fun
ión f en los nodos xj,N . Lo que se asume

es que se 
ono
e un valor aproximado fδ(xn,N) donde δ > 0 es
un número �jo 
ono
ido. Estamos interesados en obtener un

estimado del error 
uando el operador original se 
ambia por

otro que 
onsidera valores aproximados de la fun
ión f en los

nodos (3.7).

Teorema 3.4.1. Sea {Pn} de�nido 
omo en (1.29), δ > 0,
f ∈ C2π, N ∈ N. Sean aj ∈ R 0 ≤ j ≤< N tales que

| aj − f(xj,N) |≤ δ.

Si

L̃n,N(f, x) =
1

N

N−1∑

j=0

aj

(
γ1Jna1(xj,N − x)

+γ2Jna2(xj,N − x)
)
,

‖f − L̃n,N(fδ)‖ (3.7)

≤ δ(a21 + a22)

2(a22 − a21)
+

20

3
√
a1a2 n(a2 − a1)

ω1

(
f,

1√
n

)

+
10

3n2a21(a2 − a1)
ω2

(
f,

1√
n

)

+

(
9(3a22 − a21)

2(a22 − a21)
+

20
√
2√

3a1a2 (a2 − a1)

)
ω3

(
f,

1√
n

)
.

Demostra
ión. Resulta inmediato a partir del Teorema

3.3.1 y el Teorema 3.1.1 , ya que

|f(x)− L̃n,N(fδ, x)|

≤ |f(x)− L̃n,N(f, x)|+ |L̃n,N(f, x)− L̃n,N(fδ, x)|
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y

∣∣∣L̃n,N(f, x)− L̃n,N(fδ, x)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

N

N−1∑

j=0

(
f(xj,N)− aj

)(
γ1Jna1(xj,N − x)

+γ2Jna2(xj,N − x)
)∣∣∣

≤ δ

N

∣∣∣∣∣

N−1∑

j=0

(
γ1Jna1(xj,N − x) + γ2Jna2(xj,N − x)

)∣∣∣∣∣

=
δ

2

a21 + a22
(a22 − a21)

.

�

3.5. Compara
iones

En [3℄ se 
onsideraron los operadores

Mm,N(f, x) =
1

N

N−1∑

j=0

f(xj,N)Jm(xj,N − x),


on 2m = N . En ese trabajo se demostró que

‖g −Mn,Ng‖ ≤ π√
2

√
3

2n2 + 1
‖g′‖+ π2

4

3

2n2 + 1
‖g(2)‖

= O
(
1

n

)
,

siempre que g ∈ C2
2π.

Con el �n de 
omparar el resultado anterior 
on el Teorema

3.3.1, 
onsideramos el 
aso más simple, es de
ir a1 = 1, a2 = 2
y 2n = N (n ≥ 5). Nótese que en tal 
aso Mm,N(f, x) es un
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polinomio de grado no mayor que 2m− 2 y Lm,N(f, x) es un
polinomio de grado a lo sumo

(n− 1)a2 = (n− 1)2 = N − 2 = 2m− 2.

Por lo tanto, de manera general, tenemos polinomios del mis-

mo grado. Pero, si g ∈ C3
2π, del Teorema 3.3.1 obtenemos

‖g − Ln,N(g)‖ ≤ 20

3
√
2n

ω1

(
g,

1√
n

)
+

10

3n2
ω2

(
g,

1√
n

)

+

(
24 +

20√
3

)
ω3

(
g,

1√
n

)

= O
(

1

n3/2

)
.

A 
ontinua
ión presentamos 
on línea 
ontinua la grá�
a

de la fun
ión

f(x) =
1

300
(x− 2π)3(x− 4)2(x− 1)(x− 3) + 10


on el �n de 
ontrastar nuestro aproximante (tomando el 
aso

más simple a1 = 1 y a2 = 2)
on línea dis
ontinua , 
on el que

se 
onsideró en [3℄
on línea punteada.

En la �gura 3.1 se muestra una aproximaxión 
onsiderando

N = 12 nodos y un grado de n = 10.
Al aumentar el número de nodos a 50 y el grado a 48 se

observa que la aproxima
ión mostrada en [3℄ mejorá a la par

que la 
ombina
ión lineal de nú
leos de Ja
kson propuesta en

esta tesis (ver �gura 3.2).

En las �guras 3.3 y 3.4 se ha
e un a
er
amiento a la grá�
a,


uando x = π.
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Figura 3.1: n=10 y N=12
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Figura 3.2: n=48 y N=50
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Figura 3.3: Primer a
er
amiento
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Figura 3.4: Segundo a
er
amiento





Con
lusiones

En esta tesis hemos estudiado un 
aso parti
ular del pro-

blema de re
onstru

ión de fun
iones. Para ello se 
onsideró

una 
ombina
ión lineal a dos términos usando el nú
leo de

Ja
kson. Esto nos permitió obtener una mayor velo
idad de


onvergen
ia en 
ompara
ión 
on la 
onseguida en [3℄. Es im-

portante señalar que logramos in
rementar la velo
idad de


onvergen
ia sin aumentar signi�
ativamente el número de

valores de las fun
iones utilizados en la 
onstru

ión. En la

teoría se sabe que, mientras mayor sea el número de elemen-

tos en la 
ombina
ión lineal, mayor será la velo
idad de 
on-

vergen
ia. Re
ordemos que nuestro estudio está motivado por

algunos problemas reales. En la tomografía de 
apa
itan
ias,

los datos 
orresponden a medi
iones que, por lo general, son

un número pequeño.

Los teoremas dire
tos para 
ombina
iones lineales de al-

gunos operadores trigonométri
os no in
luyen estimados de

las 
onstantes involu
radas. Es por esto que nos vimos en la

ne
esidad de veri�
ar nuevos estimados in
luyendo las 
ons-

tantes involu
radas (lo 
ual no es trivial) para poder 
onstruir

algoritmos numéri
os basados en nuestros resultados.

La dis
retiza
ión que se presentó en la Se

ión 3.2, es o-

riginal e ingeniosa, y es una de las 
ontribu
iones que hi
i-

mos a esta teoría. Los resultados prin
ipales de este trabajo

se en
uentran en los Teoremas 2.2.2 y 3.3.1. En ellos se dan

estimados de la velo
idad de 
onvergen
ia de los operadores


onstruidos tanto en el 
aso 
ontinuo 
omo en el dis
reto.

Según el Teorema 3.3.1, obtenemos un mejor estimado si

59
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a2 es mu
ho mayor que a1, debido a la expresión a2− a1 en el

denominador. Pero, tomar a2 más grande impli
a aumentar el

grado de los polinomios y esto, por otro lado, signi�
a que se

ne
esita un mayor número de datos. La solu
ión óptima de-

pende de los intereses de los investigadores en las apli
a
iones


on
retas.

En este trabajo mejoramos los resultados de [3℄ usando

una 
ombina
ión lineal de dos términos de operadores lineales

positivos.

A 
ontinua
ión se men
ionan problemas que pueden ser la

motiva
ión de un trabajo futuro en esta dire

ión:

Problema 4. Está 
laro que al 
onsiderar 
ombina
iones li-

neales 
on más de dos términos, se al
anza un orden de 
on-

vergen
ia más alto. Se des
ono
e el 
osto 
omputa
ional de

tales opera
iones. Un problema teóri
o interesante y difí
il

es en
ontrar buenos estimados de las 
onstantes para di
has


ombina
iones lineales.

Problema 5. Desarrollar algoritmos e implementar progra-

mas 
omputa
ionales mediante un método estable utilizando

las ideas de [3℄ y nuestros resultados, para resolver el problema

de Cau
hy para la e
ua
ión de Lapla
e en una región anular.

Problema 6. En
ontrar el estimado exa
to de las normas de

los operadores dados en el Teorema 2.2.1.
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