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Resumen

En este trabajo de investigación se realizó un estudio teórico sobre el incremento de sensibilidad
de un sensor de Resonancia de Plasmones Super�ciales (SPR), mediante el acoplamiento de
una super-nanoestructura de oro vertical ordenada, vista de forma efectiva como una película
anisotrópica. Se sintetizaron nano rodillos de oro (AuNRs) por el método de crecimiento de
semilla, es decir, mediante nanopartículas de oro esféricas (AuNPs) y después transferidos a una
fase orgánica, los cuales fueron autoensamblados por el método de evaporación de gota en un
sustrato tiolado de oro/vidrio (sensor SPR). Mediante microscopía de fuerza atómica (AFM),
se caracterizó la morfología de los AuNRs. Mediante espectroscopia UV-Vis se determinaron las
curvas espectrales de absorción características de la resonancia de plasmones localizados (LSPR),
las cuales fueron validadas mediante modelo teórico y computacional. En el caso de los coloides de
NPs esféricas, se obtuvo una única banda de absorción alrededor de 520 nm y 550 nm para los dos
radios de 20 y 40 nm, respectivamente; mientras que para el caso de los coloides elipsoidales con
relacion de aspecto (RA) 2 a 3, se encontraron modos LSP transversales entre ∼ 510nm a 520 nm
y longitudinales entre ∼ 580 nm a 650 nm y ∼ 560 nm-750 nm variando la constante dieléctrica
del medio dieléctrico circundante εd. Se encontró un corrimiento al rojo en el caso del modo
longitudinal al variar RA y εd en total acuerdo con simulaciones y datos experimentales obtenidos
por otros autores. Finalmente, se simuló computacionalemnte un sensor SPR en la con�guración
Kretschmann-Raether en la re�exión total atenuada (ATR) como un modelo de cinco capas, de
las cuales cuatro son isotrópicas y una anisotrópica (AuNRs). El tensor dieléctrico efectivo de ésta
última se desarrolló teóricamente, permitiendo reproducir el corrimiento del ángulo θspr al aplicar
la película de AuNRs (a la izquierda del θspr de un sensor SPR convencional), así como al agregar
la capa de PEG-Ditiol (a la derecha de θspr del sensor con AuNRs).

Palabras clave: Resonancia de Plasmones Localizados, Re�exión total interna, con�gura-
ción Kretschmann-Raether, autoensamblado por evaporación, super-nanoestructuras, Nano
rodillos de oro.
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Objetivos

Objetivo general
Estudiar de forma teórica-computacional la respuesta de un sensor SPR usando una monocapa
autoensamblada de AuNRs, como plataforma de sensado de índices de refracción de líquidos.

Objetivos partículares

1. Revisar el estado del arte del fenómeno de SPR y sus aplicaciones.

2. Discutir los conceptos de la teoría electromagnética detrás del fenómeno SPR.

3. Establecer un protocolo de síntesis para los AuNRs con razón de aspecto (AR) controlada.

4. Estudiar, mediante espectroscopía UV-Vis, los espectros de absorción de los AuNRs sinteti-
zados.

5. Caracterizar la morfología de los AuNRs sintetizados mediante microscopía de fuerza atómica
(AFM).

6. Desarrollar un modelo teórico-computacional de un sensor SPR en la con�guración
Kretschman-Raether en la re�exión total atenuada (ATR) como un modelo de cinco capas,
de las cuales cuatro sean isotrópicas y una anisotrópica (AuNRs).

7. Establecer un protocolo de autoensamblado de los AUNRs sobre los sustratos SPR (película
de oro/vidrio) funcionalizados con PEG ditiol.
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Introducción

El área de Plasmónica forma parte de la nanofotónica, que explora la forma en que los campos
electromagnéticos (EM) pueden ser con�nados en dimensiones del orden o menores a la longitud
de onda de la luz incidente [1]. Los principios físicos de la Plasmónica se basan en procesos de
interacción entre la radiación EM y los electrones libres (o de conducción) en interfases metálicas
o en nanoestructuras metálicas, provocando una mejora del campo EM cercano.

Supóngase un modelo atómico de un elemento metálico, con electrones libres alejados, electrones
de valencia, y electrones cercanos a un núcleo �jo, electrones núcleo. Estos dos últimos, forman
un sistema positivo conjuntamente con el núcleo [2]. Sean las oscilaciones longitudinales colectivas
de los electrones libres contra el fondo positivo, los cuales oscilaran a una cierta frecuencia ωp,
conocida como frecuencia de plasma, suponiendo que los electrones libres pueden ser tratados
como un líquido de alta densidad (1023cm−3) es decir un plasma o gas de electrones [3]. El cuanto
de estas oscilaciones de carga se conoce como plasmón de volumen (VP), las oscilaciones colectivas
mencionadas pueden ser excitadas sólo por el impacto de partículas cargadas (electrones). En el
caso de una película metálica con dimensiones comparadas a la longitud de onda del campo eléctrico
con que es irradiada, los electrones libres de las partículas que la forman, en especial los electrones
de las partículas de la super�cie, oscilan de forma colectiva, dando lugar a ondas super�ciales,
conocidas como plasmones de super�cie (SP).

En 1902 Wood [4] encontró un nuevo tipo de absorción de la luz, que relacionó con resonancias
de ondas super�ciales EM, producidas por una red de difracción en su super�cie. Descubrió los
SP producidos por una rejilla, y sus resonancias son conocidas como resonancia de plasmones
super�ciales (SPR). Su experimento consitió en producir depósitos metálicos sobre vidrio, los cuales
exhibian colores muy intensos. Sus resultados experimentales de difracción por interferencia fueron
empleados por Rayleigh [5], quien consideró la distancia entre rejillas del orden de la longitud de
onda de la luz incidente, generando resonancias no descritas previamente por la teoría de Fresnel.
Fano [6] determinó que para el experimento de Rayleigh, existen siete variables que in�uyen a la
intensidad de la luz re�ejada de las ondas difractadas por las rejillas, entre ellas: 1) el ángulo de
incidencia, 2) la longitud de onda incidente, 3) las anomalías en el espectro de la luz difractada
con la excitación de SP. Así mismo, introdujo el término "polaritón", como una cuasipartícula
resultante de la oscilación colectiva de los electrones, resultado de la interacción de la luz (fotones)
con la materia.

Posteriormente, Otto [7] propone la excitación de SP en super�cies pulidas, mediante una onda
evanescente, esto al incidir un haz de luz con polarización p a un ángulo mayor al ángulo crítico θc
dando lugar al fenómeno de re�exión total atenuada (ATR por sus siglas en inglés) [8]. Para ello
acopló un prisma, a una película metálica, de espesor comparable a la longitud de onda incidente,
mediante una capa espaciadora con índice de refracción menor al del prisma. Esta con�guración es
conocida como con�guración de Otto. Kretschmann y Raether [9], modi�can dicha con�guración
al depositar sobre el prisma con una película metálica y el otro extremo de la película expuesto al
aire o líquido (con�guración de Kretschmann-Raether). Esta última con�guración se presenta en la
Fig 1, donde se muestra el esquema de un sensor SPR formado por un prisma, un sustrato de vidrio
sobre el cual se deposita una película metálica (con espesor de algunas decenas de nanómetros) y
sobre esta película se encuentra un medio dieléctrico el cual será sensado en función de su índice de
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refracción. La intensidad de la luz re�ejada por el sistema, es monitoreada mediante un fotodetector
al cambiar el ángulo del haz incidente, generando una curva SPR de re�ectancia vs ángulo. Debido
a que los metales absorben energía, la absorción de la onda evanescente, produce un mínimo en
condiciones de ATR en ambas con�guraciones, dicho mínimo es afectado por los cambios del medio
con menor índice (analito) de refracción en contacto con la película metálica, pues el vector de onda
de los SP β, son afectadas, alterando la condición de excitación. Esto permitió realizar mediciones
del cambio ocurrido en la curva SPR de re�ectancia vs ángulo, de un sistema de películas orgánicas
de espesor conocido, sobre una película delgada de plata en la con�guración Kretschmann-Raether
[11]. Los SP entonces son oscilaciones colectivas de los electrones libres en una interfase plana,

Figura 1. Sensor SPR en la con�guración de Kretschmann-Raether, formado por una película
metálica (con espesor de algunas decenas de nanómetros) depositada sobre un sustrato de vidrio,
que se acopla a un prisma de vidrio, mientras que en la parte superior se encuentra un medio
dieléctrico, el cual sera sensado [10].

entre dos medios cuyas constantes dieléctricas poseen partes reales de signos opuestos. Por su
parte, las excitaciones de los electrones de conducción de nanoestructuras metálicas acopladas al
campo EM, cuya super�cie efectúa una fuerza de restauración efectiva en los electrones libres,
y provoca una ampli�cacion del campo, son conocidas como plasmones de super�cie localizados
(LSP) [1]. Mie [12] desarrolló la descripción teórica de LSP, obteniendo los modos normales de
los campos EM dispersados por una partícula con dimensiones menores a la longitud de onda del
campo EM incidente [13].

Los LSP concentran el campo eléctrico en la super�cie de las nanopartículas (NPs) [14, 15],
que generalmente son de oro (AuNPs) o de plata (AgNPs). Además, en un sistema ordenado de
NPs, que se encuentren su�cientemente cerca entre ellas, ocurren modos acoplados de los LSP [16],
por lo tanto existe un aumento signi�cativo del campo entre la región que las separa. Los LSPs
son afectados principalmente por su forma, composición y medio circundante [17]. Por lo tanto,
son útiles en el desarrollo de sensores [18] además en contraste a los SPs, que exhiben una amplia
zona de sensado en el orden de micras [19], para los LSP se encuentra en el orden de las decenas
de nanometros [20, 21]. Otra ventaja de los modos LSP es que pueden ser excitados por luz en el
rango visible sin necesidad de un medio acoplador como en el caso de los SP.

El esquema experimental de un sistema SPR comprende un sistema óptico, un medio trans-
ductor que interrelaciona el dominio óptico y el analito, y un sistema electrónico que soporta
los componentes optoeléctronicos del sensor, permitiendo el procesamiento de datos [19]. La sen-
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sibilidad y resolución de un sensor dependen del sistema óptico y transductor. La técnica SPR
consiste en obtener la curva de re�ectancia vs ángulo del sistema formado en la con�guración de
Kretschmann-Raether o en la con�guración de Otto. Esta técnica detecta cambios del índice de
refracción (RIU, refractive index unit) del analito con alta resolución (10−6 RIU ∼ 10−4 grados en
un sensor SPR) y un tiempo de resolución ∼ 1s [22, 23]. Cuando se mide el cambio en la curva de
re�ectancia vs ángulo en una región lineal (cerca del ángulo que produce el mínimo en re�ectancia
θspr), el cambio en re�ectividad a un cierto ángulo �jo es proporcional al cambio en el índice de
refracción efectivo cerca de la super�cie. Esto puede ser convertido a la cantidad de masa adsor-
bida sobre el sensor SPR (Au-vidrio) mediante técnicas cuantitativas espectroscópicas SPR. Se ha
encontrado mediante esta técnica, una resolución de 0.5 pg [24].

Una forma de mejorar la sensibilidad de un sensor SPR, consiste en depositar sobre el sustrato
de oro una monocapa de AuNPs, de esta forma los modos SP y LSP se pueden acoplar para
obtener una mayor mejora del campo eléctrico [25]. Se puede buscar un conjunto óptimo, de la
forma, tamaño, así como la separación entre la película metálica y la capa de NPs, que permita
detectar concentraciones muy bajas del analito de interés.

Los requerimientos buscados para la capa de NPs pueden ser resueltos debido a la alta gama de
procesos de síntesis reportados, por ejemplo, es posible sintetizar AuNRs con una forma y tamaño
especí�co siguiendo el método de crecimiento de semilla, desarrollado por Jana et. al. [26, 27] y
posteriormente, usarlos como bloques de una super-nanoestructura, para lo cual existen varios mé-
todos, entre ellos el método de evaporación de gota [28]. Este es un proceso puramente Browniano,
donde intervienen principalmente fuerzas de Van der Waals, fuerzas de depleción (atractivas) y
fuerzas electrostáticas (repulsivas) [29], llevado a cabo sobre super�cies funcionalizadas [30].

En el capítulo 1 de este trabajo de tesis se presentan los fundamentos de los SPs, incluyendo la
revisión de las ecuaciones de Maxwell, los modelos clásicos y una revisión de la descripción cuántica
del gas de electrones libres. Se describe la teoría de Mie y se utiliza para realizar simulaciones en
AuNPs y para AuNRs con la aproximación cuasiestática (QSA por sus siglas en inglés), así como
los cambios en la respuesta óptica para materiales anisotrópicos. Adicionalmente, se desarrolla la
expresión del tensor dieléctrico efectivo para AuNRs, vistos como una capa biaxial.

En el capítulo 2 se discuten los principios del sensor SPR, las modelaciones de sistemas de
varias capas y se discute la forma en que se calibra un sensor SPR, mediante la variación de
concentraciones (índices de refracción) de etanol en agua y que está en contacto con el sensor
SPR. Posteriormente se utiliza la fórmula de Airy para el cálculo de la re�ectancia de un modelo
de 5 capas, modi�cando la respuesta debido a la capa biaxial metálica, así mismo se contrastan
las simulaciones utilizando teoría de Maxwell-Garnett (MG) para el cálculo del tensor dieléctrico
efectivo para AuNRs.

En el capítulo 3 se describen los protocolos para la síntesis de AuNRs por el método de cre-
cimiento de semilla, su transferencia a una fase orgánica y su posterior autoensamblado en una
super-nanoestructura. Finalmente se describen las técnicas de caracterización empleadas para des-
cribir la morfología de las AuNPs y los AuNRs.

El capítulo 4: Se presenta los resultados y discusiones de los AuNRs sintetizados, su caracteri-
zación por Microscopía de Fuerza Atómica (AFM) y la comparación del espectro de absorbancia
obtenido mediante Espectroscopía UV-Vis, respecto al modelo teórico desarrollado y simulado
computacionalmente. Posteriormente, se presenta el cálculo de la re�ectancia vs ángulo para un
sensor SPR con una capa de AuNRs ordenados de forma vertical, considerando parámetros óptimos
que permiten obtener una menor anchura en la curva SPR.



Glosario

AuNP � Nanopartícula de oro.
AgNP � Nanopartícula de plata.
AuNR � Nanorodillo de oro.
SP � Plasmón de super�cie.
SPR � Resonancia de plasmón de super�cie.
LSP � Plasmón de super�cie localizado.
LSPR � Resonancia de plasmón de super�cie localizado.
RA � Relación de aspecto para un AuNR, de�nida como el cociente entre el eje mayor

entre el eje menor del AuNR.
ϑ � Ángulo de rotación respecto al eje y del sistema de ejes principales de los AuNRs

x′, y′, z′ respecto al sistema de coordendas de la película de oro x, y, z.
αγ � Componente γ de la polarizabilidad para un AuNR.
σ � Conductividad
ρ � Densidad de carga
n = N/V , densidad electrónica (Número de electrones por unidad de volumen).
EM � Electromagnético.
Lγ � Factor geométrico γ de un AuNR.
Qi = Ci/πa

2, factor de e�ciencia i normalizado con respecto al área proyectada por
una AuNP esférica (πa2), con i = ext, abs, sca.

ω � Frecuencia angular de la luz en el vacío.
ωp =

√
ne2/ε0m, frecuencia angular de plasma.

ωsp = ωp/(1 + εd), frecuencia angular los SPs.
ω0 � Frecuencia natural de un electrón ligado al núcleo.

Γ =
1

τ
, frecuencia de colisión en el modelo del gas de electrones.

Γs � Frecuencia de colisión experimentada por los electrones hacia la super�cie de
las AuNPs.

ε � Función dieléctrica.
ψ � Función de onda de un electrón.
n̂(ω) = η(ω) + iκ(ω), índice de refracción complejo.
λ � Longitud de onda de la luz en el vacío.
λL � Longitud de onda para el modo longitudinal en un AuNR.
λT � Longitud de onda para el modo transversal en un AuNR.
zi � Longitud de penetración de un SP.
L � Longitud de propagación de un SP.

ε0 =
107

4πc2
≈ 8.854× 10−12F/m, permitividad eléctrica del espacio vacío.

µ0 = 4π × 10−7 ≈ 1.257× 10−6H/m, permeabilidad magnética del espacío vacío.
α � Polarizabilidad de una AuNP.

xix



xx Glosario

Φ � Potencial electrostático.
χ � Susceptibilidad eléctrica.
m = ∆θSPR/∆η, sensibilidad para un sensor SPR (◦/RIU).
τ � Tiempo de relajación en el modelo del gas de electrones.
β � Vector de onda en la dirección x de un SP propagándose en una interfase

metal/dieléctrico.
kB = 1.38065× 10−23J/K, constante de Boltzmann (Joules/Kelvin).
Analito � En química analítica, componente (elemento, compuesto o ión) de interés ana-

lítico de una muestra. Son especies químicas cuya presencia o concentración se
desea conocer, es decir, se puede determinar su cantidad y concentración en un
proceso de medición química [31].

Fuerzas
de de-
pleción

� Si dos platos largos y paralelos (por ejemplo polímeros) son inmersos en una
solución de macromoléculas esféricas (rígidas), entonces cuando la distancia
entre los platos es menor que el diámetro de las macromoléculas, estas últimas
no pueden ocupar la región entre los platos, y por ende se forma una fase
únicamente de solvente. Se forma una presión debido a que el sistema intenta
eliminar la región de puro solvente que se mani�esta como una fuerza interna,
que empuja los platos hacia ellos mismos [32].

Sonicación� Acto de aplicación de la energía del sonido para agitar las partículas de una
muestra [31].



Capítulo 1

Teoría Electromagnética

En este capítulo desarrollaremos la función dieléctrica genérica, mediante las leyes de Maxwell
macroscópicas; las relaciones constitutivas para materiales isotrópicos y las relaciones de los cinco
campos EM; la teoría de Drude aplicada a películas de oro y plata de espesores nanométricos; un
modelo analítico de la función dieléctrica para el oro tomando en cuenta las transiciones de interban-
da y su modi�cación para describir el tamaño de nanopartículas de oro; el gas de electrones usando
la teoría cuántica y la estadística de Fermi-Dirac; los plasmones de volumen (VPs), de super�cie
(SPs) y los localizados (LSPs) en una interfase dieléctrico/metal y dieléctrico/metal/dieléctrico; el
formalismo de Mie para campos EM dispersados por nanopartículas esféricas conductoras (NPs); la
teoría de Clausius-Mossotti (CM) para un solo medio y medios compuestos de dos fases; la aproxi-
mación modi�cada de onda larga (MLWA); la interacción partícula-partícula y partícula-sustrato.
Finalmente se presentan las modi�caciones en las leyes de Maxwell para materiales anisotrópicos
y el análisis a la respuesta efectiva de un conjunto de AuNRs conductores, dispuestos de forma
ordenada, que son excitados por un campo eléctrico aplicado de forma longitudinal.

1.1. Leyes de Maxwell

El punto de partida para describir la interaccion de la luz con la materia a una escala nanométrica,
son las ecuaciones de Maxwell macroscópicas (en unidades SI)

∇ ·D = ρext (1.1.1)

∇ ·B = 0 (1.1.2)

∇×E = −∂B
∂t

(1.1.3)

∇×H = Jext +
∂D

∂t
(1.1.4)

donde D es el desplazamiento eléctrico, B la densidad de �ujo magnético, E el campo eléctrico, H
es el campo magnético. ρext y Jext son la densidad de carga y corriente externas, respectivamente,
de tal forma que si ρint y Jint son la densidad de carga y de corriente internas respectivamente,
entonces la densidad de carga y de corriente totales son

ρtot = ρext + ρint (1.1.5)

Jtot = Jext + Jint. (1.1.6)

1



CAPÍTULO 1. TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA
1.1. LEYES DE MAXWELL

El conjuto de las cantidades externas excita al sistema, mientras que las cantidades internas res-
ponden a ellas. Los 4 campos macroscópicos están relacionados mediante la polarización P y la
magnetización M como

D = ε0E + P (1.1.7)

H =
1

µ0
B−M (1.1.8)

donde ε0 ≈ 8.854× 10−12F/m y µ0 ≈ 1.257× 10−6H/m representan la permitividad y la permea-
bilidad magnética para el espacio vacío respectivamente y P es el promedio del momento dipolar
eléctrico por unidad de volumen dentro del material [33]. Para medios no magnéticos, la respuesta
magnética M = 0, mientras P viene dada por

∇·P = −ρint. (1.1.9)

De la ec. (1.1.9) en la ecuación de conservación de carga interna

∇·Jint = − ∂

∂t
ρint (1.1.10)

tenemos que

∇·Jint =
∂

∂t
(∇·P) = ∇· ∂P

∂t
(1.1.11)

donde

Jint =
∂P

∂t
(1.1.12)

De la ec. (1.1.7) en la ley de Gauss, ec. (1.1.1), tenemos

∇ · (ε0E + P) = ε0∇ ·E +∇ ·P = ε0∇ ·E− ρint = ρext

o
∇ ·E =

ρtot
ε0

es decir, el campo eléctrico macroscópico incorpora los campos externos e inducidos.
Las relaciones constitutivas, que describen el comportamiento del medio bajo la in�uencia de

E, D, B y H, para materiales isotrópicos, no magnéticos y lineales, están relacionadas por

D = ε0εE (1.1.13)

B = µ0µH (1.1.14)

donde ε es la constante dieléctrica, y µ = 1 para materiales no magnéticos. La relación lineal entre
la susceptabilidad eléctrica χ, la frecuencia del campo eléctrico incidente, y la polarización P viene
dada por

P = ε0χE. (1.1.15)

De las ecs. (1.1.7), (1.1.13) y (1.1.15)
1 + χ = ε. (1.1.16)

La última relación constitutiva relaciona el campo eléctrico y la densidad de corriente interna,
como

Jint = σE (1.1.17)

donde σ representa la conductividad y las ecs. (1.1.13) y (1.1.17) sólo son válidas para medios
lineales que no exhiben dispersión temporal o espacial. Debido a que la respuesta óptica de los
metales esta relacionada con la frecuencia y posiblemente en el vector de onda [1], se debe de tomar

2



CAPÍTULO 1. TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA
1.1. LEYES DE MAXWELL

en cuenta la no-localidad en el tiempo y en el espacio, esto se logra generalizando las ecuaciones
(1.1.13) y (1.1.17) como [1, 33]

D(r, t) = ε0

∫
dt′dr′ε(r− r′, t− t′)E(r′, t′) (1.1.18)

Jint(r, t) =

∫
dt′dr′σ(r− r′, t− t′)E(r′, t′) (1.1.19)

ya que la polarización en el tiempo t depende del campo eléctrico en todos los instantes previos a t
(causalidad). La dispersión espacial se origina debido a que la polarización en un punto x depende
de los valores de campo eléctrico de los puntos en la vecindad de x. En el apéndice A.1, se desarrolla
la relación fundamental de la permitividad relativa y la conductividad. En el dominio de Fourier
(K,ω), las ecs. (1.1.18) y (1.1.19) y aplicando el teorema de convolución, se obtiene

ε(K, ω) = 1 +
i

ε0ω
σ(K, ω). (1.1.20)

La relación (1.1.20) puede ser simpli�cada para metales, en el límite de una respuesta espacial
local, como

ε(K = 0, ω) = ε(ω) (1.1.21)

relación válida tanto como la longitud de onda en el material sea signi�cativamente mayor que todas
las dimensiones características, por ejemplo los tamaños de celda unitaria de�nidos mediante los
vectores primitivos a1, a2, a3 que a su vez de�nen el arreglo periódico del sistema cristalino (red
de Bravais) o el recorrido que experimentan los electrones antes de colisionar con algún ion, l∞
(Fig. 1.1.1). En adelante usaremos el término función dieléctrica para referirnos a la permitividad
eléctrica de los metales. Por otro lado, las soluciones de la ecuación de onda eléctrica en ausencia

Figura 1.1.1. Dimensiones características en materiales a) celda unitaria y b) recorrido libre
medio de los electrones [34].

de estímulo externo, Jext = 0 (ver apéndice A.2), en el dominio de Fourier son

K(K ·E(K, ω))−K2E(K, ω) =
−ω2

c2
ε(K, ω)E(K, ω) (1.1.22)

Se de�ne como onda transversal eléctrica, a aquella onda donde el vector de propagación es per-
pendicular al campo eléctrico, por lo tanto la ec. (1.1.22), se transforma en la relación general de
dispersión

K2 = ε(K, ω)
ω2

c2
(1.1.23)

Para ondas longitudinales
ε(K, ω) = 0 (1.1.24)

es decir, las oscilaciones colectivas longitudinales ocurren sólo a frecuencias correspondientes a los
ceros de ε(K, ω).
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1.2. FUNCIÓN DIELÉCTRICA EN METALES

1.2. Función dieléctrica en metales

Basado en la teoría cinética de los gases, Drude asumió que los electrones libres de los metales
deambulan libremente (gas de electrones). Asumiendo que cuando dos átomos se juntan para formar
un metal, estos pueden desprenderse, mientras que los iones (electrones y protones) permanecen
inmóviles debido a su peso comparado al de los electrones. Los electrones unidos con mayor fuerza,
los denominó electrones del núcleo. De forma breve, las suposiciones más importantes de este
modelo se enuncian como [2]

Entre colisiones, la interacción de un electrón con los demás electrones y con los iones es
ignorada.

Las colisiones, son eventos instantáneos que cambian de forma rápida la velocidad de un
electrón. Drude relacionó este cambio abrupto principalmente a las colisiones con los iones,
más que a colisiones entre electrones.

Los electrones experimentan una colisión con una probabilidad por unidad de tiempo 1/τ ,
donde τ es conocido como el tiempo de relajación.

Los electrones logran el equilibrio térmico con sus alrededores sólo mediante colisiones.

En [1, 2, 34, 35, 36], puede ser consultado el modelo con mayor profundidad. Entre ellos, la relación
Wiedemann-Franz y la explicación de propiedades de transporte como la conductividad. Por otra
parte, este modelo no predice el signo correcto del coe�ciente de Hall para algunos metales (Be,
Mg, In y Al) [2] y una capacidad calorí�ca de 3KB/2 por partícula en los electrones de los metales,
que no corresponde al resultado experimental [34]. Algunas restricciones del modelo es su carácter
clásico y no considerar a los cristales como redes.

Bajo estas consideraciones, cuando un átomo es excitado mediante un campo externo con de-
pendencia armónica E(t) = Ee−iωt, los electrones libres oscilaran y al mismo tiempo su movimiento
será amortiguado por las colisiones que sufren, con un frecuencia de colisión Γ = 1/τ (a tempe-
ratura ambiente τ = 10−14s, por lo tanto Γ = 100 THz). Bajo estas condiciones, la ecuación de
movimiento para un electrón del gas de electrones con posición r(t) es

m
d2r(t)

dt2
+mΓ

dr(t)

dt
= −eE(t) = −eEe−iωt. (1.2.1)

Una solución a esta ecuación, que describe la oscilación de los electrones es r(t) = r0e
−iωt, donde

el término complejo r0 incluye el cambio de fase entre el campo incidente y el campo de respuesta
mediante

r(t) =
e

m(ω2 + iΓω)
E(t). (1.2.2)

El desplazamiento de N electrones contribuye a la polarización macroscópica mediante

P(t) = −ner(t), n = N/V (1.2.3)

así que sustituyendo la expresión para r(t), se obtiene

P(t) =
−ne2

m(ω2 + iΓω)
E(t). (1.2.4)

Además, de
D(t) = ε0E(t) + P(t)

tenemos que

D(t) = ε0E(t)− ne2

m(ω2 + iΓω)
E(t) = ε0(1−

ω2
p

ω2 + iΓω
)E(t)

D(t) = ε0(1−
ω2
p

ω2 + iΓω
)E(t)

(1.2.5)
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CAPÍTULO 1. TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA
1.2. FUNCIÓN DIELÉCTRICA EN METALES

donde se ha introducido la frecuencia de plasma para el gas de electrones

ω2
p =

ne2

ε0m
. (1.2.6)

De ec. (1.2.5) y ec. (1.1.13), se obtiene

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2 + iΓω
(1.2.7)

donde las partes real e imaginaria de ec. (1.2.7) son

<(ε(ω)) = ε1(ω) = 1−
ω2
pω

2

ω4 + Γ2ω2
= 1−

ω2
pτ

2

1 + ω2τ2
(1.2.8)

=(ε(ω)) =
ω2
pΓω

ω4 + Γ2ω2
= ε2(ω) =

ω2
pτ

ω(1 + ω2τ2)
(1.2.9)

⇔ ε(ω) = ε1(ω) + iε2(ω)

Casos:
1. Cuando la frecuencia es cercana a la frecuencia de plasma, ω ≈ ωp, el producto ωτ >> 1 produce
un amortiguamiento despreciable, tal que la función dieléctrica es puramente real

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2
(1.2.10)

por lo tanto la ec. (1.2.10), se puede tomar como la función dieléctrica del gas de electrones no
amortiguados, sin embargo, en estas regiones el comportamiento de los metales nobles es alterado
por las transiciones de interbanda, las cuales se de�nen como la excitación óptica de un elec-
trón hacia otra banda (transición vertical). Este tipo de transición provoca un crecimiento en la
componente imaginaria, el cual debe ser considerado.
2. Cuando la frecuencia es mucho menor que la frecuencia de colisión ω << Γ, entonces ε2 >> ε1.
De la relación entre las componentes del índice de refracción complejo, n̂ = η + iκ (apéndice A.3)
dada por

η2 =
ε1
2

+
1

2

√
ε21 + ε22 (1.2.11)

y de ε2 >> ε1, entonces

η ≈
√
ε2
2
.

De κ y η (ver apéndice A.3)
ε1 = η2 − κ2

siendo la contribución real de ε despreciable, entonces

η ≈ κ ≈
√
ε2
2
≈

√
τω2

p

2ω
(1.2.12)

1.2.1. Modelo de Drude modi�cado

Ahora compararemos el modelo del gas de electrones libres, con datos experimentales para la
función dieléctrica de películas del oro y la plata, con espesor de 18.5 a 50 nm publicadas por
Johnson y Christy (1972) [37]. Pero antes realizaremos una corrección al modelo de la sección
anterior.
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En el modelo del gas de electrones ε→ 1 cuando ω >> ωp. Sin embargo para los metales nobles, la
respuesta eléctrica en está región es dominada por los electrones libres s y debido a que la banda
d (la cual se encuentra cerca de la super�cie de Fermi, sec. 1.2.5) se encuentra llena, se genera
una alta polarización del ambiente que puede ser descrita por un término P∞ [1]. Por lo tanto se
agrega a la ecuación (1.1.7) el término

P∞ = ε0(ε∞ − 1)E (1.2.13)

tal que el modelo de Drude (DM), se reescribe como

ε(ω) = ε∞ −
ω2
p

ω2 + iΓω
(1.2.14)

donde la parte real e imaginaria están dadas por

<(ε(ω)) = ε∞ −
ω2
pτ

2

1 + ω2τ2
(1.2.15)

=(ε(ω)) =
ω2
pτ

ω(1 + ω2τ2)
. (1.2.16)

Aplicando esta correción a la función dieléctrica de películas de oro y plata de espesor 18.5 a 50
nm, entonces 1 ≤ ε∞ < 10 y se ajusta el modelo teórico a los valores experimentales de la función
dieléctrica del oro y de la plata [37] (ver Fig. 1.2.1). Como se observa en dichas grá�cas, la validez del
modelo de DM para el oro, corresponde a energías menores a 2.5 eV (= 496 nm) y 2 eV (= 620 nm)
para la componente real e imaginaria de la funcíon dieléctrica del oro, respectivamente, mientras que
para la plata el modelo predice hasta energías de ∼ 3.7 eV (= 320 nm). En frecuencias del espectro
visible, la aplicabilidad del modelo de electrón libre falla, debido a transiciones de interbanda (ver
sec. 1.2.5), y provoca un aumento en ε2. Para tomar en cuenta dichas transiciones se puede suponer
que el electrón esta ligado al núcleo, modelo conocido como el oscilador de Lorentz.

Figura 1.2.1. La función dieléctrica ε(ω), ec.(1.2.14), del gas de electrones libres (DM Au y DM
Ag) ajustada a los valores experimentales de Johnson and Christy de los datos dieléctricos para el
oro y la plata [37] (puntos huecos y sólidos). a) Parte real y b) parte imaginaria.
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1.2.2. El modelo de Lorentz

Consideremos un electrón de masa m y con frecuencia natural del sistema ω0. Entonces el movi-
miento del electrón con posición r, se describe como [36]

m
d2r

dt2
+mΓ

dr

dt
+mω2

0r = −eEloc (1.2.17)

donde Eloc es el campo electrico local actuando en el electrón como una fuerza conductora, el

término mΓ
dr

dt
representa una amortiguación viscosa y proporciona un mecanismo de pérdida de

energía, y el términomω2
0r es una fuerza restauradora de la ley de Hooke. Al resolver la ec. (1.2.17),

se puede obtener la polarización resultante, lo cual proporciona un término de oscilador de Lorentz
en ε, de la forma [1]

ε(ω) = 1− A

ω2
0 − ω2 − iΓω

(1.2.18)

1.2.3. Modelo analítico

Tanto el modelo de Lorentz como el modelo de Drude, toman en cuenta fuerzas de restauración
que a su vez llevan a oscilaciones armónicas de cargas qj . De forma general las fuerzas eléctricas
Fe, generadas por distintos procesos pueden escribirse como

Fin + Fam + Frep = Fe (1.2.19)

donde Fin es la fuerza de inercia, Fam la fuerza de amortiguamiento y Frep es la fuerza de repulsión.
Por lo tanto, el movimiento de N electrones (cada uno con masa m y carga e) en los que actúa un
campo eléctrico E(ω, t), es

N∑
j=1

(
m
d2rj
dt2

+mΓj
drj
dt

+Djrj

)
= N eE(ω, t) (1.2.20)

con rj , Γj , Dj representando la posición, frecuencia de colisión y un término característico de la
j-ésima partícula, respectivamente. El segundo término en la izquierda toma en cuenta la pertur-
bación del momento por la interacción con otras cargas y defectos de red. La frecuencia natural
esta dada por Dj/m = ω0,j y E(ω, t) = Ee−iωt es el campo eléctrico periódico al que se encuentra
sometida la partícula j-ésima. Al usar la de�nición de polarizabilidad macroscópica, seguido de la
de�nición de la polarización macroscópica

P =
1

V

N∑
j

pj =
1

V

N∑
j

(e)rj , (1.2.21)

se puede obtener la suceptabilidad eléctrica. De la propiedad del campo eléctrico externo, las
soluciones a la ec. (1.2.20) tienen la forma

rj =
e

m

E

ω2
0,j − ω2 − iωΓj

. (1.2.22)

La función dieléctrica, que representa todas las constricciones teóricas, viene dada por [38]

ε(ω) = 1 + χ = 1 +
∑
j

ω2
p,j

ω2
0,j − ω2 − iωΓj

(1.2.23)
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con ωp,j , la frecuencia de plasma de la partícula j-ésima. Considerando los procesos más impor-
tantes, como las transiciones de interbanda (puntos críticos), la ec. (1.2.23), para el oro, se puede
escribir como

εAu(ω) = εDM (ω) +G1(ω) +G2(ω) (1.2.24)

donde εDM , representa la contribución predicha por el modelo de Drude modi�cado, mientras que
G1(ω) y G2(ω) son las contribuciones de las transiciones de interbanda, descritas como [39]

Gi(ω) = Ai[e
iφi(ωi − ω − iΓi)µi + e−iφi(ωi + ω + iΓi)

µi ] (1.2.25)

con Ai la amplitud, φi la fase, ωi la frecuencia a la que suceden las transiciones i = 1, 2 y µi, el
orden del polo. Para éste último, es posible iniciar proponiendo valores hasta obtener una exactitud
deseada, así que eligiendo µ1 = µ2 = −1 se logra una representación adecuada de los valores
experimentales de la función dieléctrica del oro [40]. De esta forma, para el oro (ver Apéndice A.4
para valores experimentales [37])

εAu = ε∞ −
1

λ2p(1/λ
2 + iΓpλ)

+
∑
i=1,2

Ai
λi

[
eiφi

(1/λi − 1/λ− i/Γi)
+

e−iφi

(1/λi + 1/λ+ i/Γi)

]
. (1.2.26)

El modelo analítico de la función dieléctrica del oro, se muestra en la Fig. 1.2.2, mostrandose un
ajuste a los resultados experimentales. Para el ajuste se consideraron: transiciones interbanda, la
polarización debido al fondo positivo y el modelo del gas de electrones libres. Los parámetros se
tomaron de los datos experimentales del oro en bulto [37]) y se encuentran en el apéndice A.4.

Figura 1.2.2. La función dieléctrica ε(λ) ec. (1.2.26) del gas de electrones (línea continua) ajustada
a los valores de la literatura de los datos dieléctricos para el oro en bulto [37] (puntos). a) Parte
real y b) parte imaginaria de la función dieléctrica.

1.2.4. Correción de la función dieléctrica para nanopartículas

Para partículas de oro cuyas dimensiones lineales sean menores a la distancia media recorrida por
los electrones l∞ = vF τ , con vf la velocidad de Fermi (ver sec. 1.2.5) y τ el tiempo de colisión
(o tiempo de colisión estático), se obtendrán funciones dieléctricas distintas a aquellas del mismo
metal noble bulto. Entonces, la función diélectrica, tomando en cuenta las contribuciones de los

8
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electrones libres εf (ω) = εf1 (ω) + iεf2 (ω) y de electrones ligados al núcleo εb(ω) = εb1(ω) + iεb2(ω), y
los modelos de Drude modi�cado y de Lorentz [36, 38] corresponden a

εf (ω) = ε∞ −
ω2
p

1 + Γ2
+ i

ω2
pΓ

ω(ω2 + Γ2)
(1.2.27)

y

εb(ω) = 1 + χ(ω) = 1 +
ω2
p

ω2
0 − ω2 − iωΓj

. (1.2.28)

La suma de ambas funciones describe el comportamiento para la constante dieléctrica experimental
εexp(ω)

εexp(ω) = εf + εb. (1.2.29)

Para el caso de la respuesta eléctrica de partículas nanométricas (NPs), se considera además la
frecuencia de colisión de los electrones con la super�cie de las NPs Γc, ya que la trayectoria efectiva
de los electrones, leff , será menor que l∞. Esto se incluye con una dependencia del radio R de la
NP [41, 42, 43] dado como

Γ(R) = Γ + Γc =
1

τ
+ Γc, Γc =

vF
R
. (1.2.30)

La función dieléctrica de NPs, se determina de la contribución de los electrones libres εf1 y εf2 , y
restarlos a los valores experimentales, para obtener la contribución de los electrones ligados

εb(ω) = εexp(ω)− εf (ω) (1.2.31)

y �nalmente realizar la modi�cación de Γ→ Γ(R), en la ec. (1.2.27), es decir [44]

ε(ω,R) = εf (ω,R) + εb(ω) (1.2.32)

El segundo método, es usar modelo analítico, haciendo la correción Γ → Γ(R), con lo que se
obtendría el mismo resultado.

En la Fig. 1.2.3, se muestra el modelo para diferentes tamaños de NPs de oro. A medida que se
incrementa el tamaño de partícula, la curva se aproxíma a la función dieléctrica del oro en bulto,
mientras que al disminuir el radio de la misma, la contribución de ε2, es mayor.

1.2.5. Descripción cuántica del gas de electrones

En esta sección se revisa la formulación cuántica del gas de electrones, así como con la estadística
de Fermi-Dirac. Sea el estado base de N electrones con�nados a un volumen cúbico V usando
también la aproximación de electrones independientes.

Sea ψ(r) la función de onda de un estado del electrón, tal que satisface la ecuación de Schrö-
dinger con nivel de energía ξ

− ~2

2m
O2ψ(r) = ξψ(r) (1.2.33)

donde m es la masa del electrón, y su solución [45]

ψk(r) =
1√
V
eik·r (1.2.34)

donde k es un vector independiente de la posición, conocido como el vector de onda. Aplicando la
condición de frontera de Born-von Karman

ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y, z)

ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z)

ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z)

L = V 1/3

9
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Figura 1.2.3. Función dieléctrica del oro determinada por la correción del radio de la AuNP [44]
vs datos experimentales del oro en bulto (puntos) [37]. a) Parte real y b) parte imaginaria de la
función dieléctrica. A medida que se disminuye el radio de la nanopartícula se obtiene una mayor
contribución de la componente imaginaria de ε con respecto al material en bulto.

los componentes de k corresponden a

kγ =
2πnγ

L
(1.2.35)

con γ = x, y, z y nγ enteros positivos. Además la energía se relaciona con el vector de onda mediante

ξ(k) =
~2k2

2m
, |k| = k. (1.2.36)

Por lo tanto la región del k-espacio de volumen Ω contendrá [2]

Ω

(2π/L)3
=

ΩV

8π3
(1.2.37)

valores permitidos de k, así que el número de valores permitidos de k por unidad de volumen es

V

8π3
(1.2.38)

de esta forma, el principio de exclusión de Pauli, determinara la construcción del estado base del
sistema de N electrones. Para N tendiendo a in�nito, la región es una esfera de radio kF (F de
Fermi) y volumen

4πk3F /3. (1.2.39)

De las ecs. (1.2.38), (1.2.39) y tomando en cuenta que por cada valor de k se tienen dos niveles de
un electrón, entonces para acomodar N electrones tenemos

N = (2)
k3F
6π2

V (1.2.40)

y el estado base de este sistema, es formado por la ocupación de todos los niveles de cada partícula
con k < kF y llevando a todos los que son mayores k > kF desocupados, con la condición

n =
k3F
3π2

(1.2.41)
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con n = N/V . Se de�ne la esfera de Fermi que contiene los estados ya ocupados de los electrones
cuya super�cie separa los niveles ocupados de los desocupados (super�cie de Fermi), el momento
~kF = pF de los electrones que ocupan los niveles de mayor energía (momento de Fermi), con
energía de Fermi ξF = ~2k2F /2m (∼ energía de una unión atómica) y con velocidad de Fermi
vF = pF /m (∼ 108cm/seg.).

A diferencia de las moléculas, en las que se emplea la ley de distribuciones de Maxwell-
Boltzmann, los electrones son más ligeros que las moléculas. La concentración de los electrones
de valencia es 104 mayor que la concentración de las moléculas en un gas [45], así que la probabi-
lidad de que un estado sea ocupado, se determina como [46]

nF (kBT (ξ(k)− µ)) =
1

e(ξ(k)−µ)/kBT + 1
(1.2.42)

con kB ≈ 1.38065 × 10−23 la constante de Boltzmann con unidades de Joules/Kelvin y µ es
el potencial químico del sistema a temperatura T = 0. A bajas temperaturas la ec. (1.2.42) se
convierte en una función escalón, los estados debajo del potencial químico son ocupados, mientras
que los que son superiores están desocupados (Fig. 1.2.4). De esta forma, otra de�nición para la

Figura 1.2.4. Distribución de Fermi para kBT << ξF [34].

energía de Fermi, es el potencial químico en T=0, válida para estados continuos y discretos [34].
Por lo tanto el número de electrones en el sistema es dado por [2]

N = 2
∑
k

nF (kBT (ξ(k)− µ)) = 2
V

(2π)3

∫
dk nF (kBT (ξ(k)− µ)) = 2

V

(2π)3

∫ |k|<kF
dk. (1.2.43)

La última integral es la integral sobre una esfera de radio kF , tal que

N = 2
V

(2π)3

(
4πk3F

3

)
(1.2.44)

El desarrollo realizado hasta el momento, sirve para anticipar una contribución menor de la capaci-
dad calorí�ca del orden de 10−2R/mol [45], en contraste al modelo de Drude. Aunque el desarrollo
descrito en esta sección permite entender el gas de electrones de forma más fundamental, la alta
densidad de cargas libres en las nanoestructuras, resulta en espacios diminutos de los niveles de
energía de los electrones, comparados con kBT en temperatura ambiente [1]. Esto permite des-
cribir las nanoestructuras con la teoría clásica, pero recurriendo a las ideas vistas en esta sección
para comprender el comportamiento de la nube electrónica bajo la aproximación de electrones
independientes.
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1.3. Fundamentos de plasmónica

1.3.1. Plasmones de volumen

La función dieléctrica del gas de electrones no amortiguados, ec. (1.2.10), en la dispersión genérica
para ondas transversales, ec. (1.1.23) y suponiendo una respuesta local espacial, se obtiene que

K2 = ε(K = 0, ω)
ω2

c2
=

[
1−

ω2
p

ω2

]
ω2

c2
. (1.3.1)

Resolviendo para ω
ω2 = (Kc)2 + ω2

p (1.3.2)

correspondiente a la relación de dispersión del gas de electrones. En la Fig. 1.3.1, se muestra
dicha relación, para un metal genérico. Como se observa, las ondas EM transversales solo podrán
propagarse por el gas de electrones si ω > ωp, por lo tanto las ondas que se propagen en el medio
tendrán una velocidad de grupo vg dada por

dω

dK
=

1√
ω2
p + (Kc)2

2Kc2 < c. (1.3.3)

Además, la relación de dispersión de estas ondas se encuentra a la izquierda de la línea de luz, que
es la relación de dispersión para la luz viajando en el medio dieléctrico de la interfase. Cuando

Figura 1.3.1. Relación de dispersión para: Ondas transversales propagandose en el gas de elec-
trones (línea continua) y para la luz viajando en el medio dieléctrico de dicha interfase (línea
discontinua) [1].

ω → ωp en la función dieléctrica de la ec. (1.2.10), se obtiene

ε(ωp) = 1−
ω2
p

ω2
p

= 0. (1.3.4)

Esta frecuencia permite la excitación de oscilaciones longitudinales colectivas, ec. (1.1.24). De la
de�nición de desplazamiento eléctrico D = 0 = ε0E+P→ E = −P/ε0, es decir en la frecuencia de
plasma, el campo eléctrico es puramente depolarizado. Consideremos las oscilaciones longitudinales
colectivas del gas de electrones contra un núcleo positivo dentro de un bloque metálico delgado
(Fig. 1.3.2). El desplazamiento colectivo de N electrones, con masa m, en una distancia u, lleva a
una densidad de carga σ = ±N eu en las fronteras del volumen que encierra el gas de electrones.
Generándose un campo eléctrico homogéneo dentro del volumen, E = N eu/ε0. Como consecuencia,

el desplazamiento de los electrones experimenta una fuerza de restauración, Nmd2u

dt2
= −N eE.

Por lo tanto
d2u

dt2
+ ω2

pu = 0, (1.3.5)
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donde ωp es la frecuencia natural de una oscilación longitudinal colectiva del gas de electrones.
Los cuantos de oscilaciones de estas cargas son conocidos como plasmones de volumen [1]. Por lo
tanto debido a la naturaleza longitudinal, los plasmones de volumen no se acoplan a ondas EM
transversales, y sólo pueden excitarse por el impacto de partículas cargadas.

Figura 1.3.2. Oscilaciones longitudinales de los electrones de conducción de un bloque metálico
delgado [1].

En la Fig. 1.3.3 se muestran las constantes ópticas (a) y la re�exión a incidencia normal (b) de un
metal de Drude ωp = 5.47eV y Γ = 3.03 · 1013 Hz (válido para la mayoria de los metales [1, 45]).
Para ello se usan las relaciones entre el índice de refracción complejo n̂(ω) = η(ω) + iκ(ω) y la
función dieléctrica (apéndice A.3)

<(ε) = η2 − κ2 (1.3.6)

=(ε) = 2ηκ (1.3.7)

η2 =
1

2
[<(ε) +

√
<(ε)2 + =(ε)2 (1.3.8)

η = =(ε)/2κ. (1.3.9)

Para ω > ωp el metal se vuelve completamente transparente, lo cual se corrobora con la componente
imaginaria de n̂. Además, la componente real del índice de refracción η ≈ 0 en la energía de plasma,
que en términos de velocidad de fase vf = c/η, implica una velocidad y longitud de onda in�nitas,
es decir que los electrones están oscilando en fase [36].

Figura 1.3.3. a) Constantes ópticas y b) re�exión a incidencia normal calculadas para un metal
usando el modelo de Drude para electrones no amortiguados, ec. (1.2.7). Se observa que para
energías iguales o mayores a la energía de plasma, el metal se vuelve transparente para las ondas
EM incidentes, es decir la re�ectancia se vuelve casi nula y la velocidad de fase in�nita, lo cual
signi�ca que los electrones oscilan en fase [36].
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1.3.2. Plasmones de super�cie en una interfase sólido semi-in�nito

Consideremos la interfase metal (ε1)/dieléctrico (ε2) en el que incide una onda EM p-polarizada en
la dirección x, sin dependencia Ey, o Modo Transversal Magnético (TM). No se considera el caso de
un onda transversal eléctrica (TE), pues con ellas no se pueden excitar los plasmones super�ciales
(SP) [1]. La con�guración de la propagación de la onda TM se muestra esquemáticamente en la
Fig. 1.3.4.

Figura 1.3.4. Propagación de los SPs en una interface metal/dieléctrico [1].

Las expresiones de los campos H y E en el medio 2 y 1 son

Para la región z > 0:
H2 = (0, Hy2, 0)ei(kx2x+kz2z−ωt) (1.3.10)

E2 = (Ex2, 0, Ez2)ei(kx2x+kz2z−ωt). (1.3.11)

Para la región z < 0:
H1 = (0, Hy1, 0)ei(kx1x−kz1z−ωt) (1.3.12)

E1 = (Ex1, 0, Ez1)ei(kx1x−kz1z−ωt). (1.3.13)

kx =
ω

c
(
ε1ε2
ε1 + ε2

)1/2 (1.3.14)

donde kx = kx1 = kx2 = β, expresión válida para ε(ω) real o compleja (apéndice A.5). La compo-
nente z es

kzj =

√
εj
ω2

c2
− β2, j = 1, 2. (1.3.15)

Cuando ω y ε2 son reales y =(ε1) < |<(ε1)| se obtiene un vector de propagación complejo β =
β′ + iβ′′ [3]

β′ =
ω

c

(
<(ε1)ε2
<(ε1) + ε2

)1/2

(1.3.16)

β′′ =
ω

c

(
<(ε1)ε2
<(ε1) + ε2

)3/2 =(ε1)

2(<(ε1))2
. (1.3.17)

Para que β′ ∈ < se debe cumplir que(
<(ε1)ε2
<(ε1) + ε2

)
> 0→ <(ε1)ε2 > <(ε1) + ε2 (1.3.18)

siendo que <(ε1) < 0 para metales con ω < ωp, por lo tanto |<(ε1)| > ε2. Por otra parte, β′′

determina la absorción interna, que es despreciable cuando |<(ε1)| � ε2.
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Casos:
1. Para un amortiguamiento despreciable, la función dieléctrica es puramente real,

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2
.

La relación de dispersión generada se muestra en la Fig. 1.3.5. Se observa que dicha curva (línea
continua color gris) se aproxima a la línea de luz

√
ε2 ω/c (recta color negro), para valores pequeños

de β, correspondiente a frecuencias bajas (infrarojo medio o inferior) pero permanece mayor que√
ε2 ω/c, por lo tanto los SPs no se pueden transformar en luz en esta región, motivo por el cual

estos SPs son conocidos como SPs no radiativos.
Cuando β se hace muy grande, o ε1 → −ε2,

ωsp =
ωp

1 + ε2

es decir, la frecuencia de los SPs se aproxima a la frecuencia de plasmón super�cial ωsp, por ende
la velocidad de grupo vg → 0, así que el modo adquiere un caracter electrostático. Debido a la
naturaleza ligada, las excitaciones de los SPs se encuentran a la derecha de sus respectivas líneas
de luz. El vector de onda de los SPs es mayor que el de las ondas de luz (viajando en el dieléctrico
de la interfase) con la misma energía, ~ω, es decir, no pueden ser excitadas por luz directa. En
la Fig. 1.3.5 se presenta la zona de semi-radiación (línea color negro) correspondiente a la parte
imaginaria β y los modos de radiación, los cuales se obtienen para ω > ωp.

Figura 1.3.5. Relación de dispersión del gas de electrones en interfase metal y aire con amortigua-
miento despreciable. La frecuencia de plasma del metal se tomó como ωp = 5.47 eV. La línea negra
continua, representa la relación de dispersión de un SPs propagándose en dicha interfase, esta línea
se divide en tres regiones: de ω → ω2

p/
√

1 + ε2 (línea gris continua) correspondiente a los modos

guiados, ω → ω2
p/
√

1 + ε2 (línea negra continua) correspondiente a los modos de semi-radiación y
ω → 3ωp/2 (línea negra discontinua) corresponiediente a los modos de radiación. La recta (punto-
línea), representa la relación de dispersión para la luz viajando en el medio dieléctrico. En una
región de ω, la constante de propagación es puramente imaginaria (linea negra discontinua).

2. Cuando se tiene amortiguamiento por transiciones interbanda, la función dieléctrica es compleja.
En la Fig 1.3.6 se simulan las interfases: oro/aire, oro/sílice y plata/aire, plata/sílice, con sus
respectivas líneas de luz. La función dieléctrica correspondiente se tomó de lo reportado en la
literatura [37].

La componente imaginaria del vector de onda de los SPs indica atenuación durante la propa-
gación. Entonces, la máxima longitud de propagación, de�nida como la distancia en la dirección de
propagación del modo SP a la cual su energía decae en un factor 1/e, está dada por

L =
1

2 · =(β)
(1.3.19)
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Figura 1.3.6. Relación de dispersión de los SPs (curva continua) en diferentes interfases, junto
con la relación de dispersión de la luz en el medio dieléctrico de la interfase (línea discontinua). a)
interfase aire/oro (curvas y rectas color negro) y sílice/oro (curvas y rectas color gris) y b) interfase
aire/plata (curvas y rectas color negro) y sílice/plata (curvas y rectas color gris). Los datos de la
función dieléctrica del oro y plata se tomaron de la literatura [37].

por ejemplo, en el régimen UV-visible L ∼ 1 − 100µm para una interfase oro/agua. En la Fig.
1.3.7, se muestra el cambio de L de un SP propagándose sobre una interfase metal/dieléctrico, en
función de la longitud de onda.

Por otra parte, ya que kzi, i = 1, 2 son imaginarios para metales realistas, la amplitud del campo
de los SPs decrece exponencialmente de forma normal a la super�cie. Esta longitud de penetración,
de�nida como la longitud a la cual el campo decae en un factor 1/e, se calcula mediante

zi =
1

|kzi|
(1.3.20)

con i = 1, 2. En el medio dieléctrico

z2 =
λ

2π

(
<(ε1) + ε2

ε22

)1/2

(1.3.21)

mientras que para el metal

z1 =
λ

2π

(
<(ε1) + ε2
(<(ε1))2

)1/2

. (1.3.22)

Para el oro, usando λ = 600 nm se obtiene una longitud de penetración en el dieléctrico de 280
nm y en el oro 31 nm. En el caso ideal de un metal perfecto, la función dieléctrica se puede
considerar in�nita, y la longitud de penetración será cero. En la Fig. 1.3.8 se muestra la longitud
de penetración zi, de un SP en el metal (a) y en el dieléctrico (b) como función de la longitud de
onda.

El comportamiento simpli�cado de los campos EM en una interfase metal (plasma)/dieléctrico,
se aprecia en la Fig. 1.3.9 (a), donde se muestra la oscilación colectiva debido al desplazamiento
de las cargas en la super�cie, así mismo se muestra que la onda EM resultante es TM, tal que el
campo magnético Hy es perpendicular al plano de incidencia xz. En la Fig. 1.3.9 (b) se presenta la
dependencia exponencial o evanescente de la componente z del campo eléctrico de los SP, mostrando
un máximo en la interfase y decayendo de forma más rápida en el metal debido a los procesos de
disipación de energía (por ejemplo, transiciones interbanda). Se puede consultar una imagen más
precisa de la propagación de un SP obtenida por un microscopio de efecto de tunelamiento de
fotones (PSTM) [47]. Dawson et. al., corroboraron la naturaleza evanescente de los SPs, además
de hacer una medición del campo producido con y sin película metálica delgada, empleando un
microscopio de efecto de tunelamiento de fotones (PSTM) [47].

16



CAPÍTULO 1. TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA
1.3. FUNDAMENTOS DE PLASMÓNICA

Figura 1.3.7. Longitud de propagación de un SP viajando en la interfase formada por un die-
léctrico (ηd = 1, ηd = 1.333) y un metal (Au,Ag) calculado en función de la longitud de onda
[37].

Figura 1.3.8. Longitud de penetración zi de un SP en el metal y en el dieléctrico como función
de la longitud de onda para una interfase oro/dieléctrico (η = 1, η = 1.333) tomando los datos
experimentales para el oro [37].
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Figura 1.3.9. a) Cargas y campos EM de los SPs propagandose en la interfase me-
tal(plasma)/dieléctrico en la dirección x, los campos EM son del TM tal que el campo Hy es
perpendicular al plano de incidencia (plano xz). b) Dependencia exponencial de Ez en dirección
perpendicular a la interfase, se aprecia un decaimiento mayor en el metal debido a los procesos de
disipación de energía [3].

1.3.3. Plasmones de super�cie en un sistema multicapas

Sean dos interfases (Fig. 1.3.10) formadas por una capa delgada metálica (I) �anqueada por dos
medios dieléctricos (II y III). Cada interfase permite la propagación de SPs, sin embargo, si la
separación entre los dos dieléctricos 2a, es menor que la longitud de penetración en el metal zi
(ec. 1.3.20), los SPs de cada interfase pueden interactuar y dar lugar a modos acoplados [48].
Tomando como referencia los resultados de la sección anterior, nos enfocaremos en campos EM

Figura 1.3.10. Sistema de tres capas. I es la región con medio metálico, II y III son las regiones
con medios dieléctricos.

de polarización TM o p, donde el campo eléctrico E es paralelo y H perpendicular al plano de
incidencia respectivamente, además de no oscilar en el eje z.
Para la región del dieléctrico (III), con z > a

Hy = Aeikxx−kz3z (1.3.23)

Ex = i
1

ωε0ε3
Akz3e

ikxx−kz3z (1.3.24)

Ez = − 1

ωε0ε3
Akxe

ikxx−kz3z (1.3.25)

Para el dieléctrico (II), con z < −a

Hy = Beikxx+kz2z (1.3.26)

Ex = −iB 1

ωε0ε2
kz2e

ikxx+kz2z (1.3.27)

Ez = − 1

ωε0ε2
Bkxe

ikx+kz2z. (1.3.28)
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La contribución de los modos en la película metálica delgada en la parte superior como en la parte
inferior, −a < z < a, dan como resultado

Hy = Ceikxx+k1zz +Deikxx−kz1z (1.3.29)

Ex = −iC 1

ωε0ε1
kz1e

ikxx+kz1z + iD
1

ωε0ε1
kz1e

ikxx−kz1z (1.3.30)

Ex = C
kx

ωε0ε1
eikxx+kz1z +D

1

ωε0ε1
kxe

ikxx−kz1z. (1.3.31)

Los requerimientos de continuidad para los campos Hy y Ex en z = a,−a, llevan a un sistema
acoplado de 4 ecuaciones. Además de que Hy debe satisfacer la ecuación de onda para los modos
TM en las 3 regiones distintas, mediante

k2z,i = β2 − ω2

c2
εi. (1.3.32)

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales dado por las ecs. (1.3.23) a (1.3.31) y usando la ec.
(1.3.31) tenemos que [1]

e−4kz1a =
kz1/ε1 + kz2/ε2
kz1/ε1 − kz2/ε2

kz1/ε1 + kz3/ε3
kz/ε1 − kz3/ε3

(1.3.33)

la cual es consistente con los resultados de la sección anterior cuando se hace in�nito el espesor
de la película metálica a → ∞, por ende se obtienen las relaciones de dispersión para una inter-
fase metal/dieléctrico (A.5.20). Al tener una película metálica con espesor comparada a zi surgen
propiedades más complejas en sus constantes de propagación y las distribuciones del campo eléc-
trico. Existen dos posibilidades para esta guía de onda, la primera es que los medios dieléctricos
tengan la misma constante dieléctrica, ε2 = ε3, la relación de dispersión se divide en 2 ecuaciones,
una describe vectores simétricos (Ex(z) es par, Hy(z) y Ez(z) son impares), mientras que la otra
describe vectores asimétricos (Ex(z) es impar, Hy(z) y Ez(z) son pares), cabe resaltar que para
cualquier espesor de la película delgada (I), existen 2 SPs acoplados [48]. La segunda posibilidad
es que los medios dieléctricos tengan distintas constantes dieléctricas ε2 6= ε3. Por lo general se
denomina modo de índice inferior (MII) al modo excitado en la interfase del metal y la capa de
índice de refracción más bajo. El modo excitado en la interfase del metal y la capa de alto índice
de refracción se denomina modo de índice superior (MIS). Es importante resaltar como cambia
el comportamiento de los campos EM al variar el espesor de la película. Por ejemplo, el índice
efectivo ηeff de�nido como

ηeff =
c

ω
<(β)

disminuye para el modo simétrico al disminuir el espesor de la película, hasta desaparecer, mientras
que para los modos asimétricos, ηeff aumenta al disminuir el espesor de la película metálica [49].
Un comportamiento similar sucede para el modo de atenuación, de�nido como (unidades de b en
dB/cm si β, se encuentra en cm−1)

b =
0.2

Ln(10)
=(β).

Para un espesor crítico (corte de modo), el modo simétrico deja de existir como modo guiado
[48, 49]. Un esquema simpli�cado de la propagación de los dos modos en esta con�guración, se
muestra en la Fig. 1.3.11 donde se representa la amplitud de la onda en el eje z, para un modo
simétrico βs = kx,s (SSP) o asimétrico βa = kx,a (ASP). Aunque existen dos modos en una
con�guración asimétrica de 3 capas (dieléctrico/metal/dieléctrico), el vector de onda dentro del
medio con índice inferior (MII) se aproxima lo su�ciente al vector de onda generado en dicha
interfase (Fig. 1.3.12). Se observan las componentes del vector kx variando el espesor 2a, los valores
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Figura 1.3.11. Plasmones super�ciales simétrico (SSP) y antisimétrico (ASP) en una guía de
onda dieléctrico/metal/dieléctrico [48].

del vector kx calculado para una sola interfase formada por oro y el medio dieléctrico de menor
índice de refracción (d1) y por oro y el medio dieléctrico de mayor índice de refracción (d2). De
esta última �gura, se justi�ca el hecho de aproximar el vector de onda en el medio MII con la
ec. (1.3.14) para espesores adecuados. En el espesor de corte, la componente imaginaria de kx es
mínima, garantizando la mayor transferencia de energía, por tal motivo se le conoce también como
espesor óptimo [50].

Figura 1.3.12. Componente real (a) e imaginario (b) del vector kx generado en una capa metálica
de oro de espesor 2a y estructura asimétrica. Las líneas discontinuas representan los valores de kx
asociados a una única interfase formada por oro y el medio dieléctrico de menor índice de refracción
(d1) y por oro y el medio dieléctrico de mayor índice de refracción (d2) [50].

1.3.4. Plasmones de Super�cie Localizados

Hemos revisado en las secciones anteriores que los SPs son ondas EM dispersivas acopladas al
gas de electrones, propagándose en una interfase metal/dieléctrico. Los Plasmones de Super�cie
Localizados son excitaciones de los electrones de conducción de nano-estructuras metálicas que no
se propagan acopladas al campo eléctrico [1].
Estos modos surgen desarrollando el problema de dispersión de una pequeña partícula esférica
conductora (NP) en un campo eléctrico oscilante. La super�cie de esta partícula efectúa una fuerza
efectiva restauradora de los electrones de conducción, lo que produce una resonancia, llevando a
una ampli�cación del campo eléctrico tanto dentro como fuera (zona de campo cercano). Esta
resonancia es conocida como plasmón de super�ce localizado (LSP), Apéndice (A.6) y [51].
De la ecuación de onda escalar en coordendas esféricas

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Φ

∂r

)
+

1

r2sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2sinθ

∂2Φ

∂φ2
+ k2Φ = 0 (1.3.34)
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cuyas soluciones asintóticas cuando r →∞ son (ver apéndice A.8),

Mpmn = ∇× (rΦpmn) (1.3.35)

Npmn =
∇×Mpmn

k
(1.3.36)

el subíndice p, en Φpmn, representa la paridad (par p = e, impar p = o), de acuerdo a

Φemn = cos(mφ)Pmn (cosθ)zn(kr) (1.3.37)

Φomn = sin(mφ)Pmn (cosθ)zn(kr) (1.3.38)

donde zn es cualquiera de las cuatro funciones de Bessel : jn , yn esféricas o h(1)n , h(2)n de tercer
tipo (o funciones de Hankel), Pmn son los Polinomios asociados de Legendre de grado n y orden m
(n = m,m+ 1, ..., Fig. A.8.1, apéndice A.8).

Entonces, los campos eléctricos incidentes, internos y dispersados pueden escribirse como

Ei =

∞∑
m=0

∞∑
n=m

(BemnMemn +BomnMomn +AemnMemn +AomnMomn)

= E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(M

(1)
o1n − iN

(1)
e1n)

(1.3.39)

donde M
(1)
o1n representa los vectores armónicos esféricos para los cuales la dependencia radial esta

dada por jn [13].
En la práctica es común usar los coe�cientes de dispersión, los cuales afectan la magnitud de los

campos dispersados, e internos a la esfera. Por lo tanto se relacionan con medidas ópticas como la
absorción y dispersión. Así mismo, bajo ciertas consideraciones es posible deducir la concentración
molar de las NPs. Estos coe�cientes se obtienen al aplicar condiciones a la frontera en el radio de
la esfera r = a y están dados por (ver apéndice A.8)

an =
µm2jn(mx)[xjn(x)]′ − µ1jn(x)[mxjn(mx)]′

µm2jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µ1h

(1)
n (x)[mxjn(mx)]′

(1.3.40)

bn =
µ1jn(mx)[xjn(x)]′ − µjn(x)[mxjn(mx)]′

µ1jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(1.3.41)

cn =
µ1jn(x)[xh

(1)
n (x)]′ − µ1h

(1)
n (x)[xjn(mx)]′

µ1jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(1.3.42)

dn =
µ1mjn(x)[xh

(1)
n (x)]′ − µ1mh

(1)
n (x)[xjn(mx)]′

µm2jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µ1h

(1)
n (x)[mxjn(mx)]′

(1.3.43)

donde x = ka = 2π
√
εda/λ, con εd el índice del medio dieléctrico que rodea la esfera, m es el índice

de refracción relativo dado por m =
√
εm(λ)/

√
εd, donde

√
εm(λ) es el índice de refracción de la

esfera metálica, el signo de prima índica diferenciación con respecto al argumento en paréntesis y
h
(1)
n (x) representa una onda esférica saliente

h(1)n (kr) ∼ (−1)n
eikr

ikr
kr >> n2. (1.3.44)

Mediante éstas ecuaciones es posible calcular los coe�cientes con exactitud, hasta el término n,
para que la serie converja [13]

x+ 4x1/3 + 2. (1.3.45)
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Tabla 1.1. Primeros dos términos de un total de n = 7, para los 4 coe�cientes relacionados con
los factores de extinción.

Coe�ciente n = 1 n = 2

an 0.2306− 0.2511i 0.0055− 0.0354i

bn 0.0627 + 0.1507i 0.0159 + 0.0262i

cn −0.6837 + 0.0128i −0.3569 + 0.2199i

dn −1.1264 + 0.0093i 0.2135 + 0.1212i

Las e�ciencias Qi (o factores de e�ciencia) para la interacción con una esfera dispersora de radio
r = a, son las secciones transversales normalizadas a la sección transversal de la partícula πa2,

Qi =
Ci
πa2

donde i puede representar: extincion, absorción o dispersión. Finalmente, se tiene la relación

Qext = Qsca +Qabs (1.3.46)

Csca =
2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)(|an|2 + |bn|2) (1.3.47)

Cext =
2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)<(an + bn) (1.3.48)

De las ecs. (1.3.46) a (1.3.48) la absorbancia, A (sec. 4.2) es posible obtener la concentración molar
c de las NPs esféricas mediante [52]

c = 4Ln(10)
A

NAπa2Qextl
(1.3.49)

con a el radio de las NPs, NA el número de Avogadro, l es la longitud del camino del espectrofo-
tómetro [53].

1.3.5. Cálculos computacionales usando la teoría de Mie

El procedimiento para calcular la ec. (1.3.47) y (1.3.48) se realiza en 3 etapas.
1. Determinación de los coefcientes an y bn, mediante mieabcd de MATLAB [54], 2. Determinar

Ci para cada valor de εm(λi), de acuerdo a ec. (1.3.45) y 3. repetir para todos los posibles valores de
εm(λi) para diferentes longitudes de onda con los que se cuente. La función dieléctrica debe estar
corregida para tamaños nanométricos (sec. 1.2.4). El diagrama de �ujo del programa empleado se
presenta en la Fig. 1.3.13 (a) mientras en la Fig. 1.3.13 (b) corresponde a la determinación de las
e�ciencias Qi. Los códigos de los programas se encuentran el apéndice B.

Considerando como ejemplo m = 5 + 0.4i se obtiene una matriz de tamaño 6 x 2 x 2, con los
valores de los coe�cientes para cada valor de n = 1 hasta n = 6. En la tabla 1.1, se muestran
los coe�cientes obtenidos para los primeros n = 1, 2 términos en la sumatoria, de un total de 7
términos para cada coe�ciente. La determinación de las e�ciencias para patículas esféricas de oro,
tanto con valores experimentales de la función dieléctrica del oro en bulto [37] como para partículas
nanométricas de radios 20 y 40 nm (sec. 1.2.4) y η = 1.333 para el agua, no muestra diferencia
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Figura 1.3.13. a) Diagrama de �ujo para cálculo de coe�cientes an, bn, cn, dn y b) diagrama de
�ujo para cálculo de e�ciencias Qi

signi�cativa cuando se considera la correción nanométrica para radios pequeños (Fig. 1.3.14). Se
observa que los máximos ocurren en λ524 nm y amplitudes de absorbancia distintos: Al aplicarse
la corrección nanométrica es menor en la región λ480− 550 nm que la curva calculada sin aplicar
la corrección nanométrica, debido a la corrección por el amortiguamiento de super�cie dada por la
ec.(1.2.30), despreciable para radios mayores de 50 nm [55]. Para radios mayores (no se muestra)
existen curvas distintas en forma y en el máximo [55, 56]. En el caso de una AuNP esférica de radio
a = 20 nm con función dieléctrica corregida nanométricamente, variando el índice de refracción del
medio an�trión (η = 1, 1.1, 1.333, 1.336), el espectro se corre al rojo dado que un medio más denso
se presentará mayor polarización. Se observa que un cambio de índice de refracción δηd = 0.336
provoca un cambio en la longitud de onda del modo LSP δλspr = 33, lo cual sugiere su uso en
sensado. Usando n = 100 términos para el cálculo del espectro de absorción, se obtiene el mismo

Figura 1.3.14. a) Modelación empleando la teoría de Mie y usando la correción nanométrica para
AuNPs con radio a = 20 nm (línea negra continua) y a = 40 nm (línea-punto), comparado con el
cálculo sin realizar la correción nanométrica. b) Espectro de absorbancia para una AuNP variando
el índice de refracción del medio an�trión ηd. En ambas grá�cas se indica la longitud de onda λ en
que cada curva alcanza su valor máximo.
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resultado usando la aproximación de Bohren como se observa en la Fig. 1.3.15. Además se muestra
el espectro obtenido para un número de términos máximos, para los cuales ya no se obtiene el
espectro completo, n = 123 (a) y n = 135 (b), esto debido a que los coe�cientes dependen de las
funciones esféricas de Bessel, las cuales se atenúan para grandes valores de n.

Figura 1.3.15. Simulación del espectro de absorción obtenido para AuNP esférica de radio a)
a = 20 nm y b) a = 40 nm, con diferentes cantidades de términos empleados para cada coe�ciente.
En ambos casos la función dieléctrica fue corregida para AuNPs tomando el radio correspondiente.

1.3.6. Aproximación electrostática

Al aproximar la teoría de Mie hasta términos de orden x4, se obtienen los mismos resultados que
se obtienen por medio de la aproximación electrostática o aproximación cuasiestática (QSA). Para
la cual se considera una esfera de radio a con constante dieléctrica εm, en un medio dieléctrico con
constante εd por el cual pasa un campo eléctrico uniforme, ver Fig. 1.3.16 (a), que a distancias
grandes r comparadas con el radio de la esfera a, es dirigido sobre el eje z, con magnitud E. Tanto
dentro como fuera de la esfera no hay cargas libres. El problema se simpli�ca a resolver la ecuación
de Laplace con las condiciones de frontera adecuadas [51]. El campo eléctrico dentro de la esfera
tiene magnitud

Ein =
3εd

εm + 2εd
E. (1.3.50)

Por su parte, fuera de la esfera, el campo es equivalente al campo aplicado E más el campo de un
dipolo en el origen, con momento dipolar

p = 4π
εm − εd
εm + 2εd

εda
3E (1.3.51)

orientado en la dirección del campo aplicado, por lo tanto el campo aplicado induce un momento
dipolar proporcional al campo. La facilidad con la que una esfera es polarizada, puede ser especi-
�cada por la polarizabilidad α, para este caso dada por

α = 4π
εm − εd
εm + 2εd

a3 (1.3.52)

por otra parte, el momento dipolar es la integral de volumen de la polarización P (P = dp/dV )
recordando que la polarización esta dada por

P = 3

[
εm − εd
εm + 2εd

]
E (1.3.53)
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donde se uso la ec. 1.3.50. Por otra parte, la densidad super�cial de carga de polarización , σp =
(P · n) = (P · r)/r, da como resultado

σp =
3εd
4π

[
εm − εd
εm + 2εd

]
E cos θ (1.3.54)

En la Fig. 1.3.16 (b) se esquematiza la carga de polarización, la cual permite entender más adelante
la in�uencia de partículas cercanas (sec. 1.4.3) y los efectos del sustrato (sec. 1.4.4) .

Figura 1.3.16. Esquematización de una esfera homogénea e isotrópica dentro de un medio arbi-
trario en el que existe un campo eléctrico uniforme y constante en el tiempo.

Por lo tanto una esfera en un campo electrostático es equivalente a un dipolo ideal. Al considerar
que este dipolo es irradiado por una onda polarizada uniforme, este oscila con la frecuencia del
campo aplicado ω, por lo tanto el dipolo irradia un campo eléctrico Es, en un medio dieléctrico,
εd y omitiendo la dependencia temporal, dado por [51] (ver apéndice A.7)

Es =
eikr

−ikr
(ik3)

4πεd
(r̂× r̂× p) (1.3.55)

generado en la zona de lejana, a << λ << r. Aplicando las de�niciones de la razón de la ener-
gía dispersada y absorbida se obtienen las amplitudes de dispersión y �nalmente se obtienen las
secciones transversales de extinción y dispersión [13]

Cext = k=(α) (1.3.56)

Csca =
k4

6π
|α|2, (1.3.57)

expresiones equivalentes a las formuladas en la teoría de Mie, hasta términos de orden x4 y con
la condición |m|x << 1 . La diferencia entre realizar el desarrollo de Ci con la teoría de Mie
[12], o bien con QSA, es que la primera permite la incorporación de mayores modos multipolares,
descritos por Nn y Mn, lo que permite un entendimiento físico del fenómeno de dispersión, por
ejemplo en geometrías más complicadas, como esferoides, cubos o estrellas aparecen mayores modos
multipolares en el espectro de extinción [56], también con la teoría de Mie es posible dibujar las
líneas de campo eléctrico en una super�cie esférica imaginaria que rodea la partícula, los cuales
son proporcionales a los modos multipolares [12], estas líneas son similares a las producidas por
dipolos o cuadrupolos oscilantes, lo cual también se encuentra en la aproximación QSA, es decir
describen el mismo fenomeno físico, una discusión extensa sobre estos patrones se puede encontrar
en [12, 13].
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1.3.7. QSA para partículas esferoidales

El caso más general de una partícula con super�cie suave y con con semi-ejes a > b > c, se aprecia
en la Fig. 1.3.17. El sistema que modela los elipsoides obedece la relación [57]

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1 (1.3.58)

con ξ=cte., las constantes a, b y c son los parámetros que describen a los elipsoides e hiperboloides,
sujetos a las condiciones

a2 > ζ > b2 > η > c2 > ξ (1.3.59)

Las coordenadas elipsoidales (ξ,η,ζ) determinan 8 puntos simétricamente localizados en cada
uno de los octantes, las ecuaciones de transformación son [57]

x2 =
(a2 + ξ)(a2 + η)(a2 + ζ)

(a2 − b2)(a2 − c2)
(1.3.60)

y2 =
(b2 + ξ)(b2 + η)(b2 + ζ)

(a2 − b2)(c2 − b2)
(1.3.61)

z2 =
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)
. (1.3.62)

Considerando un campo electrostático paralelo al eje z, en un elipsoide homogéneo, el potencial
cumple lo siguiente

Φ(x, y, z) = Φ(−x, y, z) = Φ(x,−y, z) = Φ(−x,−y, z) (1.3.63)

Φ(x, y,−z) = Φ(−x, y,−z) = Φ(x,−y,−z) = Φ(−x,−y,−z) (1.3.64)

donde x, y, z son positivos. Por lo tanto, sólo debemos considerar el potencial en dos octantes. El
potencial y sus derivadas con respecto a z deben cumplir condiciones de continuidad en el plano
z = 0. Para x, y, z, positivos, el potencial externo se escribe como

Figura 1.3.17. Esquema de partícula elipsoidal, el eje mayor del elipsoide se encuentra sobre el
eje x [13].

Φ = −E
[

(c2 − ξ)(η − c2)(ζ − c2)

(a2 − c2)(b2 − c2)

]1/2
. (1.3.65)
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Dentro de la partícula tendremos un potencial Φ1, mientras que fuera tendremos un potencial
Φ2, que es la superposición de Φ y el potencial perturbado por la partícula Φp. A distancias
su�cientemente grandes podemos ignorar este último potencial. Aplicando las condiciones a la
frontera a dichos potenciales, se obtiene

Φ1(0, η, ζ) = Φ(0, η, ζ) + Φp(0, η, ζ). (1.3.66)

Una vez establecidas las condiciones físicas adecuadas, el siguiente paso es desarrollar la ecuación
de Laplace en coordenas elipsoidales, posteriormente se realiza una aproximación basada en las
soluciones que se obtuvieron para la esfera y por último se utiliza el método de variación de
parámetros para obtener dos soluciones linealmente independientes [58]. Entonces, los potenciales
dentro y fuera de la partícula son (apéndice A.10)

Φ1 =
Φ

1 + L3(ε1−εm)
εm

(1.3.67)

Φp = Φ

abc
2

εm − εd
εm

∫∞
ξ

dq

(c2 + q)f(q)

1 + Lz(εd−εm)
εm

(1.3.68)

donde εm es la función dieléctrica del esferoide y εd del medio dieléctrico que lo rodea, el factor
geométrico Lz se calcula como

Lz =
abc

2

∫ ∞
0

dq

(c2 + q)f(q)
(1.3.69)

1.3.8. Aproximación a distancias su�cientemente grandes

Para r2 � a2, la integral de la ec. (1.3.68), puede aproximarse como∫ ∞
ξ

dq

q5/2
=

2

3
ξ−3/2 ξ ≈ r2 � a2. (1.3.70)

De la ec. (1.3.65) [
(c2 − ξ)(η − c2)(ζ − c2)

(a2 − c2)(b2 − c2)

]1/2
' ξ1/2,

por lo tanto Φp es, aproximadamente

Φp ∼
E cosθ

r2

abc

3

εm − εd
εd

1 +
Lz(εm − εd)

εd

, r >> a. (1.3.71)

El potencial electrostático debido a un dipolo puntual, obedece (apéndice A.6)

Φ =
p · r

4πεdr2
(1.3.72)

con εd la constante dieléctrica del medio en que se encuentra el dipolo, por lo tanto, despejando
para p y usando la ec. (1.3.71) se obtiene

p = 4πεmabc
εd − εd

3εd + 3L3(εm − εd)
E. (1.3.73)
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Comparando con la ec.(1.3.51), la polarizabilidad α de un elipsoide producida por un campo
paralelo a uno al eje z es

αz = 4πabc
εm − εd

3εd + 3Lz(εm − εd)
. (1.3.74)

Al hacer el desarrollo consideró que el campo eléctrico para ser paralelo al eje z, pero hay invarizanza
bajo rotaciones, entonces para cualquier eje

αγ = 4πabc
εm − εd

3εd + 3Lγ(εm − εd)
(1.3.75)

con γ = x, y, z, tal que la polarizabilidad para los ejes x y y es

Lx =
abc

2

∫ ∞
0

dq

(a2 + q)f(q)
(1.3.76)

Ly =
abc

2

∫ ∞
0

dq

(b2 + q)f(q)
(1.3.77)

1.3.9. Esferoides prolatos

Un esferoide prolato es generado al rotar una elipse alrededor de su eje mayor, con b = c (ver Fig.
1.3.17)

Lx =
1− e2

e2
(−1 +

1

2e
Ln

1 + e

1− e
) (1.3.78)

donde e, es la excentricidad dada por

e2 = 1− b2

a2
(1.3.79)

y
Lx + Ly + Lz = 1 (1.3.80)

1.3.10. Cálculo de absorbancia para esferoides prolatos

Suponiendo una colección aleatoria de partículas esferoidales, las secciones transversales promedio
〈Ci〉 son independientes de la polarización del haz incidente, y se calculan como [13]

〈Cabs〉 =
2π

λ
=(

1

3

∑
γ

αγ) (1.3.81)

donde γ = x, y, z, o [59, 60]

Cext
NV

=
2πε

3/2
d

3λ

∑
γ

=(εm)/L2
γ

(<(εm) +
1− Lγ
Lγ

εd)2 + [=(εm)]2
(1.3.82)

donde Cext es el coe�ciente de extinción dado en la ec. (1.3.48), N es el número de partículas, con
un volumen individual V , γ = x, y, z , εm(λ) es la función dieléctrica de las partículas esferoidales,
mientras que εd es la constante dieléctrica del medio an�trión en que se encuentran las partículas.
En el caso especial de que las partículas sean esfeorides prolatos, entonces Lγ se calcula mediante
las ecs. de la sec. 1.3.9. Por otra parte, εm(λ) debe estar corregida para partículas nanométricas
[44] εm(λ)→ εm(λ, a) con a el radio de la nanopartícula, sec. 1.2.4. En la Fig. 1.3.18, se muestra
la absorbancia para una relación de aspecto RA = 3 (RA = a/b) y una constante dieléctrica del
medio que rodea al elipsoide de εd = 1.77 o η = 1.333 (Agua). Las líneas discontinuas corresponden
a los valores de λ para los cuales se excitan los modos LSP Longitudinal y Transversal, el primero
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asociado con las oscilaciones de los electrones sobre la dirección del semi-eje mayor (a) y el segundo
a las oscilaciones de los electrones sobre la dirección transversal del semi-eje menor (b, c). La Fig.
1.3.19 muestra los espectros de absorbancia para AuNRs variando a) la función dieléctrica del
medio εd (εAu(λ, a = 20) nm y RA=2.5 �jos) y b) la relación de aspecto, εAu(λ, a) y εd = 1.77
�jos. Para esferoides muy alargados, el cociente b/a → 0, por lo tanto Lx ≈ 0 y Ly = Lz ' 1/2,
entonces la ec.(1.3.82) puede ser calculada como

Cext
NV

=
2πε

3/2
d

3λ

[
=(εm)

ε2d
+

1

2
· ε2

(<(εm) + εd)2 + =(εm)2

]
(1.3.83)

Figura 1.3.18. Espectro de absorbancia para esferoide con RA =3 (normalizado) en agua, usando
la ec. (1.3.82) con la función dieléctrica corregida para AuNPs con radio a = 10 nm.

Figura 1.3.19. Espectro de absorbancia para AuNRs variando a) la función dieléctrica del medio
εd ( εAu(λ, a = 20) nm y RA = 2.5 �jos) y b) la relación de aspecto, εAu(λ, a) y εd = 1.77 �jos.

La polarizabilidad es una medida de que tan fácil la carga dentro de una AuNP puede ser desplazada
por un campo eléctrico, debido a este desplazamiento se crea un momento dipolar, el cual depende
de la polarizabilidad [61]. Cuando se cambia la geometría se obtienen diferentes condiciones para
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alcanzar el valor máximo de |α|. La condición de resonancia para la polarizabilidad de un esferoide
prolato (máximo valor de |α|) es

<(εm(ω)) ≈ −1− Lγ
Lγ

εd, (1.3.84)

mientras que para una esfera a = b = c, por lo tanto Lx = Ly = Lz = 1/3 y usando la ec. (1.3.84),
tenemos

<(εm) ≈ −2εd (1.3.85)

conocida como la condición de Fröhlich para la resonancia LSP [13]. En la Fig. 1.3.20, se muestra
|αγ | para un AuNR (cuando el campo se aplica longitudinal y transversalmente) y para una AuNP
esférica. El volumen V utilizado para normalizar es el mismo para ambos, y la RA = 1.04 para
el AuNR. Para RA de aspecto mayores se obtiene un aumento signi�cativo en la magnitud de la
polarizabilidad para el AuNR. La función dieléctrica del medio se tomó como εd = 1.776 (agua),
mientras que para las AuNPs se utilizó la corrección nanométrica tomando los valores experimen-
tales de Johnson y Christy (1972) [37]. En la misma �gura se observa que el valor de |αγ | para
una AuNP esférica se presenta entre las polarizabilidades del AuNR cuando se aplica el campo
eléctrico E de forma longitudinal y transversal, debido a que los factores geométricos cumplen:
LLong < LEsf < LTran, donde LLong y LTrans son los factores geométricos para el AuNR cuando
el campo eléctrico se aplica de forma longitudinal y transversal respectivamente y LEsf para la
AuNP esférica. Cuando el campo eléctrico E se aplica de forma longitudinal, se observa que la
condición de resonancia se alcanza en una energía menor que la requerida para una AuNP esférica.

Figura 1.3.20. Magnitud de la polarizabilidad α para una AuNP esférica (línea discontinua) y
una AuNP con geometría esferoidal (RA = 1.04) cuando el campo se aplica de forma longitudinal
(línea continua) y transversal (línea punteada) usando el planteamiento QSA. El cálculo se realizó
tomando en cuenta el mismo volumen para las AuNPs de V = 4π(20 nm)3/3.

1.3.11. Esferas y esferoides cubiertos

Un modelo más realista para los AuNRs es aquel que introduce una capa externa a ellos, depen-
diendo de la aplicación buscada. Para ello se de�nen cantidades del elipsoide interno con función
dieléctrica ε1 con semiejes a1, b1 , c1; mientras que ε2 es la función dieléctrica del segundo elipsoide
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con sus respectivos semiejes a2, b2 , c2. Este último elipsoide siente la interacción con un medio
externo, con constante dieléctrica εd. Como en el caso del elipsoide sin capa externa, nuevamente
ξ = 0 representa la ecuación de la super�cie del elipsoide interno, mientras que ξ+ t es la super�cie
del elipsoide externo, por lo tanto la relación entre las super�cies viene dado por a21 + t = a22,
b21 + t = b22, c

2
1 + t = c22. El potencial del campo aplicado, Φ, se toma nuevamente paralelo al eje

z, con una expresión similar al potencial de la ec. (1.3.65), sólo cambiando a, b, c → a1, b1, c1, y
de�niendo un potencial Φ1 al interior de los esferoides y Φ2 fuera de los esferoides. Este último
toma una combinación de las dos soluciones linealmente independientes de la ecuación diferencial
ordinaria que depende de ξ. Por útlimo, se considera un potencial en el medio que rodea a los
elipsoides que es la suma del potencial del campo aplicado Φ y el potencial perturbado Φp. Al
aplicar las mismas condiciones a la frontera en las super�cies de los dos esferoides, se obtiene [13]

αz =
V
{

(ε2 − εd)
[
ε2 + (ε1 − ε2)(L

(1)
z − fL(2)

z )
]

+ fε2(ε1 − ε2)
}

[
ε2 + (ε1 − ε2)(L

(1)
z − fL(2)

z )
] [
εd + (ε2 − εd)L(2)

z

]
+ fL

(2)
z ε2(ε1 − ε2)

(1.3.86)

donde V = 4πa2b2c2/3 es el volumen de toda la partícula, mientras que la fracción del volumen
de la partícula ocupado por el elipsoide interno es f = a1b1c1/a2b2c2. Los índices superiores en los
factores geométricos L se re�eren a si el cálculo es para el elipsoide interior (1) o el exterior (2).
Para una esfera los factores geométricos cumplen L(1)

γ = L
(2)
γ = 1/3, con γ = x, y, z, por lo tanto

la polarizabilidad es

α = 4πa32
(ε2 − εd)(ε1 + 2ε2) + f(ε1 − ε2)(εd + 2ε2)

(ε2 + 2εd)(ε1 + 2ε2) + f(2ε2 − 2εd)(ε1 − ε2)
(1.3.87)

Estudios sobre esferas con interior dieléctrico y cubierta metálica (nanoshell) [20, 21, 62] han
demostrado que al disminuir el espesor de la capa metálica (20 nm a 5 nm) y manteniendo el radio
interior del dieléctrico �jo, el pico de absorbancia se desplaza al infrarojo en un rango de 300 nm;
mientras que al invertir las capas, el cambio de la longitud de onda de resonancia sólo varia hasta
20 nm. Por otra parte, los AuNRs cubiertos con una capa dieléctrica, causan un corrimiento al
infrarojo cercano, de forma similar al corrimiento producido cuando se modi�ca el medio dieléctrico
en AuNRs sin cubierta, ver Fig. 1.3.19.

1.4. Teorías del medio efectivo para materiales isotrópicos

En medios densos, las moléculas que los conforman son cercanas tal que su polarización genera un
campo interno Ei individual, adicional al campo eléctrico macroscópico E del material en bulto.
Para cada Ei se considera una esfera que rodea a la molécula. Fuera de la esfera considérese un
campo lejano E2, mientras que dentro se forma un arreglo de dipolos constantes alineados en
la misma dirección E1, tal que Ei = E1 + E2. Sean rlmn = (al, am, an), con l,m, n ∈ Z, las
coordenadas de cada dipolo dentro de la red. Para considerar las l×m×n contribuciones al campo
eléctrico generado por un dipolo (ver, apéndice apéndice A.6), tenemos que

E1 =
∑
lmn

3(p · rlmn)rlmn − r2lmnp
r5lmn

(1.4.1)

donde p es el momento dipolar de la molécula en dicho punto. Para la componente x del campo

E1x =
∑
l,m,n

3(l2px + lm py + ln pz)− (l2 +m2 + n2)px
a3(l2 +m2 + n2)5/2

= 0 (1.4.2)

resultado válido para las otras componentes, es decir las contribuciones de dipolos cercanos en
un arreglo periódico cúbico desaparecen al ser sumadas en el centro, en materiales amorfos, como
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vidrio, �uidos y gases [63]
Para el campo generado por las partículas distantes, el campo resultante en el centro es paralelo
al vector de polarización P. Al realizar la integral sobre toda la super�cie de la esfera se obtiene

E2 =
4πP

3
(1.4.3)

donde P es el mismo dado por la ec. (1.3.53) calculado en la sec. 1.3.6, ya que el campo eléctrico
E1 se anula, entonces E2 es el único campo eléctrico interno adicional al campo macroscópico E.
Del vector de polarización [51]

P = N〈pmol〉 (1.4.4)

donde 〈pmol〉 es el momento dipolar promedio de las moléculas y N es el número de moléculas
por unidad de volumen (P = dp/dV ) el cual es aproximadamente proporcional al campo eléctrico
actuando en la molécula, por la polarizabilidad molecular α, entonces

〈pmol〉 = α(E + Ei) (1.4.5)

Siendo α constante para un amplio rango de campos [51]. De las ecs. (1.4.3), (1.4.4) y (1.4.5)

P = Nα

(
E +

4π

3
P

)
. (1.4.6)

De la suceptibilidad eléctrica χ, ec. (1.1.15), se encuentra la relación entre un parámetro macros-
cópico χ y uno microscópico α

χ =
Nα

1− 4πNα

3

(1.4.7)

donde ε = 1 + χ, ec. (1.1.16), por lo tanto

α =
3

4πN

(
ε− 1

ε+ 2

)
(1.4.8)

que es la ecuación de Clausius-Mossotti. Para una sustancia, (ε − 1)/(ε + 2) es proporcional a la
densidad de la sustancia [51]. Para frecuencias ópticas se cumple ε = η2 por lo que la ec. (1.4.8) es
ahora la relación Lorentz-lorenz [64]. La expresión (1.4.8) sólo considera las interacciones dipolares,
en medios muy diluidos [65].

1.4.1. Teoría dieléctrica heterogénea

Una aproximación microscópica de un material heterogéneo puede idealmente ser tratado como
una mezcla de constituyentes de diferentes polarizabilidades, por ejemplo asignando diferentes
polarizabilidades, αa y αb, en puntos aleatorios de la retícula cúbica, además suponiendo que como
en el caso anterior las contribuciones de los dipolos cercanos desaparecen entonces la ec. (1.4.6) de
la sección anterior se escribe como

P = (Naαa +Nbαb)(
4πP

3
+ E) (1.4.9)

donde Ni representan la densidad de puntos a y b. La función dieléctrica de la mezcla puede ser
calculada como antes

εeff − 1

εeff + 2
=

4π

3
(Naαa +Nbαb) (1.4.10)

con εeff la función dieléctrica efectiva de la mezcla, la cual es conveniente reescribir en términos
de las funciones dieléctricas εa y εb, es decir [66]

εeff − 1

εeff + 2
= fa

εa − 1

εa + 2
+ fb

εb − 1

εb + 2
(1.4.11)
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donde fi represena la fracción de llenado de la fase i

fi =
Ni∑
j Nj

,
∑
i

fi = 1 (1.4.12)

la ec. (1.4.11) es la expresión Lorentz-Lorenz para el medio efectivo, la cual puede ser generalizada a
medios que contengan más de dos fases, otra generalización es incluir interacciones intermoleculares
para describir mezclas muy densas.
Usualmente los materiales heterogéneos consisten de regiones microscópicas pequeñas comparadas
con la longitud de onda de la luz, pero lo su�cientemente grandes para poseer su propia función
dieléctrica, en este caso la derivación previa debe modi�carse, aunque la solución de promedio
permacece válida. Supongáse una inclusión esférica con función dieléctrica εa y radio ra, incrustada
en un medio de función dieléctrica εb. La solución microscópica para un campo aplicado E uniforme
a grandes distancias es [51]

Ein(r) =
3εb

εa + 2εb
E, r < ra (1.4.13)

Eout = E +
3(pa · r̂)r̂− pa

r3
r > ra (1.4.14)

y

pa =
εa − εb
εa + 2εb

r3aE (1.4.15)

Usando la relación D = εiE = E+ 4πPi, donde Pi cambia si r esta en la región a o b y realizando
el promedio de volumen, se obtiene [66]

εeff − εb
εeff + 2εb

= fa
εa − εb
εa + 2εb

(1.4.16)

donde fa = (4π/3)r3a/V es la fracción dellenado por la fase a y V es el volumen total del sistema. La
ec. (1.4.16) es la expresión del medio efectivo de Maxwell Garnett (MG) [67], expresión partícular
de una formulación que se verá en seguida. Garnett obtuvo expresiones para las constantes ópticas
de un medio (aire, agua, vapor o vacío) compuesto con NPs metálicas, también ha sido usada la
formulación MG para incluir una dependencia de la geometría y además dar explicaciones al color
del cristal de oro rubí. La teoría MG ha sido ampliamente usada, por ejemplo en la respuesta
óptica de películas homogéneas de Au@SiO2, prediciendo la posición del SP de la película [68], así
mismo es posible incluir factores geométricos, mejorando la predicción de la respuesta óptica [69],
por otra parte las expresiones MG son restringidas por el factor de llenado, pues materiales densos
comenzaran a presentar interacciones no dipolares, debido a que las inclusiones pueden estar en
contacto a partir de un factor de llenado f = π/6 ' 0.523 [70, 71]. Las ecuaciones (1.4.8) y (1.4.16)
tienen la forma general

εeff − εh
εeff + 2εh

= fa
εa − εh
εa + 2εh

+ fb
εb − εh
εb + 2εh

(1.4.17)

donde εh es la constante dieléctrica del medio an�trión, si εh = 1 se obtiene la ec. (1.4.11) y
si εh = εb se obtiene la ec.(1.4.16). Los valores resultantes para εeff son diferentes para las
dos elecciones, Bruggeman resolvió este dilema al proponer que ninguna de las dos fases tenga
preferencia, más bien que las inclusiones se consideren incrustadas en el medio efectivo mismo,
esto es equivalente a elegir εeff = εh esto lleva a la expresón de Bruggeman [72]

0 = fa
εa − εeff
εa − 2εeff

+ fb
εb − εeff
εb + 2εeff

(1.4.18)

expresión que es útil para describir mezclas uniformes de dos materiales diferentes. Es muy impor-
tante resaltar la importancia de las microestructuras en teorías del medio efectivo, por ejemplo la
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microestructura promedio, esta presente en (1.4.17 ) mediante las fracciones de volumen, pero los
detalles de la microestructura han entrado en las expresiones derivadas de forma implicita, gracias
a la suposición de las inclusiones esféricas y no interactuantes, supuestos difíciles de cumplir en
materiales heterogéneos [66], además de su forma aleatoria y compleja. Por ejemplo la forma deter-
mina que tan efectivamente ellas seran visibles para el campo. Esto es fácil de pensar por ejemplo
en una esfera conductora inmersa en un medio dieléctrico, como se ilustra en la Fig. 1.4.1, al apli-
car un campo, la alta conductividad genera una carga en su super�cie, si ignoramos estos efectos
y calculamos εeff promediando la función dieléctrica del medio an�trión y la esfera incrustada,
pesados acorde a la fracción de llenado, las contribuciones de εeff serán sobrestimadas.

Figura 1.4.1. Efecto de pantalla de una esfera metálica en un medio dieléctrico bajo un campo
eléctrico E uniforme aplicado [66].

1.4.2. Efectos retardados

La útilidad del modelo QSA presentado en la sec. 1.3.6, se observa cuando incluimos las correc-
ciones de perturbación para efectos electrodinámicos del orden 1/λ3. Esto permite extender el
tratamiento electrostático a partículas con tamaños de hasta 10% de la longitud de onda de la luz
incidente [73], este tratamiento electrostático corregido es conocido como la aproximación de onda
larga modi�cada (MLWA). Recordemos que la formulación QSA proporciona la relación entre el
campo eléctrico incidente E y el dipolo inducido p, así que la correción electrodinámica consiste en
introducir un término radiativo [73] (término que causa una depolarización [74]) en la ec. (1.3.53),
es decir

P = α [E + Erad] (1.4.19)

donde Erad es un campo eléctrico de depolarización generado por la materia polarizada que rodea
al medio, el cual puede ser encontrado asignando un momento dipolar a cada elemento de volumen,
calculando el campo dipolar retardado dErad generado por dp(r) en el centro y posteriormente
integrando sobre el volumen de la esfera [74]. La expresión para este campo radiativo es

Erad =
2

3
ik3P +

k2

a
P (1.4.20)

donde el primer término describe la amortiguación radiativa proveniente de la emisión espontánea
de radiación por el dipolo inducido (pérdidas radiativas) esta radiación crece con el tamaño de
la partícula, su principal efecto es reducir la intensidad del modo LSP, esto causa un espectro
de absorción amplio y asimétrico en el modo LSP. El segundo término introduce el efecto de
la depolarización de la radiación sobre la super�cie de la partícula, debido a la relación �nita
de tamaño de la partícula y la longitud de onda de la luz incidente, el principal efecto de esta
depolarización es un corrimiento hacia el rojo el modo LSP longitudinal al incrementar el tamaño
de la partícula [73, 74, 75]. Al sustituir (1.4.20) en la correción electrodinámica y resolviendo para
P, se obtiene

P =
α

1− α
4π

(
k2

a + 2
3 ik

3
)E (1.4.21)
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esta última relación de�ne la polarizabilidad αMLWA, de la esfera con la correción MLWA, por otra
parte Zeman y Schatz [76], desarrollan expansiones electrodinámicas y corrigen la polarizabilidad
para esferoides prolatos, obteniendo expresiones similares a αMLWA, pero diferentes para cada eje
del esferoide

αγMLWA =
αγ

1− αγ

4π

(
k2

ai
+ 2

3 ik
3
) (1.4.22)

con αγ dado por la ec. (1.3.75). Al realizar el cálculo del coe�ciente de extinción para esferas con la
ec. (1.4.22), se observan similitudes en tamaños pequeños de partículas, sin embargo para AuNPs
con un radio de 100 nm se observa una diferencia en las contribuciones al coe�ciente de extinción
Cext, pues al introducir la corrección MLWA, la contribución al espectro es principalmente a la
dispersión, con una contribución menor del proceso de absorción [73]. En el caso de los AuNRs
el espectro muestra corrimiento al rojo al aumentar su RA, ver Fig. 1.3.19 (b), pero ahora el
espectro de extinción es más preciso, incluso tanto como el espectro obtenido por la aproximación
dipolar discreta DDA, un método más preciso para calcular la respuesta óptica de partículas con
diversas formas, que estudiamos de forma breve en la sección 1.5.4. Sin embargo para QSA y
MLWA se cumple que el espectro de extinción en partículas pequeñas esta dominado por procesos
de absorción mientras que para partículas más grandes esta dominado por procesos de dispersión.

1.4.3. Efectos de partículas cercanas

Experimentalmente se han encontrado cambios al rojo o al azul del modo LSP, dependiendo de
la polarización de la luz incidente con respecto al eje de separación que une dos NPs del mismo
tamaño y misma forma generadas por Litografía de haz de electrones (EBL) [77]. Para describir esta
interacción se puede utilizar el modelo QSA, si es que las partículas no son muy próximas a otras,
tratándolas como 2 dipolos que interactúan. Cuando el campo externo E, es orientado paralelo
al eje que las une como se muestra en la Fig. 1.4.2 (a), el campo inducido Eind en la partícula
cercana es paralelo a la carga de polarización y actúa en contra de las fuerzas restauradoras, por
lo tanto el modo LSP presenta un corrimiento al rojo, esto puede pensarse como si se uniera un
resorte entre ambas partículas. Si el campo es perpendicular al eje que las une, Eind reduce la
fuerza del campo aplicado, pues apunta en dirección contraria, es decir aumentan las fuerzas de
restauración, por lo tanto el modo LSP tiene un corrimiento al azul, esto se puede imaginar como
si añadieramos dos resorte a los extremos como se aprecia en la Fig. 1.4.2 (b). La aproximación
dipolar funciona de forma aproximada, aunque algunos métodos (que no se abordaran en esta
tesis) pueden ofrecer mayor precisión en el estudio de interacción entre partículas, por ejemplo
Kottman y Martin [78] describieron los datos experimentales espectroscópicos de Rechberger et.
al., basándose en el método de elementos �nitos [79], prediciendo los corrimientos del modo LSP con
bastante excactitud excepto por la aparición de modos mayores. Este tipo de sistemas pueden ser
extendidos para formar una larga cadena de NPs, es decir una guía de onda con tamaño menor a la
longitud de onda incidente, la luz es transmitida por el acoplamiento electrodinámico entre NPs, la
idea fue estudiada por Quinten [80] usando la teoría generalizada de Mie, después fue desarrollada
experimentalmente por Maier [16] con NPs fabricadas por (EBL) acomodadas en una cadena con
diferentes espaciados, revelando la existencia de modos transversales y longitudinales, así mismo
encontraron que las excitaciones locales de la guía de onda del plasma en la frecuencia de resonancia,
permite una transferencia de información óptica con velocidad aproximada de vg = 4× 106 m/s.

1.4.4. Efectos del sustrato e interacción partícula-partícula

Consideremos partículas aisladas y distibuidas en la super�cie de un sustrato con constante die-
léctrica εs. Podemos emplear el método de imagenes [51]. Asignemos el momento dipolar p de la
partícula, la cual se encuentra inmersa en un medio con constante dieléctrica εd sobre el sustrato
y su imagen pind que estará en el sustrato. Se retoman las ideas de la sección anterior sobre la
dependencia de la dirección del campo inducido, Eind con respecto al campo externo E.
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Figura 1.4.2. Interacción entre dos NPs irradiadas por un campo externo E, dentro del modelo
QSA. En a) E es paralelo al eje que las separa y b) E es perpendiculas al eje que las separa [75].

Suponiendo que el campo aplicado es perpendicular a la super�cie del sustrato E⊥, Fig. 1.4.3
(a), entonces el campo eléctrico Eind generado por el dipolo pind en la posición de la partícula
imagen, tiene la misma orientación que E, por lo tanto actúa en contra de la fuerza de restauración
de p, re�ejándose en un corrimiento al rojo del modo LSP, es decir, una reducción de la frecuencia
de resonancia. Cuando el campo E es aplicado de forma paralela al sustrato E‖, Fig. 1.4.3 (b), p y
pind están en la misma dirección de E, por lo tanto se obtiene la misma disminución de la fuerza
restauradora.

Figura 1.4.3. Efectos de un sistema sustrato-partícula, cuando se aplica un campo eléctrico a)
perpendicular a la super�cie del sustrato y b) paralelo a la super�cie del sustrato [75].

Los campos E⊥ y E‖ se representan en la Fig. 1.4.4, el campo inducido esta dado por [81]

Eind,‖ =
1

4πεdl3
pind =

1

εdl3
εs − εd
εs + εd

p (1.4.23)

Eind,⊥ =
2

4παεdl3
pind =

1

εdl3
εs − εd
εs + εd

p (1.4.24)

donde l es la distancia entre la partícula y la partícula imagen. Para tomar en cuenta las partículas
que estan a los alrededores, se debe calcular el campo adicional a la partícula con momento p,
producido por la polarización de la partícula k-ésima, con momento pk, con su respectiva carga
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imagen pk,ind. Al hacer la suposición de que está k-ésima partícula se encuentra a una distancia
mayor de la separación l, se puede calcular un dipolo efectivo peffk de�nido como

peffk,‖ = pk,‖ − pk,ind,‖ (1.4.25)

pues cuando el campo es paralelo al sustrato, los momentos dipolares apuntan en dirección opuesta,
por lo tanto cuando E es perpendicular al sustrato se obtiene

peffk,⊥ = pk,⊥ + pk,ind,⊥ (1.4.26)

así que la contribución de todas las partículas en el sustrato se pueden tratar de la misma forma,
es decir la contribución extra de todos los campos generados por todas las partículas es la suma
de todas las k-ésimas contribuciones adicionales efectivas [81]

Eeff‖ = − 2

εS + εd

∑
k

1− 3cos2θ′k
r3k

peffk,‖ (1.4.27)

Eeff⊥ = − 2εs
εS + εd

∑
k

1

r3k
peffk,⊥ (1.4.28)

donde θ′k es el ángulo entre pk y rk.

Figura 1.4.4. Interacción de un sistema sustrato-partícula-partícula al aplicar el campo eléctrico
a) perpendicular E⊥ y b) paralelo E‖ a la super�cie del sustrato.

El momento dipolar inducido pind para cualquier dirección arbitraria del campo externo E es

pind =
εs − εd
εs + εd

(−px,−py, pz) (1.4.29)

o bien en notación matricial

pind =
εs − εd
εs + εd

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⊗ p = M⊗ p (1.4.30)

donde M = A diag(−1,−1, 1) con A = (εs− εd)/(εs + εd), A representando la fuerza de la imagen
del dipolo.

1.5. Teorías del medio efectivo para materiales anisotrópicos

Aplicando las dos ecuaciones de Maxwell

∇×H− ∂

∂t
D = Jext (1.5.1)
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∇×E = − ∂

∂t
B (1.5.2)

y las relaciones constitutivas

Jint = σE (1.5.3)

D = ε0εE (1.5.4)

B = µH (1.5.5)

que son válidas para materiales isotrópicos, lineales y homogéneos sin embargo, para cristales
anisotrópicos se deben considerar las excitaciones eléctricas dependientes de la direción de E. Una
relación entre E y D para un medio anisotrópico, es una relación lineal

Dx = εxxEx + εxyEy + εxzEz

Dy = εyxEx + εyyEy + εyzEz

Dz = εzxEx + εzyEy + εzzEz

donde εij , con i, j = x, y, z, son las componentes del tensor dieléctrico ε. De forma compacta el
vector desplazamiento es

Di = εijEj (1.5.6)

usando la convención de suma. Al asumir que las expresiones para las densidades eléctricas y
magnéticas siguen siendo válidas [64],

εij = εji (1.5.7)

por lo tanto el tensor es simétrico, teniendo sólo 6 componentes independientes. Además podemos
especi�car un sistema de ejes coordenados (x, y, z) tal que ε es siempre diagonal, ejes principales
dieléctricos, el cual se encuentra sobre los ejes de simetría del cristal. Por lo tanto su orientación
es conocida tanto como la orientación del cristal sea conocida y las relaciones constitutivas toman
la forma

Dx = εxEx, Dy = εyEy, Dz = εzEz (1.5.8)

donde εx, εy y εz son las constantes dieléctricas principales, de esta última ecuación se observa que
E y D tendrán direcciones diferentes. Por otra parte la polarización toma la siguiente estrucura

P i = ε0χ
ijEj (1.5.9)

usando los ejes principales dieléctricos la ec. (1.5.9) se transforma en

Dx = ε0χ
xEx, Dy = ε0χ

yEy, Dz = ε0χ
zEz (1.5.10)

Usando D = ε0E + P se obtiene

εij = ε0(1 + χij) (1.5.11)

Al analizar la interacción de la luz con un material anisotrópico, nos restringimos a ondas mono-
cromáticas ya que de esta forma es posible ignorar la dispersión. Un resultado muy importante es
que la estructura de un medio anisotrópico permite 2 ondas planas monocromáticas con dos dife-
rentes polarizaciones lineales y dos velocidades diferentes para propagarse en direcciones dadas [64].
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1.5.1. Clasi�cación de cristales

Los cristales pueden clasi�carse de acuerdo a propiedades comunes en tres grupos [64], de�nidos
como

1. Sistema cúbico: Cristales en los que 3 direcciones equivalentemente cristalográ�cas, mu-
tuamente ortogonales pueden ser elegidas. En este caso el cristal es ópticamente isotrópico.

2. Ópticamente uniaxiales: Cristales que no pertenecen al grupo 1, por lo tanto dos o más
direcciones cristalográ�cas pueden ser elegidas en un plano. Si una dirección distinguible es
tomada como el eje z, se cumple, εx = εy 6= εz.

3. Ópticamente Biaxiales: Cristales en los que no es posible elegir 2 direcciones cristalográ-
�cas equivalentes, por lo tanto, εx 6= εy 6= εz además de ser dependientes de la longitud de
onda.

Las ondas que se propagan en los cristales pueden tener dos tipos de velocidades, las ondas ordina-
rias se propagan a una velocidad independiente de la dirección de propagación, por otra parte las
ondas extraordinarias se propagan con una velocidad que depende del ángulo entre la onda normal
y el eje óptico [8].

1.5.2. Aproximación de Maxwell Garnett generalizada

Consideremos un medio inhomogéneo, compuesto de partículas, caracterizadas por una función
dieléctrica εm, dispuestas en un medio homogéneo con constante dieléctrica εd. Todas las partícu-
las son del mismo material y con simetría elipsoidal, pero diferente en volumen y orientación. Para
desarrollar la función dieléctrica promedio del medio inhomogéneo, se postula que el medio homo-
géneo siente un campo eléctrico promedio 〈Ed(r)〉 en un volumen Vd (volumen del medio dieléctrico
homogéneo), mientras que cada k-ésima partícula incrustada, siente un campo eléctrico 〈Ek(r)〉 en
un volumen vk (volumen de la k-ésima partícula). De esta forma el medio efectivo (medio homo-
géneo + partículas) siente un campo eléctrico promedio 〈E〉 sobre un volumen V = Vd +

∑
k vk.

Por lo tanto 〈E〉 esta dado por [13]

〈E(r)〉 = (1− f)〈Ed(r)〉+ f
∑
k

fk
f
〈Ek(r)〉 (1.5.12)

con f representando la fracción de llenado de las incrustaciones, fk es la fracción de llenado de la
incrustación k-ésima y fk = vk/V mientras que la sumatoria se desarrolla sobre k partículas. Una
expresión similar se escribe para la polarización 〈P(x)〉, suponiendo que las relaciones constitutivas
(Pi = ε0χiEi, con i cambia para el medio homogéneo o las partículas) son válidas para la respuesta
del medio homogéneo y las partículas. Por último, usando el tensor de susceptibilidad ec. (1.5.9),
se de�ne la susceptibilidad efectiva para el medio efectivo

〈P(x)〉 = ε0χeff ⊗ 〈E(x)〉 (1.5.13)

Ahora en un campo aplicado Ed arbitrariamente dirigido dentro de un medio dieléctrico, dentro del
cual tenemos k-elipsoides aislados, con polarizabilidades dadas por (1.3.75), entonces la relación
entre el campo eléctrico en el dieléctrico y el campo eléctrico en algun k-ésimo elipsoide es

Ek = λk ⊗Ed (1.5.14)

donde el tensor λ, tiene componentes principales λγ dados por

λγ =
εd

εd + Lγ(εm − εd)
(1.5.15)
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con Lγ dado en la sec. 1.3.7. Usando la suposición de que la ec. (1.5.15) se cumple, entonces es
posible obtener la Generalización de la función dieléctrica de Maxwell Garnett [13]

εeff =
(1− f)εd + fβεm

1− f + fβ
(1.5.16)

donde se asumió que no existe correlación entre el volumen de los esferoides en su forma u orien-
tación. Por lo tanto todas las orientacones son igualmente probables. El término β esta dado por

β =

∫ ∫
P(Lx, Ly)

λx + λy + λz

3
dLxdLy (1.5.17)

donde P(Lx, Ly) es la Función de distribución de probabilidad de forma. Las ideas planteadas en
esta derivación, nos serviran para construir una teoría del medio efectivo en la sec. 1.8, suponiendo
que los elipsoides no tengan la misma RA, sino más bien una distribución de RAs. En esta descrip-
ción se pensó en elipsoides orientados de forma aleatoria, sin embargo el uso de nanoestructuras
dispuestamente ordenadas, ha mostrado aumentos signi�cativos en el aumento del campo eléctrico
de la super nanoestructura debido al acoplamiento del modo LSP de cada partícula [82, 83], por
ello en la siguiente sección abordaremos la respuesta de elipsoides dispuestamente ordenados.

1.5.3. Respuesta efectiva de incrustaciones elipsoidales dispuestamente

ordenadas

Consideremos un conjuto de elipsoides prolatos, polarizables e idénticos, los cuales se encuentran
alineados y ubicados en ri formando un arreglo 2D ordenado. Este arreglo es excitado por un
campo eléctrico E, con vector de onda k � 1/a, 1/b y frecuencia de oscilación ω. Por otra parte, si
elegimos el sistema de coordenadas sobre los ejes principales γ, del tensor de polarizabilidad α, de
los elipsoides, eligiendo el eje de simetría de los elipsoides paralelo al eje z, entonces la componente
γ del momento dipolar inducido del i-ésimo elipsoide, se calcula como [84]

pγi = αγ

Eγd,i +
∑
j,δ

sγδij p
δ
j

 (1.5.18)

con γ, δ = x, y, z, Ed,i el campo eléctrico en la posición ri en ausencia de los demás elipsoides
(Ed,i = Ei/εd) y el término sγδij relaciona la componente γ del campo en ri producido por todas
las cargas inducidas en la super�cie de un esferoide polarizado con momento dipolar pγj ubicado
en rj . Para evaluar la suma, se puede elegir un campo eléctrico externo [85]

E(r, t) = Eei(k·r−ωt)k̂ (1.5.19)

tal que 1/|k| << L, con L el tamaño del sistema. Por lo tanto la polarización P tiene dependencia
oscilatoria, además debido al desorden, existe dependencia en el i-ésimo elipsoide

P γi = pγi e
−i(k·ri−ωt) (1.5.20)

si el campo se dirige sobre un arbitrario, pero principal eje ζ y multiplicando la ec. (1.5.18) por
e−i(k·ri−ωt) se obtiene

P γi = αγ

Eδγζ
εd

+
∑
j,δ

Sγδij P
δ
j

 (1.5.21)

con la función delta de Kronecker δγζ , además

Sγδij = sγδij e
−iqrζij (1.5.22)
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debido a que el campo, ec. (1.5.19), se encuentra sobre el eje principal ζ, los demás campos macros-
cópicos como la densidad de polarización y el desplazamiento de carga, también. Por otra parte
se cumple la relación (1.5.8) así como el campo longitudinal exerno E es igual al desplazamiento
eléctrico D, así que se obtiene [84]

εd

εζeff (k, ω)
= 1− εdχζ(k, ω) (1.5.23)

con εζeff (k, ω) la componente ζ del tensor dieléctrico efectivo y χζ , la componente ζ del tensor de
suceptibilidad eléctrica, ec. (1.5.9). Finalmente, usando la aproximación de onda larga vista en la
sec. 1.1, se obtiene la respuesta macroscópica dieléctrica local, en el límite cuando k → 0 de la ec.
(1.5.23), posteriormente se realiza el mismo tratamiento cuando ζ varia sobre cada una de las dos
direcciones principales restantes y así se obtiene completamente el tensor dieléctrico efectivo εeff ,
del medio dieléctrico con partículas elipsoidales dispuestas verticalmente sobre el eje z.

1.5.4. Breve descripción de la aproximación dipolar discreta

En la sección 1.4 revisamos las teorías más conocidas del medio efectivo para medios isotrópicos
partiendo de una red cúbica, en la que cada punto de la red aporta con un campo dipolar, si ahora
no existe restricción en cuanto a cual de los puntos de la red esta ocupado, entonces podemos re-
presentar una partícula de forma arbitraria [83], para ello tomamos puntos ri con polarizabilidades
αi, así que la polarización inducida en cada i-ésimo elemento de la partícula, es el resultado de la
interacción con el campo eléctrico interno (omitiendo la dependencia temporal)

pi = αi ⊗Eint (1.5.24)

para partículas aisladas Eint,i es la suma del campo incidente y la contribución de todos los otros
dipolos que forma la misma partícula

Eint(ri) = Eeik·ri −
∑
i 6=j

Aij · pj (1.5.25)

con E y k la amplitud y el vector de onda del campo eléctrico incidente, el término A representa
la matriz de interacción, que se escribe como [86]

Aij · pj =
eikrij

r3ij

[
k2rij × (rij × pij) +

1− ikrij
r2ij

× [r2ijpj − 3rij(rij · pij)]

]
(1.5.26)

podemos identi�car que los términos que conforman el lado derecho de esta última expresión
corresponde a una expresión equivalente del campo producido por un dipolo pj ubicado en rj dentro
de la zona intermedia, ver apéndice A.7. Al extender la red de dipolos a un sólido in�nito se obtiene
de manera exacta la respuesta dieléctrica continua de un sólido con la radiación EM [73, 87]. Si la
partícula se encuentra sobre un sustrato, y además se colocan mas partículas alrededor entonces el
campo local debe incluir: el campo re�ejado sobre el sustrato Eref,i, la interacción interpartícula
(dipolo-dipolo) Einter,i y la carga imagen formada por cada partícula sobre el sustrato Esub,i [86].
Esta formulación y la obtención del término Aij , para después obtener el campo eléctrico interno
Eint son las ideas básicas de la aproximación dipolar discreta (DDA). Al comparar los cálculos
hechos por el modelo DDA y MLWA visto en la sec. 1.4.2, se obtienen curvas muy similares, así
mismo, el modelo DDA predice un corrimiento al rojo al incrementar la RA [73], ya que el modelo
DDA es muy preciso, esto nos permite decir que el uso de la correción MLWA también lo es debido
a la similitud de resultados que se obtienen con ambos modelos.
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1.6. Re�exión y transmisión de materiales isotrópicos

Se consideran dos super�cies planas separadas, paralelas e in�nitas. A la izquierda del plano z =
0, supondremos el medio 1 con índice de refracción n1, a la derecha del plano z = d, se encuentra
el medio 3 con índice de refracción n3, entre ellos el medio 2 con índice de refracción n2, como
se observa en la Fig. 1.6.1. Para sumar todas las contribuciones a la amplitud neta del coe�ciente
de re�exión, utilizaremos los coe�cientes de Fresnel en cada una de las super�cies de separación
y el cambio de fase lo denotamos por β̂, teniendo en cuenta que los coe�cientes de Fresnel son
diferentes para las polarizaciones s y p, pero omitiremos los subíndices por ahora.

Figura 1.6.1. Re�exiones y transmisiones múltiples de un rayo incidente de amplitud unitaria
[33].

De la Fig. 1.6.1, se observa que la re�ección en el medio 1, esta formada por

r̂ = r̂12 + t̂12r̂23t̂21e
iβ̂ + t̂12r̂23r̂21r̂23t̂21e

2iβ̂ + · · · (1.6.1)

r̂ = r̂12 + t̂12r̂23t̂21e
iβ̂ [1 + r̂21r̂23e

iβ̂ + (r̂21r̂23e
iβ̂)2 + · · · ] (1.6.2)

usando la serie geométrica

1 + z + z2 + · · · = 1

1− z
(1.6.3)

en (1.6.2) se obtiene

r̂ = r̂12 +
t̂12t̂21r̂23e

iβ̂

1− r̂21r̂23eiβ̂
(1.6.4)

r̂ =
r̂12 + r̂23(t̂12t̂21 − r̂12r̂21)eiβ̂

1− r̂21r̂23eiβ̂

utilizando las identidades
r̂12 = −r̂21 (1.6.5)
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r̂212 + t̂12t̂21 = 1 (1.6.6)

las cuales son válidas para polarizaciones s y p, se obtiene �nalmente

r̂ =
r̂12 + r̂23e

iβ̂

1 + r̂12r̂23eiβ̂
(1.6.7)

de forma análoga, se obtiene

t̂ =
t̂12t̂23e

(1/2)iβ̂

1 + r̂12r̂23eiβ̂
(1.6.8)

posteriormente, se puede calcular la re�ectancia y transmitancia mediante [33]

R = r̂r̂∗ (1.6.9)

T =
n3cos(θ3)

n3cos(θ1)
t̂t̂∗ (1.6.10)

Ahora se generalizaran los resultados obtenidos con el método de la matriz característica, para
obtener las amplitudes de un sistema de N −1 interfases extendiendose desde 0 ≤ z ≤ z1, z1 ≤ z ≤
z2, · · · , zN−1 ≤ z ≤ zN entonces para polarización p, la matriz característica Mk para cada capa,
esta dada por [64, 88, 89]

Mk =

(
cosβ̂k (−isinβ̂k)/q̂k

−iq̂ksinβ̂k cosβ̂k

)
(1.6.11)

con

q̂k =

√
µk
εk
cosθ̂k =

√
εk − ε1sin2θ

εk
(1.6.12)

β̂k =
2π

λ

√
εk(zk − zk−1)cosθ̂k =

2πdk
λ

√
εk − ε1sin2θ1 (1.6.13)

donde se usó la ley de Snell e identidades trigonométricas para obtener

cosθ̂k =

√
εk − ε1sin2θ1

εk
(1.6.14)

con ε1 la constante dieléctrica del primer medio y θ1 el ángulo de incidencia con respecto a la
normal del mismo medio. Una vez obtenida la matriz Mk para cada fase, entonces se realiza el
producto desde la matriz Mk=2 hasta la matriz Mk=N−1, es decir

M =

(
N−1∏
k=2

Mk

)
(1.6.15)

conM la matriz característica de las capas acotadas del plano como grupo, �nalmente el coe�ciente
de re�exión para la polarización p (TM) se calcula como

r̂p =
(M11 +M12q̂N )q̂1 − (M21 +M22q̂N )

(M11 +M12q̂N )q̂1 + (M21 +M22q̂N )
(1.6.16)

usando la ec. (1.6.9) se puede calcular la respuesta del montaje SPR en la con�guración
Kretschmann-Raether como se detallará más adelante, pero antes se describirá el efecto de in-
troducir medios anisotrópicos en alguna fase del sistema de capa.
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1.7. Re�exion y transmisión de una película biaxial

Un haz de luz incidente de luz, con polarización s (el campo eléctrico oscila perpendicular al plano
de incidencia) y p (el campo eléctrico oscila paralelo al plano de incidencia), a través de una
con�guración formada por 2 medios isotrópicos y entre ellos una película delgada biaxial como
se muestra en la Fig.1.7.1. Es importante notar el efecto de interferencia, resultado de que se
propagen dos ondas, como adelantamos en la sec. 1.5.1, las cuales tienen distinta polarización. La
respuesta óptica de la película biaxial se de�ne mediante 3 índices de refracción dependientes de la
dirección: N1x, N1y, N1z, mientras que acorde a la ley de snell, N0sinθ0 = N2sinθ2, con N0 y N2

son los índices de refracción del ambiente y sustrato respectivamente, además el plano de incidencia
coincide con el plano xz.

Figura 1.7.1. Modelo óptico para una con�guración ambiente (isotrópico)/película delgada (bia-
xial)/sustrato(isotrópico) . Los ejes principales de la película biaxial son paralelos a los ejes coor-
denados x, y, x. [8].

La luz re�ejada en la interfase ambiente/película, esta dada por [8]

r̂01pp =
N1xN1zcosθ0 −N0[N2

1z −N2
0 sin

2θ2]1/2

N1xN1zcosθ0 +N0[N2
1z −N2

0 sin
2θ2]1/2

(1.7.1)

mientras que la luz re�ejada en la interfase película/sustrato son [8]

r̂12pp =
N2[N2

1z −N2
2 sin

2θ2]1/2 −N1xN1zcosθ2
N2[N2

1z +N2
2 sin

2θ2]1/2 −N1xN1zcosθ2
(1.7.2)

la modi�cación de la fórmula de Airy (1.6.7), para esta con�guración es [8, 90]

r̂012pp =
r̂01pp + r̂12ppe

−i2β̂p

1 + r̂01ppr̂12ppe−i2β̂p
(1.7.3)

con espesor de fase

β̂p =
2πd1
λ

(
N1x

N1z
)(N2

1z −N2
0 sin

2θ0)1/2 (1.7.4)

donde d1 es el espesor de la película biaxial, λ la longitud de onda de la luz en el vacío y θ0 el
ángulo incidente en el ambiente, con respecto a la normal. Más adelante usaremos estas ecuaciones
para lograr una respuesta realista que considere la naturaleza anisotrópica de los AuNRs.

1.8. Respuesta efectiva para arreglos 2D de AuNRs

Tomando en cuenta los efectos de retardo MLWA (sec.1.4.2), además debido a que los AuNRs
sintetizados generalmente tienen un rango de valores de RA, podemos usar una variante de las
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expresiones de MG generalizadas (sec. 1.5.2), es decir la polarizabilidad αγMLWA cambia como

αγeff =

∫ 1

0

P(Lγ)αγMLWAdLγ (1.8.1)

con γ = x, y, z y P(Lγ) representa la función de distribución de los factores geométricos [75, 91].
El sistema 2D de elipsoides es excitado por un campo externo Eext(r, t) = Eexte

−i(k·r−ωt), con
frecuencia ω y vector de onda k tal que |k| � 1/a, 1/b. Supongamos que el campo incidente es
paralelo a uno de los ejes principales, γ de los elipsoides, por lo tanto Eext = Eextγ̂e

−i(k·r−ωt).
Omitiendo la dependencia temporal, podemos escribir el momento dipolar pi inducido en la i-ésima
partícula, con centro en ri, el cual es proporcional al campo eléctrico local Eloc,i actuando en ri

pi = ε0αeff ⊗Eloc,i (1.8.2)

donde Eloc,i se calcula como sigue

Eloc,i = Ed,i + Edip,i + Eind,i (1.8.3)

la contribución Ed,i = εdEexte
−ikd·ri es el campo eléctrico en ausencia de las partículas, propa-

gándose en el medio an�trión dieléctrico, con constate dieléctrica εd. La contribución Edip,i es la
interacción dipolo-dipolo, debido a la suma de los campos dipolares de todas las partículas en la
posición ri lo cual es una generalización de lo visto en la sec. 1.4.3 y usando las ideas del modelo
DDA (sec. 1.5.4). Finalmente, la contribución Eind,i es la suma de la radiación dipolar generado
por las partículas y su correspondiente carga imagen (dipolo inducido) en el sustrato (sec. 1.4.4).
Usando la ec. (1.4.30) podemos escribir el momento dipolar inducido en el sustrato debido a la
j-ésima partícula (i 6= j)

pind,j =
εs − εd
εs + εd

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⊗ pdip,j = M⊗ pdip,j (1.8.4)

las expresiones de los dipolos son dados acorde a la ec. (A.7.9), que pueden ser reescritos usando
el tensor de interacción dipolar en el límite cuasiestático [85]

tij = (1− δij)∇i∇j(1/rij) (1.8.5)

donde rij ≡ |ri − rj |, por lo tanto la contribución debido a la interacción dipolo-dipolo es

Edip,j(ri) = tij ⊗ pdip,j (1.8.6)

donde ⊗ representa producto tensorial. El campo inducido por dichas cargas cumple con

Eind,j(ri) = tind,ij ⊗ pind,j (1.8.7)

al usar las ecs. (1.8.6), (1.8.7) y (1.8.3) en la ec. (1.8.2)

pi = ε0αeff ⊗

Ede
−ikd·ri +

∑
i 6=j

tij ⊗ pdip,j +
∑
j

tind,ij ⊗ pind,j

 (1.8.8)

introduciendo [75, 92]
sij = (1− δij)tij + tindij M (1.8.9)

con el �n de que la contribución de las interacciones dipolares y las interacciones con el sustrato
queden únicamente en términos de p, algo similar se desarrollo antes sólo que se uso un momento
dipolar efectivo (sec. 1.4.4), así que la ec. (1.8.8) queda como

pi = ε0αeff ⊗

Ede
−ikd·ri +

∑
j

sij ⊗ pj

 (1.8.10)
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ahora usando la misma idea vista anteriormente (sec. 1.5.3), si las partículas están dispuestas en
una red rectangular, tal que los ejes principales de los elipsoides esten alineados con los vectores
de red, entonces pi es paralelo al campo eléctrico [84]

pγi = ε0α
γ
eff

Ede−ikd·ri +
∑
j

sγγij pj

 (1.8.11)

Ignorando efectos de borde, los dipolos inducidos tienen la misma magnitud p, mientras que las
fases relativas varian durante las oscilaciones espaciales del campo eléctrico es decir pj = pe−ikd·rj

[84, 92] que al ser sustituido en la ec. (1.8.11) y resolver para p, se obtiene

pγ = ε0εd
αγeff

1− ε0αγeffSγγ
Eext (1.8.12)

con Sγγ =
∑
j s
γγ
ij e
−ik·rij En la última expresión podemos identi�car un tensor de polarizabilidad

efectivo, A

Aγγ =
αγeff

1− ε0αγeffSγγ
, γ = x, y, z (1.8.13)

en notación tensorial, el momento inducido se escribe como

p = ε0εdA⊗E (1.8.14)

de aquí se observa que la ec. (1.3.73) y la ec.(1.8.14) tienen la misma estructura, excepto que
α fue reemplazado por A, entonces podemos tratar las inclusiones como aisladas, y escribir la
polarización P de la ec. (1.4.4), como

P = Np = ε0εdNA⊗Eex (1.8.15)

con N = 1/dxdydeff el número de esferoides por unidad de volumen y deff el espesor del medio
dieléctrico an�trión. Ahora usando la ec. (1.5.8) yD = ε0εdEext+P se observa que εeff es diagonal
así como lo es A, resolviendo para cada componente se encuentra

εγγeff
εd

= 1 +NAγγ , γ = x, y, z (1.8.16)

El formalismo presentado hasta aquí, permite ver al medio dieléctrico más las partículas elipsoidales
como una película biaxial. La respuesta óptica, es decir los coe�cientes de Fresnel, pueden ser
calculados ahora, al introducir las componentes del tensor dieléctrico εeff . Los cuales se toman de
acuedo a los resultados de Anghinol� [75], quien obtuvo los valores de los componentes εγγeff , de
forma computacional para un arreglo periódico 2D de AuNRs depositados sobre la super�cie de un
substrado de LiF. Los AuNRs estaban dispuestos sobre un arreglo rectangular con una distancia
interpartícula de 40 nm, sobre el eje mayor y 41 nm sobre el eje menor del AuNR. Por otra parte
los AuNRs fueron caracterizados por Microscopia de Fuerza Atómica , con lo cual se obtuvo un
promedio de RA∼ 1, con un eje menor promedio b = 11.5nm y eje mayor promedio a = 17nm, la
distribución de estos tres parámetros se determinó como una distribución normal para facilitar el
cálculo.

Después del analisis realizado podemos simular el arreglo periodico 2D de AuNRs mediante
una película biaxial, sobre la cual incide un haz de luz, como se muestra en la Fig. 1.8.1, cuyos
ejes principales son paralelos a los ejes x, y, z de la película de oro. Si los ejes principales de los
AuNRs, x′, y′, z′ forman un ángulo ϑ con los ejes x, z, de la película de oro, entonces se realizara la
transformación del sistema de los AuNRs al de la película mediante la siguiente matriz de rotación
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[93]εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

 =

 εx
′
cos2ϑ+ εz

′
sin2ϑ 0 −εx′

sinϑcosϑ+ εz
′
sinϑcosϑ

0 εy
′

0

−εx′
sinϑcosϑ+ εz

′
sinϑcosϑ 0 εx

′
sin2ϑ+ εz

′
cos2ϑ


(1.8.17)

Figura 1.8.1. Dirección de propagación del haz incidente, formando un ángulo θ, con respecto a
la normal a la super�cie (paralela al eje z), el medio gris claro representa la película efectiva biaxial
delgada de AuNRs, mientras que el medio gris obscuro representa un medio isotrópico. El plano
de incidencia es paralelo al plano xz [75].
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Capítulo 2

Fundamentos del sensor SPR

En este capítulo analizamos la forma en que se excitan los SPs en una interfase plana, mediante
la formación de una onda evanescente en condiciones de re�exión total atenuada (ATR) en la
con�guración de Kretschmann-Raether. Posteriormente revisamos la forma en que se obtiene la
respuesta sensora para el sensor SPR y �nalizamos con simulaciones de la curva SPR de re�ectancia
vs ángulo para el sensor SPR convencional (sistema de 3 medios) y el sensor SPR con monocapa
de AuNRs.

2.1. Acoplamiento de la onda evanescente y los plasmones de
super�cie

Anteriormente analizamos la relación de dispersión para ondas SPs en una interfase metal/dieléc-
trico, encontrando la relación de dispersión del vector de onda y la frecuencia, también conocida
como la relación energía-momento. Designando la componente x del vector de onda del SP kx = β,
mientras la proyección del vector de onda en el eje x para la luz viajando en el medio dieléctrico
de la interfase, está dado por k′x. Encontramos que <(β) > k′x se cumple para un rango amplio de
frecuencias ω. Es decir el momento de los fotones ~ω/c es menor que el momento de los SPs, por
lo tanto los SPs no pueden ser excitados de forma directa por fotones. Una forma de excitar SPs
es haciendo pasar un electrón a traves de una película delgada metálica, los electrones trans�eren
su momento ~kel y energía ∆E, a los electrones de la película [3]. Otro método es mediante el uso
de rejillas de difracción, el cual permitió el descubrimiento de los SPs [4]. Sin embargo existen téc-
nicas que permiten incrementar el momento de los fotones en el espectro visible de una forma más
sencilla, mediante la re�exión total atenuada (ATR) [23]. Brevemente, en ATR se hace incidir un
haz de luz en un medio denso con constante dieléctrica ε1 con un ángulo θ, mayor al ángulo crítico
θc, hacia un medio menos denso, con constante dieléctrica ε2, Fig. 2.1.1. Aunque el haz re�ejado
no pierde energía neta a través de la interfase bajo las condiciones ATR, si pierde intensidad de
campo eléctrico mediante una onda evanescente hacia el medio del índice de refracción inferior, la
cual tiene la misma longitud de onda del haz incidente. Además, si se coloca un medio absorbente,
es decir un metal, la componente polarizado p de la onda del campo evanescente (las componentes
del campo eléctrico que se encuentra en el plano de incidencia) puede penetrar en la capa metálica
y excitar los SP en la interfase metal/dieléctrico [8]. La proyección del vector de onda de la luz,
k′x, sobre la interfase (Fig. 2.1.2 (a)) en el eje x es

k′x = (
√
ε0ω/c)sinθ. (2.1.1)

La onda de luz se propaga en el prisma e incide en la película metálica, por lo tanto una parte de
la luz se re�eja y otra se propaga en el metal en la forma de onda evanescente. Si el espesor de la
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Figura 2.1.1. a) Luz pasando desde un medio denso, con constante dieléctrica ε1, con ángulo
θ < θc respecto a la normal del plano que separa a los medios, a un medio poco denso, con
constante dieléctrica ε2, tal que ε1 > ε2 y b) la luz incidente tiene un ángulo θ > θc se crea el
efecto ATR y la luz no pasa al medio menos denso [23].

película metálica d, es lo su�cientemente delgado (<100 nm, VIS-NIR, ver sec.1.3.2) entonces la
onda evanescente penetra la película metálica y se acopla al SPs en la otra interfase (1/2 en la Fig.
2.1.2 (a)), y por lo tanto la excitación de los SPs se mani�esta como un mínimo en la intensidad
de la luz re�ejada cuando se cambia el ángulo de incidencia θ. De esta forma los SPs con constante
de propagación k′x entre las líneas de luz y el dieléctrico con mayor índice de refracción pueden ser
excitados, Fig. 2.1.2 (b).

Figura 2.1.2. a) Proyección del vector de onda k de la luz en el eje x dado por k′x = (
√
ε0ω/c)sinθ

[3] y b) relaciones de dispersión para una interfase aire/metal/dieléctrico y prisma/metal/dieléc-
trico junto con sus relaciones de dispersión de la luz viajando en el dieléctrico respectivamente.
Únicamente las constantes de propagación entre las líneas de luz del aire y del prisma son accesibles
[1].

Sea el vector de onda del plasmón β (sin la presencia del prisma) y ∆β la correspondiente a
los efectos de la película metálica y el prisma. Por lo tanto para el acoplamiento entre la onda
evanescente con vector de onda kex y el SP, las constantes de propagación deben ser iguales

kex =
2π

λ
ηpsinθ = <(β) + <(∆β) = <

(
2π

λ

√
εdεm
εd + εm

)
+ <(∆β) (2.1.2)

con ηp el índice de refracción del prisma, εd la constante dieléctrica del medio dieléctrico del lado
opuesto al prisma y εm la función dieléctrica de la película metálica.Considerando un índice de
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refracción efectivo para la onda evanescente (neeff ) y para el SP (nSPeff ) que toma en cuenta los
efectos del sustrato introducidos por ∆β, la ecuación anterior se escribe como [48]

neeff = npsinθ = nspeff = <
[√

εdεm
εd + εm

]
+ <(∆β)λ/2π. (2.1.3)

Para una con�guración Prisma (BK7)/oro/Agua, la condición de acoplamiento se cumple, para un
cierto ángulo, el cual incrementa al disminuir la longitud de onda [48].

Considerando despreciable la in�uencia del prisma en la constante de propagación del SP,
∆β → 0, la ec. (2.1.2) se simpli�ca a [22]

√
εpsin θspr = <

(√
εmεd
εm + εd

)
(2.1.4)

Para el sistema prisma/película de oro/medio dieléctrico, la re�exión de la intensidad de la luz
(sec. 1.6 y ec. (1.6.7), se tiene

r̂ =
r̂p,1 + r̂1,2e

iβ̂

1 + r̂p,1r̂1,2eiβ̂
(2.1.5)

en donde
β̂ = i(2k1,zd1) (2.1.6)

con k1,z

k21,z =
ω2

c2
− k2x =

ω2

c2
− εp(

ω

c
sin(θ))2 (2.1.7)

y

r̂j,k =

√
εj − εpsin2α

εj
−
√
εk − εpsin2α

εk√
εj − εpsin2α

εj
+

√
εk − εpsin2α

εk

(2.1.8)

donde r̂p,1 se obtiene por

r̂p,1 =

cos(α)

np
−

√
ε1 − η2psin2α

ε1

cos(α)

ηp
+

√
ε1 − η2psin2α

ε1

(2.1.9)

En la Fig. 2.1.3, se muestra la re�exión calculada para un sensor SPR en la con�guración
Kretschmann-Raether, variando el espesor de la película de oro (dAu = 25, 45, 70 nm), donde
la película de oro se encuentra entre un prisma (ηp = 1.76, BK7) y aire (ηd = 1). Los valores para
la función dieléctrica del oro, εAu, se tomaron de la literatura [37]. De la condición de acoplamiento
de la ec. (2.1.4) se puede deducir el ángulo al cual se tendrá el minímo de luz re�ejada θspr para
un sistema de 3 medios. Para la re�exión calculada en la Fig. 2.1.3, se determinó un mínimo en
un ángulo de θspr = 36.43◦, mientras que con la ec. (2.1.5) se obtiene θspr = 36.616◦. Dado que
los valores experimentales de εm para el oro no se conocen de forma exacta, genera una variación
de hasta 10% en los coe�cientes de Fresnel para un sensor SPR [3]. En el ejemplo anterior el
medio dieléctrico en contacto con la película de oro, fue aire sin embargo nos interesa usar dife-
rentes medios dieléctricos, que pueden ser soluciones a diferentes concentraciones de interés. Los
componentes principales de un sensor SPR se dividen en:

Sistema óptico: Lasér HeNe polarizado tipo p y estabilizado en frecuencia e intesidad y
componentes ópticas en la que los SP son excitados en función del ángulo de incidencia θ vs
la intesidad re�ejada R.
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Figura 2.1.3. Curva SPR de re�ectancia vs ángulo de una película de oro para 3 fases, formado
por prisma /película de oro/aire. La película de oro tiene espesores d=25, 45 y 70 nm. La longitud
de onda del haz incidente es λ = 633 nm, láser de HeNe, los valores para la función dieléctrica
de la película de oro son εAu = −11.67 + 1.18i [37], el aire tiene constante dieléctrica εd = 1 y el
índice de refracción del prisma es ηp = 1.76 (BK7). La línea discontinua vertical indica la posición
del ángulo crítico θc

Medio de transducción: Interrelaciona los dominios ópticos (película de oro/vidrio) y su an-
claje covalente de una biomolécula sobre la película de oro (bio)químicos, es decir transforma
cambios en la cantidad de interés (analito) en cambios en el índice de refracción que puede
ser determinado por la curva de intensidad re�ejada R vs ángulo de incidencia θ [19, 23].

Sistema eléctronico: Es el soporte de los componentes optoelectrónicos del sensor y permite
la rotación del prisma y una camara ccd que detecta los cambios de intesidad re�eda.

Por otra parte es importante conocer los rangos espaciales de sensado. En la sec. 1.3.2 se
muestran las ecuaciones que permiten calcular la longitud de propagación L y la profundidad de
penetración zi. Debido a que estas cantidades son limitadas, el área de sensado coincidir con el
área donde se excitan los SP. La tabla 2.1 muestra caracaterísticas importantes en una interfase
prisma/metal/agua. En ella se observa una fuerte concentración del campo EM en el dieléctrico
(agua), por lo tanto la constante de propagación kx es fuertemente afectada por los cambios del
medio dieléctrico y consecuentemente las condiciones de resonancia, es decir θspr.

Existen dos párametros importantes que determinan el rendimiento de un sensor SPR basado
en el método delectura del ángulo SPR.

Sensibilidad : Se de�ne como la derivada del párametro a monitorear (θspr) con respecto al pa-
rámetro a determinar (espesor de la película agregada, índice de refracción o la concentración
de masa de las moléculas que se anclaron en el sensor).

Resolución mínima: Es el cambio mínimo en el parámetro a ser determinado que puede
obtener el sensor SPR. Está limitado por el ruido del sistema.

El rendimiento del sensor SPR se compara mediante el ancho de banda del espectro SPR.
Entre más pequeño, mayor es la precisión de la detección pues permite una mayor precisión en la
determinación del ángulo θspr [94]. Por lo tanto, si se desea mejorar el rendimiento de un sensor
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Tabla 2.1. Parámetros característicos de los SP en una interfase oro/agua [19].

Longitud de onda λ = 630nm λ = 850nm

Longitud de propagación L (µm) 3 24

Profundidad de penetración en el metal zi (nm) 29 25

Concentración del campo en el dieléctrico (%) 85 94

Profundidad de penetración en el dieléctrico (nm) 162 400

SPR se debe optimizar el mínimo de re�ectancia y minimizar el ancho de banda del espectro SPR.
Este último es determinado por la función dieléctrica de la película metálica. Sin embargo, hacer
más estrecha la curva puede implicar una mayor propagación del SP, por ende reducir el area de
sensado. Para determinar el ancho del espectro SPR, se toma la anchura angular del espectro SPR
en la correspondiente re�ectancia R = 0.5; y se denota con δθ0.5 en algunos de los casos. El valor
de re�ectancia se toma mayor a 0.5 si la re�ectancia mínima es alta. De esta forma, la exactitud de
la detección se supone como inversamente proporcional a δθ0.5. Un parámetro que combina tanto
el cambio en el ancho del espectro SPR y el cambio en el medio dieléctrico a medir en un sensor
SPR es la relación señal-ruido (SNR), de�nida como

SNR =
δθspr
δθ0.5

, (2.1.10)

La cual debera ser maximizado para conseguir el máximo rendimiento del sensor basado en SPR.

2.2. Calibración del sensor

Sea una solución conocida con índice de refracción η y ∆η los cambios del índice de refracción
de dicha solución a diferentes concentraciones, con respecto al parámetro de interés. El parámetro
de interés puede ser el cambio del ángulo de resonancia ∆θspr, o el cambio en la re�ectancia ∆R.
Sea un sistema prisma/oro/solución agua + etanol, variando los valores del índice de refracción
de acuerdo a la concentración de etanol (0, 5, 30, 50 y 100%, Tabla 2.2). Empleando la condición
de acoplamiento, ec. (2.1.4), es factible determinar el ángulo θspr (Fig. 2.2.1) y el correspondiente
índice de refracción (Tabla 2.2). Se encuentra que al incrementar la concentración de etanol, el
índice de refracción aumenta, y se presenta un corrimiento a la derecha del espectro SPR [94]. La
calibración del sensor SPR se realiza tomando el ángulo SPR de la región lineal de dos soluciones
con concentraciones cercanas de etanol, por ejemplo 0 y 5% v/v. (Fig. 2.2.2 a).

Para un ángulo de incidencia θ �jo, en la región lineal izquierda, se observará un aumento en
la intensidad de la luz re�ejada a medida que aumenta la concentración de etanol en la solución.
Mientras que, en la región lineal derecha se obtendrá un decremento en la intensidad de la luz
re�ejada en función del incremento de la concentración de etanol. La Fig. 2.2.2 (b), muestra la curva
de diferencia (curva solida − curva discontinua) de las curvas SPR para las dos soluciones de agua
(η = 1.333) y agua + 5% etanol (η = 1.336). Un aumento en el índice de refracción de η = 0.003
produce un aumento en la intensidad de δR = 0.1 cuando θ = 54.58◦. Por otra parte, la intensidad
decrece δR = 0.05 cuando θ = 56.45◦, teniendo el mismo cambio de índice de refracción. De
forma similar se pueden calcular las curvas de diferencia para diferentes concentraciones de etanol,
eligiendo ángulos en la región lineal para crear una curva del valor absoluto de las diferencias (δR)
vs el cambio del índice de refracción (δη). Eligiendo un sólo ángulo de incidencia se determina
el factor de proporcionalidad que relaciona el cambio en la intensidad de la luz re�ejada y el
cambio en el índice de refracción. Aunque esta relación no tiene unidades físicas, la unidad usada

52



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DEL SENSOR SPR
2.2. CALIBRACIÓN DEL SENSOR

Tabla 2.2. Índice de refracción experimental [95], ángulo SPR e índice de refracción determinado,
para diferentes concentraciones de etanol/agua; ángulo SPR θspr, calculado mediante simulación
(tercera columna) e índice de refracción calculado mediante la condición de acoplamiento.

Concentración de etanol en agua (%) Índice de re-
fracción

θspr (modelo) Índice de re-
fracción (cal-
culado)

0 1.333 55.46◦ 1.3346

5 1.336 55.68◦ 1.3376

30 1.3535 56.97◦ 1.3547

50 1.3610 57.53◦ 1.3619

100 1.3614 57.56◦ 1.3622

Figura 2.2.1. Simulación de la curva SPR de re�ectancia vs ángulo para diferentes concentraciones
de una solución de etanol en agua dadas en la tabla 2.2.

para cuanti�car la resolución son los índices de refracción (RIU por sus siglas en inglés), y puede
relacionarse ya sea al cambio de intensidad en la re�ectancia [24]

∆R = s(∆η) (2.2.1)

o con respecto al cambio del ángulo de resonancia [96]

∆θspr = m(∆η). (2.2.2)

La técnica SPR por lectura de ángulo, detecta cambios de RIU con alta sensibilidad (<10−6) y en
un tiempo de resolución de ∼ 1s [22], es decir con una resolución de hasta 10−4 grados [23]. Una
forma de mejorar estas resoluciones es con el uso de NPs métalicas. Como se discutió en la sec. 1.3.4
a 1.3.11, las NPs metálicas tienen una alta sensibilidad al medio que los rodea, así como a su forma
y tamaño. Se ha encontrado que un cambio en el índice de refracción ∆η = 0.1 de NPs de plata
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Figura 2.2.2. Selección de dos curvas SPR de re�ectancia vs ángulo para las soluciones agua y
agua +5% etanol de la Fig. 2.2.1 en (a) se muestra la región lineal y en (b) se muestra la curva de
diferencia entre las curvas de (a) en una escala expandida

produce un corrimiento en el modo LSP de 20 nm [94]. Además si se colocan de forma ordenada
las NPs, los modos LSP de ellas pueden acoplarse al modo SP de la interfase metal/dieléctrico
de forma constructiva, aumentando la intensidad del campo eléctrico, por lo tanto llevando a un
espectro SPR mas estrecho y un cambio en el ángulo θspr [93].

2.3. Sensor SPR con película biaxial

Una forma de calcular la respuesta óptica para un sistema de películas isotrópicas con una
película biaxial (en nuestro caso una monocapa de AuNRs), es mediante la ecuación de Airy para
materiales isotrópicos y la ec. (1.7.3). En el caso de cinco medios, donde uno es anisotrópico, la
re�exión será

r̂p12345 =
r̂p12 + r̂p2345e

−2iβ̂

1 + r̂p12r̂
p
2345e

−2iβ̂
(2.3.1)

con

r̂p12 =
cos(θ1)/n1 −

√
ε2 − ε1sin2θ1/ε2

cos(θ1)/n1 +
√
ε2 − ε1sin2θ1/ε2

(2.3.2)

r̂p2345 =
r̂p23 + r̂p345e

−2iβ̂

1 + r̂p23r̂
p
345e

−2iβ̂
(2.3.3)

donde r̂p23 está dado de forma similar por la ec. (2.3.2), adaptando los subíndices correspondientes
y r̂p345 está dado por la ec. (1.7.3).

En la Fig. 2.3.1, se muestra la curva de re�ectancia de un sensor SPR añadiendo una capa
uniaxial (se puede usar la suposición de que para esferoides prolatos los componentes principales
del tensor dieléctrico cumplen εx

′
= εy

′ 6= εz
′
) de forma directa en el sustrato de oro, sec. 1.4 y ec.

1.8.16 [75, 93].
Para AuNRs con una RA = 4, b= 10 nm, a = 40 nm, constante dieléctrica del agua εd = 1.7689

y fracción del volumen de los AuNRs f = 0.4, se determinó el comportamiento de la respuesta
óptica cuando se varía el valor del espesor dAu de la película metálica que recubre el sustrato (Fig.
2.3.1a) y el cambio del ángulo ϑ respecto de la película metálica (Fig. 2.3.1b). El ángulo ϑ, es
aquel entre los ejes principales de los AuNRs x′, z′ y los ejes de la película metálica x, z, al rotar
sobre el eje y. En ambos casos, se consideró la anisotropía [93]. Se observa que, la re�ectancia
decrece cuando se incrmenta el espesor de la película metálica y que los AuNRs debe ensamblarse
perpendicularmente a a película para que se obtenga la mayor re�ectancia. Para un sensor SPR
con capa orgánica de Poli(etilen-glicol) ditiol (PEG-Ditiol) de espesor 20 nm, factor de llenado
f = 0.3 y película de oro de 30 nm, se varió la RA de los AuNRs (Fig. 2.3.2a). Se observa que
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Figura 2.3.1. Curva SPR de re�ectancia vs ángulo para un sistema prisma/película de oro/AuNR-
s/Agua, variando a) el espesor de la película de oro, d y b) variando el ángulo ϑ, que se encuentra
al rotar sobre el eje y los ejes principales de los AuNRs como se muestra en el diagrama.

cuando la RA se incrementa, el correspondiente ángulo también incrementa y se ensancha el pico
de la re�ectancia. Cuando el espesor de la película orgánica de PEG varía (10, 20, 30 y 40 nm), con
f = 0.5 y película de oro de 50 nm (Fig. 2.3.2.b), el ángulo disminuye conforme aumenta el espesor
de la película orgánica. Los valores empleados en estas simulaciones correspondieron a aquellos
donde se obtuvo un mejor per�l del espectro SPR. En las Figs. 2.3.3 y 2.3.4 (a), se muestra la

Figura 2.3.2. Sensor formado por prisma/película de oro/PEG-Ditiol/agua variando a) RA de
los AuNRs, con fracción de llenado f = 0.3, manteniendo �jo el espesor de la capa de PEG-Ditiol,
y el espesor de la película de oro en 20 nm y 30 nm respectivamente y b) variando la capa de
PEG-Ditiol, manteniendo la RA de los AuNRs en ∼ 3, mientras que el espesor de la película de
oro se mantuvo en 50 nm y con una fracción de llenado f = 0.5.

curva de re�ectancia para el sensor SPR analizado en la Fig. 2.3.2, variando la fracción de llenado
y el espesor de la película de oro. A diferentes fracciones de llenado, se generan espectros SPR
distintos.

En las simulaciones desarrolladas se encontraron algunos parámetros adecuados que permiten
obtener espectros SPR con un mejor per�l, es decir un menor valor en δθ0.5. Se encontró que una
fracción de llenado f = 0.5, permite curvas con valles bien de�nidos. En la Fig. 2.3.4 (b) se muestra
la simulación para el sensor analizado en la Fig. 2.3.2 variando la RA de los AuNRs, con fracción
de llenado f = 0.5.

La curva de re�ectancia usando los datos εγeff , calculados con la ec. (1.8.16) [75], se muestran
en la Fig. 2.3.5 (a) corresponde a la simulación de la curva de re�ectancia para 3 espesores dAu,
manteniendo �jo lo demás, mientras que en la Fig 2.3.5 (b) se varía el espesor del PEG-Ditiol. En
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Figura 2.3.3. Curva SPR de re�ectancia vs ángulo para el sensor mostrado en la Fig.2.3.2 con
fracción de llenado a) f = 0.2 y b) f = 0.3. En cada grá�ca se varió el espesor de la película
de oro con los mismos incrementos mostrados, las dimensiones de los AuNRs fueron a = 40nm y
b = 10nm, el espesor de la capa de PEG-Ditiol se mantuvo en 30 nm.

Figura 2.3.4. Curva SPR de Re�ectancia vs ángulo para el sensor SPR usado en la Fig. 2.3.2,
usando los siguientes parámetros: a) la fracción de llenado f = 0.5 y usando los mismos valores que
se usaron en la Fig. 2.3.3 y b) variando la RA de los AuNRs, manteniendo �jos, f = 0.5, dAu = 50
nm, b=5.

ambas grá�cas se mantuvieron �jas las dimensiones de los AuNRs a = 20 , b = 5 y la fracción de
llenado fue f = 0.2.

Figura 2.3.5. Curva SPR de re�ectancia vs Ángulo para el sensor SPR presentado en la Fig.
2.3.2, variando a) el espesor de la película de oro, manteniendo un espesor de PEG-Ditiol de 30
nm y b) variando el espesor del PEG-Ditiol, con un espesor de la película de oro de 50 nm.
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Capítulo 3

Desarrollo experimental

En este capítulo se presenta la metodología para la síntesis de AuNRs mediante el método de
crecimiento de semilla, el proceso de funcionalización, autoensamblado y caracterización mediante
microscopia de fuerza atómica (AFM)y espectroscopia UV-VIS.

3.1. Síntesis y autoensamble de Nanorodillos de oro

Existen dos estrategias para sintetizar AuNPs, Fig. 3.1.1, la primera es conocida como top-down,
en la cual se utilza molienda o erosión de material volumétrico para obtener AuNPs. La segunda
es conocida como bottom-up, es decir que se parte de los átomos de Au para generar agrupaciones
de átomos de Au y �nalmente obtener AuNPs con un tamaño uniforme. En esta última estrategia
se parte de una sal de oro (normalmente Au(III)) y consiste en las siguientes fases:

1. Nucleación: El Au(III) se reduce formando átomos de Au(0), lo que genera pequeños agre-
gados de átomos, debido a que la formación de partículas pequeñas esta favorecida cinética-
mente.

2. Crecimiento: Los pequeños núcleos de Au(0), que tienen una energía super�cial muy ele-
vada, se unen para aumentar el tamaño de la AuNP.

3. Coalescencia: Las AuNPs se unen entre sí rápidamentey coalescen. Esta etapa es permite
controlar el tamaño �nal de las AuNPs.

Figura 3.1.1. Representación esquemática de las dos principales estrategias que se utilizan para
la obtención de AuNPs [97].

Posteriormente se pueden crecer las AuNPs, dando lugar a diferentes geometrias. Si se crecen sobre
una dirección �ja, se forman AuNPs con aspecto de rodillo (AuNRs). Para ello existen diferentes
métodos permiten establecer diferentes relaciones entre el ancho y largo (relación de aspecto), de
los AuNRs. Algunos de ellos se pueden consultar en [98, 99]. En este trabajo de tesis se empleó el
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Método de crecimiento de semilla dada su simplicidad, alta calidad de nanoestructura así como un
gran rendimiento producción [26, 27, 100]. Wiesner y Wokaun (1989) [101], reportaron la formación
de coloides de oro con dimensiones diferentes en la forma de la partícula, al reducir soluciones de
HAuCl4 en la presencia de núcleos coloidales de oro pequeños. Las partículas resultantes mostra-
ban un corrimiento hacia el rojo en el modo LSP de su espectro de absorbancia, en comparación
a esferas de oro en el límite de Rayleigh (kr <0.1, k = 2π/λ). El primer reporte de síntesis de
nanorods por reducción de HAuCl2 en presencia de un tensoactivo (CTAB, Fig. 3.1.2 (a)) que
permite el crecimiento direccionado y la dispersión de las estructuras, fue reportado por Jana y
colaboradores (2001) [26, 102]. Desde entonces, variantes de método para mejorar la relación de
aspecto han sido propuestas. Entre ellas, el uso de iones de plata en la solución de crecimiento, eli-
minación del recubrimiento ácido en las semillas esféricas y sustitución por otros ácidos protectores
[26, 103, 104]. El método de crecimiento de semilla se lleva a cabo por etapas [105]. En la primera

Figura 3.1.2. a) Estructura del CTAB y b) AuNR (rectangulo negro) recubierto de CTAB (enlace
carbono-carbono) [102].

etapa se sintetizan nanopartículas esféricas (semilla), que serán usadas para fabricar los AuNRs
durante un segundo crecimiento. El último paso es el sobrecrecimiento de los AuNRs, que permite
obtener la relación de aspecto RA de interés, con desviaciones tan bajas como el 3% [82, 106].
Funcionalización y auto-ensamblado
En la mayoria de las aplicaciones, la síntesis de AuNRs coloidales debe permitir tanto su estabi-
lidad tempral, como su acomplamiento electrostático o covalente a otras super�cies, moléculas o
estructuras [107, 108, 109]. Es decir, los AuNRs deben ser funcionalizados. El uso de concentracio-
nes adecuadas de CTAB [15, 106] , permite la formación de una bicapa estabilizadora alrededor
de los AuNRs (ca 3.2 nm [110], Fig. 3.1.2 (a)). El mecanismo de estabilización consiste en la in-
teracción electrostática entre la super�cie negativamente cargada de oro (por la absorción de iones
de Br- o Cl-) con el grupo amonio (NH+

4 ) de CTAB, durante el proceso de síntesis, y que forma
la primera capa. La segunda capa se forma dada la interacción carbono-carbono del CTAB, que
deja expuesto el grupo amonio positivamente cargado [62]. Sin embargo, en aplicaciones de AuNRs
como biosensores, nanoacarreadores, marcadores, entre otros, requieren además su funcionalización
[108].

Una de las funcionalizaciones más empleadas es la química de tioles. En ella, se busca reemplazar
el CTAB por un grupo tiol (�SH) tal que se genere un enlace Au-SH sobre los AuNRs [111]. Algunos
mercaptanos, como el ácido mercaptoundecanoico (HS(HC2)10CO2H, MUA) han sido propuestos
para tal efecto, con un paso intermedio de intercambio mediante algún polímero como el poli(etilen-
glicol) (C2n+2H4n+6On+2, PEG) [112], que actúe como barrera estérica temporal. Particularmente,
los AuNRs con terminación grupo PEG-SH presentan alta estabilidad y biocompatibilidad, además
de ser dispersables sin agregación en medios acuosos y en varios tipos de solventes orgánicos, por
ejemplo etanol y acetona [62, 113]. La Fig. 3.1.3 muestra un ejemplo de autoensamblado empleando
una funcionalización Ditiol (izquierda) que permite el autoensamble lado-lado o extremo-extremo
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(derecha).
Por otra parte, el ensamblado de AuNRs ha mostrado mucho interés debido al efecto de largo

alcance en sus propiedades ópticas y electrónicas de los AuNRs en grupos o islas bien ordenadas,
creando super-estructuras. El progreso desarrollado en las técnicas del ensamble de AuNRs, pueden
separarse en 4 categorías: enlace de los AuNRs a una super�cie, ensamble inducido por evaporación
del solvente, conjunto accionado por polímero compuesto y montaje en fase de solución. En esta
tesis el método de autoensamblado fue desarrollado por la técnica de evaporación de solvente,
por lo tanto nos concentramos en este último. Diversas fuerzas capilares y �ujo hidrodinámico se
aplican en el proceso de evaporación de la solución, la concentración de los AuNRs se incrementa
a medida que la evaporación ocurre, los AuNRs pueden concentrarse más en el borde de la gota
(región de secado), lo que puede aumentar las interacciones interpartícula [114]. La evaporación
de soluciones acuosas de AuNRs puede llevar a una auto-organizacion incluso en la ausencia de
aditivos, cabe resaltar que mediante este método existe una larga tendencia de ensamblado lado-
lado, sin embargo es importante tomar en consideración las condiciones necesarias para que el
proceso de evaporación pueda llevar también a un proceso de autoensamblado de AuNRs, en
este caso lado-lado, por ejemplo al aumentar la concentración de las moléculas de PEG-Ditiol,
los AuNRs se autoensamblaran con ellos mismos de �nal-�nal a lado-lado [115]. En este trabajo
realizamos transferencia de la fase acuosa a la fase orgánica descrito por Yang et. al. [28, 30].

Figura 3.1.3. (a) Estructura química de la molécula PEG-Ditiol. Esquema de la unión de AuNRs
(elipsoides prolatos color dorado) cubierto con CTAB (moléculas color verde) funcionalizados con
PEG-Ditiol (linea color azul), (b) la alta concentración de PEG-Ditiol da lugar a una unión �nal-
�nal y (c) la baja concentración de PEG-Ditiol, y las moléculas aún presentes de CTAB, dan lugar
a una unión lado-lado [115].

Reactivos
Para la fabricación y funcionalización de AuNRs se emplearon: Bromuro de cetiltrimetilamo-
nio (CTAB), ácido tetracloroáurico trihidratado (HAuCl4· 3H2O), nitrato de plata (AgNO3),
borohidruro de sodio (NaBH4), ácido ascórbico (C6H8O6), ácido mercaptosucínico (C4H6O4S2,
MSA), bromuro de tetraoctilamonio (TOAB), clorobenceno (C6H5Cl) y Poli(etilen-glicol) ditiol
(HSCH2CH2(OCH2CH2)nSH, Mn = 3400), todos adquiridos de Sigma-Aldrich. El material de vi-
drio empleado durante la síntesis fue lavado con agua regia y estirilazado. Para todas las soluciones
acuosas se utilizó agua desionizada (ρ = 18.2MΩ·cm a 25◦C).
Protocolo de síntesis de AuNRs
El proceso de síntesis, crecimiento, funcionalización y autoensamblado, se realizó en ambiente
controlado (24◦C, HR≈ 60%).
El protocolo consta de 3 partes: 1) fase acuosa, 2) fase orgánica y 3) autoensamble de AuNRs.

1) Fase acuosa

a) Solución semilla. A una solución de CTAB (5.0 mL, 200 mM, 32◦C), disuelta por sonicación,
se le agrega HAuCl4 (5.0 mL, 0.5 mM) bajo agitación constante. A la solución resultante se
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agrega NaBH4 (0.60 mL, 10 mM, 4◦C, 5 min), la cual adquiere un color café brillante, por
la formación de aniones [AuCl3Br]−. La solución resultante se conserva a 32◦C hasta su uso.

b) Solución de crecimiento. A una solución de CTAB (12.5 mL, 200 mM, 32◦C) disuelta por
sonicación, se le agrega AgNO3 (0.30 mL, 4.0 mM) bajo agitación constante. A la solución
resultante se le agrega HAuCl4 (25.0 mL, 1.0 mM) la cual cambia a naranja brillante, Fig.
3.1.4. Posteriormente se agrega ácido ascórbico (0.35 mL, 78.8 mM) bajo agitación constante,
cambiando la solución a incolora por la reducción de Au3+ a Au+.

c) Crecimiento de la solución semilla. Se toma una alícuota de 35 µL de la solución semilla
y se agrega a la de crecimiento (36◦C), observandose que la solución se torna gradualmente
a azul intenso.

d) Sobrecrecimiento. Se toman 15 mL de la solución con AuNRs previamente sintetizada y se
le agrega ácido acórbico (78.8 mM, 5 µL/5 min por goteo controlado), tornándose la solución
ligeramente verdosa. Bajo éstas condiciones, la relación de aspecto (AR) esperada es ∼2.5.

e) Concentración Se toma una alícuota de 7.5 mL de la solución de AuNRs y se concentran
por centrifugación (14 Krpm, 5 min, 32◦C) a 3 mL, quedando a una concentración de 2.5x.

f) Lavados Se realizan tres lavados con agua desionizada (4 min, 25◦C) de tal forma que la
concentración del CTAB sea de 0.2 mM. Para que la transferencia a la fase orgánica sea
posible la concentración de CTAB debe ser 100 < µMCTAB < 350.

Figura 3.1.4. Fotografía de parrilla con agitación magnética, sobre ella se encuentra un vaso de
precipitado en donde se realiza la síntesis de los AuNRs.

2) Fase orgánica
A 3 mL de la solución lavada de AuNRs, se le agrega una solución de Ácido Mercaptosucínico
desprotonado (3 mL, 10 mM) y bajo agitación vigorosa.. Agregar una solución de TOAB (1.5 mL,
50 mM) en clorobenceno, vortizando hasta su separación (∼ 5min), Fig. 3.1.5.

3) Autoensamblado de AuNRs

a) Funcionalización de sustratos de Au/vidrio Sustratos de vidrio con película de oro
(Fig. 3.1.6) son cortados y lavados en solución piraña (2H2O2:3H2SO4). La solución para
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Figura 3.1.5. Solución de AuNRs: a) antes y b) después de transferir de la fase acuosa a la fase
orgánica [28].

funcionalizar las super�cie se prepara empelando PEG-Ditiol 3400 (15 mL, 1mM, 24◦C)
disuelta por sonicación. En esta solución se sumerge el sustrato con película de oro por 18
hrs.

b) Superestructura Una vez funcionalizado el sustrato de Au/vidrio se toma una alícuota de
2.5µL de solución de AuNRs en clorobenceno y se deposita sobre el sustrato, tal que se genere
el autoensamble de forma espontánea (28◦C, HR = 75%).

Figura 3.1.6. Sustratos de vidrio con película de oro.

3.2. Técnicas de caracterización empleadas

3.2.1. Espectroscopía UV-Vis

Para que se produzca la absorción de radiación, la energía de los fotones excitadores debe coincidir
exactamente con la diferencia de energía entre el estado fundamental y uno de los estados excitados
de las especies absorbentes [116]. Debido a que estas diferencias de energía son características para
cada especie, el estudio de las longitudes de onda de la radiación absorbida proporciona un medio
para caracterizar los componentes de una muestra de interés.

El método cuantitativo basado en la absorción requiere de dos medidas de la potencia de la
radiación EM: una antes de que el haz haya pasado a través del medio que contiene al analito (P0),
y la otra, después (P ). Se de�ne la absorbancia de un medio como [116]

A = log
P0

P
. (3.2.1)
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Es decir, la absorbancia de un medio aumenta cuando la atenuación de la radiación EM o del haz,
se hace mayor. En la espectroscopía UV-Vis, la luz empleada es lo su�cientemente energética tal
que puede excitar electrones a niveles energéticos más altos. En la determinación de las longitudes
de ondas de las bandas plasmónicas (LSP) en modo transversal y longitudinal de los AuNRs
sintetizados en esta tesis, se utilizó un espectrofotómetro UV-Vis con un paso del haz de luz de
Xenon de 10 mm (Nanodrop One, ThermoScienti�c, Fig. 3.2.1 a). Se tomó una alícuota de 750
µL de AuNRs, y se trans�rió sobre una cubeta de cuarzo, Fig. 3.2.1 (b), la cual se mantuvo a una
temperatura de 32◦C.

Figura 3.2.1. a) Espectrofotómetro NanoDrop One Thermo Scienti�c, señalando sus compomen-
tes principales. b) cubeta de cuarzo.

3.2.2. Microscopía de fuerza atómica

La caracterización morfológica fue realizada por microscopía de fuerza atómica (AFM). AFM forma
imágenes de la topografía de las super�cies, utilizando una sonda o micropalanca. Esta recorre la
muestra haciendo una exploración línea por línea, es decir escanea la muestra en función de la
posición generando una imagen (Fig. 3.2.2 (a)).

De forma típica, los microscopios AFM se conforman de una punta de radio micro o nano-
métrico� con un trampolín cantilever de unos pocos nanómetros, localizados cerca del �nal de un
cantilever elástico de material piezoeléctrico. La punta se acerca a la muestras, hasta establecer
una interacción atractiva o repulsiva. Esta fuerza provoca una de�ección del cantilever y por ende
una corriente proporcional a la fuerza de �exión, que será registrada en el sistema eléctronico del
equipo, mientras que de forma sincronizada, un láser se re�eja desde la parte posterior del can-
tilever en un fotodiodo sensible a la posición. La posición relativa entre la punta y la muestra se
controla por un circuito de retroalimentación, que maneja los escáneres piezoeléctricos, en función
de la desviación del cantilever. Dependiendo en el tipo de medida y el material de la muestra, se
puede usar el equipo AFM en varios modos operativos. Dentro de los más comunes para adquirir
imagenes topográ�cas de la muestra, se encuentran: contacto, no contacto y tapping. Este último
se utilizó en ésta tesis, pues en este modo la punta no está en contacto continuo con la super�cie
de la muestra sino en contacto interminente o discreto [75]. Sin embargo, no es posible alcanzar
resolución atómica. Para caracterizar los AuNRs sintetizados (sin transferir a la fase orgánica) se
autoensamblaron sobre un sustrato de vidrio con película metálica (AFM, Park XE7 Park Systems,
Fig. 3.2.2 (b))
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Figura 3.2.2. a) Escaneo típico mediante un canteliver de AFM. La muestra es escaneada línea a
línea en el eje rápido, mientras que la interacción entre la punta y la muestra es medida como un
conjunto de puntos discretos (puntos color negro). Al �nal de cada escaneo, la punta es dirigida
sobre el eje lento y llevada de vuelta al comienzo de la línea [75]. b) Fotogra�a de un microscopio
de fuerza átomica Park Systems, modelo Park XE7, utilizado para la caracterización de los AuNRs
sintetizados.
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Capítulo 4

Resultados y discusiones

En este capítulo mostramos los resultados y discusiones de la síntesis de AuNRs por el método
de crecimiento de semilla. Se muestra la caracterización de la solución coloidal de los AuNRs,
mediante espectroscopía UV-Vis, así como una comparación con un modelo teórico-computacional.
Posteriormente, se muestra la caracterización por AFM en modo tapping, de los AuNRs depositados
sobre un sustrato de vidrio cubierto por una capa delgada de oro. Finalmente, se muestra el
resultado de simulaciones computacionales realizados para la curva de re�ectancia vs ángulo para
un sistema SPR con una monocapa de AuNRs, así como la comparación con un sensor SPR
convencional.

4.1. Síntesis de Nanorodillos de oro

Los AuNRs, sintetizados por el método de crecimiento de semilla, es un proceso de 96 h que
incluye la preparación de la solución semilla (Fig. 4.1.1), la solución de crecimiento (Fig. 4.1.2
(a-e)), el sobrecrecimiento (Fig. 4.1.2 (f)) y concentrado/lavado de los coloides (Fig. 4.1.2 (g)), en
cooncordancia con reportes previos [18].

Figura 4.1.1. Solución semilla utilizada en la síntesis de AuNRs.

También se analizó la dependencia de la temperatura en la solución de AuNRs. Para ello se
sintetizaron 3 soluciones idénticas de AuNRs, siendo distintas únicamente por la temperatura a la
cual se mantuvieron durante el proceso de síntesis. Las tres temperaturas empleadas fueron: 25◦C,
36◦C y 52◦C. El color de la solución con mayor temperatura cambió al característico color morado
de forma muy rápida (∼ 25min) después de agregar la solución semilla en la solución de crecimiento.
Las otras dos soluciones restantes presentaron tonalidades azul intenso, como se muestra en las
Figs. 4.1.3 y 4.1.4. La formación de una bicapa de CTAB, alrededor de los AuNRs permite
su estabilización temporal. Ésta se forma ya que la super�cie de oro está cargada negativamente
debido a la absorción de los iones negativos de bromuro o de cloruro, mientras que el grupo principal
amonio del CTAB, cargado positivamente, se une a la super�cie del oro mediante una interacción
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Figura 4.1.2. Fotografías de muestras de AuNRs sintetizados mediante el método de crecimiento
de semilla. Después de agregar la solución semilla a la solución de crecimiento: a) 5 min, b) 10 min,
c) 25 min, d) 40 min y e) 90 min. f) Se muestra la solución sobrecrecida y g) la solución �nal de
AuNRs depositada en una cubeta.

Figura 4.1.3. Fotografías de la soluciones de AuNRs con temperaturas de a) 25◦C, b) 36◦C y c)
52◦C después de 5 min de agregar la solución semilla a la solución de crecimiento (crecimiento de
AuNRs) y después de 25 min de iniciar el crecimiento de los AuNRs (d,e y f respectivamente)

Figura 4.1.4. Soluciones de AuNRs con temperaturas de 25◦C, 36◦C y 52◦C a (a, b, c) 60 min y
(d, e, f) 90 min de inciar el sobrecrecimiento.

electrostática, llevando a la formación de una capa interna, Fig. 3.1.2 (b). Por su parte, el extremo
de la cadena de carbono es hidrofóbico por lo que otra capa de CTAB es formada. Dicho extremo
hidrofóbico apunta hacia adentro e interactúa con la capa interna, mientras el grupo principal
amonio se encuentra apuntando hacia fuera [26, 102]. Por lo tanto el proceso de lavados de los
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AuNRs, para disminuir la presencia del CTAB, es muy importante. El proceso de centrifugado
permite diminuir la presencia de CTAB, así como la concentración de los AuNRs para su lavado.
La Fig. 4.1.5 muestra las soluciones coloidales después del proceso de lavado y concentrado a
13,000, 12,000 y 11,000 rpm. La muestra a mayor velocidad de centrifugación generó un botón,
que no fue factible resuspender en solución acuosa, por lo cual fue despreciada ésta velocidad en
las caracterizaciones.

Figura 4.1.5. Soluciones de AuNRs concentrados y lavados usando una velocidad de centrifugación
para el tercer lavado de a) 13, b) 12 y c) 11 Krpm.

La bicapa de CTAB es la responsable para estabilizar a los AuNRs en forma de coloide, pero
para las aplicaciones de este trabajo, se realizó una funcionalización tipo lado-lado con ácido
mercaptosucínico (MSA). En este proceso, el CTAB que recubre los AuNRs es reemplzado por
moléculas de MSA en la superfcie de los AuNRs, mediante la formación de un enlace �SH de carga
negativa [107, 108, 109]. Se han propuesto protocolos de dos etapas, introduciendo una capa de
poli(etilen-glicol) (PEG) que tiene como objetivo proporcionar una estabilización estérica de los
AuNRs durante la reacción de intercambio con los alcanotioles [112]. Los AuNRs con terminación
grupo PEG-SH pueden actuar como una barrera estérica temporal, evitando así la agregación
irreversible de los AuNRs y la sobre desestabilización de la bicapa protectora de CTAB [62].

4.2. Espectroscopía UV-Vis

Los espectros de absorción UV-Vis de la solución coloidal de los AuNRs sintetizados por crecimiento
de semilla, se midieron para la solución semilla en el primer día y durante los tres días consecutivos
de síntesis, Fig. 4.2.1. El espectro de la solución semilla es similar al reportado por algunos autores
[104]. Por su parte, el espectro de absorción para los AuNRs crecidos (primer día), muestra la
presencia de dos bandas de absorción correspondientes al modo LSP transversal (λT=520 nm) y
al modo longitudinal (λL=680 nm), sec. 1.3.10, y por ende la formación de AuNRs [42, 43]. Se
presentó el incremento en la absorbancia de los modos LSP de los AuNRs (línea discontinua),
siendo mayor la contribución para el modo longitudinal, indicativo de alargamiento de los AuNRs.
Debido a que los AuNRs de esta solución están cubiertos por una capa de CTAB, al realizar los
lavados y concentrados de los AuNRs (línea punteada) se presentó un corrimiento al azul de 20 nm
del modo LSP longitudinal, derivado de la dismución de CTAB [21]. La solución �nal después de
su concentración y lavado (cuarto día, linea continua) presentó un modo transversal en λT=520
nm y un modo longitudinal en λL=630 nm.

En la Fig. 4.2.2, se muestra el espectro de absorción en el rango visible para las soluciones
sintetizadas con diferente temperatura, cuyas fotografías se muestran en la Fig. 4.1.4. El espectro
obtenido muestra la presencia de AuNRs. Los AuNRs sintetizados a 15 y 36 ◦C, mostraron ab-
sorbancias LSP longitudinal y transversal similares en λ = 517 y 689 nm, respectivamente (4.2.2,
líneas roja y azul). Sin embargo, para una temperatura de 50◦C sólo se observa el pico transversal
y se atenúa el pico longitudinal, característicos de los AuNRs. La Fig. 4.2.3, muestra el espectro de
absorción en el rango visible, para las soluciones sintetizadas al variar la velocidad de centrifugación
correspondientes a las soluciones presentadas en la Fig. 4.1.5. Dada la precipitación y formación
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Figura 4.2.1. Espectros de absorción de AuNRs. Semilla (línea azul), crecidos (línea naranja),
sobre-crecidos (línea amarilla) y lavados/concentrados (línea morada). Los máximos de longitud
de onda de las dos bandas plamónicas mostradas corresponden a los modos LSP longitudinal y
transversal, en el caso de la solución semilla (AuNPs esféricas) el espectro corresponde sólo a las
transiciones interbanda.

Figura 4.2.2. Espectro visible de soluciones de AuNRs sintetizados por el método de crecimiento
de semilla a diferentes temperaturas, correspondiente a las fotografías presentadas en la Fig. 4.1.4
(d,e y f). El recuadro superior derecho muestra una ampliación del mismo espectro.

de un botón de los AuNRs cuando fueron centrifugados a 13,000 rpm, es que sólo se observó el
espectro del medio acuoso en el cual se encontraban resuspendidas (línea punteada). Las otras dos
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soluciones centrifugadas a 12,000 y 11,000 rpm presentan las características bandas plamónicas
LSP de los AuNRs (líneas punteada y continua, respectivamente). En su caso, se presentó un co-
rrimiento al azul en la muestra centrifugada a 11,000 rpm, lo cual es consistente con el hecho de
que se tenga una mayor capa de CTAB. La Fig. 4.2.4 muestra el espectro UV-Vis de los AuNRs y
del sobrenadante obtenidos para la muestra que fue lavada y concentrada a 11,000 rpm. Se observa
la presencia de AuNRs mediante la aparición de sus dos bandas características, en 520 y 630 nm,
respectivamente. Entonces se propone una velocidad de centrifugación para el tercer lavado de 12
krpm, con el �n de obtener la mayor concentración de AuNRs sin una precipitación irreversible.

Figura 4.2.3. Espectro de absorción visible de las soluciones de AuNRs lavadas y concentradas
con una velociad de centrifugación en el tercer lavado de 13, 12 y 11 Krpm, respectivamente. Las
fotografías de las soluciones se presentan en la Fig. 4.1.5.

En la Fig. 4.2.5 se muestra el espectro de absorbancia experimental tomado para la solución
de AuNRs en el segundo día de síntesis, junto con la simulación usando la ec. (1.3.82) y usando la
función dieléctrica para el oro, εAuNRs, corregida nanométricamente, dada por la ec. (1.2.32), con
un radio R= 20 nm de NP. El espectro de absorbancia se calculó con la ec. (1.3.82), mientras que
los factores geométricos Lγ , fueron calculados para a = 25 nm, b = 10 nm, RA = 2.5 de los AuNRs.
Dichos valores fueron los que mejor se ajustaron a los resultados experimentales, tomando como
medio agua. La presencia de los dos picos transversal en ∼ 520 nm, y longitudinal en ∼ 630 nm
(Fig. 1.3.18), son con�rmados por la simulación realizada. Sin embargo, se observa una contribución
del pico transversal mayor de lo esperado. Eso es atribuido a la presencia de NPs esféricas que no
crecieron. Además, que las curvas experimentales presentan un ancho medio mayor en sus bandas
plasmónicas comparadas con las simulaciones. Esto indica cierto grado de dispersión en los RA de
los AuNRs en concordancia con lo reportado en la literatura [42, 43].

4.3. Microscopía de Fuerza Atómica

Para realizar la caracterización de las muestras por AFM, se depositó una gota de solución de
AuNRs, sobre un sustrato de vidrio con película delgada de oro. En la Fig 4.3.1 se muestra la
micrografía realizada por AFM del sustrato de vidrio sin funcionalizar (a, b, c) antes y (d, e, f)
después de depositar la película de oro para áreas de medición de 10 x 10, 5 x 5, 1 x 1 µm2, de esta
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Figura 4.2.4. Espectro de absorción visible para una solución de AuNRs coloidales, utilizando en
el tercer lavado una velocidad de 11 Krpm, junto con el sobrenadante de dicha solución antes de
resuspender.

Figura 4.2.5. Espectro de absorción experimental (azul) vs teórico (morado) de los AuNRs sin-
tetizados. Las líneas verticales discontinuas indican la longitud de onda máxima λ, en donde se
encuentran los modos LSP trasnversal y longitudinal.

última micrografía se obtuvo la rugosidad media RM , para el sustrato de vidrio fue RM = 0.524 nm
y para el sustrato de vidrio con película de oro fue RM = 2.127 nm. Por otra parte, las micrografías
de las soluciones sintetizadas con velocidad de centrifugación de 11 Krpm, se muestran en la Fig.
4.3.2, para áreas de medición de 10 x 10, 5 x 5, 2 x 2 µm2. Se observa el anclaje de nanoestructuras
sobre la super�cie de oro/vidrio, sin embargo, se presume aglomeración de AuNRs, por exceso de
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Figura 4.3.1. Micrografía de AFM para un sustrato de vidrio sin (a,b,c) y con película de oro
(d,e,f) de 47.5 nm de espesor. Para c) se obtuvo una RM = 0.524 nm y para f) RM = 2.127 nm .

CTAB, durante el proceso de autoensamble. La Fig. 4.3.3 muestra la solución de AuNRs obtenidos

Figura 4.3.2. Micrografía de AFM para un sustrato de vidrio con película de oro de 47.5 nm
(mismo que aparece en la Fig. 4.3.1) en el que se depositó 1µL de solución de AuNRs sintetizados
por el método de crecimiento de semilla, utilizando en el último lavado una velocidad de 11 Krpm.

con 25◦C y 36◦C, y autoensamblados sobre la super�cie oro/vidrio, en ampli�caciones 10 x 10,
5 x 5 y 1 x 1 µm2. Se observa, que en el caso de la muestra fabricada a 36◦C, el factor de
llenado fue mejorado, con respecto a las fabricadas a 25◦C. Sin embargo, nuevamente se observa
la formación de cluster de AuNRs que impiden determinar el tamaño promedio de partícula. Para
tratar de modi�car la formación de clusters durante el autonsamble de los AuNRs a la película de
oro/vidrio, se autoensamblaron electrostáticamente los rods, sin crecimiento o sobre crecimiento
(fase orgánica). La Fig. 4.3.4 (a) muestra la super�cie de oro/vidrio sin funcionalizar, mientras que
la Fig. 4.3.4 (b) la correspondiente al autoensable electrostático sobre la película de oro/vidrio.
Ambas micrografías tienen un área de medición de 1 x 1 µm2. Para mayores áreas de medición
no se aprecian los clusters formados por los AuNRs. En las micrografías se observa la presencia
de grupos de AuNRs, sin embargo, es posible determinar la morfología individual de AuNRs, con
morfología elipsoidal prolata. La posible explicación, es que existe una aglomeración de los AuNRs
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Figura 4.3.3. Micrografía de AFM de AuNRs autoensamblados sobre película de oro/vidrio. a, b
y c corresponde a AuNRs sistetizados a 25◦C y d, e, f a sintetizados a 36◦C.

Figura 4.3.4. Micrografías AFM de a) Sustrato de vidrio con película delgada de oro de 47 nm y
b) AuNRs cubiertos de CTAB, en el segundo día de síntesis, depositados sobre el sustrato mostrado
en (a).

una vez depositados sobre el sustrato, pues en estado coloidal su espectro de absorbancia no mostró
la presencia de mayores modos multipolares. Entonces acorde a lo calculado teóricamente, en cada
cluster grande (∼ 200 nm x100 nm) mostrado en la micrografía de la Fig. 4.3.4 (b), se estiman ∼
20 AuNRs, mientras que en los cluster menores ( ∼ 50 nm x 50 nm) ∼ 2 AuNRs. Mediante AFM
en modo tapping, no fue posible determinar la morfología individual de cada AuNR y por tanto
su RA, derivado de la presencia de CTAB, a diferencia de AuNRs sin cubierta, sintetizados por el
depósito de capas de oro en estructuras cristalinas que permiten su formación [75].
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4.4. Simulación sensor SPR en la con�guración
Kretschmann-Raether con película de AuNRs

En esta sección se reportan los resultados comparativos obtenidos por simulación computacio-
nal contra la la teoría del medio efectivo MG, de un sensor SPR multicapa en la con�guración
Kretschmann-Raether. Las capas consideradas fueron (Fig. 4.4.1): prisma (medio 1, εp), película
de oro (capa 2, εAu), capa de PEG-Ditiol (capa 3, εPEG), capa efectiva biaxial (capa 4, εeff )
la cual es formada por AuNRs dispuestos de manera vertical, cuyos ejes principales x′, y, z′ se
encuentran paralelos a los ejes de la película de oro y un medio dieléctrico (capa 5, εd), que es el
mismo medio en que se encuentran inmersos los AuNRs.

Figura 4.4.1. Esquema de un sensor SPR en la con�guración Kretschmann-Raether formada por:
prisma (medio 1), película de oro (capa 2), capa de PEG-Ditiol (capa 3), capa efectiva biaxial (capa
4), la cual es formada por AuNRs dispuestos de manera vertical, cuyos ejes principales x′, y′, z′,
se encuentran paralelos a los ejes de la película de oro y un medio dieléctrico (capa 5), que es el
mismo medio en que se encuentran inmersos los AuNRs.

En la determinación de la constante dieléctrica efectiva ε para la teoría del medio MG, se empleó la
ec. (1.4.16) y con el desarrollo mostrado en la sec. 1.8, con los parámetros que permitieron obtener
el menor valor δθ0.5 considerando como variables el espesor de película metálica de oro, espesor de
capa PEG-Ditiol, espesor efectivo de la capa de AuNRs, RA de los AuNRs y fracción de llenado
de los AuNRs. El criterio considerado correspondió al ancho δθ0.5 del espectro de re�ectancia vs
ángulo, para la re�ectancia R = 0.5, ver sec. 2.1. En la Fig. 4.4.2 (a), se muestra la curva de
re�ectancia vs ángulo al usar la teoría de MG para el cálculo de ε, mientras que en la Fig. 4.4.2
(b), se muestra la curva de re�ectancia vs ángulo empleando la teoría de la sec. 1.8 para el cálculo
de ε. Es claro, que el per�l del espectro de re�ectancia vs ángulo, obtenido al usar este último
desarrollo, es más de�nido, con una banda más estrecha. Realizando el cálculo de δθ0.5, se obtienen
valores más pequeños, Fig. 4.4.2 (b), además en esa misma curva el mejor resultado se presenta
cuando no se incluye la capa 3 en el sensor, es decir cuando los AuNRs se depositan directamente
sobre el sustrato, brinda un valor de δθ0.5 = 1.26 comparado con la con�guración cuando se incluye
la capa de PEG-Ditiol (30 nm de espesor), se obtiene δθ0.5 = 1.85. Sin embargo, la capa de PEG-
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Ditiol es necesaria para la correcta inmobilización de los AuNRs, por lo tanto se puede proponer
un espesor de PEG-Ditiol de 10 nm, lo cual corresponde a δθ0.5 = 1.6. Cualquiera de estos tres
valores de δθ0.5, son menores al de un sensor SPR convencional (prisma/Au/Medio). La Fig. 4.4.2
(curva de color negro) corresponde a un valor de δθ0.5 = 3.2, es decir el doble que si se usara la
película de AuNRs sin PEG-Ditiol. Sin embargo, el uso de AuNRs no sólo es buscado por la mejora
de la curva de re�ectancia, pues otra ventaja es que los AuNRs pueden ser funcionalizados en el
extremo libre, y ser usados como un medio de sensado, como se discutió en la sec. 1.3.11.

Figura 4.4.2. Simulación de la curva SPR de re�ectancia vs ángulo del sensor SPR en la con�gu-
ración Kretschmann-Raether con monocapa de AuNRs, que se muestra en la Fig. 4.4.1 , empleando
los parámetros de la Tabla 4.1 a) columna MG y b) columna desarrollo. Corresponden a a) las
curvas para un sensor SPR convencional (curva de color negro) con un espesor dAu = 45 nm y
b) dAu = 50 nm, tomando funciones dieléctricas de la película εAu y del medio a sensar εd de la
misma forma que aparece en la tabla.

Finalmente, nos enfocamos en la simulación realizada con las ecuaciones y teoría revisadas en
la sec. 1.8 Respuesta efectiva para arreglos 2D de AuNRs". Buscando el mejor valor estadístico
R2 para la región lineal de la curva índice de refracción η (en unidades RIU) vs ángulo SPR θSPR
(Grados). La simulación de la curva SPR de re�ectancia vs ángulo para el sensor sin AuNRs y
con AuNRs se muestra en la Fig. 4.4.3, para el sensor SPR convencional (prisma/oro/medio a
sensar). En la Fig. 4.4.4 se presenta la realizada para el sensor SPR con AuNRs (prisma/oro/PEG-
Ditiol/AuNRs/medio a sensar). Los parámetros empleados y estadísticos obtenidos para las curvas
de calibración, Fig. 4.4.5 y 4.4.6, se muestran en la Tabla 4.2. El espectro de re�ectancia vs ángulo
muestra un mayor cambio desde el ángulo inicial (η = 1.333,agua) hasta el ángulo �nal (1.3614,agua
+ 60% de sacarosa) a medida que se aumenta el índice de refracción del medio a sensar. En el
sensor con AuNRs, se obtuvo este cambio de ∼ 30◦ mientras que en el sensor convencional solo fue
de ∼ 15◦. Este cambio se encuentra en acuerdo con lo reportado en la literatura [93], producto de
la sensibilidad de las nanoestructuras con respecto al cambio del medio en que se encuentran [18].
Por tal motivo, la curva de ángulo SPR vs índice de refracción presenta una mayor pendiente de
inclinación (sensibilidad, m). Para el caso del sensor convencional presenta una sensibilidad m =
87◦/RIU (R2 = 0.996) y con AuNRs m = 139◦/RIU (R2 = 0.991). Al analizar esta última curva
en una región lineal, se obtiene una mayor precisión en la sensibilidad m del sensor SPR [96]. Para
el sensor SPR simulado, se obtiene sobre la región lineal mencionada: m = 74◦/RIU (R2 = 1)
antes y m = 122◦/RIU (R2 = 0.999) después de aplicar la capa de AuNRs. obteniendose una
mejora de la sensibilidad de ∼ 1.64 frente al sensor SPR convencional. En el sensor SPR simulado
con AuNRs, se encontró una dependencia importante en la fracción de llenado f , pues entre más
grande es, tambien lo es m. sin embargo a partir de f = 0.5 la sensibilidad comienza a tener un
comportamiento descendente, pues las teorías del medio efectivo utilizadas en este cálculo sólo
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Tabla 4.1. Parámetros empleados para la curva SPR de re�ectancia vs ángulo. Tomando los
valores de la columna MG para la Fig. 4.4.2 (a) y tomando los valores de la columna Mayores
contribuciones para la Fig. 4.4.2 (b). El valor de las componentes de εeff se obtuvo con la teoría
del medio efectivo MG (columna MG) y con la ec. (1.8.14) (columna Mayores contribuciones).

Parámetro MG Mayores contribuciones

εp 3.0976 3.0976

εAu ∼ −11.33 + 1.19i ∼ −11.33 + 1.19i

εxxeff ∼ 1.4383 + 0.3286i ∼ 4 + 0.1i

εyyeff ∼ 1.4383 + 0.3286i ∼ 3 + 2i

εzzeff ∼ 2.566 + 0.0796i ∼ 2 + 0.0001i

εd 1.7689 1.7689

εPEG 2.1316 2.1316

dAu 45 nm 50 nm

dPEG−Ditiol 50 nm 30 nm

a 20 nm 17 nm

b 5 nm 11.5 nm

f 0.45 0.2

λ 633 nm 633 nm

considera la interacción dipolar, mientras que a mayor valor de f , surgen interacciones de mayor
orden [65]. Al cambiar los factores geométricos se obtiene una mejor respuesta al tener una mayor
RA, por ejemplo en el caso de AuNPs esféricas, se obtuvo un valor de sensibilidad m = 64.8◦/RIU,
mientras que usando AuNRs, se obtuvo m = 122◦/RIU, en las mismsas condiciones, lo cual es
congruente con la dependencia en la absorción óptica de AuNPs con diferentes formas [69].
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Figura 4.4.3. Curva SPR de re�ectancia vs ángulo de un sensor prisma/oro/medio a sensar. Se
utilizan diferentes índices de refracción del medio a sensar (etanol y sacarosa).

Figura 4.4.4. Curva SPR de re�ectancia vs ángulo de un sensor prisma/oro/PEG-
Ditiol/AuNRs/medio a sensar. Se utilizan diferentes índices de refracción del medio a sensar (etanol
y sacarosa).
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Figura 4.4.5. Calibración para el sensor prisma/oro/medio a sensar. a) Curva de calibración 1:
ángulo vs índice de refracción ajustado con un modelo lineal obteniendose m=87◦/RIU y R2 =
0.996. b) Curva de calibración 2: curva ∆θSPR vs ∆η en una región lineal de b) ajustado con un
modelo lineal obteniendose m=74◦/RIU y R2 = 1.

Figura 4.4.6. Calibración para el sensor prisma/oro/PEG-Ditiol/AuNRs/medio a sensar. a) Cur-
va de calibración 1: ángulo vs índice de refracción ajustado con un modelo lineal obteniendose
m=139◦/RIU y R2 = 0.991. b) Curva de calibración 2: curva ∆θSPR vs ∆η en una región lineal
de b) ajustado con un modelo lineal obteniendose m=122◦/RIU y R2 = 0.999.
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Tabla 4.2. Parámetros empleados para la curva de re�ectancia vs ángulo utilizados en la Fig.
4.4.3 y 4.4.4.

Parámetro Convencional Con AuNRs

εp 3.0976 3.0976

εAu ∼ −11.33 + 1.19i ∼ −11.33 + 1.19i

εd Agua y Etanol, Agua y Sacarosa [95]

εPEG 2.1316 2.1316

dAu 47.5 nm 47.5 nm

dPEG−Ditiol N.A. 20 nm

a N.A. 17 nm

b N.A. 11.5 nm

f N.A. 0.5

λ 633 nm 633 nm
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Conclusiones

A continuación presentamos las conclusiones más importantes de este trabajo:
Se simuló computacionalmente la interacción EM (λ =450 a 700 nm) de Nps esféricas (radio =
20 nm, 40 nm) y elipsoidales (RA ∼ 2-3) dispersas en una solución acuosa. Se determinó que
ambos coloides presentan curvas espectrales de extinción LSPR. En el caso de los coloides de NPs
esféricas, se obtuvo una única banda de absorción alrededor de 520 nm, 550 nm para los dos radios
respectivamente; mientras que para el caso de los coloides AuNRs con RA variable, se presentaron
modos LSP transversales entre ∼ 510 nm-520 nm y longitudinales entre ∼ 580 nm-650 nm y
∼ 560 nm-750 nm variando la cte. dieléctrica del medio dieléctrico circundante εd. Se presenta
un corrimiento al rojo en el caso del modo longitudinal al variar RA y εd en total acuerdo con
simulaciones y datos experimentales obtenidos por otros autores.

Se desarrolló un protocolo de síntesis de AuNRs por el método de crecimieno de semilla. Así
como su anclaje orgáno-metálico sobre sustratos tiolados de oro vidrio y mediante resultados pre-
liminares de AFM se observó que forman super-nanoestructuras verticales ordenadas.

Se realizó un modelo computacional, que permite obtener la curva de re�ectancia vs ángulo, de
un sensor SPR añadiendole una capa de PEG-Ditiol y una capa efectiva de AuNRs. Además, se
realizó la comparación en el modelo computacional, usando la teoría de MG y usando el desarrollo
presentado en esta tesis, sec. 1.8, para el cálculo del tensor dieléctrico efectivo de la capa de
AuNRs, mostrando que este último reproduce mejor la curva de re�ectancia vs ángulo, pues predice
correctamente el corrimiento del ángulo θspr al aplicar la película de AuNRs (a la izquierda del
θspr de un sensor SPR convencional), así como al agregar la capa de PEG-Ditiol (a la derecha de
θspr del sensor con AuNRs).

La simulación de la interacción electromagnética (λ = 633nm) con una película nanométrica
de oro (45 nm) en agua, presentó un ancho δθ0.5 = 3.2. Por su parte, en el caso de AuNRs
anclados sobre la super�cie oro/vidrio mediante una capa de PEG-Ditiol, igualmente utilizando
agua como medio a sensar, se determinó un ancho δθ0.5 = 1.85, pero disminuyendo el espesor de
la capa intermedia de PEG-Ditiol, se puede llegar hasta δθ0.5 = 1.6, mostrando un aumento de la
sensibilidad del sensor SPR respecto de las películas de oro sin nanoestructuras.

Las curvas de calibración modeladas para una región lineal del espectro SPR fueron: m =
74◦/RIU antes y m = 122◦/RIU después de aplicar la película de AuNRs. Dichas sensibilidades m,
fueron calculadas sobre una región lineal de la curva de ángulo SPR θSPR vs índice de refracción
η, con R2 = 0.999 y R2 = 0.991 respectivamente. El aumento de sensibilidad del sensor SPR con
AuNRs, es ∼ 1.64 frente a un sensor SPR convencional. Al disminuir la capa intermedia entre la
película de AuNRs y la película de oro (en este caso PEG-Ditiol), así como aumentando la fracción
de llenado de los AuNRs, se mejora la sensibilidad del sensor SPR.
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Trabajos futuros
Como actividades propuestas para la continuación del presente trabajo quedan:

a) Validación experimental de la respuesta del sensor SPR con AuNRs en presencia de diferentes
índices de refracción (por ejemplo agua, etanol, etc. a diferentes concentraciones).

b) Funcionalización del sensor SPR con super-nanoestructuras de AuNRs con grupos funcionales
para el anclado covalente de material genético (por ejemplo proteína y DNA).

c) Estudio de la sensibilidad del sensor SPR con superestructuras de AuNRs en interacciones
biomoleculares proteína/proteína y ssDNA/ssDNA.

d) Estudio de la sensibilidad del sensor SPR con más capas de NPs esféricas y elipsoidales (por
ejemplo, AuNRs/dieléctrico/AuNPs)
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Apéndice A

Apéndice Desarrollos teóricos

A.1. Deducción de relación fundamental de dispersión

La transformada de Fourier en 3 dimensiones para una función arbitraria F (r) esta dada por [57]

F(K) =

∫
F (r)e−iK·rdr (A.1.1)

donde la integración debe ser realizada sobre todo el espacio, al incluir la dependencia temporal se
obtiene

F(K, t) =

∫ ∫
dt drei(K·r−ωt) (A.1.2)

mientras que la transformada inversa de Forurier para 3 dimensiones, se de�ne como

F (r) =
1

(2π)3

∫
F(K)eik·rdK (A.1.3)

así que, aplicando la transformada de Fourier, ec. (A.1.2), a la ec. (1.1.18) de la sección 1.1 se
obtiene

F(D(r, t)) = D(K, ω) (A.1.4)

desarrollando

D(K, ω) = ε0

∫ ∫
dt′dr′dtdrε(r− r′, t− t′)E(r′, t′)ei(K·r−ωt) (A.1.5)

agregando un término extra en la exponencial

D(K, ω) = ε0

∫ ∫ ∫ ∫
dt′dr′dtdrε(r− r′, t− t′)E(r′, t′)ei(K·(r−r

′+r′)−ω(t−t′+t′)) (A.1.6)

separando la integral

D(K, ω) = ε0

∫ ∫
dt′dr′E(r′, t′)ei(K·r

′−ωt′)
∫ ∫

dtdrε(r− r′, t− t′)ei(K(r−r′)−ω(t−t′)) (A.1.7)

usando la de�nición de transformada de Fourier (A.1.2) y el teorema de convolución en la ec.(A.1.7),
se obtiene

D(K, ω) = ε0F(E) · F(ε) = ε0F(E ? ε) = ε0E(K, ω)ε(K, ω)

el mismo procedimiento se realiza para la densidad de corriente interna, por lo tanto las relaciónes
constitutivas en el espacio de Fourier son

D(K, ω) = ε0ε(K, ω)E(K, ω) (A.1.8)
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Jint(K, ω) = σ(K, ω)E(K, ω) (A.1.9)

A continuación se llega a una relación importante entre la función dieléctrica y la conductividad.
Recordando que en el domino de Fourier, una derivada con respecto al tiempo es equivalente a un

producto
∂

∂t
→ −iω, además ∇ → iK, aplicando la transformada de Fourier a la relación de la

densidad de corriente, ec. (1.1.12) y usando la ec. (A.1.9), se llega a

F(J) = J(K, ω) = F(
∂P

∂t
) = −iωP(K, ω) = σ(K, ω)E(K, ω)

de igual forma se toma la transformada de Fourier a la ec. (1.1.7)

F(D) = D(k, ω) = ε0E(K, ω) + P(K, ω)

sustituyendo la polarización en esta última expresión

D(K, ω) = ε0E(K, ω) +
i

ω
σ(K, ω)E(K, ω) = ε0ε(K, ω)E(K, ω) (A.1.10)

realizando unos pasos algebraicos, se obtiene

ε(K, ω) = 1 +
i

ε0ω
σ(K, ω) (A.1.11)

A.2. Deducción de ecuación de onda en ausencia de estímulo

Se deduce la ecuación de onda en ausencia de cargas externas y de estimulo externo Jext = 0, para
ello se toma la Ley diferencial de Faraday

∇× (∇×E) = ∇× (−∂B
∂t

) (A.2.1)

donde el signo menos y la derivada pueden salir, pues son coordenadas independientes, además
tomando un medio no magnetico µ = 1, se obtiene

∇× (∇×E) = − ∂

∂t
(∇×B) = − ∂

∂t
(∇× (µ0H))

se sustituye la ley diferencial de Ampere-Maxwell en la última ecuación, obteniendose

∇× (∇×E) = −µ0
∂

∂t
(
∂D

∂t
)

llevando al dominio de Fourier

F(∇× (∇×E(r, t))) = −k× k×E(k, ω) = µ0ω
2D(k, ω)

omitiendo por simplicidad la dependencia (k, ω) y desarrollando el producto cruz de los 3 vectores
que aparecen a la izquierda, se obtiene

k(k ·E)− k2E = −µ0ω
2D (A.2.2)

usando la relación que se encontro anteriormente

k(k ·E)− k2E = −µ0ε0ω
2εE =

−ω2

c2
εE

k(k ·E)− k2E =
−ω2

c2
εE (A.2.3)

esta última relación corresponde a la ecuación de onda.
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A.3. Índice de refacción complejo y función dieléctrica

ε(ω) = ε1(ω) + iε2(ω) (A.3.1)

n̂(ω) =
√
ε(ω) = η(ω) + iκ(ω) (A.3.2)

Al elevar al cuadrado el índice de refracción se deduce que

<(ε) = ε1(ω) = η(ω)2 − κ(ω)2 (A.3.3)

=(ε) = ε2(ω) = 2η(ω)κ(ω) (A.3.4)

Reescribiendo ηde una forma distinta y sumando ε1 y restando ε1, además usando la ec. (A.3.4)

η2 =
1

2
(η2 + η2 + ε1 − ε1) =

1

2
(η2 + κ2 + ε1) (A.3.5)

Introduciendo una raíz a esta última expresión y realizando un paso algebraíco extra

η2 =
1

2
(ε1 +

√
η4 + 2η2κ2 + κ4) =

1

2
(ε1 +

√
η4 − 2η2κ2 + 4η2κ2 + κ4) (A.3.6)

�nalmente, elevando al cuadrado la ec. (A.3.3) y(A.3.4) y sumando, se obtiene lo mismo que esta
dentro de la raiz, por lo tanto

η2 =
1

2

(
ε1 +

√
ε21 + ε22

)
(A.3.7)

A.4. Parámetros usados en el modelo analítico

Los datos usados en el modelo analítico fueron tomados de los resultados experimentales de Johnson
y Christy (1972) [37]

Parámetros (Unidades) Datos de Johnson y Christy

ε∞ 1.53

λp (nm) 145

γp (nm) 17 000

A1 0.94

φ1 [rad] −π/4
λ1 (nm) 468

γ1 (nm) 2300

A2 1.36

φ2 [rad] −π/4
λ2 (nm) 331

γ2 (nm) 940
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A.5. Relación de dispersión de los SPs en una sola interfase

Una onda EM p-polarizada (TM) se propaga en la dirección x, en una interfase metal (ε1)|dieléctrico
(ε2). Los campos EM en el medio (1) y (2) son como sigue

z > 0

H2 = (0, Hy2, 0)ei(kx2x+kz2z−ωt) (A.5.1)

E2 = (Ex2, 0, Ez2)ei(kx2x+kz2z−ωt) (A.5.2)

z < 0

H1 = (0, Hy1, 0)ei(kx1x−kz1z−ωt) (A.5.3)

E1 = (Ex1, 0, Ez1)ei(kx1x−kz1z−ωt) (A.5.4)

Estos campos deben cumplir con las ecuaciones de Maxwell (escritas en el sistema Heaviside-Lorentz
[51])

∇×Hi = εi
1

c

∂

∂t
Ei (A.5.5)

∇×Ei = −1

c

∂

∂t
Hi (A.5.6)

∇ · (εiEi) = 0 (A.5.7)

∇ ·Hi = 0 (A.5.8)

junto con las condiciones de continuidad

Ex1 = Ex2 (A.5.9)

Hy1 = Hy2 (A.5.10)

ε1Ez1 = ε2Ez2 (A.5.11)

ahora, sustituyendo estas expresiones en las ecs. ( A.5.9) y (A.5.10) se obtiene

Ex2e
i(kx2x+kz2z−ωt) = Ex1e

i(kx1x−kz1z−ωt)

Así mismo para los campos eléctricos

Hy2e
i(kx2x+kz2z−ωt) = Hy1e

i(kx1x−kz1z−ωt)

así que al comparar los argumentos de las exponenciales, se obtiene

kx = kx2 = kx1
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Por otra parte, de las ecs. (A.5.5) y (A.5.6), se obtienen las siguientes expresiones:

Para el medio 1.
−Hy1kz1 =

ε1
c
ωEx1 (A.5.12)

Hy1kx1 =
−ε1
c
ωEz1 (A.5.13)

Ez1kx1 + Ex1kz1 = −Hy1
ω

c
(A.5.14)

y para el medio 2

Hy2kz2 =
ε2
c
ωEx2 (A.5.15)

Hy2kx2 =
−ε2
c
ωEz2 (A.5.16)

Ez2kx2 − Ex2kz2 = −Hy2
ω

c
(A.5.17)

despejando de las ecs. (A.5.12) y (A.5.15) Exi

Ex1 =
−cHy1kz1

ε1ω

Ex2 =
cHy2kz2
ε2ω

Usando la ec. (A.5.9), se obtiene

−cHy1kz1
ε1ω

=
cHy2kz2
ε2ω

(A.5.18)

cancelando términos semejantes, e igualando a cero, se obtiene

kz1
ε1
Hy1 +

kz2
ε2
Hy2 = 0 (A.5.19)

de tal forma que el sistema �nal es
Hy1 −Hy2 = 0

kz1
ε1
Hy1 +

kz2
ε2
Hy2 = 0

para obtener una solución distinta de la trivial, el determinante del sistema debe ser igual a cero

D =
kz1
ε1

+
kz2
ε2

= 0 (A.5.20)

La ec. (A.5.20) es la relación de dispersión de los (SPs) en el sistema metal|dieléctrico.
Ahora elevando las ecs. (A.5.12) y (A.5.13) al cuadrado y sumandolas se obtiene,

(−Hy1kz1)2 = (
ε1
c
ωEx1)2

(Hy1kx1)2 = (
−ε1
c
ωEz1)2

(Hy1)2(k2z1 + k2x1) = (
ε1
c
ω)2(E2

x1 + E2
z1) (A.5.21)
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Por otra parte en (A.5.14) sustituyendo (A.5.12) y (A.5.13) se obtiene

ε1ω

c
(
Ez1
Hy1

2

+
Ex1
Hy1

2

) =
ω

c
H2
y1

De aquí se deduce que,
ε1(E2

z1 + E2
x1) = H2

y1 (A.5.22)

Finalmente, combinando (A.5.21) y (A.5.22) se obtiene

k2x + k2z1 = ε1(
ω

c
)2

Se puede realizar el mismo procedimiento para el medio 2, obteniendo una expresión parecida,
por lo tanto se cumple

k2x + k2zi = εi(
ω

c
)2, i = 1, 2 (A.5.23)

despejando kzi, i = 1, 2 de (A.5.23) tenemos,

(
kzi
εi

)2 =
1

εi
(
ω2

c2
)− k2x

ε2i

Ahora tomando la relación (A.5.20), se puede obtener la siguiente expresión,

1

ε2
(
ω2

c2
)− k2x

ε22
=

1

ε1
(
ω2

c2
)− k2x

ε21

Despejando para kx se obtiene

kx =
ω

c
(
ε1ε2
ε1 + ε2

)1/2 (A.5.24)

Si además se asume ω y ε2 reales, se obtiene un kx = k′x + ik′′x con

k′x =
ω

c
(
ε′1ε2
ε′1 + ε2

)1/2 (A.5.25)

k′′x =
ω

c
(ε′1 + ε2)1/2(

ε′′1
2(ε′1)2

) (A.5.26)

Para obtener kx real, se necesita ε′1 < 0 y |ε′1| > ε2 que puede ser satisfecho en un metal y tambíen
en un semiconductor dopado cerca de la eigen frecuencia; k′′x determina la absorción interna.

A.6. Dipolo eléctrico

Para entender mejor la interacción de un campo eléctrico con la materia, es conveniente recordar
brevemente los sistema de cargas: dipolo eléctrico y cuadrupolo eléctrico; el primero surge cuando
tenemos un sistema de dos cargas de igual magnitud, con signo contrario y separadas una pequeña
distancia, ver �g. A.6.1, el segundo puede construirse de diversas maneras, una de ellas es colocando
3 cargas sobre una misma recta como se presenta en la �g. A.6.3. Comencemos con el potencial
eléctrico para el dipolo eléctrico dado por la �g. A.6.1, el cual se expresa como

Φ =
q

4πε0

(
1

r1
− 1

r2

)
(A.6.1)
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Figura A.6.1. Esquema de un dipolo eléctrico

Es importante resaltar la simetría alrededor del eje z, además de que el medio en el que se encuentra
el dipolo es el vacío. Desarrollando el denominador de (A.6.1) mediante ley de cosenos, se obtiene

Φ =
q

4πε0r

[
1− 2

a

r
cosθ +

(a
r

)2]1/2
−
[
1 + 2

a

r
cosθ +

(a
r

)2]1/2
(A.6.2)

usando la condición r > a los términos entre corchetes pueden ser desarrollados en una serie,
donde los coe�cientes corresponden a los polinomios de Legendre [57]

Φ =
q

4πε0r

[ ∞∑
n=0

Pn(cosθ)
(a
r

)n
−
∞∑
n=0

Pn(cosθ)(−1)n
(a
r

)n]
(A.6.3)

desarrollando éstas series, se obtiene el término dominante cuando r >> a

Φ =
2aq

4πε0

P1(cosθ)

r2
=

p

4πε0

P1(cosθ)

r2
(A.6.4)

donde p es el módulo del momento dipolar eléctrico, por otra parte, el potencial eléctrico y el
campo eléctrico se relacionan mediante E = −∇Φ, donde ∇ esta en coordenadas esféricas, por lo
tanto

E = −∇Φ = −
[
∂Φ

∂r
r̂ +

1

r

∂Φ

∂θ
θ̂ +

1

r sinθ

∂Φ

∂ϕ
ϕ̂

]
(A.6.5)

al aplicar las derivadas correspondientes, se obtiene

E =
2pcosθ

4πε0r3
r̂ +

psinθ

4πε0r3
θ̂ (A.6.6)

Otra forma de expresar el campo eléctrico de un dipolo, es [51]

E =
3r̂(p · r̂)− p

r3
(A.6.7)

con p el vector de momento dipolar eléctrico y r la distancia desde algun punto x′ a la posición
donde se encuentra el dipolo x, o de forma equivalente

E =
3r(p · r)− r2p

r5
(A.6.8)

con r = |r|. Teniendo en cuenta estas últimas expresiones del campo eléctrico y asignando un
conjunto de valores al ángulo θ y a r, se puede obtener una vizualización de las líneas de campo
eléctrico, como se aprecia en la �g. A.6.2.

Cuadrupolo. Otra con�guración de cargas eléctricas de igual importancia es el cuadrupolo,
pueden idearse dos formas para colocar las cargas, una de ellas es de forma lineal como se observa
en la �g. A.6.3. Para esta con�guración el potencial eléctrico es [57]
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Figura A.6.2. Líneas de campo eléctrico para el dipolo eléctrico

Figura A.6.3. Cuadrupolo lineal

Φ =
2qa2

4πε0r3

(
3cos2θ − 1

2

)
(A.6.9)

de la misma forma se obtiene el campo eléctrico para el cuadrupolo lineal

E = −∇Φ =

(
6qa2

4πε0r4
3cos2θ − 1

2

)
r̂ −

(
2qa2

4πε0r4
6cosθsinθ

2

)
θ̂ (A.6.10)

las líneas de campo eléctrico para el cuadrupolo lineal,se muestran en la �g. A.6.4 (a). Otra con�gu-
ración para el cuadrupolo seria en 2 esquinas, situando 4 cargas positivas y negativas intercaladas,
en esta con�guración se obtienen las líneas de campo eléctrico como se observa en la �g. A.6.4 (b).

Figura A.6.4. Lineas de campo para el cuadrupolo a) lineal y b) con cargas en esquinas

A.7. Campos generados por un dipolo oscilatorio

Suponiendo que un sistema localizado de cargas y corrientes varian sinusoidalmente, la densidad
de carga y la densidad de corriente se puede escribir como

ρ(r, t) = ρ(r)e−iωt (A.7.1)

J(r, t) = J(r)e−iωt (A.7.2)

87



APÉNDICE A. APÉNDICE DESARROLLOS TEÓRICOS
A.7. CAMPOS GENERADOS POR UN DIPOLO OSCILATORIO

como de ccostumbre, la parte real brinda el signi�cado físico. Hay tres zonas de interés cuando las
dimensiones de la fuente son del orden de la longitud de onda, especialmente si d << λ existen las
zonas

La zona cercana (estática) d << r << λ

Zona intermedia (de inducción) d << r ∼ λ

La zona lejana (de radiación) d << λ << r

Para la zona cercana, los campos son (omitiendo la dependencia temporal)

B = ik(r̂× p)
1

r2
(A.7.3)

E =
3r̂(p · r̂)− p

r3
(A.7.4)

Es decir, aparte de la dependencia temporal, sólo son los campos EM electrostáticos de un dipolo.
En la segunda zona, el potencial vectorial esta dado por [51]

A(r) = −ikpe
ikr−ωt

r
(A.7.5)

donde p es el momento eléctrico dipolar. Al aplicar las siguientes relaciones

B = ∇×A (A.7.6)

y

E =
i

k
∇×B (A.7.7)

Se obtienen las expresiones para el campo generado por un dipolo eléctrico variante en el tiempo
en la zona intermedia (omitendo la dependencia temporal)

B = k2(r̂× p)

(
1− 1

ikr

)
eikr

r
(A.7.8)

E = k2(r̂× p)× r̂
eikr

r
+ [3r̂(r̂ · p)− p]

(
1

r3
− ik

r2

)
eikr (A.7.9)

Los campos eléctricos tienen componentes paralelos y perpendiculares a r̂ mientras que los campos
de la inducción magnética son transversales al vector de radio r en todas las distancias. Las líneas
de campo eléctrico generadas por un dipolo oscilante se muestran en la �g. A.7.1 [33]. En la zona
lejana, los campos EM se escriben como [51]

B = k2(r̂× p)
eikr

r
(A.7.10)

E = B× r̂ (A.7.11)

Campos generados por un cuadrupolo oscilante

El potencial vectorial esta dado por

A(x) = −k
2eikr

2r
(1− 1

ikr
)

∫
x′(n · x)ρ(x′)d3x′ (A.7.12)

Las relaciones usadas anteriormente se modi�can

B = ikn×A (A.7.13)

E = ik(n×A)× n (A.7.14)

88



APÉNDICE A. APÉNDICE DESARROLLOS TEÓRICOS
A.8. DISPERSIÓN POR UNA ESFERA

Figura A.7.1. Líneas de campo eléctrico producidas por un dipolo oscilante [33]

A.8. Dispersión por una esfera

Recordemos que la ecuación vectorial de onda surge al aplicar el rotacional a la Ley diferencial de
Faraday (ver sec.1.1) en ausencia de cargas externas,

∇× (∇×E) = ω2ε0µ0E (A.8.1)

Además de suponer una dependendcia armónica de los campos vectoriales. Además tomando el
rotacional de la ley diferencial de Ampere

∇× (∇×H) = ω2ε0µ0H (A.8.2)

Despues de usar la identidad

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇ · (∇A) (A.8.3)

se obtienen las ecuaciones de onda vectoriales eléctrica y magnética

∇2E + k2E = 0 (A.8.4)

∇2H + k2H = 0 (A.8.5)

Con k2 = ω2ε0µ0. Es posible generar este tipo de relaciones vectoriales, por ejemplo dada una
funcion escalar Φ y un vector arbitrario c, se puede proponer una función vectorial

M = ∇× (cΦ) (A.8.6)

Se elige de esta manera pues al tomar la divergencia de M se obtiene

∇ ·M = ∇ · (∇× (cΦ)) = 0 (A.8.7)

Al usar las identidades vectoriales

∇2M = ∇(∇ ·M)−∇×∇×M (A.8.8)

Per usando (A.8.7) se simpli�ca a

∇2M = −∇×∇×M (A.8.9)

Usando más identidades vectoriales se llega a

∇2M + k2M = ∇× [c(∇2Φ + k2Φ)] (A.8.10)
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Para que M cumpla la ecuación de onda vectorial, entonces Φ debe satisfacer la ecuacion de onda
escalar

∇2Φ + k2Φ = 0 (A.8.11)

además si se construye otra funcón vectorial N tal que

N =
∇×M

k
(A.8.12)

Claramente la divergencia de N es cero, así mismo satisface la ecuación vectorial de onda

∇2N + k2N = 0 (A.8.13)

Así que se tiene ∇ ×N = kM, por lo tanto M y N tienen todas las propiedades de un campo
EM. El problema de encontrar soluciones a las ecuaciones de campo, se reduce al problema de
encontrar soluciones a las ecuaciones escalares de onda. Diremos que la función escalar Φ es una
función generadora para los vectores armónicos M y N, mientras que el vector c es conocido como
el vector guía.
La elección de las funciones generatrices es dictada por la simetría del problema, dado que estamos
interesados en el problema de dispersión de una esfera, entonces elegiremos Φ que satisfacen la
ecuación de onda en cordenadas esféricas polares (r, θ,Φ). Mientras que si el vector guía se elige
como c = r, entonces M es una solución de la ecuación de onda en coordenadas esféricas polares.
Notemos que M siempre es tangencial a la esfera, pues r ·M = r · (∇× (rΦ)) = 0.
La ecuación de onda escalar en coordenadas esféricas es

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Φ

∂r

)
+

1

r2sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2sinθ

∂2Φ

∂φ2
+ k2Φ = 0 (A.8.14)

Al proponer una solución de la forma

Φ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (A.8.15)

Se obtiene tres ecuaciones diferenciales desacopladas, lo unico que las relaciona, son los parámetros
m y n

d2Φ

dφ2
+m2Φ = 0 (A.8.16)

1

sinθ

d

dθ

(
sinθ

dΘ

dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2θ

]
Θ = 0 (A.8.17)

d

dr

(
r2
dR

dr

)
+
[
k2r2 − n(n+ 1)

]
R = 0 (A.8.18)

Se pueden resolver cada una de éstas tres ecuaciones por separado, la primera ecuación (A.8.16)
tiene soluciones linealmente independientes de la forma

Φe = cos m φ, Φo = sin m φ (A.8.19)

Donde el subíndice de φe se re�ere a solución par y de φo a la solución impar. Ya que la función Φ
debe cumplir la condición

ĺım
ν→2π

(Φ(φ+ ν)) = Φ(φ) (A.8.20)

Entonces m debe ser positivo y natural. Por otra parte las solución a (A.8.17) que son �nitas en
θ = 0 y θ = π son las funciones asociadas de Legendre [57]

Θ(θ,m, n) = Pmn (cosθ) (A.8.21)

90



APÉNDICE A. APÉNDICE DESARROLLOS TEÓRICOS
A.8. DISPERSIÓN POR UNA ESFERA

con x = cos θ, de grado n y orden m, donde n = m,m+ 1, ... claramente cuando m= 0, entonces
se obtienen los polinomios de Legendre, denotados por Pn. Se muestra el comportamiento de éstas
funciones en x ∈ (−1, 1) , para las funciones de Legendre en Fig. A.8.1 (a) y las funciones asociadas
de Legendre de primer orden, m = 1, y en Fig. A.8.1 (b).

Figura A.8.1. Grá�co de algunas funciones de Legendre a) y asociadas de Legendre (de primer
orden, m=1) b) de grado n=1 hasta n = 5.

Finalmente, si se introduce la variable adimensional ρ = kr y se de�ne la función Z = R
√
ρ,

entonces (A.8.18) se convierte en

ρ
d

dρ

(
ρ
dZ

dρ

)
+
[
ρ2 − (n+ 1/2)2

]
Z = 0 (A.8.22)

Las soluciones independientemente lineales a (A.8.22 ) son las funciones de Bessel de primer y
segundo tipo Jv y Yv, donde v = n + 1/2 es medio entero. Por lo tanto las soluciones a (A.8.18)
son las funciones esféricas de Bessel

jn =

√
π

2ρ
Jn+1/2(ρ) (A.8.23)

yn(ρ) =

√
π

2ρ
Yn+1/2(ρ) (A.8.24)

Donde el factor
√
π/2 es introducido por conveniencia. Las funciones esféricas de Bessel satisfacen

las relacions de recurrencia

zn−1(ρ) + zn+1(ρ) =
2n+ 1

ρ
zn(ρ) (A.8.25)

(2n+ 1)
d

dρ
zn(ρ) = nzn−1(ρ)− (n+ 1)zn+1(ρ) (A.8.26)

Donde zn es jn o yn. Para los primeros 2 ordenes

j0 =
sinρ

ρ
, j1(ρ) =

sinρ

ρ2
− cosρ

ρ

y0(ρ) = −cosρ
ρ

, y1(ρ) = −cosρ
ρ2
− sinρ

ρ

Mayores ordenes pueden ser obtenidos por recurrencia. Cabe resaltar que cualquier combinacion
lineal de jn y yn es una solución de A.8.18, sin embargo existen dos combinaciones que requieren
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mayor atención, que son llamadas funciones esféricas de Bessel de tercer tipo, o bien funciones
esféricas de Hankel,

h(1)n (ρ) = jn(ρ) + iyn(ρ) (A.8.27)

h(2)n (ρ) = jn(ρ)− iyn(ρ) (A.8.28)

Finalmente, tenemos la estructura de las funciones generatrices que satisfacen la ecuación es-
calar de onda en coordenadas esféricas polares

Φemn = cos(mφ)Pmn (cosθ)zn(kr) (A.8.29)

Φomn = sin(mφ)Pmn (cosθ)zn(kr) (A.8.30)

En donde zn es cualquiera de las cuatro funciones jn, yn, h
(1)
n o h(2)n . Debido a la relación de

completitud de las funciones cosmφ, sinmφ, Pmn (cosθ), zn(kr), cualquier función que satisface la
ecuación escalar de onda en coordenadas esféricas polares, puede ser expandida como una serie
in�nita en las funciones (A.8.29) y (A.8.30). Los vectores armónicos generados se obtienen de la
de�nición anterior

Memn = ∇× (rΦemn) (A.8.31)

Nemn =
∇×Memn

k
(A.8.32)

∇×V =
1

r2sinθ

∣∣∣∣∣∣∣∣
r̂ rθ̂ rsinθϕ̂
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂ϕ
Vr rVθ rsinθVϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.8.33)

En nuestro caso ya que r = r̂r la funcion generatriz multiplicada por r quedaria escrita como

rΦemn = r̂rcos(mφ)Pmn (cosθ)zn(kr) (A.8.34)

Así que al usar la de�nición de rotacional (A.8.33)

∇× (rΦemn) =
1

r2sinθ

∣∣∣∣∣∣∣∣
r̂ rθ̂ rsinθϕ̂
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂ϕ
rcos(mφ)Pmn (cosθ)zn(kr) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.8.35)

Al evaluar las derivadas correspondientes, se obtiene

Memn = − m

sinθ
sin(mφ)Pmn (cosθ)zn(ρ)θ̂ − cos(mφ)

dPmn (cosθ)

dθ
zn(ρ)φ̂ (A.8.36)

Al desarrollar el rotacional de esta última expresión se obtiene,

Nemn =
zn(ρ)

ρ
(cos(mφ))n(n+ 1)Pmn (cosθ)r̂

+ cos(mφ)
dPmn (cos(θ))

dθ

1

ρ

d

dρ
[pzn(ρ)]θ̂

−msin(mφ)
Pmn (cosθ)

sinθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]φ̂

(A.8.37)
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En la componente r̂ se usó la ecuación (A.8.17)

1

sinθ

d

dθ

(
sinθ

dPmn
dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2θ

]
Pmn = 0

El mismo procedimiento se puede usar para hallar Momn y Nomn. Así que cualquier solución de
las ecuaciones de campo, puede ser expandida en una serie in�nitas de las funciones que acabamos
de desarrollar.
Expansión de una onda plana en vectores armónicos esféricos

Fijandonos en una onda plana, p-polarizada escrita en coordenadas esféricas

Ei = Eoe
ikr cosθ x̂ (A.8.38)

Donde x̂ = sinθcosφ r̂ + cosθcosφ θ̂ − sinφ φ̂. Así que expandiremos el campo, en vectores
armónicos esféricos

Ei =

∞∑
m=0

∞∑
n=m

(BemnMemn +BomnMomn +AemnMemn +AomnMomn) (A.8.39)

Usando las propiedades de ortogonalidad, así como identidades útiles para los polinomios de Le-
gendre asociados, se obtiene que el campo estará dado por

Ei = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(M

(1)
o1n − iN

(1)
e1n) (A.8.40)

Donde M(1)
o1n representa los vectores armónicos esféricos para los que la dependencia radial esta

dada por jn esto al pedir que el campo sea �nito en el origen, por otra parte, los coe�cientes
desaparacen a menos que m=1, por ende la sumatoria para m, se reduce a sólo un término [13],
también se usa la generalizacion de la integral de Poisson para evaluar algunas integrales.
Campos internos y dispersados

Expandremos los campos EM dispersos (Es,Hs) y el campo (E1,H1) dentro de la esfera. Para
poder obtener estos campos, se utiliza la condición a la frontera

(Ei + Es −E1)× r̂ = (Hi + Hi + Hi)× r̂ = 0 (A.8.41)

Ya que el campo debe ser �nito en el origen, requiere que tomemos jn(k1r) como la función esférica
de Bessel, con k1 como el número de onda dentro de la esfera, así que la expansión de (E1,H1) es

E1 = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(cnM

(1)
o1n − idnN

(1)
e1n) (A.8.42)

H1 = − k1
ωµ1

E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(cnM

(1)
o1n − idnN

(1)
e1n) (A.8.43)

con µ1 como la permeabilidad de la esfera. Por otra parte en la región fuera de la esfera, jn y
yn son bien de�nidos, así que la expansión del campo involucra ambas funciones. Sin embargo es
conveniente si cambiamos a las funciones esféricas Hankel, h1n y h2n, éstas funciones se consideran
por su comportamiento asintotico para valores grandes de r, se pueden aproximar por

h(1)n (kr) ∼ (−i)neikr

ikr
(A.8.44)

h(2)n (kr) ∼ −i
ne−ikr

ikr
(A.8.45)
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Con la condición kr >> n2. La primera de éstas expresiones corresponde a una onda esférica
saliente, mienstras que la segunda, corresponde a una onda esférica entrante. Físicamente las ondas
del campo dispersado a distancias grandes desde la partícula corresponden a una onda alejandose,
por ende la expresión correspondiente es aquella formada por funciones esféricas de Bessel dadas
por (A.8.44). La expansión de los campos dispersados son

Es = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(ianM

(3)
o1n − bnN

(3)
e1n) (A.8.46)

Hs =
k

ωµ1
E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(bnM

(3)
o1n + anN

(3)
e1n) (A.8.47)

El superíndice (3) en las expresiones anteriores, hace referencia a que dichos vectores esféricos
armónicos para los cuales la dependencia radial de las funciones generatrices, esta dada por una
de las funciones de Hankel mencionadas antes (A.8.44).

Coe�cientes de dispersión Para un valor de n dado, existen 4 coe�cientes an, bn,cn y dn
que se pueden obtener al aplicar las condiciones de frontera en r = a (radio de la esfera)

Eiθ + Esθ = E1θ (A.8.48)

Hiθ + Hsθ = H1θ (A.8.49)

Eiφ + Esφ = E1φ (A.8.50)

Hiφ + Hsφ = H1φ (A.8.51)

Se puede llegar a las ecuaciones

jn(mx)cn + h(1)n (x)bn = jn(x) (A.8.52)

µ[mxjn(mx)]′cn + µ1[xh(1)n (x)]′bn = µ[xjn(x)]′ (A.8.53)

µmjn(mx)dn + µh(1)n (x)an = µ1jn(x) (A.8.54)

[mxjn(mx)]′dn +m[xh(1)n (x)]′an = m[xjn(x)]′ (A.8.55)

Donde la prima, índica diferenciación con respecto a el argumento en paréntesis, también se
tiene el parámetro de tamaño y el índice de refracción relativo m

x = ka = 2πNa/λ (A.8.56)

m = k1/k = N1/N (A.8.57)

Donde N1 y N son el índice de refracción de la partícula y el medio respectivamente.
Las ecuaciones anteriores permiten obtener una expresión que permite el calculo de los coe�cientes

an =
µm2jn(mx)[xjn(x)]′ − µ1jn(x)[mxjn(mx)]′

µm2jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(A.8.58)

bn =
µ1jn(mx)[xjn(x)]′ − µjn(x)[mxjn(mx)]′

µ1jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(A.8.59)

94



APÉNDICE A. APÉNDICE DESARROLLOS TEÓRICOS
A.9. COORDENADAS CILINDRICAS ELÍPTICAS

cn =
µ1jn(x)[xh

(1)
n (x)]′ − µ1h

(1)
n (x)[xjn(mx)]′

µ1jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(A.8.60)

dn =
µ1mjn(x)[xh

(1)
n (x)]′ − µ1mh

(1)
n (x)[xjn(mx)]′

µm2jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µ1h

(1)
n (x)[mxjn(mx)]′

(A.8.61)

mediante éstas ecuaciones es posible calcular los coe�cientes hasta el término n, Bohren determina
en que valor de n, la serie converge [13] el cual está en función del parámetro de tamaño

x+ 4x1/3 + 2 (A.8.62)

En este apéndice se muestra el desarrollo de forma breve, para un desarrollo más extenso se
pude consultar en la literatura [13, 64]

A.9. Coordenadas cilindricas elípticas

Para un sistema elíptico cilindrico, se cumple

x = a cosh(u) cosν, (A.9.1)

y = a sinh(u) sinν, (A.9.2)

z = z. (A.9.3)

Las familias de super�cies coordenadas (Fig. A.9.1) son:

a) Cilindros elípticos, u= cte. 0 ≤ u <∞.

b) Cilindros hiperbólicos, ν= cte. 0 ≤ ν ≤ 2π.

c) Planos paralelos al plano xy, z= cte, −∞ ≤ z ≤ ∞.

Figura A.9.1. Algunas super�cies en coordenadas cilindricas elípticas

Coordenadas esferoidales prolatas.
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Podemos generar un sistema de 3 dimensiones en el sistema de coordenas anterior, mediante
la rotación alrededor de uno de los ejes (mayor o menor) de las elipses formadas, para ello es
conveniente, introducir un ángulo azimutal ϕ. Rotando sobre el eje mayor, se obtienen las siguientes
familias de super�cies coordenadas:

a) Esferoides prolatos: u=cte., 0 ≤ u <∞

b) Hiperboloides de dos hojas: ν = cte., 0 ≤ ν ≤ π

c) Medios planos a traves del eje z: ϕ = cte., 0 ≤ ϕ ≤ 2π

Para este sistema se cumplen las siguientes relaciones de transformación

x = asinh(u)sin(ν)cos(ϕ), (A.9.4)

y = asinh(u)sin(ν)sin(ϕ), (A.9.5)

z = acosh(u)cos(ν). (A.9.6)

Este tipo de sistemas son muy útiles en física, debido a que pueden abordar problemas de dos
centros, es más, al usar las relaciones de geometría analítica básicas, se puede derivar un segundo
sistema de coordenadas. Este sistema de coordenadas nuevo, puede usarse por ejemplo en la solución
de la ecuación de onda de Schrödinger [57]. Se puede formar otro sistema de coordenadas al rotar
sobre el eje menor(coordenadas esferoidales oblatas), sin embargo es muy similar al ya descrito.

Coordenadas elipsoidales confocales. Se pueden generalizar estos sistemas de coordenas,
que es nuestro interés primordial para abordar la descripción de los campos EM con los elipsoides,
mediante un sistema (ξ,η,ζ)

a) Elipsoides confocales que no tienen dos ejes iguales, ξ=cte.

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1, −c2 ≤ ξ ≤ ∞ (A.9.7)

b) Hiperboloides de una hoja, η = cte.

x2

a2 + η
+

y2

b2 + η
+

z2

c2 + η
= 1, −b2 ≤ η ≤ −c2 (A.9.8)

c) Hiperboloides de dos hojas, ζ = cte.

x2

a2 + ζ
− y2

b2 + ζ
− z2

c2 + ζ
= 1, −a2 ≤ ζ ≤ −b2 (A.9.9)

donde las constantes a, b, c son los parámetros que describen a los elipsoides e hiperboloides, sujetos
a las condiciones

a2 > ζ > b2 > η > c2 > ξ (A.9.10)

Estas condiciones se observan en los denominadores de (A.9.7,A.9.8,A.9.9).
Las coordenadas (ξ,η,ζ) determinan 8 puntos simetricamente localizados en cada uno de los oc-
tantes. Las ecuaciones de transformación del eje de coordenadas cartesianos, son [57]

x2 =
(a2 + ξ)(a2 + η)(a2 + ζ)

(a2 − b2)(a2 − c2)
(A.9.11)

y2 =
(b2 + ξ)(b2 + η)(b2 + ζ)

(a2 − b2)(c2 − b2)
(A.9.12)

z2 =
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)
(A.9.13)
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A.10. Ecuación de Laplace en coordenadas elípticas

Los factores de escala, de�nidos como

hi =

√√√√ n∑
k=1

(
∂xk
∂qi

)2

(A.10.1)

done xk son las coordenadas cartesianas y qi son las coordenas elipsoidales. De esta forma los
factores de escala son

hξ =
1

2

√
(ξ − η)(ξ − ζ)

(ξ + a2)(ξ + b2)(ξ + c2)
(A.10.2)

hη =
1

2

√
(ξ − η)(η − ζ)

(η + a2)(η + b2)(η + c2)
(A.10.3)

hζ =
1

2

√
(ζ − η)(ζ − ξ)

(ζ + a2)(ζ + b2)(ζ + c2)
(A.10.4)

Ahora usamos la de�nición del Laplaciano en coordenadas curvilineas para un campo escalar
Φ(q1, q2, q3) [57]

∇ · ∇Φ(q1, q2, q3) =
1

h1h2h3

[
∂

∂q1

(
h2h3
h1

∂Φ

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h3h1
h2

∂Φ

∂q2

)
+

∂

∂q3

(
h1h2
h3

∂Φ

∂q3

)]
(A.10.5)

Al aplicar esta última expresión, introduciendo cada uno de los factores de escala, y realizando
algunas simpli�caciones, se obtiene

∇ · ∇Φ = (η − ζ)f(ξ)
∂

∂ξ
f(ξ)

(
∂Φ

∂ξ

)
+ (ζ − ξ)f(η)

∂

∂η

(
f(η)

∂Φ

∂η

)
+ (ξ − η)f(ζ)

∂

∂ζ

(
f(ζ)

∂Φ

∂ζ

)
(A.10.6)

con f(q) = [(q + a2)(q + b2)(q + c2)]1/2

Obtención de las soluciones del potencial usando la aproximación electrostática Se
propone el potencial dentro del elipsoide Φ1, mientras que fuera del elipsoide se tiene un potencial
Φ2 repesentanto la contribución del potencial perturbado por el elipsoide Φp y el potencial externo
Φ dado por

Φ(ξ, η, ζ) = −E[
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)
]1/2 (A.10.7)

En distancias su�ciente lejanas al elipsoide, Φp es despreciable. Por otra parte los potenciales deben
ser continuos en la frontera del elipsoide

Φ1(0, η, ζ) = Φ(0, η, ζ) = Φp(0, η, ζ) (A.10.8)

En este punto se pueder buscar un conjunto de soluciones que satisfacen la ec. (A.10.6), sujetos a
las condiciones de frontera y a la expresión del potencial externo, pero recordando que cuando se
resolvió la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas, se encontro que el campo incidente deter-
mina la expansión de las soluciones, usando esta información, se puede proponer que el potencial
perturbado y el potencial externo Φ1 tengan la forma

Φ(ξ, η, ζ) = F (ξ)(c2 + η)(c2 + ζ) (A.10.9)

la expresión para F (ξ), surge al sustituir la ec. (A.10.9) en la ec. (A.10.6), de modo que F (ξ) debe
satisfacer

f(ξ)

(
∂

∂ξ
f(ξ)

∂F

∂ξ

)
−
(
a2 + b2

4
+
ξ

2
F (ξ)

)
= 0 (A.10.10)
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Una solución es
F1(ξ) = (c2 + ξ)1/2 (A.10.11)

sin embargo, esta solución no es compatible para el potencial Φp, ya que al aumentar la distancia
fuera de la partícula este no tiende a cero. Pero se puede obtener una segunda solución, utilizando
el método de variación de parámetros, dada una ecuación diferencial cuya solución de su ecuación
homogénea es conocida, mediante este método se desarrollan las soluciónes de la ecuación diferencial
con coe�cientes no constantes, por ejemplo

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = f(x) (A.10.12)

suponiendo que se conoce la solución de la ecuación homogénea

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0 (A.10.13)

la cual es
y = c1y1(x) + c2y2(x) (A.10.14)

se busca una integral de (A.10.12) en la forma

y = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x) (A.10.15)

cuyo desarrollo puede ser consultado en libros de ecuaciones diferenciales [58], el cual consiste en
una serie de sustituciones y derivaciones para hallar dichos coe�cientes vi(x) dicho desarrollo lleva
a la solución de la forma (A.10.15) con coe�cientes variables, así que la solución viene dado por

y = y1(x)

∫
−f y2

W (y1, y2)
dx+ y2(x)

∫
f y1

W (y1, y2)
dx (A.10.16)

en donde el simbolo W (y1, y2) representa el Wronskiano. De esta última ecuación se observa la
fórmula para obtener una seguna solución linealmente independiente para la ecuación diferencial
de la ec. (A.10.10), usando la ec. (A.10.16), es decir

F2(ξ) = F1(ξ)

∫ ∞
ξ

dq

F1(q)f(q)
(A.10.17)

esta solución cumple con la condición

ĺım
ξ→∞

F2(ξ) = 0 (A.10.18)

�nalmente el potencial de perturbación de la partícula es

Φp(ξ, η, ζ) = C2F2(ξ)[(c2 + η)(c2 + ζ)]1/2 (A.10.19)

donde C2 es una constante. Por otra parte el potencial dentro de la partícula debe ser �nito en el
origen, así que la primera solución es compatible

Φ1(ξ, η, ζ) = C1F1(ξ)[(c2 + η)(c2 + ζ)]1/2 (A.10.20)

donde C1 es otra constante. Al aplicar las condiciones a la frontera del potencial y de la componente
normal del desplazamiento eléctrico D que debe ser también continuo, se obtienen los valores de
las constentes Ci.
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Programa que calcula los coe�cientes de Mie.

1 function result = Mie_abcd(m, x)
2 n_max=round(2+x+4*x^(1/3)); n=(1:n_max);
3 nu = (n+0.5); % nu es el grado de las funciones
4 z=m.*x; m2=m.*m;
5 fx= sqrt(0.5*pi./x); fz= sqrt(0.5*pi./z);
6 bx = besselj(nu, x).*fx;
7 bz = besselj(nu, z).*fz;
8 yx = bessely(nu, x).*fx;
9 hx = bx+i*yx;

10 b1x= [sin(x)/x, bx(1:n_max-1)];
11 b1z=[sin(z)/z, bz(1:n_max-1)];
12 y1x=[-cos(x)/x, yx(1:n_max-1)];
13 h1x= b1x+i*y1x;
14 ax = x.*b1x-n.*bx; % representa la derivada de
15 % [z j_{n}(z)]'= z j_{n-1} (z) - nj_{n}(z)
16 az = z.*b1z-n.*bz; % [z h_{n}(1)(z)]'=zh_{n-1}(1)(z)-nh_{n}(1)(z)
17 ahx= x.*h1x-n.*hx;
18 an = (m2.*bz.*ax-bx.*az)./(m2.*bz.*ahx-hx.*az);
19 bn = (bz.*ax-bx.*az)./(bz.*ahx-hx.*az);
20 cn = (bx.*ahx-hx.*ax)./(bz.*ahx-hx.*az);
21 dn = m.*(bx.*ahx-hx.*ax)./(m2.*bz.*ahx-hx.*az);
22 result=[an; bn; cn; dn];
23 end

Programa que realiza el cálculo de las e�ciencias de extinción, dispersión y absorción.

1 function result = Mie(m, x)
2 n_max=round(2+x+4*x^(1/3));
3 n=(1:n_max);cn=2*n+1;
4 x2=x*x;
5 in=Mie_abcd(m,x); % toma la salida de Mie_abcd, que se
6 % vuelve input para los siguientes calculos
7 anp=(real(in(1,:))); % toma todas las partes reales de los a_{n}
8 anpp=(imag(in(1,:))); % toma todos las partes imaginarias de los a_{n}
9 bnp=(real(in(2,:))); % toma todas las partes reales de los b_{n}

10 bnpp=(imag(in(2,:))); % toma todos las partes imaginarias de los b_{n}
11

12 dn=cn.*(anp+bnp); % suma la parte real de a_{n}+b_{n}
13 q=sum(dn); % hace la suma para todos los n
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14 ext=2*q/x2;
15 en=cn.*(anp.*anp+anpp.*anpp+bnp.*bnp+bnpp.*bnpp);
16 q=sum(en);
17 sca=2*q/x2;
18 abs=ext-sca;
19 result=[ext sca abs ];
20 end

Programa que realiza el cálculo de la curva de absorción para NPs esféricas usando el formalismo
de Mie.

1 %% Lectura de datos oro
2 filename = 'datos.xlsx';
3 lam = xlsread(filename,'A1:A44'); % Lambda
4 ere = xlsread(filename,'B1:B44'); % Parte real
5 eim = xlsread(filename,'C1:C44'); % Parte imaginaria
6 %% Constantes
7 n_med = 1; % Indice de refraccion medio anfitrion.
8 e_med= sqrt(n_med); % Cte. dielectrica medio anfitrion.
9 e_au=ere+i*eim;

10 n_au =sqrt(e_au);
11 a=20e-9; % Radio de NP (nm).
12 m =n_au/n_med;
13 x = (2*pi./lam)*a*m;
14 for c=1:lon % Generar eficiencias
15 s=Mie(m(c),x(c)); % Accede a Mie, que calcula q_{abs}
16 g(c)=s(3);
17 end
18 %% Curva
19 plot(lam,g)
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