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Introducción

Uno de los objetivos principales dentro de la topoloǵıa es clasificar a los espa-
cios topológicos, es decir, determinar cuando dos espacios son homeomorfos
o no. En algunas ocasiones dicho problema no queda resuelto si sólo se usan
herramientas conocidas en topoloǵıa general, y por tanto surge la necesidad
de emplear nuevas técnicas que involucran el estudio del álgebra homológica.
Algo habitual que surge en topoloǵıa algebraica es dilucidar la homoloǵıa
de un producto cartesiano de espacios topológicos X × Y . El teorema de
Eilenberg-Zilber nos da una respuesta concreta al afirmar que Hn(X × Y ) ∼=
Hn(S∗(X)⊗ S∗(Y )), donde S∗(X) es el grupo abeliano libre que tiene como
base a todos los n-śımplices singulares en X [17]. Dicho teorema ejemplifica
claramente la relación existente entre la homoloǵıa de un producto de espa-
cios y la homoloǵıa de cada uno de los espacios involucrados. En el caso de
un producto tensorial de complejos de cadenas, existe un teorema conocido
como la fórmula de Künneth, en honor al matemático alemán Hermann Lo-
renz Künneth (1892-1975), el cual afirma que la homoloǵıa de un producto
tensorial de complejos de cadenas queda en términos de la homoloǵıa de cada
uno de los factores.
Por otro lado, en 1955 el matemático David Alvin Buchsbaum introduce el
concepto de categoŕıa exacta y más tarde, en 1957, Grothendieck define las
nociones de categoŕıas aditiva y abeliana con la finalidad de aplicar méto-
dos homológicos en categoŕıas que surgen en geometŕıa algebraica, además
de intentar unificar varias teoŕıas de cohomoloǵıa pues en ese momento se
encontraban la teoŕıa de cohomoloǵıa de gavillas y la teoŕıa de cohomoloǵıa
de grupos. La relevancia de estas definiciones radica en que las categoŕıas
abelianas son las más generales para desarrollar álgebra homológica debido
a que extiende las propiedades fundamentales de las categoŕıas RM y Ab.
Una pregunta que surge inmediatamente es si existe una versión de la fórmu-
la de Künneth en una categoŕıa abeliana arbitraria. La respuesta es śı. Por
lo tanto, el objetivo principal de esta tesis es enunciar y demostrar dicho
resultado para funtores exactos derechos en categoŕıas abelianas.
Para lograr nuestro propósito suponemos conocidas la teoŕıa básica de cate-
goŕıas y R-módulos. Además, la tesis se desarrolla de la siguiente manera:
En el caṕıtulo 1 se presentan las versiones de la fórmula de Künneth en Álge-
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bra Homológica y en Topoloǵıa Algebraica con la finalidad de hacer énfasis en
el rol que desempeña dentro de otras áreas de las matemáticas. Además, su
estudio nos permite tener una visión más clara de la versión más general. En
el caṕıtulo 2 se presenta una de las definiciones más importantes de toda la
tesis, la noción de categoŕıa abeliana. Asimismo, se hace un análisis exhaus-
tivo acerca de los teoremas válidos en este tipo de categoŕıas. La importancia
de este caṕıtulo radica en que nos permitirá entender con mayor facilidad las
demostraciones de teoremas posteriores. En el caṕıtulo 3 se exponen las defi-
niciones de funtor aditivo y complejo n−graduado en una categoŕıa abeliana,
dicho concepto es una generalización del complejo de cadenas conocido en
RM. Más aún, se describe a los funtores Zn, Z ′n, Bn, B′n y Hn. Este último
es el más importante pues nos permitirá la construcción de un nuevo tipo
de funtores. En el caṕıtulo 4 se desarrolla la mayoŕıa de la teoŕıa del álgebra
homológica en categoŕıas abelianas, por ejemplo, se enuncian las definicio-
nes de resoluciones proyectiva e inyectiva para posteriormente presentar los
conceptos más importantes de toda esta sección: funtor derivado izquierdo y
funtor derivado derecho. Además, se demuestran los teoremas que afirman la
existencia de sucesiones exactas largas donde estos nuevos funtores aparecen.
Finalmente, en el caṕıtulo 5 se usa toda la herramienta preparada a lo largo
de los apartados anteriores para cumplir el objetivo primordial de la tesis,
es decir, enunciar y demostrar la fórmula de Künneth para funtores exactos
derechos en categoŕıas abelianas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. La fórmula de Künneth en álgebra ho-

mológica

En este caṕıtulo se presentan las definiciones de categoŕıa, funtor covarian-
te, isomorfismo natural, núcleo y conúcleo, las cuales desempeñan un papel
muy importante a lo largo de la tesis. Además, el objetivo de esta sección
es proporcionar la teoŕıa necesaria que involucran la fórmula de Künneth en
álgebra homológica y su versión en topoloǵıa algebraica. Para mayor infor-
mación pueden consultarse [2], [5], [11] y [14].

Definición 1.1. Una categoŕıa es un qúıntuple C = (O,M , dom, cod, ◦)
donde
1) O es la clase cuyos elementos se denominan C -objetos,

2) M es la clase cuyos elementos se llaman C -morfismos,

3) dom y cod son funciones de M en O (dom(f) se llama el dominio
de f , mientras que cod(f) se denomina el codominio de f),

4) ◦ es una función de

D = {(f, g)| f, g ∈M y dom(f) = cod(g)}

en M , llamada la ley de composición de C (◦(f,g) se denota por f ◦ g y
decimos que f ◦ g está definido si y sólo si (f, g) ∈ D); tal que satisface las

1



2 Preliminares

siguientes propiedades:

(i) Condición de igualación: Si f ◦g está definido, entonces dom(f ◦g) =
dom(g) y cod(f ◦ g) = cod(f);

(ii) Condición de asociatividad: Si f ◦ g y h ◦ f están definidos, en-
tonces h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g;

(iii) Condición de existencia de identidades: Para cada C -objeto A
existe un C -morfismo e tal que dom(e) = A = cod(e) y

(a) f ◦ e = f si f ◦ e está definido, y
(b) e ◦ g = g si e ◦ g está definido;

(iv) Condición de pequeñez de clase de morfismos: Para cualquier
par (A,B) de C -objetos, la clase

homC (A,B) = {f | f ∈M , dom(f) = A y cod(f) = B}

es un conjunto.

Dada una categoŕıa C , la clase de C -objetos se denota por Ob(C ), mientras
que Mor(C ) representa la clase de C -morfismos. Además, si no existe con-
fusión alguna, escribimos hom(A,B) en lugar de homC (A,B).
Aunque los C -morfismos no necesariamente son funciones, usamos indistin-

tamente las notaciones: f ∈ hom(A,B), A
f−→ B y f : A −→ B. Asimismo,

utilizamos A
f−→ B

g−→ C o gf para representar la composición g ◦ f .
Finalmente, el único C -morfismo e : A −→ A que satisface (a) y (b) de la
definición anterior se indica por 1A y se denomina la C -identidad de A.

Ejemplo 1.2. 1. La categoŕıa de conjuntos se denota por Set y está de-
finida por:
Ob(Set) es la clase de todos los conjuntos, homSet(A,B) es el conjunto de
todas las funciones de A en B y ◦ es la composición usual de funciones.

2. La categoŕıa de espacios topológicos se denota por Top y está de-
finida por:
Ob(Top) es la clase de todos los espacios topológicos, homTop(A,B) es el
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conjunto de todas las funciones continuas de A en B y ◦ es la composición
usual de funciones.

3. La categoŕıa de grupos abelianos se denota por Ab y está definida
por:
Ob(Ab) es la clase de todos los grupos abelianos, homAb(A,B) es el conjunto
de todos los homomorfismos de grupos abelianos de A en B y ◦ es la com-
posición usual de funciones.

4. Dado un anillo R conmutativo con 1 6= 0, la categoŕıa de R-módu-
los izquierdos se denota por RM y está definida por:
Ob(RM) es la clase de todos los R-módulos izquierdos, homRM

(A,B) es el
conjunto de todos los homomorfismos de R-módulos izquierdos de A en B y
◦ es la composición usual de funciones. Mientras que MR indica la categoŕıa
de R-módulos derechos.

Definición 1.3. Sean C y D categoŕıas. F : C −→ D es un funtor o fun-
tor covariante de C en D si satisface:

1) Para cada A ∈ Ob(C ), F (A) ∈ Ob(D).

2) Si f : A −→ B es un C -morfismo, entonces F (f) : F (A) −→ F (B)
es un D-morfismo.

3) Si f : A −→ B y g : B −→ C son C -morfismos, entonces F (g ◦ f) =
F (g) ◦ F (f).

4) Para cada A ∈ Ob(C ), F (1A) = 1F (A).

Veamos algunos ejemplos importantes de funtores covariantes.

Ejemplo 1.4. 1.- Sea C una categoŕıa y A ∈ Ob(C ). Definimos la aplica-
ción HomC (A, ):C −→ C como sigue:

En objetos. Para cada B ∈ Ob(C ), HomC (A, )(B) := HomC (A,B).

En morfismos. Si f : B −→ B′ es un C -morfismo, entonces
HomC (A, )(f) := HomC (A, f), donde la función
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HomC (A, f) : HomC (A,B) −→ HomC (A,B′)

está definida por HomC (A, f)(h) = f ◦ h para cada h ∈ homC (A,B).

Entonces HomC (A, ) es un funtor covariante.

2.- Sea B ∈ RM. Definimos la aplicación ⊗R B:MR −→ RM definido
de la siguiente manera:

En objetos: Para cada A ∈ Ob(MR), ( ⊗R B)(A) := A⊗R B;

En morfismos: Si f : A −→ A′ es un MR-morfismo,
( ⊗R B)(f) := f ⊗R 1B.

Entonces ( ⊗R B) es un funtor covariante.

Definición 1.5. Sean F,G : A −→ C funtores. Entonces:

1) Una transformación natural de F en G es un triple (F, η,G), donde
η : Ob(A ) −→ Mor(C ) es una función que satisface las siguiente condicio-
nes:
a) Para cada A ∈ Ob(A ), ηA : F (A) −→ G(A) es un C -morfismo.
b) Para cada A -morfismo f : A −→ A′, conmuta el siguiente diagrama

F (A)
ηA //

F (f)
��

G(A)

G(f)
��

F (A′) ηA′
// G(A′).

2) Una transformación natural (F, η,G) se llama isomorfismo natural o equi-
valencia natural si para cada A ∈ Ob(A ), ηA es un C -isomorfismo.

3) Se dice que F y G son isomorfos naturalmente (se denota F ∼= G) o
naturalmente equivalentes si existe un isomorfismo natural de F en G.

La importancia de las siguientes definiciones radica en que serán utilizadas
en los caṕıtulos restantes.

Definición 1.6. Sean C una categoŕıa con objeto cero y f : A −→ B un
C -morfismo. Se llama núcleo de f a la pareja (ker(f), j), donde ker(f) ∈
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Ob(C ) y j ∈ homC (ker(f), A), tal que
1) fj = 0,
2) si g : H −→ A es otro C -morfismo con fg = 0, entonces existe un único
h : H −→ ker(f) C -morfismo tal que g = jh, es decir, tal que hace conmutar
el siguiente diagrama

H

h
���
�
�

g

##FFFFFFFFFF

ker(f)
j

// A
f
// B.

Dualmente:

Definición 1.7. Sean C una categoŕıa con objeto cero y f : A −→ B
un C -morfismo. Se llama conúcleo de f a la pareja (p, coker(f)), donde
coker(f) ∈ Ob(C ) y p ∈ homC (B, coker(f)), tal que
1) pf = 0,
2) si g : B −→ H es otro C -morfismo con gf = 0, entonces existe un úni-
co h : coker(f) −→ H C -morfismo tal que g = hp, es decir, tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

A
f // B

p //

g
$$IIIIIIIIII coker(f)

h

���
�
�

H.

De aqúı en adelante nos centraremos en la categoŕıa RM y usamos el término
R-módulo en lugar de R-módulo izquierdo.

Veamos la construcción de los funtores más importantes dentro del álge-
bra homológica: el n-ésimo funtor de Homoloǵıa, el Funtor Ext y el
Funtor Tor.

Sea R un anillo conmutativo con 1 6= 0.

Definición 1.8. Una sucesión de R-módulos y homomorfismos de R-módu-
los

A : · · · −→ An+1
δn+1−→ An

δn−→ An−1
δn−1−→ · · ·
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se llama complejo de cadenas, denotado por A = (A, δ), si im(δi+1) ⊂
ker(δi) ∀ i ∈ Z.

La siguiente definición nos indica qué entenderemos por un morfismo entre
dos complejos de cadenas dados.

Definición 1.9. Sean

A : · · · −→ An+1
δn+1−→ An

δn−→ An−1
δn−1−→ · · ·

B : · · · −→ Bn+1
ξn+1−→ Bn

ξn−→ Bn−1
ξn−1−→ · · ·

dos complejos de cadenas, un homomorfismo, transformación o aplica-
ción de cadenas de (A, δ) en (B, ξ) es una familia de morfismos de R-
módulos f = {fn : An −→ Bn} tal que ξn ◦ fn = fn−1 ◦ δn para todo entero
n, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo para cualquier entero n:

An
δn //

fn
��

An−1

fn−1

��
Bn

ξn // Bn−1

Ahora, resulta natural definir la composición de dos transformaciones de
cadenas f = {fn}n∈Z y g = {gn}n∈Z como la composición componente a
componente de cada aplicación, esto es, g ◦ f = {gn ◦ fn : n ∈ Z}.
Una vez definido los complejos de cadenas, las aplicaciones de cadenas y la
composición entre ellas, queda totalmente definida la categoŕıa de los com-
plejos de cadenas, denotada por Comp, la cual será indispensable para la
construcción del n-ésimo funtor de Homoloǵıa.

Nota 1. Para fines más prácticos, si (A, δ) es un complejo de cadenas defi-
namos Zn(A) := ker(δn) y Bn(A) := im(δn+1).

Definición 1.10. Al funtor Hn : Comp −→ RM definido:
En objetos. Para cada (C, dn) ∈ Ob(Comp), Hn(C) := Zn(A)/Bn(A).
En morfismos. Para cada f : A −→ B ∈Mor(Comp),
Hn(f) = Hn(A) −→ Hn(B) tal que Hn(f)(zn +Bn(A)) := fn(zn) +Bn(B).
se le llama n-ésimo funtor de homoloǵıa.

Observación 1.11. El anterior funtor tiene muchas propiedades interesan-
tes, una de ellas es que es invariante bajo transformaciones homotópicas; es
decir, si f ' g entonces se cumple que Hn(f) = Hn(g). Esta observación nos
será de gran utilidad en la construcción de los funtores derivados izquierdos.
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Funtores derivados izquierdos

Antes de definir este tipo de funtores, veamos un teorema previo.

Teorema 1.12. (Teorema de comparación) Sea f : A −→ B un morfismo
de módulos y consideremos el siguiente diagrama:

XA : · · · // X2
α2 // X1

α1 // X0
ε // A //

f

��

0

YB : · · · // Y2
β2 // Y1

β1 // Y0
δ // B // 0

donde XA y YB son complejos. Si cada Xn es proyectivo y la fila inferior es
exacta, entonces existe una aplicación de cadenas g : XA−→YB tal que el
siguiente diagrama conmuta:

X0
ε //

g0
��

A

f

��
Y0

δ // B

Más aún, g es única salvo homotoṕıa.

Una vez enunciado el teorema de comparación, se procede a denifir los fun-
tores derivados izquierdos.
Sean F : RM−→RM un funtor covariante y A un R-módulo. Supongamos
que

P : · · · −→ P2
δ2−→ P1

δ1−→ P0
ε−→ A −→ 0

es una resolución proyectiva de A. Consideremos el complejo recortado de P

PA : · · · −→ P2
δ2−→ P1

δ1−→ P0 −→ 0.

Aplicando el funtor F obtenemos el nuevo complejo

F(PA) : · · · −→ F(P2)
F(δ2)−→ F(P1)

F(δ1)−→ F(P0) −→ 0.

Definamos el funtor LnF : RM−→RM de la siguiente manera:



8 Preliminares

1. Si A ∈ Ob(RM), LnF(A) := Hn(F(PA)) = ker(F(δn))/im(F(δn+1)).

2. Si f ∈ HomRM
(A,B), por el teorema 1.12, existe una transformación de

cadenas g : (PA, δ)−→(PB, α) sobre f . Luego LnF(f) := Hn(F(g)) don-
de F(g) = {F(gn)}, esto es, el morfismo LnF(f) : LnF(A)−→LnF(B)
está definido por LnF(f)(zn+im(F(δn+1))) = F(gn)(zn)+im(F(αn+1)).

Observación 1.13. Se verifica fácilmente que LnF es efectivamente un fun-
tor. Además dicho funtor no depende de la resolución proyectiva elegida ni
de la transformación de cadenas garantizada por 1.12. En efecto: Si

P̂ : · · · −→ P̂2
δ̂2−→ P̂1

δ̂1−→ P̂0
ε̂−→ A −→ 0

es otra resolución proyectiva de A y realizamos el procedimiento anterior,
obtenemos otro funtor que denotaremos por L̂nF. Luego, se demuestra que
LnF y L̂nF son naturalmente equivalentes, es decir, existe un isomorfismo
natural de LnF a L̂nF (véase [5, pág 106]).
Finalmente si g : (PA, δ)−→(PB, α) es otra transformación de cadenas sobre
f , se sigue que F(g) y F(g) son aplicaciones de cadenas sobre F(f) y por
el teorema 1.12 obtenemos que F(g) ' F(g) y por tanto, en virtud de la
observación 1.11, conseguimos que Hn(F(g)) = Hn(F(g)).

Definición 1.14. El funtor LnF se denomina n-ésimo funtor derivado
izquierdo de F.

Observación 1.15. La construcción del n-ésimo funtor derivado dere-
cho de F se logra dualizando los pasos anteriores, es decir, elegimos B un
R-módulo, F un funtor covariante o contravariante y E una resolución in-
yectiva de B. Dicho funtor lo denotamos por RnF.

Definición 1.16. Sea B un R-módulo y consideremos el funtor F =
⊗

RB.
El funtor Torn( , B) := LnF se llama n-ésimo funtor Tor respecto a
B, mientras que la familia {Torn( , B) : n ∈ Z} se denomina funtor Tor
respecto a B.

Definición 1.17. Sea A un R-módulo y consideremos F = HomRM
(A, ).

El funtor Extn(A, ) := RnF se denomina n-ésimo funtor Ext respecto
a A y la familia {Extn(A, ) : n ∈ Z} se denomina funtor Ext respecto
a A.
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Directamente de las definiciones anteriores obtenemos que si

P : · · · −→ P2
δ2−→ P1

δ1−→ P0
ε−→ A −→ 0

es una resolución proyectiva de A, entonces

Torn(A,B) = ker(δn ⊗ 1B)/im(δn+1 ⊗ 1B).

Mientras que si

E : 0 −→ B
ε−→ E0

α0−→ E1
α1−→ E2 −→ · · ·

es una resolución inyectiva de B,

Extn(A,B) = ker(HomRM
(A,αn))/im(HomRM

(A,αn−1)).

Observación 1.18. Sean (C, ∂) un complejo de cadenas y G un R-módulo,
entonces

C ⊗G : · · · −→ Cn+1 ⊗G
∂n+1⊗1−→ Cn ⊗G

∂n⊗1−→ · · ·

resulta ser un complejo de cadenas. Por tanto, si A y B son R-módulos
entonces

Torn(A,B) = Hn(PA ⊗B) = Hn(A⊗QB)

donde PA y QB son los complejos recortados de las resoluciones proyectivas
de A y B respectivamente.
Análogamente,

Extn(A,B) = H−n(HomRM
(PA, B)) = H−n(HomRM

(A,EB))

donde EB es el complejo recortado de una resolución inyectiva de B.

Sean (C, ∂), (D, ∂∗) complejos de cadenas y n ∈ Z arbitrario pero fijo. Consi-

deremos la suma directa En =
∑
p+q=n

Cp⊗Dq y el homomorfismo δn : En −→

En−1 definido como

δ(x⊗ y) = ∂p(x)⊗ y + (−1)px⊗ ∂∗q (y)

Entonces se verifica que δnδn+1 = 0.
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Definición 1.19. El complejo

E : · · · −→ En+1
δn+1−→ En

δn−→ En−1 −→ · · ·

se denomina producto tensorial de los complejos C y D y lo denota-
remos por E = C ⊗D.

De manera similar, sean (C, ∂), (D, ∂∗) complejos de cadenas y n ∈ Z. Si

Fn =
∑
p+q=n

Tor1(Cp, Dq) y el homomorfismo ϑn : Fn −→ Fn−1 está definido

como

ϑn |Tor1(Cp,Dq)= Tor1(∂p, 1Dq) + (−1)pTor1(1Cp , ∂
∗
q )

entonces ϑnϑn+1 = 0.

Definición 1.20. El complejo

F : · · · −→ Fn+1
ϑn+1−→ Fn

ϑn−→ Fn−1 −→ · · ·

se llama producto torsión de los complejos C y D y lo denotaremos
por F = Tor(C,D).

Una pregunta interesante es si existe alguna relación entre Hn(C⊗D), Hn(C)
y Hn(D). La fórmula de Künneth nos garantiza que la homoloǵıa de un pro-
ducto tensorial de complejos de cadenas queda en términos de la homoloǵıa
de cada uno de los factores. Expĺıcitamente:

Teorema 1.21. (Fórmula de Künneth) Si C y D son complejos de módulos
libres sobre un dominio de ideales principales, entonces existe un homomor-
fismo θ : Hn(C ⊗D) −→ {Tor[H(C),H(D)]}n−1 para todo entero n tal que

0 −→ {H(C)⊗H(D)}n
π−→ Hn(C ⊗D) (1.1)

θ−→ {Tor[H(C),H(D)]}n−1 −→ 0

es una sucesión exacta corta descomponible, es decir,

Hn(C ⊗D) ∼= {H(C)⊗H(D)}n ⊕ {Tor[H(C),H(D)]}n−1

para todo entero n.
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En el teorema anterior:

1. H(C) y H(D) denotan complejos de cadenas con borde trivial, es decir,
sus operadores de borde son triviales. Además, sus cadenas n-dimensionales
son Hn(C) y Hn(D) respectivamente.

2. El complejo H(C) ⊗ H(D) denota el producto tensorial de los com-
plejos H(C) y H(D). Sus cadenas n-dimensionales están dadas por

{H(C)⊗H(D)}n =
∑
p+q=n

Hp(C)⊗Hq(D).

3. El complejo Tor[H(C),H(D)] denota el producto torsión de los comple-
jos H(C) y H(D). Sus cadenas n-dimensionales están dadas por

{Tor[H(C),H(D)]}n =
∑
p+q=n

Tor1[Hp(C),Hq(D)].

4.

π : {H(C)⊗H(D)}n =
∑
p+q=n

Hp(C)⊗Hq(D) −→ Hn(C ⊗D)

es un homomorfismo de R-módulos denominado producto de homoloǵıa
n-dimensional de los complejos C y D. Su existencia lo garantiza el mor-
fismo πpq : Hp(C) ⊗ Hq(D) −→ Hp+q(C ⊗ D) y la propiedad universal de∑
p+q=n

Hp(C)⊗Hq(D).

1.2. La fórmula de Künneth en topoloǵıa al-

gebraica

Antes de presentar dicha versión es necesario dar algunas definiciones y teo-
remas previos. Cabe señalar que en esta sección utilizamos principalmente
[17] como referencia, incluso en dicha bibliograf́ıa podemos encontrar la cons-
trucción de la sucesión de grupos abelianos libres y homomorfismos de un
espacio topológico que mencionamos más adelante.

Definición 1.22. ∆n := {(x1, x2, ..., xn+1) ∈ Rn+1 :
n+1∑
j=1

xj = 1 y xi ≥ 0 para

cada i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}}, se llama n-śımplice estándar.
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Ejemplo 1.23. 1. ∆0 consiste de un solo punto.

2. ∆1 es un segmento de ĺınea (incluyendo sus puntos extremos).

3. ∆2 es un triángulo junto con su interior.

4. ∆3 es un tetraedro sólido.

Definición 1.24. Sea X un espacio topológico. Un n-śımplice singular
en X es una función continua σ : ∆n −→ X, donde ∆n es el n-śımplice
estándar.

Definición 1.25. Sea X un espacio topológico. Para cada n ∈ N, definimos
Sn(X) como el grupo abeliano libre que tiene como base todos los n-śımplices
singulares en X. Los elementos de Sn(X) se llaman n-cadenas singulares
en X.

En [17, pág 64] se demuestra que para cada n ≥ 0 existe un único homomor-
fismo ∂n : Sn(X) −→ Sn−1(X) tal que ∂n∂n+1 = 0. Los homomorfismos ∂n se
llaman operadores frontera.

Aśı, dado un espacio topológico X se puede construir una sucesión de grupos
abelianos libres y homomorfismos

· · · −→ Sn+1(X)
∂n+1−→ Sn(X)

∂n−→ · · · −→ S1(X)
∂1−→ S0(X)

∂0−→ 0

llamado complejo singular de X, y se denota por (S∗(X), ∂) o simplemente
por S∗(X).

Definición 1.26. El grupo de n-ciclos singulares en X, denotado por
Zn(X), es Ker(∂n). Mientras que el grupo de n-fronteras singulares en
X, denotado por Bn(X), es Im(∂n+1).

Definición 1.27. Para cada n ∈ N, el n-ésimo grupo de homoloǵıa
singular de un espacio X es Hn(X) = Zn(X)/Bn(X). La clase lateral zn +
Bn(X), donde zn es un n-ciclo, se llama clase de homoloǵıa de zn y se
denota por cls zn.

Es de esperar que en este caso también aparezca el funtor Tor, para ello
habrá que aclarar su significado.
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Definición 1.28. Para cada grupo abeliano A, sea

0 −→ R
i
↪→ F −→ A −→ 0

una sucesión exacta con F un grupo abeliano libre. Para cualquier grupo
abeliano libre B, se define Tor(A,B) = Ker(i⊗ 1B).

Observación 1.29. Notar que si eliminamos A de la sucesión anterior ob-
tenemos el complejo de cadenas

C∗ = 0 −→ R −→ F −→ 0,

y por la observación 1.3 obtenemos que Tor(A,B) = H1(C∗ ⊗B).

Recordar que una función f : X −→ Y entre espacios topológicos es una
equivalencia homotópica si existe g : Y −→ X tal que gf ' 1X y fg ' 1Y ,
donde ' simboliza la homotoṕıa entre funciones continuas. Sin embargo, el
concepto de homotoṕıa entre morfismos de complejos de cadenas también lo
tenemos definido. Aśı que resulta natural tener la siguiente definición.

Definición 1.30. Un morfismo de cadenas f : (S∗, ∂) −→ (S ′∗, ∂
′) es una

cadena equivalencia si existe un morfismo g : (S ′∗, ∂
′) −→ (S∗, ∂) tal que

gf ' 1S∗ y fg ' 1S′∗. Dos complejos de cadenas se dicen cadena equiva-
lentes si existe una cadena equivalencia entre ellos.

El siguiente teorema es fundamental para demostrar la fórmula de Künneth
en topoloǵıa algebraica.

Teorema 1.31. (Eilenberg-Zilber) Sean X y Y espacios topológicos. Enton-
ces existe una cadena equivalencia ψ : S∗(X × Y ) −→ S∗(X)⊗ S∗(Y ) única
salvo homotoṕıa. Por tanto, Hn(X × Y ) ∼= Hn(S∗(X) ⊗ S∗(Y )) para cada
n ∈ N.

Aśı llegamos al siguiente resultado.

Teorema 1.32. (Fórmula de Künneth) Sean X y Y espacios topológicos,
entonces para cada n ∈ N existe una sucesión exacta corta que se divide

0 −→
∑
i+j=n

(Hi(X)⊗Hj(Y ))
α′′−→ Hn(X × Y )

−→
∑

p+q=n−1

Tor(Hp(X), Hq(Y )) −→ 0,
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donde α′′ : (clszi) ⊗ (clsz′j) 7−→ cls(ψ′(zi ⊗ z′j)) y ψ′ : S∗(X) ⊗ S∗(Y ) −→
S∗(X × Y ) es la inversa de la cadena de equivalencia dada por el teorema de
Eilenberg-Zilber. Por tanto,

Hn(X × Y ) ∼=
∑
i+j=n

(Hi(X)⊗Hj(Y ))
⊕ ∑

p+q=n−1

Tor(Hp(X), Hq(Y )).



Caṕıtulo 2

Categoŕıas abelianas

En este caṕıtulo se presenta la definición de categoŕıa abeliana, concepto que
juega un papel fundamental a lo largo de esta tesis. Además se enuncian
algunos teoremas de gran relevancia.

Definición 2.1. Sea C una categoŕıa. Un C -producto de un par (A,B) de
C -objetos es un triple (P, πA, πB), donde P es un C -objeto, πA : P → A y
πB : P → B son C -morfismos (llamados proyecciones) tales que para cada C
C -objeto y para cualesquiera f : C → A, g : C → B C -morfismos, existe un
único C -morfismo < f, g >: C → P tal que el siguiente diagrama conmuta

A

C

f
>>}}}}}}}}

g
  AAAAAAAA

<f,g> //___ P

πA

OO

πB
��
B.

Por abuso de notación al triple (P, πA, πB) lo denotaremos simplemente por
A×B, teniendo en mente las proyecciones correspondientes. Por otro lado, si
trasladamos la definición anterior a C op, es decir, si dualizamos el concepto
anterior, obtenemos lo siguiente.

Definición 2.2. Sea C una categoŕıa. Un C -coproducto o una C -suma
de un par (A,B) de C -objetos es un triple (µA, µB, S), donde S es un C -
objeto, µA : A → S y µB : B → S son C -morfismos (llamadas inclusiones)

15
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tales que para cada C C -objeto y para cualesquiera f : A → C, g : B → C
C -morfismos, existe un único C -morfismo [f, g] : S → C tal que el siguiente
diagrama conmuta

A
f

~~}}}}}}}}
µA
��

C S
[f,g]oo_ _ _

B.

g

``AAAAAAAA
µB

OO

De manera similar, acordamos que al triple (µA, µB, S) lo denotaremos sola-
mente por A+B, teniendo en mente las inclusiones correspondientes.
Las definiciones anteriores fueron dadas para dos C -objetos en particular,
sin embargo, pueden generalizarse para una familia arbitraria de C -objetos.
Expĺıcitamente tenemos:

Definición 2.3. Un C -producto de una familia (Ai)i∈I de C -objetos es un

par (
∏
i∈I

Ai, (πi)i∈I) tal que:

1)
∏
i∈I

Ai es un C -objeto.

2) Para cada j ∈ I, πj :
∏
i∈I

Ai → Aj es un C -morfismo.

3) Para cada par (C, (fi)i∈I), donde C es un C -objeto y fj : C → Aj para

cualquier j ∈ I, existe un único C -morfismo < fi >: C →
∏
i∈I

Ai tal que el

siguiente diagrama conmuta

C
<fi>//___

fj
��??????????

∏
i∈I

Ai

πj

��
Aj

para cada j ∈ I.

Definición 2.4. Un C -coproducto de una familia (Ai)i∈I de C -objetos es

un par ((µi)i∈I ,
∐
i∈I

Ai) tal que:
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1)
∐
i∈I

Ai es un C -objeto.

2) Para cada j ∈ I, µj : Aj →
∐
i∈I

Ai es un C -morfismo.

3) Para cada par ((fi)i∈I , C), donde C es un C -objeto y fj : Aj → C para

cualquier j ∈ I, existe un único C -morfismo [fi] :
∐
i∈I

Ai → C tal que el

siguiente diagrama conmuta

C

∐
i∈I

Ai[fi]oo_ _ _

Aj

fj

__??????????
µj
OO

para cada j ∈ I.

Por simplicidad
∏
i∈I

Ai denotará al par (
∏
i∈I

Ai, (πi)i∈I), mientras que
∐
i∈I

Ai

hará alusión a ((µi)i∈I ,
∐
i∈I

Ai). No es dif́ıcil demostrar que si
∏
i∈I

Ai o
∐
i∈I

Ai

existen entonces son únicos salvo isomorfismo y por consiguiente las defini-
ciones anteriores tienen sentido.
Recordar que en la categoŕıa RM no sólo se teńıan definidos estos conceptos.
Más aún, se daba expĺıcitamente la definición de suma directa de una familia
de R-módulos dada (véase [19]). A lo largo de este caṕıtulo veremos que di-
cho concepto se puede formular para una familia finita de C -objetos, y para
ello será necesario añadirle más propiedades a la categoŕıa C .

Definición 2.5. Una categoŕıa L se llama lineal o preaditiva si para cada
par (A,B) de L -objetos se cumple que HomL (A,B) es un grupo abeliano.
Además, para cualesquiera f, f ′ ∈ HomL (A,B) y h, h′ ∈ HomL (B,C),

(h+ h′)f = hf + h′f y h(f + f ′) = hf + hf ′,

es decir, la composición de L -morfismos es una operación bilineal.

Observaciones 2.6. 1) Si L es una categoŕıa lineal entonces HomL (A,A)
es un anillo asociativo, teniendo a 1A como la unidad.
2) Si L posee objeto cero, entonces el morfismo cero 0A,B ∈ HomL (A,B)
es el neutro aditivo del grupo abeliano HomL (A,B).
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El siguiente teorema nos dará una respuesta concreta para la definición de
suma directa de dos L -objetos.

Teorema 2.7. Sea L una categoŕıa lineal y sean A,B ∈ Ob(L ). Entonces
la suma A + B con inclusiones µ1 : A→ A + B y µ2 : B → A + B coincide
con el producto A×B, es decir, A+B ∼= A×B.

Demostración.
En primer lugar veamos la existencia de las proyecciones π1 : A + B → A
y π2 : A + B → B. En efecto, consideremos los morfismos 1A : A → A y
0B,A : B → A, entonces por definición de A+B existe π1 : A+B → A tal que
π1µ1 = 1A y π1µ2 = 0B,A. Análogamente, para los morfismos 1B : B → B y
0A,B : A → B, existe π2 : A + B → B tal que π2µ1 = 0A,B y π2µ2 = 1B. Es
decir, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

A
1A

{{wwwwwwwwww
µ1
��

A A+B
π1oo_ _ _

B

0B,A

ccGGGGGGGGG
µ2

OO

A
0A,B

{{wwwwwwwwww
µ1
��

B A+B
π2oo_ _ _

B.

1B

ccGGGGGGGGG
µ2

OO

Por otro lado, sean C ∈ Ob(L ), f : C → A y g : C → B L -morfismos, nos
interesa probar la existencia del morfismo < f, g >: C → A + B tal que el
diagrama

A

C

f
;;wwwwwwwwww

g
##GGGGGGGGG

<f,g>//___ A+B

π1

OO

π2
��
B

conmuta.
Sea < f, g >:= µ1f + µ2g : C → A+B, entonces
π1 < f, g >= π1(µ1f + µ2g) = π1(µ1f) + π1(µ2g) = (π1µ1)f + (π1µ2)g =
= 1Af +OB,Ag = f
π2 < f, g >= π2(µ1f + µ2g) = π2(µ1f) + π2(µ2g) = (π2µ1)f + (π2µ2)g =
= 0A,Bf + 1Bg = g.
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Finalmente veamos que < f, g > es el único L -morfismo con esta propiedad.
Supongamos que h : C → A+B satisface que π1h = f y π2h = g.
Notar que ψ := (µ1π1 + µ2π2) : A+B → A+B verifica que
ψµ1 = (µ1π1 + µ2π2)µ1 = (µ1π1)µ1 + (µ2π2)µ1 = µ1(π1µ1) + µ2(π2µ1) =
= µ11A + µ20A,B = µ1 y
ψµ2 = (µ1π1 + µ2π2)µ2 = (µ1π1)µ2 + (µ2π2)µ2 = µ1(π1µ2) + µ2(π2µ2) =
= µ10B,A + µ21B = µ2,
es decir, conmuta el siguiente diagrama

A
µ1

yysssssssssss

µ1
��

A+B A+B
ψoo

B.

µ2

eeKKKKKKKKKK
µ2

OO

No obstante, tenemos que el siguiente diagrama conmuta trivialmente

A
µ1

yysssssssssss

µ1
��

A+B A+B
1A+Boo

B.

µ2

eeKKKKKKKKKK
µ2

OO

Por tanto, por la propiedad universal de la suma, obtenemos que ψ = 1A+B

y por consiguiente h = 1A+Bh = ψh = (µ1π1 +µ2π2)h = (µ1π1)h+(µ2π2)h =
µ1(π1h) + µ2(π2h) = µ1f + µ2g =< f, g >.
Por lo tanto, A+B satisface las propiedades de la definición del L -producto
de los L -objetos A y B. Luego A+B ∼= A×B. �

Nota 2. El teorema anterior indica que la L -suma de una colección finita
de L -objetos coincide con su L -producto. No afirma que la L -suma de una
colección infinita de L -objetos es igual a su L -producto.

Por lo tanto, en una categoŕıa lineal L a la suma de los L -objetos A y B,
la denominaremos suma directa y la denotaremos con el śımbolo A ⊕ B,
con la finalidad de hacer énfasis que en este tipo de categoŕıas se cumple que
A+B ∼= A×B.
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Observación 2.8. Observar que en la demostración de 2.7, supusimos que
(A+B, µ1, µ2) exist́ıa y en virtud de este hecho los L -morfismos µ1 y µ2 de-
terminaron completamente a los L -morfismos π1 y π2 mediante las condicio-
nes π1µ1 = 1A, π1µ2 = 0B,A, π2µ1 = 0A,B, π2µ2 = 1B y µ1π1 + µ2π2 = 1A+B.
Sin embargo, si en 2.7 suponemos que (A × B, π1, π2) existe entonces ob-
tendremos que los L -morfismos π1 y π2 determinan de manera única a los
L -morfismos µ1 y µ2 mediante condiciones similares a las anteriores. Una
vez aclarada esta situación, el siguiente teorema resulta fácil de demostrar.

Teorema 2.9. Sean A, B, C L -objetos de una categoŕıa lineal L y µA :
A → C y µB : B → C L -morfismos. La condición necesaria y suficiente
para que (C, µA, µB) sea la suma directa de A y B es que existan πA : C → A
y πB : C → B L -morfismos tales que

1) πAµA = 1A, πAµB = 0B,A

2) πBµA = 0A,B, πBµB = 1B

3) µAπA + µBπB = 1C.

Demostración.

Necesidad. En la demostración del teorema 2.7 se probó la existencia de
πA : C → A y πB : C → B L -morfismos que cumplan las propiedades
deseadas.

Suficiencia. Supongamos las hipótesis y veamos que (C, µA, µB) es la suma
directa de A y B, es decir, que C ∼= A+B. En efecto:
Es claro que µA : A→ C y µB : B → C son las inclusiones, resta demostrar
la propiedad universal de la suma. Para ello sean K ∈ Ob(L ) y f : A→ K,
g : B → K L -morfismos, si definimos ξ = (fπA + gπB) : C → K (y usando
los incisos 1 y 2 de nuestras hipótesis) se verifica que ξµA = f y ξµB = g,
esto es, el siguiente diagrama conmuta

A
f

~~||||||||
µA
��

K C
ξoo

B.

g

``BBBBBBBB
µB

OO
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Finalmente, supongamos que ξ′ : C → K también satisface que ξ′µA = f
y ξ′µB = g, entonces usando el inciso 3 de nuestras hipótesis, se sigue que
ξ′ = ξ′1c = ξ′(µAπA+µBπB) = ξ′(µAπA)+ξ′(µBπB) = (ξ′µA)πA+(ξ′µB)πB =
= fπA + gπB = ξ.
Por lo tanto, por la unicidad de la suma de A y B, C ∼= A+B. �

Una regla mnemotécnica para el teorema anterior es recordar el siguiente
diagrama conmutativo

A
1A //

µA ##GGGGGGGGG A

A⊕B
πA

;;vvvvvvvvv

πB

##HHHHHHHHH

B

µB
;;wwwwwwwww

1B
// B.

Cabe mencionar que en ningún momento hemos mencionado que dada una
categoŕıa lineal L siempre existe la suma directa de dos L -objetos, pues en
general no se cumple que dados dos L -objetos siempre existe su L -suma o
su L -producto. Si una categoŕıa L cumple con esta importante propiedad
recibirá un nombre especial.

Definición 2.10. Sea A una categoŕıa lineal. Diremos que A es una ca-
tegoŕıa aditiva si posee objeto cero y para cada par (A,B) de A -objetos
existe su suma directa. Mientras que, un funtor entre categoŕıas lineales
F : A → B se llamará aditivo si para cada par (A1, A2) de A -objetos,
la función FA1,A2 : HomA (A1, A2)→ HomB(F (A1), F (A2)) es un morfismo
de grupos abelianos.

Observación 2.11. Directamente de la definición obtenemos que un funtor
entre categoŕıas lineales F : A → B es aditivo si F (f + g) = F (f) + F (g),
donde f, g ∈ HomA (A1, A2).

Teorema 2.12. Sea F : A → B un funtor aditivo entre categoŕıas aditivas,
entonces F preserva objeto cero y sumas directas.

Demostración.
Dado que para cada par (A1, A2) de A -objetos la función

FA1,A2 : HomA (A1, A2)→ HomB(F (A1), F (A2))
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es un morfismo de grupos abelianos, F preserva objeto cero.
Para la segunda afirmación usaremos la caracterización de la suma directa
que probamos en el teorema 2.9. En efecto, sea (A ⊕ B, µA, µB) la A -suma
directa de A y B, donde µA : A→ A⊕B y µB : B → A⊕B son las inclusiones.
En virtud del teorema 2.9 existen πA : A ⊕ B → A y πB : A ⊕ B → B A -
morfismos tales que

1. πAµA = 1A, πAµB = 0B,A.

2. πBµA = 0A,B, πBµB = 1B.

3. µAπA + µBπB = 1A⊕B.

Obteniendo aśı, F (µA) : F (A) → F (A ⊕ B), F (µB) : F (B) → F (A ⊕ B),
F (πA) : F (A⊕B)→ F (A) y F (πB) : F (A⊕B)→ F (B) B-morfismos tales
que

1. F (πA)F (µA) = F (πAµA) = F (1A) = 1F (A),

F (πA)F (µB) = F (πAµB) = F (0B,A) = 0F (B),F (A),

2. F (πB)F (µA) = F (πBµA) = F (0A,B) = 0F (A),F (B),

F (πB)F (µB) = F (πBµB) = F (1B) = 1F (B),

3. F (µA)F (πA)+F (µB)F (πB) = F (µAπA+µBπB) = F (1A⊕B) = 1F (A⊕B).

Por el teorema 2.9, (F (A⊕B), F (µA), F (µB)) es la B-suma directa de F (A)
y F (B), es decir, F (A⊕B) ∼= F (A)⊕ F (B). Por lo tanto F preserva sumas
directas. �

Una observación interesante es notar que el rećıproco del teorema 2.12 es
válido en el siguiente sentido.

Teorema 2.13. Sea F : A → B un funtor entre categoŕıas aditivas. Si F
preserva sumas directas entonces F es aditivo.

Demostración.
Sean f, g ∈ HomA (A,B) y supongamos que (A⊕A, µ1, µ2) es la suma directa
de A y A. Por el teorema 2.9 existen A -morfismos π1, π2 : A⊕ A→ A tales
que

1. π1µ1 = 1A, π1µ2 = 0A,A.
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2. π2µ1 = 0A,A, π2µ2 = 1A.

3. µ1π1 + µ2π2 = 1A⊕A.

Consideremos el siguiente diagrama

A
f

{{wwwwwwwww
µ1
��

B A⊕ Aξoo_ _ _

A.

g

ccGGGGGGGGG
µ2

OO (2.1)

Por 2.9 sabemos expĺıcitamente que ξ = fπ1 +gπ2. Aplicando F al diagrama
2.1 conseguimos

F (A)
F (f)

yyrrrrrrrrrr
F (µ1)

��
F (B) F (A⊕ A)

F (ξ)oo_ _ _

F (A).
F (g)

eeLLLLLLLLLL
F (µ2)

OO
(2.2)

Observar que F (f)F (π1) + F (g)F (π2) : F (A ⊕ A) → B también hace con-
mutar el diagrama 2.2 (usando 1 y 2). En virtud de que F preserva sumas
directas y por la propiedad universal de la misma, concluimos que F (ξ) =
= F (f)F (π1)+F (g)F (π2), es decir, F (fπ1 +gπ2) = F (f)F (π1)+F (g)F (π2).
Aplicando F (µ1 + µ2) del lado derecho de la igualdad anterior obtenemos

F (fπ1 + gπ2)F (µ1 + µ2) = F ((fπ1 + gπ2)(µ1 + µ2))

= F (fπ1µ1 + fπ1µ2 + gπ2µ1 + gπ2µ2)

= F (f1A + f0A,A + g0A,A + g1A)

= F (f + g).
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Por otro lado

(F (f)F (π1) + F (g)F (π2))F (µ1 + µ2) = F (f)F (π1µ1 + π1µ2) +

F (g)F (π2µ1 + π2µ2)

= F (f)F (1A) + F (g)F (1A)

= F (f)1F (A) + F (g)1F (A)

= F (f) + F (g).

Por lo tanto F (f + g) = F (f) + F (g), esto es, F es aditivo. �

Antes de continuar es necesario tener claro que la A -suma directa1 de dos A -
objetos A y B es el qúıntuple (A⊕B, µA, µB, πA, πB), donde µA : A→ A⊕B
y µB : B → A ⊕ B son las A -inclusiones; mientras que πA : A ⊕ B → A
y πB : A ⊕ B → B son las A -proyecciones. Además, dichos A -morfismos
satisfacen las propiedades del teorema 2.9.

Teorema 2.14. Sea A una categoŕıa aditiva con núcleos y conúcleos. Supon-
gamos que (A⊕B, µA, µB, πA, πB) es la A -suma directa de A y B, entonces
µA es el núcleo de πB y πA es el conúcleo de µB.

Demostración.
Veamos que µA es el núcleo de πB, la otra afirmación se demuestra de manera
análoga.
Por el teorema 2.9 sabemos que πBµA = 0A,B.
Sean K ∈ Ob(A ) y f : K → A⊕B tal que πBf = 0K,B. Nos interesa probar
la existencia de un único A -morfismo g : K → A tal que µAg = f . En efecto,
dado que µAπA + µBπB = 1A⊕B entonces f = 1A⊕Bf = (µAπA + µBπB)f =
= (µAπA)f+(µBπB)f = µA(πAf)+µB(πBf) = µA(πAf)+µB0K,B = µAπAf ,
luego tomando g = πAf se cumple lo requerido.
Finalmente para probar la unicidad de g : K → A, supongamos que exis-
te h : K → A tal que µAh = f . Como πAµA = 1A entonces h = 1Ah =
= (πAµA)h = πA(µAh) = πAf = g.
Por lo tanto µA es el núcleo de πB. �

El siguiente teorema nos permite caracterizar monomorfismos y epimorfis-
mos a partir de morfismos cero.

1En algunos textos se utiliza el término biproducto en lugar de suma directa.
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Teorema 2.15. Sean A una categoŕıa aditiva y f : A→ B un A -morfismo.
Entonces

1) f es A -monomorfismo si y sólo si para cada A -morfismo h : C → A
tal que fh = 0C,B, se cumple que h = 0C,A.

2) f es A -epimorfismo si y sólo si para cada A -morfismo h : B → C tal
que hf = 0A,C, se verifica que h = 0B,C.

Demostración.
Probaremos sólo la primera afirmación, la segunda se sigue por dualidad.
Supongamos que f es un A -monomorfismo y sea h : C → A tal que fh =
0C,B. Notar que fh = 0C,B = f0C,B y en virtud de nuestra hipótesis se con-
cluye que h = 0C,A.
Ahora supongamos que para cada A -morfismo h : C → A tal que fh = 0C,B
se cumple que h = 0C,A y veamos que f es un A -monomorfismo.
Sean g, k : D → A A -morfismos tal que fg = fk, entonces f(g − k) =
fg − fk = 0D,B y por hipótesis obtenemos que g − k = 0D,A, esto es, g = k.
Luego f es un A -monomorfismo. �

Teorema 2.16. Sea A una categoŕıa aditiva con núcleos y conúcleos.

1) f : A → B es A -monomorfismo si y sólo si (0, 00,A) es el núcleo de
f.

2) f : A → B es A -epimorfismo si y sólo si (0B,0, 0) es el conúcleo de
f.

Demostración.
Probaremos sólo la primera proposición, la segunda se consigue por duali-
dad.
(⇒) Supongamos que f es A -monomorfismo y veamos que (0, 00,A) es el
núcleo de f .
(a) Es claro que f00,A = 00,B.
(b) Sean K ∈ Ob(A ) y g : K → A tal que fg = 0K,B. Deseamos hallar un
único A -morfismo h : K → 0 tal que 00,Ah = g. En efecto, dado que f es
A -monomorfismo, y usando el teorema 2.15, obtenemos que g = 0K,A. Luego
tomando h = 0K,0 se consigue lo deseado.
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Finalmente la unicidad de h se sigue del hecho de que 0 es un objeto final y
por lo tanto ker(f) = (0, 00,A).

Supongamos ahora que ker(f) = (0, 00,A) y veamos que f es A -monomorfismo.
Sean h, k ∈ HomA (K,A) tal que fh = fk. Entonces f(h − k) = 0K,B y en
virtud de que ker(f) = (0, 00,A), existe un único A -morfismo g : K → 0 tal
que 00,Ag = h− k, es decir, h = k. Luego f es A -monomorfismo. �

Abusando un poco de notación, el teorema anterior afirma que f es A -
monomorfismo si y sólo si ker(f) = 0. Mientras que f es A -epimorfismo si
y sólo si coker(f) = 0.
Una pregunta interesante es si el núcleo o el conúcleo de una composición
queda en términos de los morfismos que estamos relacionando. El siguiente
teorema nos da una respuesta concreta.

Teorema 2.17. Sea C una categoŕıa aditiva con núcleos y conúcleos. Sea
f : A→ B un C -morfismo y supongamos que (ker(f), j) es el núcleo de f y
(p, coker(f)) es el conúcleo de f.

1) Si g : B → K es un C -monomorfismo entonces (ker(f), j) es el núcleo de
gf .

2) Si h : K → A es un C -epimorfismo entonces (p, coker(f)) es el conúcleo
de fh.

Demostración.
Probaremos sólo la proposición 1, mientras que 2 se sigue por dualidad.
(a) Es claro que (gf)j = 0 pues fj = 0.

(b) Sean D ∈ Ob(A ) y δ : D → A tal que (gf)δ = 0D,K . Deseamos en-
contrar un único A -morfismo β : D → Ker(f) tal que jβ = δ. En efecto,
dado que (gf)δ = 0D,K y g es C -monomorfismo, implicamos que fδ = 0D,B
(teorema 2.15). En virtud de que (ker(f), j) es el núcleo de f , existe un único
C -morfismo β : D → ker(f) tal que jβ = δ.
Por tanto ker(gf) = (ker(f), j). �

Finalmente, para terminar esta sección enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Toda categoŕıa aditiva A con núcleos y conúcleos tiene igua-
ladores y coigualadores.
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Demostración.
Veamos que la primera afirmación se cumple y la segunda se obtendrá por
dualidad.
Sea A una categoŕıa aditiva con núcleos y conúcleos. Consideremos f, g ∈
HomA (A,B), nos interesa hallar un par (K, e) donde e : K → A verifica

1) fe = ge

2) Si e′ : K ′ → A satisface que fe′ = ge′ entonces existe un único mor-
fismo α : K ′ → K tal que eα = e′.

Claramente (ker(f−g), j) satisface las condiciones deseadas. Luego A posee
igualadores. �

2.1. Definición de categoŕıa abeliana

Recordar que nuestra intención es definir un nuevo tipo de categoŕıa donde se
sigan cumpliendo resultados que se teńıan en las categoŕıas Ab y RM, para
ello se toman algunos teoremas válidos en RM como axiomas de nuestra
nueva categoŕıa, por ejemplo, que todo morfismo tenga núcleo y conúcleo.
Sin más preámbulos hacemos expĺıcita la definición de categoŕıa abeliana.

Definición 2.19. Una categoŕıa abeliana A es una categoŕıa aditiva que
cumple las siguientes propiedades:

1) Todo A -morfismo tiene núcleo y conúcleo.

2) Cada A -monomorfismo f es el núcleo de su conúcleo.

3) Todo A -epimorfismo h es el conúcleo de su núcleo.

Con esta definición obtenemos queAb y RM resultan ser ejemplos inmediatos
de categoŕıas abelianas. Más adelante se definirá la categoŕıa de los complejos
uno-graduados sobre una categoŕıa abeliana A , denotada por CompA , y no
es dif́ıcil demostrar que en efecto también es una categoŕıa abeliana.
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Un ejemplo de una categoŕıa no abeliana es la de los grupos abelianos libres
de torsión, pues en general no todo morfismo posee conúcleo. Espećıficamen-
te, la inclusión i : 2Z ↪→ Z tiene como conúcleo a Z2, el cual no es libre de
torsión debido a que el elemento 1 posee orden finito.

Antes de continuar hacemos unas observaciones pertinentes de la definición
anterior.

Observaciones 2.20. 1) Sea f : A→ B un A -monomorfismo, supongamos
que (p, coker(f)) es el conúcleo de f y (ker(p), i) es el núcleo de p, entonces
el axioma 2 de 2.19 nos indica que (A, f) y (ker(p), i) son subobjetos de B
isomorfos, es decir, existe un único ϕ : A → ker(p) A -isomorfismo tal que
hace conmutar el siguiente diagrama

A
f

""FFFFFFFFFF

ϕ

���
�
�

ker(p)
i
// B p

// coker(f).

2) Análogamente, sea f : A → B un A -epimorfismo. Supongamos que
(ker(f), i) es el núcleo de f y (p, coker(i)) es el conúcleo de i, entonces el
axioma 3 afirma que (f,B) y (p, coker(i)) son objetos cociente de A isomor-
fos, esto es, existe un único φ : coker(i) → B A -isomorfismo tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

ker(f) i // A
p //

f ##HHHHHHHHHH coker(i)

φ
���
�
�

B.

3) Si A es una categoŕıa abeliana entonces A op también lo es. Este hecho
se sigue de que los conceptos núcleo y monomorfismo son duales a los de
conúcleo y epimorfismo, respectivamente.

4) Si A y B son categoŕıas abelianas entonces A ×B también lo es. Es-
te resultado se debe a que dado (α, β) un A ×B-morfismo se verifica que
(α, β) es A ×B-monomorfismo si y sólo si α es A -monomorfismo y β es B-
monomorfismo, además ker((α, β)) = (ker(α), ker(β)). De manera análoga,
(α, β) es A × B-epimorfismo si y sólo si α es A -epimorfismo y β es B-
epimorfismo, mientras que coker((α, β)) = (coker(α), coker(β)).
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Lo que haremos a continuación será definir los funtores K er y C oker, poste-
riormente se demostrará que en una categoŕıa abeliana uno de estos funtores
es el “inverso”del otro. Para ello necesitamos algunas definiciones previas.
Sean C una categoŕıa y A ∈ Ob(C ). La categoŕıa de subobjetos de A,
denotada por [C , A], está definida como sigue:

Ob([C , A]) := {(α,A)|α : Dom(α)→ A es C -monomorfismo}.

Sean (α,A), (β,A) ∈ Ob([C , A]), entonces
hom[C ,A]((α,A), (β,A)) := {γ : Dom(α)→ Dom(β)|βγ = α}.

La composición es la misma que la de C pues hom[C ,A]((α,A), (β,A)) ⊂
homC (Dom(α), Dom(β)).

De manera similar se define la categoŕıa de objetos cociente de A, la
cual denotaremos por [A,C ] (véase [18]).

Definición 2.21. Sean C una categoŕıa con núcleos y A ∈ Ob(C ). Defina-
mos el funtor K er : [A,C ]→ [C , A] de la siguiente manera:

1) En objetos. Sea (A, β) ∈ Ob([A,C ]) entonces K er((A, β)) := (α,A)
donde α : ker(β)→ A es el núcleo de β.

2) En morfismos. Sea γ ∈ hom[A,C ]((A, β1), (A, β2)). Notar que dado el
siguiente diagrama

ker(β1)

γ∗
���
�
�

α1 // A
β1 //

β2 ��@@@@@@@@ B1

γ

��
ker(β2)

α2

<<xxxxxxxxx
B2,

se cumple que β2α1 = 0 pues β2α1 = (γβ1)α1 = γ(β1α1) = γ0 = 0; por tanto,
existe un único γ∗ : ker(β1) → ker(β2) C -morfismo que hace conmutar
el diagrama anterior (porque (ker(β2), α2) es el núcleo de β2). Aśı pues,
K er(γ) := γ∗ tal que α2γ∗ = α1.

Observar que la unicidad del C -morfismo γ∗ tal que α2γ∗ = α1, nos garan-
tiza que en efecto K er preserva identidades y composiciones.



30 Categoŕıas abelianas

Definición 2.22. Sean C una categoŕıa con conúcleos y A ∈ Ob(C ). Defi-
namos el funtor C oker : [C , A]→ [A,C ] de la siguiente manera:

1) En objetos. Sea (α,A) ∈ Ob([C , A]) entonces C oker((α,A)) := (A, β)
donde β : A→ coker(α) es el conúcleo de α.

2) En morfismos. Sea δ ∈ hom[C ,A]((α1, A), (α2, A)). Notar que dado el
siguiente diagrama

A1

δ

��

α1 // A
β1 //

β2 $$IIIIIIIIII coker(α1)

δ
���
�
�

A2

α2

??��������
coker(α2),

existe un único δ : coker(α1) → coker(α2) C -morfismo que hace conmutar
el diagrama anterior. Por tanto, C oker(δ) := δ tal que δβ1 = β2.

Observar que la unicidad del C -morfismo δ tal que δβ1 = β2, garantiza que
en efecto C oker es un funtor.

Una vez definidos los funtores anteriores y usando la observación 2.20 po-
demos demostrar fácilmente el siguiente teorema. donde ∼= simboliza

Teorema 2.23. Sean A una categoŕıa abeliana y A un A -objeto, entonces
C okerK er ∼= 1[A,A ] y K erC oker ∼= 1[A ,A].

Demostración.
Demostraremos que K erC oker ∼= 1[A ,A] y la otra afirmación se consigue por
dualidad.
Sea (α,A) ∈ Ob([A , A]) y supongamos que (p, coker(α)) es el conúcleo de α
y (ker(p), i) es el núcleo de p. Entonces α es un A -monomorfismo y por la
observación 2.20 existe un único ϕ : Dom(α) → ker(p) A -isomorfismo tal
que hace conmutar el siguiente diagrama

Dom(α)

α

##GGGGGGGGGG
ϕ

���
�
�

ker(p)
i
// A p

// coker(α).

Notar que (K erC oker)((α,A)) = K er(C oker((α,A))) = K er((A, p)) =
= (i, A) y por tanto definiendo η(α,A) := ϕ afirmamos que
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η = {η(α,A)|(α,A) ∈ Ob([A , A])}
es una equivalencia natural. En efecto:

1) Es claro que para cada (α,A) ∈ Ob([A , A]) se verifica que η(α,A) es un
[A , A]-isomorfismo.

2) Sea γ : (α1, A) → (α2, A) un [A , A]-morfismo y veamos que el siguiente
diagrama conmuta:

1[A ,A]((α1, A)) = (α1, A)
η(α1,A) //

1[A ,A](γ)=γ

��

(K erC oker)((α1, A))

(K erC oker)(γ)

��
1[A ,A]((α2, A)) = (α2, A) η(α2,A)

// (K erC oker)((α2, A)).

(2.3)

Para ello, supongamos que (p1, coker(α1)) y (p2, coker(α2)) son los conúcleos
de α1 y α2 respectivamente; mientras que (ker(p1), i1) y (ker(p2), i2) son
los núcleos de i1 y i2 respectivamente. Aśı obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

ker(p1)
i1

##GGGGGGGGG

γ∗

���
�
�
�
�
�
�

coker(α1)

γ

���
�
�
�
�
�
�

A

p1
::tttttttttt

p2
$$JJJJJJJJJJ

ker(p2)

i2

;;wwwwwwwww
coker(α2),

(2.4)

donde γ = C oker(γ) y γ∗ = K er(γ). No obstante, la observación 2.20
nos garantiza la existencia de A -isomorfismos ϕ1 : Dom(α1) → ker(p1) y
ϕ2 : Dom(α2)→ ker(p2) tales que

Dom(α1)
α1

##HHHHHHHHHH
ϕ1

���
�
�

ker(p1)
i1
// A p1

// coker(α1)

Dom(α2)
α2

##HHHHHHHHHH
ϕ2

���
�
�

ker(p2)
i2
// A p2

// coker(α2)

(2.5)

conmutan. Notar que con esta notación
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η(α1,A) = ϕ1, η(α2,A) = ϕ2 y (K erC oker)(γ) = γ∗;

luego probar que el diagrama 2.3 conmuta se reduce a demostrar la igualdad
ϕ2γ = γ∗ϕ1.
Sabemos que α2γ = α1 (por definición de γ), i2γ

∗ = i1 (diagrama 2.4),
i1ϕ1 = α1 y i2ϕ2 = α2 (diagrama 2.5), esto implica que α2γ = i1ϕ1 y por
consiguiente

i2ϕ2γ = α2γ

= i1ϕ1

= i2γ
∗ϕ1.

Finalmente, como i2 es A -monomorfismo obtenemos lo deseado.
De 1) y 2) concluimos que η es una equivalencia natural y por lo tanto
K erC oker ∼= 1[A ,A]. �

Convención. Para facilitar cálculos posteriores y abusando un poco de no-
tación, acordamos que si f es un A -monomorfismo entonces el teorema 2.23
nos indica que f = ker(coker(f)). Mientras que si g es un A -epimorfismo,
establece que g = coker(ker(g)).

2.2. Algunos teoremas importantes en cate-

goŕıas abelianas

En esta parte demostraremos algunos teoremas importantes que se cumplen
en una categoŕıa abeliana y que, sin lugar a dudas, usaremos en los caṕıtulos
restantes. Cabe mencionar que todos los teoremas probados en la sección
anterior, bajo la hipótesis de una categoŕıa aditiva con núcleos y conúcleos,
siguen siendo válidos en una categoŕıa abeliana.
Recordar que en una categoŕıa C en general no se cumple que todo C -
bimorfismo es un C -isomorfismo. No obstante, si suponemos que C es abe-
liana obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.24. Sea A una categoŕıa abeliana, entonces f : A → B es A -
isomorfismo si y sólo si es A -monomorfismo y A -epimorfismo, es decir,
toda categoŕıa abeliana es balanceada.
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Demostración.
Sabemos que siempre se cumple que si f : A −→ B es un A -isomorfismo
entonces f es un A -monomorfismo y un A -epimorfismo.

Supongamos ahora que f : A→ B es un A -monomorfismo y un A -epimorfismo.
Entonces (f,B) ∈ [A , B] y por el teorema 2.23 conseguimos que

(K erC oker)((f,B)) ∼= (f,B).

No obstante, como f es un A -epimorfismo obtenemos que C oker((f,B)) =
= (B, 0B,0) (teorema 2.16) y por consiguiente K er((B, 0B,0)) = (1B, B). Por
tanto (K erC oker)((f,B)) = (1B, B) ∼= (f,B), es decir, existe φ : A → B
A -isomorfismo tal que 1Bφ = φ = f . Luego f es A -isomorfismo. �

La siguiente definición es muy importante porque nos permitirá trasladar
toda la teoŕıa del álgebra homológica a una categoŕıa abeliana arbitraria.

Definición 2.25. Sean A una categoŕıa abeliana y f : A → B un A -
morfismo. Supongamos que (ker(f), j) es el núcleo de f y (p, coker(f)) es el
conúcleo de f. Entonces:

1) La imagen de f , denotada por im(f), está definida como el núcleo de p.

2) La coimagen de f , denotada por coim(f), está definida como el conúcleo
de j.

Observaciones 2.26. 1) La definición anterior tiene sentido debido a la
unicidad hasta isomofismo del núcleo y conúcleo.

2) Está claro que toda categoŕıa abeliana posee imágenes y coimágenes, es
decir, todo morfismo tiene imagen y coimagen.

3) Directamente de la definición 2.25 obtenemos que im(f) es un A -monomorfismo
y coim(f) es un A -epimorfismo.

Convención. Abusando un poco de la notación, la definición 2.25 afirma
que im(f) = ker(coker(f)) y coim(f) = coker(ker(f)).

Importante. La convención anterior no afirma que im(f) = ker(coker(f)) =
= f y coim(f) = coker(ker(f)) = f , pues en ningún momento hemos su-
puesto que f es monomorfismo o epimorfismo respectivamente.
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Teorema 2.27. Sea A una categoŕıa abeliana. Si f : A → B es un A -
morfismo entonces existen C ∈ Ob(A ), m ∈ HomA (A,C) y e ∈ HomA (C,B)
tal que f = me con m un A -monomorfismo y e un A -epimorfismo. Más aún,
m = im(f) y e = coim(f).

Demostración.

Supongamos que (p1, coker(f)) es el conúcleo de f y (ker(p1),m) es el núcleo
de p1. Consideremos el siguiente diagrama

A
f //

e

���
�
� B

p1 // coker(f)

ker(p1)

m

<<xxxxxxxxx
.

Dado que p1f = 0 y (ker(p1),m) es el núcleo de p1, existe un único A -
morfismo e : A→ ker(p1) tal que me = f .

Afirmación 1. ker(e) = ker(f)
Usando el teorema 2.17 conseguimos que ker(f) = ker(me) = ker(e) pues
m es A -monomorfismo .

Afirmación 2. e es A -epimorfismo.
En efecto, sea u ∈ HomA (ker(p1), D) tal que ue = 0 y consideremos (ker(u), j)
el núcleo de u. Entonces existe un único A -morfismo δ : A→ ker(u) tal que
jδ = e, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A
f //

e

��

δ

yyt t t t t t B
p1 // coker(f)

ker(u)
j
// ker(p1)

m

<<xxxxxxxxx

u
// D .

Sea (p2, coker(mj)) el conúcleo del A -monomorfismo mj (y de aqúı se im-
plica que (ker(u),mj) es el núcleo de p2 pues mj es monomorfismo).

Notar que p2f = p2(me) = p2m(jδ) = (p2mj)δ = 0δ = 0, y por tanto
existe un único A -morfismo β : coker(f) → coker(mj) tal que βp1 = p2, es
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decir, el siguiente diagrama conmuta

coker(mj)

A
f //

e

��

δ

yyttttttttttt B
p1 //

p2

::uuuuuuuuuu
coker(f)

β

OO�
�
�

ker(u)
j
// ker(p1)

m

<<xxxxxxxxx

u
// D .

Además, observar que p2m = (βp1)m = β(p1m) = β0 = 0 y de forma análoga
existe un único A -morfismo ϕ : ker(p1) → ker(u) tal que mjϕ = m (pues
(ker(u),mj) es el núcleo de p2), esto es, el siguiente diagrama conmuta

ker(p1)

m

""FFFFFFFFF
ϕ

���
�
�

ker(u)
mj
// B p2

// coker(mj).

En virtud de que m es A -monomorfismo y mjϕ = m = m1ker(p1) se sigue que
jϕ = 1ker(p1). Asimismo, por ser j A -monomorfismo y jϕj = 1ker(p1)j = j =
= j1ker(u) obtenemos que ϕj = 1ker(u), es decir, j es A -isomorfismo. No
obstante, uj = 0 y j un A -epimorfismo implican que u = 0.
Aśı, hemos probado que si ue = 0 entonces u = 0, luego e es A -epimorfismo
(teorema 2.15).
Finalmente, e = coker(ker(e)) = coker(ker(f)) pues e es A -epimorfismo y
por lo tanto f = me, donde

m = ker(coker(f)) = im(f) y e = coker(ker(f)) = coim(f).

�

Observación 2.28. Observar que en teorema 2.27 obtuvimos que (e, ker(p1))
es el conúcleo del núcleo de f , es decir, (e, ker(p1)) ∼= (p∗, coker(j∗)) como
objetos cocientes de A, donde (ker(f), j∗) es el núcleo de f y p∗ : A →
coker(j∗). Por tanto, existe un isomorfismo f : coker(j∗)→ ker(p1) tal que
fp∗ = e. Luego f = me = mfp∗.
Más aún, f es único pues si existira otro isomorfismo ξ con la propiedad de
que mξp∗ = f = mfp∗, usamos que m y p∗ son monomorfismo y epimorfis-
mo respectivamente para obtener que ξ = f .
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Una vez realizada la observación anterior, la demostración del siguiente teo-
rema es evidente.

Teorema 2.29. Sean A una categoŕıa abeliana y f : A → B un A -
morfismo. Entonces existe un único f : coim(f) → im(f) A -isomorfismo
tal que el siguiente diagrama conmuta

ker(f) i // A
f //

p

��

B
q // coker(f)

coim(f)
f

//___ im(f)

j

OO

.

�

Vale la pena resaltar que los teoremas 2.27 y 2.29 nos dan factorizaciones
de un morfismo dado. En la literatura es común hallar la descomposición de
f como en el teorema 2.27, sin embargo, siempre debemos tener en mente el
isomorfismo existente entre im(f) y coim(f) en una categoŕıa abeliana.

2.3. Sucesiones exactas

Una vez introducidos los conceptos de imagen y núcleo de un morfismo,
el siguiente paso es definir la noción de sucesión exacta en una categoŕıa
abeliana.
De aqúı en adelante, si no hay lugar a dudas, usaremos el término morfismo
en lugar de A -morfismo, respectivamente con los conceptos A -isomorfismo,
A -monomorfismo, etc.

Definición 2.30. Sea A una categoŕıa abeliana y consideremos la siguiente
sucesión de morfismos en A

A : · · · −→ An+1
δn+1−→ An

δn−→ An−1
δn−1−→ · · ·

1) A es una sucesión exacta en A si im(δi+1) = ker(δi) para cada i ∈ Z.

2) A es un complejo en A si δiδi+1 = 0 (o de manera equivalente si
im(δi+1) ⊂ ker(δi)) para cada i ∈ Z.
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Observación 2.31. Notar que la definición anterior es muy similar a la
que teńıamos en RM, no obstante, la expresión im(δi+1) = ker(δi) indica
formalmente que im(δi+1) y ker(δi) son isomorfos como subobjetos de Ai.

Teorema 2.32. Sea A una categoŕıa abeliana. Entonces:

1) A
δ−→ B

β−→ C es exacta en A si y sólo si C
β∗−→ B

δ∗−→ A es exacta en
A op.

2) 0 −→ A
δ−→ B es exacta en A si y sólo si δ es monomorfismo.

3) A
δ−→ B −→ 0 es exacta en A si y sólo si δ es epimorfismo.

4) 0 −→ A
δ−→ B −→ 0 es exacta en A si y sólo si δ es isomorfismo.

Demostración.
1) Supongamos que A

δ−→ B
β−→ C es exacta en A . Consideremos las

factorizaciones de δ y β a través de sus imágenes:

A
δ //

e1
��======== B

β //

e2 ��??????? C

I

m1

@@��������
J,

m2

??�������

donde e1 = coim(δ), e2 = coim(β), m1 = im(δ) y m2 = im(β) (teorema
2.27).
Por el teorema 2.17, ker(β) = ker(m2e2) = ker(e2) y coker(δ) = coker(m1e1) =
= coker(m1). Mientras que por hipótesis, m1 = im(δ) = ker(β), luego
m1 = ker(e2) y por tanto coker(m1) = e2 (teorema 2.22).
Aśı obtenemos que

im(β∗) = coim(β)

= e2

= coker(m1)

= coker(δ)

= ker(δ∗).

Por lo tanto, C
β∗−→ B

δ∗−→ A es exacta en A op.
El rećıproco se realiza de manera análoga.
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2) Se sigue del hecho de que en toda categoŕıa abeliana, α es monomor-
fismo si y sólo si ker(α) = 0.

3) Es consecuencia de 1) y 2).

4. Supongamos que 0 −→ A
δ−→ B −→ 0 es exacta en A . Por 2) y 3)

obtenemos que δ es monomorfismo y epimorfismo, es decir, δ es isomorfismo
(pues toda categoŕıa abeliana es balanceada). �

Definición 2.33. Una sucesión exacta corta en una categoŕıa abeliana
A es una sucesión exacta

0 −→ A
α−→ B

β−→ C−→0.

Además, diremos que una sucesión exacta corta se divide si existe un mor-
fismo γ : C −→ B tal que βγ = 1C.

Observación 2.34. Por el teorema 2.21 obtenemos que

0 −→ A
α−→ B

β−→ C−→0

es exacta si y sólo si α es monomorfismo, β es epimorfismo y (A,α) es el
núcleo de β (o equivalentemente (β, C) es el conúcleo de α). En este caso, C
lo denotaremos como B/A.

Teorema 2.35. Sea A una categoŕıa abeliana.
Consideremos (A⊕B, πA, πB, µA, µB) la suma directa de A y B, entonces

0 −→ A
µA−→ A⊕B πB−→ B−→0.

es una sucesión exacta corta.

Demostración.
Por el teorema 2.9 sabemos que πAµA = 1A y πBµB = 1B, y en virtud de que
1A y 1B son monomorfismo y epimorfismo respectivamente, conseguimos que
µA es monomorfismo y πB es epimorfismo.
Además por el teorema 2.14 obtenemos que (A, µA) es el núcleo de πB. Por
lo tanto, por la observación 2.34, concluimos que

0 −→ A
µA−→ A⊕B πB−→ B−→0.
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es exacta. �
Antes de terminar esta sección enunciamos los siguientes teoremas, los cuales
serán de gran relevancia en la sección 2.6.

Teorema 2.36. Sea A una categoŕıa abeliana y supongamos que

ker(g)
j //

ϕ

��

B
g //

ψ

��

C

η

��
A′

f ′
// B′

g′
// C ′

es un diagrama conmutativo con

1) (ker(g), j) el núcleo de g y

2) ϕ, η y f ′ son monomorfismos.

Entonces ψ es monomorfismo.

Demostración.
Sea (ker(ψ), i) el núcleo de ψ y veamos que i = 0. En efecto, dado que ψi = 0
se cumple que ηgi = g′ψi = 0, y como η es monomorfismo obtenemos que
gi = 0. No obstante, (ker(g), j) es el núcleo de g y por consiguiente existe
un único morfismo α : ker(ψ)→ ker(g) tal que jα = i.
Por tanto f ′ϕα = ψjα = ψi = 0 y en virtud de que f ′ es monomorfismo con-
seguimos que ϕα = 0. Luego α = 0 pues ϕ es monomorfismo. Aśı, i = jα = 0
y por lo tanto ker(ψ) = 0, es decir, ψ es monomorfismo. �

Teorema 2.37. Sea A una categoŕıa abeliana y sean j : K → A, f : A→ B
y g : B → C morfismos, donde j y f son monomorfismos. Supongamos que
(K, fj) es el núcleo de g, entonces (K, j) es el núcleo de gf.

Demostración.
Es claro que (gf)j = 0. Sea h : D → A un morfismo tal que (gf)h = g(fh)0,
y por ser (K, fj) el núcleo de g, existe un único morfismo β : D → K tal
que (fj)β = fh. Además, como f es monomorfismo se sigue que jβ = h.
Finalmente, si existiera otro morfismo β′ : D → K tal que jβ′ = h, entonces
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jβ′ = h = jβ y por tanto β = β′ pues j es monomorfismo. Por lo tanto (K, j)
es el núcleo de gf . �

Teorema 2.38. Sea A una categoŕıa abeliana y sean π : A→ B, ϕ : B → C
morfismos con π epimorfismo. Si π y ϕπ tienen el mismo núcleo entonces ϕ
es monomorfismo.

Demostración.

Supogamos que ϕ es epimorfismo y sea (K, j) el núcleo de π y ϕπ. Enton-
ces por 2.23 obtenemos que π y ϕπ son conúcleos de j (pues tanto π y ϕπ
son epimorfismos) y por tanto existe un isomorfismo γ : B → C tal que
γπ = ϕπ (por la unicidad del conúcleo de j). Sin embargo, como π es epi-
morfismo concluimos que γ = ϕ, es decir, ϕ es isomorfismo y por lo tanto ϕ es
monomorfismo. Si ϕ no fuera un epimorfismo entonces ϕ = me con m mono-
morfismo y e epimorfismo. Luego ker(π) = ker(ϕπ) = ker(meπ) = ker(eπ)
pues m es monomorfismo y aplicamos la demostración anterior tomando, e
en lugar de ϕ, para conseguir que e es isomorfismo y por lo tanto ϕ = me es
monomorfismo. �

Teorema 2.39. Sea A una categoŕıa abeliana y supongamos que

0 // A
j //

1A
��

B
π //

ψ
��

C //

η

��

0

0 // A
j′
// B′

π′
// C ′ // 0

conmuta y tiene filas exactas en A . Si ψ es monomorfismo entonces η tam-
bién lo es.

Demostración.

Dado que las filas son exactas j = ker(π) y ψj = j′ = ker(π′). Por el
teorema 2.37 obtenemos que j = ker(π′ψ) = ker(ηπ), es decir, ker(π) =
= ker(ηπ) con π epimorfismo. Luego, por el teorema 2.38, concluimos que η
es monomorfismo. �
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2.4. Pullbacks y pushouts

Definición 2.40. Sea C una categoŕıa y consideremos los homomorfismos
α1 : A1 → A y α2 : A2 → A. Un diagrama conmutativo

P
β2 //

β1
��

A2

α2

��
A1 α1

// A

se llama pullback para α1 y α2 si para cada par de morfismos β′1 : P ′ → A1

y β′2 : P ′ → A2 tal que α1β
′
1 = α2β

′
2, existe un único morfismo γ : P ′ → P

tal que β1γ = β′1 y β2γ = β′2, es decir, conmuta el siguiente diagrama

P ′

γ

  B
B

B
B

β′1

��

β′2

$$
P

β2 //

β1
��

A2

α2

��
A1 α1

// A.

Es relevante mencionar que el concepto dual de pullback es pushout. Expĺıci-
tamente tenemos la siguiente definición.

Definición 2.41. Sea C una categoŕıa y consideremos los morfismos
α1 : A→ A1 y α2 : A→ A2. Un diagrama conmutativo

A
α1 //

α2

��

A1

β1
��

A2 β2
// P

se llama pushout para α1 y α2 si para cada par de morfismos β′1 : A1 → P ′

y β′2 : A2 → P ′ tal que β′1α1 = β′2α2, existe un único morfismo γ : P → P ′
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tal que γβ1 = β′1 y γβ2 = β′2, es decir, conmuta el siguiente diagrama

A
α1 //

α2

��

A1

β1
�� β′1

��

A2 β2
//

β′2 ++

P
γ

!!C
C

C
C

P ′.

No es dif́ıcil demostrar que si los conceptos anteriores existen entonces son
únicos hasta isomorfismo. Lo que resulta interesante es ilustrar que en una
categoŕıa abeliana śı podemos asegurar su existencia.

Teorema 2.42. Sea A una categoŕıa abeliana, entonces existen pullbacks y
pushouts.

Demostración.
Probaremos sólo la primera afirmación, la segunda se sigue por dualidad.
En efecto, sean α1 : A1 → A y α2 : A2 → A morfismos.
Consideremos (A1 × A2, πA1 , πA2) el producto de A1 y A2 y sea (P, β) el
igualador de α1πA1 y α2πA2 . Más aún, sabemos por el teorema 2.18 que
β = ker(α1πA1 − α2πA2).
Sea βi = πAiβ para cada i ∈ {1, 2}. Por definición de β obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

P
β2 //

β1
��

A2

α2

��
A1 α1

// A.

Por otro lado, sean β′1 : P ′ → A1 y β′2 : P ′ → A2 morfismos tales que α1β
′
1 =

= α2β
′
2, deseamos exhibir la existencia de un único morfismo γ : P ′ → P tal

que β1γ = β′1 y β2γ = β′2. Por la propiedad universal de A1 × A2, existe un
único morfismo η : P ′ → A1 × A2 tal que πAiη = β′i para cada i ∈ {1, 2}.
Esto implica que

(α1πA1)η = α1(πA1η)

= α1β
′
1

= α2β
′
2

= α2(πA2η)

= (α2πA2)η.
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Dado que (P, β) es el igualador de α1πA1 y α2πA2 , existe un único morfismo
γ : P ′ → P tal que βγ = η. Luego para cada i ∈ {1, 2} se verifica que

βiγ = (πAiβ)γ

= πAi(βγ)

= πAiη

= β′i.

Finalmente, supongamos que γ′ : P ′ → P también satisface que βiγ
′ = β′i

para cada i ∈ {1, 2}, entonces πAiβγ
′ = β′i y por la unicidad del morfismo η

concluimos que βγ′ = η. No obstante η = βγ, y como β es monomorfismo se
sigue que γ = γ′.
Por lo tanto

P
β2 //

β1
��

A2

α2

��
A1 α1

// A

es el pullback para α1 y α2. Aśı, A tiene pullbacks. �

Teorema 2.43. Sea A una categoŕıa abeliana y consideremos el pullback
para los morfismos α1 y α2

P
β2 //

β1
��

A2

α2

��
A1 α1

// A.

Sea (ker(β2), j) el núcleo de β2, entonces (ker(β2), β1j) es el núcleo de α1.
En particular, β2 es monomorfismo si y sólo si α1 es monomorfismo.

Demostración.
Veamos que (ker(β2), β1j) es el núcleo de α1.

1.- α1(β1j) = (α1β1)j = (α2β2)j = α2(β2j) = α20 = 0.
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2.- Sea γ : K → A tal que α1γ = 0, deseamos hallar un único morfismo
u : K → ker(β2) tal que (β1j)u = γ.
Dado que α1γ = 0 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

K
0 //

γ

��

A2

α2

��
A1 α1

// A,

y por la propiedad universal del pullback para α1 y α2, existe un único mor-
fismo v : K → P tal que β1v = γ y β2v = 0. No obstante, (ker(β2), j) es el
núcleo de β2 y por consiguiente existe un único morfismo u : K → ker(β2)
tal que ju = v y aśı (β1j)u = β1(ju) = β1v = γ.

Finalmente, si existe otro morfismo u′ : K → ker(β2) tal que (β1j)u
′ = γ

entonces, por la unicidad de v, obtenemos que ju′ = v, y por la unicidad de
u concluimos que u = u′. Por lo tanto (ker(β2), β1j) es el núcleo de α1. �

Teorema 2.44. Sean A una categoŕıa abeliana y el cuadrado

C
β2 //

β1
��

B

α2

��
A α1

// P.

(2.6)

Consideremos la sucesión C
ϕ1−→ A ⊕ B

ϕ2−→ P , donde ϕ1 :=< β1, β2 > y
ϕ2 := [α1,−α2] (notaciones vistas en las definiciones 2.1 y 2.2). Entonces

1) ϕ2ϕ1 = 0 si y sólo si el cuadrado conmuta.

2) 0 −→ C −→ A⊕B −→ P es exacta si y sólo si el cuadrado es un pullback.

3) C −→ A⊕B −→ P −→ 0 es exacta si y sólo si el cuadrado es un pushout.

4) 0 −→ C −→ A ⊕ B −→ P −→ 0 es exacta si y sólo si el cuadrado
es un pullback y pushout.

Demostración.
Sabemos, por las definiciones de ϕ1 y ϕ2, que πAϕ1 = β1, πBϕ1 = β2,
ϕ2µA = α1, ϕ2µB = −α2 y µAπA + µBπB = 1A⊕B; donde πA, πB son las
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proyecciones y µA, µB las inclusiones.

1) Notar que

α1β1 − α2β2 = ϕ2µAπAϕ1 + ϕ2µBπBϕ1

= ϕ2(µAπA + µBπB)ϕ1

= ϕ2(1A⊕B)ϕ1

= ϕ2ϕ1.

Aśı, ϕ2ϕ1 = 0 si y sólo si α1β1 = α2β2.

2) Supongamos que 0 −→ C −→ A ⊕ B −→ P es exacta, es decir, ϕ1 =
ker(ϕ2). Para ver que 2.6 es el pullback para α1 y α2 haremos uso de la
demostración del teorema 2.42, esto es, basta con demostrar que
ϕ1 = ker(α1πA − α2πB), β1 = πAϕ1 y β2 = πBϕ1.
Las dos últimas igualdades se cumplen en general, mientras que la primera
se sigue del hecho de que

ker(α1πA − α2πB) = ker(ϕ2µAπA + ϕ2µBπB)

= ker(ϕ2(µAπA + µBπB))

= ker(ϕ2(1A⊕B))

= ker(ϕ2)

= ϕ1.

Además 2.6 es conmutativo pues por hipótesis ϕ2ϕ1 = 0. Luego 2.6 es el
pullback para α1 y α2.

Supongamos ahora que 2.6 es el pullback para α1 y α2. Entonces por la de-
mostración del teorema 2.42 obtenemos que ϕ1 = ker(α1πA−α2πB), es decir,
ϕ1 = ker(ϕ2). Por lo tanto, 0 −→ C −→ A⊕B −→ P es exacta.

3) Se realiza de manera análoga a 2).

4) Se sigue de 2) y 3). �

Teorema 2.45. Sea A una categoŕıa abeliana y consideremos el pullback
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para α1 y α2

P
β2 //

β1
��

A

α2

��
B α1

// C.

Si α2 es epimorfismo, entonces β1 también lo es.

Lo que haremos es demostrar su teorema dual.

Teorema 2.46. Sea A una categoŕıa abeliana y consideremos el pushout
para β1 y β2

C
β2 //

β1
��

B

α2

��
A α1

// P.

(2.7)

Si β2 es monomorfismo, entonces α1 también lo es.

Demostración.
Usando la misma terminoloǵıa que en el teorema 2.44 , conseguimos que si
2.7 es un pushout entonces C −→ A⊕B −→ P −→ 0 es exacta (teorema 2.44
inciso 3). Más aún, dado que πBϕ1 = β2 y β2 es monomorfismo implicamos
que ϕ1 es monomorfismo. Luego

0 −→ C
ϕ1−→ A⊕B ϕ2−→ P −→ 0

es exacta y por consiguiente 2.7 es también un pullback (teorema 2.44 inciso
4). Finalmente, por el teorema 2.43 concluimos que α1 es monomorfismo. �

2.5. Elementos de objetos en categoŕıas abe-

lianas

Es bien sabido que en matemáticas la generalización de una teoŕıa nos ayuda
a tener una visión más clara y general de lo que estamos estudiando. Sin
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embargo, a lo largo de este proceso es inevitable perder ciertas propiedades.
Por ejemplo, si C es una categoŕıa en general y A ∈ Ob(C ) carece de sentido
la expresión “x ∈ A”. Lo importante es que en una categoŕıa abeliana A
śı podemos darle un cierto significado.

Definición 2.47. Sean A una categoŕıa abeliana y A ∈ Ob(A ).

1) Un elemento de A es un morfismo x : X → A. En śımbolos, x ∈∗ A.

2) Dos elementos x, y ∈∗ A se dicen equivalentes si existen epimorfismos
u, v tales que xu = yv, es decir, tal que hacen conmutar el siguiente diagrama

U
v //___

u

���
�
� X ′

y

��
X x

// A.

En śımbolos, x ≡ y.

Teorema 2.48. ≡ es una relación de equivalencia sobre A.

Demostración.
Es claro que ≡ es reflexiva y simétrica.
Veamos que ≡ es transitiva. Sean x, y, z ∈∗ A, donde A ∈ Ob(A ) y A es
una categoŕıa abeliana, tales que x ≡ y y y ≡ z. Entonces existen u1, u2, v1

y v2 epimorfismos tales que hacen conmutar los siguiente diagramas

U
u1 //

u2
��

Y

y

��
X x

// A

U ′
v1 //

v2

��

Z

z
��

Y y
// A,

es decir, xu2 = yu1 y yv2 = zv1.
Por el teorema 2.42 podemos considerar el pullback para v2 y u1

P
β1 //

β2
��

U

u1
��

U ′ v2
// Y.
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Además, por el teorema 2.45 sabemos que tanto β1 como β2 también resultan
ser epimorfismos. Luego u2β1 : P → X y v1β2 : P → Z son epimorfismos
tales que

x(u2β1) = (xu2)β1

= (yu1)β1

= y(u1β1)

= y(v2β2)

= (yv2)β2

= (zv1)β2

= z(v1β2).

Esto es, x ≡ z.
Por lo tanto ≡ es una relación de equivalencia sobre A. �

Una vez acordado el significado de elementos de un objeto en una cate-
goŕıa abeliana, lo que procede es demostrar el siguiente teorema que nos
resultará muy familiar.

Teorema 2.49. Sea A una categoŕıa abeliana y consideremos los morfismos
f : A→ B y g : B → C. Entonces

1) f es monomorfismo si y sólo si para cada x ∈∗ A la condición fx ≡ 0
implica que x ≡ 0.

2) f es monomorfismo si y sólo si para cada x, y ∈∗ A tal que fx ≡ fy
implica que x ≡ y.

3) f es epimorfismo si y sólo si para cada y ∈∗ B existe x ∈∗ A tal que
fx ≡ y.

4) f es el morfismo cero si y sólo si para cada x ∈∗ A se verifica que fx ≡ 0.

5) La sucesión

A
f−→ B

g−→ C

es exacta si y sólo si gf = 0 y para cada y ∈∗ B con gy ≡ 0 existe x ∈∗ A
tal que fx ≡ y.
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Demostración.
1) Supongamos que f es monomorfismo y sea x ∈∗ A tal que fx ≡ 0, enton-
ces existen u y v epimorfismos con la propiedad de que fxu = 0v = 0 = f0.
Por ser f monomorfismo obtenemos que xu = 0 = 0v, esto es, x ≡ 0.

Supongamos ahora que para cada x ∈∗ A la condición fx ≡ 0 implica que
x ≡ 0 y veamos que f es monomorfismo. En efecto:
Sean h, k morfismos tales que fh = fk, entonces f(h − k) = 0 y por consi-
guiente f(h− k) ≡ 0. Luego, por hipótesis, (h− k) ≡ 0; es decir, existen u, v
epimorfismos tales que (h− k)u = 0v = 0 = 0u y por tanto h− k = 0 (pues
u es epimorfismo), esto es, h = k. Luego f es monomorfismo.

2) Supongamos que f es monomorfismo y sean x, y ∈∗ A tal que fx ≡
fy, entonces existen u y v epimorfismos tales que fxu = fyv. Por ser f
monomorfismo conseguimos que xu = xv con u y v epimorfismos, esto es,
x ≡ v.
Supongamos ahora que para cada x, y ∈∗ A tal que fx ≡ fy implica que
x ≡ y, entonces se verifica que para cada x ∈∗ A la condición fx ≡ 0 implica
que x ≡ 0. Luego, por el inciso anterior, f es monomorfismo.

3) Supongamos que f es epimorfismo y sea y ∈∗ B. Por el teorema 2.42 existe
el pullback para f y y

P
β1 //

β2
��

Y

y

��
A

f
// B.

Además, como f es epimorfismo se sigue que β1 también lo es. Tomando
x = β2 obtenemos que fx = fx1P = yβ1 con 1P y β1 epimorfismos; esto es,
fx ≡ y.

Supongamos ahora que para cada y ∈∗ B existe x ∈∗ A tal que fx ≡ y y
veamos que f es un epimorfismo.
Sean r, s morfismos tales que rf = sf . Tomando y = 1B en nuestra hipótesis
obtenemos que existe x ∈∗ A tal que fx ≡ 1B, es decir, existen epimorfismos
u y v tales que fxu = 1Bv = v y por consiguiente rfxu = sfxu, esto es,
rv = sv. Dado que v es un epimorfismo se sigue que r = s y por lo tanto f
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es un epimorfismo.

4) Evidente que se cumple.

Supongamos ahora que para cada x ∈∗ A se verifica que fx ≡ 0 y veamos
que f es el morfismo cero. En efecto, tomando x = 1A en nuestra hipótesis
obtenemos que fx = f1A = f ≡ 0, esto es, existen u y v epimorfismos tales
que fu = 0v = 0 = 0u, y como u es epimorfismo concluimos que f = 0.

5) Supongamos que

A
f−→ B

g−→ C (2.8)

es exacta, entonces gf = 0.
Resta probar que para cada y ∈∗ B con gy ≡ 0 existe x ∈∗ A tal que fx ≡ y.
En efecto, sea y ∈∗ B tal que gy ≡ 0, entonces existen u y v epimorfismos
tales que gyu = 0v = 0 = 0u y por consiguiente gy = 0 (pues u es epimor-
fismo). Consideremos la factorización canónica f = me donde m = im(f)
y e = coim(f), dado que 2.9 es exacta conseguimos que m = ker(g). Lue-
go, como gy = 0 existe un único morfismo γ : K → Dom(m) tal que y = mγ.

Por otro lado, consideremos el pullback para γ y e

P
β1 //

β2
��

K

γ

��
A e

// Dom(m).

Por el teorema 2.45, β1 resulta ser epimorfismo. Aśı, tomando x = β2 obte-
nemos que fx1A = meβ2 = mγβ1 = yβ1 con 1A y β1 epimorfismos, es decir,
fx ≡ y.

Supongamos ahora que gf = 0 y para cada y ∈∗ B con gy ≡ 0 existe x ∈∗ A
tal que fx ≡ y. Veamos que 2.8 es exacta.

Consideremos la factorización f = me donde m = im(f) y e = coim(f),
probaremos que m = ker(g). En efecto, dado que gf = gme = 0 y e es un
epimorfismo se sigue que gm = 0.
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Sea α : K −→ B un morfismo tal que gα = 0. Entonces gα ≡ 0 y por tanto,
por hipótesis, existe x ∈∗ A tal que fx ≡ α, esto es, existen epimorfismos u
y v tal que mexu = αv.
Por el teorema 2.42 podemos considerar el pullback para los morfismos m y
α

P
β2 //

β1
��

K

α

��
im(f) m

// B.

Por la propiedad universal del pullback P existe un único morfismo γ :
Dom(γ) −→ P tal que β1γ = exu y β2γ = v.
Notar que β2 es un monomorfismo pues m lo es (teorema 2.43), más aún β2 es
un epimorfismo pues v lo es y β2γ = v. Luego β2 es un isomorfismo debido a
que toda categoŕıa abeliana es balanceada y por consiguiente m(β1β

−1
2 ) = α.

Si existiera otro morfismo ξ tal que mξ = α entonces ξ = β1β
−1
2 pues m es

un monomorfismo.
Luego m = ker(g) y por lo tanto 2.8 es exacta. �

2.6. Lemas clásicos en categoŕıas abelianas

En esta sección ilustraremos que los lemas del 4 y del 5, que se cumpĺıan en
la categoŕıa RM, siguen siendo válidos en una categoŕıa abeliana.

2.6.1. Lema del cuatro y del cinco

Teorema 2.50. (Lema del 4) Sea A una categoŕıa abeliana y supongamos
que

A1
f1 //

ϕ1

��

A2
f2 //

ϕ2

��

A3
f3 //

ϕ3

��

A4

ϕ4

��
B1 g1

// B2 g2
// B3 g3

// B4

es conmutativo con filas exactas. Si ϕ1 es epimorfismo y ϕ2, ϕ4 son mono-
morfismos entonces ϕ3 es monomorfismo.
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Demostración.
Antes probaremos la siguiente afirmación.

Afirmación. f1 y g1 tienen imágenes isomorfas.
En efecto:
Consideremos las siguientes factorizaciones de f y g a través de sus imágenes:

A1
e1−→ I1

m1−→ A2 y B1
e2−→ I2

m2−→ B2.

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A1
e1 //

ϕ1

��

I1
m1 //

θ
��

A2

ϕ2

��
B1 e2

// I2 m2

// B2.

(Para mayor detalle acerca de la existencia del morfismo θ con dicha pro-
piedad se recomienda ver la sección 3.3, espećıficamente la construcción del
funtor Bn.)
Debido a la conmutatividad del diagrama anterior y a que m1 y ϕ2 son mono-
morfismos se sigue que θ también lo es. Similarmente, por la conmutatividad
del diagrama mencionado y porque e2 y ϕ1 son epimorfismos concluimos que
θ también lo es. Luego θ es un bimorfismo y por tanto un isomorfismo (pues
toda categoŕıa abeliana es balanceada), quedando aśı demostrada la afirma-
ción.

Ahora, sean (ker(fi), ji) el núcleo de fi para cada i ∈ {1, 2, 3} y (ker(gi), j
∗
i )

el núcleo de gi para cada i ∈ {1, 2, 3}. Por la afirmación anterior sabemos que
ker(f2) = im(f1) ∼= im(g1) = ker(g2) y por consiguiente tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

0 // im(f1)
j2 //

1im(f1)

��

A2
q2 //

ϕ2

��

ker(f3) = im(f2) //

ψ
��

0

0 // im(f1)
j∗2

// B2 q∗2

// ker(g3) = im(g2) // 0,

donde q2 = coim(f2) y q∗2 = coim(g2). Más aún, el diagrama anterior posee
filas exactas pues j2, j∗2 son monomorfismos; q2, q∗2 son epimorfismos y además
ker(q2) = ker(f2) = j2, ker(q∗2) = ker(g2) = j∗2 .
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Por el teorema 2.39 obtenemos que ψ es un monomorfismo pues ϕ2 lo es.
Finalmente, observar que el siguiente diagrama es conmutativo y posee filas
exactas

0 // ker(f3)
j3 //

ψ

��

A3
f3 //

ϕ3

��

A4

ϕ4

��
0 // ker(g3)

j∗3

// B3 g3
// A4.

Luego las hipótesis del teorema 2.36 se cumplen y por tanto ϕ3 es un mono-
morfismo. �

Dualmente:

Teorema 2.51. Sea A una categoŕıa abeliana y supongamos que

A1
f1 //

ϕ1

��

A2
f2 //

ϕ2

��

A3
f3 //

ϕ3

��

A4

ϕ4

��
B1 g1

// B2 g2
// B3 g3

// B4

es conmutativo con filas exactas. Si ϕ4 es monomorfismo y ϕ1, ϕ3 son epi-
morfismos, entonces ϕ2 es epimorfismo.

�

Teorema 2.52. (Lema del 5) Sea A una categoŕıa abeliana y supongamos
que

A1
f1 //

ϕ1

��

A2
f2 //

ϕ2

��

A3
f3 //

ϕ3

��

A4
f4 //

ϕ4

��

A5

ϕ5

��
B1 g1

// B2 g2
// B3 g3

// B4 g4
// B5

es conmutativo con filas exactas. Si

1) ϕ2 y ϕ4 son isomorfismos,

2) ϕ1 es epimorfismo y
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3) ϕ5 es monomorfismo

entonces ϕ3 es isomorfismo.

Demostración.
ϕ3 es monomorfismo por el teorema 2.50, mientras que el teorema 2.51 afirma
que ϕ3 es epimorfismo. Por lo tanto ϕ3 es un isomorfismo debido a que toda
categoŕıa abeliana es balanceada. �

2.6.2. Lema de la serpiente

Teorema 2.53. Sea A una categoŕıa abeliana y supongamos que

0 // A1
ϕ //

f1
��

A2
π //

f2
��

A3
//

f3
��

0

0 // B1 ψ
// B2 ρ

// B3
// 0

es conmutativo con filas exactas. Si extendemos el diagrama anterior inclu-
yendo núcleos y conúcleos obtenemos el diagrama conmutativo

0

��

0

��

0

��
0 // ker(f1)

ϕ //

j1
��

ker(f2) π //

j2
��

ker(f3)

j3
��

0 // A1
ϕ //

f1
��

A2
π //

f2
��

A3
//

f3
��

0

0 // B1 ψ
//

q1
��

B2 ρ
//

q2
��

B3
//

q3
��

0

coker(f1)

��

ψ

// coker(f2)

��

ρ
// coker(f3)

��

// 0

0 0 0

(2.9)
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donde (ker(fi), ji) es el núcleo de fi y (qi, coker(fi)) es el conúcleo de fi para
cada i ∈ {1, 2, 3}. Entonces el diagrama 2.8 tiene filas y columnas exactas.
Además existe δ : ker(f3) −→ coker(f1) tal que

0 −→ ker(f1) −→ ker(f2) −→ ker(f3)
δ−→ (2.10)

coker(f1) −→ coker(f2) −→ coker(f3) −→ 0

es exacta.

Demostración.
Es claro que los morfismos ϕ, π, ψ y ρ se inducen por las definiciones de
ker(f2), ker(f3), coker(f1) y coker(f2) respectivamente.
Veamos que el diagrama 2.9 posee filas y columnas exactas, para ello sólo
probaremos que las sucesiones

0 −→ ker(f1)
j1−→ A1

f1−→ B1
q1−→ coker(f1) −→ 0

0 −→ ker(f1)
ϕ−→ ker(f2)

π−→ ker(f3)

son exactas, pues la demostración de la exactitud de las demás filas y colum-
nas se hace de manera similar. En efecto:

Por construcción j1 = ker(f1) y q1 = coker(f1), luego la sucesión

0 −→ ker(f1)
j1−→ A1

f1−→ B1
q1−→ coker(f1) −→ 0

es exacta.
Para demostrar la exactitud deseada usaremos el inciso 5 del teorema 2.49.
Notar que j3π ϕ = πϕj1 = 0j1 = 0 y como j3 es un monomorfismo implicamos
que π ϕ = 0.
Por otro lado, sea x ∈∗ ker(f2) tal que πx ≡ 0. Dado que πj2x ≡ j3πx ≡ 0
se sigue que existe y ∈∗ A1 tal que ϕy ≡ j2x. Además, como ψf1y = f2ϕy ≡
f2j2x ≡ 0 y ψ es un monomorfismo implicamos que f1y ≡ 0. Por consiguiente
existe z ∈∗ ker(f1) tal que j1z ≡ y pues la primera columna del diagrama
2.9 es exacta. Más aún, dado que j2ϕz ≡ ϕj1z ≡ ϕy ≡ j2x y j2 es un
monomorfismo se sigue que ϕz ≡ x. Esto implica que

ker(f1)
ϕ−→ ker(f2)

π−→ ker(f3)

es exacta. Sin embargo, ϕ es un monomorfismo pues j2ϕ = ϕj1 con ϕj1 un
monomorfismo. Por lo tanto

0 −→ ker(f1)
ϕ−→ ker(f2)

π−→ ker(f3)
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es exacta.
Veamos la existencia del morfismo δ.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

P

β2
���
�
�

β1 //___ ker(f3)

j3
��

0 // A1

α

::u
u

u
u

u
u ϕ //

f1
��

A2
π //

f2
��

A3
//

f3
��

0

0 // B1

q1
��

ψ
// B2

γ2

���
�
� ρ

// B3
// 0

coker(f1) γ1
//___ F

α∗

;;w
w

w
w

w ,

donde P es el pullback para j3 y π, mientras que F es el pushout para q1 y
ψ (notar que el teorema 2.42 nos garantiza que P y F existen). Además, la
existencia de los morfismos α y α∗ tales que ϕ = β2α y ρ = α∗γ2 se debe a
las propiedades universales de P y F respectivamente.
Dado que π es un epimorfismo se sigue que β1 también lo es (teorema 2.45)
y en virtud del teorema 2.46 concluimos que γ1 es un monomorfismo pues
ψ lo es. Más aún, el teorema 2.43 y su dual nos garantizan que β2 es un
monomorfismo pues j3 lo es y γ2 es un epimorfismo debido a que q1 también
lo es.
Sea δ0 := γ2f2β2, entonces

δ0α = γ2f2ϕ

= γ2ψf1

= γ1q1f1

= 0.

De manera similar también se verifica que α∗δ0 = 0.

Afirmación 1. (A1, α) es el núcleo de β1.

En efecto:
Es claro que β1α = 0.
Sea u : D −→ P tal que β1u = 0, entonces 0 = j3β1u = πβ2u y dado
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que (A1, ϕ) es el núcleo de π se sigue que existe un morfismo v tal que
β2u = ϕv = β2αv y por consiguiente u = αv (pues β2 es un monomorfismo).
Si existiera otro morfismo v′ tal que u = αv = αv′ entonces β2αv = β2αv

′,
es decir, ϕv = ϕv′ y por tanto v = v′ pues ϕ es un monomorfismo.
Por lo tanto (A1, α) es el núcleo de β1 y dado que β1 es un epimorfismo se
sigue que coker(α) = β1.

De la misma manera concluimos que (coker(f1), γ1) es el núcleo de α∗.
Como δ0α = 0 y coker(α) = β1 entonces existe un único morfismo
m1 : ker(f3) −→ F tal que δ0 = m1β1.
No obstante, en virtud de que 0 = α∗δ0 = α∗m1β1 y β1 es un epimorfismo se
sigue que α∗m1 = 0. Dado que (coker(f1), γ1) es el núcleo de α∗ concluimos
que existe un único morfismo δ : ker(f3) −→ coker(f1) tal que γ1δ = m1.
Luego el morfismo δ0 se factoriza de manera única como

δ0 = γ1δβ1,

donde δ : ker(f3) −→ coker(f1) es el morfismo conector requerido.

Antes de seguir veamos el efecto del morfismo δ sobre un elemento de ker(f3)
(comparar con el diagrama 2.11).
Sea x ∈∗ ker(f3) ⊂ A3. Por ser π un epimorfismo existe y ∈∗ A2 tal que
πy ≡ j3x. Entonces ρf2y ≡ f3πy ≡ f3j3x ≡ 0, esto es, f2y ∈∗ ker(ρ) = im(ψ)
y por tanto existe z ∈∗ B1 tal que ψz ≡ f2y (si existiera otro z1 ∈∗ B1 tal
que ψz1 ≡ f2y entonces z1 ≡ z pues ψ es un monomorfismo).

x

j3
��

y π //

f2
��

j3x

f3

��
z

q1

��

ψ
// f2y ρ

// 0

q1z

(2.11)

Afirmación 2. q1z ≡ δx.
Dado que πy ≡ j3x y P es un pullback para j3 y π, existe w ∈∗ P tal que
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β2w ≡ y y β1w ≡ x. Entonces

γ1δx ≡ γ1δβ1w

≡ δ0w

≡ γ2f2β2w

≡ γ2f2y

≡ γ2ψz

≡ γ1q1z

y por consiguiente δx ≡ q1z pues γ1 es un monomorfismo. Por lo tanto queda
demostrada la afirmación 2. Más aún, el anterior argumento tambień demues-
tra que δx es independiente de la elección del elemento y ∈∗ A2 y por tanto
sólo depende de x.

Finalmente, veamos que la sucesión 2.10 es exacta en ker(f3) y coker(f1).
Para probar que δπ = 0 basta demostrar que para cada w ∈∗ ker(f2) se
verifica que δπw = 0.
Sea w ∈∗ ker(f2) entonces x := πw ∈∗ ker(f3) satisface que j3x = j3πw =
πj2w. Luego podemos tomar y = j2w en la descripción del efecto del morfis-
mo δ y aśı obtenemos que f2y = f2j2w ≡ 0, es decir, z = 0 en el diagrama
2.11 y por consiguiente 0 = q10 ≡ δx ≡ δπw, esto es, δπ = 0. Por lo tanto
im(π) ⊂ ker(δ).
Resta probar que ker(δ) ⊂ im(π). Para ello sea x ∈∗ ker(f3) tal que δx ≡ 0,
esto significa que en el diagrama 2.11, q1z ≡ 0. Por la exactitud de la primera
columna del diagrama 2.9, existe t ∈∗ A1 tal que f1t ≡ z, lo cual implica que
f2ϕt ≡ ψf1t ≡ ψz ≡ f2y.
Sea u := y − ϕt, entonces πu ≡ πy = j3x y f2u ≡ 0. No obstante por
definición de j2 existe x0 ∈∗ ker(f2) tal que j2x0 ≡ u, es decir, j3πx0 =
πj2x0 = πu ≡ j3x y como j3 es un monomorfismo se sigue πx0 ≡ x, esto es,
x ∈∗ im(π).

De manera análoga se prueba que im(δ) = ker(ψ).
Por lo tanto la sucesión 2.10 es exacta. �
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2.6.3. El teorema de Inmersión completa

Con lo desarrollado hasta el momento hemos observado que una categoŕıa
abeliana posee bastantes propiedades interesantes y teoremas muy parecidos
a los que se teńıan en la categoŕıa Rm. Si deseamos averiguar más acerca
de esta estrecha relación, el teorema de Inmersión completa es la clave. Des-
afortunadamente su demostración se escapa de los objetivos de esta tesis, sin
embargo, considero relevante mencionarlo debido a sus sorprendentes conse-
cuencias.

Teorema 2.54. (Teorema de Inmersión) Toda categoŕıa abeliana pequeña
A admite una inmersión fiel, covariante y exacta en la categoŕıa de grupos
abelianos Ab.

Este teorema fue demostrado independientemente por Lubkin, Heron y Freyd.
Su importancia radica en que si deseamos demostrar un enunciado que invo-
lucra exactitud y conmutatividad de un diagrama en una categoŕıa abeliana,
basta probarlo en la categoŕıa Ab.
No obstante, debido a que la inmersión en el teorema anterior no es ne-
cesariamente plena, surgen problemas con las proposiciones concernientes a
la demostración de existencia de morfismos en un diagrama. Este problema
fue resuelto años después por B. Mitchell. Su resultado se conoce como el
teorema de Inmersión completa.

Teorema 2.55. (Teorema de Inmersión completa) Toda categoŕıa abeliana
pequeña A admite una inmersión fiel, plena, exacta y covariante en una
categoŕıa Rm para algún anillo R.



60 Categoŕıas abelianas



Caṕıtulo 3

Funtores aditivos y complejos

A lo largo de este caṕıtulo estudiaremos con más detalle a los funtores aditivos
entre categoŕıas abelianas, en particular, a los que preservan propiedades de
exactitud. Cabe señalar que de aqúı en adelante nuestra referencia principal
será [9].

3.1. Funtores aditivos

Anteriormente ya hemos definido el concepto de funtor aditivo entre cate-
goŕıas aditivas, lo que sigue es dilucidar el caso en el que el funtor tenga más
de una variable.

Definición 3.1. Sea t : A1 × ...×An−→A un funtor entre categoŕıas abe-
lianas. El funtor t es aditivo si ∀ Ak, A′k ∈ Ob(Ak) con k ∈ {1, .., n} y
∀ ϕk, ψk ∈ Hom(Ak, A

′
k) se cumple que

t(1, ..., ϕk + ψk, ..., 1) = t(1, ..., ϕk, ..., 1) + t(1, ..., ψk, ..., 1).

De esta definición se sigue que t(ϕ1, ..., ϕn) = 0 si cada ϕk = 0. Además, si
Ak = 0 para algún k ∈ {1, ..., n} entonces t(1A1 , .., 1An) = 0 dado que 1Ak = 0.

Lo que ahora nos interesa es clasificar a los funtores aditivos que preservan
exactitud.

Definición 3.2. Sea t : A1 × A2−→A un funtor aditivo, covariante en la
primera variable y contravariante en la segunda. Si para sucesiones exactas
arbitrarias A′k−→Ak−→A′′k en Ak con k ∈ {1, 2}, las sucesiones

61



62 Funtores aditivos y complejos

t(A′1, A2)−→t(A1, A2)−→t(A′′1, A2)

t(A1, A
′′
2)−→t(A1, A2)−→t(A1, A

′
2)

son exactas, entonces el funtor t se denomina exacto.

Antes de proseguir, acordamos que de aqúı en adelante sólo consideraremos
un funtor t : A1×A2−→A entre categoŕıas abelianas covariante en la primera
variable y contravariante en la segunda, a menos que se indique lo contrario.

Veamos algunas caracterizaciones de un funtor exacto.

Teorema 3.3. Un funtor aditivo t : A1×A2−→A entre categoŕıas abelianas,
covariante en la primera variable y contravariante en la segunda, es exacto
si y sólo si para toda sucesión exacta corta 0−→A′k−→Ak−→A′′k−→0 en Ak,
las sucesiones

0 −→t(A′1, A2)−→t(A1, A2)−→t(A′′1, A2)−→0

0 −→t(A1, A
′′
2)−→t(A1, A2)−→t(A1, A

′
2)−→0

son exactas.

Demostración.
Es evidente la necesidad.

Supongamos ahora las hipótesis y veamos que t es exacto. Para ello sea

A′1
f−→ A1

g−→ A′′1 una sucesión exacta en A1 y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

A′1
f //

e1
��????????

A1
g //

e2   AAAAAAAA A′′1
q

  AAAAAAAA

I ′

j
??~~~~~~~

??~~~~~~~
I

  @@@@@@@@

m1

??��������
I ′′

!!BBBBBBBB

m2

>>}}}}}}}
M

��@@@@@@@@

0

??�������
0

>>~~~~~~~~
0

==||||||||
0 0

(3.1)

donde (I ′, j) es el núcleo de f , (e1, I) es la coimagen de f , (I,m1) es la ima-
gen de f , (e2, I

′′) es la coimagen de g, (I ′′,m2) es la imagen de g y finalmente
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(q,M) es el conúcleo de g.

Afirmamos que las sucesiones

0−→I ′ j−→ A′1
e1−→ I−→0

0−→I m1−→ A1
e2−→ I ′′−→0

0−→I ′′ m2−→ A′′1
q−→M−→0

son exactas.
En efecto, para la primera sucesión notar que, por el teorema 2.17, j =
ker(f) = = ker(m1e1) = ker(e1). Además j es monomorfismo y e1 es epimor-

fismo. Luego, por la observación 2.34, 0−→I ′ j−→ A′1
e1−→ I−→0 es exacta.

Para la segunda sucesión observar que im(m1) = ker(coker(m1)) = m1

pues m1 es monomorfismo. Más aún, m1 = im(f) = ker(g) = ker(m2e2) =
= ker(e2). Además m1 y e2 son monomorfismo y epimorfismo respectivamen-
te. Por tanto, 0−→I m1−→ A1

e2−→ I ′′−→0 es exacta.

Finalmente, para la última sucesión notar que q = coker(g) = coker(m2e2) =
= coker(m2) (teorema 2.17). Además, m2 es monomorfismo y q es epimor-

fismo. Luego, por la observación 2.34, 0−→I ′′ m2−→ A′′1
q−→M−→0 es exacta.

Aplicando t( , A2) al diagrama 3.1 obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

t(A′1, A2)
t(f,1) //

t(e1,1) &&LLLLLLLLLL
t(A1, A2)

t(g,1) //

t(e2,1) &&MMMMMMMMMM
t(A′′1, A2)

t(q,1)

&&MMMMMMMMMM

t(I ′, A2)

t(j,1)
88qqqqqqqqqq

88qqqqqqqqqq
t(I, A2)

&&MMMMMMMMMMMM

t(m1,1)

88rrrrrrrrrr
t(I ′′, A2)

&&NNNNNNNNNNNN

t(m2,1)

88qqqqqqqqqq
t(M,A2)

$$HHHHHHHHH

0

;;wwwwwwwww
0

88qqqqqqqqqqqq
0

88pppppppppppp
0 0.

Más aún, por hipótesis, las siguientes sucesiones cortas resultan ser exactas

0−→t(I ′, A2)
t(j,1)−→ t(A′1, A2)

t(e1,1)−→ t(I, A2)−→0

0−→t(I, A2)
t(m1,1)−→ t(A1, A2)

t(e2,1)−→ t(I ′′, A2)−→0

0−→t(I ′′, A2)
t(m2,1)−→ t(A′′1, A2)

t(q,1)−→ t(M,A2)−→0.
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Aśı, im(t(f, 1)) = im(t(m1, 1)) y ker(t(g, 1)) = ker(t(e2, 1)).

Finalmente, dado que

0−→t(I, A2)
t(m1,1)−→ t(A1, A2)

t(e2,1)−→ t(I ′′, A2)−→0

es exacta, conseguimos que im(t(m1, 1)) = ker(t(e2, 1)) y por consiguiente
im(t(f, 1)) = ker(t(g, 1)), es decir,

t(A′1, A2)
t(f,1)−→ t(A1, A2)

t(g,1)−→ t(A′′1, A2)

es exacta.
La prueba con respecto a la variable contravariante es similar.
Luego t es exacto. �

En general los funtores aditivos no son exactos, sin embargo pueden pre-
servan la exactitud parcialmente. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.4. Sea t : A1 × A2−→A un funtor aditivo entre categoŕıas
abelianas, covariante en la primera variable y contravariante en la segunda.
Si para toda sucesión exacta corta 0−→A′k−→Ak−→A′′k−→0 en Ak, se cum-
ple que

1) Las sucesiones

t(A′1, A2)−→t(A1, A2)−→t(A′′1, A2)

t(A1, A
′′
2)−→t(A1, A2)−→t(A1, A

′
2)

son exactas, entonces el funtor se llama funtor semiexacto.

2) Las sucesiones

0−→t(A′1, A2)−→t(A1, A2)−→t(A′′1, A2)

0−→t(A1, A
′′
2)−→t(A1, A2)−→t(A1, A

′
2)

son exactas, entonces el funtor se denomina funtor exacto izquierdo.

3) Las sucesiones
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t(A′1, A2)−→t(A1, A2)−→t(A′′1, A2)−→0

t(A1, A
′′
2)−→t(A1, A2)−→t(A1, A

′
2)−→0

son exactas, entonces el funtor se llama funtor exacto derecho.

Una pregunta interesante es si en la definición 3.4 podemos prescindir de que
las sucesiones iniciales sean exactas cortas. La respuesta es śı.

Teorema 3.5. Un funtor aditivo t : A1×A2−→A entre categoŕıas abelianas,
covariante en la primera variable y contravariante en la segunda, es exacto
derecho si y sólo si para toda sucesión exacta A′1−→A1−→A′′1−→0 en A1 y
0−→A′2−→A2−→A′′2 en A2, las sucesiones

t(A′1, A2)−→t(A1, A2)−→t(A′′1, A2)−→0

t(A1, A
′′
2)−→t(A1, A2)−→t(A1, A

′
2)−→0

son exactas.

Demostración.
Sea A′1−→A1−→A′′1−→0 una sucesión exacta en A1 y consideremos el dia-
grama comutativo

A′1
f //

e1
��????????

A1
g // A′′1 // 0

I ′

j
??~~~~~~~

??~~~~~~~
I

  @@@@@@@@

m1

??��������

0

??�������
0

>>~~~~~~~~
0

(3.2)

donde (I ′, j) es el núcleo de f , (e1, I) es la coimagen de f y (I,m1) es la
imagen de f .

Además, de manera análoga a como se procedió en la demostración del teo-
rema 3.3, tenemos las siguiente sucesiones exactas cortas:

0−→I ′ j−→ A′1
e1−→ I−→0

0−→I m1−→ A1
g−→ A′′1−→0.
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Aplicando t( , A2) al diagrama 3.2 obtenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo

t(A′1, A2)
t(f,1) //

t(e1,1) &&LLLLLLLLLL
t(A1, A2)

t(g,1) // t(A′′1, A2) // 0

t(I ′, A2)

t(j,1)
88rrrrrrrrrr

88rrrrrrrrrr
t(I, A2)

&&MMMMMMMMMMMM

t(m1,1)

88rrrrrrrrrr

0

;;wwwwwwwww
0

88qqqqqqqqqqqq
0 .

Además, dado que t es un funtor exacto derecho, las siguientes sucesiones
resultan ser exactas

t(I ′, A2)
t(j,1)−→ t(A′1, A2)

t(e1,1)−→ t(I, A2)−→0 (3.3)

t(I, A2)
t(m1,1)−→ t(A1, A2)

t(g,1)−→ t(A′′1, A2)−→0. (3.4)

De 3.4 conseguimos que la sucesión

t(A′1, A2)
t(f,1)−→ t(A1, A2)

t(g,1)−→ t(A′′1, A2) −→ 0 (3.5)

es exacta en t(A′′1, A2).

Mientras que de 3.3 obtenemos que t(e1, 1) es epimorfismo y por consiguiente,
haciendo referencia al teorema 2.17, concluimos que

im(t(f, 1)) = im(t(m1, 1)t(e1, 1))

= ker(coker(t(m1, 1)t(e1, 1)))

= ker(coker(t(m1, 1)))

= im(t(m1, 1)).

No obstante, como 3.4 es exacta, im(t(m1, 1)) = ker(t(g, 1)) y por lo tanto
im(t(f, 1)) = ker(t(g, 1)).

Luego 3.5 también es exacta en t(A1, A2) y por tanto

t(A′1, A2)
t(f,1)−→ t(A1, A2)

t(g,1)−→ t(A′′1, A2) −→ 0 (3.6)

es una sucesión exacta.
La prueba en la segunda variable es similar. Luego t es un funtor exacto
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derecho.

Es evidente la suficiencia. �

Observación 3.6. En la demostración del teorema anterior se aplicó el fun-
tor t( , A2) al diagrama 3.2, sin embargo, los funtores t( , A′2) y t( , A′′2)
también pudieron ser utilizados. En el caso de la segunda variable, los fun-
tores t(A1, ), t(A′1, ) y t(A′′1, ) pueden ser empleados. Por lo tanto, en el
teorema 3.5 obtenemos en total seis sucesiones exactas.

Veamos otra caracterización útil de los funtores aditivos exactos derechos.
Para ello necesitamos un poco de teoŕıa previa. Sean Akl (1 ≤ k, l ≤ 3)
objetos de una categoŕıa abeliana A y supongamos que el diagrama

A11
α1 //

δ1
��

A12
α2 //

η1
��

A13
//

ξ1
��

0

A21
β1 //

δ2
��

A22
β2 //

η2
��

A23
//

ξ2
��

0

A31
γ1 //

��

A32
γ2 //

��

A33
//

��

0

0 0 0

(3.7)

es conmutativo, además posee filas y columnas exactas. Del diagrama anterior
podemos construir la sucesión

A12 ⊕ A21
ψ−→ A22

ϕ−→ A33 −→ 0 (3.8)

donde ψ = η1π1+β1π2 y ϕ = ξ2β2 = γ2η2, mientras que π1 : A12⊕A21 −→ A12

y π2 : A12 ⊕ A21 −→ A21 son las proyecciones canónicas.

Afirmación. La sucesión 3.8 es exacta.
En efecto, dado que β2 y ξ2 son epimorfismos, se sigue que ϕ también lo es.
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Además,

ϕψ = ϕ(η1π1 + β1π2)

= ϕη1π1 + ϕβ1π2

= (γ2η2)η1π1 + (ξ2β2)β1π2

= γ2(η2η1)π1 + ξ2(β2β1)π2

= γ20π1 + ξ20π2

= 0 + 0 = 0.

Por otro lado, usando el teorema 2.49 inciso 5, resta probar que para cada
x ∈∗ A22 tal que ϕx ≡ 0 existe y ∈∗ A12 ⊕ A21 tal que ψy ≡ x.

Sea x ∈∗ A22 tal que 0 ≡ ϕx = (γ2η2)x = γ2(η2x).

Por ser A31
γ1−→ A32

γ2−→ A33 −→ 0 una sucesión exacta, existe x31 ∈∗ A31 tal
que γ1x31 ≡ η2x (teorema 2.49 inciso 5). Además, como δ2 es epimorfismo
existe x21 ∈∗ A21 tal que δ2x21 ≡ x31.
Sea x22 := β1x21 entonces

η2x22 = η2(β1x21)

= (η2β1)x21

= (γ1δ2)x21

= γ1(δ2x21)

= γ1x31

= η2x

y por consiguiente η2(x− x22) ≡ 0.
Por otro lado, en virtud de que la columna de en medio del diagrama 3.7 es
exacta, se sigue que existe x12 ∈∗ A12 tal que η1x12 ≡ (x− x22).
Finalmente, sea y := x12 + x21 ∈∗ A12 ⊕ A21. Notar que

ψy = ψx12 + ψx21

= η1x12 + β1x21

≡ (x− x22) + x22 = x.

Por lo tanto, la sucesión 3.8 es exacta.

Una vez aclarada esta situación podemos demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 3.7. Sea t : A1 × A2−→A un funtor aditivo como en el teore-
ma 3.5. Entonces t es exacto derecho si y sólo si para toda sucesión exacta
A′1−→A1−→A′′1−→0 en A1 y 0−→A′2−→A2−→A′′2 en A2, la sucesión

t(A′1, A2)⊕ t(A1, A
′′
2)

ϕ−→ t(A1, A2) −→ t(A′′1, A
′
2) −→ 0

es exacta, donde ϕ := t(A′1 → A1, A2 → A′′2).

Demostración.
La observación 3.6 afirma que el siguiente diagrama conmutativo

t(A′1, A
′′
2) //

��

t(A1, A
′′
2) //

��

t(A′′1, A
′′
2) //

��

0

t(A′1, A2) //

��

t(A1, A2) //

��

t(A′′1, A2) //

��

0

t(A′1, A
′
2) //

��

t(A1, A
′
2) //

��

t(A′′1, A
′
2) //

��

0

0 0 0

posee filas y columnas exactas. Luego el resultado se sigue por la afirmación
demostrada anteriormente.

Ahora, dados cualesquiera objetos Ak ∈ Ak, existen sucesiones exactas

0 −→ A1
1−→ A1 −→ 0 y −→ A2

1−→ A2 −→ 0.

Entonces, por hipótesis, las siguientes sucesiones son exactas

t(A′1, A2) −→ t(A1, A2) −→ t(A′′1, A2) −→ 0

t(A1, A
′′
2) −→ t(A1, A2) −→ t(A1, A

′
2) −→ 0.

Finalmente, por el teorema 3.5 obtenemos que t es exacto derecho. �

3.2. Complejos n-graduados

Es bien sabido que en la categoŕıa RM existen los llamados bicomplejos o
complejos dobles. El objetivo de esta sección es definir la noción de colección
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n-graduada y finalmente enunciar el concepto de complejo n-graduado, el
cual será una generalización del complejo de cadenas que teńıamos en RM.

Antes, acordamos la siguiente notación: los elementos del grupo abeliano Zn
serán denotados por variables con una barra encima, esto es, i = (i1, ..., in),
j = (j1, ..., jn), k = (k1, ..., kn), etc. ek := (0, ..., ek = 1, ..., 0) con k ∈
{1, 2, ..., n}, mientras que el valor total entero de i está definido por σ(i) :=
i1 + i2 + ...+ in. Además, i ≤ j si y sólo si ik ≤ jk para cada k ∈ {1, 2, ..., n},
y de manera similar se define i ≥ j, i < j y i > j. Con i � j se denota la
negación de i ≤ j.

Definición 3.8. Sea A una categoŕıa abeliana.

1) Una colección n-graduada M en A es una colección de objetos Mi,
donde i ∈ Zn. En śımbolos, M := (Mi).

2) Una subcolección M ′ de M es una colección n-graduada M ′ := (M ′
i
)

tal que M ′
i

es un subobjeto de Mi para cada i ∈ Zn. En śımbolos, M ′ ⊂M .

3) Si M ′ ⊂ M como colecciones n-gradudas, entonces el objeto cociente
(M/M ′)i := Mi/M

′
i

está definido ∀ i ∈ Zn. Aśı, M/M ′ := ((M/M ′)i) se
denomina colección cociente de M y M ′.

4) Una colección n-graduada M se dice que es positiva (respectivamente
negativa) si Mi = 0 siempre que 0 � i (repectivamente i � 0).

5) Sean M y M ′ dos colecciones n-graduadas en A . Un homomorfismo
f : M−→M ′ de colecciones n-graduadas en A de grado p es una
colección de homomorfismos f := {fi : Mi−→M ′

i+p
} donde i, p ∈ Zn. La

composición de dichos homomorfismos se realiza componente a componente.

Notar que la condición 0 � i (repectivamente i � 0) no equivale a la expresión
i < 0 (respectivamente 0 < i).

Ejemplo 3.9. Veamos algunos ejemplos sencillos en la categoŕıa RM.

1. Si (C, d) es un complejo de cadenas, entonces d : C −→ C dada por
d = (dn : Cn −→ Cn−1)n∈Z es un morfismo de colecciones uno-graduadas de
grado −1.
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2. Si f : C −→ C ′ es un morfismo de complejos de cadenas, entonces
f = (fn : Cn −→ C ′n)n∈Z es un morfismo de colecciones uno-graduadas
de grado 0.

3. Si f, g : C −→ C ′ son morfismos de complejos de cadenas homotópi-
cas, entonces una homotoṕıa s = (sn : Cn −→ C ′n+1)n∈Z es un morfismo de
colecciones uno-graduadas de grado 1.

4. Sea (M,d′, d′′) un bicomplejo, entonces d′, d′′ : M −→ M son morfismos
de colecciones dos-graduadas de grado (−1, 0) y (0,−1) respectivamente.

Dado un morfismo f : M −→ M ′ de colecciones n-graduadas de grado p
podemos definir su imagen, núcleo, coimagen y conúcleo. Espećıficamente
tenemos que

im(f) := (im(fi−p))

ker(f) := (ker(fi))

coim(f) := M/ker(f)

coker(f) := M ′/im(f).

Recordar que una colección uno-graduada es dotada con la estructura de
complejo de cadenas introduciendo un morfismo diferenciación de grado −1.
Para el caso de una colección n-graduada se espera que sean n morfismos de
este tipo con su respectivo grado.

Definición 3.10. Sea C = (Ci) una colección n-graduada en una categoŕıa
abeliana A .

1) Un conjunto de diferenciaciones ∂ := {∂(k)} sobre C es una co-
lección de n homomorfismos ∂(k) : C−→C de grado −ek (1 ≤ k ≤ n) que
anticonmutan, esto es, para todo 1 ≤ k, k′ ≤ n,

∂(k)∂(k′) + ∂(k′)∂(k) = 0 y ∂(k)∂(k) = 0.

2) Una colección n-graduada en A junto con un conjunto de diferenciaciones
∂ se denomina complejo n-graduado en A . En śımbolos, C := (Ci, ∂

(k))
o simplemente C := (Ci, ∂).
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3) Sean C = (Ci, ∂) y C ′ = (C ′
i
, ∂′) dos complejos n-graduados. Un mor-

fismo f : C−→C ′ es un homomorfismo de complejos n-graduados de
grado p si f∂(k) = (−1)σ(p)∂′(k)f para todo 1 ≤ k ≤ n.

...

��

...

��

...

��
· · · // C(i1,i2)

∂(2) //

∂(1)

��

C(i1,i2−1)
∂(2) // //

∂(1)

��

C(i1,i2−2)
//

∂(1)

��

· · ·

· · · // C(i1−1,i2)

∂(1)

��

∂(2) // C(i1−1,i2−1)

∂(1)

��

∂(2) // C(i1−1,i2−2)

∂(1)

��

// · · ·

· · · // C(i1−2,i2)
∂(2) //

��

C(i1−2,i2−1)
∂(2) //

��

C(i1−2,i2−2)
//

��

· · ·

...
...

Figura 1

En la figura 1 se observa un fragmento de un complejo bigraduado en una
categoŕıa abeliana A .
Cabe señalar que los complejos n-graduados en una categoŕıa abeliana A
y los homomorfismos de grado 0 forman una categoŕıa, la cual denotaremos
por CompnA o simplemente CompA en el caso n = 1.

3.3. Los funtores Zn, Z ′n, Bn, B′n y Hn

En la sección 2.1 ya hemos definido los funtores K er y C oker, lo que hare-
mos en esta parte será modificarlos ligeramente para posteriormente definir
el funtor de homoloǵıa.

Primero construyamos el funtor Zn.

Sea Zn : CompA −→ A definido de la siguiente manera:
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En objetos: Sea (A, ∂) ∈ Ob(CompA ), entonces Zn((A, ∂)) := ker(∂n), don-
de ker(∂n) ∈ Ob(A ).
En morfismos: Sea f : (A, ∂) −→ (B, ∂′) un CompA -morfismo y considere-
mos el siguiente diagrama conmutativo

ker(∂n)

Zn(f)

���
�
�

jn // An
∂n //

fn

��

An−1

fn−1

��
ker(∂′n)

j′n

// Bn
∂′n

// Bn−1.

Notar que

∂′n(fnjn) = (∂′nfn)jn

= (fn−1∂n)jn

= fn−1(∂njn)

= fn−10

= 0

y como (ker(∂′n), j′n) es el núcleo de ∂′n, existe un único A -morfismo

Zn(f) : Zn((A, ∂)) −→ Zn((B, ∂′))

tal que j′nZn(f) = fnjn.

La unicidad del morfismo Zn(f) nos garantiza que en efecto Zn es un fun-
tor. Zn((A, ∂)) se llama objeto de ciclos n-dimensionales del complejo
(A, ∂).

Veamos ahora que Zn es un funtor aditivo.

Sean f, g : (A, ∂) −→ (B, ∂′) dos CompA -morfismos. Por lo anterior sabe-
mos que j′nZn(f) = fnjn y j′nZn(g) = gnjn. Por otro lado, notar que

j′n(Zn(f) + Zn(g)) = j′nZn(f) + j′nZn(g)

= fnjn + gnjn

= (fn + gn)jn.

Por la unicidad del morfismo Zn(f + g) tal que j′nZn(f + g) = (fn + gn)jn,
concluimos que Zn(f + g) = Zn(f) +Zn(g), esto es, Zn es un funtor aditivo.
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De manera muy similar se define el funtor Z ′n y también se demuestra que
es aditivo, la única diferencia será que Z ′n((A, ∂)) := coker(∂n+1).

Ahora, veamos la construcción del funtor Bn, mientras que B′n se definirá de
manera análoga.

Sea Bn : CompA −→ A definido de la siguiente manera:
En objetos: Sea (A, ∂) ∈ Ob(CompA ), entonces Bn((A, ∂)) := im(∂n+1)
donde im(∂n+1) ∈ Ob(A ).
En morfismos: Sea f : (A, ∂) −→ (B, ∂′) un CompA -morfismo y considere-
mos las factorizaciones de ∂n+1 y ∂′n+1 a través de sus imágenes

An+1
∂n+1 //

qn+1 %%KKKKKKKKK
An

im(∂n+1)

ρn+1

::uuuuuuuuu

Bn+1

∂′n+1 //

q′n+1 %%KKKKKKKKK
Bn

im(∂′n+1)
ρ′n+1

::uuuuuuuuu
.

Aśı tenemos el siguiente diagrama conmutativo

An+1

fn+1

��

∂n+1 //

qn+1 %%KKKKKKKKKK
An

fn

��

tn+1 // coker(∂n+1)

Z′n(f)

��

im(∂n+1)

ρn+1

::uuuuuuuuuu

Bn+1

∂′n+1 //

q′n+1 %%JJJJJJJJJJ
Bn

t′n+1 // coker(∂′n+1)

im(∂′n+1)
ρ′n+1

::vvvvvvvvvv
.

(3.9)

Observar que

t′n+1(fnρn+1) = (t′n+1fn)ρn+1

= (Z ′n(f)tn+1)ρn+1

= Z ′n(f)(tn+1ρn+1)

= Z ′n(f)0

= 0
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y como im(∂′n+1) = ker(t′n+1), existe un único A -morfismo

Bn(f) : Bn((A, ∂)) −→ Bn((B, ∂′))

tal que fnρn+1 = ρ′n+1Bn(f) y Bn(f)qn+1 = q′n+1fn+1.

Nuevamente la unicidad del morfismo Bn(f) nos asegura que Bn preser-
va identidades y composiciones. Además, Bn también resulta ser un fun-
tor aditivo. Bn((A, ∂)) se llama objeto de fronteras n-dimensionales
del complejo (A, ∂). Cabe mencionar que para el funtor B′n, tenemos que
B′n((A, ∂)) := coim(∂n).

Finalmente veamos la construcción del funtor Hn.
Sea f : (A, ∂) −→ (B, ∂′) un CompA -morfismo, probaremos que el siguiente
diagrama es conmutativo

Bn((A, ∂))
ϕn //

Bn(f)

��

Zn((A, ∂))

Zn(f)

��
Bn((B, ∂′))

ϕ′n

// Zn((B, ∂′)),

donde ϕn y ϕ′n son monomorfismos (usamos el hecho de que ∂∂ = 0 y
∂′∂′ = 0.) En efecto:
Usando la misma notación del diagrama 3.9, notar que tanto ∂n+1 como ∂′n+1

admiten las siguientes factorizaciones

An+1
∂n+1 //

qn+1 %%KKKKKKKKK
An

im(∂n+1) ϕn
// ker(∂n)

jn

;;vvvvvvvvv

Bn+1

∂′n+1 //

q′n+1 %%KKKKKKKKK
Bn

im(∂′n+1)
ϕ′n

// ker(∂′n)
j′n

;;wwwwwwwww
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y por tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

An+1

fn+1

��

∂n+1 //

qn+1 %%KKKKKKKKK
An

fn

��

im(∂n+1) ϕn
// ker(∂n)

jn

;;vvvvvvvvv

Bn+1

∂′n+1 //

q′n+1 %%KKKKKKKKK
Bn

im(∂′n+1)
ϕ′n

// ker(∂′n)
j′n

;;wwwwwwwww
,

es decir,

j′nϕ
′
nq
′
n+1fn+1 = fnjnϕnqn+1. (1)

No obstante, los morfismos Zn(f) : ker(∂n) −→ ker(∂′n) y Bn(f) : im(∂n+1) −→
im(∂′n+1) satisfacen que

j′nZn(f) = fnjn y q′n+1fn+1 = Bn(f)qn+1.

Usando (1) y las igualdades anteriores obtenemos que

j′nϕ
′
nBn(f)qn+1 = j′nZn(f)ϕnqn+1.

En virtud de que j′n y qn+1 son monomorfismo y epimorfismo respectivamen-
te, obtenemos lo deseado, esto es, ϕ′nBn(f) = Zn(f)ϕn.

Finalmente, sea Hn : CompA −→ A definido como:
En objetos: Sea (A, ∂) ∈ Ob(CompA ), entonces

Hn((A, ∂)) := Zn((A, ∂))/Bn((A, ∂)),

donde Zn((A, ∂))/Bn((A, ∂)) es el conúcleo del monomorfismo Bn((A, ∂)) −→
Zn((A, ∂)).
En morfismos: Sea f : (A, ∂) −→ (B, ∂′) un CompA -morfismo, entonces
Hn(f) : Hn((A, ∂)) −→ Hn((B, ∂′)) se define como el único A -morfismo que
hace conmutar el siguiente diagrama

Bn((A, ∂))
ϕn //

Bn(f)

��

Zn((A, ∂))

Zn(f)
��

//Hn((A, ∂))

Hn(f)
���
�
�

Bn((B, ∂′))
ϕ′n

// Zn((B, ∂′)) //Hn((B, ∂′)).
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Nuevamente, la unicidad del morfismo Hn(f) garantiza que Hn es efectiva-
mente un funtor. Además Hn resulta ser un funtor aditivo pues tanto Zn
como Bn lo son. Hn((A, ∂)) se denomina n-ésimo objeto de homoloǵıa
del complejo (A, ∂).

Hasta el momento los anteriores funtores sólo se han definido sobre la cate-
goŕıa CompA . ¿Será posible definirlos en general sobre la categoŕıa CompnA ?,
es decir, ¿podemos calcular el n-ésimo objeto de homoloǵıa de un complejo
n-graduado? La respuesta es śı.
Recordar que en el caso de un bi-complejo en la categoŕıa RM, se defińıa
un complejo de cadenas denominado complejo total y por tanto la homo-
loǵıa del primero quedaba en términos del segundo. Esto motiva la siguiente
definición.

Definición 3.11. Sean A una categoŕıa abeliana y C = (Ci, ∂) un complejo
n-graduado. Supongamos que existen los objetos

C̃j :=
∐
σ(i)=j

Ci (3.10)

∀ j ∈ Z. Entonces el objeto C̃j define un complejo uno-graduado C̃ = (C̃j, ∂̃),

donde ∂̃ es la diferenciación inducida por

∂̃j := ∂
(1)

j
+ ...+ ∂

(n)

j
,

es decir, ∂̃ = {∂̃j}j∈Z donde ∂̃j = [∂̃j]. El complejo C̃ se llama el complejo
asociado (uno-graduado) del complejo n-graduado C.

Observaciones 3.12. 1) Supongamos que σ(i) = i. Dado que ∂
(k)

i
: Ci −→

Ci−ek para cada k ∈ {1, 2, ..., n}, obtenemos que ∂̃i : Ci −→
∐

σ(i)=i−1

Ci y por

lo tanto, por la propiedad universal de la suma, existe un único morfismo

[∂̃i] :
∐
σ(i)=i

Ci −→
∐

σ(i)=i−1

Ci tal que hace conmutar el siguiente diagrama

∐
σ(i)=i−1

Ci
∐
σ(i)=i

Ci[∂̃i]oo_ _ _

Ci

∂̃i

ddHHHHHHHHH

µi
OO
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para cada i ∈ Z. Aśı, ∂̃i : Ci −→ Ci−1.

2) Abusando un poco de notación, ∂̃ = ∂(1) + ...+ ∂(n).

3) La propiedad de anticonmutar nos asegura que C̃ = (C̃j, ∂̃) es un complejo
uno-graduado. En efecto:
Notar que

∂̃∂̃ = (∂(1) + ...+ ∂(n))(∂(1) + ...+ ∂(n))

=
∑

∂(k)∂(k) +
∑

(∂(k)∂(k′) + ∂(k′)∂(k))

= 0 (pues cada término es igual a cero)

Es importante recalcar que 3.10 no existe en todas las categoŕıas abelianas,
por ejemplo en la categoŕıa abeliana de los grupos abelianos finitos. Sin em-
bargo, cuando el complejo n-graduado es positivo o negativo, 3.10 siempre
existe pues es una suma finita de objetos (si n = 2 y σ(i) = m entonces 3.10

posee m + 1 objetos) y por consiguiente coincide con
∏
σ(i)=j

Ci y por lo tanto

C̃j :=
⊕
σ(i)=j

Ci. En el caso que la categoŕıa abeliana admita sumas arbitrarias,

por ejemplo la categoŕıa RM, cualquier complejo n-graduado posee un com-
plejo asociado. La figura 2 de la siguiente página nos muestra el complejo

asociado de un complejo bi-graduado, en este caso, C̃n :=
∐

p+q=n

Cp,q.

Aśı pues, la construcción del complejo asociado queda en términos única-
mente del complejo n-graduado dado. Por lo tanto, si C es un comple-
jo n-graduado, Zn(C) := Zn(C̃), Z ′n(C) := Z ′n(C̃), Bn(C) := Bn(C̃),

B′n(C) := B′n(C̃) y Hn(C) := Hn(C̃), donde C̃ es el complejo asociado de C.

Definición 3.13. Un complejo n-graduado C se dice aćıclico si admite un
complejo asociado y Hn(C) = 0 para cada n ∈ Z.

Consideremos el caso n = 1. Dos morfismos f, g : (C, ∂) −→ (C ′, ∂′) de
complejos uno-graduados de grado 0 se dicen homotópicos si existe un ho-
momorfismo D : (C, ∂) −→ (C ′, ∂′) de grado 1 (llamado homotoṕıa) tal que
fn − gn = ∂′n+1Dn + Dn−1∂n para cada n ∈ Z o simplemente, si no hay con-
fusión con los sub́ındices, f − g = ∂′D+D∂. En śımbolos f ' g o D : f ' g.
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Figura 2

Resulta importante mencionar que si f y g son morfismos homotópicos en-
tonces Hn(f) = Hn(g).
La siguiente definición muestra que en el caso n > 1 no sólo tendremos una
homotoṕıa sino n en total.

Definición 3.14. Sean f, g : (C, ∂) −→ (C ′, ∂′) homomorfismos de comple-
jos n-graduados de grado 0, f es homotópica a g (en śımbolos f ' g) si
existen un conjunto de n homomorfismos de colecciones n-graduadas D(k) :
(C, ∂) −→ (C ′, ∂′) (llamadas homotoṕıas) de grado ek tal que

n∑
k=1

D(k)∂(k) + ∂′(k)D(k) = f − g

D(k)∂(k′) + ∂′(k
′)D(k) = 0 (k 6= k′).
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Por último, homomorfismos homotópicos f, g : C −→ C ′ inducen homomor-
fismos homotópicos en los complejos asociados f̃ , g̃ : C̃ −→ C̃ ′ y por tanto
Hn(f) = Hn(g). Además, dos complejos C y C ′ se dicen homotópicos si
existen morfismos f : C −→ C ′ y g : C ′ −→ C tales que gf ' 1C y fg ' 1C′ .

3.4. Funtores de complejos

Sean A , B categoŕıas abelianas y (C, ∂) un complejo uno-graduado en
A . Además, consideremos F : A −→ B un funtor aditivo. Sabemos que
(F (C), F (∂)) resulta ser un complejo uno-graduado en B.

Por otro lado, consideremos t : A1 × A2 −→ A un funtor aditivo en-
tre categoŕıas abelianas, C(1) = (C(1), ∂(1)) y C(2) = (C(2), ∂(2)) complejos
uno-graduados en A1 y A2 respectivamente. ¿Habrá una manera de definir
t(C(1), C(2)) de tal forma que resulte ser un complejo bi-graduado en A ? Lo
que haremos en esta sección será darle una respuesta a la anterior pregunta,
y para ello iniciamos con un ejemplo en RM.

Sea ⊗ : MR×RM −→ Ab el bifuntor producto tensorial, el cual es un funtor
aditivo y covariante en ambas variables. Además, sean C(1) = (C(1), ∂(1)) y
C(2) = (C(2), ∂(2)) complejos uno-graduados en MR y RM respectivamente.
Entonces

Ti := C
(1)
i1
⊗ C(2)

i2
,

donde i = (i1, i2), forma una colección bi-graduada T = (Ti)i∈Z2 . El objetivo
es extender dicha colección a un complejo bi-graduado usando las diferencia-
ciones ∂(1) y ∂(2).
La manera más inmediata de definir el conjunto de diferenciaciones ∂ de T
es

∂
(1)

i
:= ∂

(1)
i1
⊗ 1 y ∂

(2)

i
:= 1⊗ ∂(2)

i2
.

Estos morfismos resultan ser de grados −e1 y −e2 respectivamente, asimismo
∂(1)∂(1) = 0 y ∂(2)∂(2) = 0. Sin embargo, no anticonmutan. La solución es
introducir una ligera modificación en el segundo morfismo:

∂
(1)

i
:= ∂

(1)
i1
⊗ 1 y ∂

(2)

i
:= (−1)i11⊗ ∂(2)

i2
.
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Aśı obtenemos que si i = (i1, i2), entonces:

∂
(1)

i−e2
∂

(2)

i
+ ∂

(2)

i−e1
∂

(1)

i
= (−1)i1(∂

(1)
i1
⊗ 1)(1⊗ ∂(2)

i2
) + (−1)i1−1(1⊗ ∂(2)

i2
)(∂

(1)
i1
⊗ 1)

= (−1)i1(∂
(1)
i1
⊗ ∂(2)

i2
− ∂(1)

i1
⊗ ∂(2)

i2
)

= 0

Por lo tanto, (T, ∂(1), ∂(2)) forma un bi-complejo en Ab. Todo lo anterior
motiva la siguiente definición.

Definición 3.15. Sea t : A1 × ... × An−→A un funtor aditivo entre cate-
goŕıas abelianas, covariante en alguna variable y contravariante en las demás.

1) Sea A(k) una colección uno-graduada en Ak (1 ≤ k ≤ n), entonces de-
finimos la colección n-graduada t(A(1), ..., A(n)) dada por

ti(A
(1), ..., A(n)) := t(A

(1)
ε1i1

, ..., A
(n)
εnin

),

donde i = (i1, ..., in), εk = 1 si t es covariante en la k-ésima variable y
εk = −1 si t es contravariante en la k-ésima variable.

2) Si B(k) es una colección uno-graduada en Ak con k ∈ {1, ..., n} y f (k) :
A(k) −→ B(k) (si la k-ésima variable es covariante) o f (k) : B(k) −→ A(k)

(si la k-ésima variable es contravariante) son homomorfismos de grado pk,
entonces t(f (1), ..., f (n)) es el homomorfismo de colecciones n-graduadas de
grado p = (p1, ..., pn),

t(f (1), ..., f (n)) : t(A(1), ..., A(n)) −→ t(B(1), ..., B(n)),

definida como

ti(f
(1), ..., f (n)) := (−1)εt(f

(1)
l1
, ..., f

(n)
ln

),

donde ε := −
∑
j<k

ijpk, lk = ik si la k-ésima variable es covariante y lk =

−ik + pk si la k-ésima variable es contravariante.

Si g(k) : B(k) −→ C(k) son homomorfismos de grado qk y h(k) = g(k)f (k),
entonces

t(h(1), ..., h(n)) = (−1)ηt(g(1), ..., g(n))t(f (1), ..., f (n)),
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donde η =
∑
j<k

pjqk.

Finalmente, la siguiente definición responde, de manera más general y con-
creta, nuestra pregunta inicial.

Definición 3.16. Si t : A1 × ... × An−→A es un funtor aditivo entre ca-
tegoŕıas abelianas y C(k) := (C

(k)

i
, ∂(k)) son complejos uno-graduados en Ak

(1 ≤ k ≤ n), entonces t(C(1), ..., C(n)) denota al complejo n-graduado

t(C(1), ..., C(n)) := (ti(C
(1), ..., C(n)), ∂(k)),

donde, abusando un poco de notación, ∂(k) := t(1, .., ∂(k), ..., 1).

Observación 3.17. Dado que el funtor t es aditivo, el conjunto de diferen-
ciaciones {∂(1), ..., ∂(n)} verifica que

∂(k)∂(k) = t(1, .., ∂(k), ..., 1)t(1, .., ∂(k), ..., 1)

= t(1, .., ∂(k)∂(k), ..., 1)

= t(1, ..., 0, ..., 1)

= 0

y

∂(k)∂(k′) + ∂(k′)∂(k) = t(1, .., ∂(k), ..., 1)t(1, .., ∂(k′), ..., 1) +

+t(1, .., ∂(k′), ..., 1)t(1, .., ∂(k), ..., 1)

= t(1, .., ∂(k)∂(k′) + ∂(k′)∂(k), ..., 1)

= t(1, ..., 0, ..., 1)

= 0

Esto es, t(C(1), ..., C(n)) := (ti(C
(1), ..., C(n)), ∂(k)) es en efecto un complejo

n-graduado.

De esta manera, el funtor aditivo t : A1 × ... × An−→A es extendido a un
funtor

t : CompA1
× ...× CompAn−→CompnA .

Si la categoŕıa abeliana A posee sumas arbitrarias, podemos construir el
complejo asociado uno-graduado y aśı obtener un funtor

t : CompA1
× ...× CompAn−→CompA .
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Por último, si D(k) : f (k) ' g(k) son homotoṕıas (1 ≤ k ≤ n) entonces, abu-
sando un poco de notación, D(k) := t(1, ..., D(k), ..., 1) define una homotoṕıa
D : t(f (1), ..., f (n)) ' t(g(1), ..., g(n)).
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Caṕıtulo 4

Funtores derivados en
categoŕıas abelianas

Los funtores derivados aparecen cuando se estudia el efecto de los funtores
aditivos en la homoloǵıa de los complejos uno-graduados más simples: las
resoluciones proyectiva e inyectiva de un objeto dado. Además, las resolu-
ciones de sucesiones exactas cortas y el Lema de la Serpiente nos ayudarán
a demostrar la existencia de sucesiones exactas largas que involucran a los
funtores derivados izquierdos o a los funtores derivados derechos.

4.1. Resoluciones proyectivas e inyectivas

Definición 4.1. Sean A una categoŕıa y P ∈ Ob(A ).

1) Se dice que P es proyectivo si para cada diagrama

P

g

��

h

��~
~

~
~

A
f
// B // 0

con fila exacta (es decir, f es un epimorfismo), existe h : P −→ A tal que
fh = g.

2) A tiene proyectivos si cada objeto A es un objeto cociente de un objeto
proyectivo P , es decir, si existe un epimorfismo h : P −→ A donde P es un

85
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objeto proyectivo.

3) Dualmente, un objeto Q es inyectivo si para cada diagrama

Q

0 // A
f
//

g

OO

B

h
__?

?
?

?

con fila exacta (esto es, f es un monomorfismo), existe h : B −→ Q tal que
hf = g.

4) A tiene inyectivos si cada objeto A es un subobjeto de un objeto in-
yectivo Q, esto es, si existe un monomorfismo j : A −→ Q con Q un objeto
inyectivo.

Veamos las definiciones de resoluciones proyectiva e inyectiva de un objeto
dado.

Definición 4.2. Sean A una categoŕıa abeliana y A ∈ Ob(A ).

1) Una aumentación sobre A de un complejo uno-graduado positivo (P, δ)
es un morfismo ε : P0 −→ A tal que εδ1 = 0. Una resolución positiva
de A es un complejo uno-graduado positivo P aumentado sobre A tal que la
sucesión

· · · −→ P2
δ2−→ P1

δ1−→ P0
ε−→ A −→ 0

es exacta. Si cada Pk es proyectivo entonces P es una resolución proyec-
tiva. Mientras que si cada objeto de A admite una resolución proyectiva, se
dice que la categoŕıa A tiene resoluciones proyectivas.

2) Dualmente, una aumentación sobre A de un complejo uno-graduado
negativo (Q, δ) es un morfismo ε : A −→ Q0 tal que δ0ε = 0. Una resolu-
ción negativa de A es un complejo uno-graduado negativo Q aumentado
sobre A tal que la sucesión

0 −→ A
ε−→ Q0

δ0−→ Q−1
δ1−→ Q−2 −→ · · ·

es exacta. Si cada Qk es inyectivo entonces Q es una resolución inyectiva.
Asimismo, si cada objeto de A admite una resolución inyectiva, se dice que
la categoŕıa A posee resoluciones inyectivas.
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Observar que si P es una resolución positiva de A, el morfismo aumentación
resulta ser un epimorfismo. Mientras que, si Q es una resolución negativa
de A entonces el homomorfismo aumentación es un monomorfismo. Estas
observaciones nos ayudarán a probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Una categoŕıa abeliana A tiene resoluciones proyectivas si
y sólo si posee proyectivos. Dualmente, A tiene resoluciones inyectivas si y
sólo si posee inyectivos.

Demostración.

Sólo se probará el caso proyectivo pues el caso inyectivo se sigue por duali-
dad.
Sean A ∈ Ob(A ) y (P, δ) una resolución proyectiva de A. Entonces el mor-
fismo ε : P0 −→ A es un epimorfismo con P0 un objeto proyectivo, es decir,
A es un objeto cociente de un objeto proyectivo. Luego A posee proyectivos.

Supongamos ahora que A tiene proyectivos y sea A ∈ Ob(A ). Entonces A es
un objeto cociente de un objeto proyectivo P0, esto es, existe un epimorfismo
ε : P0 −→ A y por consiguiente P0

ε−→ A −→ 0 resulta ser una sucesión
exacta.
Sea (ker(ε), j0) el núcleo de ε entonces, por hipótesis, existe un epimorfismo
h0 : P1 −→ ker(ε) donde P1 es un objeto proyectivo. Ahora, si δ1 := j0h0

afirmamos que P1
δ1−→ P0

ε−→ A −→ 0 es una sucesión exacta. En efecto,
basta notar que

im(δ1) = im(j0h0)

= ker(coker(j0h0))

= ker(coker(j0)) (Teorema 2.17)

= j0 (pues j0 es un monomorfismo)

= ker(ε)

Repitiendo el procedimiento anterior se logra construir una resolución pro-
yectiva de A. Luego A tiene resoluciones proyectivas. �

Definición 4.4. Sea A una categoŕıa abeliana. Consideremos A,B ∈ Ob(A )
y f : A −→ B un morfismo. Además, sean X y Y complejos positivos uno-
graduados en A aumentados sobre A y B respectivamente. Un morfismo de
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complejos uno-graduados F : X −→ Y que hace conmutar el diagrama

X0
F0 //

ε

��

Y0

ε′

��
A

f
// B,

(4.1)

se llama un homomorfismo sobre f.

Dualmente tenemos la siguiente definición.

Definición 4.5. Sea A una categoŕıa abeliana. Consideremos A,B ∈ Ob(A )
y f : A −→ B un morfismo. Además, sean X y Y complejos negativos en A
aumentados sobre A y B respectivamente. Un morfismo de complejos uno-
graduados F : X −→ Y que hace conmutar el diagrama

X0
F0 // Y0

A
f
//

ε

OO

B,

ε′

OO (4.2)

se llama un homomorfismo sobre f.

El siguiente resultado se le conoce como el Teorema de comparación debido
a la similitud que guarda con respecto a la proposición del mismo nombre
que teńıamos en la categoŕıa RM.

Teorema 4.6. (Teorema de comparación) Sea X un complejo uno-graduado,
proyectivo, positivo y aumentado sobre A. Además, sean Y una resolución
positiva de B y f : A −→ B un homomorfismo. Entonces existe un mor-
fismo F : X −→ Y sobre f , dicho morfismo es único salvo homotoṕıa. En
particular, este resultado es válido si X y Y son resoluciones proyectivas.

Antes de demostrar el teorema anterior necesitamos un lema previo.

Lema 4.7. Considerar el diagrama

P

τ

��

σ

��~
~

~
~

A
ψ
// B ϕ

// C
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con P un objeto proyectivo y la fila exacta. Si ϕτ = 0 entonces existe un
morfismo σ : P −→ A tal que τ = ψσ.

Demostración.
Consideremos la factorización canónica ψ = me donde m = im(ψ) es un
monomorfismo y e = coim(ψ) es un epimorfismo. Dado que la fila es exacta
obtenemos que m = ker(ϕ). Luego, como ϕτ = 0 existe un único morfismo
γ : P → ker(ϕ) tal que τ = mγ.
Por otro lado, en virtud de que P es un objeto proyectivo y la sucesión
A

e−→ im(ψ) = ker(ϕ) −→ 0 es exacta (pues e es un epimorfismo), existe
σ : P −→ A tal que hace conmutar el siguiente diagrama

P

γ

��

σ

||y
y

y
y

y

A e
// im(ψ) // 0,

esto es, eσ = γ. Por lo tanto, τ = mγ = m(eσ) = (me)σ = ψσ. �

Una vez demostrado el lema 4.7 procedemos a probar el Teorema de Com-
paración.

Demostración.
El homomorfismo F es construido recursivamente como sigue: consideremos
el diagrama

X0

F0

���
�
�

ε // A

f

��

// 0

Y0
ε′ // B // 0

(4.3)

Dado que X0 es proyectivo y la fila inferior del diagrama 4.3 es exacta, existe
un morfismo F0 : X0 −→ Y0 tal que ε′F0 = fε. Aśı obtenemos el diagrama
conmutativo

X1

F1

���
�
�

∂1 // X0

F0

��

ε // A

f

��
Y1

∂′1

// Y0
ε′
// B
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con la fila inferior exacta (pues por hipótesis Y es una resolución de B).
Dado que ε′F0∂1 = fε∂1 = f0 = 0 y usando el lema 4.7 conseguimos la
existencia de un morfismo F1 : X1 −→ Y1 tal que ∂′1F1 = F0∂1.
Iterando esta construcción obtenemos recursivamente homomorfismos Fi :
Xi −→ Yi (i > 1) y por tanto un morfismo F : X −→ Y sobre f .

Hasta esta parte hemos demostrado la existencia del homomorfismo sobre
f , falta garantizar que es único salvo homotoṕıa. En efecto:

Sea F ′ : X −→ Y otro morfismo sobre f y consideremos el diagrama

X0

τ0
��

D0

~~}
}

}
}

Y1
∂′1

// Y0
ε′
// B

donde τ0 := F ′0 − F0.
Notar que

ε′τ0 = ε′(F ′0 − F0)

= ε′F ′0 − ε′F0

= fε− fε
= 0

y por tanto, por el lema 4.7, existe un homomorfismo D0 : X0 −→ Y1 tal que
∂′1D0 = τ0. No obstante, el morfismo ∂0 se considera trivial por suposición
(pues Xk = 0 si k < 0) y por consiguiente ∂′1D0 +D−1∂0 = F ′0 − F0.
Ahora consideremos otro diagrama

X1

τ1
��

D1

~~}
}

}
}

Y2
∂′2

// Y1
∂′1

// Y0,
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donde τ1 := F ′1 − F1 −D0∂1. Nuevamente observar que

∂′1τ1 = ∂′1(F ′1 − F1 −D0∂1)

= ∂′1F
′
1 − ∂′1F1 − ∂′1D0∂1

= F ′0∂1 − F0∂1 − ∂′1D0∂1

= ((F ′0 − F0)− ∂′1D0)∂1

= (τ0 − τ0)∂1

= 0∂1

= 0

y por el lema 4.7 existe un homomorfismo D1 : X1 −→ Y2 tal que ∂′2D1 = τ1,
es decir, ∂′2D1 +D0∂1 = F ′1 − F1.
En general, definiendo τn := F ′n−Fn−Dn−1∂n y repitiendo esta construcción
obtenemos una homotoṕıa D : F −→ F ′ y por tanto F ' F ′. �

Una consecuencia inmediata del teorema de comparación es que si X y X ′

son resoluciones proyectivas de A entonces X ' X ′, es decir, existen morfis-
mos F : X −→ X ′ y F ′ : X ′ −→ X tal que F ′F ' 1X y FF ′ ' 1X′ .

Finalmente terminamos esta sección enunciando la proposición dual al teo-
rema 4.6.

Teorema 4.8. Sean X una resolución negativa de A y Y un complejo uno-
graduado, inyectivo, negativo y aumentado sobre B. Además, sea f : A −→ B
un homomorfismo. Entonces existe un morfismo F : X −→ Y sobre f ,
más aún, cualesquiera dos morfismos que satisfagan dicha condición son ho-
motópicas. En particular, este resultado es válido si X y Y son resoluciones
inyectivas.

�

4.2. Resoluciones de sucesiones exactas cor-

tas

Supongamos que A es una categoŕıa abeliana con proyectivos y consideremos
la siguiente sucesión exacta corta en A

0 −→ A′
ψ−→ A

ϕ−→ A′′ −→ 0.



92 Funtores derivados en categoŕıas abelianas

En la sección anterior probamos, bajo ciertas hipótesis, que existen resolu-
ciones proyectivas X ′, X y X ′′ sobre A′, A y A′′ respectivamente. Además,
el teorema de comparación afirma que existen homomorfismos Ψ y Φ sobre
ψ y ϕ respectivamente, obteniendo aśı una sucesión de la forma

0 −→ X ′
Ψ−→ X

Φ−→ X ′′ −→ 0,

la cual puede ser exacta o no. Esto motiva la siguiente definición:

Definición 4.9. Supongamos que X ′, X y X ′′ son complejos uno-graduados
positivos aumentados sobre A′, A y A′′ respectivamente. Además, asumamos
que

0 −→ A′
ψ−→ A

ϕ−→ A′′ −→ 0. (4.4)

es una sucesión exacta corta. Si existen homomorfismos Ψ : X ′ −→ X y
Φ : X −→ X ′′ sobre ψ y ϕ respectivamente, tal que

0 −→ X ′
Ψ−→ X

Φ−→ X ′′ −→ 0 (4.5)

es una sucesión exacta corta, entonces la sucesión 4.5 se llama una sucesión
positiva sobre la sucesión 4.4.
Si X ′, X y X ′′ son resoluciones proyectivas de A′, A y A′′ respectivamente,
entonces la sucesión 4.5 se denomina una resolución proyectiva de la
sucesión 4.4.

De manera similar se definen los conceptos una sucesión negativa sobre
y resolución inyectiva de la sucesión 4.4.

Lo que haremos a continuación será demostrar que la definición anterior
tiene sentido, esto es, probaremos que dadas una categoŕıa abeliana con pro-
yectivos y una sucesión exacta como la 4.4, existen resoluciones proyectivas.
Para lograr nuestro objetivo necesitamos algunas definiciones previas.

Definición 4.10. Una sucesión exacta corta como la 4.5 se llama normal
si para cada k ∈ Z la sucesión 0 −→ X ′k −→ Xk −→ X ′′k −→ 0 se divide.

Si la sucesión 4.5 es normal conseguimos que X ∼= X ′ ⊕ X ′′. Además, el
teorema 2.9 nos aseguran la existencia de morfismos Ψ′ : X ′ ⊕X ′′ −→ X ′ y
Φ : X ′′ −→ X ′ ⊕X ′′ tales que
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1. Ψ′Ψ = 1X′ y ΦΦ′ = 1X′′ ,

2. ΦΨ = 0 y Ψ′Φ′ = 0,

3. ΨΨ′ + Φ′Φ = 1X′⊕X′′ .

Supongamos que la sucesión 4.5 es normal y es una resolución de la sucesión
4.4, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

...

∂′k+1

��

...

∂k+1

��

...

∂′′k+1

��
0 // X ′k

Ψk //

∂′k
��

X ′k ⊕X ′′k
Φk //

∂k
��

X ′′k //

∂′′k
��

0

0 // X ′k−1

Ψk−1 //

∂′k−1
��

X ′k−1 ⊕X ′′k−1

Φk−1 //

∂k−1

��

X ′′k−1
//

∂′′k−1
��

0

...

∂′1
��

...

∂1
��

...

∂′′1
��

0 // X ′0
Ψ0 //

ε′

��

X ′0 ⊕X ′′0
Φ0 //

ε

��

X ′′0 //

ε′′

��

0

0 // A′
ψ // A

ϕ // A′′ // 0

(4.6)

Nuestro objetivo es describir los morfismos ∂k : X ′k ⊕X ′′k −→ X ′k−1⊕X ′′k−1 y
ε : X ′0 ⊕X ′′0 −→ A en términos de los morfimos ∂′, ∂′′, Ψ, Φ, ψ y ϕ.

Primero consideremos el morfismo aumentación ε. Notar que

ε = ε1X′0⊕X′′0
= ε(Ψ0Ψ′0 + Φ′0Φ0)

= εΨ0Ψ′0 + εΦ′0Φ0

= ψε′Ψ′0 + σΦ0

para algún σ : X ′′0 −→ A.
Veamos que propiedades debe poseer σ y aśı poder asegurar su existencia.
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Observar que

ε′′Φ0 = ϕε

= ϕ(ψε′Ψ′0 + σΦ0)

= ϕψε′Ψ′0 + ϕσΦ0

= ϕσΦ0 (pues ϕψ = 0)

y como Φ0 es un epimorfismo concluimos que ε′′ = ϕσ. Por lo tanto, una
condición suficiente para que σ exista y cumpla la propiedad deseada es que
X ′′0 sea un objeto proyectivo.
Ahora consideremos el homomorfismo ∂1. Notar que

∂1 = 1X′0⊕X′′0 ∂11X′1⊕X′′1
= (Ψ0Ψ′0 + Φ′0Φ0)∂1(Ψ1Ψ′1 + Φ′1Φ1)

= Ψ0Ψ′0∂1Ψ1Ψ′1 + Φ′0Φ0∂1Ψ1Ψ′1 + Ψ0Ψ′0∂1Φ′1Φ1 + Φ′0Φ0∂1Φ′1Φ1

= Ψ0 Ψ′0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=1X′0

∂′1Ψ′1 + Φ′0Φ0Ψ0∂
′
1Ψ′1 + Ψ0Ψ′0∂1Φ′1Φ1 + Φ′0∂

′′
1 Φ1Φ′1︸ ︷︷ ︸

=1X′′1

Φ1

= Ψ0∂
′
1Ψ′1 + Φ′0Φ0Ψ0∂

′
1Ψ′1 + Ψ0Ψ′0∂1Φ′1Φ1 + Φ′0∂

′′
1 Φ1

= Ψ0∂
′
1Ψ′1 + Φ′0Θ′1Ψ′1 + Ψ0Θ1Φ1 + Φ′0∂

′′
1 Φ1

para algunos morfimos Θ1 : X ′′1 −→ X ′0 y Θ′1 : X ′1 −→ X ′′0 .
Nuevamente veamos qué caracteŕısticas deden poseer Θ1 y Θ′1 para poder
garantizar su existencia.
Una condición para ∂1 es que Φ0∂1 = ∂′′1 Φ1, es decir,

∂′′1 Φ1 = Φ0∂1

= Φ0(Ψ0∂
′
1Ψ′1 + Φ′0Θ′1Ψ′1 + Ψ0Θ1Φ1 + Φ′0∂

′′
1 Φ1)

= Φ0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=0

∂′1Ψ′1 + Φ0Φ′0︸ ︷︷ ︸
=1X′′0

Θ′1Ψ′1 + Φ0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=0

Θ1Φ1 + Φ0Φ′0︸ ︷︷ ︸
=1X′′0

∂′′1 Φ1)

= Θ′1Ψ′1 + ∂′′1 Φ1

Por lo tanto Θ′1Ψ′1 = 0, esto es, Θ′1 Ψ′1Ψ1︸ ︷︷ ︸
1X′1

= 0Ψ1 = 0. Luego Θ′1 = 0.
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Por otro lado, otro requerimiento para ∂1 es la relación ε∂1 = 0, es decir,

0 = ε∂1

= (ψε′Ψ′0 + σΦ0)(Ψ0∂
′
1Ψ′1 + 0 + Ψ0Θ1Φ1 + Φ′0∂

′′
1 Φ1)

= ψε′Ψ′0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=1X′0

∂′1Ψ′1 + ψε′Ψ′0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=1X′0

Θ1Φ1 + ψε′Ψ′0Φ′0︸ ︷︷ ︸
=0

∂′′1 Φ1 +

σΦ0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=0

∂′1Ψ′1 + σΦ0Ψ0︸ ︷︷ ︸
=0

Θ1Φ1 + σΦ0Φ′0︸ ︷︷ ︸
=1X′′0

∂′′1 Φ1

= ψε′∂′1Ψ′1 + ψε′Θ1Φ1 + σ∂′′1 Φ1

= ψ ε′∂′1︸︷︷︸
=0

Ψ′1 + ψε′Θ1Φ1 + σ∂′′1 Φ1

= ψε′Θ1Φ1 + σ∂′′1 Φ1

= (ψε′Θ1 + σ∂′′1 )Φ1

y por lo tanto ψε′Θ1 + σ∂′′1 = 0 pues Φ1 es un epimorfismo.
De manera similar, usando la condición ∂k−1∂k = 0 (k > 1) podemos concluir
que

∂k = Ψk−1(∂′kΨ
′
k + ΘkΦk) + Φ′k−1∂

′′
kΦk,

donde el morfismo Θk : X ′′k −→ X ′k−1 satisface que ∂′k−1Θk + Θk−1∂
′′
k = 0.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 4.11. Sea

0 −→ X ′
Ψ−→ X

Φ−→ X ′′ −→ 0 (4.7)

una sucesión normal sobre la sucesión exacta corta

0 −→ A′
ψ−→ A

ϕ−→ A′′ −→ 0.

La descripción

∂k = Ψk−1(∂′kΨ
′
k + ΘkΦk) + Φ′k−1∂

′′
kΦk

ε = ψε′Ψ′0 + σΦ0

con σ : X ′′0 −→ A y Θk : X ′′k −→ X ′k−1 (k > 0) tales que

ε′′ = ϕσ (4.8)

ψε′Θ1 + σ∂′′1 = 0 (4.9)

∂′k−1Θk + Θk−1∂
′′
k = 0 (k > 1), (4.10)

se llama la forma normal de la sucesión 4.7.
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Teorema 4.12. Sean 0 −→ A′
ψ−→ A

ϕ−→ A′′ −→ 0 una sucesión exacta
corta, X ′ un complejo uno-graduado, aćıclico, positivo y aumentado sobre A′,
y X ′′ un complejo uno-graduado, proyectivo, positivo y aumentado sobre A′′.
Entonces existen un complejo uno-graduado, positivo y aumentado sobre A y
homomorfismos Ψ, Φ sobre ψ y ϕ respectivamente tal que la sucesión

0 −→ X ′
Ψ−→ X

Φ−→ X ′′ −→ 0

es exacta.

Demostración.
Para cada n ∈ ω = {0, 1, ...} sea Xn := X ′n ⊕X ′′n, además sean Ψn := µX′n y
Φn := πX′′n la inclusión y proyección canónicas de X ′n ⊕X ′′n respectivamente.
Por el teorema 2.35 sabemos que

0 −→ X ′n
Ψn−→ Xn

Φn−→ X ′′n −→ 0

es una sucesión exacta corta para cada n ∈ ω. Luego

0 −→ X ′
Ψ−→ X

Φ−→ X ′′ −→ 0

es exacta.
Falta garantizar la existencia del complejo uno-graduado, positivo y aumen-
tado sobre A. Para ello basta con exhibir la existencia de homomorfismos
σ : X ′′0 −→ A y Θk : X ′′k −→ X ′k−1 que cumplan las condiciones 4.8, 4.9 y
4.10.
Consideremos el diagrama

X ′′0

ε′′

��

σ

~~}
}

}
}

A ϕ
// A′′ // 0.

Dado que ϕ es un epimorfismo y X ′′0 es proyectivo por hipótesis, existe un
morfismo σ : X ′′0 −→ A tal que ϕσ = ε′′. Luego se cumple la condición 4.8.

Ahora, consideremos el diagrama

X ′′1

−σ∂′′1
��

Θ1

~~}
}

}
}

X ′0 ψε′
// A ϕ

// A′′.
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Dado que ε′ es un epimorfismo (pues por hipótesis X ′ es aćıclico y por tanto
exacto) se sigue que im(ψε′) = im(ψ) = ker(ϕ). Además X ′′1 es proyectivo
y ϕ(−σ∂′′1 ) = −(ϕσ∂′′1 ) = −ε′′∂′′1 = 0. Por el lema 4.7 existe un morfismo
Θ1 : X ′′1 −→ X ′0 tal que ψε′Θ1 = −σ∂′′1 , esto es, ψε′Θ1 + σ∂′′1 = 0. Por lo
tanto la condición 4.9 también se cumple.

Para la definición del homomorfismo Θ2 se hace alusión al siguiente diagrama

X ′′2

−Θ1∂′′2
��

Θ2

~~}
}

}
}

X ′1 ∂′1

// X ′0 ε′
// A′.

Como −ψε′Θ1∂
′′
2 = σ∂′′1∂

′′
2 = 0 = ψ0 y ψ es un monomorfismo, concluimos

que −ε′Θ1∂
′′
2 = 0. Además la fila del diagrama anterior es exacta (nuevamen-

te se usa que X ′ es aćıclico y por tanto exacto) y por el lemma 4.7 existe un
morfismo Θ2 : X ′′2 −→ X ′1 tal que ∂′1Θ2 + Θ1∂

′′
2 = 0.

Finalmente, Θk (k > 2) se define mediante el diagrama

X ′′k

−Θk−1∂
′′
k

��

Θk

{{w
w

w
w

w

X ′k−1 ∂′k−1

// X ′k−2 ∂′k−2

// X ′k−3

con fila exacta y X ′′k proyectivo. Además por inducción −∂′k−2Θk−1∂
′′
k =

∂′k−2∂
′
k−1Θk = 0 y por tanto, por el lema 4.7, existe un morfismo Θk : X ′′k −→

X ′k−1 tal que ∂′k−1Θk+Θk−1∂
′′
k = 0. Luego la propiedad 4.10 también se cum-

ple.

Por lo tanto, definiendo

∂k = Ψk−1(∂′kΨ
′
k + ΘkΦk) + Φ′k−1∂

′′
kΦk (4.11)

ε = ψε′Ψ′0 + σΦ0 (4.12)

donde Ψ′ y Φ′ son los mismos morfismos que expusimos después de la de-
finición 4.10, obtenemos que X es un complejo uno-graduado, positivo y
aumentado sobre A. Más aún, con la ayuda de 4.11 y 4.12 se verifica que Φ
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y Ψ son homomorfimos sobre ϕ y ψ respectivamente. �

Teorema 4.13. Sea 0 −→ X ′ −→ X −→ X ′′ −→ 0 una sucesión exacta
corta de complejos uno-graduados en A . Si X ′ y X ′′ son proyectivos entonces
X también lo es.

Demostración.
Para cada k ∈ Z la sucesión exacta corta 0 −→ X ′k −→ Xk −→ X ′′k −→ 0
se divide pues cada X ′′k es proyectivo (véase [5, pág 58]). Por consiguiente
Xk
∼= X ′k ⊕ X ′′k es proyectivo porque cada sumando lo es. Por lo tanto X

resulta ser un complejo proyectivo. �

Teorema 4.14. Sea 0 −→ X ′ −→ X −→ X ′′ −→ 0 una sucesión exacta
corta sobre la sucesión 0 −→ A′

ψ−→ A
ϕ−→ A′′ −→ 0 y supongamos que las

sucesiones X ′ −→ A′ −→ 0 y X ′′ −→ A′′ −→ 0 son exactas. Entonces la
sucesión X −→ A −→ 0 también lo es.

Demostración.
Recordar que el funtor de homoloǵıa H es semiexacto y por tanto la sucesión

H(X ′ → A′ → 0)︸ ︷︷ ︸
=0

→ H(X → A→ 0)→ H(X ′′ → A′′ → 0)︸ ︷︷ ︸
=0

es exacta y necesariamente H(X → A → 0) = 0. Luego X −→ A −→ 0 es
exacta. �

Combinando los teoremas 4.12, 4.13 y 4.14 obtenemos el siguiente teorema,
el cual afirma que la definición 4.9 en efecto tiene sentido.

Teorema 4.15. Sea A una categoŕıa abeliana con proyectivos. Entonces
para cada sucesión exacta corta 0 −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ 0 existe una
resolución proyectiva 0 −→ X ′ −→ X −→ X ′′ −→ 0.

�

Dualmente:
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Teorema 4.16. Sea A una categoŕıa abeliana con inyectivos. Entonces pa-
ra cada sucesión exacta corta 0 −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ 0 existe una
resolución inyectiva 0 −→ X ′ −→ X −→ X ′′ −→ 0.

�

4.3. Funtores derivados izquierdos y derechos

En esta sección consideraremos nuevamente un funtor aditivo entre categoŕıas
abelianas t : A1×A2 −→ A covariante en la primera entrada y contravarian-
te en la segunda. Además, asumiremos que la categoŕıa A1 tiene proyectivos
mientras que la categoŕıa A2 posee inyectivos. Por lo tanto, por el teorema
4.3, A1 tiene resoluciones proyectivas y A2 posee resoluciones inyectivas.

Sean A1 ∈ Ob(A1) y A2 ∈ Ob(A2). Dado que A1 tiene proyectivos y A2

posee inyectivos, existen una resolución proyectiva P de A1 y una resolución
inyectiva Q de A2. Aśı, t(P ,Q) resulta ser un complejo dos-graduado positivo
en A y por tanto admite un complejo asociado t̃(P ,Q).
Por lo general t̃(P ,Q) depende de la elección de P y Q. Sean P ′ y Q′ otras
resoluciones proyectiva e inyectiva de A1 y A2 respectivamente. Por los teo-
remas 4.6 y 4.8, P ' P ′ y Q ' Q′. Por consiguiente t(P ,Q) ' t(P ′,Q′) y
finalmente t̃(P ,Q) ' t̃(P ′,Q′). Esto es, t̃(P ,Q) es único salvo homotoṕıa y
por tanto Ht(P ,Q) = Ht̃(P ,Q) = Ht̃(P ′,Q′) es independiente de las reso-
luciones P y Q.

Ahora, supongamos que f1 : A1 −→ A′1 y f2 : A2 −→ A′2 son homomor-
fismos en A1 y A2 respectivamente. Además, sean P una resolución pro-
yectiva de A1, P ′ una resolución proyectiva de A′1, Q una resolución inyec-
tiva de A2 y Q′ una resolución inyectiva de A′2. Por el teorema de Com-
paración y su proposición dual existen homomorfismos F1 : P −→ P ′ y
F2 : Q −→ Q′ sobre f1 y f2 respectivamente. Dichos morfismos son úni-
cos salvo homotoṕıa (teoremas 4.6 y 4.8), los cuales definen un morfismo
t(F1, F2) : t(P ,Q) −→ t(P ′,Q′) sobre t(f1, f2) salvo homotoṕıa y por tanto
un único morfismo Ht(F1, F2) : Ht(P ,Q) −→ Ht(P ′,Q′).

Las aplicaciones (A1, A2) 7−→ Hit(P ,Q) y (f1, f2) 7−→ Hit(F1, F2) (i ∈ Z)
tienen carácter funtorial y son no triviales cuando i ≥ 0. Esto nos permite
definir el importante concepto de funtor derivado.
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Definición 4.17. Sea t : A1 × A2 −→ A un funtor aditivo entre cate-
goŕıas abelianas. Supongamos que A1 tiene proyectivos y A2 tiene inyectivos.
Entonces el i-ésimo funtor derivado izquierdo (i ∈ ω) es el funtor
ti : A1 ×A2 −→ A definido por:

En objetos: ∀ (A1, A2) ∈ Ob(A1 × A2), ti(A1, A2) = Hit(P ,Q) donde P
es una resolución proyectiva de A1 y Q es una resolución inyectiva de A2.

En morfimos: ∀ (f1, f2) ∈ Mor(A1 × A2), ti(f1, f2) = Hit(F1, F2) donde
F1 y F2 son los homomorfismos sobre f1 y f2 respectivamente.

Observación 4.18. Si en la definición anterior la variable covariante es
utilizada para resoluciones inyectivas y la variable contravariante para reso-
luciones proyectivas, y además definimos de la misma manera el funtor en
objetos y morfismos, obtenemos los funtores derivados derechos t′i.

Notar que si A1 es un objeto proyectivo, entonces

. . . −→ 0 −→ 0 −→ A1 −→ 0

resulta ser una resolución proyectiva de A1. Similarmente, si A2 es un objeto
inyectivo, entonces

0 −→ A2 −→ 0 −→ 0 −→ . . .

resulta ser una resolución inyectiva de A2. Aśı, obtenemos de manera inme-
diata el siguiente resultado.

Teorema 4.19. Si A1 es un objeto proyectivo o A2 es un objeto inyectivo,
entonces ti(A1, A2) = 0 para i > 0. Similarmente, si A1 es un objeto inyectivo
o A2 es un objeto proyectivo, entonces t′i(A1, A2) = 0 para i > 0.

�

Es bien sabido que en RM existen sucesiones exactas largas que engloban
a los funtores derivados. Estas sucesiones son construidas a partir de las su-
cesiones exactas largas de homoloǵıa. El siguiente teorema afirma que dichas
sucesiones existen en un contexto más general.
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Teorema 4.20. Sean A una categoŕıa abeliana y 0→ X ′ → X → X ′′ → 0
una sucesión exacta de complejos uno-graduados en A . Entonces existe un
morfismo δ : H(X ′′)→ H(X ′) de grado −1 y una sucesión exacta larga

· · · → Hi+1(X ′′)
δi+1→ Hi(X

′)→ Hi(X)→ Hi(X
′′)

δi→
Hi−1(X ′)→ Hi−1(X)→ Hi−1(X ′′)→ · · ·

Demostración.
Sea (X, ∂) un complejo uno-graduado en una categoŕıa abeliana A .
En virtud de que im(∂k) es un subobjeto de ker(∂k−1), existe un monomor-
fismo im(∂k) −→ ker(∂k−1). Además, en general tenemos el monomorfis-
mo ker(∂k−1) −→ Xk−1 y los siguientes epimorfismos Xk −→ coker(∂k+1),
coker(∂k+1) −→ coim(∂k). Más aún, por el teorema 2.29, existe un isomor-
fismo coim(∂k) −→ im(∂k).
De lo anterior obtenemos la siguiente factorización de ∂k

Xk −→ Z ′k −→ B′k −→ Bk−1 −→ Zk−1 −→ Xk−1

Sea ∂̃k := Z ′k −→ B′k −→ Bk−1 −→ Zk−1. Dado que B′k −→ Bk−1 −→ Zk−1 es

un monomorfismo obtenemos que ker(∂̃k) = ker(Z ′k −→ B′k) (teorema 2.17).
De manera similar, como Z ′k −→ B′k −→ Bk−1 es un epimorfismo concluimos

que coker(∂̃k) = coker(Bk−1 −→ Zk−1) = ker(∂k−1)/im(∂k).
Además, la sucesión

0 −→ im(∂k+1) −→ ker(∂k) −→ Xk/im(∂k+1) −→ Xk/ker(∂k) −→ 0

es exacta y por consiguiente la sucesión

0 −→ ker(∂k)/im(∂k+1) −→ Xk/im(∂k+1) −→ Xk/ker(∂k) −→ 0

también lo es, es decir,

ker(∂k)/im(∂k+1) = ker(Xk/im(∂k+1) −→ Xk/ker(∂k))

De lo anterior obtenemos que

coker(∂̃k+1) = ker(∂k)/im(∂k+1)

= ker(Xk/im(∂k+1) −→ Xk/ker(∂k))

= ker(Z ′k −→ B′k)
= ker(∂̃k)
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esto es,

Hk(X) := ker(∂k/im(∂k+1)) = coker(∂̃k+1) = ker(∂̃k).

Ahora, dada una sucesión exacta corta de complejos uno-graduados

0 −→ X ′ −→ X −→ X ′′ −→ 0

podemos construir el siguiente diagrama conmutativo

Hk(X
′)

��

//Hk(X)

��

//Hk(X
′′)

��
Z ′k(X ′)

∂̃′k
��

// Z ′k(X)

∂̃k
��

// Z ′k(X ′′) //

∂̃′′k
��

0

0 // Zk−1(X ′)

��

// Zk−1(X)

��

// Zk−1(X ′′)

��
Hk−1(X ′) //Hk−1(X) //Hk−1(X ′′)

(4.13)

con filas y columnas exactas (por ejemplo, la columna central es exacta debido

a que ker(∂̃k) = Hk(X) y coker(∂̃k) = Hk−1(X)). Por el Lema de la Serpiente
existe un homomorfismo δk : Hk(X

′′) −→ Hk−1(X ′) tal que la sucesión

Hk(X
′)→ Hk(X)→ Hk(X

′′)
δk→ Hk−1(X ′)→ Hk−1(X)→ Hk−1(X ′′)

es exacta. �

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente proposición.

Teorema 4.21. Sea t : A1 × A2 −→ A un funtor aditivo entre categoŕıas
abelianas, supongamos que A1 tiene proyectivos y A2 tiene inyectivos. Si
0 → A′k → Ak → A′′k → 0 (k = 1, 2) son sucesiones exactas en Ak entonces
existen sucesiones exactas largas

· · · → t2(A′′1, A2)→ t1(A′1, A2)→ t1(A1, A2)→ t1(A′′1, A2)

→ t0(A′1, A2)→ t0(A1, A2)→ t0(A′′1, A2)→ 0
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y

· · · → t2(A1, A
′
2)→ t1(A1, A

′′
2)→ t1(A1, A2)→ t1(A1, A

′
2)

→ t0(A1, A
′′
2)→ t0(A1, A2)→ t0(A1, A

′
2)→ 0

Demostración.
Sean 0 → A′k → Ak → A′′k → 0 (k = 1, 2) sucesiones exactas en Ak. Por los
teoremas 4.15 y 4.16 para 0 → A′1 → A1 → A′′1 → 0 existe una resolución
proyectiva 0 −→ P ′ −→ P −→ P ′′ −→ 0 y para 0 → A′2 → A2 → A′′2 → 0
existe una resolución inyectiva 0 −→ Q′ −→ Q −→ Q′′ −→ 0.
Aśı obtenemos las sucesiones exactas cortas

0 −→ t(P ′,Q) −→ t(P ,Q) −→ t(P ′′,Q) −→ 0

0 −→ t(P ,Q′′) −→ t(P ,Q) −→ t(P ,Q′) −→ 0

Pasando a los complejos asociados conseguimos las siguiente sucesiones exac-
tas

0 −→ t̃(P ′,Q) −→ t̃(P ,Q) −→ t̃(P ′′,Q) −→ 0

0 −→ t̃(P ,Q′′) −→ t̃(P ,Q) −→ t̃(P ,Q′) −→ 0.

Aplicando el teorema 4.20 obtenemos las sucesiones exactas largas requeri-
das. �

Corolario 4.22. Los funtores derivados izquierdos ti son semiexactos. Mien-
tras que el funtor t0 es exacto derecho y además, t0 es exacto si y sólo si
t1 = 0.

�

Si P es una resolución proyectiva de A1 y Q es una resolución inyectiva de
A2, entonces los homomorfismos aumentación ε1 : P −→ A1 y ε2 : A2 −→ Q
proporcionan un homomorfismo t(ε1, ε2) : t(P ,Q) −→ t(A1, A2) y por tanto
se induce el morfismo

H0t(ε1, ε2) : H0t(P ,Q) = t0(A1, A2) −→ H0t(A1, A2) = t(A1, A2).
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Esto define una transformación natural

σ0 : t0 −→ t.

En efecto:

1) Es claro que para cada (A1, A2) ∈ Ob(A1 ×A2)
σ0(A1, A2) : t0(A1, A2) −→ t(A1, A2) es un A -morfismo.

2) Sea (f1, f2) : (A1, B2) −→ (B1, A2) un A1 ×A2-morfismo y veamos que el
siguiente diagrama conmuta

t0(A1, A2)
σ0(A1,A2) //

t0(f1,f2)

��

t(A1, A2)

t(f1,f2)

��
t0(B1, B2)

σ0(B1,B2)
// t(B1, B2).

Sean P y P ′ resoluciones proyectivas de A1 y B1 respectivamente. Similar-
mente, sean Q y Q′ resoluciones inyectivas de A2 y B2 respectivamente. Por
los teoremas 4.6 y 4.8 existen morfimos F : P −→ P ′ y F ∗ : Q′ −→ Q tales
que

P0
ε1 //

F0

��

A1

f1
��

P ′0 ε2
// B1

B2
ε3 //

f2
��

Q′0
F ∗0
��

A2 ε4
// Q0

conmutan. Por consiguiente obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

t(P ,Q)
t(ε1,ε4) //

t(F,F ∗)
��

t(A1, A2)

t(f1,f2)

��
t(P ′,Q′)

t(ε2,ε3)
// t(B1, B2).

Aplicando el funtor H0 al diagrama anterior conseguimos el siguiente diagra-
ma conmutativo

H0t(P ,Q) //

��

H0t(A1, A2) = t(A1, A2)

��
H0t(P ′,Q′) //H0t(B1, B2) = t(B1, B2),
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es decir,

t0(A1, A2)
σ0(A1,A2) //

��

t(A1, A2)

��
t0(B1, B2)

σ0(B1,B2)
// t(B1, B2).

Luego σ0 es una transformación natural de t0 en t.

Lo que afirma el siguiente teorema es que si t es exacto derecho entonces
t y t0 son esencialmente los mismos.

Teorema 4.23. La transformación natural σ0 es un isomorfismo natural si
y sólo si el funtor t es exacto derecho.

Demostración.
Si σ0 es una equivalencia entonces t es un funtor exacto derecho pues t0 lo es
(corolario 4.22).

Supongamos ahora que t es exacto derecho y veamos que para cada (A1, A2) ∈
Ob(A1 ×A2) se verifica que σ0(A1, A2) es un isomorfismo.
En efecto, consideremos P y Q resoluciones proyectiva e inyectiva de A1 y
A2 respectivamente. Entonces tenemos las siguiente sucesiones exactas

P1 −→ P0
ε1−→ A1 −→ 0

0 −→ A2
ε2−→ Q0 −→ Q−1

en A1 y A2 respectivamente. Por el teorema 3.7 la sucesión

t(P1,Q0)⊕ t(P0,Q−1)
ψ−→ t(P0,Q0)

ϕ−→ t(A1, A2) −→ 0

es exacta. Luego ϕ es un epimorfismo y por tanto t(A1, A2) ∼= t(P0,Q0)/ker(ϕ).
No obstante,

t0(A1, A2) := H0t(P ,Q)

= coker(ψ)

= t(P0,Q0)/im(ψ)

= t(P0,Q0)/ker(ϕ).



106 Funtores derivados en categoŕıas abelianas

Por lo tanto, t(A1, A2) ∼= t0(A1, A2), es decir, σ0 es un isomorfismo natural.
�

Corolario 4.24. Sean A1, A2, A y t como en el teorema 4.21. Supongamos
que 0 → A′k → Ak → A′′k → 0 (k = 1, 2) son sucesiones exactas en Ak. Si t
es exacto derecho entonces existen suceciones exactas largas

· · · → t2(A′′1, A2)→ t1(A′1, A2)→ t1(A1, A2)→ t1(A′′1, A2)

→ t(A′1, A2)→ t(A1, A2)→ t(A′′1, A2)→ 0

y

· · · → t2(A1, A
′
2)→ t1(A1, A

′′
2)→ t1(A1, A2)→ t1(A1, A

′
2)

→ t(A1, A
′′
2)→ t(A1, A2)→ t(A1, A

′
2)→ 0.

�

El siguiente resultado es la proposición dual al teorema 4.21.

Teorema 4.25. Sea t : A1 × A2 −→ A un funtor aditivo entre categoŕıas
abelianas, covariante en la primera variable y contravariante en la segunda.
Supongamos que A1 tiene inyectivos y A2 tiene proyectivos. Si 0 → A′k →
Ak → A′′k → 0 (k = 1, 2) son sucesiones exactas en Ak entonces existen
sucesiones exactas largas

0→ t′0(A′1, A2)→ t′0(A1, A2)→ t′0(A′′1, A2)→ t′1(A′1, A2)

→ t′1(A1, A2)→ t′1(A′′1, A2)→ t′2(A′1, A2)→ · · ·

y

0→ t′0(A1, A
′′
2)→ t′0(A1, A2)→ t′0(A1, A

′
2)→ t′1(A1, A

′′
2)

→ t′1(A1, A2)→ t′1(A1, A
′
2)→ t′2(A1, A

′′
2)→ · · · .

�

De manera similar, como se hizo para el caso de los funtores t0 y t, podemos
definir una transformación natural τ0 : t −→ t′0 y aśı obtener un resultado
dual al teorema 4.23, el cual lo enunciamos a continuación.
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Teorema 4.26. La transformación natural τ0 es un isomorfismo natural si
y sólo si el funtor t es exacto izquierdo.

�

Para finalizar este caṕıtulo, veamos una descripción alternativa de los mor-
fismos conectores δk : Hk(X

′′) −→ Hk−1(′′) que usaremos más adelante (es-
pećıficamente en la demostración del teorema 5.3).

Sea 0 −→ X ′
Ψ−→ X

Φ−→ X ′′ −→ 0 una sucesión exacta corta de com-
plejos uno-graduados.
Consideremos el diagrama

Kk

τ ′k

zzu
u

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

τ ′′k //___

jk
��

Zk(X ′′)
ik
��

Xk ϕk
//

∂k
��

X ′′k

∂′′k
��

Zk−1(X ′) // X ′k−1 ψk−1

// Xk−1 ϕk−1

// X ′′k−1,

donde (Kk, jk) es el núcleo de la composición ϕk−1∂k y el cuadrado inferior
del diagrama conmuta.

Para asegurar la existencia del morfismo τ ′′k consideremos el diagrama

Kk

τ ′′k
���
�
�

jk // Xk

ϕk
��

∂k // Xk−1

ϕk−1

��
Zk(X ′′) ik

// X ′′k ∂′′k

// X ′′k−1

donde (Kk, jk) es el núcleo de la composición ϕk−1∂k = ∂′′kϕk y (Zk(X ′′), ik)
es el núcleo de ∂′′k . Entonces el diagrama anterior puede ser extendido, me-
diante el morfismo τ ′′k : Kk −→ Zk(X ′′), a un pullback (véase la proposición
13.2 de [14, pág 15]). Además, por hipótesis ϕk es un epimorfismo y por tanto
τ ′′k también lo es (teorema 2.45).

Por otro lado, ∂k(Kk) := im(∂kjk) ⊂ im(ψk−1) = ker(ϕk−1) y también se
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cumple que ∂k(Kk) ⊂ ker(∂k−1).
Dado que ψk−1 es un monomorfismo, ψk−1 induce un isomorfismo que deno-
taremos por ψ−1

k−1 : im(ψk−1) −→ X ′k−1 y por consiguiente podemos definir
un morfismo τ ′k := ψ−1

k−1∂k : Kk −→ X ′k−1 pues ∂k(Kk) ⊂ Dom(ψ−1
k−1) =

= im(ψk−1). Más aún, ∂′k−1τ
′
k(Kk) = ψ−1

k−2∂k−1∂k(Kk) = 0 y por lo tanto
τ ′k : Kk −→ Zk−1(X ′), es decir, τ ′k(Kk) ⊂ ker(∂′k−1) = Zk−1(X ′).

Denotemos por µ′′k : Zk(X ′′) −→ Hk(X
′′) y µ′k−1 : Zk−1(X ′) −→ Hk−1(X ′)

las proyecciones canónicas.

Teorema 4.27. Usando la notación anterior obtenemos que

µ′k−1τ
′
k = δkµ

′′
kτ
′′
k ,

donde el homomorfismo δk : Hk(X
′′) −→ Hk−1(X ′) es el morfismo conector

definido en el teorema 4.20.

Demostración.

Consideremos el diagrama

Kk

µ′′kτ
′′
k //

%%LLLLLLLLLLL

∂k

��

τ ′k

||xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
Hk(X

′′)

��
Z ′k(X) //

yyrrrrrrrrrr

∂̃kyyrrrrrrrrrr
Z ′k(X ′′)

Zk−1(X ′) // Zk−1(X)

(4.14)

donde los triángulos4KkZk−1(X ′)Zk−1(X) y4KkZk−1(X)Z ′k(X) conmutan
debido a las definiciones de los morfismos involucrados. La conmutatividad
del cuadrilátero �KkZ ′k(X)Z ′k(X ′′)Hk(X

′′) se sigue de la conmutatividad del
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diagrama

Hk(X) //

��

Hk(X
′′)

��

Kk

jk
��

τ ′′k // Zk(X ′′)

��

µ′′k
99rrrrrrrrrr

Xk

{{wwwwwwwww ϕk
// X ′′k

%%LLLLLLLLLLL

Z ′k(X) // Z ′k(X ′′)

Hechas estas observaciones, pasamos a demostrar la igualdad de morfismos
requerida, para ello usaremos lo visto en la sección 2.5.
Sea x ∈∗ Kk, deseamos demostrar que δkµ

′′
kτ
′′
k x ≡ µ′k−1τ

′
kx. Denotemos por

x′′ := µ′′kτ
′′
k x ∈∗ Hk(X

′′) y veamos el efecto bajo el morfismo δk.
Sea z′′ := (Hk(X

′′) −→ Z ′k(X ′′))x′′. Como Z ′k(X) −→ Z ′k(X ′′) es un epimor-
fismo existe z ∈∗ Z ′k(X) tal que (Z ′k(X) −→ Z ′k(X ′′))z ≡ z′′. Dado que δkx

′′

no depende de la elección de z y el cuadrilátero �KkZ ′k(X)Z ′k(X ′′)Hk(X
′′)

del diagrama 4.14 conmuta, se sigue que z = (Kk −→ Z ′k(X))x. Luego

∂̃kz ∈∗ Z ′k−1(X).
Por otro lado,
∂̃kz ∈∗ ker(Zk−1(X) −→ Zk−1(X ′′)) = im(Zk−1(X ′) −→ Zk−1(X)) y por

tanto existe z′ ∈∗ Zk−1(X ′) tal que (Zk−1(X ′) −→ Zk−1(X))z′ ≡ ∂̃kz. En
virtud de que δkx

′′ no depende de la elección de z′ y de la conmutatividad de
los triángulos 4KkZk−1(X ′)Zk−1(X) y 4KkZk−1(X)Z ′k(X) en el diagrama
4.14, se sigue que z′ ≡ τ ′kx.
Por lo tanto, µ′k−1τ

′
kx ≡ µ′k−1z

′ ≡ δkµ
′′
kτ
′′
k x. �
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Caṕıtulo 5

La fórmula de Künneth en
categoŕıas abelianas

Dado un funtor aditivo y exacto derecho t : A1 × A2−→A , estudiaremos
las relaciones existentes entre t(H(X1),H(X2)) y Ht(X1, X2). Más espećıfi-
camente, probaremos la existencia de cierto homomorfismo

α : t(H(X1),H(X2)) −→ Ht(X1, X2),

donde X1 y X2 son complejos uno-graduados en A1 y A2 respectivamente.
Dicho morfismo desempeñará el rol del homomorfismo producto de homoloǵıa
n-dimensional visto en la sección de preliminares.
La fórmula de Künneth nos garantizará, bajo ciertas condiciones, la existencia
de un homomorfismo β tal que la sucesión

0 −→ t(H(X1),H(X2))
α−→ Ht(X1, X2)

β−→ t1(H(X1),H(X2)) −→ 0

es exacta. Además, garantizaremos que dicha sucesión se divide si añadimos
más condiciones.

5.1. El homomorfismo α

Sea t : A1 ×A2−→A un funtor aditivo, covariante en la primera variable y
contravariante en la segunda.
Sean X1 y X2 complejos uno-graduados en A1 y A2 respectivamente. Notar

111
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que si X1 = (X1, ∂) entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

im(∂n+1)

��

// ker(∂n)

��
im(∂n+1) // X1n

y por consiguiente obtenemos un nuevo diagrama conmutativo

im(∂n+1)

��

// ker(∂n)

��

// ker(∂n)/im(∂n+1)

���
�
�

im(∂n+1) // X1n
// X1n/im(∂n+1).

Por lo tanto, si no tomamos en cuenta los sub́ındices, los siguientes diagramas
resultan conmutativos

Z(X1)

��

//H(X1)

��
X1

// Z ′(X1)

Z ′(X2) H(X2)oo

X2

OO

Z(X2).oo

OO

Aplicando el funtor t conseguimos el diagrama conmutativo

t(Z(X1),Z ′(X2))

��

// t(H(X1),H(X2))

��
t(X1, X2) // t(Z ′(X1),Z(X2)),

donde todos los complejos son vistos como complejos uno-graduados. Más
aún, notar que t(Z ′(X1),Z(X2)), t(H(X1),H(X2)) y t(Z(X1),Z ′(X2)) tie-
nen diferenciaciones triviales, luego son isomorfos a sus sucesiones de ho-
moloǵıa. Por tanto, aplicando el funtor H obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

t(Z(X1),Z ′(X2))

η

��

ξ // t(H(X1),H(X2))

α
uuj j j j j j j j

τ

��
Ht(X1, X2)

ζ
// t(Z ′(X1),Z(X2))

(5.1)

Veamos que condiciones debe poseer t para asegurar la existencia del morfis-
mo α.
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Teorema 5.1. Si el funtor t : A1 × A2−→A es exacto derecho entonces
existe un único homomorfismo

α : t(H(X1),H(X2))−→Ht(X1, X2)

de grado 0 que preserva la conmutatividad del diagrama 5.1. Este homomor-
fismo es relativo natural a los morfismos X1 −→ X ′1 y X ′2 −→ X2. Además,
si X1 y X2 tienen diferenciaciones triviales entonces α es la identidad. Estas
dos últimas propiedades caracterizan de manera única al homomorfismo α.

Demostración.
En general tenemos las sucesiones exactas

0 −→ B(X1) −→ Z(X1) −→ H(X1) −→ 0

0 −→ H(X2) −→ Z ′(X2) −→ B′(X2) −→ 0

Dado que el funtor t es exacto derecho, las sucesiones

t(Z(X1),Z ′(X2)) −→ t(H(X1),Z ′(X2)) −→ 0

t(H(X1),Z ′(X2)) −→ t(H(X1),H(X2)) −→ 0

son exactas, y por tanto ξ : t(Z(X1),Z ′(X2)) −→ t(H(X1),H(X2)) es un
epimorfismo. Aśı, para asegurar la existencia de dicho homomorfismo tal que
αξ = η, es suficiente probar que ker(ξ) ⊂ ker(η). Además dicho morfismo
satisface que ζαξ = ζη = τξ, esto es, ζα = τ y por consiguiente se garantiza
la conmutatividad del diagrama 5.1.

Aplicando el teorema 3.7 a las sucesiones exactas

B(X1) −→ Z(X1) −→ H(X1) −→ 0

0 −→ H(X2) −→ Z ′(X2) −→ B′(X2),

obtenemos la sucesión exacta

t(B(X1),Z ′(X2))⊕ t(Z(X1),B′(X2))
ϕ−→ t(Z(X1),Z ′(X2))

ξ−→ t(H(X1),H(X2)) −→ 0.

Por tanto ker(ξ) es la suma directa de las imágenes de

t(B(X1),Z ′(X2)) −→ t(Z(X1),Z ′(X2))

t(Z(X1),B′(X2)) −→ t(Z(X1),Z ′(X2)).
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Entonces, para demostrar que ker(ξ) ⊂ ker(η), es suficiente probar que la
composición de los homomorfismos

t(B(X1),Z ′(X2)) −→ t(Z(X1),Z ′(X2))
η−→ Ht(X1, X2) (5.2)

t(Z(X1),B′(X2)) −→ t(Z(X1),Z ′(X2))
η−→ Ht(X1, X2) (5.3)

son iguales a cero. No obstante, dado que el morfismo η admite las factori-
zaciones

t(Z(X1),Z ′(X2)) −→ Ht(X1,Z ′(X2)) −→ Ht(X1, X2)

t(Z(X1),Z ′(X2)) −→ Ht(Z(X1), X2) −→ Ht(X1, X2)

los homomorfismos 5.2 y 5.3 admiten las factorizaciones

t(B(X1),Z ′(X2))
β−→ Ht(X1,Z ′(X2)) −→ Ht(X1, X2)

t(Z(X1),B′(X2))
γ−→ Ht(Z(X1), X2) −→ Ht(X1, X2),

respectivamente y por tanto es suficiente demostrar que los homomorfismos
β y γ son cero.
Consideremos la factorización

t(X1,Z ′(X2)) −→ t(B′(X1),Z ′(X2))
t(∂̃,1)−→ t(B(X1),Z ′(X2))

β′−→ t(X1,Z ′(X2))

del operador diferenciación t(∂, 1) : t(X1,Z ′(X2)) −→ t(X1,Z ′(X2)). Como
t es exacto derecho el homomorfismo t(X1,Z ′(X2)) −→ (B′(X1),Z ′(X2)) es

un epimorfismo. Además, en vitud de que ∂̃ es el isomorfismo inducido por
∂ : X1 −→ X1 se sigue que el morfismo t(∂̃, 1) es un isomorfismo también.
Esto implica que im(β′) = im(t(∂, 1)) = Bt(X1,Z ′(X2)).
Observar que el homomorfismo β es inducido por β′, el cual garantiza que
im(β) = 0 y por lo tanto β = 0.

Similarmente, de la factorización

t(Z(X1), (X2) −→ t(Z(X1),B(X2))
t(1,∂̃)−→ t(Z(X1),B′(X2))

β′−→ t(Z(X1), (X2)
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del operador diferenciación t(1, ∂) : t(Z(X1), (X2) −→ t(Z(X1), (X2), con-
cluimos que im(γ) = 0 y por lo tanto γ = 0.
Es claro α es la identidad si X1 y X2 tienen diferenciaciones triviales. Veamos
que α es relativo natural a los morfismos X1 −→ X ′1 y X ′2 −→ X2, esto es,
el siguiente diagrama es conmutativo

t(H(X1),H(X2))

λ
��

α //Ht(X1, X2)

ϕ

��
t(H(X ′1),H(X ′2)) α′ //Ht(X ′1, X ′2)

En efecto, sabemos que los siguientes diagramas son conmutativos

t(H(X1),H(X2)) α //Ht(X1, X2)

t(Z(X1),Z ′(X2))

ξ

iiTTTTTTTTTTTTTTT η

66lllllllllllll

t(H(X ′1),H(X ′2)) α′ //Ht(X ′1, X ′2)

t(Z(X ′1),Z ′(X ′2))
ξ′

iiTTTTTTTTTTTTTTT η′

66lllllllllllll
.

Más aún, los siguientes diagramas también resultan ser conmutativos

t(H(X1),H(X2))

λ
��

t(Z(X1),Z ′(X2))
ξoo

ψ
��

t(H(X ′1),H(X ′2)) t(Z(X ′1),Z ′(X ′2))
ξ′
oo

t(Z(X1),Z ′(X2))
η //

ψ
��

Ht(X1, X2)

ϕ

��
t(Z(X ′1),Z ′(X ′2))

η′
//Ht(X ′1, X ′2)

De lo anterior obtenemos que

α′λξ = α′ξ′ψ

= η′ψ

= ϕη

= ϕαξ

y como ξ es un epimorfismo se sigue que α′λ = ϕα. Luego se cumple la
conmutatividad del diagrama deseado.
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Consideremos los complejos uno-graduados Z(X1) y Z ′(X2). Como dichos
complejos tienen diferenciaciones triviales obtenemos que HZ(X1) = Z(X1)
y Z ′(X2) = HZ ′(X2). Entonces los homomorfismos canónicos Z(X1) −→ X1

y X2 −→ Z ′(X2) inducen un epimorfismo Z(X1) = HZ(X1) −→ H(X1) y
un monomorfismo H(X2) −→ HZ ′(X2) = Z ′(X2). Con estos morfismos en
mente consideremos el diagrama conmutativo

t(Z(X1),Z ′(X2)) = t(HZ(X1),HZ ′(X2))

1
��

ξ // t(H(X1),H(X2))

α

��
t(Z(X1),Z ′(X2)) = Ht(Z(X1),Z ′(X2)) η

//Ht(X1, X2)

donde ξ es el epimorfismo t(Z(X1) −→ H(X1),H(X2) −→ Z ′(X2)).

Si α′ : t(H(X1),H(X2)) −→ Ht(X1, X2) es otro morfismo que también sa-
tisface las dos condiciones de naturalidad e identidad, entonces la conmu-
tatividad es preservada si lo introducimos en el diagrama anterior. Luego
α′ξ = η = αξ y como ξ es un epimorfismo se sigue que α = α′. Por lo tanto
las dos condiciones caracterizan de manera única al morfismo α. �

Si el funtor t es exacto izquierdo existe un morfismo similar pero en dirección
opuesta.

Teorema 5.2. Si el funtor t : A1 ×A2−→A mencionado anteriormente es
exacto izquierdo entonces existe un único homomorfismo

α′ : Ht(X1, X2) −→ t(H(X1),H(X2))

de grado 0 que preserva la conmutatividad del diagrama 5.1. Este homomor-
fismo es relativo natural a los morfismos X1 −→ X ′1 y X ′2 −→ X2. Además,
si X1 y X2 tienen diferenciaciones triviales entonces α′ es la identidad. Estas
dos últimas propiedades caracterizan de manera única al homomorfismo α′.

�

Teorema 5.3. Sea 0−→X ′ ψ−→ X
ϕ−→ X ′′−→0 una sucesión exacta corta

de complejos uno-graduados en A1 y Y un complejo uno-graduado en A2 tal
que la sucesión

0−→t(X ′, Y )−→t(X, Y )−→t(X ′′, Y )−→0
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es exacta. Sean δ : H(X ′′)−→H(X ′) y ∆ : Ht(X ′′, Y )−→Ht(X ′, Y ) los ho-
momorfismos de conexión. Entonces, si el funtor t es exacto derecho, el si-
guiente diagrama conmuta:

t(H(X ′′),H(Y ))
t(δ,1) //

α2

��

t(H(X ′),H(Y ))

α1

��
Ht(X ′′, Y )

∆
//Ht(X ′, Y ).

Nota. Si el funtor t es exacto izquierdo, en el teorema anterior sólo se susti-
tuyen α1 y α2 por α′1 y α′2 respectivamente.

Además, el teorema anterior también puede ser formulado para la variable
contravariante, expĺıcitamente tenemos:

Teorema 5.4. Sea 0−→Y ′ ψ−→ Y
ϕ−→ Y ′′−→0 una sucesión exacta corta

de complejos uno-graduados en A2 y X un complejo uno-graduado en A1 tal
que la sucesión

0−→t(X, Y ′′)−→t(X, Y )−→t(X, Y ′)−→0

es exacta. Sean δ : H(Y ′′)−→H(Y ′) y ∆ : Ht(X, Y ′)−→Ht(X, Y ′′) los homo-
morfismos de conexión. Entonces, si el funtor t es exacto derecho, el siguiente
diagrama conmuta:

t(H(X),H(Y ′))
t(1,δ) //

α2

��

t(H(X),H(Y ′′))

α1

��
Ht(X, Y ′)

∆
//Ht(X, Y ′′).

�

Nota. Nuevamente, si t es un funtor exacto izquierdo, en el teorema an-
terior sólo se sustituyen α1 y α2 por α′1 y α′2 respectivamente.

Una vez aclarada esta situación, continuamos con la demostración del teore-
ma 5.3.
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Demostración.

Sea Kk el núcleo de la composición ϕk−1∂k : Xk −→ X ′′k−1. Por el teorema
4.27 existen homomorfismos

Hk−1(X ′)
µ′k−1←− Zk−1(X ′)

τ ′k←− Kk

τ ′′k−→ Zk(X ′′)
µ′′k−→ Hk(X

′′)

tales que

µ′k−1τ
′
k = δkµ

′′
kτ
′′
k . (5.4)

De manera similar, sea (Mk, jk) el núcleo de la composición

t(X, Y )k
∂k−→ t(X, Y )k−1 −→ t(X ′′, Y )k−1 (5.5)

Nuevamente por el teorema 4.27 existen morfismos

Hk−1t(X
′, Y )

ρ′k−1←− Zk−1t(X
′, Y )

σ′k←−Mk

σ′′k−→ Zkt(X ′′, Y )
ρ′′k−→ Hkt(X

′′, Y )

tales que

ρ′k−1σ
′
k = ∆kρ

′′
kσ
′′
k (5.6)

Haciendo la composición del morfismo t(K,Z ′(Y ))k −→ t(X, Y )k con el ho-
momomorfismo 5.5 obtenemos el morfismo cero, por lo tanto dicho morfismo
se factoriza a través del núcleo Mk, es decir, existe un homomorfismo

Θk : t(K,Z ′(Y ))k −→Mk

tal que jkΘk = t(K,Z ′(Y ))k −→ t(X, Y )k.
Consideremos los diagramas

t(H(X ′),H(Y ))

α1

��

t(Z(X ′),Z ′(Y ))
t(µ′,i)oo

��

t(K,Z ′(Y ))

Θ

��

t(τ ′,1)oo

Ht(X ′, Y ) Zt(X ′, Y )
ρ′

oo M
σ′

oo

(5.7)
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y

t(K,Z ′(Y ))

��

t(τ ′′,1) //

Θ

��

t(Z(X ′′),Z ′(Y ))

��

t(µ′′,i) // t(H(X ′′),H(Y ))

α2

��
M

σ′′
// Zt(X ′′, Y )

ρ′′
//Ht(X ′′, Y )

(5.8)

donde i : H(Y ) −→ Z ′(Y ) es la inclusión.
La conmutatividad del rectángulo izquierdo del diagrama 5.7 y el rectángulo
derecho del diagrama 5.8 se sigue directamente de la definición de los homo-
morfismos α1 y α2. Además, la comutatividad de los rectángulos restantes se
sigue de la definición del morfismo Θ.
De las igualdades 5.4 y 5.6 obtenemos que

∆α2t(µ
′′τ ′′, i) = ∆ρ′′σ′′Θ

= ρ′σ′Θ

= α1t(µ
′τ ′, i)

= α1t(δµ
′′τ ′′, i)

= α1t(δ, 1)t(µ′′τ ′′, i).

Dado que µ′′, τ ′′ son epimorfismos, i es un monomorfismo y t es un funtor
exacto derecho, el homomorfismo t(µ′′τ ′′, i) es necesariamente un epimorfis-
mo. Por lo tanto ∆α2 = α1t(δ, 1). �

Teorema 5.5. Sea t : A1 × A2−→A un funtor exacto derecho. Sean X1

un complejo uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2.
Supongamos que la sucesión

0−→t(Z(X1), X2)−→t(X1, X2)

es exacta y que el homomorfismo

α : t(B(X1),H(X2))−→Ht(B(X1), X2)

es un epimorfismo. Entonces la sucesión

· · · −→Ht(X1, X2)
k∗−→ Ht(B(X1), X2)

i∗−→ Ht(Z(X1), X2)
j∗−→ Ht(X1, X2) · · ·
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inducida por los homomorfismos naturales

X1
k−→ B(X1)

i−→ Z(X1)
j−→ X1 (5.9)

es exacta.

Nota. Existe un resultado similar para la segunda variable contravarian-
te, sólo se reemplaza Z(X1) y B(X1) por Z ′(X2) y B′(X2) respectivamente,
además de invertir la dirección de las flechas en 5.9.

Demostración.
Por hipótesis t es exacto derecho y la sucesión

0−→t(Z(X1), X2)−→t(X1, X2)

es exacta, aśı obtenemos la siguiente sucesión exacta corta de complejos uno-
graduados

0 −→ t(Z(X1), X2) −→ t(X1, X2) −→ t(B(X1), X2) −→ 0.

Por el teorema 4.20 existe una sucesión exacta larga

· · · −→ Ht(X1, X2)
k∗−→ Ht(B(X1), X2)

∆−→ Ht(Z(X1), X2)
j∗−→ Ht(X1, X2) −→ · · · .

Resta probar que ∆ = i∗. En efecto:
Por el teorema 5.3 existe un diagrama comutativo

t(B(X1),H(X2))
t(δ,1) //

α

��

t(Z(X1),H(X2))

α′

��
Ht(B(X1), X2)

∆
//Ht(Z(X1), X2),

donde δ : B(X1) −→ Z(X1) es el morfismo conector de la sucesión exacta

0 −→ Z(X1) −→ X1 −→ B(X1) −→ 0.

Ahora, δ = i y por la naturalidad del homomorfismo α concluimos que
i∗α = α′t(δ, 1) y por tanto i∗α = ∆α. No obstante, α es un epimorfismo
por hipótesis y por consiguiente concluimos que i∗ = ∆. �

Dualmente tenemos el siguiente resultado para funtores exactos izquierdos.
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Teorema 5.6. Sea t : A1 × A2−→A un funtor exacto izquierdo. Sean X1

un complejo uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2.
Supongamos que la sucesión

t(Z ′(X1), X2)−→t(X1, X2) −→ 0

es exacta y que el homomorfismo

α′ : Ht(B′(X1), X2) −→ t(B′(X1), H(X2))

es un monomorfismo. Entonces la sucesión

· · · −→Ht(X1, X2)
k∗−→ Ht(Z ′(X1), X2)

i∗−→ Ht(B′(X1), X2)
j∗−→ Ht(X1, X2) −→ · · ·

inducida por los homomorfismos naturales

X1
k−→ Z ′(X1)

i−→ B′(X1)
j−→ X1 (5.10)

es exacta.

�

5.2. La fórmula de Künneth

Finalmente hemos llegado al objetivo principal de esta tésis, enunciar y de-
mostrar la fórmula de Künneth. Existen dos variantes de este teorema, una es
para funtores exactos derechos y otra para funtores exactos izquierdos. Pre-
sentaremos las dos versiones de dicho teorema pero sólo probaremos el caso
de los funtores exactos derechos. Antes presentamos un resultado necesario:

Teorema 5.7. Sea t : A1 × A2→A un funtor exacto derecho, covariante
en la primera variable y contravariante en la segunda. Sean X1 un complejo
uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2. Supongamos que
las sucesiones exactas cortas

0 −→ H(X1) −→ Z ′(X1) −→ B′(X1) −→ 0

0 −→ B(X2) −→ Z(X2) −→ H(X2) −→ 0

se dividen. Entonces el homomorfismo α : t(H(X1),H(X2)) −→ Ht(X1, X2)
es un monomorfismo y la imagen de α es un sumando directo de Ht(X1, X2).
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Demostración.
Dado que las sucesiones

0 −→ H(X1) −→ Z ′(X1) −→ B′(X1) −→ 0

0 −→ B(X2) −→ Z(X2) −→ H(X2) −→ 0

se dividen, existen morfismos

Z ′(X1) −→ H(X1)

H(X2) −→ Z(X2)

tales que

Z ′(X1) −→ H(X1) −→ Z ′(X1) = 1Z′(X1)

H(X2) −→ Z(X2) −→ H(X2) = 1H(X2).

Haciendo la composición de los morfismos existentes con los morfismos canóni-
cos X1 −→ Z ′(X1) y Z(X2) −→ X2, obtenemos los homomorfismos

β : X1 −→ H(X1)

γ : H(X) −→ X2.

Luego los homomorfismos inducidos H(X1) −→ H(X1) y H(X2) −→ H(X2)
resultan ser las identidades correspondientes. Por la naturalidad de α obte-
nemos el diagrama conmutativo

t(H(X1),H(X2))

α

��

1 // t(H(X1),H(X2))

1
��

Ht(X1, X2)
ξ

// t(H(X1),H(X2)),

donde el homomorfismo ξ es inducido por el homomorfismo t(β, γ). Por lo
tanto ξα = 1, lo cual garantiza lo afirmado por el teorema. �

Existe un teorema análogo al anterior para funtores exactos izquierdos.

Teorema 5.8. Sea t : A1 × A2→A un funtor exacto izquierdo, covariante
en la primera variable y contravariante en la segunda. Sean X1 un complejo
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uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2. Supongamos que
las sucesiones exactas

0 −→ B(X1) −→ Z(X1) −→ H(X1) −→ 0

0 −→ H(X2) −→ Z ′(X2) −→ B′(X2) −→ 0

se dividen. Entonces el homomorfismo α′ : Ht(X1, X2) −→ t(H(X1),H(X2))
es un epimorfismo y la imagen de α′ es un sumando directo de Ht(X1, X2).

�

Finalmente, enunciamos el teorema principal de esta tesis.

Teorema 5.9. (Fórmula de Künneth para funtores exactos derechos) Sean
A1, A2 y A categoŕıas abelianas y t : A1×A2→A un funtor exacto derecho
aditivo, covariante en la primera variable y contravariante en la segunda. Su-
pongamos que A1 tiene proyecciones, A2 inyectivos y A coproductos. Sean
X1 un complejo uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2.

Si los homomorfismos

α1 : t(B(X1),H(X2))−→Ht(B(X1), X2)

α2 : t(Z(X1),H(X2))−→Ht(Z(X1), X2)

son isomorfismos y

t1(B(X1), X2) = 0 = t1(Z(X1),H(X2))

o

si los homomorfismos

α1 : t(H(X1),B′(X2))−→Ht(X1,B′(X2))

α2 : t(H(X1),Z ′(X2))−→Ht(X1,Z ′(X2))

son isomorfismos y

t1(X1,B′(X2)) = 0 = t1(H(X1),Z ′(X2)),

entonces existe un homomorfismo β de grado −1 tal que la sucesión

0→ t(H(X1),H(X2))
α→ Ht(X1, X2)

β→ t1(H(X1),H(X2))→ 0 (5.11)
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es exacta. Más aún, si añadimos las hipótesis del teorema 5.7 obtenemos que
5.11 se divide y por tanto

Ht(X1, X2) ∼= t(H(X1),H(X2))
⊕

(t1(H(X1),H(X2)))+

donde (t1(H(X1),H(X2)))+ denota al complejo uno-graduado derivado del
complejo uno-graduado t1(H(X1),H(X2)) al reemplazar k por k − 1.

Si el teorema anterior es formulado para funtores exactos izquierdos, la di-
rección de los morfismos cambia, los funtores Z y B se sustituyen por Z ′ y B′
respectivamente, y los homomorfismos α y αk son reemplazados por α′ y α′k
respectivamente. Además los funtores derivados izquierdos ti son cambiados
por los funtores derivados derechos t′i.

Teorema 5.10. (Fórmula de Künneth para funtores exactos izquierdos) Sean
A1, A2 y A categoŕıas abelianas y t : A1×A2→A un funtor exacto izquier-
do aditivo, covariante en la primera variable y contravariante en la segunda.
Supongamos que A1 posee inyectivos, A2 proyectivos y A coproductos. Sean
X1 un complejo uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2.

Si los homomorfismos

α′1 : Ht(B′(X1), X2) −→ t(B′(X1),H(X2))

α′2 : Ht(Z ′(X1), X2) −→ t(Z ′(X1),H(X2))

son isomorfismos y

t′1(B′(X1), X2) = 0 = t′1(Z ′(X1),H(X2))

o

si los homomorfismos

α′1 : Ht(X1,B(X2)) −→ t(H(X1),B(X2))

α′2 : Ht(X1,Z(X2)) −→ t(H(X1),Z(X2))

son isomorfismos y

t′1(X1,B(X2)) = 0 = t′1(H(X1),Z(X2)),
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entonces existe un homomorfismo β′ de grado −1 tal que la sucesión

0→ t′1(H(X1),H(X2))
β′→ Ht(X1, X2)

α′→ t(H(X1),H(X2))→ 0 (5.12)

es exacta. Más aún, si añadimos las hipótesis del teorema 5.8 obtenemos que
5.12 se divide.

�

A continuación presentamos la prueba del teorema 5.9.

Demostración.
Supongamos que los morfismos

α1 : t(B(X1),H(X2))−→Ht(B(X1), X2)
α2 : t(Z(X1),H(X2))−→Ht(Z(X1), X2)

son isomorfismos y que

t1(B(X1), X2) = 0 = t1(Z(X1),H(X2)).

Consideremos el diagrama conmutativo

t(B(X1),H(X2))
α1 //

��

Ht(B(X1), X2)

��
t(Z(X1),H(X2))

α2 //

��

Ht(Z(X1), X2)

��

0

��
t(H(X1),H(X2))

��

α //Ht(X1, X2)

��

β //____ t1(H(X1),H(X2))

��
0 Ht(B(X1), X2)

��

α−1
1 // t(B(X1),H(X2))

��
Ht(Z(X1), X2)

α−1
2 // t(Z(X1),H(X2)).

(5.13)

En virtud de que el funtor t es exacto derecho se sigue que la primera columna
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del diagrama 5.13 es exacta.
Aplicando el corolario 4.24 a la sucesión exacta corta

0 −→ Z(X1) −→ X1 −→ B(X1) −→ 0

obtenemos la sucesión exacta

t1(B(X1), X2) −→ t(Z(X1), X2) −→ t(X1, X2).

Sin embargo, por hipótesis, t1(B(X1), X2) = 0 y por tanto el morfismo
t(Z(X1), X2) −→ t(X1, X2) es un monomorfismo. Luego las hipótesis del
teorema 5.5 se satisfacen y por consiguiente la columna central del diagrama
5.13 es exacta.
Similarmente, aplicando el corolario 4.24 a la sucesión exacta corta

0 −→ B(X1) −→ Z(X1) −→ H(X1) −→ 0

obtenemos la siguiente sucesión exacta

t1(Z(X1),H(X2))→ t1(H(X1),H(X2))→ t(B(X1),H(X2))

→ t(Z(X1),H(X2)).

Dado que t1(Z(X1),H(X2)) = 0, la tercera columna del diagrama 5.13 es
exacta. De lo anterior es claro que existe un único morfismo

β : Ht(X1, X2) −→ t1(H(X1),H(X2))

tal que hace conmutar el diagrama 5.13. Asimismo, notar que el homomor-
fismo Ht(X1, X2) −→ Ht(B(X1), X2) es el único que tiene grado −1 y los
demás tiene grado 0. Por tanto, β debe tener grado −1 también.
Finalmente, la exactitud de la sucesión 5.11 se sigue directamente del dia-
grama 5.13.
La prueba es similar si suponemos que los homomorfismos

α1 : t(H(X1),B′(X2))−→Ht(X1,B′(X2))
α2 : t(H(X1),Z ′(X2))−→Ht(X1,Z ′(X2))

son isomorfismos y que

t1(X1,B′(X2)) = 0 = t1(H(X1),Z ′(X2)).
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�

Por último, veamos que a partir del teorema 5.9 se deduce la fórmula de
Künneth para álgebra homológica.
El siguiente resultado nos muestra las condiciones que deben cumplirse para
obtener las hipótesis del teorema 5.9.

Teorema 5.11. Sea t : A1 × A2 −→ A un funtor aditivo, exacto derecho,
covariante en la primera variable y contravariante en la segunda. Suponga-
mos que A1 tiene proyectivos, A1 inyectivos y A1 coproductos. Sean X1 un
complejo uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2 tal que

t1(B(X1),B(X2)) = 0 = t1(B(X1),H(X2)) (5.14)

t1(Z(X1),B(X2)) = 0 = t1(Z(X1),H(X2)).

Entonces las primeras condiciones del teorema 5.9 se cumplen.
Por otro lado, si

t1(B(X1),B′(X2)) = 0 = t1(H(X1),B′(X2)) (5.15)

t1(B(X1),Z ′(X2)) = 0 = t1(H(X1),Z ′(X2)),

entonces las segundas condiciones del teorema 5.9 se satisfacen.

Demostración.
Probaremos la primera afirmación, la segunda se realiza de manera análoga.
Supongamos las condiciones 5.14, deseamos demostrar que los homomorfis-
mos

α1 : t(B(X1),H(X2))−→Ht(B(X1), X2)

α2 : t(Z(X1),H(X2))−→Ht(Z(X1), X2)

son isomorfismos y que

t1(B(X1), X2) = 0 = t1(Z(X1),H(X2))

En efecto, por hipótesis t1(Z(X1),H(X2)) = 0. Resta ver que t1(B(X1), X2) =
= 0. Aplicando el funtor t1(B(X1), ) (el cual es semiexacto por el corolario
4.22) a la sucesión exacta corta

0 −→ B(X2) −→ Z(X2) −→ H(X2) −→ 0,
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obtenemos la sucesión exacta

t1(B(X1),B(X2)) −→ t1(B(X1),Z(X2)) −→ t1(B(X1),H(X2)).

Por hipótesis t1(B(X1),B(X2)) = 0 y t1(B(X1),H(X2)) = 0 y por consiguien-
te t1(B(X1),Z(X2)) = 0. De manera similar, aplicando el funtor t1(B(X1), )
a la sucesión exacta corta

0 −→ Z(X2) −→ X2 −→ B(X2) −→ 0,

obtenemos que t1(B(X1), X2) = 0.
Finalmente, veamos que α1 y α2 son isomorfismos.
Observar que los homomorfismos

t(B(X1),B(X2)) −→ Ht(B(X1),B(X2))

t(B(X1),Z(X2)) −→ Ht(B(X1),Z(X2))

son identidades (pues B(X2) y Z(X2) tienen diferenciaciones triviales) y por
consiguiente son isomorfismos.
Luego se cumplen las primeras condiciones del teorema 5.9. �

La proposición dual para funtores exactos izquierdos es la siguiente.

Teorema 5.12. Sea t : A1 ×A2 −→ A un funtor aditivo, exacto izquierdo,
covariante en la primera variable y contravariante en la segunda. Suponga-
mos que A1 tiene inyectivos, A1 proyectivos y A1 coproductos. Sean X1 un
complejo uno-graduado en A1 y X2 un complejo uno-graduado en A2 tal que

t′1(B′(X1),B′(X2)) = 0 = t′1(B′(X1),H(X2)) (5.16)

t′1(Z ′(X1),B′(X2)) = 0 = t′1(Z ′(X1),H(X2)).

Entonces las primeras condiciones del teorema 5.10 se cumplen.
Por otro lado, si

t′1(B′(X1),B(X2)) = 0 = t′1(H(X1),B(X2)) (5.17)

t′1(B′(X1),Z(X2)) = 0 = t′1(H(X1),Z(X2)),

entonces las segundas condiciones del teorema 5.10 se satisfacen.
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�

Si t es exacto derecho y t1 es exacto izquierdo (o dualmente, si t es exacto
izquierdo y t′1 es exacto derecho) podemos simplificar las anteriores restric-
ciones.
Sea t un funtor exacto derecho como antes y supongamos las condiciones
5.14. Aplicando el funtor t1( ,B(X2)) a la sucesión exacta corta

0 −→ Z(X1) −→ X1 −→ B(X1) −→ 0

obtenemos la sucesión exacta

t1(Z(X1),B(X2)) −→ t1(X1,B(X2)) −→ t1(B(X1),B(X2)).

Entonces las condiciones 5.14 implican que t1(X1,B(X2)) = 0.
Similarmente, aplicando el funtor t1( ,H(X2)) a la sucesión exacta corta

0 −→ Z(X1) −→ X1 −→ B(X1) −→ 0

obtenemos que t1(X1,H(X2)) = 0.
Por otro lado, supongamos que

t1(X1,H(X2)) = 0 = t1(X1,B(X2)). (5.18)

Si suponemos que el funtor t1 es exacto izquierdo, entonces aplicando los
funtores t1( ,B(X2)) y t1( ,H(X2)) a la sucesión exacta corta

0 −→ Z(X1) −→ X1 −→ B(X1) −→ 0,

obtenemos las siguiente sucesiones exactas

0 −→ t1(Z(X1),B(X2)) −→ t1(X1,B(X2)) −→ t1(H(X1),B(X2))

0 −→ t1(Z(X1),H(X2)) −→ t1(X1,H(X2)) −→ t1(H(X1),H(X2))

y por tanto

t1(Z(X1),B(X2)) = 0 = t1(Z(X1),H(X2)).

Similarmente, de la sucesión exacta corta

0 −→ B(X1) −→ ZX1 −→ H(X1) −→ 0
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conseguimos que

t1(B(X1),B(X2)) = 0 = t1(B(X1),H(X2))

y por tanto la condición 5.18 implica las igualdades 5.14.
Un razonamiento análogo al anterior muestra que

t1(B′(X1), X2) = 0 = t1(H(X1), X2) (5.19)

es equivalente a las condiciones 5.15, es decir, hemos probado el siguiente
resultado.

Teorema 5.13. Sea t un funtor aditivo y exacto derecho como antes y su-
pongamos que t1 es exacto izquierdo. Sean X1 y X2 complejos uno-graduados.
Entonces las condiciones 5.14 son equivalentes a

t1(X1,B(X2)) = 0 = t1(X1,H(X2))

y las condiciones 5.15 equivalen a

t1(B′(X1), X2) = 0 = t1(H(X1), X2).

�

Dualmente:

Teorema 5.14. Sea t un funtor aditivo y exacto izquierdo como antes y
supongamos que t′1 es exacto derecho. Sean X1 y X2 complejos uno-graduados.
Entonces las condiciones 4.5 son equivalentes a

t′1(X1,B′(X2)) = 0 = t′1(X1,H(X2))

y las condiciones 4.3 equivalen a

t′1(B(X1), X2) = 0 = t′1(H(X1), X2).

�

Una vez probado los teoremas anteriores y usando el teorema 5.9 para el caso
de R-módulos, obtenemos las siguientes versiones de la fórmula de Künneth.
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Teorema 5.15. (Fórmula de Künneth para homoloǵıa) Sean C1 un complejo
de cadenas de R-módulos derechos y C2 un complejo de cadenas de R-módu-
los izquierdos. Supongamos que

Tor1(B(C1),B(C2)) = 0 = Tor1(B(C1),H(C2))

Tor1(Z(C1),B(C2)) = 0 = Tor1(Z(C1),H(C2))

y que las sucesiones exactas cortas

0 −→ H(X1) −→ Z ′(X1) −→ B′(X1) −→ 0

0 −→ B(X2) −→ Z(X2) −→ H(X2) −→ 0

se dividen. Entonces existe una sucesión exacta corta

0 −→ H(C1)⊗H(C2)
α−→ H(C1 ⊗ C2)

β−→ Tor1(H(C1),H(C2)) −→ 0,

donde α tiene grado cero y β grado −1.

Teorema 5.16. (Fórmula de Künneth para cohomoloǵıa) Sean C1 y C2 com-
plejos de cadenas de R-módulos izquierdos. Supongamos que

Ext1(B(C1),B′(C2)) = 0 = Ext1(B(C1),H(C2))

Ext1(Z(C1),B′(C2)) = 0 = Ext1(Z(C1),H(C2))

y que las sucesiones exactas

0 −→ B(X1) −→ Z(X1) −→ H(X1) −→ 0

0 −→ H(X2) −→ Z ′(X2) −→ B′(X2) −→ 0

se dividen. Entonces existe una sucesión exacta corta que se divide

0 −→ Ext1(H(C1),H(C2))
β′−→ HHomR(C1, C2)

α′−→ HomR(H(C1),H(C2)) −→ 0,

donde α′ tiene grado cero y β′ grado −1.
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Conclusión

A lo largo de esta tesis nos percatamos que las categoŕıas abelianas poseen
propiedades bastantes interesantes y teoremas muy parecidos a los que se
cumplen en la categoŕıa RM, lo que nos permitió desarrollar la mayor parte
del álgebra homológica y aśı poder lograr nuestro objetivo final. Además, los
conceptos de ciclos, fronteras, co-ciclos y co-fronteras n-dimensionales que
teńıamos en la categoŕıa RM definen los funtores Zn, Bn,Z ′n y B′n. En el caso
del n-ésimo funtor de homoloǵıa, se logró darle un sentido a la expresión
Hn := Zn(A)/Bn(A) pues sabemos que en general carece de significado ha-
blar de un cociente entre objetos.
Sin lugar a dudas el teorema que nos resultó más familiar en una categoŕıa
abeliana fue la proposición 2.49, la cual recupera la noción de inyectividad y
sobreyectividad que tenemos en la categoŕıa Set. Asimismo, las construccio-
nes de los funtores derivados izquierdos y de los funtores derivados derechos
en una categoŕıa abeliana son muy similares a las que teńıamos en RM. La
pregunta que surge inmediatamente es si existen los funtores Ext y Tor. Al
parecer en una categoŕıa abeliana no podemos asociarles un significado pues
recordar que para el caso del funtor Tor se involucra el concepto de producto
tensorial de R-módulos. Una posible respuesta es estudiar categoŕıas con más
condiciones que nos permitan darle un sentido al produto tensorial de dos
objetos, por ejemplo categoŕıas monoidales o categoŕıas abelianas tensoriales
(ver [6]).
Finalmente, una vez dada la versión de la fórmula de Künneth para funtores
exactos izquierdos en una categoŕıa abeliana, hacemos las siguientes obser-
vaciones.

1. Las versiones de la fórmula de Künneth vistas en esta tesis nos garantizan
la existencia de un homomorfismo que nos permitirá, bajo ciertas hipótesis,
relacionar la homoloǵıa de un par de complejos con la homoloǵıa de cada uno
de ellos.

2. En el caso general, el homomorfismo α desempeña el mismo papel que
el producto de homoloǵıa n-dimensional y el morfismo α′′ en las versiones de
álgebra homológica y topoloǵıa algebraica respectivamente.
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3. Los teoremas 5.11, 5.12, 5.13 y 5.14 nos permitieron deducir las versio-
nes de la fórmula de Künneth para homoloǵıa y cohomoloǵıa a partir del
teorema 5.9. Más aún, las hipótesis del teorema 1.6 fueron reemplazadas por
otras diferentes sin alterar la conclusión del mismo, es decir, se dejaron a un
lado las condiciones que deben cumplir los complejos de cadenas y el anillo
R.
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