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Introduccion

Uno de los objetivos principales dentro de la topologia es clasificar a los espa-
cios topolégicos, es decir, determinar cuando dos espacios son homeomorfos
o no. En algunas ocasiones dicho problema no queda resuelto si s6lo se usan
herramientas conocidas en topologia general, y por tanto surge la necesidad
de emplear nuevas técnicas que involucran el estudio del dlgebra homoldgica.
Algo habitual que surge en topologia algebraica es dilucidar la homologia
de un producto cartesiano de espacios topolégicos X x Y. El teorema de
Eilenberg-Zilber nos da una respuesta concreta al afirmar que H,(X xY) =
H,(S.(X) ® S«(Y)), donde Si(X) es el grupo abeliano libre que tiene como
base a todos los n-simplices singulares en X [17]. Dicho teorema ejemplifica
claramente la relacion existente entre la homologia de un producto de espa-
cios y la homologia de cada uno de los espacios involucrados. En el caso de
un producto tensorial de complejos de cadenas, existe un teorema conocido
como la férmula de Kiinneth, en honor al matemaético aleman Hermann Lo-
renz Kiinneth (1892-1975), el cual afirma que la homologia de un producto
tensorial de complejos de cadenas queda en términos de la homologia de cada
uno de los factores.

Por otro lado, en 1955 el matematico David Alvin Buchsbaum introduce el
concepto de categoria exacta y mas tarde, en 1957, Grothendieck define las
nociones de categorias aditiva y abeliana con la finalidad de aplicar méto-
dos homoldgicos en categorias que surgen en geometria algebraica, ademas
de intentar unificar varias teorias de cohomologia pues en ese momento se
encontraban la teoria de cohomologia de gavillas y la teoria de cohomologia
de grupos. La relevancia de estas definiciones radica en que las categorias
abelianas son las mas generales para desarrollar dlgebra homolégica debido
a que extiende las propiedades fundamentales de las categorias Rop v Ab.
Una pregunta que surge inmediatamente es si existe una versién de la férmu-
la de Kiinneth en una categoria abeliana arbitraria. La respuesta es si. Por
lo tanto, el objetivo principal de esta tesis es enunciar y demostrar dicho
resultado para funtores exactos derechos en categorias abelianas.

Para lograr nuestro propdsito suponemos conocidas la teoria béasica de cate-
gorfas y R-mddulos. Ademas, la tesis se desarrolla de la siguiente manera:
En el capitulo 1 se presentan las versiones de la férmula de Kiinneth en Alge—



bra Homoldgica y en Topologia Algebraica con la finalidad de hacer énfasis en
el rol que desempena dentro de otras areas de las matematicas. Ademas, su
estudio nos permite tener una visién mas clara de la versiéon mas general. En
el capitulo 2 se presenta una de las definiciones mas importantes de toda la
tesis, la nocién de categoria abeliana. Asimismo, se hace un andlisis exhaus-
tivo acerca de los teoremas validos en este tipo de categorias. La importancia
de este capitulo radica en que nos permitira entender con mayor facilidad las
demostraciones de teoremas posteriores. En el capitulo 3 se exponen las defi-
niciones de funtor aditivo y complejo n—graduado en una categoria abeliana,
dicho concepto es una generalizacion del complejo de cadenas conocido en
Ron. Mas atn, se describe a los funtores Z,,, Z!| B, B!, y H,. Este iltimo
es el mas importante pues nos permitira la construccion de un nuevo tipo
de funtores. En el capitulo 4 se desarrolla la mayoria de la teoria del dlgebra
homoldgica en categorias abelianas, por ejemplo, se enuncian las definicio-
nes de resoluciones proyectiva e inyectiva para posteriormente presentar los
conceptos mas importantes de toda esta seccion: funtor derivado izquierdo y
funtor derivado derecho. Ademds, se demuestran los teoremas que afirman la
existencia de sucesiones exactas largas donde estos nuevos funtores aparecen.
Finalmente, en el capitulo 5 se usa toda la herramienta preparada a lo largo
de los apartados anteriores para cumplir el objetivo primordial de la tesis,
es decir, enunciar y demostrar la formula de Kiinneth para funtores exactos
derechos en categorias abelianas.



Indice general

Introduccion

1. Preliminares
1.1. La féormula de Kiinneth en algebra homolégica . . . . . . . ..
1.2. La férmula de Kiinneth en topologia algebraica . . . . . . ..

2. Categorias abelianas

2.1. Definicién de categoria abeliana . . . . . . . . . . ... .. ..
2.2. Algunos teoremas importantes en categorias abelianas . . . . .
2.3. Sucesiones exactas . . . . . .. ..o
2.4. Pullbacks y pushouts . . . . . ... ...
2.5. Elementos de objetos en categorias abelianas . . . . . . . . ..
2.6. Lemas clasicos en categorias abelianas . . . . . . . . ... ..

2.6.1. Lema del cuatro y del cinco . . . . . .. .. ... ...

2.6.2. Lema delaserpiente . . . ... ... ... ... ....

2.6.3. El teorema de Inmersién completa . . . . . . . . . . ..

3. Funtores aditivos y complejos
3.1. Funtores aditivos . . . . . . .. ...
3.2. Complejos n-graduados . . . . . . ... ... L.

3.3. Los funtores Z,, Z2',,, B,, B,y Hp - - .« . . . oL
3.4. Funtores de complejos . . . . . .. ..o

4. Funtores derivados en categorias abelianas
4.1. Resoluciones proyectivas e inyectivas . . . . .. .. ... ...
4.2. Resoluciones de sucesiones exactas cortas . . . . . . . . .. ..
4.3. Funtores derivados izquierdos y derechos . . . . . . . . .. ..

7

11

15
27
32
36
41
46
51
o1
o4
59

61
61
69
72
80



8 INDICE GENERAL

5. La férmula de Kiinneth en categorias abelianas 111
5.1. El homomorfismo v . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 111
5.2. La férmula de Kiinneth . . . . . . . .. ... ... ... .... 121

Conclusién 132

Bibliografia 133



LA FORMULA DE KUNNETH EN
CATEGORIAS ABELIANAS

Jorge Aguilar Guzman

Octubre de 2015



Capitulo 1

Preliminares

1.1. La férmula de Kiinneth en algebra ho-
molégica

En este capitulo se presentan las definiciones de categoria, funtor covarian-
te, isomorfismo natural, niicleo y contcleo, las cuales desempenan un papel
muy importante a lo largo de la tesis. Ademas, el objetivo de esta seccion
es proporcionar la teoria necesaria que involucran la féormula de Kiinneth en
algebra homoldgica y su version en topologia algebraica. Para mayor infor-
macién pueden consultarse [2], [5], [11] y [14].

Definicién 1.1. Una categoria es un quintuple € = (O, .# ,dom, cod, o)
donde
1) O es la clase cuyos elementos se denominan € -objetos,

2) M es la clase cuyos elementos se llaman € -morfismos,

3) dom y cod son funciones de M en O (dom(f) se llama el dominio
de f, mientras que cod(f) se denomina el codominio de f),

4) o es una funcion de

D={(f,9)| f.g € A ydom(f)=cod(g)}

en M , llamada la ley de composicion de € (o(f,g) se denota por fog y
decimos que f o g estd definido si y solo si (f,g) € D); tal que satisface las

1



2 Preliminares

siquientes propiedades:

(i) Condicion de igualacion: Si fog estd definido, entonces dom(fog) =
dom(g) y cod(f o g) = cod(f);

(ii)) Condicion de asociatividad: Si f o g y ho f estin definidos, en-
tonces ho (fog) = (ho f)og;

(111) Condicion de existencia de identidades: Para cada €-objeto A
existe un € -morfismo e tal que dom(e) = A = cod(e) y

(a) foe=f si foe estd definido, y

(b) eog=g sieog estd definido;

(iv) Condicién de pequenez de clase de morfismos: Para cualquier
par (A, B) de €-objetos, la clase

home (A, B) = {f| | € 4 dom(f) = A y cod(f) = B}
es un conjunto.

Dada una categoria ¢, la clase de €-objetos se denota por Ob(%’), mientras
que Mor(%) representa la clase de @-morfismos. Ademds, si no existe con-
fusion alguna, escribimos hom(A, B) en lugar de homy (A, B).

Aunque los %-morfismos no necesariamente son funciones, usamos indistin-

tamente las notaciones: f € hom(A, B), A B y [+ A — B. Asimismo,

atilizamos A 5 B %5 C o gf para representar la composiciéon g o f.
Finalmente, el dnico ¢-morfismo e : A — A que satisface (a) y (b) de la
definicién anterior se indica por 14 y se denomina la ¢-identidad de A.

Ejemplo 1.2. 1. La categoria de conjuntos se denota por Set y estd de-
finida por:

Ob(Set) es la clase de todos los conjuntos, homsget(A, B) es el conjunto de
todas las funciones de A en B y o es la composicién usual de funciones.

2. La categoria de espacios topoldgicos se denota por Top y esta de-
finida por:
Ob(Top) es la clase de todos los espacios topolédgicos, homrep(A, B) es el
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conjunto de todas las funciones continuas de A en B y o es la composicion
usual de funciones.

3. La categoria de grupos abelianos se denota por Ab y estd definida
por:

Ob(Ab) es la clase de todos los grupos abelianos, hom 4, (A, B) es el conjunto
de todos los homomorfismos de grupos abelianos de A en B y o es la com-
posicion usual de funciones.

4. Dado un anillo R conmutativo con 1 # 0, la categoria de R-mddu-
los izquierdos se denota por Rgy y estd definida por:

Ob(MRar) es la clase de todos los R-médulos izquierdos, homep,, (A4, B) es el
conjunto de todos los homomorfismos de R-médulos izquierdos de A en By
o es la composicién usual de funciones. Mientras que gpfR indica la categoria
de R-moédulos derechos.

Definicion 1.3. Sean € y Z categorias. F : € — 2 es un funtor o fun-
tor covariante de € en 7 si satisface:

1) Para cada A € Ob(¥), F(A) € Ob(2).

2) St f: A — B es un €-morfismo, entonces F(f) : F(A) — F(B)
es un Y -morfismo.

3)Sif:A— Byg:B — C son €-morfismos, entonces F(go f) =
F(g) o F(f).

4) Para cada A € Ob(%), F(1a) = 1pay.
Veamos algunos ejemplos importantes de funtores covariantes.

Ejemplo 1.4. 1.- Sea € una categoria y A € Ob(¥). Definimos la aplica-
cion Homy (A, )€ — € como sigue:

En objetos. Para cada B € Ob(¢'), Homy (A, _)(B) := Homg (A, B).

En morfismos. Si f : B— B’ es un €-morfismo, entonces
Homy (A, _)(f) := Homy(A, f), donde la funcion
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Homy (A, f): Homy (A, B) — Home (A, B')
estd definida por Homg (A, f)(h) = f o h para cada h € homy (A, B).

Entonces Homy (A, ) es un funtor covariante.

2.- Sea B € Ron. Definimos la aplicacion — Qg By — QRop definido
de la siguiente manera:

En objetos: Para cada A € Ob(mR), (_®gr B)(A) .= A®g B;

En morfismos: Si f: A — A’ es un mR-morfismo,
(—®r B)(f) == f ®r1p.

Entonces (_ ®g B) es un funtor covariante.

Definiciéon 1.5. Sean F,G : &/ — € funtores. Entonces:

1) Una transformacion natural de F' en G es un triple (F,n,G), donde
n:Ob() — Mor(€) es una funcidn que satisface las siguiente condicio-
nes:

a) Para cada A € Ob(&Z), na : F(A) — G(A) es un €-morfismo.

b) Para cada <7 -morfismo f: A — A’, conmuta el siguiente diagrama

F(A) 2~ G(A)
F(f)l lcm
F(A) - G(A)

2) Una transformacion natural (F,n, Q) se llama isomorfismo natural o equi-
valencia natural si para cada A € Ob(<7), na es un €-isomorfismo.

3) Se dice que F y G son isomorfos naturalmente (se denota F = G) o
naturalmente equivalentes si existe un isomorfismo natural de F en G.

La importancia de las siguientes definiciones radica en que seran utilizadas
en los capitulos restantes.

Definicién 1.6. Sean € una categoria con objeto cero y f : A — B un
% -morfismo. Se llama nicleo de f a la pareja (ker(f),j), donde ker(f) €
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Ob(€) y j € homeg(ker(f),A), tal que

1) fj=0,

2)sig: H— A es otro €-morfismo con fg =0, entonces existe un unico
h:H — ker(f) €-morfismo tal que g = jh, es decir, tal que hace conmutar
el siguiente diagrama

H

|
hl
Al

ker(f)fA?B.

9

Dualmente:

Definicién 1.7. Sean € wuna categoria con objeto cero y f : A — B
un €-morfismo. Se llama coniicleo de f a la pareja (p,coker(f)), donde
coker(f) € Ob(¥€) y p € homeg(B, coker(f)), tal que

1)pf =0,

2) sig: B — H es otro €-morfismo con gf = 0, entonces eziste un uni-
co h : coker(f) — H €-morfismo tal que g = hp, es decir, tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

A—f>B—§coker(f)
o
v
H.

g

De aqui en adelante nos centraremos en la categoria fRgy y usamos el término
R-médulo en lugar de R-médulo izquierdo.

Veamos la construccion de los funtores més importantes dentro del alge-
bra homoldgica: el n-ésimo funtor de Homologia, el Funtor Ext y el
Funtor Tor.

Sea R un anillo conmutativo con 1 # 0.
Definicion 1.8. Una sucesion de R-mddulos y homomorfismos de R-modu-
los

n+1 On—1

5 Sn
Ao — Ay — A, — Ay —
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se llama complejo de cadenas, denotado por A = (A,9), si im(d;11) C
ker(8;) V i € Z.

La siguiente definicién nos indica qué entenderemos por un morfismo entre
dos complejos de cadenas dados.

Definicién 1.9. Sean

on On On—
Ao s Ay oA, Sy, b
B: — By 2B, B, L

dos complejos de cadenas, un homomorfismo, transformacién o aplica-
cién de cadenas de (A,0) en (B,€) es una familia de morfismos de R-
modulos f = {f, : A, — By} tal que &, o f, = fn_10 0, para todo entero
n, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo para cualquier entero n:

On,
An > n—1

W e

Bn gn; Bn—l

Ahora, resulta natural definir la composicién de dos transformaciones de
cadenas f = {futnez ¥ 9 = {9n}nez como la composicién componente a
componente de cada aplicacién, esto es, go f = {g, o fn : n € Z}.

Una vez definido los complejos de cadenas, las aplicaciones de cadenas y la
composicion entre ellas, queda totalmente definida la categoria de los com-
plejos de cadenas, denotada por €omp, la cual serda indispensable para la
construccién del n-ésimo funtor de Homologia.

Nota 1. Para fines mas prdcticos, si (A,d) es un complejo de cadenas defi-

namos Z,(A) := ker(6,) y Bn(A) :==im(dpi1)-

Definicién 1.10. Al funtor H,, : Comp — Roy definido:

En objetos. Para cada (C,d,) € Ob(Comp), H,, (C) := Z,(A)/B.(A).
En morfismos. Para cada f: A — B € Mor(€Comp),

H,(f) = H,(A) — H,(B) tal que H,,(f)(2n, + Bn(A)) == fu(zn) + Bn(B).
se le llama n-ésimo funtor de homologia.

Observacion 1.11. El anterior funtor tiene muchas propiedades interesan-
tes, una de ellas es que es invariante bajo transformaciones homotopicas; es
decir, si f ~ g entonces se cumple que H,(f) = H,(g). Esta observacion nos
serd de gran utilidad en la construccion de los funtores derivados izquierdos.
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Funtores derivados izquierdos

Antes de definir este tipo de funtores, veamos un teorema previo.

Teorema 1.12. (Teorema de comparacion) Sea f : A — B un morfismo
de modulos y consideremos el siguiente diagrama:

«a

Xgt--- Xo X1 Xo—— A 0
lf
Y- Y, B2 Y, B1 Y, 5 B 0

donde X4 y Yg son complejos. Si cada X,, es proyectivo y la fila inferior es
exacta, entonces existe una aplicacion de cadenas g : X a—Yp tal que el
siguiente diagrama conmuta:

XO%'A

[

Y,—2>B

Mas aun, g es unica salvo homotopia.

Una vez enunciado el teorema de comparacion, se procede a denifir los fun-
tores derivados izquierdos.

Sean F : Ron—MNRgy un funtor covariante y A un R-mddulo. Supongamos
que

Pioo— PP P 5 A0
es una resolucién proyectiva de A. Consideremos el complejo recortado de P
Py — P2 P 2 P — 0.
Aplicando el funtor F obtenemos el nuevo complejo
F(Py): - — F(Py) "X (P " F(Py) — 0.

Definamos el funtor L, [F : Rogp—NRop de la siguiente manera:
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1. Si A € Ob(Ray), L,F(A) := H,(F(Py)) = ker(F(6,)) /im(F(0,s1)).

2. Si f € Homw,, (A, B), por el teorema 1.12, existe una transformacién de
cadenas g : (P4, d)—(Pp, ) sobre f. Luego L,F(f) := H,(F(g)) don-
de F(g) = {F(gn)}, esto es, el morfismo L,F(f) : L,F(A)—L,F(B)
estd definido por L, F(f)(z, +im(F(dn41))) = F(gn)(2n) +im(F(an11)).

Observacion 1.13. Se verifica facilmente que IL,IF es efectivamente un fun-
tor. Ademds dicho funtor no depende de la resolucion proyectiva elegida ni
de la transformacion de cadenas garantizada por 1.12. En efecto: St

ﬁ%ﬁg%ﬁlgﬁogzqﬂo

es otra resolucion proyectiva de A y realizamos el procedimiento anterior,
obtenemos otro funtor que denotaremos por L,F. Luego, se demuestra que
L.F y L,F son naturalmente equivalentes, es decir, existe un isomorfismo
natural de L,F a L,F (véase [5, pdg 106]).

Finalmente si G : (Pa,d)—(Pp, a) es otra transformacion de cadenas sobre
f, se sigue que F(g) y F(g) son aplicaciones de cadenas sobre F(f) y por
el teorema 1.12 obtenemos que F(g) ~ F(g) y por tanto, en wvirtud de la
observacion 1.11, consequimos que H,(F(g)) = H,,(F(g)).

Definicién 1.14. El funtor L,F se denomina n-ésimo funtor derivado
izquierdo de F.

Observacion 1.15. La construccion del n-ésimo funtor derivado dere-
cho de F se logra dualizando los pasos anteriores, es decir, elegimos B un
R-modulo, F un funtor covariante o contravariante y E una resolucion in-
yectiva de B. Dicho funtor lo denotamos por R"F.

Definicién 1.16. Sea B un R-mddulo y consideremos el funtor F = _ @, B.
El funtor Tor,(—, B) := L,F se llama n-ésimo funtor Tor respecto a
B, mientras que la familia {Tor,(—, B) : n € Z} se denomina funtor Tor
respecto a B.

Definicién 1.17. Sea A un R-mddulo y consideremos F = Homp,, (A, _).
El funtor Ext"(A, _) := R"F se denomina n-ésimo funtor Ext respecto
a Ay la familia {Ext"(A, _) : n € Z} se denomina funtor Ext respecto
a A.
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Directamente de las definiciones anteriores obtenemos que si
Pioo— PP P A—0

es una resolucién proyectiva de A, entonces
Tor,(A, B) = ker(6, ® 15)/im(5,+1 ® 1p).

Mientras que si
E:0—B-5FE % FE "5 Ey— -

es una resolucién inyectiva de B,

Ext"(A, B) = ker(Hommny, (A, ay,)) /im(Homegp,, (A, an-1)).

Observaciéon 1.18. Sean (C,0) un complejo de cadenas y G un R-mddulo,
entonces

CoG: - — O oa™S 00028

resulta ser un complejo de cadenas. Por tanto, si A y B son R-mddulos
entonces

Tor,(A,B) =H,(Ps+® B) = H,(A® Qp)

donde Py y Qg son los complejos recortados de las resoluciones proyectivas
de A y B respectivamente.
Andlogamente,

Ext"(A, B) = H_,(Homgpy, (Pa, B)) = H_,(Homg,, (A, Ep))

donde Eg es el complejo recortado de una resolucion inyectiva de B.

Sean (C,0), (D, 0*) complejos de cadenas y n € Z arbitrario pero fijo. Consi-

deremos la suma directa E,, = Z Cp, ® D, y el homomorfismo 9,, : £, —
ptg=n

E,_; definido como

d(z®y) =0p(7) @y + (—1)Px ® I, (y)

Entonces se verifica que 6,,0,,11 = 0.
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Definicién 1.19. El complejo

On On
E: o —E "5 E, 5FE, 14— -

se denomina producto tensorial de los complejos C y D y lo denota-
remos por ' =C ® D.

De manera similar, sean (C,0), (D,0*) complejos de cadenas y n € Z. Si
I, = Z Tor(Cy, D) y €l homomorfismo ¥, : F,, — F,_; estd definido

ptg=n
como

ﬁn |Tor1(Cp,Dq): TOT'l (apu ]-Dq) + (_1)pTOT1(1Cp7 a;)
entonces v,,9,.1 = 0.

Definicién 1.20. El complejo

On I
FI"'—)Fn+1—+§Fn—>Fn_1—>"'

se llama producto torsion de los complejos C y D y lo denotaremos
por F'=Tor(C, D).

Una pregunta interesante es si existe alguna relacién entre H,,(C® D), H,,(C)
y H,, (D). La férmula de Kiinneth nos garantiza que la homologia de un pro-
ducto tensorial de complejos de cadenas queda en términos de la homologia
de cada uno de los factores. Explicitamente:

Teorema 1.21. (Fdrmula de Kiinneth) Si C y D son complejos de mddulos
libres sobre un dominio de ideales principales, entonces existe un homomor-
fismo 6 : H,,(C ® D) — {Tor[H(C),H(D)]|},—1 para todo entero n tal que

0 — {H(C)® H(D)}, — H,(C ® D) (1.1)
s {Tor[H(C),H(D)]}5o1 — 0

es una sucesion exacta corta descomponible, es decir,
H,(C® D) = {H(C)®@H(D)}, & {Tor[H(C),H(D)|},—1

para todo entero n.
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En el teorema anterior:

1. H(C) y H(D) denotan complejos de cadenas con borde trivial, es decir,
sus operadores de borde son triviales. Ademas, sus cadenas n-dimensionales
son H,,(C) y H,, (D) respectivamente.

2. El complejo H(C) ® H(D) denota el producto tensorial de los com-
plejos H(C) y H(D). Sus cadenas n-dimensionales estdn dadas por

{H(C)®H(D)}n = Y Hy(C) @ Hy(D).
pg=n
3. El complejo Tor[H(C'), H(D)] denota el producto torsién de los comple-
jos H(C') y H(D). Sus cadenas n-dimensionales estan dadas por

{Tor[H(C),H(D)]}, = ) Ton[H,(C),Hy(D)].

ptg=n

m: {H(C)®H(D)}, = Y _ H,(C)®H,(D) — H,(C ® D)
ptg=n
es un homomorfismo de R-moédulos denominado producto de homologia
n-dimensional de los complejos C' y D. Su existencia lo garantiza el mor-
fismo 7,, : H,(C) ® H,(D) — H,4,(C ® D) y la propiedad universal de
Y Hy(C) @ Hy(D).

ptg=n

1.2. La férmula de Kiinneth en topologia al-
gebraica

Antes de presentar dicha versién es necesario dar algunas definiciones y teo-
remas previos. Cabe senalar que en esta seccion utilizamos principalmente
[17] como referencia, incluso en dicha bibliografia podemos encontrar la cons-
truccion de la sucesién de grupos abelianos libres y homomorfismos de un
espacio topologico que mencionamos mas adelante.
n+1
Definicién 1.22. A" := {(xy, 29, ...,T,41) € R*TL: ij =1yx; >0 para
j=1
cada i € {1,2,....,n+ 1}}, se llama n-simplice estdndar.
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Ejemplo 1.23. 1. A° consiste de un solo punto.
2. Al es un segmento de linea (incluyendo sus puntos extremos).
3. A? es un tridngulo junto con su interior.

4. A® es un tetraedro sélido.

Definicién 1.24. Sea X un espacio topologico. Un m-simplice singular
en X es una funcion continua o : A" — X, donde A" es el n-simplice
estandar.

Definicién 1.25. Sea X un espacio topoldgico. Para cada n € N, definimos
Sn(X) como el grupo abeliano libre que tiene como base todos los n-simplices
singulares en X. Los elementos de S,(X) se llaman n-cadenas singulares

en X.

En [17, pag 64] se demuestra que para cada n > 0 existe un tinico homomor-
fismo 9, : S, (X) — S,,_1(X) tal que 9,,0,+1 = 0. Los homomorfismos 0, se
llaman operadores frontera.

Asi, dado un espacio topoldgico X se puede construir una sucesion de grupos
abelianos libres y homomorfismos

e S () 2 (X)) P S1(X) 2 S(X) 2 0

llamado complejo singular de X, y se denota por (S,(X), d) o simplemente
por S.(X).

Definicién 1.26. FEl grupo de m-ciclos singulares en X, denotado por
Zn(X), es Ker(0,). Mientras que el grupo de n-fronteras singulares en
X, denotado por B,(X), es Im(0p41).

Definicién 1.27. Para cada n € N, el n-éstmo grupo de homologia
singular de un espacio X es H,(X) = Z,(X)/B,(X). La clase lateral z, +
B,(X), donde z, es un n-ciclo, se llama clase de homologia de z, y se
denota por cls z,.

Es de esperar que en este caso también aparezca el funtor Tor, para ello
habra que aclarar su significado.
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Definicién 1.28. Para cada grupo abeliano A, sea

0—>Ri>F—>A—>0

una sucesion exacta con F un grupo abeliano libre. Para cualquier grupo
abeliano libre B, se define Tor(A, B) = Ker(i ® 1p).

Observacién 1.29. Notar que si eliminamos A de la sucesion anterior ob-
tenemos el complejo de cadenas

C,=0—R—F —0,

y por la observacion 1.3 obtenemos que Tor(A, B) = H1(C, ® B).

Recordar que una funcién f : X — Y entre espacios topoldgicos es una
equivalencia homotopica si existe g : Y — X tal que gf ~ 1x y fg ~ 1y,
donde ~ simboliza la homotopia entre funciones continuas. Sin embargo, el
concepto de homotopia entre morfismos de complejos de cadenas también lo
tenemos definido. Asi que resulta natural tener la siguiente definicion.

Definicién 1.30. Un morfismo de cadenas f : (Si,0) — (S.,0') es una
cadena equivalencia si existe un morfismo g : (S.,0") — (S, 0) tal que
gf ~1s, y fg ~ 1s,. Dos complejos de cadenas se dicen cadena equiva-
lentes si existe una cadena equivalencia entre ellos.

El siguiente teorema es fundamental para demostrar la formula de Kiinneth
en topologia algebraica.

Teorema 1.31. (Eilenberg-Zilber) Sean X yY espacios topoldgicos. Enton-
ces existe una cadena equivalencia ¥ : Sy(X X Y) — S, (X) ® S.(Y) dnica
salvo homotopia. Por tanto, H,(X X Y) = H,(S.(X) ® S.(Y)) para cada
n € N.

Asi llegamos al siguiente resultado.

Teorema 1.32. (Formula de Kinneth) Sean X y Y espacios topoldgicos,
entonces para cada n € N existe una sucesion exacta corta que se divide

0— S (Hi(X) @ Hy(Y)) 5 Hy(X x Y)
i+j=n
— Y Tor(Hy(X), Hy(Y)) — 0,

p+g=n—1
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donde o : (clsz;) ® (clszj) — cls(Y' (2 ® 2})) y ' 1 Su(X) @ Su(Y) —
S« (X xY) es la inversa de la cadena de equivalencia dada por el teorema de
Filenberg-Zilber. Por tanto,

Ho(X xY)2= Y (H(X)@ H;(V))ED Y Tor(H,(X), Hy(Y)).

i+j=n p+q=n—1



Capitulo 2

Categorias abelianas

En este capitulo se presenta la definicién de categoria abeliana, concepto que
juega un papel fundamental a lo largo de esta tesis. Ademdas se enuncian
algunos teoremas de gran relevancia.

Definicién 2.1. Sea € una categoria. Un € -producto de un par (A, B) de
€ -objetos es un triple (P, ma,mg), donde P es un €-objeto, mq : P — A y
g . P — B son €-morfismos (llamados proyecciones) tales que para cada C
€ -objeto y para cualesquiera f: C — A, g : C — B € -morfismos, existe un
unico € -morfismo < f,g >: C'— P tal que el siguiente diagrama conmuta

A

f/’ T
TA
<f.9>
>

C-—=>P

PN

B.

Por abuso de notacién al triple (P, 74, 75) lo denotaremos simplemente por
A x B, teniendo en mente las proyecciones correspondientes. Por otro lado, si
trasladamos la definicién anterior a P, es decir, si dualizamos el concepto
anterior, obtenemos lo siguiente.

Definicién 2.2. Sea € una categoria. Un € -coproducto o una €-suma
de un par (A, B) de €-objetos es un triple (pa, up,S), donde S es un € -
objeto, s : A — S yup: B — S son €-morfismos (llamadas inclusiones)

15
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tales que para cada C' € -objeto y para cualesquiera f: A — C, g: B — C
€ -morfismos, existe un unico € -morfismo [f,g] : S — C tal que el siguiente
diagrama conmuta

A

}7 \L
fa
[f.9]

Y

c<"-9

PN

B.

De manera similar, acordamos que al triple (p4, g, S) lo denotaremos sola-
mente por A + B, teniendo en mente las inclusiones correspondientes.

Las definiciones anteriores fueron dadas para dos %-objetos en particular,
sin embargo, pueden generalizarse para una familia arbitraria de €-objetos.
Explicitamente tenemos:

Definicién 2.3. Un € -producto de una familia (A;);c; de €-objetos es un
par (H Ay, (71)ier) tal que:
icl
1) HAi es un 6 -objeto.
iel
2) Para cada j € I, 7; : HAi — A; es un € -morfismo.
iel
3) Para cada par (C,(fi)icr), donde C' es un €-objeto y f; : C — A, para
cualquier j € I, existe un unico € -morfismo < f; >: C — HAZ' tal que el
el
siquiente diagrama conmuta

para cada j € 1.

Definicién 2.4. Un €'-coproducto de una familia (A;);cr de €-objetos es
un par ((f4)ier, HA’) tal que:

el
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1) HAZ' es un € -objeto.

icl
2) Peam cada j €1, pj: Aj — HAi es un € -morfismo.
3) Para cada par ((fi)ier, C), ciieolnde C es un €-objeto y f; : Aj — C para
cualquier j € I, existe un dnico €-morfismo [f;] : HAi — C tal que el
sigutente diagrama conmuta !

o< ]A

el

para cada j € 1.
Por simplicidad HAZ' denotard al par (H A;, (7i)ier), mientras que HAi

i€l i€l iel
hard alusion a ((;)ier, H A;). No es dificil demostrar que si H A; o H A,
i€l i€l icl

existen entonces son unicos salvo isomorfismo y por consiguiente las defini-
ciones anteriores tienen sentido.

Recordar que en la categoria fRgy no soélo se tenian definidos estos conceptos.
Mas atn, se daba explicitamente la definicién de suma directa de una familia
de R-médulos dada (véase [19]). A lo largo de este capitulo veremos que di-
cho concepto se puede formular para una familia finita de €-objetos, y para
ello serd necesario anadirle més propiedades a la categoria €.

Definicién 2.5. Una categoria £ se llama lineal o preaditiva si para cada
par (A, B) de £ -objetos se cumple que Hom.g(A, B) es un grupo abeliano.
Ademds, para cualesquiera f, f' € Homg(A,B) y h,h' € Homy(B,C),

(h+1)f=hf+NWfyh(f+[f)=hf+hf,
es decir, la composicion de £ -morfismos es una operacion bilineal.

Observaciones 2.6. 1) Si £ es una categoria lineal entonces Hom 4 (A, A)
es un anillo asociativo, teniendo a 14 como la unidad.

2) Si L posee objeto cero, entonces el morfismo cero 045 € Homy(A, B)
es el neutro aditivo del grupo abeliano Hom (A, B).
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El siguiente teorema nos dara una respuesta concreta para la definicion de
suma directa de dos -Z-objetos.

Teorema 2.7. Sea £ una categoria lineal y sean A, B € Ob(.Z). Entonces
la suma A+ B con inclusiones 1 : A — A+ B y o : B — A+ B coincide
con el producto A X B, es decir, A+ B= A X B.

Demostracion.

En primer lugar veamos la existencia de las proyecciones 7 : A+ B — A
y m : A+ B — B. En efecto, consideremos los morfismos 14 : A — Ay
Op.a : B — A, entonces por definicién de A+ B existe m; : A+B — A tal que
mip1 = 14y mpe = 0p 4. Andlogamente, para los morfismos 15 : B — By
Oap: A — B, existe my : A+ B — B tal que mopuy = 045 y mops = 1p. Es
decir, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

1a OA,B

1

A
l#l M1
A<-"“A+B B=<->A+B
kTN2 k TNQ
B B.

Por otro lado, sean C' € Ob(Z), f: C — Ay g: C — B Z-morfismos, nos
interesa probar la existencia del morfismo < f,g >: C' — A 4+ B tal que el
diagrama

conmuta.

Sea < f,g >:= 1 f + p2g : C — A+ B, entonces

m < fog >=m(pf + pag) = m(paf) + mi(pag) = (T f + (Tip2)g =
=1af +O0pag=f

T2 < f,9 >= mopnf + p2g) = mao(p1 f) + m2(p2g) = (mopn) f + (Tap2)g =
=04Bf +1Bg=y.
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Finalmente veamos que < f, g > es el inico .Z-morfismo con esta propiedad.
Supongamos que h : C' — A + B satisface que mh = f y mh = g.

Notar que ¢ := (u1m + pems) : A+ B — A + B verifica que

Ypn = (pumy + pamo)pn = (pamy)pa + (pam)pn = pa(mupn) + pa(mapn) =
=pilg+p20a=p1y

Yo = (a1 + pam) iz = () p2 + (pama) pia = pa(mrpi) + pa(mapin) =

= p10p,a + p2lp = pio,

es decir, conmuta el siguiente diagrama

=

A+ B<"—A+B

No obstante, tenemos que el siguiente diagrama conmuta trivialmente

A

w1

p1

la+s

A+B~—A+B

S

B.

Por tanto, por la propiedad universal de la suma, obtenemos que ¥ = 14,5
y por consiguiente h = 14 gh = vh = (uym + pame)h = (uym1)h+ (peme)h =
pa(mih) + pa(mah) = po f + pag =< f, g >.

Por lo tanto, A+B satisface las propiedades de la definiciéon del .Z-producto
de los Z-objetos Ay B. Luego A+ B= A X B. O

Nota 2. El teorema anterior indica que la £ -suma de una coleccion finita
de L -objetos coincide con su L -producto. No afirma que la £ -suma de una
coleccion infinita de £ -objetos es igual a su 2L -producto.

Por lo tanto, en una categoria lineal .Z a la suma de los -Z-objetos A y B,
la denominaremos suma directa y la denotaremos con el simbolo A & B,

con la finalidad de hacer énfasis que en este tipo de categorias se cumple que
A+ B2 AXxB.
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Observacion 2.8. Observar que en la demostracion de 2.7, supusimos que
(A+ B, p1, p2) existia y en virtud de este hecho los £-morfismos py y po de-
terminaron completamente a los £ -morfismos my y mo mediante las condicio-
nes mipy = la, mpe = 0p.a, mopy = 04, Tope = 1 y pum1 + pom = layp.
Sin embargo, si en 2.7 suponemos que (A X B,m,m) eziste entonces ob-
tendremos que los £ -morfismos m y o determinan de manera unica a los
Z-morfismos 111 y e mediante condiciones similares a las anteriores. Una
vez aclarada esta situacion, el siguiente teorema resulta fdacil de demostrar.

Teorema 2.9. Sean A, B, C Z-objetos de una categoria lineal L y 4 :
A— C ypug: B — C Z-morfismos. La condicion necesaria y suficiente
para que (C, pa, pg) sea la suma directa de A y B es que existan g : C' — A
y7mp:C — B Z-morfismos tales que

1) mapa =14, mapp = 0p.a
2) mppia = 0, Teip = 1p

8) pama + pupTp = lo.

Demostracion.

Necesidad. En la demostracién del teorema 2.7 se probo la existencia de
a4 C = Ay ng: C — B Z-morfismos que cumplan las propiedades
deseadas.

Suficiencia. Supongamos las hipétesis y veamos que (C, pa, up) es la suma
directa de A y B, es decir, que C' = A 4+ B. En efecto:

Es claro que pa : A — C' y up : B — C son las inclusiones, resta demostrar
la propiedad universal de la suma. Para ello sean K € Ob(Z) y f: A = K,
g: B — K Z-morfismos, si definimos § = (frs + gnp) : C — K (y usando
los incisos 1 y 2 de nuestras hipdtesis) se verifica que {ua = fy Eup = g,
esto es, el siguiente diagrama conmuta

A
e

A
K=*¢

UB
PN

B.
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Finalmente, supongamos que ¢ : C' — K también satisface que s = f
y &up = g, entonces usando el inciso 3 de nuestras hipdtesis, se sigue que
§ =l = (pamatppmp) = (pama)+€ (ppmp) = (' pa)ma+ (€ pp)mp =
= fra+grp =¢.

Por lo tanto, por la unicidad de la sumade Ay B, C = A+ B. U

Una regla mnemotécnica para el teorema anterior es recordar el siguiente
diagrama conmutativo

1a

2

1p

A
B

4
k/
B.

Cabe mencionar que en ningin momento hemos mencionado que dada una
categoria lineal . siempre existe la suma directa de dos .Z-objetos, pues en
general no se cumple que dados dos .Z-objetos siempre existe su .Z-suma o
su Z-producto. Si una categoria .Z cumple con esta importante propiedad
recibird un nombre especial.

Definicién 2.10. Sea &/ una categoria lineal. Diremos que </ es una ca-
tegoria aditiva si posee objeto cero y para cada par (A, B) de <f -objetos
existe su suma directa. Mientras que, un funtor entre categorias lineales
F: o — % se llamard aditivo si para cada par (Ay, As) de <7 -objetos,
la funcion Fa, a, : Homy (A, As) — Homg(F(A;), F(Ay)) es un morfismo
de grupos abelianos.

Observacién 2.11. Directamente de la definicion obtenemos que un funtor
entre categorias lineales F : o/ — B es aditivo si F(f +g) = F(f) + F(g),
donde f,g € Hom (A1, Ay).

Teorema 2.12. Sea F : &/ — B un funtor aditivo entre categorias aditivas,
entonces I preserva objeto cero y sumas directas.

Demostracion.
Dado que para cada par (A, Ay) de «7-objetos la funcién

Fu, 4, : Homy (A1, As) = Homg(F(Ar), F(As))
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es un morfismo de grupos abelianos, F' preserva objeto cero.

Para la segunda afirmacién usaremos la caracterizacion de la suma directa
que probamos en el teorema 2.9. En efecto, sea (A @ B, pa, up) la &/-suma
directade Ay B,donde ug : A - AGB Yy up : B — A® B son las inclusiones.
En virtud del teorema 2.9 existen 74 : A®@ B > Aynrg: A® B — B -
morfismos tales que

L. wapa = 1a, mapp = 0p 4.
2. mppa =04, Taup = 1p.
3. pama+ pupTp = lagp.

Obteniendo asi, F(ua) : F(A) - F(A® B), F(ug) : F(B) - F(A® B),
F(ma): F(A® B) —» F(A)y F(ng) : F(A® B) — F(B) #-morfismos tales
que

L F(ma)F(pa) = F(mapa) = F(1a) = 1p),
F(ma)F(up) = F(mapp) = F(0p,a) = OpB),F(4)
2. F(rp)F(pa) = F(mppa) = F(04,8) = 0pa),r(B),
F(rp)F(up) = F(rpup) = F(1s) = 1pms),
3. F(pa)F(ma)+F(up)F(mp) = F(pama+ppnp) = F(laes) = lraon).-

Por el teorema 2.9, (F(A® B), F(ua), F(1p)) es la #-suma directa de F'(A)
y F(B), es decir, F(A® B) = F(A) @ F(B). Por lo tanto F' preserva sumas
directas. i

/-\/‘\
~—

Una observacion interesante es notar que el reciproco del teorema 2.12 es
valido en el siguiente sentido.

Teorema 2.13. Sea F : o/ — % un funtor entre categorias aditivas. Si F
preserva sumas directas entonces F' es aditivo.

Demostracion.

Sean f,g € Hom (A, B) y supongamos que (AD A, i1, pi2) es la suma directa
de Ay A. Por el teorema 2.9 existen .&7-morfismos m,m : A® A — A tales
que

Lomypn = 14, mipo = 04,4.
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2. mopy = 04,4, mope = 14.
3. 1+ pema = laga.

Consideremos el siguiente diagrama

B=--Ad A (2.1)

Por 2.9 sabemos explicitamente que £ = fm; + gme. Aplicando F' al diagrama
2.1 conseguimos

F(A)
) F(p1)
FB) <" Frae A) (2.2)
Fo) TF(M)
F(A)

Observar que F(f)F(m) + F(g)F(m) : F(A® A) — B también hace con-
mutar el diagrama 2.2 (usando 1 y 2). En virtud de que F preserva sumas
directas y por la propiedad universal de la misma, concluimos que F(§) =
= F(f)F(m)+F(g)F(ms), es decir, F(fm+gma) = F(f)F(m)+ F(g)F(m2).
Aplicando F'(u1 + p2) del lado derecho de la igualdad anterior obtenemos

F((fm+ gma) (1 + p12))

(fmipn + fripe + gmapn + gmapis)
(fla+ fOs4+ 9044+ gla)
(f+9)

F(fm + gma) F(p + pia)

F
F
F
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Por otro lado

!

(F(f)F(m) + F(g)F(m2)) F(pn + p2) = F(f)F(mpn + mpe) +
9)F (mapy + mopis)

f)F(lA) + F(g)F(14)
Nl + F(9)1pa
) +

f ( )

Por lo tanto F(f 4+ g) = F(f) + F(g), esto es, F' es aditivo. O

=

I
’11

(
(
— F(
(
(

= F

Antes de continuar es necesario tener claro que la 27-suma directa! de dos .27~
objetos Ay B es el quintuple (A® B, jia, pip, 74, 7p), donde g : A — AG B
y g : B — A @ B son las o/-inclusiones; mientras que 74 : A® B — A
y g : A® B — B son las .@/-proyecciones. Ademads, dichos .&7-morfismos
satisfacen las propiedades del teorema 2.9.

Teorema 2.14. Sea o/ una categoria aditiva con nicleos y contcleos. Supon-
gamos que (A® B, pa, ip, Ta, ) es la o -suma directa de A y B, entonces
[a es el nucleo de mg y ma es el contcleo de pp.

Demostracion.

Veamos que p4 es el nicleo de 7, la otra afirmacién se demuestra de manera
analoga.

Por el teorema 2.9 sabemos que mpa = 04 5.

Sean K € Ob(«/)y f: K — A® B tal que mpf = Ok p. Nos interesa probar
la existencia de un unico o/-morfismo g : K — A tal que pag = f. En efecto,
dado que pama + ppmp = lagp entonces f = lagpf = (pama + pp7B)f =
= (pama) [+ (pupme)f = pa(maf) +ps(npf) = pa(maf)+pus0xp = pamaf,
luego tomando g = w4 f se cumple lo requerido.

Finalmente para probar la unicidad de g : K — A, supongamos que exis-
te h : K — A tal que ush = f. Como maua = 14 entonces h = 1,h =
= (mapa)h = wa(pah) = maf = g.

Por lo tanto p4 es el nicleo de 7g. Ol

El siguiente teorema nos permite caracterizar monomorfismos y epimorfis-
mos a partir de morfismos cero.

IEn algunos textos se utiliza el término biproducto en lugar de suma directa.
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Teorema 2.15. Sean &7 una categoria aditiva y f : A — B un o/ -morfismo.
Entonces

1) f es o -monomorfismo si y solo si para cada < -morfismo h : C — A
tal que fh = 0¢ g, se cumple que h = O¢ 4.

2) f es @/ -epimorfismo si y solo si para cada <of -morfismo h : B — C tal
que hf =04, se verifica que h = Op ¢

Demostracion.

Probaremos sélo la primera afirmacién, la segunda se sigue por dualidad.
Supongamos que f es un &/-monomorfismo y sea h : C' — A tal que fh =
Oc,. Notar que fh = Ocp = fOc g y en virtud de nuestra hipétesis se con-
cluye que h = 0¢ 4.

Ahora supongamos que para cada @/-morfismo h : C' — A tal que fh = 0c p
se cumple que h = 0¢ 4 y veamos que f es un .&/-monomorfismo.

Sean g,k : D — A o/-morfismos tal que fg = fk, entonces f(g — k)
fg— fk =0p g y por hipétesis obtenemos que g — k = Op 4, esto es, g = k.
Luego f es un .&/-monomorfismo.

O &

Teorema 2.16. Sea &7 una categoria aditiva con nicleos y conicleos.

1) f+ A — B es o-monomorfismo si y solo si (0,004) es el nicleo de

f

2) f A — B es o/ -epimorfismo si y solo si (0pp,0) es el conicleo de

f

Demostracion.

Probaremos sélo la primera proposicion, la segunda se consigue por duali-
dad.

(=) Supongamos que f es «/-monomorfismo y veamos que (0,00.4) es el
nucleo de f.

(a) Es claro que f0p 4 = 0 5.

(b) Sean K € Ob(«/) y g: K — A tal que fg = Ok, . Deseamos hallar un
tnico &/-morfismo h : K — 0 tal que 0y 4h = ¢. En efecto, dado que f es
&/-monomorfismo, y usando el teorema 2.15, obtenemos que g = Ox 4. Luego
tomando h = Ok o se consigue lo deseado.
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Finalmente la unicidad de h se sigue del hecho de que 0 es un objeto final y
por lo tanto ker(f) = (0,00,4).

Supongamos ahora que ker(f) = (0,00.4) y veamos que f es .&/-monomorfismo.
Sean h,k € Hom(K, A) tal que fh = fk. Entonces f(h — k) = Ox 5 y en
virtud de que ker(f) = (0,00.4), existe un tnico &/-morfismo g : K — 0 tal
que 0p a9 = h — k, es decir, h = k. Luego f es &/-monomorfismo. U

Abusando un poco de notacién, el teorema anterior afirma que f es /-
monomorfismo si y sélo si ker(f) = 0. Mientras que f es &/-epimorfismo si
y s6lo si coker(f) = 0.

Una pregunta interesante es si el nicleo o el conticleo de una composicion
queda en términos de los morfismos que estamos relacionando. El siguiente
teorema nos da una respuesta concreta.

Teorema 2.17. Sea € una categoria aditiva con nicleos y conicleos. Sea
f:A— B un €-morfismo y supongamos que (ker(f),j) es el nicleo de fy
(p, coker(f)) es el conicleo de f.

1) Sig: B — K es un €-monomorfismo entonces (ker(f),j) es el nicleo de

qf-

2) Sih: K — A es un €-epimorfismo entonces (p, coker(f)) es el conticleo
de fh.

Demostracion.
Probaremos sélo la proposicion 1, mientras que 2 se sigue por dualidad.
(a) Es claro que (gf)j = 0 pues fj =0.

(b) Sean D € Ob(«/) y 6 : D — A tal que (gf)d = Op k. Deseamos en-
contrar un unico o/-morfismo § : D — Ker(f) tal que j8 = ¢. En efecto,
dado que (gf)d = 0p x y g es €-monomorfismo, implicamos que fo = 0p
(teorema 2.15). En virtud de que (ker(f), j) es el nticleo de f, existe un tnico
¢-morfismo 5 : D — ker(f) tal que j8 = 0.

Por tanto ker(gf) = (ker(f),7). d

Finalmente, para terminar esta seccion enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Toda categoria aditiva &7 con nicleos y contcleos tiene igua-
ladores y coigualadores.
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Demostracién.

Veamos que la primera afirmacién se cumple y la segunda se obtendra por
dualidad.

Sea &7 una categoria aditiva con nucleos y conticleos. Consideremos f,g €
Hom (A, B), nos interesa hallar un par (K, e) donde e : K — A verifica

1) fe=ge

2) Si ¢ : K' — A satisface que fe/ = ge’ entonces existe un tinico mor-
fismo o : K’ — K tal que ea = €.

Claramente (ker(f —g), j) satisface las condiciones deseadas. Luego &7 posee
igualadores. O

2.1. Definicion de categoria abeliana

Recordar que nuestra intencién es definir un nuevo tipo de categoria donde se
sigan cumpliendo resultados que se tenian en las categorias Ab y gy, para
ello se toman algunos teoremas validos en PRgy como axiomas de nuestra
nueva categoria, por ejemplo, que todo morfismo tenga nicleo y contcleo.
Sin mas preambulos hacemos explicita la definicién de categoria abeliana.

Definicién 2.19. Una categoria abeliana <f es una categoria aditiva que
cumple las siguientes propiedades:

1) Todo <f -morfismo tiene nicleo y conicleo.
2) Cada < -monomorfismo f es el nicleo de su conicleo.

3) Todo < -epimorfismo h es el conicleo de su nicleo.

Con esta definicién obtenemos que Ab y Ry resultan ser ejemplos inmediatos
de categorias abelianas. Mas adelante se definira la categoria de los complejos
uno-graduados sobre una categoria abeliana <7, denotada por Comp ,, y no
es dificil demostrar que en efecto también es una categoria abeliana.
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Un ejemplo de una categoria no abeliana es la de los grupos abelianos libres
de torsiéon, pues en general no todo morfismo posee conticleo. Especificamen-
te, la inclusion ¢ : 2Z < Z tiene como contcleo a Zs, el cual no es libre de
torsién debido a que el elemento 1 posee orden finito.

Antes de continuar hacemos unas observaciones pertinentes de la definicién
anterior.

Observaciones 2.20. 1) Sea f : A — B un @/ -monomorfismo, supongamos
que (p, coker(f)) es el conicleo de fy (ker(p),i) es el nicleo de p, entonces
el azioma 2 de 2.19 nos indica que (A, f) y (ker(p),i) son subobjetos de B
isomorfos, es decir, existe un unico ¢ : A — ker(p) </ -isomorfismo tal que
hace conmutar el siguiente diagrama

A

I
Pl d
Al

ker(p) —— B —;= coker(f).

2) Andlogamente, sea f : A — B un < -epimorfismo. Supongamos que
(ker(f),i) es el niucleo de fy (p,coker(i)) es el conicleo de i, entonces el
axioma 8 afirma que (f, B) y (p, coker(i)) son objetos cociente de A isomor-
fos, esto es, existe un iunico ¢ : coker(i) — B o -isomorfismo tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

ker(f) —— A —2= coker(i)

[
I ¢
Y

B.

!

3) Si o es una categoria abeliana entonces /P también lo es. Este hecho
se sigue de que los conceptos nicleo y monomorfismo son duales a los de
conticleo y epimorfismo, respectivamente.

4) St o y PB son categorias abelianas entonces o/ x B también lo es. Es-
te resultado se debe a que dado («v,5) un o/ X B-morfismo se verifica que
(a, B) es o/ x AB-monomorfismo si y solo si o es o/ -monomorfismo y 5 es B-
monomorfismo, ademds ker((a, B)) = (ker(a), ker(5)). De manera andloga,
(o, B) es o x B-epimorfismo si y sdlo si a es of -epimorfismo y B es B-
epimorfismo, mientras que coker((«, 8)) = (coker(a), coker(f3)).
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Lo que haremos a continuacion sera definir los funtores J# er y € oker, poste-
riormente se demostrara que en una categoria abeliana uno de estos funtores
es el “inverso”del otro. Para ello necesitamos algunas definiciones previas.
Sean ¢ una categoria y A € Ob(%¢). La categoria de subobjetos de A,
denotada por [, A], esta definida como sigue:

» Ob([¢,A]) :={(a,A)|a: Dom(a) = A es €-monomorfismo}.

= Sean (o, A), (5, A) € Ob(|%, A]), entonces
homig 4((a, A), (8, A)) := {v : Dom(a) = Dom(f)|py = a}.

= La composicién es la misma que la de € pues hom¢ a((a, A), (8, A)) C
homg(Dom(a), Dom(f3)).

De manera similar se define la categoria de objetos cociente de A, la
cual denotaremos por [A, €] (véase [18]).

Definicién 2.21. Sean € una categoria con nicleos y A € Ob(€). Defina-
mos el funtor Her : [A, €| — [€,A] de la siguiente manera:

1) En objetos. Sea (A,B) € Ob([A,€)]) entonces K er((A,B)) := (o, A)
donde a : ker(f5) — A es el nicleo de f3.

2) En morfismos. Sea v € homa«((A, 51), (A, B2)). Notar que dado el

siguiente diagrama

ker(B) —2- A 2> B,

" AN

ker(52) By,

se cumple que Pacr; = 0 pues Poay = (761)ar = Y(Bran) = v0 = 0; por tanto,
existe un unico vx : ker(fy) — ker(fs) €-morfismo que hace conmutar
el diagrama anterior (porque (ker(Bs),cs) es el nicleo de (). Asi pues,
Her(7y) :=yx tal que asyx = aj.

Observar que la unicidad del ¥-morfismo v* tal que asy* = ay, nos garan-
tiza que en efecto J# er preserva identidades y composiciones.
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Definicién 2.22. Sean € una categoria con conicleos y A € Ob(€). Defi-
namos el funtor €oker : [€,A] — [A, €] de la siguiente manera:

1) En objetos. Sea (a, A) € Ob([€, A]) entonces €oker((a, A)) := (A, )
donde 5 : A — coker(a) es el conicleo de a.

2) En morfismos. Sea 6 € homyg a)((a1, A), (ag, A)). Notar que dado el
siguiente diagrama

A 24 b, coker(ay)

I

!
15
v

Ay coker(ay),

existe un unico § : coker(ay) — coker(as) ¢’ -morfismo que hace conmutar
el diagrama anterior. Por tanto, € oker(0) :=§ tal que 5 = [s.

Observar que la unicidad del @-morfismo § tal que 68, = (., garantiza que
en efecto €oker es un funtor.

Una vez definidos los funtores anteriores y usando la observacién 2.20 po-
demos demostrar facilmente el siguiente teorema. donde = simboliza

Teorema 2.23. Sean &/ una categoria abeliana y A un o7 -objeto, entonces
CokerHer = 114, y Her€oker =1y 4.

Demostracion.
Demostraremos que J# er® oker = 11 4 v la otra afirmacién se consigue por
dualidad.
Sea (a, A) € Ob([«7, A]) y supongamos que (p, coker(a)) es el contcleo de «
y (ker(p),i) es el nicleo de p. Entonces v es un «/-monomorfismo y por la
observacion 2.20 existe un tnico ¢ : Dom(a) — ker(p) «7-isomorfismo tal
que hace conmutar el siguiente diagrama

Dom(«)

\

@1
A

ker(p) —— A —,= coker(a).

«

Notar que (#er€oker)((a, A)) = Her(Coker((a,A))) = Her((A,p) =
= (i, A) y por tanto definiendo 74,4y := ¢ afirmamos que
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N = {Nal(a, A) € Ob([<, A])}

es una equivalencia natural. En efecto:

1) Es claro que para cada (o, A) € Ob([e7, A]) se verifica que 74,4y €s un
[« , A]-isomorfismo.

2) Sea v : (a1, A) — (a2, A) un [«f, A]-morfismo y veamos que el siguiente
diagrama conmuta:

Ly ((ar, A)) = (e, A) — 22 o (A erGoker)((as, A))
[z, A) (’Y)=“fl l(fer%’Ok@T)(’Y)

L a)((a2, A)) = (a2, A) (A er®oker)((ag, A)).

(2.3)

MN(ag,A)

Para ello, supongamos que (p1, coker(ay)) y (ps, coker(asz)) son los contcleos
de a; y s respectivamente; mientras que (ker(p:1),i1) y (ker(pa),iz) son
los ntucleos de iy y 75 respectivamente. Asi obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

kerl(pl) coker (av)

i \ / i (2.4)
N o
ker(ps) coker(a

donde 7 = Foker(vy) y 7* = Her(7). No obstante, la observacién 2.20
nos garantiza la existencia de .o/-isomorfismos ¢ : Dom(ay) — ker(py) y
o : Dom(a) — ker(ps) tales que

Dom(ay) Dom/(ay)
o~ o \ @ (2.5)
(28 P21
v v
ker(p) A coker(ay) ker(p2) — A coker(as)

conmutan. Notar que con esta notacion
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Vil

Na,A) = Q1 Nag,A) = P2 ¥ (HerCoker)(y) =7%

luego probar que el diagrama 2.3 conmuta se reduce a demostrar la igualdad
P2y =T 1.
Sabemos que agy = «; (por definicién de 7), i7" = iy (diagrama 2.4),
i1p1 = aq ¥ iaps = ap (diagrama 2.5), esto implica que apy = i1 y por
consiguiente

192y = QoY
= 110
= 271

Finalmente, como i, es .o7-monomorfismo obtenemos lo deseado.
De 1) y 2) concluimos que 7 es una equivalencia natural y por lo tanto

Her€oker = 1 4. O

Convencidén. Para facilitar cdlculos posteriores y abusando un poco de no-
tacion, acordamos que si f es un .@7-monomorfismo entonces el teorema 2.23
nos indica que f = ker(coker(f)). Mientras que si g es un o/-epimorfismo,
establece que g = coker(ker(g)).

2.2. Algunos teoremas importantes en cate-
gorias abelianas

En esta parte demostraremos algunos teoremas importantes que se cumplen
en una categoria abeliana y que, sin lugar a dudas, usaremos en los capitulos
restantes. Cabe mencionar que todos los teoremas probados en la seccion
anterior, bajo la hipdtesis de una categoria aditiva con nicleos y contcleos,
siguen siendo validos en una categoria abeliana.

Recordar que en una categoria ¢ en general no se cumple que todo %-
bimorfismo es un %-isomorfismo. No obstante, si suponemos que % es abe-
liana obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.24. Sea &/ una categoria abeliana, entonces f : A — B es of -
isomorfismo si y solo si es @/ -monomorfismo y </ -epimorfismo, es decir,
toda categoria abeliana es balanceada.
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Demostracién.
Sabemos que siempre se cumple que si f : A — B es un .&/-isomorfismo
entonces f es un /-monomorfismo y un .2/-epimorfismo.

Supongamos ahora que f : A — B es un &/-monomorfismo y un 7-epimorfismo.
Entonces (f, B) € [¢/, B] y por el teorema 2.23 conseguimos que

(Her€oker)((f,B)) = (f, B).

No obstante, como f es un .o/-epimorfismo obtenemos que €oker((f, B)) =
= (B,0pp) (teorema 2.16) y por consiguiente . er((B,0p,)) = (15, B). Por
tanto (& er€oker)((f,B)) = (15, B) = (f, B), es decir, existe ¢ : A — B
o7 -isomorfismo tal que 1g¢ = ¢ = f. Luego f es o/-isomorfismo. O

La siguiente definicién es muy importante porque nos permitira trasladar
toda la teoria del algebra homoldgica a una categoria abeliana arbitraria.

Definicién 2.25. Sean o/ una categoria abeliana y f : A — B un of -
morfismo. Supongamos que (ker(f),j) es el nicleo de fy (p,coker(f)) es el
contcleo de f. Entonces:

1) La tmagen de f, denotada por im(f), estd definida como el nicleo de p.

2) La cotmagen de f, denotada por coim(f), estd definida como el conicleo
de j.

Observaciones 2.26. 1) La definicion anterior tiene sentido debido a la
unicidad hasta isomofismo del nicleo y conicleo.

2) Estd claro que toda categoria abeliana posee imdgenes y coimdgenes, es
decir, todo morfismo tiene imagen y coimagen.

3) Directamente de la definicion 2.25 obtenemos que im(f) es un <7 -monomorfismo
y coim(f) es un of -epimorfismo.

Convencion. Abusando un poco de la notacion, la definicion 2.25 afirma
que im(f) = ker(coker(f)) y coim(f) = coker(ker(f)).

Importante. La convencién anterior no afirma que im(f) = ker(coker(f)) =
= fy coim(f) = coker(ker(f)) = f, pues en ningin momento hemos su-
puesto que f es monomorfismo o epimorfismo respectivamente.
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Teorema 2.27. Sea &/ una categoria abeliana. Si f : A — B es un -
morfismo entonces existen C' € Ob(/), m € Hom (A, C) ye € Hom(C, B)
tal que f = me con m un o/ -monomorfismo y e un < -epimorfismo. Mds ain,

m =1im(f) y e = coim(f).

Demostracién.

Supongamos que (p;, coker(f)) es el conticleo de fy (ker(p;), m) es el nicleo
de p;. Consideremos el siguiente diagrama

AL g coker(f)

ker(p1)

Dado que p1f = 0y (ker(p1),m) es el niicleo de p;, existe un tnico -
morfismo e : A — ker(p;) tal que me = f.

Afirmacién 1. ker(e) = ker(f)
Usando el teorema 2.17 conseguimos que ker(f) = ker(me) = ker(e) pues
m es &/-monomorfismo .

Afirmacion 2. e es &7-epimorfismo.

En efecto, seauw € Hom,(ker(p:), D) tal que ue = 0y consideremos (ker(u), j)
el nicleo de u. Entonces existe un tnico 7-morfismo § : A — ker(u) tal que
jo = e, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

I .p™ coker(f)

ker(u) — ker(p1) — D

Sea (pa, coker(myj)) el contcleo del o7-monomorfismo mj (y de aqui se im-
plica que (ker(u),mj) es el nicleo de py pues mj es monomorfismo).

Notar que pof = pa(me) = pom(jé) = (pomj)d = 06 = 0, y por tanto
existe un unico «-morfismo 3 : coker(f) — coker(myj) tal que Sp; = pa, es
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decir, el siguiente diagrama conmuta

coker(myj)
p2 ?\5
f p1 |
B coker(f)

RV

ker(u) — ker(p1) — D

Ademas, observar que pam = (8p;)m = f(pym) = 50 = 0y de forma andloga
existe un unico «/-morfismo ¢ : ker(p;) — ker(u) tal que mjp = m (pues
(ker(u),myj) es el nucleo de ps), esto es, el siguiente diagrama conmuta

ker(p1)
!
@l m
v
ker(u) —i” B coker(mj).

En virtud de que m es &/-monomorfismo y mjy = m = mlje(p,) se sigue que
J© = Lier(py)- Asimismo, por ser j 7-monomorfismo y joj = lyerp)J = J =
= Jlper(u) Obtenemos que ¢j = lper(u), es decir, j es o/-isomorfismo. No
obstante, uj = 0 y j un /-epimorfismo implican que u = 0.

Asi, hemos probado que si ue = 0 entonces u = 0, luego e es .o/-epimorfismo
(teorema 2.15).

Finalmente, e = coker(ker(e)) = coker(ker(f)) pues e es «7-epimorfismo y
por lo tanto f = me, donde

m = ker(coker(f)) =im(f) y e = coker(ker(f)) = coim(f).
U

Observacion 2.28. Observar que en teorema 2.27 obtuvimos que (e, ker(py))
es el contcleo del nicleo de f, es decir, (e, ker(p:)) = (p*, coker(j*)) como
objetos cocientes de A, donde (ker(f),j*) es el nicleo de f y px : A —
coker(j*). Por tanto, existe un isomorfismo f : coker(j*) — ker(p1) tal que
fpx =e. Luego f = me = mfp.

Mds aiin, f es unico pues si existira otro isomorfismo & con la propiedad de
que mépx = f = mfpx, usamos que m y px son monomorfismo y epimorfis-

mo respectivamente para obtener que & = f.
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Una vez realizada la observacién anterior, la demostracion del siguiente teo-
rema es evidente.

Teorema 2.29. Sean &/ una calegoria abeliana y f : A — B un -
morfismo. Entonces existe un unico f : coim(f) — im(f) o/ -isomorfismo
tal que el siguiente diagrama conmuta

ker(f) —— A B—"— coker(f)

U

Vale la pena resaltar que los teoremas 2.27 y 2.29 nos dan factorizaciones
de un morfismo dado. En la literatura es comun hallar la descomposicion de
f como en el teorema 2.27, sin embargo, siempre debemos tener en mente el
isomorfismo existente entre im(f) y coim(f) en una categoria abeliana.

2.3. Sucesiones exactas

Una vez introducidos los conceptos de imagen y ntcleo de un morfismo,
el siguiente paso es definir la nocién de sucesion exacta en una categoria
abeliana.

De aqui en adelante, si no hay lugar a dudas, usaremos el término morfismo
en lugar de «/-morfismo, respectivamente con los conceptos .o/-isomorfismo,
&7/-monomorfismo, etc.

Definiciéon 2.30. Sea &/ una categoria abeliana y consideremos la siguiente
sucesion de morfismos en o/

on On On—
Ao A 284, P4, 2oL

1) A es una sucesion exacta en </ si im(d;+1) = ker(0;) para cada i € Z.

2) A es un complejo en o/ si §;0;11 = 0 (o de manera equivalente si
im(d;+1) C ker(0;)) para cada i € 7Z.
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Observacién 2.31. Notar que la definicion anterior es muy similar a la
que teniamos en Ron, no obstante, la expresion im(d;41) = ker(d;) indica
formalmente que im(6;11) y ker(d;) son isomorfos como subobjetos de A;.

Teorema 2.32. Sea &/ una categoria abeliana. Entonces:

J)ALBLC es exacta enszfsz’yso’losz’CﬁBLA es exacta en
o P

2)0 — A % B es ezacta en o si y solo si 6 es monomorfismo.
3) A 24 B —0 es exacta en o si y solo si 0 es epimorfismo.

4)0— A 2y B—0 es exacta en o si y solo si § es isomorfismo.

Demostracion. 5
1) Supongamos que A — B Py O es exacta en of. Consideremos las
factorizaciones de § y 5 a través de sus imagenes:

A 5/3 6/0
I J.

donde e; = coim(d), ea = coim(B), m; = im(d) y my = im(f) (teorema
2.27).

Por el teorema 2.17, ker () = ker(maes) = ker(es) y coker(6) = coker(mye;) =
= coker(my). Mientras que por hipétesis, m; = im(d) = ker(5), luego
my = ker(ey) y por tanto coker(my) = ey (teorema 2.22).

Asi obtenemos que

im(B%) = coim(f)
= coker(m)
= coker(9)
= ker(6").

* 5*
Por lo tanto, C' s BT A es exacta en /%P,
El reciproco se realiza de manera anéloga.
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2) Se sigue del hecho de que en toda categoria abeliana, a es monomor-
fismo si y sélo si ker(a) = 0.

3) Es consecuencia de 1) y 2).

4. Supongamos que 0 — A -2 B —» 0 es exacta en /. Por 2) y 3)
obtenemos que § es monomorfismo y epimorfismo, es decir, § es isomorfismo
(pues toda categoria abeliana es balanceada). i

Definicién 2.33. Una sucesion exacta corta en una categoria abeliana
9 es una sucesion exacta

0— A" By 0.

Ademds, diremos que una sucesion exacta corta se divide si existe un mor-
fismo v : C — B tal que By = 1¢.

Observacion 2.34. Por el teorema 2.21 obtenemos que

0—A-B-Ly0—0

es exacta si y sélo si a es monomorfismo, [ es epimorfismo y (A, «) es el
nicleo de B (o equivalentemente (B3, C') es el conicleo de «). En este caso, C
lo denotaremos como B/A.

Teorema 2.35. Sea &/ una categoria abeliana.
Consideremos (A @ B, 7a, T, pia, i) la suma directa de A y B, entonces

0— A Ae B ™5 B—0.
es una sucesion exacta corta.

Demostracion.

Por el teorema 2.9 sabemos que mapuqa = 14 y mpup = 1p, y en virtud de que
14 y 15 son monomorfismo y epimorfismo respectivamente, conseguimos que
{t4 es monomorfismo y mg es epimorfismo.

Ademas por el teorema 2.14 obtenemos que (A, 114) es el nicleo de 7wp. Por
lo tanto, por la observacién 2.34, concluimos que

0— A A B 5 B—0.
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es exacta. U
Antes de terminar esta seccion enunciamos los siguientes teoremas, los cuales
seran de gran relevancia en la seccion 2.6.

Teorema 2.36. Sea &7 una categoria abeliana y supongamos que

ker(g) l.p-*.¢

o

/ / l
Af/Bg,C’

es un diagrama conmutativo con
1) (ker(g),j) el nicleo de gy
2) o, ny f son monomorfismos.

Entonces 1 es monomorfismo.

Demostracion.

Sea (ker(1),1) el nicleo de 1 y veamos que i = 0. En efecto, dado que ¥i = 0
se cumple que ngi = ¢'i = 0, y como 7 es monomorfismo obtenemos que
gi = 0. No obstante, (ker(g),j) es el nicleo de g y por consiguiente existe
un unico morfismo « : ker(y) — ker(g) tal que jo = i.

Por tanto f'oa = 1ja =i =0y en virtud de que f’ es monomorfismo con-
seguimos que pa = 0. Luego a = 0 pues ¢ es monomorfismo. Asi, i = ja = 0
y por lo tanto ker(y)) = 0, es decir, ¥ es monomorfismo. O

Teorema 2.37. Sea &/ una categoria abeliana y sean j: K — A, f: A— B
y g: B — C morfismos, donde j y f son monomorfismos. Supongamos que
(K, f7) es el nicleo de g, entonces (K, j) es el nicleo de gf.

Demostracion.

Es claro que (gf)j = 0. Sea h : D — A un morfismo tal que (¢gf)h = g(fh)0,
y por ser (K, fj) el nicleo de g, existe un tinico morfismo § : D — K tal
que (f7)8 = fh. Ademés, como f es monomorfismo se sigue que j5 = h.
Finalmente, si existiera otro morfismo ' : D — K tal que j3’ = h, entonces
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jB' = h = jB y por tanto B = (' pues j es monomorfismo. Por lo tanto (K, j)
es el nucleo de gf. U

Teorema 2.38. Sea &7 una categoria abeliana y seanmw: A — B, p: B — C
morfismos con m epimorfismo. Si ™ y @7 tienen el mismo nicleo entonces
es monomorfismo.

Demostracion.

Supogamos que ¢ es epimorfismo y sea (K, j) el nicleo de 7 y pm. Enton-
ces por 2.23 obtenemos que 7 y @m son contcleos de j (pues tanto m y o7
son epimorfismos) y por tanto existe un isomorfismo v : B — C' tal que
v = @ (por la unicidad del conticleo de j). Sin embargo, como 7 es epi-
morfismo concluimos que v = ¢, es decir, ¢ es isomorfismo y por lo tanto ¢ es
monomorfismo. Si ¢ no fuera un epimorfismo entonces ¢ = me con m mono-
morfismo y e epimorfismo. Luego ker(m) = ker(pn) = ker(men) = ker(er)
pues m es monomorfismo y aplicamos la demostracion anterior tomando, e
en lugar de ¢, para conseguir que e es isomorfismo y por lo tanto ¢ = me es
monomorfismo. U

Teorema 2.39. Sea &/ una categoria abeliana y supongamos que

conmuta y tiene filas exactas en <7 . Si Y es monomorfismo entonces n tam-
bién lo es.

Demostracion.

Dado que las filas son exactas j = ker(w) y vj = j' = ker(n). Por el
teorema 2.37 obtenemos que j = ker(n'i)) = ker(nm), es decir, ker(m) =
= ker(nm) con m epimorfismo. Luego, por el teorema 2.38, concluimos que 7
es monomorfismo. O
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2.4. Pullbacks y pushouts

Definicién 2.40. Sea € una categoria y consideremos los homomorfismos
ay: Ay = Ayag: Ay — A. Un diagrama conmutativo

P4,

A1T1>A

se llama pullback para o y oo si para cada par de morfismos B} : PP — Ay
y By 1 P — Ay tal que a1 8] = aofy, existe un unico morfismo v : PP — P
tal que Py = By y Poy = B, es decir, conmuta el siguiente diagrama

P’ )

N Ba
AN fy
AN
\
) P &) A2
P\
\\Bli lag
N
A —~ A

Es relevante mencionar que el concepto dual de pullback es pushout. Explici-
tamente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.41. Sea € una categoria y consideremos los morfismos
a1 A— Ay yas: A— Ay, Un diagrama conmutativo

A Ay

Ao P

se llama pushout para oy y as si para cada par de morfismos B : Ay — P’
y B 1 Ay — P’ tal que Biay = Bhas, existe un dnico morfismo vy : P — P’
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tal que yBy = By y vP2 = B, es decir, conmuta el siguiente diagrama

Ai>A1

AN
a2 i \Lﬁl \\
\ 8,

Ay——P

B2 N
\
N
85 §Pl

No es dificil demostrar que si los conceptos anteriores existen entonces son
unicos hasta isomorfismo. Lo que resulta interesante es ilustrar que en una
categoria abeliana si podemos asegurar su existencia.

Teorema 2.42. Sea &/ una categoria abeliana, entonces existen pullbacks y
pushouts.

Demostracion.

Probaremos solo la primera afirmacion, la segunda se sigue por dualidad.
En efecto, sean a1 : Ay — Ay ay : Ay — A morfismos.

Consideremos (A; x Ag,ma,,7a,) €l producto de Ay y Ay y sea (P, ) el
igualador de ayma, v aoma,. Méas atn, sabemos por el teorema 2.18 que
B = ker(a1ma, — aoma,).

Sea 3; = ma, 3 para cada i € {1,2}. Por definicién de 5 obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

J Ry

A1 T1>A

Por otro lado, sean 8] : P — Ay y 5 : P’ — A, morfismos tales que ;3] =
= a3, deseamos exhibir la existencia de un tinico morfismo v : P’ — P tal
que By = B1 v Pay = B. Por la propiedad universal de A; x A, existe un
tinico morfismo n : P' — A; x A, tal que ma,n = (! para cada i € {1,2}.
Esto implica que
(a1ma,)n = ar(ma,n)
/
= 04151
= 04255
= 042(7TA277)

= (OQWAQ )77-
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Dado que (P, 3) es el igualador de a7y, v aoma,, existe un inico morfismo
v : P'— P tal que v = n. Luego para cada i € {1,2} se verifica que

Biv = (Ta,8)v
=ma,(B7)
= TN
— g
Finalmente, supongamos que 7' : P’ — P también satisface que 5,y = f}

para cada i € {1,2}, entonces m4,57 = B} y por la unicidad del morfismo 7
concluimos que ' = n. No obstante n = 57, y como [ es monomorfismo se

sigue que v = 7'.
Por lo tanto

P 4,

A1T1>A

es el pullback para oy y as. Asi, & tiene pullbacks. O

Teorema 2.43. Sea &/ una categoria abeliana y consideremos el pullback
para los morfismos oy Yy o

PLAQ

A ——~ A

Sea (ker(/2),7) el nicleo de B, entonces (ker(/32), f1j) es el nicleo de ay.
En particular, Py es monomorfismo si y solo si ay es monomorfismo.

Demostracioén.
Veamos que (ker(53), £17) es el nucleo de a;.

L- ai(B1) = (a1p1)j = (22)] = aa(B2)) = 20 = 0.
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2.- Sea v : K — A tal que ayy = 0, deseamos hallar un tinico morfismo
u: K — ker(fy) tal que (515)u = 7.
Dado que a3y = 0 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

K40>A2

wl |

Ay T1>Aa

y por la propiedad universal del pullback para a; y as, existe un tinico mor-
fismo v : K — P tal que Siv = vy Bov = 0. No obstante, (ker(fs),7) es el
ntcleo de (33 y por consiguiente existe un tinico morfismo u : K — ker(fs)

tal que ju = v y asi (f1j)u = B1(ju) = frv = 7.

Finalmente, si existe otro morfismo v’ : K — ker(fs2) tal que (517)u’ = ~
entonces, por la unicidad de v, obtenemos que ju' = v, y por la unicidad de
u concluimos que u = u'. Por lo tanto (ker(Bs), £1j) es el nicleo de o;. [

Teorema 2.44. Sean </ una categoria abeliana y el cuadrado

C&B (2.6)

AT1>P.

Consideremos la sucesion C 5 A® B 22 P, donde ¢ =< [1,02 > y
@2 1= g, —ag] (notaciones vistas en las definiciones 2.1 y 2.2). Entonces

1) pap1 = 0 si y sdlo si el cuadrado conmuta.
2)0 — C — A®B — P es exacta si y sdlo si el cuadrado es un pullback.
3)C — A®B — P — 0 es exacta si y sdlo si el cuadrado es un pushout.

4)0 — C — A® B — P — 0 es exacta si y sélo si el cuadrado
es un pullback y pushout.

Demostracion.
Sabemos, por las definiciones de 1 y o, que map; = [, Tgp1 = Po,
Yolha = Qq, Pofip = —Q2 Y aTa + pupTp = lagp; donde w4, mp son las
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proyecciones v 14, itp las inclusiones.

1) Notar que

101 — Qefla = PapaTAP1 + P2UBT B
= @o(pam™a + UBTB)P1
= pa(lasn)p1
= P21-

ASf, Y21 = 0 si y sélo si Oélﬁl = OKQ/BQ.

2) Supongamos que 0 — C' — A @® B — P es exacta, es decir, p; =
ker(pz). Para ver que 2.6 es el pullback para a; y as haremos uso de la
demostracion del teorema 2.42, esto es, basta con demostrar que

1 = ker(a1ma — apmg), i = Tap1 y B = TEPIL.
Las dos ultimas igualdades se cumplen en general, mientras que la primera
se sigue del hecho de que

ker(aima — aomp) = ker(papama + pappmp)
= ker(pa(pama + pp7p))
= ker(p2(lass))
= ker(2)

= ¥1.

Ademas 2.6 es conmutativo pues por hipdtesis pop; = 0. Luego 2.6 es el
pullback para aq y as.

Supongamos ahora que 2.6 es el pullback para a; y as. Entonces por la de-
mostracion del teorema 2.42 obtenemos que ¢ = ker(a;ms —asmpg), es decir,
1 = ker(ps). Por lo tanto, 0 — C' — A @ B — P es exacta.

3) Se realiza de manera andloga a 2).

4) Se sigue de 2) y 3). O

Teorema 2.45. Sea o/ una categoria abeliana y consideremos el pullback
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para oy Y Qo

Pﬂz

N

B “ar C.
Si g es epimorfismo, entonces (1 también lo es.

Lo que haremos es demostrar su teorema dual.

Teorema 2.46. Sea </ una categoria abeliana y consideremos el pushout
para 1 y P

B2

—_—

C B (2.7)
BI\L l‘m
A T P.
Si By es monomorfismo, entonces ay también lo es.

Demostracion.

Usando la misma terminologia que en el teorema 2.44 , conseguimos que si
2.7 es un pushout entonces C — AGB — P — 0 es exacta (teorema 2.44
inciso 3). Més atin, dado que mpp; = [ y B2 es monomorfismo implicamos
que 1 es monomorfismo. Luego

0—C 25 AaB 2P —0

es exacta y por consiguiente 2.7 es también un pullback (teorema 2.44 inciso
4). Finalmente, por el teorema 2.43 concluimos que a; es monomorfismo. [J

2.5. Elementos de objetos en categorias abe-
lianas

Es bien sabido que en matematicas la generalizacion de una teoria nos ayuda
a tener una vision més clara y general de lo que estamos estudiando. Sin



2.5 Elementos de objetos en categorias abelianas 47

embargo, a lo largo de este proceso es inevitable perder ciertas propiedades.
Por ejemplo, si € es una categoria en general y A € Ob(%) carece de sentido
la expresion “xr € A”. Lo importante es que en una categoria abeliana <7
si podemos darle un cierto significado.

Definicién 2.47. Sean &/ una categoria abeliana y A € Ob().
1) Un elemento de A es un morfismo x : X — A. En simbolos, v €* A.

2) Dos elementos x,y €* A se dicen equivalentes si existen epimorfismos
u, v tales que xu = yv, es decir, tal que hacen conmutar el siguiente diagrama

v

v
u ly
v
En simbolos, x = y.
Teorema 2.48. = es una relacion de equivalencia sobre A.

Demostracion.

Es claro que = es reflexiva y simétrica.

Veamos que = es transitiva. Sean z, y, z €* A, donde A € Ob() y o es
una categoria abeliana, tales que © =y y y = 2. Entonces existen uy, us, v;
y vy epimorfismos tales que hacen conmutar los siguiente diagramas

ULY U/LZ
u2l Y v2 lz

Yy )

es decir, xus = yuy y yvs = 2vy.
Por el teorema 2.42 podemos considerar el pullback para vy y u;

P2y
B2 iul
U~ Y.
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Ademas, por el teorema 2.45 sabemos que tanto (5, como (3, también resultan
ser epimorfismos. Luego usf3; : P — X y v1f82 : P — Z son epimorfismos
tales que

z(ugfh) = (zuz)B:
= (yu1) B
y(u1fr)
y(vaf2)
(yv2)Ba
(zv1)p
z(v152).

=

[\

Esto es, z = 2.
Por lo tanto = es una relacién de equivalencia sobre A. U

Una vez acordado el significado de elementos de un objeto en una cate-
goria abeliana, lo que procede es demostrar el siguiente teorema que nos
resultarda muy familiar.

Teorema 2.49. Sea o/ una categoria abeliana y consideremos los morfismos
f:A—=Byg:B— C. Entonces

1) f es monomorfismo si y sélo si para cada x €* A la condicion fr = 0
implica que x = 0.

2) f es monomorfismo si y solo si para cada v,y € A tal que fr = fy
implica que x = y.

3) [ es epimorfismo si y sdlo si para cada y €* B existe v €* A tal que
fr=y.

4) [ es el morfismo cero si y sdlo si para cada x € A se verifica que fx = 0.
5) La sucesion
AL ¢

es exacta si y solo si gf = 0 y para cada y € B con gy = 0 existe v €* A
tal que fxr =y.
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Demostracion.

1) Supongamos que f es monomorfismo y sea z €* A tal que fzr =0, enton-
ces existen u y v epimorfismos con la propiedad de que fru = 0v =0 = f0.
Por ser f monomorfismo obtenemos que zu = 0 = Ov, esto es, x = 0.

Supongamos ahora que para cada x €* A la condicién fr = 0 implica que
x =0y veamos que f es monomorfismo. En efecto:

Sean h, k morfismos tales que fh = fk, entonces f(h — k) =0y por consi-
guiente f(h — k) = 0. Luego, por hipétesis, (h — k) = 0; es decir, existen u, v
epimorfismos tales que (h — k)u = 0v = 0 = Ou y por tanto h — k = 0 (pues
u es epimorfismo), esto es, h = k. Luego f es monomorfismo.

2) Supongamos que f es monomorfismo y sean z,y €* A tal que fz =
fy, entonces existen v y v epimorfismos tales que fzu = fyv. Por ser f
monomorfismo conseguimos que xu = xv con u y v epimorfismos, esto es,
T =.

Supongamos ahora que para cada x,y € A tal que fr = fy implica que
x =y, entonces se verifica que para cada z €* A la condicién fx = 0 implica
que x = 0. Luego, por el inciso anterior, f es monomorfismo.

3) Supongamos que f es epimorfismo y sea y €* B. Por el teorema 2.42 existe
el pullback para f y y
b1

HY
v
— B.

P

52l
A !

Ademas, como f es epimorfismo se sigue que S; también lo es. Tomando

x = [ obtenemos que fxr = fxlp = ypB; con 1p y [, epimorfismos; esto es,

fr=uy.

Supongamos ahora que para cada y €* B existe v €* A tal que fxr =y y
veamos que f es un epimorfismo.

Sean r, s morfismos tales que rf = sf. Tomando y = 1 en nuestra hipétesis
obtenemos que existe x €* A tal que fx = 1p, es decir, existen epimorfismos
u y v tales que fru = lgv = v y por consiguiente rfru = sfru, esto es,
rv = sv. Dado que v es un epimorfismo se sigue que r = s y por lo tanto f
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es un epimorfismo.
4) Evidente que se cumple.

Supongamos ahora que para cada x €* A se verifica que fxr = 0 y veamos
que f es el morfismo cero. En efecto, tomando z = 1,4 en nuestra hipotesis
obtenemos que fr = fl, = f =0, esto es, existen u y v epimorfismos tales
que fu = 0v =0 = 0u, y como u es epimorfismo concluimos que f = 0.

5) Supongamos que
A-Lp-% ¢ (2.8)

es exacta, entonces gf = 0.

Resta probar que para cada y €* B con gy = 0 existe x €* A tal que fz = y.
En efecto, sea y €* B tal que gy = 0, entonces existen u y v epimorfismos
tales que gyu = Ov = 0 = Ou y por consiguiente gy = 0 (pues u es epimor-
fismo). Consideremos la factorizacién candnica f = me donde m = im(f)
y e = coim(f), dado que 2.9 es exacta conseguimos que m = ker(g). Lue-
go, como gy = 0 existe un tnico morfismo v : K’ — Dom(m) tal que y = m~.

Por otro lado, consideremos el pullback para v y e

P2 K

o

A—— Dom(m).

Por el teorema 2.45, (51 resulta ser epimorfismo. Asi, tomando x = (3, obte-
nemos que frly = mefs = myp; = ypP1 con 14 y B1 epimorfismos, es decir,

fr=y.

Supongamos ahora que gf = 0 y para cada y €* B con gy = 0 existe v €* A
tal que fxr =y. Veamos que 2.8 es exacta.

Consideremos la factorizacién f = me donde m = im(f) y e = coim(f),
probaremos que m = ker(g). En efecto, dado que gf = gme =0y e es un
epimorfismo se sigue que gm = 0.
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Sea a : K — B un morfismo tal que ga = 0. Entonces ga = 0 y por tanto,
por hipétesis, existe x €* A tal que fr = a, esto es, existen epimorfismos u
y v tal que mexu = aw.

Por el teorema 2.42 podemos considerar el pullback para los morfismos m y
a

Jy
I
im(f) — B.

Por la propiedad universal del pullback P existe un tnico morfismo v :
Dom(vy) — P tal que By = exuy [ay = v.

Notar que 5 es un monomorfismo pues m lo es (teorema 2.43), més ain (5 es
un epimorfismo pues v lo es y 527 = v. Luego £, es un isomorfismo debido a
que toda categoria abeliana es balanceada y por consiguiente m(3,3, ") = a.
Si existiera otro morfismo ¢ tal que m& = a entonces £ = 313, pues m es
un monomorfismo.

Luego m = ker(g) y por lo tanto 2.8 es exacta. O

2.6. Lemas clasicos en categorias abelianas

En esta seccion ilustraremos que los lemas del 4 y del 5, que se cumplian en
la categoria PRgy, siguen siendo validos en una categoria abeliana.

2.6.1. Lema del cuatro y del cinco

Teorema 2.50. (Lema del J) Sea &/ una categoria abeliana y supongamos
que

f1 f2 f3

A A, As Ay
A I B
By By B3 By

g1 92 g3

es conmutativo con filas exactas. Si w1 es epimorfismo y w2, @4 Son mono-
morfismos entonces w3 es monomorfismo.
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Demostracién.
Antes probaremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion. f; y g; tienen iméagenes isomorfas.
En efecto:
Consideremos las siguientes factorizaciones de f y g a través de sus imagenes:

AlgflgAgyBlglggBQ.

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

el mi
Al > Il > AQ

N

Br—> b= Ba.

(Para mayor detalle acerca de la existencia del morfismo 6 con dicha pro-
piedad se recomienda ver la seccién 3.3, especificamente la construccién del
funtor B,,.)

Debido a la conmutatividad del diagrama anterior y a que m; y (9 son mono-
morfismos se sigue que 6 también lo es. Similarmente, por la conmutatividad
del diagrama mencionado y porque ey y ¢ son epimorfismos concluimos que
6 también lo es. Luego 6 es un bimorfismo y por tanto un isomorfismo (pues
toda categoria abeliana es balanceada), quedando asi demostrada la afirma-
cién.

Ahora, sean (ker(f;), j;) el nicleo de f; para cada i € {1,2,3} y (ker(g:),j;)
el nicleo de g; para cada i € {1,2,3}. Por la afirmacién anterior sabemos que
ker(fs) = im(f1) = im(g1) = ker(gs) y por consiguiente tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

0 —im(f1) —2= Ay —2—— ker(fs) = im(fo) —0

1im(fl)l ‘le iw

0 —1im(f1) —— Bs 2 ker(gs) = im(g2) —0,

J2

donde g, = coim(fs) y g3 = coim(g2). Mas atin, el diagrama anterior posee
filas exactas pues jo, j3 son monomorfismos; go, g5 son epimorfismos y ademés

ker(q2) = ker(f2) = Jjo, ker(qz) = ker(g2) = j5-
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Por el teorema 2.39 obtenemos que ¥ es un monomorfismo pues ¢y lo es.
Finalmente, observar que el siguiente diagrama es conmutativo y posee filas
exactas

0—— ker(fy) 2> Ay~ A,

wi %l lm
0 —=ker(gs) —— Bz —= As.

J3

Luego las hipétesis del teorema 2.36 se cumplen y por tanto 3 es un mono-
morfismo. U

Dualmente:

Teorema 2.51. Sea &/ una categoria abeliana y supongamos que

A, f1 A, f2 As f3 A,

S S

By —> By —5> Bs—> By

g1 g3

es conmutativo con filas eractas. Si w4 €s monomorfismo y p1, Y3 son epi-
morfismos, entonces py €s epimorfismo.

U

Teorema 2.52. (Lema del 5) Sea &/ una categoria abeliana y supongamos
que

f1 f2 f3 fa

Ay Ay As Ay As
wi ml ml mi %l
Bl B2 B3 B4 B5

g1 g2 g3 94

es conmutativo con filas exactas. Si
1) 2 y @4 son isomorfismos,

2) @1 es epimorfismo y
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3) @5 es monomorfismo

entonces ps es isomorfismo.

Demostracion.

3 es monomorfismo por el teorema 2.50, mientras que el teorema 2.51 afirma
que 3 es epimorfismo. Por lo tanto 3 es un isomorfismo debido a que toda
categoria abeliana es balanceada. U

2.6.2. Lema de la serpiente

Teorema 2.53. Sea &/ una categoria abeliana y supongamos que

0 AlgpAQWAg 0

o

0 Ble2pB3 0

es conmutativo con filas exactas. Si extendemos el diagrama anterior inclu-
yendo nicleos y conicleos obtenemos el diagrama conmutativo

0 — ker(f1) —2— ker(fo) —— ker(fs)

Ji J2 J3
0 Ay ‘ A, il As 0
(2.9)
f1 f2 f3
0 By m B, - Bs 0
@ q2 a3
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donde (ker(f;), ji) es el nicleo de f; y (q;, coker(f;)) es el conicleo de f; para
cada i € {1,2,3}. Entonces el diagrama 2.8 tiene filas y columnas exactas.
Ademds existe § : ker(fs) — coker(f1) tal que

0 — ker(f1) — ker(fo) — ker(f;) - (2.10)
coker(f1) — coker(fy) — coker(f3) — 0
es exacta.
Demostracion.

Es claro que los morfismos @, @, 1 v p se inducen por las definiciones de
ker(f2), ker(fs), coker(f1) y coker(fs) respectivamente.

Veamos que el diagrama 2.9 posee filas y columnas exactas, para ello sélo
probaremos que las sucesiones

0 — ker(f1) LIy RN N coker(fi) — 0
0 — ker(f1) == ker(fs) SN ker(fs3)

son exactas, pues la demostracién de la exactitud de las demas filas y colum-
nas se hace de manera similar. En efecto:

Por construccién j; = ker(f1) y ¢1 = coker(f1), luego la sucesién

0 — ker(fr) LN A LN B, -2 coker(f;) — 0

es exacta.

Para demostrar la exactitud deseada usaremos el inciso 5 del teorema 2.49.
Notar que j37™ @ = mpj; = 0j; = 0y como j3 es un monomorfismo implicamos
que T = 0.

Por otro lado, sea  €* ker(fy) tal que Tx = 0. Dado que mjoz = j3Tx =0
se sigue que existe y €* A; tal que py = jox. Ademas, como ¥ fy = fopy =
f27ox = 0 y 1 es un monomorfismo implicamos que f;y = 0. Por consiguiente
existe z €* ker(f;) tal que j1z = y pues la primera columna del diagrama
2.9 es exacta. Més aun, dado que j2pz = @12 = Yy = JjoT Y Jo €S un
monomorfismo se sigue que ¥z = z. Esto implica que

ker(f1) BN ker(fs) T ker(fs)

es exacta. Sin embargo, ¥ es un monomorfismo pues j2® = ¢J; con j; un
monomorfismo. Por lo tanto

0 — ker(f1) == ker(fo) = ker(f3)
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es exacta.
Veamos la existencia del morfismo 4.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

B1
. f’— — > ker(f3)

%// | B2 j3l
-7 ® Y s
0 Ay Ay As 0
fll f2l fsl
0 By =By B, 0
%l Y2 | //*

A2
coker(fi) -5 = F )

donde P es el pullback para j3 y m, mientras que F' es el pushout para ¢; y
Y (notar que el teorema 2.42 nos garantiza que Py F' existen). Ademas, la
existencia de los morfismos « y o tales que ¢ = foa 'y p = a*y se debe a
las propiedades universales de P y F' respectivamente.

Dado que 7 es un epimorfismo se sigue que ; también lo es (teorema 2.45)
y en virtud del teorema 2.46 concluimos que 7; es un monomorfismo pues
1 lo es. Mas atun, el teorema 2.43 y su dual nos garantizan que 5 es un
monomorfismo pues j3 1o es y 75 es un epimorfismo debido a que ¢; también
lo es.

Sea dg := s f2 32, entonces

doox = yafap
= Yfi

= mqafi
= 0.

De manera similar también se verifica que a*dy = 0.
Afirmacién 1. (A4;, @) es el nicleo de ;.
En efecto:

Es claro que f1a = 0.
Sea u : D — P tal que fiu = 0, entonces 0 = j3fu = whu y dado
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que (Aj, ) es el nicleo de 7 se sigue que existe un morfismo v tal que
Pa = v = [yarv y por consiguiente u = av (pues P2 es un monomorfismo).
Si existiera otro morfismo v’ tal que u = av = av’ entonces Srav = Pt/
es decir, v = v’ y por tanto v = v’ pues ¢ es un monomorfismo.

Por lo tanto (A, a) es el nicleo de 3; y dado que f; es un epimorfismo se
sigue que coker(a) = (.

De la misma manera concluimos que (coker(f1),71) es el nucleo de o*.
Como dpcx = 0y coker(a) = (1 entonces existe un tinico morfismo

my - ker(fs) — F tal que dg = myf;.

No obstante, en virtud de que 0 = a*dy = a*m 31 y 1 es un epimorfismo se
sigue que a*my = 0. Dado que (coker(f1),71) es el nicleo de a* concluimos
que existe un unico morfismo ¢ : ker(f3) — coker(fi) tal que v1d = my.
Luego el morfismo ¢y se factoriza de manera tinica como

do = 71031,

donde 6 : ker(f3) — coker(f1) es el morfismo conector requerido.

Antes de seguir veamos el efecto del morfismo § sobre un elemento de ker(f3)
(comparar con el diagrama 2.11).

Sea x €* ker(f;) C As. Por ser m un epimorfismo existe y €* A, tal que
Ty = jzx. Entonces pfoy = famy = f3jsx = 0, esto es, foy €* ker(p) = im(v)
y por tanto existe z €* By tal que ¥z = foy (si existiera otro z; €* B tal
que ¥z; = foy entonces z; = z pues ¢ es un monomorfismo).

2 3 (2.11)
b l (l)f

Afirmacion 2. ¢;z = x.
Dado que my = jsx v P es un pullback para j3 y 7, existe w €* P tal que
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Bow =y v frw = x. Entonces

Tox = Mofw
= dow

Y. faBow

Yof2y

Yoz

= Nqzc

y por consiguiente dx = g1z pues 7; es un monomorfismo. Por lo tanto queda
demostrada la afirmacién 2. Mas atn, el anterior argumento tambienn demues-
tra que oz es independiente de la eleccién del elemento y €* Ay y por tanto
s6lo depende de .

Finalmente, veamos que la sucesién 2.10 es exacta en ker(fs) y coker(f1).
Para probar que 67 = 0 basta demostrar que para cada w €* ker(f2) se
verifica que 07w = 0.

Sea w €* ker(f,) entonces x := Tw €* ker(fs;) satisface que jzx = jsTw =
mow. Luego podemos tomar y = jow en la descripcion del efecto del morfis-
mo § y asi obtenemos que foy = fojow = 0, es decir, z = 0 en el diagrama
2.11 y por consiguiente 0 = ¢;0 = dxr = 7w, esto es, 07 = 0. Por lo tanto
im(m) C ker(9).

Resta probar que ker(d) C im(n). Para ello sea z €* ker(f3) tal que dz = 0,
esto significa que en el diagrama 2.11, ¢; 2 = 0. Por la exactitud de la primera
columna del diagrama 2.9, existe t €* A; tal que fit = z, lo cual implica que
fapt =Y f1it =Yz = fay.

Sea u := y — pt, entonces mu = 7wy = j3xr y fou = 0. No obstante por
definicién de j, existe zq €* ker(fy) tal que joxg = wu, es decir, jsTaxy =
TjoTo = WU = jJ3x ¥y como j3 es un monomorfismo se sigue 7ry = z, esto es,
x € im(m).

De manera analoga se prueba que im(9d) = ker(v).
Por lo tanto la sucesion 2.10 es exacta. U
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2.6.3. El teorema de Inmersiéon completa

Con lo desarrollado hasta el momento hemos observado que una categoria
abeliana posee bastantes propiedades interesantes y teoremas muy parecidos
a los que se tenfan en la categoria R,. Si deseamos averiguar mas acerca
de esta estrecha relacién, el teorema de Inmersion completa es la clave. Des-
afortunadamente su demostracion se escapa de los objetivos de esta tesis, sin
embargo, considero relevante mencionarlo debido a sus sorprendentes conse-
cuencias.

Teorema 2.54. (Teorema de Inmersion) Toda categoria abeliana pequena
o/ admite una inmersion fiel, covariante y exacta en la categoria de grupos

abelianos Ab.

Este teorema fue demostrado independientemente por Lubkin, Heron y Freyd.
Su importancia radica en que si deseamos demostrar un enunciado que invo-
lucra exactitud y conmutatividad de un diagrama en una categoria abeliana,
basta probarlo en la categoria Ab.

No obstante, debido a que la inmersién en el teorema anterior no es ne-
cesariamente plena, surgen problemas con las proposiciones concernientes a
la demostraciéon de existencia de morfismos en un diagrama. Este problema
fue resuelto anos después por B. Mitchell. Su resultado se conoce como el
teorema de Inmersion completa.

Teorema 2.55. (Teorema de Inmersion completa) Toda categoria abeliana
pequena </ admite una inmersion fiel, plena, exacta y covariante en una
categoria Ry, para algin anillo R.



60

Categorias abelianas




Capitulo 3

Funtores aditivos y complejos

A lo largo de este capitulo estudiaremos con mas detalle a los funtores aditivos
entre categorias abelianas, en particular, a los que preservan propiedades de
exactitud. Cabe senalar que de aqui en adelante nuestra referencia principal
serd [9].

3.1. Funtores aditivos

Anteriormente ya hemos definido el concepto de funtor aditivo entre cate-
gorias aditivas, lo que sigue es dilucidar el caso en el que el funtor tenga mas
de una variable.

Definicién 3.1. Sea t : @ X ... X of,—o/ un funtor entre categorias abe-
lianas. El funtor t es aditivo si ¥ Ay, A}, € Ob(<t) con k € {1,..,n} y
Y or, U, € Hom(Ay, A),) se cumple que

t(l, vy Pk + ’g[)k, cees 1) = t(l, coey Py eees 1) + t(l, P ’gbk, ceey 1)
De esta definicién se sigue que t(p1, ..., ¢,) = 0 si cada g = 0. Ademas, si
Ay = Oparaalgin k € {1,...,n} entonces t(14,, .., 14,) = 0dado que 14, = 0.
Lo que ahora nos interesa es clasificar a los funtores aditivos que preservan

exactitud.

Definicién 3.2. Sea t : & X 9lo— ' un funtor aditivo, covariante en la
)

primera variable y contravariante en la sequnda. Si para sucesiones exactas

arbitrarias A,— Ar— Al en o7, con k € {1,2}, las sucesiones

61
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t(All, A2>—>t(A1, AQ)—>t(A,1/, AQ)

t(Al, Ag)—ﬁf(Al, Ag)—)t(Al, Aé)
son exactas, entonces el funtor t se denomina exacto.

Antes de proseguir, acordamos que de aqui en adelante sélo consideraremos
un funtor ¢ : @7 X ofo—.of entre categorias abelianas covariante en la primera
variable y contravariante en la segunda, a menos que se indique lo contrario.

Veamos algunas caracterizaciones de un funtor exacto.

Teorema 3.3. Un funtor aditivo t : @) X ofo—>.o/ entre categorias abelianas,
covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda, es exacto
si y solo si para toda sucesion exacta corta 0— A} —Ap—> A} —0 en 4,
las sucesiones

0 —>t(A/1, Ag)—>t(A1, Ag)—>t(A,1/, Ag)—>0

0 —)t(Al, Ag)—>t(A1, AQ)—)t(Al, A/2>—>0
son exactas.

Demostracion.
Es evidente la necesidad.

Supongamos ahora las hipdtesis y veamos que t es exacto. Para ello sea

f g ) . .
Al — A — A una sucesion exacta en o y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

NN
NN N

donde (I’ j) es el nicleo de f, (e1,I) es la coimagen de f, (I,m1) es la ima-
gen de f, (ea, I") es la coimagen de g, (I”,ms) es la imagen de g y finalmente
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(q, M) es el conticleo de g.

Afirmamos que las sucesiones

€1

0—I' L5 AL 5 [—0
00— ™5 A =25 I"—0

0—1" 2% AY —55 M—0

son exactas.
En efecto, para la primera sucesiéon notar que, por el teorema 2.17, j =

ker(f) = = ker(myey) = ker(e;). Ademds j es monomorfismo y e; es epimor-
€1

fismo. Luego, por la observacién 2.34, 0— 1" SN A} — [—0 es exacta.

Para la segunda sucesién observar que im(m) = ker(coker(my)) = my
pues my es monomorfismo. Més aiun, my = im(f) = ker(g) = ker(maqey) =
= ker(ez). Ademds my y es son monomorfismo y epimorfismo respectivamen-
te. Por tanto, 0—1 =5 A; =5 I”—0 es exacta.

Finalmente, para la ultima sucesién notar que g = coker(g) = coker(maes) =
= coker(my) (teorema 2.17). Ademds, my es monomorfismo y ¢ es epimor-
fismo. Luego, por la observacién 2.34, 0—1" 72 A7 L5 M——0 es exacta.

Aplicando t(_, Ay) al diagrama 3.1 obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

HAL A —— IV A Ay A ay)
G 1)
t(e1,1) n1,1) t(e2,1)
H(I', Ay) As) H(I", Ay) H(M, As)
O/ / / \ )

Mas aun, por hipotesis, las 81gu1entes sucesiones cortas resultan ser exactas

te11

0t (I, Ao) N 1A, Ag) "V 11, A5)—0

0—t(1, Ay) 1)

t( 2,1)

0%t<1” AQ) <M7 A2>—>0
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Ast, im(t(f,1)) = im(t(m1, 1)) y ker((g, 1)) = ker(t(ez, 1))
Finalmente, dado que

0—st(1, As) ") ¢( Ay, Ag) "V (17, A))—0

es exacta, conseguimos que im(t(ms, 1)) = ker(t(ez, 1)) y por consiguiente
im(t(f,1)) = ker(t(g,1)), es decir,

1AL Ag) "IN 1AL Ay) N y(an, A,)

es exacta.
La prueba con respecto a la variable contravariante es similar.
Luego t es exacto. U

En general los funtores aditivos no son exactos, sin embargo pueden pre-
servan la exactitud parcialmente. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.4. Sea t : @) X olhb— o/ un funtor aditivo entre categorias
abelianas, covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda.
Si para toda sucesion exacta corta 0— A} —> Ay—>Ajl—0 en 4, se cum-
ple que
1) Las sucesiones
t(A], Ag)—t(Ay, Ag)—t(AY, As)
t(Al, Ag) —>t<A1, Az)—>t(A1, Al2>
son exactas, entonces el funtor se llama funtor semiexacto.
2) Las sucesiones
0—>t(A/1, AQ)—>t(A1, AQ)—>t<A/1/, AQ)
0—t(Ay, A —t(Ay, Ay)—t( Ay, Ab)

son exactas, entonces el funtor se denomina funtor exacto izquierdo.

3) Las sucesiones
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t(All, Ag)—>t(A1, A2>—>t(A/1/, Ag)—>0

t(Al, Ag)—ﬁf(Al, AQ)—)t<A1, Alz)—>0
son exactas, entonces el funtor se llama funtor exacto derecho.

Una pregunta interesante es si en la definicion 3.4 podemos prescindir de que
las sucesiones iniciales sean exactas cortas. La respuesta es si.

Teorema 3.5. Un funtor aditivo t : o) X ofa—of entre categorias abelianas,
covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda, es exacto
derecho si y solo si para toda sucesion exacta A|—A1—A]—0 en <7 y
0—AL,—As— AT en o, las sucesiones

t(All, A2>—>t(A1, A2>—>t(A/1/, Ag)—>
t(Al, Ag)—)t(Al, AQ)—>t<A1, Aé)—)O
son exactas.

Demostracién.
Sea A]— A;—>A—0 una sucesién exacta en @7 y consideremos el dia-
grama comutativo

A =AY 0

/\/ (3:2)
/ /\

donde (I, 7) es el nucleo de f, (e1,]) es la coimagen de f y (I,mq) es la
imagen de f.

Ademas, de manera analoga a como se procedi6 en la demostracion del teo-
rema 3.3, tenemos las siguiente sucesiones exactas cortas:

e1

0—s 1’ -1 A2 T—0

0—1 2% A 25 A"—0.
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Aplicando t(_, Ay) al diagrama 3.2 obtenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo

HAL, As) S H(Ay, Ag) “L (A7, Ay) — 0
t(4,1)
t(el 1 (ml 1)
t(]/7A2) [aA2>

Ademas, dado que t es un funtor exacto derecho, las siguientes sucesiones
resultan ser exactas

H(I', Ap) N 1AL, Ay) "V 41, A)—0 (3.3)
H(I, Ap) ") (A, Ag) "IN pAr, Ay) 0. (3.4)

De 3.4 conseguimos que la sucesién
H(AL Ag) N Ay, Ay) O A Ay) — 0 (3.5)

es exacta en t(A7, As).

Mientras que de 3.3 obtenemos que t(e, 1) es epimorfismo y por consiguiente,
haciendo referencia al teorema 2.17, concluimos que

m(t(f, 1)) = im(t(mq, 1)t(er, 1))
= ker(coker(t(mq, 1)t(e1,1)))
= ker(coker( (m1,1)))
= im(t(ma, 1)),

No obstante, como 3.4 es exacta, im(t(mq,1)) = ker(t(g,1)) y por lo tanto

m(t(f,1)) = ker(i(g,1)).

Luego 3.5 también es exacta en (A1, Ay) y por tanto

t(f

1 1
HAL Ao) N 1Ay, Ay) O ar Ay) — 0 (3.6)

es una sucesién exacta.
La prueba en la segunda variable es similar. Luego ¢ es un funtor exacto
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derecho.

Es evidente la suficiencia. O

Observacién 3.6. En la demostracion del teorema anterior se aplico el fun-
tor t(—, A2) al diagrama 3.2, sin embargo, los funtores t(—, Ay) y t(—, AY)
también pudieron ser utilizados. En el caso de la sequnda variable, los fun-
tores t(Ay, ), t(A}, ) y t(AY, _) pueden ser empleados. Por lo tanto, en el
teorema 3.5 obtenemos en total seis sucesiones exactas.

Veamos otra caracterizacién util de los funtores aditivos exactos derechos.
Para ello necesitamos un poco de teoria previa. Sean Ay (1 < k,1 < 3)
objetos de una categoria abeliana &7 y supongamos que el diagrama

Ay 2 Ay - Ay 0

01 m &1

B1 B2
As Agy Ass 0 (3.7)
2 2 52

Agy —> Agg —2> Agg 0

0 0 0

es conmutativo, ademads posee filas y columnas exactas. Del diagrama anterior
podemos construir la sucesion

A12 ) A21 L A22 i) A33 — 0 (38)

donde ¢ = mm1+L1ma y 0 = 382 = a1, mientras que 7y : A1aPBAs — Ago
y Ty 1 A1g @ Ayy — Asq son las proyecciones candnicas.

Afirmacion. La sucesion 3.8 es exacta.
En efecto, dado que [y y & son epimorfismos, se sigue que ¢ también lo es.
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Ademas,

e = p(mmi + Bi7a)
= PmT + L1
= (yame)mm + (§282) G172
= Ya(mem)m1 + &2(B2B1)mo
= Y207 + §07
—04+0=0.

Por otro lado, usando el teorema 2.49 inciso 5, resta probar que para cada
x €" Agy tal que pxr =0 existe y €* A ® Ay tal que Yy = x.

Sea x €* Ay tal que 0 = px = (Ya12)x = Yo (M2).

Por ser As; —5 Agp —25 Ag3 — 0 una sucesion exacta, existe z3; €* As; tal
que Y1231 = 19w (teorema 2.49 inciso 5). Ademds, como dy es epimorfismo
existe w9 €* Aoy tal que dowe = x31.

Sea 99 := [11x9 entonces

MaTaz = M2(B1721)
= (m251)rn
= (1102)721
= 71(52@1)
= MT31
= o
y por consiguiente ng(z — x99) = 0.
Por otro lado, en virtud de que la columna de en medio del diagrama 3.7 es

exacta, se sigue que existe x5 € Ajp tal que 12 = (2 — x92).
Finalmente, sea y := x15 + x91 €* A1o ® Asq. Notar que

Yy = Pxig + P
= mT12 + f1221

= (.Z‘ —IQQ) + Ty = .

Por lo tanto, la sucesion 3.8 es exacta.

Una vez aclarada esta situacion podemos demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 3.7. Sea t : o) X oo—>o/ un funtor aditivo como en el teore-
ma 3.5. Entonces t es exacto derecho si y solo si para toda sucesion exacta
Al— A1 —Al—0 en o y 0—AYb— Ay— Al en o, la sucesion

t(A7, A) @ t(Ar, AY) = (A1, As) — t(A], A) — 0
es exacta, donde p :=t(A] — Ay, Ay — A}).

Demostracion.
La observacién 3.6 afirma que el siguiente diagrama conmutativo

t(A}, Ay) —=1(Ay, Ay) —=t(A], A3) —=0
t(Allv A2) Ht(Al, AQ) Ht(A'f, A2) —0

b(AY, Ay) —1(Ay, Ay) —1(A7, Ay) —=0

0 0 0

posee filas y columnas exactas. Luego el resultado se sigue por la afirmacion
demostrada anteriormente.

Ahora, dados cualesquiera objetos Ay € 27, existen sucesiones exactas
1 1
0— A — A — 0y — Ay — Ay — 0.
Entonces, por hipdtesis, las siguientes sucesiones son exactas

t(All, AQ) — t(Al, AQ) — t(Alll, AQ) — 0
t(Al, Ag) — t(Ah AQ) — t(Al, A/Q) — 0.

Finalmente, por el teorema 3.5 obtenemos que t es exacto derecho. O

3.2. Complejos n-graduados

Es bien sabido que en la categoria PRgy existen los llamados bicomplejos o
complejos dobles. El objetivo de esta seccién es definir la nocién de coleccion
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n-graduada y finalmente enunciar el concepto de complejo n-graduado, el
cual serd una generalizacion del complejo de cadenas que teniamos en DRgy.

Antes, acordamos la siguiente notacion: los elementos del grupo abeliano Z"
seran denotados por variables con una barra encima, esto es, i = (iy, ..., i),
7= Uryerdn), b = (ki,.... k), ete. & = (0,...,ex = 1,...,0) con k €
{1,2,...,n}, mientras que el valor total entero de i est4 definido por (i) :=
i1 +iy+ ... +i,. Ademds, ¢ < j siy solo si iy < ji, para cada k € {1,2,...,n},
y de manera similar se define i > j, i < j y i > j. Con i £ j se denota la
negacién de i < j.

Definicién 3.8. Sea &/ una categoria abeliana.

1) Una coleccion n-graduada M en o/ es una coleccion de objetos M;,
donde i € Z". En simbolos, M = (M).
2) Una subcoleccion M' de M es una coleccion n-graduada M’ := (M)
tal que M{/ es un subobjeto de Ms para cada i € Z™. En simbolos, M' C M.

3) Si M" C M como colecciones n-gradudas, entonces el objeto cociente
(M/M"); := M;/M! estd definido Vi € Z". Asi, M/M' = ((M/M');) se
denomina coleccion cociente de M y M.

4) Una coleccion n-graduada M se dice que es positiva (respectivamente
negativa) si M; = 0 siempre que 0 £ i (repectivamente i £ 0).

5) Sean M y M’ dos colecciones n-graduadas en /. Un homomorfismo
f: M—M' de colecciones n-graduadas en </ de grado p es una
coleccion de homomorfismos f = {f; : My—M; ﬁ} donde i,p € Z™. La
composicion de dichos homomorfismos se realiza componente a componente.

Notar que la condicién 0 £ i (repectivamente ¢ £ 0) no equivale a la expresion
i < 0 (respectivamente 0 < 7).

Ejemplo 3.9. Veamos algunos ejemplos sencillos en la categoria DRoy.
1. Si (C,d) es un complejo de cadenas, entonces d : C — C dada por

d = (d, : C,, — Cy_1)nez es un morfismo de colecciones uno-graduadas de
grado —1.
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2. 81 f : C — (" es un morfismo de complejos de cadenas, entonces
f=(fn: C, — Cl)nez es un morfismo de colecciones uno-graduadas
de grado 0.

3. 581 f,g : C — (' son morfismos de complejos de cadenas homotopi-
cas, entonces una homotopia s = (s, : C,, — C), | )nez €s un morfismo de
colecciones uno-graduadas de grado 1.

4. Sea (M, d’,d") un bicomplejo, entonces d’,d"” : M — M son morfismos
de colecciones dos-graduadas de grado (—1,0) y (0, —1) respectivamente.

Dado un morfismo f : M — M’ de colecciones n-graduadas de grado p
podemos definir su imagen, nicleo, coimagen y conticleo. Especificamente
tenemos que

im(f) = (im(fi_p))
ker(f) := (ker(f;))
coim(f) := M/ker(f)
coker(f) == M'/im(f).
Recordar que una coleccién uno-graduada es dotada con la estructura de
complejo de cadenas introduciendo un morfismo diferenciacion de grado —1.

Para el caso de una coleccién n-graduada se espera que sean n morfismos de
este tipo con su respectivo grado.

Definicién 3.10. Sea C = (C5) una coleccion n-graduada en una categoria
abeliana < .

1) Un conjunto de diferenciaciones 0 = {0®} sobre C' es una co-
leccion de n homomorfismos O%) : C—C de grado —e (1 < k < n) que
anticonmutan, esto es, para todo 1 < k, k' <mn,

oFE) L g9k = 0y Rk = 0,

2) Una coleccion n-graduada en &7 junto con un conjunto de diferenciaciones
0 se denomina complejo n-graduado en /. En simbolos, C = (C;, 0%))
o simplemente C' := (C5,0).
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8) Sean C = (C;,0) y C" = (C1,0') dos complejos n-graduados. Un mor-
fismo f: C—C" es un homomorfismo de complejos n-graduados de
grado 7 si fOF) = (—=1)°®®) f para todo 1 < k < n.

a2 )
[ C(il,i2) —> U(i,ip—1) —> C(il,i2—2) ..
8(1) 6(1) 8(1)
8(2) 5(2)

" > Clir—1,i2) — Clir—1,i-1) —> Cli1-1,i0-2) e

o) o) o)
o(2) o)

e — O(i1—27i2) > C(i1—2,i2—1) —_— (i1_27i2_2) [

Figura 1

En la figura 1 se observa un fragmento de un complejo bigraduado en una
categoria abeliana .o/

Cabe senalar que los complejos n-graduados en una categoria abeliana o/
y los homomorfismos de grado 0 forman una categoria, la cual denotaremos
por Comp”, o simplemente Comp_, en el caso n = 1.

3.3. Los funtores Z,, Z',,, B,, B, y H,

En la seccién 2.1 ya hemos definido los funtores J# er y €oker, lo que hare-
mos en esta parte serda modificarlos ligeramente para posteriormente definir
el funtor de homologia.

Primero construyamos el funtor Z,.

Sea Z,, : Comp_, —> o/ definido de la siguiente manera:
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En objetos: Sea (A, 0) € Ob(Comyp_,), entonces Z,((A,0)) := ker(0,), don-
de ker(0,) € Ob(<).

En morfismos: Sea f : (4,0) — (B, d") un Comp_,-morfismo y considere-
mos el siguiente diagrama conmutativo

ker(0,) I A, O A,
|
Zn(f)1 fnl lfnl

A
ker(@’l) - Bn —> Bn—l‘

Jn o,
Notar que
(fn—lan)jn
= fnfl(anjn)
- fn—lo
=0
y como (ker(d,), j.) es el nicleo de 0, existe un tnico .7-morfismo

Zu(f) - Z2u((A,0)) — Z,((B, "))

tal que j. Z,.(f) = fudn-

La unicidad del morfismo Z,(f) nos garantiza que en efecto Z, es un fun-
tor. Z,((A, 0)) se llama objeto de ciclos n-dimensionales del complejo

(A,0).
Veamos ahora que Z,, es un funtor aditivo.

Sean f,g : (A,0) — (B,d") dos €Comp_,-morfismos. Por lo anterior sabe-
mos que j,Z,(f) = fujn ¥ Jh2Zn(9) = gnjn. Por otro lado, notar que

In(Zn(f) + Z0(9)) = JnZa(f) + 50 2n(9)
= fn]n + GnJn
= (fn + gn)]n

Por la unicidad del morfismo Z,(f + g) tal que j.Z,(f + g) = (fn + 9n)ijn,
concluimos que Z,(f +g) = Z,.(f) + Z.(g), esto es, Z, es un funtor aditivo.
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De manera muy similar se define el funtor Z’,, y también se demuestra que
es aditivo, la inica diferencia serd que Z/ ((A,0)) := coker(Opi1).

Ahora, veamos la construccién del funtor B,,, mientras que B, se definird de
manera analoga.

Sea B, : Comp,_, — &7 definido de la siguiente manera:

En objetos: Sea (A,0) € Ob(Comp,,), entonces B,((A,d)) := im(Ons1)
donde im(0,+1) € Ob().

En morfismos: Sea [ : (4,0) — (B,d") un €omp_,-morfismo y considere-
mos las factorizaciones de 0,41 y 0, ., a través de sus imagenes

n+1 n+1
n+1 n+1
n+1 n+1

Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo

et coker(On11)

n+1

fn+1

n+1
n+1

(3.9)

n+1
k 4

/
im anJrl

Observar que

t;H(fnan) = (t;+1fn)Pn+1
= (Z,n(f)tn+1)pn+1
Z/n(f)(thrlanrl)
= Z/n(f)o
= 0
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y como im(0,, ;) = ker(t, ), existe un tnico .&/-morfismo
Bo(f) : Bu((A,0)) — Bu((B, "))

tal que fnpni1 = p;z—&—an(f) y Bn(f)Qn-H = qu—f—lfn—&-l-

Nuevamente la unicidad del morfismo B, (f) nos asegura que B, preser-
va identidades y composiciones. Ademas, B, también resulta ser un fun-
tor aditivo. B,((A,0)) se llama objeto de fronteras n-dimensionales
del complejo (A, 0). Cabe mencionar que para el funtor B),, tenemos que

B ((A,0)) := coim(0y,).

Finalmente veamos la construccién del funtor H,,.
Sea f:(A,0) — (B,d") un Comp ,-morfismo, probaremos que el siguiente
diagrama es conmutativo

donde ¢,, y ¢!, son monomorfismos (usamos el hecho de que 90 =0y

0’0" =0.) En efecto:

Usando la misma notacién del diagrama 3.9, notar que tanto 0,41 como 9, ,,
admiten las siguientes factorizaciones

8n+1
AnJrl An

im(Op11) — ker(0n)

1
Bn+1 Bn

% 1

(1) — = her(2,)
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y por tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

On
Ani1 = A,
A %
frnt1 Zm(an+1) T ker(an> fn
Z
Bn+1 = Bn

m Jn

im(0;,41) e ker(9y) ’
es decir,

j;LSO;zQ;L+1fn+1 = fnjngannJrl' (1)
No obstante, los morfismos Z,,(f) : ker(0,) — ker(9),) v B,(f) : im(Ops1) —
im(0,,, ) satisfacen que

];Zn(f) = fn]n y Q;H-lfnJrl = Bn(f)qn+1-
Usando (1) y las igualdades anteriores obtenemos que

j;lSO;LBn(f)an!‘l = ];Zn(f)ﬁpnqn-‘rl

En virtud de que j/, ¥ ¢,4+1 son monomorfismo y epimorfismo respectivamen-
te, obtenemos lo deseado, esto es, ¢, B, (f) = Z.(f)¢n.

Finalmente, sea H,, : Comp,_, — &/ definido como:
En objetos: Sea (A,0) € Ob(€omp_,), entonces

Hn((A,0)) = Zu((A,9))/Bn((A, ),
donde Z,((A,0))/B.((A,0)) es el conticleo del monomorfismo B,,((4,0)) —
Z,((4,0)).
En morfismos: Sea f : (4,0) — (B,d') un €omp_,-morfismo, entonces

Ho(f) : Ha((A,0)) — Hno((B, ")) se define como el tnico o/-morfismo que
hace conmutar el siguiente diagrama

B.((4,0)) ="~ Z,((A,9)) %\Hn((‘/h d))

Bn(f)i \LG(f) | Hn(f)
v

B.((B,0) — = 2.((B, ) —= H.((B, ).

n
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Nuevamente, la unicidad del morfismo H,(f) garantiza que H,, es efectiva-
mente un funtor. Ademas H,, resulta ser un funtor aditivo pues tanto Z,
como B, lo son. H,((A,0)) se denomina n-ésimo objeto de homologia
del complejo (A, ).

Hasta el momento los anteriores funtores sélo se han definido sobre la cate-
goria Comyp ,. ;Sera posible definirlos en general sobre la categoria Comp”,?,
es decir, jpodemos calcular el n-ésimo objeto de homologia de un complejo
n-graduado? La respuesta es si.

Recordar que en el caso de un bi-complejo en la categoria PRgy, se definia
un complejo de cadenas denominado complejo total y por tanto la homo-
logia del primero quedaba en términos del segundo. Esto motiva la siguiente
definicion.

Definicién 3.11. Sean &7 una categoria abeliana y C = (C;,0) un complejo
n-graduado. Supongamos que existen los objetos

Ci=[[ & (3.10)
o(i)=j
YV j € Z. Entonces el objeto @ define un complejo uno-graduado C = (5]-, 5),
donde 0 es la diferenciacion inducida por

8} =W 4+ .+ 87(."),
j j

es decir, 0= {gj}jez donde g?] = [5]—] El complejo C' se llama el complejo
asociado (uno-graduado) del complejo n-graduado C.

Observaciones 3.12. 1) Supongamos que o(i) = i. Dado que 8;.(’{) (O —

o para cada k € {1,2,...,n}, obtenemos que 5; G — H C; y por
o(i)=i—1

lo tanto, por la propiedad universal de la suma, existe un unico morfismo

[05] H c; — H C; tal que hace conmutar el siguiente diagrama

o(i)=i o(i)=i—1

IT ¢ J] ¢

o(i)=i—1 o(i)=i

> 1
%

C-

7

71—
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para cada i € 7. Asi, 52 :C; — Ci_.
2) Abusando un poco de notacidn, =00+ . 40m,

3) La propiedad de anticonmutar nos asegura que C = (@, 5) es un complejo
uno-graduado. En efecto:
Notar que

90 = (W + ..+ 9™V 4 ... + ™)
— Z ook 4 Z(a(k)a(k’) + 3(k’)a(k))

= 0 (pues cada término es igual a cero)

Es importante recalcar que 3.10 no existe en todas las categorias abelianas,
por ejemplo en la categoria abeliana de los grupos abelianos finitos. Sin em-
bargo, cuando el complejo n-graduado es positivo o negativo, 3.10 siempre
existe pues es una suma finita de objetos (si n = 2 y o(i) = m entonces 3.10
posee m + 1 objetos) y por consiguiente coincide con H C: y por lo tanto
o(i)=j
@ = @ (5. En el caso que la categoria abeliana admita sumas arbitrarias,
o(i)=j

por ejemplo la categoria PRy, cualquier complejo n-graduado posee un com-
plejo asociado. La figura 2 de la siguiente pagina nos muestra el complejo
asociado de un complejo bi-graduado, en este caso, 5n = H Cpq-

ptq=n
Asi pues, la construccion del complejo asociado queda en términos unica-

mente del complejo n-graduado dado. Por lo tanto, si C' es un comple-

jo n-graduado, Z,(C) = Z,(C), 2',(C) = Z/,(0), B.(C) = B,(C),
B'.(C):=B,(C)y H,(C) :=H,(C), donde C es el complejo asociado de C'.

Definicién 3.13. Un complejo n-graduado C' se dice aciclico si admite un
complejo asociado y H,(C) = 0 para cada n € Z.

Consideremos el caso n = 1. Dos morfismos f,g : (C,0) — (C',0") de
complejos uno-graduados de grado 0 se dicen homotopicos si existe un ho-
momorfismo D : (C,0) — (C’,d") de grado 1 (llamado homotopia) tal que
fo—9n=0,.1Dy + D, _10, para cada n € Z o simplemente, si no hay con-
fusién con los subindices, f —¢g = 0'D + D0. En simbolos f ~go D : f ~g.
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» P

n—=l=p+q n=p+q

Figura 2

Resulta importante mencionar que si f y g son morfismos homotdpicos en-
tonces H,(f) = Hn(g).

La siguiente definicién muestra que en el caso n > 1 no sélo tendremos una
homotopia sino n en total.

Definicién 3.14. Sean f,g: (C,0) — (C',0") homomorfismos de comple-
jos n-graduados de grado 0, f es homotdpica a g (en simbolos f ~ g) si
existen un conjunto de n homomorfismos de colecciones n-graduadas D® -
(C,0) — (C",0") (llamadas homotopias) de grado € tal que

S D0 4 g®p® — f g

k=1

DWYE) L yEID® — 0 (k£ K).
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Por 1ltimo, homomorfismos homotépicos f,g : C — C” inducen homomor-
fismos homotopicos en los complejos asociados f g: C— C y por tanto
Ho(f) = Ha(g). Ademds, dos complejos C'y C" se dicen homotdpicos si
existen morfismos f : C — C'y g: C' — C talesque gf ~ 1lgy fg =~ 1o

3.4. Funtores de complejos

Sean 7, % categorias abelianas y (C,0) un complejo uno-graduado en
/. Ademas, consideremos F' : &/ — 98 un funtor aditivo. Sabemos que
(F(C), F(0)) resulta ser un complejo uno-graduado en .

Por otro lado, consideremos t : @ X 2% — &/ un funtor aditivo en-
tre categorias abelianas, C) = (CW 9W)) y C® = (C® 9@) complejos
uno-graduados en & y o respectivamente. ;jHabra una manera de definir
t(CM, C@) de tal forma que resulte ser un complejo bi-graduado en .77 Lo
que haremos en esta seccion sera darle una respuesta a la anterior pregunta,
y para ello iniciamos con un ejemplo en Rgy.

Sea ® : mR X Rogp — Ab el bifuntor producto tensorial, el cual es un funtor

aditivo y covariante en ambas variables. Ademéds, sean CM) = (C() 9 y
C® = (0® 9?) complejos uno-graduados en ;R y Rgp respectivamente.
Entonces

— D (2)
TZ «— C’Ll ® 012
donde i = (iy,4s), forma una coleccién bi-graduada T = (1%);c,2. El objetivo
es extender dicha coleccion a un complejo bi-graduado usando las diferencia-
ciones 9V y 9(?)

La manera mas inmediata de definir el conjunto de diferenciaciones 0 de T
es

1) ._ 5@ (2) ._ (2
0, =0,"®lyd” =110, .

Estos morfismos resultan ser de grados —é7 y —é; respectivamente, asimismo
oMo = 0y 0®9? = 0. Sin embargo, no anticonmutan. La solucién es
introducir una ligera modificacién en el segundo morfismo:

1 ._ 51 (2 ._ i (2
07 =0, ®lyd” = (-1)"1®0J, .

)
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Asi obtenemos que si i = (i, i), entonces:

o o + 0% oV = (—1)"0 @ N1 ®d)) + (1) 1)) © 1)
= ()" ©a? - o)
=0

Por lo tanto, (7,0™" 0®)) forma un bi-complejo en Ab. Todo lo anterior
motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.15. Sea t : @ X ... X @,—a un funtor aditivo entre cate-
gorias abelianas, covariante en alguna variable y contravariante en las demds.

1) Sea A® wuna coleccion uno-graduada en <, (1 < k < n), entonces de-
finimos la coleccion n-graduada t(AD, ..., AM™) dada por

(AW A =AW AN

3 £111° ) Entn/)
donde i = (i1,...,1,), €k = 1 si t es covariante en la k-ésima variable y
€L, = —1 si t es contravariante en la k-ésima variable.

2) Si B es una coleccion uno-graduada en <7, con k € {1 on} oy fR
AR B (s la k-ésima variable es covariante) o f* . B*) — AK)
(si la k-ésima variable es contravariante) son homomorﬁsmos de grado py,
entonces t(fU, ..., ™) es el homomorfismo de colecciones n-graduadas de

gmdo ]_? = (pb "'7pn)7
t(f(l),...,f(”)) ; t(A(l),...,A(”)) — t(B(l),...,B(”)),
definida como

t(fO, o, f) = (1Y ),

donde ¢ := — g 1Pk, . = 1 st la k-ésima variable es covariante y I, =
j<k
—ip + pr st la k-éstma vartable es contravariante.

Si ¢® . B® — C® son homomorfismos de grado g y h¥) = ¢ f()
entonces

AW, h ) = (=1)78(gW, o gD, s f),
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donde n = ijqk.

i<k
Finalmente, la siguiente definicién responde, de manera mas general y con-
creta, nuestra pregunta inicial.
Definicién 3.16. Sit : & X ... X @,— < es un funtor aditivo entre ca-
tegorias abelianas y C* = (C’Z(k),a(k)) son complejos uno-graduados en ),
(1 <k <n), entonces t(CY,...,C™) denota al complejo n-graduado

t(CW, ..., CMY = (t(CD,...,c™) gtk)),

donde, abusando un poco de notacion, O = t(1,..,0% .. 1).
Observacion 3.17. Dado que el funtor t es aditivo, el conjunto de diferen-
ciaciones {0, ...,0} wverifica que
oW = ¢(1,..,0W _ 1)t(1,.., 0% .. 1)
= #(1,.,0W9® 1)

M) 1 g™k — g1, oW 1), .., 0%) 1)+
+t(1,..,0%) D, .., 0%, 1)
= #(1,..,0Wa%) + oIk 1)
= (1,...,0,...,1)
= 0

Esto es, t(CW,....0M) = (t(CW,...,C™) %)) es en efecto un complejo
n-graduado.

De esta manera, el funtor aditivo ¢t : @ X ... X &,—./ es extendido a un
funtor

t:Comp,, X ..x Comp, —Comp’,.

Si la categoria abeliana ./ posee sumas arbitrarias, podemos construir el
complejo asociado uno-graduado y asi obtener un funtor

t:Comp,, X .. x Comp, —Comp,,.
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Por tltimo, si D® : f* ~ ¢ son homotopias (1 < k < n) entonces, abu-
sando un poco de notacién, D® :=¢(1,..., D® 1) define una homotopia
D :t(f(1)7"'7f(n)) :t(g(l)""7g(n)).
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Capitulo 4

Funtores derivados en
categorias abelianas

Los funtores derivados aparecen cuando se estudia el efecto de los funtores
aditivos en la homologia de los complejos uno-graduados mas simples: las
resoluciones proyectiva e inyectiva de un objeto dado. Ademas, las resolu-
ciones de sucesiones exactas cortas y el Lema de la Serpiente nos ayudaran
a demostrar la existencia de sucesiones exactas largas que involucran a los
funtores derivados izquierdos o a los funtores derivados derechos.

4.1. Resoluciones proyectivas e inyectivas

Definicién 4.1. Sean <7 una categoria y P € Ob(</).

1) Se dice que P es proyectivo si para cada diagrama

A—f>B—>0

con fila exacta (es decir, f es un epimorfismo), existe h : P — A tal que
fh=g.

2) of tiene proyectivos si cada objeto A es un objeto cociente de un objeto
proyectivo P, es decir, si existe un epimorfismo h : P — A donde P es un

85
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objeto proyectivo.

3) Dualmente, un objeto Q) es inyectivo si para cada diagrama

»
gT \h
AN

O*>A*f>

con fila exacta (esto es, f es un monomorfismo), existe h : B — Q tal que

hf=g.

4) o tiene inyectivos si cada objeto A es un subobjeto de un objeto in-
yectivo @), esto es, si existe un monomorfismo j: A — Q) con Q) un objeto
inyectivo.

Veamos las definiciones de resoluciones proyectiva e inyectiva de un objeto
dado.

Definicién 4.2. Sean <7 una categoria abeliana y A € Ob().

1) Una aumentacion sobre A de un complejo uno-graduado positivo (P, 9)
es un morfismo € : Py — A tal que €5y = 0. Una resolucion positiva
de A es un complejo uno-graduado positivo P aumentado sobre A tal que la
sucesion

P P Py - A 0

es exacta. Si cada Py es proyectivo entonces P es una resoluciéon proyec-
tiva. Mientras que si cada objeto de </ admite una resolucion proyectiva, se
dice que la categoria <7/ tiene resoluciones proyectivas.

2) Dualmente, una aumentacion sobre A de un complejo uno-graduado
negativo (Q,9) es un morfismo € : A — Qo tal que dpe = 0. Una resolu-
cion negativa de A es un complejo uno-graduado negativo (Q aumentado
sobre A tal que la sucesion

0—A-5Q0 2501 2Q.,—s -

es exacta. Si cada Q. es inyectivo entonces () es una resolucion inyectiva.
Asimismo, si cada objeto de o/ admite una resolucion inyectiva, se dice que
la categoria of posee resoluciones inyectivas.



4.1 Resoluciones proyectivas e inyectivas 87

Observar que si P es una resolucion positiva de A, el morfismo aumentacion
resulta ser un epimorfismo. Mientras que, si ) es una resoluciéon negativa
de A entonces el homomorfismo aumentacién es un monomorfismo. Estas
observaciones nos ayudaran a probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Una categoria abeliana < tiene resoluciones proyectivas si
y solo si posee proyectivos. Dualmente, o/ tiene resoluciones inyectivas si y
solo si posee inyectivos.

Demostracion.

Solo se probard el caso proyectivo pues el caso inyectivo se sigue por duali-
dad.

Sean A € Ob(/) y (P, ) una resolucién proyectiva de A. Entonces el mor-
fismo € : Py — A es un epimorfismo con F, un objeto proyectivo, es decir,
A es un objeto cociente de un objeto proyectivo. Luego &7 posee proyectivos.

Supongamos ahora que & tiene proyectivos y sea A € Ob(</). Entonces A es
un objeto cociente de un objeto proyectivo Fy, esto es, existe un epimorfismo
¢ : Py — Ay por consiguiente Py — A — 0 resulta ser una sucesién
exacta.

Sea (ker(€), jo) el nicleo de e entonces, por hipdtesis, existe un epimorfismo
ho : P, — ker(e) donde P; es un objeto proyectivo. Ahora, si d; := joho
afirmamos que P; N Py — A — 0 es una sucesién exacta. En efecto,
basta notar que

= ker(coker(joho))

= ker(coker(jy)) (Teorema 2.17)

= Jo (pues jo es un monomorfismo)
= ker(e)

Repitiendo el procedimiento anterior se logra construir una resolucién pro-
yectiva de A. Luego o7 tiene resoluciones proyectivas. U

Definicién 4.4. Sea o/ una categoria abeliana. Consideremos A, B € Ob()
y f: A —> B un morfismo. Ademds, sean X yY complejos positivos uno-
graduados en o/ aumentados sobre A y B respectivamente. Un morfismo de
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complejos uno-graduados F' : X — Y que hace conmutar el diagrama

Fo

Xo—=Yo (4.1)
A T> B,
se llama un homomorfismo sobre f.

Dualmente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 4.5. Sea &7 una categoria abeliana. Consideremos A, B € Ob(</)
y f: A—> B un morfismo. Ademds, sean X y Y complejos negativos en <f
aumentados sobre A y B respectivamente. Un morfismo de complejos uno-
graduados F : X — Y que hace conmutar el diagrama

X, 2> Y, (4.2)

A?B7

se llama un homomorfismo sobre f.

El siguiente resultado se le conoce como el Teorema de comparacion debido
a la similitud que guarda con respecto a la proposiciéon del mismo nombre
que teniamos en la categoria Roy.

Teorema 4.6. (Teorema de comparacion) Sea X un complejo uno-graduado,
proyectivo, positivo y aumentado sobre A. Ademds, sean Y wuna resolucion
positiva de B y f : A — B un homomorfismo. Entonces existe un mor-
fismo F : X — Y sobre f, dicho morfismo es unico salvo homotopia. En
particular, este resultado es vdlido st X yY son resoluciones proyectivas.

Antes de demostrar el teorema anterior necesitamos un lema previo.

Lema 4.7. Considerar el diagrama
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con P un objeto proyectivo y la fila exacta. Si o7 = 0 entonces existe un
morfismo o : P — A tal que T = 0.

Demostracién.

Consideremos la factorizacién canénica ¢ = me donde m = im(¢)) es un
monomorfismo y e = coim()) es un epimorfismo. Dado que la fila es exacta
obtenemos que m = ker(y). Luego, como ¢7 = 0 existe un unico morfismo
v P — ker(p) tal que 7 = my.

Por otro lado, en virtud de que P es un objeto proyectivo y la sucesién
A = im(y) = ker(¢) — 0 es exacta (pues e es un epimorfismo), existe
o : P — A tal que hace conmutar el siguiente diagrama

O’/ - \L,y
AL im(y) —=0,

esto es, ed = . Por lo tanto, 7 = my = m(eo) = (me)o = o. O

Una vez demostrado el lema 4.7 procedemos a probar el Teorema de Com-
paracion.

Demostracion.
El homomorfismo F' es construido recursivamente como sigue: consideremos
el diagrama

Xo——=A—0

FO: J{f (4.3)

Y —B—0

Dado que X es proyectivo y la fila inferior del diagrama 4.3 es exacta, existe
un morfismo Fy : Xo — Yy tal que € Fy = fe. Asi obtenemos el diagrama
conmutativo

X1i>XoL>A

|
Fy | iFo lf
\

Yi o' Yb 4 B
1
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con la fila inferior exacta (pues por hipé6tesis Y es una resolucién de B).
Dado que € Fyo; = fed; = fO = 0 y usando el lema 4.7 conseguimos la
existencia de un morfismo Fi : X; — Yj tal que 0] F) = Fy0;.

Iterando esta construccién obtenemos recursivamente homomorfismos F; :
X; — Y; (i > 1) y por tanto un morfismo F': X — Y sobre f.

Hasta esta parte hemos demostrado la existencia del homomorfismo sobre
f, falta garantizar que es unico salvo homotopia. En efecto:

Sea F' : X — Y otro morfismo sobre f y consideremos el diagrama

donde 7y := F{ — Fy.
Notar que

€ty = €(Fy— Fo)

= Fy—€F
= fe— fe
0

y por tanto, por el lema 4.7, existe un homomorfismo Dy : X — Y7 tal que
01Dy = 19. No obstante, el morfismo 0y se considera trivial por suposicién
(pues Xy = 0si k < 0) y por consiguiente 9Dy + D_10y = F| — Fp.

Ahora consideremos otro diagrama

X4

D 7

2 |

»

Yo ——= Y1 ——=>Y,
82 81



4.2 Resoluciones de sucesiones exactas cortas 91

donde 11 := F| — I} — Dy0;. Nuevamente observar que

‘n = O(F — F — Dydy)
— OF — O F, — 8Dy
= Fy0; — Fy0, — 07 Dy0y
= ((F)— Fy) — 8,Dy)0,
= (10— 170)01
= 00,
=0
y por el lema 4.7 existe un homomorfismo D; : X; — Y5 tal que 95Dy = 1,
es decir, 95Dy + Dy0; = F| — F}.
En general, definiendo 7, := F — F,, — D,,_10, y repitiendo esta construccién
obtenemos una homotopia D : F' — F' y por tanto F ~ F”. O

Una consecuencia inmediata del teorema de comparacién es que si X y X'
son resoluciones proyectivas de A entonces X ~ X', es decir, existen morfis-

mos F: X — X' yF: X' — Xtalque FFF ~1xy FF' ~1x.

Finalmente terminamos esta seccion enunciando la proposicion dual al teo-
rema 4.6.

Teorema 4.8. Sean X una resolucion negativa de A y'Y un complejo uno-
graduado, inyectivo, negativo y aumentado sobre B. Ademds, sea f : A — B
un homomorfismo. Entonces existe un morfismo F : X — Y sobre f,
mas aun, cualesquiera dos morfismos que satisfagan dicha condicion son ho-
motopicas. En particular, este resultado es vdlido st X y'Y son resoluciones
nyectivas.

g

4.2. Resoluciones de sucesiones exactas cor-
tas

Supongamos que .27 es una categoria abeliana con proyectivos y consideremos
la siguiente sucesién exacta corta en o7

0— A 5444 0.
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En la secciéon anterior probamos, bajo ciertas hipdtesis, que existen resolu-
ciones proyectivas X', X y X” sobre A’, Ay A” respectivamente. Ademas,
el teorema de comparacion afirma que existen homomorfismos ¥ y & sobre
1y ¢ respectivamente, obteniendo asi una sucesion de la forma

0— X' 5 X 25 X" — 0,
la cual puede ser exacta o no. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 4.9. Supongamos que X', X y X" son complejos uno-graduados
positivos aumentados sobre A’, A y A" respectivamente. Ademds, asumamos
que

0— A -5 424 0. (4.4)

es una sucesion exacta corta. Si existen homomorfismos ¥ : X' — X y
O X — X" sobre ¢ y o respectivamente, tal que

0— X 55X -2 X" —50 (4.5)

es una sucesion exacta corta, entonces la sucesion 4.5 se llama una sucesion
positiva sobre la sucesion 4.4.

Si X', X y X" son resoluciones proyectivas de A’, A y A" respectivamente,
entonces la sucesion 4.5 se demomina una resolucion proyectiva de la
SUCesion 4.4.

De manera similar se definen los conceptos una sucesion negativa sobre
y resolucion inyectiva de la sucesion 4.4.

Lo que haremos a continuacion sera demostrar que la definicién anterior
tiene sentido, esto es, probaremos que dadas una categoria abeliana con pro-
yectivos y una sucesion exacta como la 4.4, existen resoluciones proyectivas.
Para lograr nuestro objetivo necesitamos algunas definiciones previas.

Definicién 4.10. Una sucesion exacta corta como la 4.5 se llama normal
si para cada k € Z la sucesion 0 — X; — X — X} — 0 se divide.

Si la sucesion 4.5 es normal conseguimos que X = X' & X”. Ademas, el
teorema 2.9 nos aseguran la existencia de morfismos V' : X' @ X" — X'y
O X" — X'® X" tales que
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1. \III\I] = 1X/ y q)q), = 1)(//7
2. PV =0y VP =0,
3. \I”II/ —|— q)/(b = 1X’€BX”~

Supongamos que la sucesién 4.5 es normal y es una resolucion de la sucesién
4.4, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

‘9llg+1 Ok+1 allc/+1
v (3]
0——Xj ——= XX —— X ——0
o, O oy
Wy Dy
0—= X ——=Xp & X, ——= X, —0
/ ) (4.6)
%1 k-1 o/
o4 o1 o
v P
0 X, Xt X! 20 XY 0
6/ € 1"
P ®
0 A A A" 0

Nuestro objetivo es describir los morfismos 0y, : X;, @ X; — X, & X} |y
€: X\ ® X] — A en términos de los morfimos o', 9", ¥, &, ¢ y .

Primero consideremos el morfismo aumentacion e. Notar que

€ = ElX(’)eBX(’{
= e(VoUy+ Dydy)
= eVl + PP
= eV + o®

para algin o : Xj — A.
Veamos que propiedades debe poseer o y asi poder asegurar su existencia.
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Observar que

'dy = e
= (YU, + oDy)
= eV + pod
wo®y  (pues gy =0)

y como Py es un epimorfismo concluimos que ¢/ = ¢o. Por lo tanto, una
condicién suficiente para que o exista y cumpla la propiedad deseada es que
X{/ sea un objeto proyectivo.

Ahora consideremos el homomorfismo 0;. Notar que

O = lxexpoilxjexy
— (Do, + DDo)d, (U, W, + VD))
= WULO UL, 4 BLd, U W, + U0, B D + DDy, B, Dy
Wo UL 0!, + B DgWd W, + WoWhd, P, D, + B3 &, & b,
N ——

=1y =1sun
Xo X1

= V0V, + 0,V + T 0,0, + &L D,

para algunos morfimos 6; : X7 — Xy 0] : X] — X{.

Nuevamente veamos qué caracteristicas deden poseer ©; y ©) para poder
garantizar su existencia.

Una condicién para 9, es que $o0; = 9Py, es decir,

NP1 = P
Do (Vo W + BLOLT, + WO, Dy + B! D)
oW, W) + DD O, T + DT, OB + DD, /D)
=0 :1X6, =0 :1XH

0

Por lo tanto ©, W) = 0, esto es, ©} ¥ ¥, = 0¥; = 0. Luego ©} = 0.
——"

1y
Xl
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Por otro lado, otro requerimiento para d; es la relacién ed; = 0, es decir,
0 = 681
= ("LpEI\Di) + O'q)o)(\poai\lﬂl + 0 + \Ijo@lq)l + @68{'@1)
= e WUy 01V + e’ UyWo O Dy + e’ Uydy 07 Py +
~—— —— ——
g (I)O\DO 81\11/1 +o0o (I)O\I/() @1@1 +o cboq)i) 81/(1)1
=0 =0 :1X//
0
= YO V| + €O ,P + 00 Py
= 1/1 Elai ‘11/1 + ¢€/@1@1 + a@f@l
=0
= w€/@1q)1 + O'ail(bl
= (YO, + 0] )P,
y por lo tanto ¥€'0; 4+ 00y = 0 pues ®; es un epimorfismo.
De manera similar, usando la condicién dy_10x = 0 (k > 1) podemos concluir
que
O = \I/k_l(a,;\l/; + qu)k) + @;_18,;’(1%,
donde el morfismo Oy : X} — X, ;| satisface que 0 0y + O;_10; = 0.
Esto motiva la siguiente definicion.
Definiciéon 4.11. Sea
0—X L X -2 X'—0 (4.7)
una sucesion normal sobre la sucesion exacta corta
0— A 5454 0.
La descripcion
O = \I/k_l(a,;\l/;c + @k(bk) + (I)}e_la,’c’cbk
e = YW+ 0D

cono: X — AyO,: X — X;_, (k>0) tales que

€ = ¢o (4.8)
77[)6,@1 + 08{' = 0 .
8,’671@;{ + @k,la,’v’ = 0 (k > 1), (4.10)

se llama la forma normal de la sucesion 4.7.
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Teorema 4.12. Sean 0 — A’ -2 A 25 A" — 0 una sucesién ezacta
corta, X' un complejo uno-graduado, aciclico, positivo y aumentado sobre A’,
y X" un complejo uno-graduado, proyectivo, positivo y aumentado sobre A”.
Entonces existen un complejo uno-graduado, positivo y aumentado sobre A y
homomorfismos W, ® sobre 1 y ¢ respectivamente tal que la sucesion

0—X L x 2 x" o
es exacta.

Demostracién.

Para cada n € w = {0,1,...} sea X, := X ® X/, ademads sean V,, := ux: y
®,, := mx» la inclusién y proyeccién canénicas de X, @ X, respectivamente.
Por el teorema 2.35 sabemos que

v, D,
0— X X, 5 X, —0
es una sucesion exacta corta para cada n € w. Luego
;) v Y "
00— X —X — X" —0

es exacta.

Falta garantizar la existencia del complejo uno-graduado, positivo y aumen-
tado sobre A. Para ello basta con exhibir la existencia de homomorfismos
o: X — Ay 0O, : X — X, ; que cumplan las condiciones 4.8, 4.9 y
4.10.

Consideremos el diagrama

"
XO

. Ve
7 7
/ €
»

A?A”HO.

Dado que ¢ es un epimorfismo y X[ es proyectivo por hipotesis, existe un
morfismo o : X — A tal que po = €”. Luego se cumple la condicién 4.8.
Ahora, consideremos el diagrama

"
Xl
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Dado que € es un epimorfismo (pues por hipdtesis X’ es aciclico y por tanto
exacto) se sigue que im(ve) = im(y)) = ker(y). Ademds X/ es proyectivo
y o(—00]) = —(pod)) = —€"0] = 0. Por el lema 4.7 existe un morfismo
0, : XY — X tal que €O, = —00], esto es, 'O, + 00/ = 0. Por lo

tanto la condicion 4.9 también se cumple.

Para la definicién del homomorfismo O, se hace alusion al siguiente diagrama

"
XZ

Como —¢e'0,0) = 00/ = 0 = 0 y ¥ es un monomorfismo, concluimos
que —€'0,05 = 0. Ademss la fila del diagrama anterior es exacta (nuevamen-
te se usa que X' es aciclico y por tanto exacto) y por el lemma 4.7 existe un
morfismo O, : X7 — X7 tal que 0;02 + 0,9 = 0.

Finalmente, O (k > 2) se define mediante el diagrama

"
Xk

-
©
k// l—@kﬂag

Ve
~

/ I /
qu T) kaQ T> kaz
k—1 k—2

con fila exacta y X, proyectivo. Ademds por induccién —0;_,0,_10; =
20510 = 0y por tanto, por el lema 4.7, existe un morfismo Oy, : X; —
X, tal que 9;_,0,+0O;_10; = 0. Luego la propiedad 4.10 también se cum-

ple.

Por lo tanto, definiendo

O = U (0LV, + OpBy) + B0, (4.11)
e = YWy + oD (4.12)

donde ¥ y & son los mismos morfismos que expusimos después de la de-
finicién 4.10, obtenemos que X es un complejo uno-graduado, positivo y
aumentado sobre A. Mas aun, con la ayuda de 4.11 y 4.12 se verifica que ®



98 Funtores derivados en categorias abelianas

y ¥ son homomorfimos sobre ¢ y 1 respectivamente. U

Teorema 4.13. Sea 0 — X' — X — X” — 0 una sucesion exacta
corta de complejos uno-graduados en <. St X' y X" son proyectivos entonces
X también lo es.

Demostracién.

Para cada k € Z la sucesién exacta corta 0 — X; — X, — X/ — 0
se divide pues cada X} es proyectivo (véase [5, pag 58]). Por consiguiente
Xr = X @& X, es proyectivo porque cada sumando lo es. Por lo tanto X
resulta ser un complejo proyectivo. U

Teorema 4.14. Sea 0 — X' — X — X" — 0 una sucesion exacta
corta sobre la sucesion 0 — A" 25 A 25 A" — 0 y supongamos que las
sucesiones X' — A" — 0 y X" — A” — 0 son exactas. Entonces la
sucesion X — A — 0 también lo es.

Demostracion.
Recordar que el funtor de homologia ‘H es semiexacto y por tanto la sucesion

HX' - A =0)>HX —>A—0) > HX"— A" —0)

(&

TV VvV
=0 =0

es exacta y necesariamente H(X — A — 0) = 0. Luego X — A — O es
exacta. U

Combinando los teoremas 4.12, 4.13 y 4.14 obtenemos el siguiente teorema,
el cual afirma que la definicién 4.9 en efecto tiene sentido.

Teorema 4.15. Sea &/ una categoria abeliana con proyectivos. Entonces
para cada sucesion exacta corta 0 — A" — A — A" — 0 existe una
resolucion proyectiva 0 — X' — X — X" — 0.

4

Dualmente:
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Teorema 4.16. Sea &/ una categoria abeliana con inyectivos. Entonces pa-
ra cada sucesion exacta corta 0 — A" — A — A" — 0 existe una
resolucion inyectiva 0 — X' — X — X" — 0.

0

4.3. Funtores derivados izquierdos y derechos

En esta seccién consideraremos nuevamente un funtor aditivo entre categorias
abelianas t : @/ X @/, — A covariante en la primera entrada y contravarian-
te en la segunda. Ademas, asumiremos que la categoria 7 tiene proyectivos
mientras que la categoria 2% posee inyectivos. Por lo tanto, por el teorema
4.3, @/ tiene resoluciones proyectivas y o5 posee resoluciones inyectivas.

Sean Ay € Ob(#)) y Ay € Ob(ah). Dado que & tiene proyectivos y
posee inyectivos, existen una resolucion proyectiva P de A; y una resolucion
inyectiva Q de A,y. Asi, t(P, Q) resulta ser un complejo dos-graduado positivo

en &/ y por tanto admite un complejo asociado t(P, Q).

Por lo general (P, Q) depende de la eleccién de Py Q. Sean P’y Q' otras
resoluciones proyectiva e inyectiva de A; y Ay respectivamente. Por los teo-
remas 4.6 y 4.8, P ~ P’y Q ~ Q'. Por consiguiente t(P, Q) ~ (P, Q') y

finalmente ¢(P, Q) >~ t(P’, Q). Esto es, t(P, Q) es tinico salvo homotopia y

por tanto Ht(P, Q) = Ht(P,Q) = Ht(P', Q') es independiente de las reso-
luciones Py Q.

Ahora, supongamos que f; : A4 — Al y fo : Ay — A} son homomor-
fismos en @7 y 9% respectivamente. Ademas, sean P una resolucién pro-
yectiva de Ay, P’ una resolucién proyectiva de A}, Q una resolucién inyec-
tiva de Ay y @' una resolucién inyectiva de A),. Por el teorema de Com-
paracién y su proposicién dual existen homomorfismos F; : P — P’y
Q@ — Q' sobre fi y fo respectivamente. Dichos morfismos son uni-
cos salvo homotopia (teoremas 4.6 y 4.8), los cuales definen un morfismo
t(F1, Fy) : t(P, Q) — t(P’, Q') sobre t(f1, f2) salvo homotopia y por tanto
un tnico morfismo Ht(Fy, Fy) : Ht(P, Q) — Ht(P', Q).

Las aplicaciones (Aj, As) — Hit(P, Q) vy (f1, f2) —> Hit(F1, Fy) (i € Z)
tienen caracter funtorial y son no triviales cuando ¢ > 0. Esto nos permite
definir el importante concepto de funtor derivado.



100 Funtores derivados en categorias abelianas

Definicién 4.17. Sea t : o/ x oy — & un funtor aditivo entre cate-
gorias abelianas. Supongamos que &) tiene proyectivos y oty tiene inyectivos.
Entonces el i-ésimo funtor derivado izquierdo (i € w) es el funtor

t; : o X oy — o definido por:

En objetos: V (A, Ay) € Ob(eh) x o), ti(A1, As) = Hit(P, Q) donde P

es una resolucion proyectiva de Ay y Q es una resolucion inyectiva de As.

En morfimos: V (f1, f2) € Mor(ah x ), t;(f1, f2) = Hit(Fy, F>) donde
Fy y Fy son los homomorfismos sobre fi y fa respectivamente.

Observacion 4.18. Si en la definicion anterior la variable covariante es
utilizada para resoluciones inyectivas y la variable contravariante para reso-
luciones proyectivas, y ademas definimos de la misma manera el funtor en
objetos y morfismos, obtenemos los funtores derivados derechos t,.

Notar que si A; es un objeto proyectivo, entonces
. —0—0—A4, —0

resulta ser una resolucion proyectiva de A;. Similarmente, si Ay es un objeto
inyectivo, entonces

00— A —0—0—...

resulta ser una resolucién inyectiva de As. Asi, obtenemos de manera inme-
diata el siguiente resultado.

Teorema 4.19. Si A; es un objeto proyectivo o Ay es un objeto inyectivo,
entonces t;(Ay, Ay) = 0 para i > 0. Similarmente, si Ay es un objeto inyectivo
0 Ay es un objeto proyectivo, entonces ti(Ay, As) =0 para i > 0.

g

Es bien sabido que en fRgy existen sucesiones exactas largas que engloban
a los funtores derivados. Estas sucesiones son construidas a partir de las su-
cesiones exactas largas de homologia. El siguiente teorema afirma que dichas
sucesiones existen en un contexto mas general.
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Teorema 4.20. Sean </ una categoria abeliana y 0 — X' — X — X" — 0
una sucesion exacta de complejos uno-graduados en <7 . Entonces existe un
morfismo § : H(X") — H(X') de grado —1 y una sucesion exacta larga

Co M (X)) S H(XT) — Ha(X) — Ha(X") S
/Hz‘_l(X ) — Hz_l(X) — Hi_l(XH) —

Demostracion.
Sea (X, 0) un complejo uno-graduado en una categoria abeliana .7
En virtud de que im(J) es un subobjeto de ker(dx_1), existe un monomor-
fismo im(0y) — ker(Og—1). Ademds, en general tenemos el monomorfis-
mo ker(Oy_1) — Xj_1 y los siguientes epimorfismos X — coker(0y41),
coker(Og41) — coim(0x). Més ain, por el teorema 2.29, existe un isomor-
fismo coim/(0) — im(k).
De lo anterior obtenemos la siguiente factorizacion de Jy

X — 2, — B, — Br1 — Zp1 — X

Sea 5k =2, — B), — By_1 — Zj_1. Dado que B, — Bj_1 — Zj_1 es
un monomorfismo obtenemos que ker(9y) = ker(2Z;, — Bj,) (teorema 2.17).
De manera similar, como Z; — B;, — Bj_1 es un epimorfismo concluimos

que coker(gk) = coker(Bx_1 — Zj_1) = ker(Ox—1)/im(0k)-
Ademas, la sucesion

0 — im(Oky1) — ker(Ox) — Xi/im(Op11) — Xi/ker(0x) — 0
es exacta y por consiguiente la sucesion
0 — ker(0k)/im(Oks+1) — Xi/im(Okr1) —> Xi/ker(0r) — 0
también lo es, es decir,
ker(0k)/im(Ok41) = ker(Xy/im(Og+1) —> Xi/ker(0k))
De lo anterior obtenemos que

coker(Opp1) = ker(9y)/im(dyi1)

(Xk/lm(3k+1) — Xi/ker(0k))
(2%

(

— B),)
= ker(8))

= ker

= ker
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esto es,
Hy(X) = ker(Op/im(Op1)) = coker(Dy1) = ker(y).
Ahora, dada una sucesién exacta corta de complejos uno-graduados

00— X — X —>X"—0

podemos construir el siguiente diagrama conmutativo

Hi(X') —— Hp(X) ——— Hi(X")

Zp(X)

Zi(X)

ZlXY) ! (4.13)

&' Ok "y,

0—Zp1(X) — 21 1(X) — Z, 1 (X")

Hi1(X') ——=Hp1(X) —Hp 1 (X7)

con filas y columnas exactas (por ejemplo, la columna central es exacta debido
a que ker(0) = Hi(X) y coker(0y) = Hi—1(X)). Por el Lema de la Serpiente
existe un homomorfismo dx : Hy(X") — Hi—1(X’) tal que la sucesién

Hi(X) = Hi(X) = Hi(X") B Hi 1 (X)) = Hyoor (X) = Hp1 (X
es exacta. Ol

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente proposicion.

Teorema 4.21. Sea t : o) X @y —> & un funtor aditivo entre categorias
abelianas, supongamos que <) tiene proyectivos y s tiene inyectivos. Si
0—= A, — Ay — Al — 0 (k= 1,2) son sucesiones exactas en 4, entonces
existen sucesiones exactas largas

s — tQ(Alll, Ag) — tl(All, AQ) — tl(Al, AQ) — tl(Alll, Ag)
— to(A/l, Az) — to(Al, Ag) — to(All/7 AQ) — 0
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cee — t2<A1, Alz) — tl(Al, Ag) — t1<A1, Ag) — tl(Al, Alz)
— to(Al,Ag) — to(Al, Ag) — to(Al, Aé) —0

Demostracion.

Sean 0 — A, — Ap — A} — 0 (k = 1,2) sucesiones exactas en .o Por los
teoremas 4.15 y 4.16 para 0 — A} — A; — A — 0 existe una resolucién
proyectiva 0 — P’ — P — P’ — 0 y para 0 — A, — Ay — A — 0
existe una resolucién inyectiva 0 — Q" — Q — Q" — 0.

Asi obtenemos las sucesiones exactas cortas

0—t(P,Q) —t(P,Q) — t(P",Q) — 0
0— t(P,Q") — t(P,Q) — t(P,Q') — 0

Pasando a los complejos asociados conseguimos las siguiente sucesiones exac-
tas

0 — (P, Q) — t(P,Q) — t(P",Q) — 0
0—tP, Q") — t(P,Q) — (P, Q) — 0.

Aplicando el teorema 4.20 obtenemos las sucesiones exactas largas requeri-
das. U

Corolario 4.22. Los funtores derivados izquierdos t; son semiexactos. Mien-
tras que el funtor ty es exacto derecho y ademds, ty es exacto si y solo si
t1 =0.

g

Si P es una resolucién proyectiva de A; y Q es una resolucion inyectiva de
A,, entonces los homomorfismos aumentacion e : P — A y eg: Ay — Q
proporcionan un homomorfismo t(eq,€2) : t(P, Q) — t(Ay, As) y por tanto
se induce el morfismo

Hot(&?l, 82) : Hot(P, Q) = to(Al, Ag) — H0t<A1, Az) = t(Al, Ag)
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Esto define una transformacién natural
oo : tg — 1.
En efecto:

1) Es claro que para cada (A, Ay) € Ob(eh x o)
00(A1, Az) : to(A1, Ay) — t(A1, As) es un o/-morfismo.

2) Sea (f1, f2) : (A1, By) — (B, A2) un & X h-morfismo y veamos que el
siguiente diagrama conmuta

00(A1,A2)

to(Ar, As) t(Ay, Az)
to(f1,f2)l it(fl’fz)
tO(Bl, BQ) m) t(Bl, BQ)

Sean P y P’ resoluciones proyectivas de A; y Bj respectivamente. Similar-
mente, sean Q y Q' resoluciones inyectivas de Ay y Bs respectivamente. Por
los teoremas 4.6 y 4.8 existen morfimos F : P — P’y F* : Q' — Q tales
que

Py —= A, B, —2> Q)
FOJ« lfl le ng
Pt —+ B Ay —— Qq

conmutan. Por consiguiente obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

HP, Q) — Ay, Ay)
t(F,F*)l it(flny)
(P, Q) t(By, By).

t(e2,e3)

Aplicando el funtor H, al diagrama anterior conseguimos el siguiente diagra-
ma conmutativo

Hot(P, Q) H[)t(Al, Ag) — t(Al, AQ)

l |

Hot (P, Q) Hot(B1, By) = t(By, By),




4.3 Funtores derivados izquierdos y derechos 105

es decir,
oo(A1,A2
to(A1, As) ot ) t(Aq, As)
to(B1, B2) oo(BrBa) t(B1, Bs).

Luego oy es una transformacion natural de ¢, en t.

Lo que afirma el siguiente teorema es que si t es exacto derecho entonces
t y to son esencialmente los mismos.

Teorema 4.23. La transformacion natural oy es un isomorfismo natural si
y solo si el funtort es exacto derecho.

Demostracion.
Si 0 es una equivalencia entonces ¢ es un funtor exacto derecho pues ty lo es
(corolario 4.22).

Supongamos ahora que ¢ es exacto derecho y veamos que para cada (A;, Ay) €
Ob(e#y x af3) se verifica que o¢(A7, Ay) es un isomorfismo.

En efecto, consideremos P y Q resoluciones proyectiva e inyectiva de A; y
A, respectivamente. Entonces tenemos las siguiente sucesiones exactas

P1%P01>A1—>0
0—>A2i>Q0—>Q71

en o7, v o/ respectivamente. Por el teorema 3.7 la sucesién

t(P1, Qo) ® t(Po, Q1) N t(Po, Qo) —2 t(Ar, Ay) — 0

es exacta. Luego ¢ es un epimorfismo y por tanto t( Ay, As) = t(Po, Qo) /ker(y).
No obstante,

to(A1, Ay) = Hot(P, Q)
= coker(v)
= t(Po, Qo)/im(¥)
= t(Po, Qo)/ker(p).
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Por lo tanto, t(A;, As) = to( A1, As), es decir, og es un isomorfismo natural.
]

Corolario 4.24. Sean oy, ots, o/ yt como en el teorema 4.21. Supongamos
que 0 = Al — Ay — Al — 0 (k = 1,2) son sucesiones exactas en <. Sit
es exacto derecho entonces existen suceciones exactas largas

e — tQ(Alll, AQ) — tl(A/17 AQ) — t1<A1, A2> — tl(Alll, AQ)
— t(All,AQ) — t(Al, AQ) — t(Alll, AQ) —0

s tg( Ay, AL) =t (Ag, AY) — 1 (Ay, Ag) — (A, AY)
— (A1, A) = t(Ar, Ag) — t(Ay, Aj) = 0.

El siguiente resultado es la proposicion dual al teorema 4.21.

Teorema 4.25. Sea t : o) X 9y —> & un funtor aditivo entre categorias
abelianas, covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda.
Supongamos que @/ tiene inyectivos y <ty tiene proyectivos. Si 0 — Aj —
Ay — Al — 0 (k = 1,2) son sucesiones exactas en <, entonces existen
sucesiones exactas largas

0— tB(All, Ag) — t{)(Al, AQ) — té)(Alll, AQ) — t&(All, Ag)

0 — to(Ar, A5) = to(Ar, Az) — to(Ar, A5) — 17 (A, AY)

i

De manera similar, como se hizo para el caso de los funtores ty y ¢, podemos
definir una transformacion natural 7y : ¢ — ¢, y asi obtener un resultado
dual al teorema 4.23, el cual lo enunciamos a continuacion.
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Teorema 4.26. La transformacion natural 9 es un isomorfismo natural si
y solo si el funtor t es exacto izquierdo.

g

Para finalizar este capitulo, veamos una descripcion alternativa de los mor-
fismos conectores 0y, : Hi(X"”) — Hi—1(") que usaremos mds adelante (es-
pecificamente en la demostracién del teorema 5.3).

w @ .,

Sea 0 — X' — X — X” — 0 una sucesién exacta corta de com-
plejos uno-graduados.

Consideremos el diagrama

Kp— —"= Zu(X")

e
- . .
- Jk 1k
e
/ e

pu
k - X X//
e k Pk k

e g lak lag
e
4

Z 1 (X') —= X5 o X1 ——Xi_4,

Pr—1

donde (K, ji) es el nicleo de la composicién 10, y el cuadrado inferior
del diagrama conmuta.

Para asegurar la existencia del morfismo 7} consideremos el diagrama

K —2 = X, =2 X,

|
T l@k i@kl
v
Z(X") = X — > Xi
U oy

donde (K, ji) es el niicleo de la composicion py_10; = Opr v (Z1(X"), ix)
es el nicleo de 9. Entonces el diagrama anterior puede ser extendido, me-
diante el morfismo 77/ : K}, — Z;(X"), a un pullback (véase la proposicién

13.2 de [14, pag 15]). Ademas, por hipdtesis ¢y, es un epimorfismo y por tanto
7y también lo es (teorema 2.45).

Por otro lado, O0x(Kj) = tm(Okjx) C im(y_1) = ker(pr_1) y también se
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cumple que O (Ky) C ker(Ok—1).

Dado que ;1 es un monomorfismo, ;_; induce un isomorfismo que deno-
taremos por ¥ ', : im(¢y_1) — X|_, vy por consiguiente podemos definir
un morfismo 7, = ¥, 1,0 : Ky — X, pues Op(K;) C Dom(¢;t)) =
= im(g_1). Mds ain, 9;_,7}(Ky) = ¥ 50k 10x(Kx) = 0 y por lo tanto
T 0 Ky — Z_1(X'), es decir, 7/(Kj) C ker(0),_;) = Zr-1(X’).

Denotemos por uf @ Zp(X") — Hip(X") v pq @ Zr-1(X") — Hp—1(X')
las proyecciones candnicas.

Teorema 4.27. Usando la notacion anterior obtenemos que

/ !/ "n_n
My 1Th = Oy

donde el homomorfismo 0y : Hp(X") — Hi—1(X") es el morfismo conector
definido en el teorema 4.20.

Demostracion.

Consideremos el diagrama

"1

Kk g T Hk (X//)
y \ i (4.14)
L Z1(X) —= Z}(X")
O,
Zr 1 (X) Zr1(X)

donde los tridngulos AK,Zy,_1(X') Z,_1(X) y AKZ—1(X) 2, (X) conmutan
debido a las definiciones de los morfismos involucrados. La conmutatividad
del cuadrilatero OK 2} (X) Z, (X" )Hi(X") se sigue de la conmutatividad del
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diagrama

Hi(X) Hi(X")

Ky, —> Zy(X")

I

Xk;T‘X”\

ZI(X) ZL(X")

Hechas estas observaciones, pasamos a demostrar la igualdad de morfismos
requerida, para ello usaremos lo visto en la seccion 2.5.

Sea x €* K}, deseamos demostrar que Opu) /v = 7.2. Denotemos por
) kTk 1Tk

= u’,g’rlg’x €* Hp(X") y veamos el efecto bajo el morfismo d.

Sea 2" = (Hp(X") — Z,(X"))x". Como Z;(X) — Z,(X") es un epimor-
fismo existe z €* Z,(X) tal que (Z,(X) — Z,(X"))z = 2. Dado que 2"
no depende de la eleccién de z y el cuadrilatero 0K Z, (X)Z, (X" )Hi(X")
del diagrama 4.14 conmuta, se sigue que z = (K, — Z,(X))z. Luego
Okz €° Z,_(X).

Por otro lado,

Oz € ker(Zp-1(X) — Zp1(X")) = im(Z,-1(X') — Z-1(X)) v por
tanto existe 2’ €* Z,_1(X’) tal que (Z5_1(X') — Z5_1(X))2’ = Okz. En
virtud de que 02" no depende de la eleccién de 2’ y de la conmutatividad de
los tridngulos AKZ,_1(X")Z1(X) vy AKpZ,_1(X)Z,(X) en el diagrama
4.14, se sigue que 2= 7']:;.13

Por lo tanto, uj_ 7.0 = pj_,2" = Spppm . O
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Capitulo 5

La féormula de Kiunneth en
categorias abelianas

Dado un funtor aditivo y exacto derecho t : & X @%h—> 47, estudiaremos
las relaciones existentes entre t(H(X1), H(Xs2)) v Ht(X1, X2). Mas especifi-
camente, probaremos la existencia de cierto homomorfismo

a:t(H(Xy), H(X)) — HE(Xy, Xs),

donde X; y X5 son complejos uno-graduados en of; y % respectivamente.
Dicho morfismo desempenara el rol del homomorfismo producto de homologia
n-dimensional visto en la secciéon de preliminares.

La féormula de Kiinneth nos garantizara, bajo ciertas condiciones, la existencia
de un homomorfismo [ tal que la sucesién

0 — t(H(X1), H(Xs)) -2 HE(X1, Xo) 2 11 (H(X1), H(X2)) — 0

es exacta. Ademas, garantizaremos que dicha sucesién se divide si anadimos
mas condiciones.

5.1. El homomorfismo «
Sea t : @ X @/h—>.o/ un funtor aditivo, covariante en la primera variable y
contravariante en la segunda.

Sean X; y X5 complejos uno-graduados en o7 y o7, respectivamente. Notar

111
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que si X; = (X7, 0) entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

im(Opg1) — ker(0y,)

| |

im(Opy1) — X1,
y por consiguiente obtenemos un nuevo diagrama conmutativo

im(Opy1) — ker(0,) — ker(9y,)/im(0n+1)

| | |

im(an+1) X1 Xln/im(an+1).

n

Por lo tanto, si no tomamos en cuenta los subindices, los siguientes diagramas
resultan conmutativos

Z(Xy) —=H(X1) Z/(Xz) ~— H(Xy)

N T

X1 HZ/(Xl) Xg Z(X2>

Aplicando el funtor t conseguimos el diagrama conmutativo

HZ(X1), 2'(X2)) ——t(H(X1), H(X2))

| i

(X1, Xo) t(2'(X1), 2(Xa)),

donde todos los complejos son vistos como complejos uno-graduados. Mas
aun, notar que t(2'(X1), Z(Xs)), t(H(X1),H(X2)) v t(2(X1), Z2'(X3)) tie-
nen diferenciaciones triviales, luego son isomorfos a sus sucesiones de ho-
mologia. Por tanto, aplicando el funtor H obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

HEZ(X1), Z/(X,)) —— t(H(X1), H(Xs)) (5.1)

—~
~
—
W\L - l‘r
~ "«
-

Ht( X1, Xo) t(Z2'(X1), Z2(Xs))

Veamos que condiciones debe poseer t para asegurar la existencia del morfis-
mo .
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Teorema 5.1. Si el funtor t : o/ X 9lh— o es exacto derecho entonces
existe un unico homomorfismo

o H(H(XL), H(X:)) —HE (X1, X5)

de grado 0 que preserva la conmutatividad del diagrama 5.1. Este homomor-
fismo es relativo natural a los morfismos X1 — X{| y X§, — Xy. Ademds,
st X1 y Xy tienen diferenciaciones triviales entonces a es la identidad. Fstas
dos ultimas propiedades caracterizan de manera unica al homomorfismo «.

Demostracion.
En general tenemos las sucesiones exactas

00— H(XQ) — Z/(Xg) — B,(X2> — 0
Dado que el funtor ¢ es exacto derecho, las sucesiones
t(Z(X1), 2'(X3)) — t(H(X,), Z2'(Xs)) — 0
HH(XL), Z2'(X3)) — t(H(X1), H(X3)) — 0
son exactas, y por tanto £ : t(Z(X;), 2'(Xz)) — t(H(X1),H(X3)) es un
epimorfismo. Asi, para asegurar la existencia de dicho homomorfismo tal que
a& = n, es suficiente probar que ker(§) C ker(n). Ademds dicho morfismo
satisface que Ca& = (n = 7&, esto es, (o = 7 y por consiguiente se garantiza
la conmutatividad del diagrama 5.1.
Aplicando el teorema 3.7 a las sucesiones exactas
0 — H(Xs) — Z'(Xz) — B(Xy),
obtenemos la sucesién exacta
H(B(X1), 2'(Xa)) ® H(Z(X1), B'(X2)) = H(Z2(X1), Z'(X2))
s HH(X), H(X2)) — 0.
Por tanto ker(§) es la suma directa de las imagenes de

HB(X1), 2'(X2)) — H(Z2(X1), 2'(X2))

tH(Z2(X1), B (X)) — t(Z2(Xy), 2'(Xy)).
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Entonces, para demostrar que ker(§) C ker(n), es suficiente probar que la
composicion de los homomorfismos

t(B(X1), 2'(X3)) — t(Z(X4), Z2'(X2)) —= Ht(X1, X5) (5.2)

tH(Z(X1), B (X)) — t(Z(X4), 2'(X3)) -5 Ht(X1, X5) (5.3)

son iguales a cero. No obstante, dado que el morfismo n admite las factori-
zaciones

HZ(X)), 2/(X2)) — HU(X1, Z2/(Xa)) — H(X1, X»)

HZ(X1), 2'(Xs)) — HH(Z(X1), Xa) — HEH(X1, Xo)

los homomorfismos 5.2 y 5.3 admiten las factorizaciones

HB(X1), 2'(Xs)) -2 HE(X1, 2'(Xs)) — HE(X1, Xo)

t(Z(X,1), B/ (X2)) > Ht(Z(X1), Xa) — Ht(X1, X)),

respectivamente y por tanto es suficiente demostrar que los homomorfismos
By 7y son cero.
Consideremos la factorizacion

X, 2/(X)) — HB(X1), 2/(Xa)) O (B(X0), 2/(Xa)) 5 t(Xa, 2/(X))

del operador diferenciacién ¢(9,1) : t(X3, Z2'(Xs)) — t(X1, 2'(X5)). Como
t es exacto derecho el homomorfismo ¢( Xy, Z'(Xs)) — (B'(X1), 2'(X3)) es
un epimorfismo. Ademsds, en vitud de que é es el isomorfismo inducido por
0 : X7 — X se sigue que el morfismo ¢(0,1) es un isomorfismo también.
Esto implica que im(8’) = im(t(0,1)) = Bt(X1, Z'(X2)).

Observar que el homomorfismo § es inducido por ', el cual garantiza que
im(5) = 0y por lo tanto § = 0.

Similarmente, de la factorizacién

/

HE(X)), (X2) — HZ(X)), BX2)) T2 H(Z2(X0), BI(X,)) 5 HZ(X)), (Xa)
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del operador diferenciacién ¢(1,0) : t(Z2(X1), (X2) — t(Z2(X1), (X2), con-
cluimos que im(vy) = 0y por lo tanto v = 0.

Es claro « es la identidad si X; y X5 tienen diferenciaciones triviales. Veamos
que « es relativo natural a los morfismos X7 — X y X; — X5, esto es,
el siguiente diagrama es conmutativo

HH(X1), H(Xs)) —2= HE(X1, Xo)

y |+

HH(X]), H (X))~ HH(X}, X3)

En efecto, sabemos que los siguientes diagramas son conmutativos

tH(X1), H Ht(Xy, Xo)

/

2'(Xy))

\
HH(XT), H(X H(XT, X3)
\

/
Xg))
Mas atn, los siguientes diagramas también resultan ser conmutativos

HH(X)) H(X)) < HE(X), 2'(X2) H(Z(X)), Z/(X,)) = H(X), Xa)

| I | X

HH(XD), H (X)) =5 H(2(X1), 2'(X3)) H(2(X7), 2'(X3)) = HH(X1, X3)
De lo anterior obtenemos que
'\ = d'dyY
= 7
= ¥n
= pag

y como £ es un epimorfismo se sigue que o’A = pa. Luego se cumple la
conmutatividad del diagrama deseado.
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Consideremos los complejos uno-graduados Z(X;) y Z2'(Xz). Como dichos
complejos tienen diferenciaciones triviales obtenemos que HZ(X;) = Z(X;)
y Z2'(X3) = HZ'(X5). Entonces los homomorfismos canénicos Z(X;) — X,
y Xo — Z'(X3) inducen un epimorfismo Z(X;) = HZ(X,) — H(Xy) ¥
un monomorfismo H(X,) — HZ'(X3) = 2/(X3). Con estos morfismos en
mente consideremos el diagrama conmutativo

t(Z(X1), 2'(X2)) =t(HZ(X1), HZ'(X3)) t(H(X1), H(X2))

i |

HZ(X)), 2/(Xy)) = HE(Z(X)), 2/(Xa)) HE(X,, Xs)

n

donde ¢ es el epimorfismo ¢(Z(X;) — H(X1), H(X2) — Z'(Xs)).

Siof t(H(Xy), H(X2)) — Ht(X;, X2) es otro morfismo que también sa-
tisface las dos condiciones de naturalidad e identidad, entonces la conmu-
tatividad es preservada si lo introducimos en el diagrama anterior. Luego
o’§ =n=afy como £ es un epimorfismo se sigue que o = . Por lo tanto
las dos condiciones caracterizan de manera tnica al morfismo a. U

Si el funtor ¢ es exacto izquierdo existe un morfismo similar pero en direccion
opuesta.

Teorema 5.2. Si el funtort : o) X olh— o/ mencionado anteriormente es
exacto izquierdo entonces existe un unico homomorfismo

o s HE (X, Xo) — t(H(X1), H(X2))

de grado 0 que preserva la conmutatividad del diagrama 5.1. Este homomor-
fismo es relativo natural a los morfismos X1 — X| y X5 — Xy. Ademds,
si X1 y Xo tienen diferenciaciones triviales entonces o es la identidad. Estas
dos tultimas propiedades caracterizan de manera unica al homomorfismo o'.

g

Teorema 5.3. Sea 0— X' %5 X 25 X" 30 una sucesion ezacta corta
de complejos uno-graduados en <, y'Y un complejo uno-graduado en <ty tal
que la sucesion

0—t( X" Y)—t(X,Y)—t(X",Y)—0
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es exacta. Sean 0 : H(X")—H(X') y A : HH(X",Y)—HI(X",Y) los ho-
momorfismos de conexion. Entonces, si el funtor t es exacto derecho, el si-
gquiente diagrama conmuta:

#(5,1)

tHX"), 1Y) —=t(H(X"), H(Y))

Ml ial

HE(X",Y) HE(X',Y).

Nota. Si el funtor ¢ es exacto izquierdo, en el teorema anterior sélo se susti-
tuyen oy y ap por o] y o respectivamente.

Ademas, el teorema anterior también puede ser formulado para la variable
contravariante, explicitamente tenemos:

Teorema 5.4. Sea 0—Y' 5 YV %5 Y" 30 una sucesidn evacta corta
de complejos uno-graduados en <ty y X un complejo uno-graduado en <) tal
que la sucesion

0—t(X,Y")—t(X,Y)—t(X,Y')—0
es exacta. Sean § : H(Y") —HY") y A : Ht(X,Y")—Ht(X,Y") los homo-
morfismos de conexion. Entonces, si el funtort es exacto derecho, el siguiente

diagrama conmuta:

HH(X), H(Y') S22 (M (X), H(Y™))

Ht(X,Y) HE(X,Y").

g

Nota. Nuevamente, si t es un funtor exacto izquierdo, en el teorema an-
terior s6lo se sustituyen a; y ap por o) y of respectivamente.

Una vez aclarada esta situacién, continuamos con la demostracion del teore-
ma 5.3.
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Demostracién.

Sea K, el nicleo de la composicion 10, : Xy — X{_;. Por el teorema
4.27 existen homomorfismos

!
Hr—1

Mo (XD 82 2 (X)) S8 Ky T Z0(X7) 25 20,(X7)
tales que
P T, = Okpy T - (5:4)
De manera similar, sea (My, jx) el nicleo de la composicién
HX,Y ) 25 (X, Y ey — X, Y s (5.5)
Nuevamente por el teorema 4.27 existen morfismos

/
Pr—1

o (X, V) 2 2 (X, Y) S My T 2 (X7 YY) s Mt (XY

tales que

/I

p;c—lo—l/c = Appyoy, (5~6)

Haciendo la composicién del morfismo t(K, Z'(Y))r — (X, Y ), con el ho-
momomorfismo 5.5 obtenemos el morfismo cero, por lo tanto dicho morfismo
se factoriza a través del nticleo My, es decir, existe un homomorfismo

tal que j,O, = (K, Z2'(Y))ry — t(X,Y ).
Consideremos los diagramas

HH(X), H(Y)) <0 y(2(X7), 2/(Y))

all i l@ ) (5.7)

Ht(X',Y)
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t(r",1) t(p” i)

HZ(X"), 2'(Y)) LX), H(Y))

] l l i” (5.8)

M 7 Zi(X"Y) HEH(X")Y)

g

/7

donde i : H(Y) — Z/(Y) es la inclusién.
La conmutatividad del rectangulo izquierdo del diagrama 5.7 y el rectangulo
derecho del diagrama 5.8 se sigue directamente de la definicién de los homo-
morfismos a; y ap. Ademas, la comutatividad de los rectangulos restantes se
sigue de la definicién del morfismo ©.
De las igualdades 5.4 y 5.6 obtenemos que
AOCQt(/,LHTH, Z) _ Apllo_//@

= pd'e

= ait(p'7',i)

= ait(op"7",4)

= at(0, 1)t(p" 7", 7).

Dado que p”, 7" son epimorfismos, i es un monomorfismo y t es un funtor

exacto derecho, el homomorfismo ¢(x"7”, 1) es necesariamente un epimorfis-

mo. Por lo tanto Aay = aqt(9, 1). O

Teorema 5.5. Sea t : o X @lh— un funtor exacto derecho. Sean X
un complejo uno-graduado en <y, y Xo un complejo uno-graduado en ofs.
Supongamos que la sucesion

0—t(2(X1), Xo)—t(Xy, Xo)
es exacta y que el homomorfismo
a:t(B(X1), H(X2))—Ht(B(X,), X3)
es un epimorfismo. Entonces la sucesion

o HE(X, Xg) 25 HE(B(X), X)
BN HE(Z(X,), X5) LN HE( X1, Xo) -+
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inducida por los homomorfismos naturales
X, 5 B(x) -5 2(x) L Xy (5.9)
es exacta.

Nota. Existe un resultado similar para la segunda variable contravarian-
te, s6lo se reemplaza Z(X;) y B(X) por 2'(X,) y B'(X2) respectivamente,
ademas de invertir la direccién de las flechas en 5.9.

Demostracion.
Por hipoétesis t es exacto derecho y la sucesion

0—t(Z(X1), Xo)—t(X1, X2)

es exacta, asi obtenemos la siguiente sucesion exacta corta de complejos uno-
graduados

0— t(Z(Xl),XQ) — t(Xl,XQ) — t(B(X1)7X2) — 0.
Por el teorema 4.20 existe una sucesion exacta larga
o HE(X, X)) B HE(B(XY), Xo)
2 HH(Z(X), Xo) 25 HE(X 1, Xs) — -+

Resta probar que A = i,. En efecto:
Por el teorema 5.3 existe un diagrama comutativo

HB(X1), H(Xa)) “ L t(2(X,), H(X)

Ht(B(Xl),Xg) THt(Z(Xl),Xg),
donde 0 : B(X;) — Z(X;) es el morfismo conector de la sucesién exacta
0— Z2(X;) — X; — B(X;) — 0.

Ahora, 0 = i y por la naturalidad del homomorfismo a concluimos que
i.a = at(d,1) y por tanto i, = Aa. No obstante, @ es un epimorfismo
por hipotesis y por consiguiente concluimos que i, = A. U

Dualmente tenemos el siguiente resultado para funtores exactos izquierdos.
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Teorema 5.6. Sea t : o) x @lo— o/ un funtor exacto izquierdo. Sean X,
un complejo uno-graduado en o, y Xo un complejo uno-graduado en ofs.
Supongamos que la sucesion

tH(Z'(X1), Xo)—t(X1, Xo5) — 0
es exacta y que el homomorfismo
ot HE(B'(X1), Xo) — ¢(B'(X1), H(X>))
es un monomorfismo. Entonces la sucesion
o SHE(X, X)) S HE(Z(XG), Xs)
5 HI(B(X1), Xa) 5 HE(Xy, Xp) — -+
inducida por los homomorfismos naturales
X, -5 2(x) -5 B(X) L X, (5.10)

es exacta.

5.2. La formula de Kiinneth

Finalmente hemos llegado al objetivo principal de esta tésis, enunciar y de-
mostrar la formula de Kiinneth. Existen dos variantes de este teorema, una es
para funtores exactos derechos y otra para funtores exactos izquierdos. Pre-
sentaremos las dos versiones de dicho teorema pero sélo probaremos el caso
de los funtores exactos derechos. Antes presentamos un resultado necesario:

Teorema 5.7. Sea t : @) X @lh—o/ un funtor evacto derecho, covariante
en la primera variable y contravariante en la sequnda. Sean X; un complejo
uno-graduado en o/ y Xo un complejo uno-graduado en of5. Supongamos que
las sucesiones exactas cortas

0— H(X,) — Z'(Xy) — B(X1) —0

se dividen. Entonces el homomorfismo a : t(H(X1), H(X2)) — Ht(X1, Xo)
es un monomorfismo y la imagen de o es un sumando directo de Ht( X1, Xs).
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Demostracién.
Dado que las sucesiones

0— H(X1> — Z/(Xl) — B/(Xl) — 0
0 — B(X3) — Z2(Xy) — H(X2) — 0

se dividen, existen morfismos

tales que

Z'(Xy) — H(Xy) — 2'(X0) = 1z/(x))
H(XQ) — Z(Xg) — H(XQ) = 17.[()(2).

Haciendo la composicion de los morfismos existentes con los morfismos canéni-
cos X1 — Z'(X1) y Z2(X3) — Xs, obtenemos los homomorfismos

5 . X1 — H(Xl)
v H(X) — Xo.

Luego los homomorfismos inducidos H(X;) — H(X1) y H(X2) — H(X?)
resultan ser las identidades correspondientes. Por la naturalidad de o obte-
nemos el diagrama conmutativo

HH(X0), H(Xo)) ——=H(H(X)), H(X2))

al ll

Ht( X1, X2) t(H(X1), H(X2)),

donde el homomorfismo ¢ es inducido por el homomorfismo ¢(3, ). Por lo
tanto £ = 1, lo cual garantiza lo afirmado por el teorema. U

Existe un teorema analogo al anterior para funtores exactos izquierdos.

Teorema 5.8. Sea t : o) X 9lh— o/ un funtor exacto izquierdo, covariante
en la primera variable y contravariante en la sequnda. Sean X1 un complejo
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uno-graduado en @71 y Xo un complejo uno-graduado en oy. Supongamos que
las sucesiones exactas

0— H(Xg) — Z/(X2> — B/(Xg) — 0

se dividen. Entonces el homomorfismo o : Ht(X1, Xo) — t(H(X1), H(X?))

es un epimorfismo y la imagen de o/ es un sumando directo de Ht(X1, Xs).

g

Finalmente, enunciamos el teorema principal de esta tesis.

Teorema 5.9. (Formula de Kinneth para funtores exactos derechos) Sean
aty, <ty y A categorias abelianas y t . o) X ola—o/ un funtor exacto derecho
aditivo, covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda. Su-
pongamos que &/, tiene proyecciones, @y inyectivos y &/ coproductos. Sean
X1 un complejo uno-graduado en <7, y Xo un complejo uno-graduado en of5.

Si los homomorfismos

ay < H(B(X1), H(Xa))—HE(B(X1), X2)
Qo . t(Z(Xl),H(XQ))HHt(Z(Xl),XQ)

son isomorfismos i
t1(B(X1), X2) =0 =11(2(X1), H(X3))

0

st los homomorfismos

ay : t(H(Xy), B (X2))—Ht(X1, B'(Xs))
ag  HH(X0), 2'(X2)) —HE( X1, 2'(X5))

son isomorfismos y
(X1, B'(X2)) = 0 = 1, (H(X1), 2'(X2)),

entonces existe un homomorfismo 8 de grado —1 tal que la sucesion

0 — H(H(X1), H(Xs)) S HEX 1, Xo) D 1 (H(X1), H(X2)) =0 (5.11)
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es exacta. Mas aun, si anadimos las hipotesis del teorema 5.7 obtenemos que
5.11 se divide y por tanto

HE(X, Xa) = H(H(X0), H(Xa)) P (H(X), H(X:)))*

donde (t1(H(X1), H(X2)))t denota al complejo uno-graduado derivado del
complejo uno-graduado t1(H(X1), H(X2)) al reemplazar k por k — 1.

Si el teorema anterior es formulado para funtores exactos izquierdos, la di-
reccién de los morfismos cambia, los funtores Z y B se sustituyen por Z' y B’
respectivamente, y los homomorfismos a y «ay, son reemplazados por o y o
respectivamente. Ademas los funtores derivados izquierdos ¢; son cambiados
por los funtores derivados derechos /.

Teorema 5.10. (Formula de Kinneth para funtores exactos izquierdos) Sean
<y, oty y A categorias abelianas yt . o) X ela—of un funtor exacto izquier-
do aditivo, covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda.
Supongamos que @y posee inyectivos, <ty proyectivos y </ coproductos. Sean
X1 un complejo uno-graduado en <71 y Xo un complejo uno-graduado en <.

Si los homomorfismos

o) HE(B'(X1), X2) — t(B'(X1), H(X>))
ay  HE(Z'(XY), Xo) — t(2'(X4), H(X3))

son isomorfismos y
t1(B'(X1),X2) = 0=11(2'(X1), H(Xy))
0

st los homomorfismos

o 1 Ht(Xy, B(X3)) — t(H(X1), B(X3))
0/2 : Ht(Xl, Z(XQ)) — t(H(Xl), Z(X5))

son isomorfismos y

£ (X1, B(X2)) = 0 = 11 (H(X1), Z2(Xy)),
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entonces existe un homomorfismo 5 de grado —1 tal que la sucesion

0 — £ (H(X0), H(X2)) D (X1, Xo) S t(H(X), H(X)) = 0 (5.12)

es exacta. Mds aun, si anadimos las hipotesis del teorema 5.8 obtenemos que
5.12 se divide.

O
A continuacién presentamos la prueba del teorema 5.9.

Demostracion.
Supongamos que los morfismos

ar: HB(X), H(Xs
s HZ(X)), H(Xa)) —HE(Z(X1), Xa)

son isomorfismos y que
tl(B(Xl), XQ) == 0 = t1<Z<X1),H(X2))

Consideremos el diagrama conmutativo
t(B(X1), H(X2)) ——=Ht(B(X1), Xz)
H(Z2(X0), H(Xp)) = HH(Z(X1), Xo) 0

tHH(X1), H(X)) == Ht(X1, Xo) — = — = t1(H(X1), H(X2))

En virtud de que el funtor ¢ es exacto derecho se sigue que la primera columna
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del diagrama 5.13 es exacta.
Aplicando el corolario 4.24 a la sucesion exacta corta

obtenemos la sucesién exacta
t1<B(X1), Xg) — t(Z(Xl), XQ) — t(Xl,XQ).

Sin embargo, por hipdtesis, ¢;(B(X;),X2) = 0 y por tanto el morfismo
t(Z2(X1),X2) — t(X1, X5) es un monomorfismo. Luego las hipétesis del
teorema 5.5 se satisfacen y por consiguiente la columna central del diagrama
5.13 es exacta.

Similarmente, aplicando el corolario 4.24 a la sucesién exacta corta

obtenemos la siguiente sucesion exacta

t1(Z2(X1), H(X2)) = ti(H(X1), H(X2)) — t(B(X1), H(X2))
— t(Z2(X1), H(X3)).

Dado que t;(Z2(X1), H(X2)) = 0, la tercera columna del diagrama 5.13 es
exacta. De lo anterior es claro que existe un tinico morfismo

B HH(X1, Xo) — t1(H(X1), H(X2))

tal que hace conmutar el diagrama 5.13. Asimismo, notar que el homomor-
fismo Ht(X1, Xo) — Ht(B(X1), Xs) es el tnico que tiene grado —1 y los
demas tiene grado 0. Por tanto, S debe tener grado —1 también.
Finalmente, la exactitud de la sucesién 5.11 se sigue directamente del dia-
grama 5.13.

La prueba es similar si suponemos que los homomorfismos

ar  H(H(X), B'(X2))—HE(X1, B (Xs))
g H(H(X1), 2'(X2)) —HE(X1, 2/'(X)))

son isomorfismos y que

t1<X17 B/(XQ)) - 0 - tl(H(Xl), Z,<X2))
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Por tltimo, veamos que a partir del teorema 5.9 se deduce la féormula de
Kiinneth para algebra homoldgica.

El siguiente resultado nos muestra las condiciones que deben cumplirse para
obtener las hipotesis del teorema 5.9.

Teorema 5.11. Sea t : &/ x 9y —> & un funtor aditivo, exacto derecho,
covariante en la primera variable y contravariante en la seqgunda. Suponga-
mos que <, tiene proyectivos, </, inyectivos y 7 coproductos. Sean X1 un
complejo uno-graduado en o y Xo un complejo uno-graduado en o5 tal que

t1(2(X1), B(Xz)) = 0 =t:1(Z2(X1), H(X2)).

Entonces las primeras condiciones del teorema 5.9 se cumplen.
Por otro lado, st

t1(B(X1),B(X32)) =0=t;(H(X1),B'(X>)) (5.15)
t(B(X1), 2'(X2)) = 0 = 1 (H(X1), 2'(X2)),
entonces las sequndas condiciones del teorema 5.9 se satisfacen.

Demostracion.

Probaremos la primera afirmacion, la segunda se realiza de manera analoga.
Supongamos las condiciones 5.14, deseamos demostrar que los homomorfis-
mos

ar: HB(X1), H(Xa))—HE(B(X,), Xa)
s HZ(X1), H(Xa)) —HE(Z(X1), Xa)

son isomorfismos y que
t1(B(X1), X2) = 0= t:(Z2(X1), H(X2))

En efecto, por hipdtesis t1(Z(X1), H(X2)) = 0. Resta ver que t1(B(X1), X2) =
= 0. Aplicando el funtor #;(B(X1), —) (el cual es semiexacto por el corolario
4.22) a la sucesién exacta corta
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obtenemos la sucesién exacta
tl(B<X1), B(XQ)) e tl(B(X1)7 Z(XQ)) — tl(B(Xl),H(XQ))

Por hipétesis ¢ (B(X1), B(X2)) = 0y t1(B(X1), H(X3)) = 0y por consiguien-
te t1(B(X1), Z2(X2)) = 0. De manera similar, aplicando el funtor 1 (B(X;), —)
a la sucesion exacta corta

0— Z2(Xy) — Xo — B(Xy) — 0,

obtenemos que t1(B(X;), Xs3) = 0.
Finalmente, veamos que a; y ap son isomorfismos.
Observar que los homomorfismos

t(B(X1), Z2(X32)) — HL(B(X1), Z2(X2))

son identidades (pues B(X3) y Z(X32) tienen diferenciaciones triviales) y por
consiguiente son isomorfismos.
Luego se cumplen las primeras condiciones del teorema 5.9. U

La proposicion dual para funtores exactos izquierdos es la siguiente.

Teorema 5.12. Sea t : @) X 9l — & un funtor aditivo, exacto izquierdo,
covariante en la primera variable y contravariante en la sequnda. Suponga-
mos que </, tiene inyectivos, &/ proyectivos y o/ coproductos. Sean X1 un
complejo uno-graduado en 7, y Xo un complejo uno-graduado en o5 tal que

t(B'(X1), B'(X3)) = 0 =15 (B'(X1), H(Xz)) (5.16)
t(2'(X1), B'(X2)) = 0 =11 (Z'(X1), H(X2)).

Entonces las primeras condiciones del teorema 5.10 se cumplen.
Por otro lado, st

£ (B'(X1), B(X3)) = 0 = t1(H(X1), B(X)) (5.17)
t(B'(X1), Z2(X2)) = 0 = 1 (H(X1), Z(X2)),

entonces las sequndas condiciones del teorema 5.10 se satisfacen.
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g

Si t es exacto derecho y t; es exacto izquierdo (o dualmente, si t es exacto
izquierdo y ¢} es exacto derecho) podemos simplificar las anteriores restric-
ciones.

Sea t un funtor exacto derecho como antes y supongamos las condiciones
5.14. Aplicando el funtor ¢;(_, B(X3)) a la sucesién exacta corta

0— Z(X;) — X3 — B(X;) —0
obtenemos la sucesién exacta
tl(Z(Xl),B(X2>) — t1<X1,B(X2)) — tl(B(Xl),B<X2))

Entonces las condiciones 5.14 implican que ¢ (X1, B(X2)) = 0.
Similarmente, aplicando el funtor ¢;(_, H(X3)) a la sucesién exacta corta

0— Z(X;) — X3 — B(X;) —0

obtenemos que (X7, H(X3)) = 0.
Por otro lado, supongamos que

t (X1, H(Xy)) = 0 = t,1(X1, B(X5)). (5.18)

Si suponemos que el funtor ¢; es exacto izquierdo, entonces aplicando los
funtores t1(—, B(X2)) y t1(—, H(X2)) a la sucesién exacta corta

0— Z2(Xy) — X; — B(X;) — 0,
obtenemos las siguiente sucesiones exactas

00— tl(Z(Xl),B(XQ)) — tl(Xl, B(Xg)) — tl(H(Xl), B(XQ))
0— tl(Z(Xl),H(XQ)) — tl(Xl,,lL[(Xg)) — tl(H<X1),H(X2>>

y por tanto
tl(Z(Xl), B(XQ)) - 0 - tl(Z(X1>,H(X2))
Similarmente, de la sucesion exacta corta
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conseguimos que
t(B(X1), B(X2)) = 0 = t,(B(X1), H(X3))

y por tanto la condicién 5.18 implica las igualdades 5.14.
Un razonamiento andlogo al anterior muestra que

t1(B'(X1), X2) = 0 =t (H(X1), X2) (5.19)

es equivalente a las condiciones 5.15, es decir, hemos probado el siguiente
resultado.

Teorema 5.13. Sea t un funtor aditivo y exacto derecho como antes y su-
pongamos que ty es exacto izquierdo. Sean X1 y Xo complejos uno-graduados.
Entonces las condiciones 5.14 son equivalentes a

tl(Xla B(XQ)) - O - tl(Xl,H(Xg))
y las condiciones 5.15 equivalen a

tl(B/<X1), XQ) == 0 = tl(H(Xl),Xg)

Dualmente:

Teorema 5.14. Sea t un funtor aditivo y exacto izquierdo como antes y
supongamos que t] es exacto derecho. Sean X1 y Xy complejos uno-graduados.
Entonces las condiciones 4.5 son equivalentes a

t) (X1, B'(X2)) = 0 = (X1, H(X2))
y las condiciones 4.3 equivalen a
t(B(X1), X2) = 0 = 1 (H(X1), Xa).
OJ

Una vez probado los teoremas anteriores y usando el teorema 5.9 para el caso
de R-moédulos, obtenemos las siguientes versiones de la férmula de Kiinneth.
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Teorema 5.15. (Formula de Kinneth para homologia) Sean Cy un complejo
de cadenas de R-modulos derechos y Cy un complejo de cadenas de R-modu-
los izquierdos. Supongamos que

Tori(B(Ch), B(C2)) =0
Tor(Z(Cy),B(Cy)) =0 =Tor(Z(Cy), H(Cs))

y que las sucesiones exactas cortas

0— H(Xl) — Z/(X1> — B/(Xl) — 0

se dividen. Entonces existe una sucesion exacta corta

0— H(Cl> & H(CQ) i> H(Cl X CQ)
2y Tor (H(CY), H(Cy)) — 0,

donde « tiene grado cero y 8 grado —1.

Teorema 5.16. (Formula de Kinneth para cohomologia) Sean Cy y Cy com-
plejos de cadenas de R-mddulos izquierdos. Supongamos que

Ext'(B(Ch), B (Cy)) =
Ext'(Z(Ch),B(Cs)) =

y que las sucesiones exactas

0 — B(X;) — 2(Xy) — H(X;) — 0
0— H(XQ) — Z/(X2> — B/(X2> — 0

se dividen. Entonces existe una sucesion exacta corta que se divide

0 — Bat! (H(Ch), H(Cy)) = HHomp(Cy, Cy)
< Homp(H(C}), H(Cy)) — 0,

donde o tiene grado cero y B’ grado —1.
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Conclusion

A lo largo de esta tesis nos percatamos que las categorias abelianas poseen
propiedades bastantes interesantes y teoremas muy parecidos a los que se
cumplen en la categoria Ron, lo que nos permitié desarrollar la mayor parte
del algebra homoldgica y asi poder lograr nuestro objetivo final. Ademaés, los
conceptos de ciclos, fronteras, co-ciclos y co-fronteras n-dimensionales que
tenfamos en la categoria MRgy definen los funtores 2, B,,,Z) vy B,,. En el caso
del n-ésimo funtor de homologia, se logré darle un sentido a la expresion
H, = Z,(A)/B,(A) pues sabemos que en general carece de significado ha-
blar de un cociente entre objetos.

Sin lugar a dudas el teorema que nos resulté mas familiar en una categoria
abeliana fue la proposicion 2.49, la cual recupera la nocion de inyectividad y
sobreyectividad que tenemos en la categoria Set. Asimismo, las construccio-
nes de los funtores derivados izquierdos y de los funtores derivados derechos
en una categoria abeliana son muy similares a las que teniamos en PRgy. La
pregunta que surge inmediatamente es si existen los funtores Ext y Tor. Al
parecer en una categoria abeliana no podemos asociarles un significado pues
recordar que para el caso del funtor Tor se involucra el concepto de producto
tensorial de R-moédulos. Una posible respuesta es estudiar categorias con mas
condiciones que nos permitan darle un sentido al produto tensorial de dos
objetos, por ejemplo categorias monoidales o categorias abelianas tensoriales
(ver [6]).

Finalmente, una vez dada la version de la formula de Kiinneth para funtores
exactos izquierdos en una categoria abeliana, hacemos las siguientes obser-
vaciones.

1. Las versiones de la formula de Kiinneth vistas en esta tesis nos garantizan
la existencia de un homomorfismo que nos permitira, bajo ciertas hipétesis,
relacionar la homologia de un par de complejos con la homologia de cada uno
de ellos.

2. En el caso general, el homomorfismo o desempena el mismo papel que
el producto de homologia n-dimensional y el morfismo o en las versiones de
algebra homoldgica y topologia algebraica respectivamente.
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3. Los teoremas 5.11, 5.12, 5.13 y 5.14 nos permitieron deducir las versio-
nes de la féormula de Kiinneth para homologia y cohomologia a partir del
teorema 5.9. Mas aun, las hipdtesis del teorema 1.6 fueron reemplazadas por
otras diferentes sin alterar la conclusiéon del mismo, es decir, se dejaron a un
lado las condiciones que deben cumplir los complejos de cadenas y el anillo

R.
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