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Resumen

El aprendizaje de la asignatura de Calculo en el nivel medio superior presenta dificultades
asociadas a la comprensiéon y a los procesos de ensefianza de un concepto, ademas de
dificultades relacionadas entre la ruptura de lo algebraico con lo analitico. Son muchas las
investigaciones desarrolladas alrededor de Caélculo diferencial desde los ambitos
epistemoldgico, cognitivo y didactico.

En cuanto al &mbito didactico se han buscado estrategias que sirvan de apoyo en la ensefianza
y comprension de los conceptos de funcién, limite y derivada. Especialmente en cuanto al
concepto de derivada se han desarrollado diversas investigaciones en el nivel superior
(estudiantes de universidad y estudiantes para profesor) y en el nivel medio superior. En estas
se ha indagado sobre la comprension que se ha logrado acerca de este concepto y de las
formas mas iddneas acerca de la transmision a los estudiantes. Ademas, también se puede
distinguir que se hace uso de distintas teorias. Por ejemplo, la teoria APOE, el Enfoque
Ontosemidtico (EOS), el Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV), los Registros de
Representacion Semiodtica (RRS) y la vinculacion entre algunas de estas teorias.

El trabajo presentado en esta tesis surge a partir de la necesidad de buscar estrategias que
sirvan de apoyo a los docentes dentro del aula, particularmente en la asignatura de Calculo.
En este se muestra el disefio, aplicacion y analisis de una secuencia didactica para introducir
el concepto de derivada en estudiantes de bachillerato que por primera vez trabajaran este
concepto. Esta secuencia tiene sustento tedrico en Pensamiento y Lenguaje Variacional y
los Registros de Representacion Semidtica. La metodologia que se uso fue el de investigacion
accion. Bajo esta metodologia usamos el método de observacion participante, se realizé un
analisis cualitativo de las evidencias obtenidas para ello se usé el método de comparacién
constante para crear categorias a partir de las evidencias, ademas de establecer la
triangulacion entre investigadores para eliminar 1os sesgos que se generan y que Son propios
de este tipo de metodologia.

Con esta investigacion podemos concluir que a partir de esta secuencia los estudiantes hacen
uso de Estrategias Variacionales, el transito entre registros de forma parcial y usan
conocimientos que adquirieron en otras asignaturas.

Ademas se dan algunas recomendaciones en cuanto a cambios en la redaccion de la secuencia

didActica.







Abstract

The learning of Calculus in the high-school presents difficulties associated with the
comprehension and teaching processes of a concept, in addition to difficulties related
between the breaking of the algebraic and the analytical. There are many researches
developed around Differential Calculus from the epistemological, cognitive and didactic
scopes. Regarding the didactic scope, several strategies that support the teaching and
understanding of the concepts of function, limit and derivative, have been sought.
Principally, regarding the concept of derivative, several researches have been developed at
the higher level (university students and pre-service teachers) and at the upper secondary
level. In these, we have investigated the understanding that has been achieved about this
concept and the most appropriate ways to transmit it to students. In addition, it can also be
distinguished that different theories are used. For example, the APOS theory, the Onto-
semiotic Approach (OSA), the Variational Thinking and Language (VT&L), the Register of
Semiotic Representation (RSR) and the link between some of these theories.

The work presented in this dissertation arises from the need to find strategies that serve as
support for teachers in the classroom, in the subject of Calculus particularly. In this shows
the design, application and analysis of a didactic sequence to introduce the concept of
derivative in high school students who will be working on this concept for the first time. This
sequence has theoretical support in Variational Thinking and Language and the Register of
Semiotic Representation.

The methodology used was that of action research. Under this methodology, we used the
participant observation method, making a qualitative analysis of the obtained evidences by
the use of the constant comparison method to create categories based on the evidences
besides establishing the triangulation among researchers to eliminate the biases that
generated, typical of this type of methodology.

From this research, we can conclude that, using this sequence, the students make use of
variational strategies, make partial transition between registers and use knowledge they
acquired from other subjects.

In addition, some recommendations are given regarding changes in the writing of the didactic

sequence.







Introduccion

Como docente de nivel medio superior, he observado las dificultades que los estudiantes
presentan al momento de abordar conceptos fundamentales de la matematica. Ademas, es
comun notar que en la actualidad los docentes, al igual que los estudiantes, siguen
privilegiando el dominio de procesos algoritmicos dentro de la matematica sin dar un
verdadero significado a la comprensién de un concepto, lo cual genera que al abordar un
nuevo tema los estudiantes ya no recuerden lo que suponemos han aprendido o que no puedan
usarlo en situaciones nuevas. Una de las principales finalidades del aprendizaje de la
matematica es la de permitir a los estudiantes adquirir habilidades para desarrollar procesos
cognitivos que permitan visualizar y recolectar informacién para dar solucion a un
determinado problema hipotético o un planteamiento real, por ello los docentes debemos
estar conscientes de que los conceptos que forman parte de la matemaética deberan ser Utiles
en la vida personal, profesional y laboral de nuestros alumnos, lo que nos obliga a replantear

nuestros métodos de ensefianza (Salinas y Alanis, 2009).
Planteamiento del problema

La asignatura de Céalculo como parte del curriculum de nivel medio superior, proporciona
herramientas para llevar a cabo estudios de fendmenos que existen en la naturaleza y que van
cambiando conforme cambia el tiempo. De acuerdo con Vrancken y Engler (2014) es
necesario utilizar la matematica para estudiar algun fenémeno vy las variaciones que en él se
producen, especificamente el concepto de derivada. Sin embargo, en la mayoria de los libros
de texto de Célculo se presenta una primera parte que generalmente llaman precélculo
(desigualdades y funciones) para luego trabajar consecutivamente los conceptos de limite,
continuidad, derivada y aplicaciones de la derivada (Salinas y Alanis, 2009). En la mayoria
de programas de Célculo de bachillerato, el concepto de derivada se ensefia a los estudiantes
como la pendiente de la recta tangente a una curva para luego llegar a la expresion de limite
indeterminado, posteriormente como aplicacién al calculo de razones de cambio promedio e
instantaneas y por ultimo se abordan las reglas de derivacion. Un ejercicio tipico es pedir a
los estudiantes que hallen la derivada de una funcion, primero usando la definicion de limite
indeterminado siguiendo la regla de los cuatro pasos y luego utilizando alguna formula de

derivacion. Sin embargo, no todos los estudiantes pueden hallar la derivada solicitada,
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presentan distintos obstaculos, como por ejemplo dificultades con el manejo algebraico de
las formulas, que no manejan los conocimientos previos necesarios (Vrancken y Engler,
2014) o no dan un significado a la derivada de acuerdo al contexto en el que estén trabajando
(Artigue, 1998; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008). También, en este mismo
contexto, Moreno (2005) menciona que los docentes somos capaces de ensefiar a resolver un
problema de forma mecénica o algunos ejercicios que generalmente se presentan en los libros
(velocidad instantanea, optimizacion de areas, volimenes, distancias, etc.), sin embargo estas

actividades no generan la comprension del concepto.

Por otro lado, Dolores (1996) enuncia que los estudiantes de nivel medio superior
dificilmente comprenden los conceptos fundamentales del Célculo puesto que no logran
desarrollar lo que tal autor llama un “pensamiento Yy lenguaje variacional”, lo cual puede
deberse a dificultades en los procesos de asimilacion de conceptos y al proceso de ensefianza.
En la investigacion realizada por Carabls (2002) se encontraron evidencias de que los
estudiantes tienen dificultad para relacionar los diferentes registros en los que se representan
las funciones y su respectiva derivada. Ademas menciona que se tiene un fuerte apego al
pensamiento numeérico y algebraico dejando a un lado el pensamiento y lenguaje variacional
que son propios del Calculo. Estas y otras investigaciones (e. g. Vrancken, Engler y Miiller,
2010; Fuentealba, Sanchez-Matamoros y Badillo, 2015) reportan dificultades tanto en el
ambito numérico y algebraico como al asignar un significado a la variacion como fundamento
para la comprension del concepto de derivada, esto bajo el enfoque de pensamiento y

lenguaje variacional.

En lo que respecta al disefio de actividades para el aprendizaje de este concepto, estas
investigaciones se apoyan de las diferentes formas de representar a la derivada mostrando
que algunos registros de representacion se favorecen mas que otros, dando por hecho que a
través de estas actividades se da un significado al concepto de derivada (Dolores, 2006;
Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2006; Sdnchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008;
Vrancken y Engler, 2014).

Un punto importante a resaltar acerca de las investigaciones sobre el concepto de derivada

es que, en su mayoria, se hacen propuestas de trabajo para estudiantes que ya han tenido un
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acercamiento previo con el concepto de derivada (e. g. Testa, 2004; Sanchez-Matamoros,
Garcia y Llinares, 2006; Vrancken y Engler, 2014).

Como ya se ha referido, en distintas investigaciones se pone especial atencion en la forma en
la que se ha aprendido o la forma en que se usa el concepto de derivada, sin embargo,
encontramos escazas referencias al respeco de formas para secuenciar las actividades que se
utilizan al momento de abordar este concepto por primera vez. Los métodos convencionales
de ensefianza, asi como entender la derivada en una Unica representacion, deja de lado el

sentido de variacion, fundamento principal para la derivada.

Mi formacidn inicial es de Licenciada en Matematicas. Actualmente me desempefio como
docente en la Preparatoria Emiliano Zapata BUAP labor que he realizado durante cinco ciclos
escolares. El programa de estudios en este subsistema se desarrolla durante un ciclo anual;
en el primer afio se imparte la asignatura de Matematicas I, en segundo afio la asignatura de
Matematicas Il y en tercer afio se imparte la asignatura de Calculo o Estadistica dependiendo
de la carrera que hayan elegido los estudiantes para continuar sus estudios. Desde que entré
como docente hace seis afios, he impartido la asignatura de Caélculo. En el tiempo que he
impartido esta asignatura también he conformado el curso por procesos y algoritmos que
desembocan en aritmética elemental, algebra y geometria analitica, siguiendo el curriculo
que en este nivel se presenta. Considerando que nuestro interés es explorar los procesos de
construccién del concepto de derivada cuando este se presenta por primera vez a los
estudiantes, nos parece interesante modificar el enfoque tradicional y adoptar uno basado en

la idea de la variacion para analizar los beneficios de éste al introducir este concepto.

Por otro lado, dado que los resultados de las investigaciones respecto al concepto de derivada
no parecen verse reflejados en el curriculo de bachillerato ni en los libros de texto,
consideramos relevante apoyarnos en literatura de investigacion como fuente de
conocimiento para el profesor y asi crear una secuencia didactica que nos ayude a generar

formas distintas de abordar este concepto.
Objetivo y preguntas de investigacion

Con base en la problematica que hemos planteado y la literatura de investigacion que hemos
consultado, hemos decidido centrarnos en propiciar que el estudiante logre comprender los

fundamentos del concepto de derivada a traves de dos enfoques, la idea de variacion y cambio
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implicita en el concepto de derivada y el transito entre los diferentes registros en los que este

se puede representar para que pueda aplicarla segun el contexto en el que se encuentre.
Definimos entonces nuestro objetivo como:

Disefar y probar una secuencia didactica que permita introducir el tema de derivada a través
de la idea de variacion y el transito entre distintos registros de representacion para estudiantes

de bachillerato que por primera vez tienen contacto con el tema.

Para alcanzar este objetivo y direccionar nuestros esfuerzos, nos planteamos las siguientes

preguntas de investigacion:

e ;CoOmo abordan los estudiantes de bachillerato situaciones de variacion como

introduccion al tema de derivada?

e ;CoOmo una secuencia didactica, basada en la idea de la variacion y el transito entre
registros de representacion ayuda a los estudiantes a reflexionar sobre los
fundamentos del concepto de derivada?

e ;Como el disefio de una secuencia didactica, que propicia el trabajo con distintos
registros de representacion y estd contextualizada a través de la idea de variacion

ayuda en la introduccion al tema de derivada a estudiantes de bachillerato?
Estructura general del trabajo

A continuacién describiremos brevemente como esta organizado el reporte de nuestro
trabajo, para que el lector tenga una vision global del documento y se genere una idea de lo

gue se encuentra en cada uno de los capitulos.

En el capitulo 1 se da un panorama general sobre distintas investigaciones realizadas en la
linea de la didactica del Calculo en general, para posteriormente centrarnos en
investigaciones realizadas especificamente en torno al concepto de derivada y enmarcar los

aportes que esperamos obtener con nuestro estudio.

En el capitulo 2 presentamos los elementos tedricos que han sido la base para la elaboracion
de este trabajo como los son el tratamiento de la derivada desde el punto de vista del
pensamiento y lenguaje variacional y los distintos registros de representacion con los cuales

se trabaja, asi como el transito y coordinacion entre ellos.
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En el capitulo 3 describimos el disefio metodoldgico del trabajo, explicando los métodos e
instrumentos utilizados, asi como la forma en que nos hemos apoyado en la teoria emergente
de los datos para describir los resultados de la aplicacion de la secuencia y valorar su
funcionamiento. Ademas, presentamos aqui la justificacion de cada una de las actividades
propuestas en la secuencia que implementamos, asi como un analisis a priori de las posibles

respuestas de los estudiantes.

En el capitulo 4 se muestra el andlisis de los resultados obtenidos durante la aplicacion de la
secuencia, organizados por actividad, proponiendo categorias que ayudaran para

posteriormente realizar un analisis general de la secuencia didactica completa.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones, en las que se retoman los resultados del analisis
general de la secuencia con la finalidad de contrastar los resultados de investigacion con

nuestros objetivos y dar respuesta a nuestras preguntas de investigacion.

Finalmente se incluyen los anexos en los que se proporciona las evidencias de producciones
escritas de las actividades que los estudiantes realizaron y las transcripciones de los audios

que se generaron en las clases.







Capitulo 1: Antecedentes

1.1 Didactica del Calculo

Desde los origenes del Calculo hasta la actualidad su ensefianza se centra en la matematica
clasica “formal”, dando mayor peso a procesos que se centran en la memorizacion de
conceptos Yy repeticion de algoritmos (Salinas y Alanis, 2009; Vrancken, 2011); este hecho
no permite al estudiante desarrollar sus aprendizajes y extenderlos a situaciones distintas

dentro y fuera del aula (Artigue, 1998).

Debido a los problemas que existen en la ensefianza y aprendizaje del Célculo, este es un
tema que ha sido ampliamente investigado y que cuenta ya con gran cantidad de trabajos de
investigacion al respecto, algunos desarrollados en el nivel universitario (e. g. Moreno, 2005;
Vrancken y Engler, 2014), otros en el nivel medio superior (e. g. Dolores, 2006; Dolores,
2009). Estas investigaciones se desarrollan a partir de diferentes enfoques tedricos y
contemplan esencialmente tres dimensiones: la epistemoldgica, donde se considera mas
importante la matematica (origen, validez y desarrollo de conocimiento) y no su ensefianza,
pues se tiene la idea de que es suficiente poseer conocimiento matematico para ensefiar
matematicas; la cognitiva, cobmo se aprende y la didactica, como se ensefia, estas dos ultimas
atendiendo a la necesidad de crear herramientas que apoyen en la comprension de los
conceptos principales del Calculo (Moreno, 2005; Salinas y Alanis, 2009).

En cuanto a la dimension cognitiva, Tall (1990) es uno de los primeros en trabajar en este
ambito. En su investigacion, realizada a partir de su experiencia en el aula, menciona las
inconsistencias en el aprendizaje del Célculo desde tres vertientes: la mente del estudiante,
del profesor y del matematico formal; las mateméaticas como una teoria que tiene conceptos
que llevan significados complejos Yy el mensaje que puede transmitir ideas equivocadas o
que puede darse de forma inapropiada. En cada una de estas vertientes considera que existen
inconsistencias entre si y menciona la importancia de aportar a los estudiantes aprendizaje
basado en experiencias que los ayuden a construir imagenes conceptuales.

Con respecto a la dimension didactica, Moreno (2005) menciona dos enfoques desde los
cuales se aborda la ensefianza y los objetivos que se persiguen en cada uno de ellos. El
primero pretende que los estudiantes hagan matematicas por medio de aplicaciones y

comprendan la relacion entre los elementos que conforman el Calculo. El segundo enfoque
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tiene como idea principal que los estudiantes formulen, propongan, conjeturen, validen,

argumenten y discutan con sus comparieros de clase.

En esta misma dimensidn encontramos los trabajos de Artigue (1995), quien propone que el
estudiante desde un inicio coordine las formas algebraica, numérica y grafica de las
funciones. Menciona, ademas, las dificultades asociadas en el aprendizaje de los objetos
matematicos que son utilizados en la ensefianza del Calculo: numeros reales, concepto de
funcion, concepto de limite; ademas, de la ruptura entre lo algebraico y lo analitico. Artigue,
propone trabajar las intuiciones y concepciones de los estudiantes para que estas logren
evolucionar a través de situaciones adaptadas. Desde este enfoque, el concepto de funcion es
uno de los conceptos fundamentales dentro del Calculo, pues con base en este se construyen
los conceptos de limite, derivada e integral.

Salinas y Alanis (2009) nos presentan una investigacion donde se propone al lector
replantear las formas y estrategias para la ensefianza del calculo, por ejemplo: el uso de
nuevas herramientas tecnolodgicas, enfocarse en distintas teorias, realizar investigaciones
cualitativas y el empleo de secuencias didacticas que sean factibles para ser aplicadas en
grupos escolares completos como parte del curriculum. Por otra parte, Pino-Fan (2017),
muestra un recorrido de investigaciones (e.g. Pino-Fan, Godino y Font, 2016; Godino, Font,
Wilhelmi y Lurduy, 2011; Font, Godino y Gallardo, 2013) que se han hecho en torno a la
didactica del Célculo a partir de la teoria de enfoque ontosemiotico (EOS) con la finalidad
de ofrecer un panorama sobre los trabajos actuales en torno a la dimension didactica, ademas
de dar a conocer que lineas de investigacion que quedan abiertas y que pueden ser referentes

tedricos en futuras investigaciones.

Por su parte Hitt (1998) y Bagni (2004) desarrollaron investigaciones con respecto al
concepto de funcion con profesores de secundaria y estudiantes de secundaria
respectivamente, basando sus investigaciones en las distintas representaciones (parejas
ordenadas, grafica, tabla, expresion algebraica, etc.) en las que una funcion puede escribirse.
En ambos casos se muestra que existen dificultades para relacionar las distintas

representaciones de una funcion.

Blazquez y Ortega (2001) realizaron una investigacion sobre el concepto de limite donde los

registros de representacion algebraica, numérica, grafica y verbal se utilizan en distintas
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tareas que los estudiantes resuelven y concluyen que el uso de distintos registros de
representacion favorece la comprension de este concepto, dado que las limitaciones de unas
representaciones se ven beneficiadas por otras y permiten que los estudiantes se formen una

mejor imagen conceptual.

Otro elemento importante en los estudios referentes a la ensefianza y aprendizaje del Célculo,
son las graficas, las cuales son utilizadas para analizar comportamientos de funciones como:
concavidades, crecimiento, maximos o minimos, etcétera, y que han sido abordadas desde

distintas perspectivas.

Cordero (2008) presenta algunos usos que se le dan a las graficas, ligadas a diferentes
contextos, por ejemplo: las graficas en la situacion de la linealidad del polinomio, el modo
en que las cosas varian, la propiedad asintética de las funciones. Dolores, Chi, Canul, Cantl
y Pastor (2009) usan las graficas para analizar la variacién de un fenbmeno. Asi mismo,
Buendia (2009) presenta una discusion a partir del uso de las graficas en Calculo y analiza
qué es lo que el estudiante observa al trabajar con graficas y lo que implica en el conocimiento
matematico, relacionando la visualizacion de la grafica como un proceso vinculado a la

nocion matematica, sus significados y sus representaciones.

Flores (2007) menciona que las graficas funcionan como estrategia para el analisis de
funciones en contextos matematicos y extramatematicos. En esta investigacion se trabajé con
estudiantes de Nivel Medio Superior para conocer la interpretacién que los estudiantes
proporcionan al analizar un fenémeno que describe variaciones. Las actividades que
realizaron permitieron el trabajo colaborativo, ademas de que arrojan informacion para la
construccidn y aplicacion de actividades de aprendizaje. En la primera parte de la actividad
se les solicita construir una grafica que modele los cambios en la posicion de una persona
que realiza un movimiento, posteriormente se realiza la simulacion, esto con la ayuda de un
sensor, para obtener la grafica. Al realizar las simulaciones del movimiento se esperaba que
los estudiantes describieran las variaciones que en él se presentan y lo relacionaran con la
gréfica obtenida, finalmente se realiza una comparacion entre la gréfica propuesta y la hallada
con el sensor. Esta investigacion permite concluir que, al trabajar con situaciones de

movimiento que implican variacién y cambios, los estudiantes usan aprendizajes por
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intuicion, por lo adquirido en la escuela; y en la interpretacion y construccion de graficas

usan conocimientos obtenidos de su entorno.

1.2 Didactica de la derivada

1.2.1 Recorrido sobre investigaciones de derivada

Son distintas las investigaciones que se han realizado en torno al concepto de derivada, estos
estudios se han realizado en distintos niveles y a partir de diferentes teorias. Sanchez-
Matamoros, Garcia y Llinares (2008) realizaron un recorrido sobre las distintas
investigaciones realizadas en torno al concepto de derivada, partiendo de las dificultades que
los estudiantes de bachillerato y primeros afios de la universidad presentan en la comprension

del concepto. Su investigacion esta ordenada por los siguientes temas:

e Dificultades en la comprension del concepto de derivada: la nocién de razén de
cambio.

e Relacion de la razén de cambio y cociente incremental.

e Sistemas de representacion y derivadas.

e Derivada puntual y global.

e Esquemas para la derivada,

e Aplicacion del concepto de derivada: regla de la cadena.

Su trabajo pone de manifiesto algunos resultados solidos de investigacién a este respecto,
como el que los estudiantes presentan dificultades para establecer relaciones entre
comportamientos puntuales y globales del concepto, ademas de que existe una construccién
progresiva del esquema y los modos de representacion para el concepto. En general, los
autores concluyen que, la manera en que los estudiantes llegan a entender el concepto de
derivada se puede pensar desde dos enfoques: Las caracteristicas de los significados del
concepto de derivada que elaboran, dado que los estudiantes eligen ciertos modos de

representacion y estos no estan conectados, y sobre el desarrollo de esos significados.

Sanchez-Matamoros, et al. (2008) identifican, ademas, distintos trabajos en los que se hace
uso de los registros de representacion para la construccion del concepto de derivada,
evidenciando que los significados que proporcionan los estudiantes estan relacionados con

algunas formas de representacion; por ejemplo, en el caso de la representacion gréafica y
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algebraica los estudiantes las trabajan de manera separada sin relacionarlas entre si. Los
estudiantes presentan inconsistencias entre representaciones y tiene més facilidad para
trabajar con el registro algebraico, ya que cuando se proporciona un grafico de la funcién y
se solicita la grafica de su derivada, se dejan de lado aspectos como el grado de la funcién y

de su derivada.
1.2.2 Conocimiento y didactica de profesores con respecto a la derivada

Ahora bien, en lo que respecta a este concepto en el trabajo con profesores, se han
desarrollado investigaciones concernientes al conocimiento matematico y didactico-
pedagdgico del profesor sobre este concepto. Pino-Fan, Godino y Font (2013) por ejemplo,
trabajaron con estudiantes que se desempefiarian como profesores de secundaria y/o
bachillerato con la finalidad de explorar y caracterizar el conocimiento didactico-matematico
que tenian acerca de este concepto. A través del disefio y aplicacion de un instrumento, Pino-
Fan y colaboradores concluyen que es importante caracterizar los distintos significados del
concepto de derivada. Por otro lado, Badillo, Azcarate y Font (2011) describieron los niveles
de compresion (inter, intra y trans) de la derivada como una funcién y de la derivada en un
punto con profesores que tenian a su cargo la asignatura de Calculo con alumnos de 16 a 18
afios. A través de un primer cuestionario que disefiaron y aplicaron, sobre lo que el estudiante
puede contestar una vez que se trabajo el concepto de derivada, se determiné la forma de
conocer a la derivada como objeto matematico y como objeto de ensefianza aprendizaje. Un
segundo cuestionario aplicado durante una entrevista ayudo a investigar los aspectos de
f(),f'(@)yf'(x) y a validar los resultados del primer cuestionario. En ambos
cuestionarios se trabajé con los esquemas grafico y algebraico de la derivada. Los resultados
muestran que la relacion que establecen entre ellas puede estar relacionada con la
representacion algebraica y grafica del concepto. Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares
(2015) hacen un estudio con estudiantes para profesor con la finalidad de analizar como dan
sentido a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, como notan cuando un estudiante
ha comprendido un concepto al resolver problemas. Los resultados de este estudio sugieren
la creacion de modulos de ensefianza en los programas para formacion de los futuros

profesores donde se favorezca el aprendizaje de como los estudiantes comprenden los
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conceptos matematicos y avanzan en la compresion de los mismos. Otro de los resultados es
que se deben reconocer explicitamente los elementos matematicos y la relacion con los
modos de representacion es una caracteristica principal para notar que los estudiantes han
logrado una compresion.

Pino-Fan, Font, Guzman y Duval (2017) presentan un estudio de teoria de redes (networking
of theories) entre la teoria de los registros de representacion y el enfoque onto-semioético. Se
eligié como tema a la Derivada y a través de la actividad, la cual consistio en derivar una
funcién valor absoluto. El analisis se realizo, con la respuesta proporcionada por un
estudiante para profesor, a traves de dos perspectivas tedricas: registros de representacion
semiotica y enfoque ontosemidtico, donde se compararon los principios utilizados en el
andlisis cognitivo y no en la comparacion de los métodos. Los autores concluyen que las
nociones de representacion semiotica y la de registros de representacion semiotica deben
relacionarse para la comprension de la actividad cognitiva en la solucion de una tarea. De
esta forma, proponen una metodologia con ambas teorias. En este mismo nivel, Pino-Fan,
Godino y Font (2018) realizan una investigaciéon en la cual trabajan con la teoria onto-
semidtica para conocer algunas caracteristicas clave sobre el conocimiento de derivada que
los futuros profesores tienen. A través de la aplicacion de un cuestionario disefiado con el
modelo Conocimiento Didactico Matematico (DMK, por sus siglas en inglés), analizaron la
compresion de la Derivada en el aspecto global. Los autores concluyen que las herramientas
del modelo DMK: practicas matematicas y configuracion de objetos y procesos, se pueden
utilizar para analizar el conocimiento institucional y personal. También que los programas
de formacion docente deben tomar en cuenta la complejidad del significado global de
derivada, ademas de que los educadores de docentes deberian conocer la red de objetos y
procesos que intervienen en la resolucién de tareas matematicas para gestionar el aprendizaje
y organizar los procesos educativos.

Ortega, Guzman y Mena (2009) presentaron una investigacion realizada con profesores que
imparten la asignatura de Calculo en los primeros semestres de universidad, esto, con la
finalidad de determinar la contribucion a la practica docente. Los temas que trabajaron estan
relacionados con los temas que los estudiantes deben tratar en su primer curso de Célculo
diferencial en la universidad: concepto de derivada, calculo de maximos y minimos,

interpretacion de derivada, teoremas clave de la derivada, graficas de curvas y problemas de
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aplicacion. Las observaciones que comentan, con respecto a una encuesta que fue realizada,
es que prevalece el uso de solo un registro de representacion en la ensefianza de los temas,
privilegiando el registro algebraico — simbolico; los ejercicios son rutinarios y problemas
clasicos; no seleccionan problemas abiertos, no realizan demostraciones. En general, las

clases son expositivas y no permiten la interaccion entre alumno-alumno, docente-alumno.

Otras investigaciones involucradas con profesores muestran el interés de los profesores en
mejorar su practica docente, a través del uso de herramientas tecnoldgicas y/o ejemplos
concretos de mecanica clésica, posicion, velocidad y aceleracion, ademas de investigar sobre
las habilidades de comunicacion dentro del aula entre profesor-estudiante y estudiante-
estudiante (Gavilan, 2010).

1.2.3 Aprendizaje del concepto de derivada

En las investigaciones desarrolladas con estudiantes estas se han Illevado a cabo en el contexto
de aprendizaje y dificultades respecto al concepto de derivada, como la de Sanchez-
Matamoros, Garcia, y Llinares (2006) en la que se habla de la comprensién de la nocién de
derivada en estudiantes de bachillerato y primeros afios de Célculo en la universidad,
abordado desde la perspectiva de la teoria APOE (Accidn-Proceso-Objeto-Esquema).

Borji, Font, Alamolhodaei y Sanchez (2018) realizaron una investigacion con estudiantes
universitarios en el anlisis de comprension del problema: dada la grafica de la funcién, trazar
la gréfica de su derivada, en esta combinan la teoria APOS y OSA. Los resultados muestran
que la mayoria de los estudiantes tuvieron problemas importantes en el desarrollo de
construcciones mentales y en la realizacion del trabajo practico necesario para resolver el
problema, particularmente aquellas construcciones que deben realizarse para calcular la
derivada en los puntos criticos y para determinar la velocidad de la variacion de la inclinacion

de las lineas tangentes a una funcion, f(x).

Otras investigaciones se han desarrollado bajo la linea de pensamiento y lenguaje variacional
considerando que la comprension de la derivada se logra al relacionar este concepto con sus
fundamentos de variacion y cambio en el contexto didactico (e.g. Vrancken y Engler, 2014;

Dolores, 2016; Garcia, 2011); Dolores (1996) presenta el estudio de derivada en el que
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utilizan la modelacion, explicacion y prediccion de fendmenos que presentan variaciones. En
su trabajo se trata la relacion entre si de los conceptos de razon de cambio, razén de cambio
instantaneo y derivada de la funcién en un punto. Los conocimientos y habilidades por los
que se transita para la asimilacion del concepto son: resolver problemas sobre rapidez
instantanea de la variacion, resolver problemas sobre: direccion instantanea de la variacion y
tangentes a curvas, utilizar e interpretar correctamente el significado de la notacion con que
se reconoce a la derivada, poder sefialar ejemplos y contraejemplos sobre la existencia de la
derivada, calcular derivadas mediante los diferenciales (regla de los cuatro pasos), memorizar
la definicidn de derivada y las férmulas basicas de derivacion, calcular derivadas mediante
formulas y reglas y resolver problemas diversos conocidas las formulas y reglas de
derivacion. Para su investigacion concluye que los estudiantes que participaron lograron la
formacion de ideas variacionales y la comprension del concepto de derivada. Otra propuesta
desarrollada bajo esta linea de investigacion, Vrancken, Engler y Miller (2010) muestran de
una forma més clara su experiencia al trabajar con alumnos de su universidad del area de
ingenieria agrondémica. Las autoras concluyen que el concepto de derivada es un concepto
desarrollado para cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacion en fenémenos
de la naturaleza o de la practica. Mencionan, que, trabajar con fenmenos que presentan
procesos de cambio es de gran apoyo para lograr la profundidad en las concepciones que al
Célculo se refieren, pero se debe estar consciente de que esto no se logra de manera

instantanea.

Por su parte, Vrancken y Engler (2014) disefiaron una propuesta didactica para introducir el
concepto de derivada bajo la linea de pensamiento y lenguaje variacional. Los autores
sefialan que “la derivada refleja, con gran precision, una de las propiedades esenciales de los
fendmenos de la realidad: la rapidez de la variacién [y que esta se relaciona] con tres
nociones fundamentales: el cambio, la razén promedio de cambio y la razén instantanea de
cambio” (p. 3). Por tanto, en su trabajo se toman en cuenta las concepciones previas del
concepto de velocidad, el uso de graficas de las funciones para relacionar las ideas;
especialmente las que se relacionan con pendiente de recta secante y razon de cambio
promedio para concluir que al obtener el limite de las pendientes de rectas secantes se puede
establecer el concepto de derivada de la funcion en un punto. Otro de los elementos tedricos

que sustenta el trabajo de Vrancken y Engler (2014) es la utilizacion de registros de

18



Antecedentes

representacion (numérico, algebraico, grafico y verbal) para mejorar la comprension y
desarrollo del pensamiento visual. La secuencia didactica se desarrolla en dos partes, en la
primera, se trabajé con la nocién de razén de cambio promedio para posteriormente trabajar
situaciones donde la velocidad no es constante, esta transicion le permite integrar una
segunda parte donde se analiza la construccion de la derivada. Al contestar las actividades
los estudiantes utilizaron ideas, estrategias y procedimientos relacionados con el
pensamiento y lenguaje variacional. Una de las conclusiones de este trabajo es que las
actividades propuestas lograron motivar a los estudiantes, el trabajo en pequefios grupos
favorecio la movilidad del trabajo y la definicion de derivada surgio de forma natural a partir

de la necesidad de cuantificar cambios en un instante.

Garcia y Dolores (2016) trabajan el concepto de derivada con estudiantes de primer afio de
licenciatura a través de secuencias didacticas basadas en lo que denominan Pensamiento y
Lenguaje Variacional. Los autores disefiaron una secuencia para cada una de las tres fases
graduales en las que dividieron la toma de datos. En la primera fase se trabajaron conceptos
iniciales y fundamentales (;qué cambia?, ¢cudnto cambia?, ;coOmo cambia?), para que méas
adelante estos fueran utilizados al relacionarlos con el concepto de derivada. En la segunda
fase se trabajaron actividades para la formacion del concepto de derivada y sus
caracteristicas. En la Gltima fase se disefid la secuencia de manera gque se estableciera la
asimilacién y repaso del concepto. En estas actividades se trabajaron los registros: verbal
(que se presenta propiamente como el lenguaje matematico), numérico (al trabajar con
sucesiones numéricas), grafico (al trabajar con figuras o imagenes) y algebraico (con el uso
de expresiones algebraicas). El resultado que arroja la investigacion es que los estudiantes
gue muestran mejoria son los que asistieron a todas las sesiones programadas y participaron
activamente. Un obstaculo mostrado en esta investigacion es la cantidad de estudiantes con

los que se trabajé y la irregularidad de asistencia.

Otras investigaciones de la derivada se han desarrollado en torno a la relacion que existe
entre la funcion y sus derivadas sucesivas. Buendia y Ordofiez (2009) realizaron una
investigacion para una funcion y sus derivadas para funciones periddicas con el objetivo de

resignificar la relacién a partir de un contexto de variacion. A través de actividades que
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incluyen graficar, modelar o predecir se dieron significados a los comportamientos
periddicos en las variaciones de las funciones y se dieron algunos resultados; por ejemplo los
autores concluyen que en un contexto de variacion se adquieren mayores significados a los
comportamientos periodicos de las funciones. En Fuentealba, Sanchez-Matamoros y Badillo
(2015), se realizo una investigacion con estudiantes de Ingenieria y Matematicas todos ellos
ya habian tenido un acercamiento al Célculo. El objetivo de esta investigacion es analizar
como los estudiantes trabajan el concepto de derivada, a través de las implicaciones entre
f—f"y f— f".La primera actividad consiste en observar si a través de proporcionar
informacion analitica de f en términos de f’y f” los estudiantes pueden inferir informacion
como monotonia, concavidad, presencia de extremos relativos y puntos de inflexion. La
segunda actividad se presenta en modo grafico, en esta se solicita al estudiante calcular la
derivada en puntos especiales dada la gréfica de la funcién f y después se solicita dar un
esbozo de la grafica para la derivada. En la tercera actividad se proporciona la grafica de la
derivada y se solicita al estudiante esboce las posibles graficas de la funcion, sin embargo se
cree que los estudiantes solo podran establecer algunas caracteristicas sin considerar la
curvatura de la funcién, esta accién obliga a analizar la relacion entre la primera derivada y
segunda derivada. A partir de esta investigacion los autores encuentran que los estudiantes
relacionan los elementos matematicos entre f' con f"y que estas relaciones pueden ser
trasladadas a otros pares de derivadas sucesivas. Sin embargo, se muestran dificultades al

nr

establecer el uso directo entre f', f"'y f'"'. Estos autores concluyen que con actividades de
este tipo se favorece a los estudiantes para lograr una mejor comprension del concepto de

derivada.
1.2.4 La derivada en otras disciplinas

En su relacion con otras disciplinas, explicitamente en Economia, la derivada suele tener
distintas interpretaciones: costo marginal, ingreso marginal, utilidad marginal,
productividad marginal y tasa de impuesto marginal (Aryay Lardner, 1987 citado en Garcia,
Moreno, Badillo y Azcarate, 2011). Garcia, Moreno, Badillo y Azcarate (2011) presentan
una introduccion de la derivada en Economia conocido como analisis marginal. Para
introducir la derivada en esta area se consideran la interpretacion geométrica (pendiente de

la recta tangente a la curva en un punto) y la interpretacion verbal (razon de cambio
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instantaneo: velocidad instantdnea). En su trabajo muestran un ejemplo aplicado a la
economia con la finalidad de hacer que el estudiante y el docente tengan una visién mas
amplia sobre la utilidad de dicho concepto. Con base en este trabajo se sugiere: tomar en
cuenta el origen del concepto, consideran que este hecho tiene importancia dentro de la
didactica del mismo; que el docente aproveche el contexto para establecer relaciones
multidisciplinarias con respecto al concepto, ademas de implementar la importancia basada

en problemas.

Como lo muestran las investigaciones anteriores, prevalecen el pensamiento y lenguaje
variacional como una linea bajo la cual puede tratarse este concepto, ademas de que en todas
se menciona al menos dos formas de representar a la derivada; aunque algunas de sus
representaciones no necesariamente permiten la relacion entre fendmenos que representan
cambios. Por ejemplo, en su interpretacion geométrica se relaciona al valor numérico de la
derivada en un punto con la pendiente de la recta tangente en ese punto; esta representacion
parece introducir la idea de que la derivada es algo estatico, cuando esta representa un
concepto dinamico. Con respecto a los registros algebraico y numérico prevalece el uso de
la memoria; pues se evocan técnicas para hallar derivadas donde, de igual forma, no se
beneficia el aspecto variacional que el concepto pone en juego, dado que la relacion entre la
derivada y la variacion se trabajan en un apartado de aplicaciones (Dolores, 2006; Testa,
2004). Con lo analizado hasta el momento pretendemos desarrollar nuestro trabajo sobre la
linea de pensamiento y lenguaje variacional, admitiendo las diferentes representaciones en

las que este concepto puede ser presentado.
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Nuestro trabajo esta sustentado bajo la linea de Pensamiento y Lenguaje Variacional y los
registros de representacion semiotica de Duval. En este capitulo se hace una mencion breve
de la historia de la derivada desde el punto de vista variacional, ademés, se mencionan

algunos registros de representacion para la derivada.
2.1 Pensamiento y lenguaje variacional

El pensamiento y lenguaje variacional es una linea de investigacion desarrollada por un grupo
de matematicos educativos, encargada de estudiar la evolucion y desarrollo del lenguaje
alrededor de fenémenos que presentan variacion. Esta linea parte del estudio de procesos de
ensefianza y aprendizaje del Célculo, pues este se considera de caracter dinamico, en el que

se pueden modelar situaciones que varian (Cantoral y Hernadndez-Zavaleta, 2017).

Cantoral, Molina, y Sanchez (2005) mencionan la diferencia entre los términos cambio y
variacion:
La nocion de cambio denota la modificacion de estado, de apariencia, de
comportamiento o de condicion de un cuerpo, de un sistema o de un objeto;
mientras que la variacion, la estamos entendiendo como una cuantificacion
del cambio, es decir, estudiar la variacion de un sistema o cuerpo significa
ejercer nuestro entendimiento para conocer como y cuanto cambia el

sistema o cuerpo dado (p. 464).

Asi, un estudiante utiliza el termino variacional cuando reconoce el cambio de forma
cuantitativa y cualitativa del fendmeno u objeto que estéa estudiando. Por su parte, Dolores
(1996) afirma que “en la cuantificacion del cambio encuentran su razén de ser los conceptos
basicos del célculo, por eso muchos matematicos suelen caracterizar al calculo como la
matematica del cambio” (p. 3). Por tanto, la variacién es un eje a través del cual se han

realizado investigaciones para introducir el concepto de derivada.

El desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional es un proceso que se lleva a cabo en
tiempos prolongados, ademas de que, supone que el estudiante debe dominar los contenidos
de la matematica basica y los procesos de pensamiento asociados a este, ademas de exigir

rupturas con modos de pensamiento prevariacional. Otra caracteristica es que para el
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desarrollo de este pensamiento se debe tener un vasto conocimiento de las formas gréaficas
(Cantoral y Farfan, 1998).

Para esta investigacion hemos decidido utilizar la idea del Pensamiento y Lenguaje

Varicaional para tratar el concepto de derivada desde sus fundamentos.

2.1.1 La derivada estudiada desde la perspectiva de pensamiento y lenguaje

variacional

Como mencionamos antes, los comportamientos de fendmenos que presentan variaciones
son parte fundamental del estudio de Céalculo. La variacion esta intimamente relacionada con
Célculo, es en ella donde se generaron las ideas fundamentales que originaron el Calculo

diferencial.

Para la primera parte de esta seccion hemos decidido basarnos en el trabajo de Alanis (1996)
y Pulido (1997). Alanis (1996) elabord, aplicd y evalud secuencias didacticas basadas en
cuestiones epistemoldgicas y didacticas sobre el concepto de derivada. Con el analisis
epistemoldgico rescata el caracter variacional de la derivada a partir de la prediccion, para
llegar a lo analitico, en este transito utiliza las ideas de Newton, que lo llevaron a la invencion
del Calculo. Con el andlisis didactico trabajo la transicion de magnitudes constantes a
magnitudes variables propias del Calculo; teniendo como base actividades de Fisica. Por otra
parte, Pulido (1997) realiza una investigacion utilizando fenémenos de la Fisica que se
representan con diferenciales, como medio para llegar al concepto de derivada; todo ello, se

desarrolla con base en el Célculo desarrollado por Leibniz.

Los origenes 0 “invencion” del Calculo se atribuye a Newton y Leibinz, sin embargo, este
ha sido producto de una evolucion de distintos trabajos. No se puede negar que ellos dieron
una aportacion importante a partir de distintos trabajos que ya se habian realizado, sin
embargo, Alanis (1996) sefiala tres momentos importantes, antes del surgimiento del Calculo
de Newton: El primer momento esta marcado en la historia con el Colegio de Merton, cuyas
aportaciones esenciales fueron proporcionar las definiciones de velocidad uniforme y de
movimiento uniformemente acelerado; el segundo momento referente a Nicolas de Oresme,
quien relaciond a la variacion utilizando recursos geométricos. Por Gltimo, el momento en
que Galileo Galilei al tratar de responder la pregunta ¢;qué sucede cuando los cuerpos caen

al vacio?, establecié que “la distancia recorrida, por un movil que cae partiendo de una
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situacion de reposo, es proporcional al cuadrado del tiempo transcurrido” (p. 42). Donde
reconoce que el movimiento de los cuerpos que caen libremente es uniformemente

acelerado.

Una vez descritos estos tres momentos Alanis describe el trabajo de Isaac Newton, quien
relacioné a la matematica con modelos de dinamica celeste al plantear el problema de
predecir las posiciones y las velocidades en cualquier instante de tiempo para dos cuerpos
en el espacio, dicha investigacion ha contribuido en distintas teorias como la mecénica de

fluidos (Cantoral y Hernandez-Zavaleta, 2017).

Segun Alanis (1996), para trabajar lo que hoy conocemos como derivada, Newton utiliza el
término fluxién: una razon de cambio del movimiento. Comenta, ademas, que en el desarrollo
de la teoria del método de fluxiones; Newton considerd cantidades variables que van
fluyendo con el tiempo, a las que denomind fluentes y a las razones de cambio instantaneas
de las fluentes las llamo fluxiones; las cuales son las derivadas con respecto al tiempo de las
fluentes. Las fluentes las represent6 con letras x, y, ..., a las fluxiones con %, y, ... y a los
incrementos de las fluentes los represento con xo, yo, ..., a los que llam6é momentos,
consider6 a o como un incremento infinitesimal del tiempo. Su trabajo lo basd en dos

problemas fundamentales:

1. Determinar la velocidad de movimiento en un momento de tiempo dado.
2. A partir de la velocidad de movimiento determinar el camino recorrido en un tiempo
dado.

Ademas, Newton no utiliza el término de funcién, mas bien, considera la derivacion implicita

para dar solucidn a los problemas planteados.

En el Calculo que desarrolla Newton, un concepto protagonista es la cantidad de movimiento
o0 algo que fluye con el tiempo; donde las magnitudes se generan a través de movimiento

continuo y no por agregacion de cantidades.

Por otro lado, para Leibniz la derivada es una razén de diferencias muy pequefias, diferencias
infinitesimales y la llamo cociente diferencial (Alanis, 1996). El objeto de estudio del
Célculo para Leibniz son las curvas, al estudiar las relaciones entre las distintas cantidades

geométricas que varian (Pulido, 1997). Leibniz consider6 una curva como un poligono con
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infinitos lados, donde asocia a la sucesion de abscisas x;, x5, X3, ... con la sucesién de
ordenadas y;, y,, ¥, ... mediante los puntos (x;,y;) los cuales estan sobre la curva. A la
diferencia entre dos valores sucesivos de x la llamé diferencial de x, (dx), de forma similar
para la diferencia entre los valores sucesivos de y, (dy). A los lados del poligono que
constituyen la curva los represento por ds, bajo este proceso resulta el tridngulo
caracteristico (triangulo rectangulo que tiene lados infinitesimales) donde la hipotenusa de

este triangulo sobre la curva coincide con la tangente a la curva en el punto (x,y). La
. d . . .
pendiente de esta recta tangente, representada por d—i, es un cociente de diferencias que

Leibniz nombra como cociente diferencial.

Con la Teoria del método de fluxiones Newton representa el problema de diferenciacion
implicita de funciones y obtiene una ecuacion diferencial que expresa las leyes de un
movimiento (Valdés, 1998; Bingham, 1973) y aunque los diferenciales de Leibniz surgieron
al interior de la geometria estos han servido para estudiar fenémenos de fisica, por ejemplo

en la mecanica de los fluidos (Pulido, 1997).

Este estudio histérico y epistemologico de la derivada es lo que da origen a la idea del
pensamiento y lenguaje variacional, puesto que se observa la necesidad de cuantificar el

cambio mediante las diferencias (Dolores, 2006; VVrancken y Engler, 2014).

Cabe aclarar que para definir la velocidad de un objeto se considera la posicion que recorre
por unidad de tiempo, la direccidon y el sentido del desplazamiento, mientras, la rapidez es la
relacion entre el cambio de posicion recorrida y el cambio en el tiempo expresada en

nlmeros positivos.

. - . P A . ey .
La velocidad media, esta dada por la razén: V,, = A—Z‘t’, donde p y t son posicion y tiempo,
respectivamente. La velocidad instantanea, V; se define como una derivada en particular:

. A
V; = lim =
At—0 At

Este tipo de pensamiento también se analiza a través de las graficas, dado que la velocidad

media se asocia con la inclinacion y la pendiente de la gréafica.
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|plt, + ) = p(t)

i t

L 4

t t, +h

Figura 2.1. Interpretacion de la tangente como cociente de diferencias

En laFigura2.1. Se proporciona la gréfica de una funcion, p(x). Se observa que Q(t;, p(t1)),
R(t; + h,p(t; + h)), y el tridngulo con hipotenusa QR tiene como altura p(t; + h) — p(t,).
Por tanto,

_p(ey+h)—pty) pt+h)—(t1)
 t+h—-t; h

tana

La tan a representa la pendiente de la curva que pasa por Q y por R. Si el valor de h se acerca
a cero entonces el punto Q se mueve hacia el punto R, de manera que, la tan a se convierte

en la pendiente de la recta tangente a la curva en Q. Bajo esta consideracion se llega a:

p(ty + h) —p(t;)
Mign = hl_r)% A

.. . A
Lo cual coincide con V; = lim =2
At—0 At

Asi, la velocidad media se asocia con la pendiente de la secante a la curva que representa la

funcion posicion-tiempo y la velocidad instantdnea como la pendiente de la recta tangente

en un punto de la gréafica.
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p(t), Mayvor velocidad

Menor velocidad

L 4

Figura 2.2. Comparacion de velocidades utilizando la pendiente

La Figura 2.2 muestra la comparacion entre la pendiente de la recta y que se puede decir con
respecto a la velocidad. Utilizando esta relacion se pueden analizar los cambios en la

variacion de un fendbmeno.

La revision de literatura que hemos hecho en este y en el capitulo anterior sugiere que estudiar
el concepto de derivada bajo un contexto de variacion, dota a los estudiantes de habilidades
para modelar, predecir y explicar fendbmenos, ademas de lograr una mejor comprension del
concepto en cuestion. Buendia y Ordofiez (2009) afirman que “estudiar qué es lo que varia
y como, en fendmenos cambiantes permite dotar a la derivada de significados que se alejan
del manejo de formulas de derivacion, hecho al cual se suele limitar su ensefianza” (p.8). Los
fendmenos que presentan procesos de cambio apoyan en la comprensién de algunos
conceptos de Célculo, sin embrago, es necesario realizar este tipo de actividades de una forma
gradual. Por todo esto hemos decido tomar esta linea de trabajo para abordar la nocién de

derivada en el aula de bachillerato.
2.2 Registros de representacion

Los sistemas de representacion son producciones gque involucran signos, imagenes o reglas
que un individuo utiliza para mostrar la concepcion que tiene sobre un objeto matematico.
Esta relacion se da de forma interna y externa, es decir, representaciones que surgen en la
mente al pensar en un concepto matematico y que pueden ser exteriorizadas de alguna forma.
Las representaciones externas son las que tienen un soporte fisico y son parte importante en
la construccion de la ensefianza, aprendizaje y comunicacion de conocimiento en el ambito
matematico (D’ Amore, 2004; Rico, 2009; Garcia, 2011). Para Duval (2006) un registro de
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representacion, es un sistema de representacion que permite realizar la formacion de una
representacion identificable como la representacion de un registro dado, la transformacion
de la representacion en otra representacion y la transformacion de la representacion dentro
del mismo registro donde se establecid. Asi, un registro de representacion semiotica debe
permitir las actividades cognitivas: formacion, tratamiento y conversion. Una parte
importante del trabajo con registros de representacion es la coordinacion interna entre ellos

como un elemento para garantizar el aprendizaje de los estudiantes (Guzman, 1998).

Rico (2009) menciona que las representaciones matematicas estan formadas por signos o
gréaficas que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos, de manera que, a
través de ello los estudiantes abordan e interacttan con el conocimiento matematico. Guzman
(1998) dice que en matematicas las notaciones simbdlicas para los objetos, escrituras
aritméticas, légicas y funcionales que se relacionan con el lenguaje natural, asi también las
figuras geométricas, graficas cartesianas, diagramas, etc. constituyen los signos para poder
manipular el objeto matematico. Los signos no son prioritarios para representar objetos, sino
para poder ser sustituidos por otros y esta representacion debe realizarse de acuerdo al
objeto/concepto matematico en cuestion (Guzman, 1998).

Estos registros se refieren a distintas formas de representar un mismo objeto matematico y
se les da distintos nombres, algunos de estos son: verbal, numérico, grafico, geométrico,

etc.

A manera de ejemplo, se muestran distintas representaciones semioticas de un objeto en

distintos registros semiéticos:

Objeto: Ecuacién de primer grado

Registro semidtico Representacion semidtica

Todos los nimeros reales multiplicados por tres y al

resultado se le suma cinco.
Verbal

Todos los nimeros reales que pertenecen a la recta

que pasa por (0, 5) con pendiente 3.
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La recta con ordenada al origen 5 y pendiente 3.

Recta que tiene pendiente 3 y corta al eje Y en 5.

y=3x+5

Algebraico 3x—y+5=0

{(x,y)lx € R,y = 3x + 5}

f

Grafico :

Tabla 2.1. Registros de representacion del objeto ecuacion de primer grado.

La conversion es una transformacion de una representacion dada en un registro a una
representacion dada en otro registro distinto. En el ejemplo anterior la conversion se da entre
el registro algebraico al registro grafico con la representacion y = 3x + 5 a la gréafica de la
funcién. La conversion entre registros debe ser congruente entre el registro con el que se
inicia y el de llegada, y en muchas ocasiones esta congruencia no resulta facil para los
estudiantes (D’ Amore, 2004).

La transformacién o coordinacion dentro de la representacion de un mismo registro se
denomina tratamiento de una representacion. En el ejemplo anterior se realiza un tratamiento
en el registro algebraico cuando se realiza el despeje de la variable y de la ecuacién 3x —
y + 5 = 0. La siguiente tabla es un ejemplo que se presenta en De Herrero (2004) donde se
muestra el tratamiento y la conversion entre los registros verbal, algebraico y grafico de un

sistema de ecuaciones.
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Registro verbal

Registro
algebraico

Registro grafico

El valor de la entrada al cine cuesta
el doble del valor de la entrada al
parque. Ademas, el cine cuesta 5
pesos mas que la entrada al parque.
¢ Cuanto cuestan las entradas al cine

y al parque?

{c=2p
c=p+5

El valor de la entrada al parque
cuesta la mitad del valor de la
entrada al cine. Ademas, la entrada
al parque cuesta 5 pesos menos que
la entrada al cine. ¢{Cuanto cuestan

las entradas al cine y al parque?

El valor de la entrada al cine menos
el doble del valor de la entrada al
parque es cero. Ademas, la
diferencia entre el valor de la
entrada al cine y el valor de la
entrada al parque es de 5 pesos.
¢ Cuanto cuestan las entradas al cine

y al parque?

{c—2p=0
c—p=

Tabla 2.2. Tratamiento y conversion de un sistema de ecuaciones.

Como se observa en los ejemplos, es indispensable que el estudiante realice la coordinacién
dentro de un mismo registro y la conversion entre los distintos registros de representacion
como parte fundamental de la actividad matematica, pues no se puede trabajar con un unico
registro sin realizar el tratamiento o coordinacion dentro del mismo. Es sabido que dentro de
la ensefianza de la matematica se considera que los estudiantes realizan esta coordinacion de
una forma fluida y natural sin tomar importancia al grado de dificultad que este hecho
representa (De Herrero, 2004) y es aqui donde el docente deberia detenerse para dar méas
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apoyo a los estudiantes, dado que, los registros de representacion deben permitir la
manipulacion y transformacion dentro de un mismo registro y/o permitir la transformacion
total o parcial a otro registro, puesto que si un estudiante logra articular al menos tres registros
de representacion de un concepto matematico, entonces puede decirse que ha comprendido

el concepto matematico (Duval, 2006; Rico, 1999).

Son distintas las investigaciones que se desarrollan en torno a los registros de representacion
sobre cuestiones como las dificultades de las diferentes representaciones del concepto de
funcién (Hitt, 1998), el de limite (Blazquez y Ortega, 2001). Ademas, trabajos como el de
Dolores, Chi, Canul, Cantu y Pastor (2009) utilizan el lenguaje comdn de situaciones que
muestran variacion para establecer la forma grafica mostrando que, a pesar de utilizar
representaciones para un concepto estas no siempre muestran las concepciones idoneas en

cuanto al aspecto matematico se refiere.
2.2.1 Registros de representacion asociados al concepto de derivada

Con respecto a la derivada, como se muestra en el capitulo anterior, distintas investigaciones
(e. g. Vrancken, 2011; Garcia, 2011; VVrancken y Engler, 2014; Sanchez-Matamoros, Garcia
y Llinares, 2008), reconocen los registros de representacion como una herramienta

importante para asignar significados a este concepto. Por ejemplo:

o Verbal, en el que se presenta propiamente como parte del lenguaje matematico.

e Numérico, se hace énfasis de sucesiones numéricas, se puede obtener la derivada
como una sucesion de cocientes diferenciales en un intervalo, cuando una variable
aumenta y la otra se queda fija.

e Algebraico, en €l se hace uso de expresiones algebraicas para este concepto, se
establece como el limite del cociente diferencial cuando las diferencias en X se
aproximan a cero. Entendemos esta representacion como analitica.

e Grafico, donde se apoyan con figuras o imagenes en el plano cartesiano, dentro de
este registro se pueden hacer transformaciones, por ejemplo pasar de la grafica de la
funcién a la grafica de su derivada y viceversa, como pendiente de la recta tangente

a una curva.
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En la siguiente tabla mostramos algunos registros semioticos para la derivada con sus

respectivas representaciones:

Objeto: Derivada
Registro semidtico Representacion semiotica
Razon de cambio instantaneo
Velocidad instantanea en un punto
Verbal
Pendiente de la recta tangente a un punto
sobre la curva
_v(ty) —v(t)
lim ————
tz—)tl tz - tl
 flx+Ax) - f(x)
lim
Ax—0 Ax
Algebraico
_ fla+Ax) —f(a)
lim
Ax—0 Ax
Geométrico

Tabla 2.3. Algunos Registros de Representacién para el objeto derivada.

La derivada en algunas de sus representaciones no necesariamente permite la relacion entre
fendOmenos que representan cambios. Por ejemplo, en su interpretacion geométrica se
relaciona al valor numérico de la derivada en un punto con la pendiente de la recta tangente

en ese punto, esta representacion parece introducir la idea de que la derivada es algo estatico
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cuando esta representa un concepto dindmico. Con respecto a los registros algebraico y
numerico prevalece el uso de la memoria pues se evocan técnicas para hallar derivadas donde
de igual forma no se beneficia el aspecto variacional que el concepto pone en juego dado que
la relacion entre la derivada y la variacion se trabajan en un apartado de aplicaciones
(Dolores, 2006; Testa, 2004).
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3.1 El disefio metodoldgico

En cuanto a la educacion se refiere, los profesores deben involucrarse en un proceso de
mejora continua, sin embargo existe una marcada separacion entre la ensefianza y la
investigacion debido a que la segunda parece centrarse mas en las teorias sobre educacion
dejando de lado la préactica educativa (Latorre, 2007). Es por eso que hemos decido abordar
un disefio metodoldgico que ponga de relieve el papel del profesor como investigador en su

propia aula, enfatizando la importancia de convertirse en un profesor reflexivo.

Generamos un disefio metodolégico de Investigacion-Accion basado en algunas
caracteristicas fundamentales mencionadas por Elliott (2005), quien dice que el objetivo
primordial de este tipo de investigacion “consiste en mejorar la practica en vez de generar
conocimientos” (p. 67). En este sentido, analizamos algunas caracteristicas de la
Investigacion-Accion mencionadas por Elliott (2000) para valorar la pertinencia de usar este
tipo de disefio en nuestro trabajo:

e “Se relaciona con los problemas précticos cotidianos experimentados por los
profesores” (p. 24). Con relacion a esta caracteristica el problema ha sido planteado
por la profesora a cargo de la asignatura y surge directamente de una preocupacion
personal observada en su experiencia profesional en cuanto a la forma tradicional de
abordar el concepto de derivada, la cual desemboca en procesos algoritmicos y
algebraicos como se menciond ya en la introduccion.

e Su propdsito es “profundizar la comprension del profesor (diagnéstico) de su
problema” (p. 24). El desarrollo de este trabajo de investigacion me ha permitido
reflexionar y analizar distintas perspectivas y propuestas didacticas para el abordaje
de este concepto, asi como reconocer caracteristicas profundas del mismo para hacer
de él un objeto de ensefianza y aprendizaje.

e “Interpreta lo que ocurre desde el punto de vista de quienes actlan e interactuan en
la situacion problema” (p. 25). La actuacion e interaccion se llevan a cabo entre
estudiantes y estudiantes-profesora y como se mostrara en el capitulo de analisis, se
ha realizado una interpretacion profunda del fendmeno que nos hemos planteado

observar.
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e “Considera la situacion desde el punto de vista de los participantes, describird y
explicara lo que sucede con el mismo lenguaje utilizado por ellos” (p.25). En nuestra
investigacion las producciones escritas por los estudiantes se analizan y discuten a
partir del lenguaje de los mismos estudiantes, el analisis de las evidencias se lleva a
cabo contemplando el lenguaje de los estudiantes y a partir del sustento tedrico de

nuestro trabajo. Esto se abordara de manera profunda en el siguiente capitulo.

Elliott (2005) propone un modelo de Investigacion-Accién que nos ha servido de pauta para

realizar este trabajo de investigacion:

1. Identificacion de la idea inicial.
2. Reconocimiento (Descubrimiento y andlisis de los hechos).
3. Plan general
e Paso 1 de laaccion.
e Paso 2 de la accion.
4. Implementacion del paso 1.
5. Revision de la implementacion y sus efectos.
6. Reconocimiento (explicacion de fallos en la implementacion y sus efectos).

En capitulos anteriores hemos descrito lo correspondiente a los puntos 1y 2, en este capitulo
abordaremos la descripcion del Plan general de investigacion y la forma en la que se
implementa la investigacion. En los capitulos de anélisis y conclusiones mostraremos lo

correspondiente al punto 5 y 6 respectivamente.
3.2 El disefio de secuencias didacticas como recurso didactico

Aunque el disefio de secuencias de trabajo es una practica habitual de profesor, generalmente,
esta se realiza de manera artesanal, basandose en creencias o concepciones sobre el contenido
y sobre cdmo se ensefia y aprende. Frecuentemente, como profesores tomamos en cuenta
factores como: nivel de ensefianza en la institucion, realidad en el aula, experiencias de
alumnos y profesores, etcétera; lo cual nos lleva a pensar que una secuencia didactica podria
funcionar para determinado grupo de estudiantes y para otros no, pues estas se elaboran de

acuerdo a caracteristica puntuales que reconoce el profesor.

36



Metodologia

Sin embargo, existen trabajos de investigacion que ofrecen elementos para generar

secuencias basadas en fundamentos tedricos como los que proporciona Fernandez (1999):

Seleccionar lo que hay que saber, tomando en cuenta el curriculo, los intereses de los
alumnos, asi como sus conocimientos y habilidades. En nuestro caso, por ejemplo,
hemos elegido el concepto de derivada como parte fundamental del Célculo. pero
también como un concepto transversal que permite ser introducido desde la variacion
y el cambio.

Proporcionar actividades que faciliten a los estudiantes el conocimiento del objeto
en cuestion. Estas actividades deben desarrollarse considerando la importancia del
concepto, la incidencia en el resto del curso y de otros cursos, asi como la utilidad
social que este tenga. Deben dar respuesta a los objetivos que desde un inicio se
establecieron, ademas de fomentar el interés durante el desarrollo de las mismas.
Estas actividades deben separarse en actividades de iniciacién, desarrollo y de cierre.
La actividad de inicio de nuestra secuencia plantea la construccion de una grafica y
en lo posterior se da el analisis de otra grafica que el docente propone. La idea de esta
actividad es que los estudiantes de alguna forma hagan el anélisis con gréficas, que
suponemos les permitira observar cual es la relacion entre el concepto en cuestion
con otras asignaturas, ademas de comprender los fundamentos en los cuales se
sustenta el concepto de derivada.

Seleccionar los objetivos de acuerdo a lo que se ha propuesto en las actividades y a
lo que se analizé dentro de la teoria. Los objetivos deben ser acordes con el marco
tedrico bajo el cual se sustenta el trabajo. Para nuestra investigacion, en particular nos
interesa ver como los estudiantes enfrentan una situacion de variacion como forma
de analizar el concepto de derivada, por lo que disefiamos una secuencia que propicie

el trabajo con aspectos relativos a la variacion.

Para Fernandez (1999) la secuencia didactica surge de la necesidad de organizar la ensefianza

y el aprendizaje, y se ve condicionada por las personas que la elaboran de acuerdo a los

objetivos que se persigan y el contexto en el cual se aplique. Ademas, las secuencias

didacticas deben reunir los procesos de investigacion educativa, ser creativas, permitir el

descubrimiento, ademas del trabajo en equipo.
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Por otra parte, Tobon, Pimienta y Garcia (2010) nos dicen que una secuencia es un conjunto
de actividades de aprendizaje y evaluacion que se disefian para que el docente tenga la
funcion de guia de los estudiantes en la adquisicion de nuevos conocimientos que,
posteriormente, pueden ser evaluados para mejorar el aprendizaje y comprension de un tema
0 concepto. Ademas, para el planteamiento de las actividades se deben tener en cuenta tareas
y preguntas que representen un reto a los estudiantes, representar contradicciones y contribuir
a que ellos hallen soluciones o propongan conjeturas de forma independiente, lo cual obliga

a que los estudiantes reflexionen acerca del proceso de aprendizaje que estan siguiendo.

Tomando en cuenta estas aportaciones, en este trabajo usaremos el termino secuencia
didactica para referirnos a una herramienta didactica que sirve para hacer frente a problemas
que se observan en el aula, y que se encuentra conformada por una serie de actividades que
relacionan a los procesos de ensefianza-aprendizaje; ademas de que establece vinculos entre

la teoria y las situaciones del mundo real.
3.3 El método

La naturaleza de los datos y el enfoque interpretativo bajo el cual hemos decidido abordar la
investigacion nos conduce a utilizar un enfoque cualitativo de analisis de los datos. Dado que
en nuestra investigacion nos interesa analizar como comprenden los estudiantes situaciones
que presentan variaciones como fundamento para el concepto de derivada, hemos decido
utilizar un método de tipo cualitativo, que permita elaborar un informe minucioso de los
resultados que se observen en dicha investigacion, para que pueda servir de apoyo a otros
docentes. Para esto utilizaremos la llamada teoria fundamentada que, como su nombre lo
indica, genera teorias con fundamento en los datos que se recopilan. Los datos se recogen a
través de observaciones y entrevistas utilizando distintas fuentes como documentos, escritura
creativa, articulos de periddicos y diarios (Mayan, 2001). Dentro de este método se hace uso
del método de comparacion constante, lo cual supone hacer un analisis de los datos de forma

simultanea para producir conceptos a través de la creacion de categorias.
3.3.1 Métodos e instrumentos de recoleccion de datos

Como mencionamos antes, la investigadora es también profesora de Calculo en un grupo que
cursa el tercer afio de bachillerato en la preparatoria Emiliano Zapata BUAP. En este grupo,

gue se escoge como grupo de informantes, los estudiantes han elegido alguna carrera de
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Ciencias exactas o Ingenieria para continuar sus estudios al concluir este nivel educativo. El
grupo esta integrado por 27 estudiantes con edades entre 16 y 18 afos. Dentro de las
asignaturas que deben cursar estd Calculo Diferencial e Integral, como asignatura optativa,
en el tercer afo de bachillerato. Por otro lado, es importante mencionar que las asignaturas
de Fisica: Fisica general, Fisica para ingenieria y Temas selectos de Fisica, todas
correspondientes al tercer afo, son asignaturas donde el estudiante pudo haber trabajado con

el concepto de derivada sin considerar los fundamentos del mismo.

La secuencia se aplicé como parte de los trabajos normales del curso 2016-2017 de Calculo
Diferencial e Integral. La aplicacion se llevo a cabo a lo largo de dos semanas repartidas en
cuatro sesiones de cien minutos cada una. Para la primera sesion se integraron nueve grupos
de trabajo, de forma que en cada grupo estuviera un estudiante con habilidades matematicas
alto, medio y bajo; estos equipos se mantuvieron durante dos sesiones mas y en la ultima
sesion el trabajo se realiz6 de forma individual. En adelante, nos referimos a los equipos

como “Equipo #” y a los estudiantes como “E#”.

Dado que nuestra finalidad no solo es generar conocimiento, sino mejorar la practica
educativa a través de herramientas que nos permitan desarrollar las habilidades de los
estudiantes en torno a los conceptos que se manejan en el curriculum de Célculo, y que el
estudio se utiliza un disefio metodoldgico Investigacion-Accion, el profesor a cargo del
grupo, que también es parte del equipo de disefio y analisis de la secuencia, fungié como
mediador durante todo el proceso de recoleccion de datos, esto significa que surgid la
necesidad de recurrir al método de observacion participante (Elliott, 2005).

El método de observacidon participante unifica la investigacion, el perfeccionamiento de la
practica y el desarrollo de las personas en su ejercicio profesional, ademas de establecer un
puente entre la teoria y la préctica, integra ensefianza y desarrollo del profesor, Y tiene
ventajas como que el investigador conoce el contexto (Kawulich, 2005). Entre las
desventajas mas mencionadas esta los prejuicios y sesgos que el investigador puede dar en
torno a la investigacion (Kawulich, 2005), sin embargo, esto no representa un obstaculo
metodologico en tanto que, para evitar estos sesgos y controlar la subjetividad se recurrié a

un metodo de triangulacion de investigadores, en el cual participan en la investigacion varios
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observadores que opinan sobre el analisis para detectar o minimizar los sesgos que introduce

la propia persona del investigador (Carrillo y Mufioz-Catalan, 2011):

“Para Hammersley y Atkinson (1995) este tipo de triangulacion se promueve
mediante la formacién de equipos de investigacion, y se veria potenciada por la
existencia de observadores que adoptaran roles diferentes en el campo o que fueran

muy diferente entre si” (p. 94).

Elliott (2005) proporciona una relacion de técnicas y métodos que ayudan a conseguir

pruebas durante la investigacion que hemos utilizado para la recoleccion de datos:

e Andlisis de documentos: En nuestra investigacion utilizamos cuestionarios que los
estudiantes contestaron y que son evidencias escritas generadas en los equipos
durante las sesiones de trabajo.

e Grabaciones en audio, video y transcripciones: se utilizo el video para grabar las
clases totalmente. Esta grabacion estuvo a cargo de dos observadores, que en todo
momento manejaron la cdmara tratando de grabar momentos interesantes, como
intercambio de ideas entre estudiantes o entre estudiantes-profesor, pero no
interactuaron con estudiantes ni profesor. De estas grabaciones y videos se realizaron
transcripciones.

e Utilizacidn de observadores externos: dos personas realizaron la grabacion de video,
de manera que se captaran los momentos mas significativos del concepto que se

estaba trabajando.

3.3.1.1 Secuencia didactica para introducir el tema de derivada en

bachillerato

Como hemos mencionado antes, los trabajos de investigacion revisados en el apartado de
antecedentes nos sugieren la idea de realizar una secuencia didactica desde la perspectiva del
estudio de situaciones de variacion y cambio, que permitan identificar puntos criticos y
variaciones en un contexto de movimiento, ademas de ayudarnos a estructurar la secuencia
en cuanto al nimero de actividades que se propusieron y lo que se solicita en cada una, asi

como la cantidad de estudiantes a los que se aplicaria. Hemos agregado tambien el trabajo
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con distintos registros de representacion para la derivada para ayudar al estudiante a manejar

el tema desde distintos enfoques.

Considerando que la practica matemaética necesita apoyarse de situaciones que se observen
en un contexto cotidiano, propusimos un planteamiento donde se contextualiza una situacion
fisico real, en la que existen diferentes cambios de velocidad. Ademas, Dolores (2006)
menciona que la derivada encuentra su esencia en la variacion, pues permite determinar

cuénto cambia una variable respecto a otra variable en un instante dado.

Asi, la secuencia did4ctica que disefiamos consta de tres actividades utilizando la siguiente

situacion como base para el trabajo general:

Juan sale de su casa para ir a estudiar a casa de su compafiero. No es necesario
tomar el camidn, pues su amigo vive en una colonia préxima a la suya. Cuando
sale de casa contesta un mensaje avanzando con paso lento los primeros 250
metros, en cuanto envia el mensaje continta caminando mas rapido. Cuando
han transcurrido 8 minutos recuerda que olvido su libreta y regresa a casa
corriendo. Llega a casa, toma su libreta y, como ya es tarde, camina a la esquina

y espera 3 minutos para tomar un taxi que lo lleva a la casa de su compafiero.

En la secuencia hemos puesto especial atencién en la representacion grafica de la derivada
dado gue en Calculo las graficas son utilizadas como herramientas privilegiadas para analizar
comportamientos de funciones como concavidades, crecimiento, maximos o minimos,
etcétera (Suarez y Cordero, 2010). Suarez y Cordero (2010) utilizan las graficas para estudiar
cémo varia la posicién y las relaciones entre velocidad y aceleracién, con lo cual establecen
un significado de la variacion mediante la modelacion-graficacion. Flores (2007) menciona
que las graficas funcionan como estrategia para el analisis de funciones en contextos
matematicos y extramatematicos. Por su parte, Dolores (2009) menciona que las gréaficas,
ademas de servir como herramientas didacticas que proporcionan informacion, son utiles en

el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes.

Las actividades que proponemos permiten a los estudiantes analizar diferentes escenarios de
variacion: ¢qué magnitudes cambian?, ¢cuanto cambian? y ;como cambian?. En estas, se

acerca al estudiante a la necesidad de establecer una forma para analizar las variaciones entre
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las magnitudes, por medio del anélisis de razones de cambio donde establecera la relacion

entre pendiente de una curva y razon instantanea de cambio.

Tomando en consideracidn los resultados obtenidos por Vrancken (2011) y Dolores (2009),
esperdbamos que los estudiantes utilizaran conceptos como el estudio de la variacion
mediante la razon de cambio, velocidad media, razon de cambio media, relacién con la recta

secante, velocidad instantanea, razon de cambio instantanea y relacion con la recta tangente.

En resumen, se busca que la secuencia propicie que el estudiante pueda inferir qué es lo que
ocurre en diferentes intervalos de tiempo y modelar la situacién a partir de una gréafica, para
posteriormente analizar los intervalos de tiempo propuestos y llegar al analisis puntual y que
cada una de estas fases lo lleve a construir una nocién general de derivada como aquella que

nos indica la razon de cambio instantanea entre dos variables.
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Secuencia Didactica

Actividad 1

Instrucciones: Traza la grafica posicion —tiempo que representa el movimiento de Juan

en la siguiente situacion.
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Juan sale de su casa para ir a estudiar a
casa de su comparfiero. No es necesario
tomar el camidn, pues su amigo vive en
una colonia proxima a la suya. Cuando
sale de casa contesta un mensaje
avanzando con paso lento los primeros
250 metros, en cuanto envia el mensaje
contindla caminando maés rapido. Cuando
han transcurrido 8 minutos recuerda que
olvido su libreta y regresa a casa
corriendo. Llega a casa, toma su libreta y,
como ya es tarde, camina a la esquina y
espera 3 minutos para tomar un taxi que lo

lleva a la casa de su compafiero.
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Actividad 2 parte |

Instrucciones: Observa la siguiente grafica que representa el movimiento de Juan a
través de la comparacién de posicion contra tiempo. Contesta cada una de las preguntas

y justifica tus respuestas.

posicion

AR v

tiempo

¢En qué seccidn o secciones cambia su posicién mas rapido?

¢En qué momentos esta inmovil?
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¢En esta gréfica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta.

¢Como es la velocidad en la seccion 11 con respecto a la de la seccion VII? Justifique.

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion 1l donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algun intervalo de la seccion VII.

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la

seccidn Il sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.
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Actividad 2 parte 11

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en intervalos
especificos para analizar como varia la velocidad en determinados puntos. Justifica

cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccidn 11 la curva presenta un cambio de concavidad en b, ¢qué significa este

cambio de concavidad con respecto al movimiento de Juan?

¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de a a b?
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¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢?

¢Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

Si tomas dos intervalos cualesquiera, ¢qué caracteristicas deben de tener para concluir que

en alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?
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Actividad 3

Instrucciones: Dada la gréfica, posicion contra tiempo, analiza coémo es la velocidad en

el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique su respuesta.

posicion

tiempo
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3.3.1.2 Andlisis a priori de la secuencia didactica para introducir el tema

de derivada en bachillerato
Actividad 1. Coordinacion entre el registro gréafico y verbal

Con la finalidad de tener un margen de accién del investigador con respecto a las posibles

respuestas de los estudiantes, se realizé un analisis a priori de la actividad.

En laactividad 1, nuestra intencion fue utilizar el enunciado para propiciar que los estudiantes
trabajaran la coordinacién entre el registro verbal y registro gréafico, ademas de plasmar en la

grafica como se comporta la curva cuando existen variaciones y cambio.

Actividad 1.

Instrucciones: Traza la grafica posicion — tiempo que representa el movimiento de Juan en

la siguiente situacion:

Juan sale de su casa para ir a estudiar a casa de su

AW TS e compariero. No es necesario tomar el camion, pues
& Yo e
= = Lol su amigo vive en una colonia proxima a la suya.
¢ BARRIO DE 5
SANIIAGO Yon o7 s Cuando sale de casa contesta un mensaje
g e Qf-‘f,. - H—r:‘\ \F:r‘ .
) & N avanzando con paso lento los primeros 250 metros,
,\”“C ¢ Catedral , . .. .
f. o en cuanto envia el mensaje continGa caminando
ITAS & . . .
mas rapido. Cuando han transcurrido 8 minutos
'OLCANES ,”r , recuerda que olvido su libreta y regresa a casa
7 o corriendo. Llega a casa, toma su libreta y, como ya
@ (@ casa de Juan 4, .

“Shy es tarde, camina a la esquina y espera 3 minutos
Google

para tomar un taxi que lo lleva a la casa de su

compariero.

La interpretacion grafica que los estudiantes proporcionen permitira obtener informacion
acerca de posibles interpretaciones que haran del problema, como por ejemplo: si realizaron
consideraciones sobre las variables que intervienen, la escala de la gréfica o las distancias

recorridas en los diferentes intervalos de tiempo (Flores, 2007). En nuestro caso nos interesa
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que los estudiantes realicen los trazos considerando cada uno de los intervalos que de manera
implicita proporciona el problema. Ademas se espera que los estudiantes utilicen expresiones
como: “si camina despacio el tiempo aumenta”, “si corre la distancia aumenta y el tiempo
disminuye”, “debe haber un tiempo en que no avanza”, “la distancia que recorre en distintos
intervalos de tiempo es diferente”, “siempre avanza la misma distancia”, “cuando regresa a
casa tiene que llegar al punto (0, 0) en el plano cartesiano”, etcétera. De acuerdo a esto
establecemos que se realizaran distintas graficas, que, en algunos casos partiran de los
conocimientos adquiridos en su vida cotidiana y en la escuela, y en otros de conocimientos

erroneos adquiridos de su entorno (Flores, 2007).

A continuacién mostramos algunas de las gréficas que consideramos los estudiantes podrian

proponer:

p(t) 4

kL

Figura 3.1. Grafica donde se excluyen algunos momentos.

La Figura 3.1 muestra una grafica en la que no se consideran todos los momentos de la
situacion de Juan, pensamos que los estudiantes tendran dificultad para visualizar todos los

momentos, sobre todo donde se permanece en un mismo lugar.
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p(t) 4

kL

Figura 3.2. Grafica con velocidades constantes.

La Figura 3.2 proporciona una grafica donde los estudiantes identifican todos los momentos

presentados en la situacion de Juan y que ademas suponen velocidades constantes.

p(t) 4

L 4

Figura 3.3. El tiempo regresa.

La Figura 3.3 nos muestra una grafica donde identificaran algunos intervalos presentados en
la situacidn, sin embargo la importancia radica en observar que los estudiantes puedan trazar

la gréafica sin considerar que el tiempo no regresa.

Puede observarse que en ninguna de las gréaficas se presenta la ubicacion de la casas, de Juan
y de su compafiero, pues creemos que los estudiantes consideraran de manera implicita las
casas como referencia para trazar la grafica o que quiza no sean tomadas en cuenta. No se
descarta la posibilidad de que los estudiantes tracen la grafica de distancia contra tiempo.

Para apoyar a los estudiantes a que realicen la grafica solicitada se les haran preguntas guia.
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Una vez que los estudiantes realicen los trazos de su gréafica, se analizara alguna grafica y se
discutird de forma grupal, si representa el movimiento planteado en el problema o en caso

contrario se haran modificaciones.
Actividad 2. Analisis global y puntual

El objetivo de la actividad 2 es que los estudiantes realicen el andlisis de manera global al
trabajar por secciones sin tomar en cuenta el tamafio, en cuanto a tiempo, que hay en cada
una de ellas. Una vez que hayan trabajado con las secciones se realizara el analisis en
intervalos. En el cambio de secciones a intervalos inferimos que el estudiante iba a tomar
intervalos del mismo tamafio para realizar dicho analisis, en este caso se puede orientar para
que elijan intervalos de diferente tamafio y que expliquen como deducen que en un intervalo
la velocidad es mayor que la velocidad en otro intervalo. Se espera que los estudiantes
establezcan la relacién de cambio que hay en la distancia con respecto al cambio que hay en
el tiempo, y de esta forma llegar al concepto de velocidad de cambio promedio. La rapidez
o velocidad promedio de cambio se introducen con el propoésito de que los estudiantes
obtengan un recurso para cuantificar el cambio de una variable respecto de otra en
intervalos grandes (Dolores, 2009). La actividad crea una relacion entre el registro verbal
(problema planteado) y el registro grafico debido a que se solicita un reconocimiento global
y puntual, pues el estudiante debe excluir los diferentes trazos visuales para identificar los
que corresponden a determinado tipo de movimiento. Ademéas de que se realiza la
coordinacion entre los registros grafico y analitico cuando se toma la grafica y se establece
que la razon de cambio promedio puede verse como la pendiente de la recta secante en dos
puntos dados (Duval, 2006).

Actividad 2. Parte 1. Analisis global

Instrucciones: Observa la siguiente grafica que representa el movimiento de Juan a traves
de la comparacion de posicién contra tiempo. Contesta cada una de las preguntas y justifica

tus respuestas.

1. ¢En qué secciobn o0 secciones

cambia su posicién mas rapido?
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posicion

2. ¢En qué momentos esta inmavil?

3. ¢En esta grafica es posible
observar la velocidad de Juan?

Justifica tu respuesta.

4. ;Cémo es la velocidad en la
seccion 1l con respecto a la de la

seccion VII? Justifique

5. ldentifica algun intervalo de
tiempo en la seccion 1l donde la
velocidad sea mayor que la velocidad

en algun intervalo de la seccion VII.

6. Haz lo mismo que en la pregunta
anterior, pero donde la velocidad en
un intervalo en la seccion 1l sea menor
que la velocidad en un intervalo de la

seccion VII.

De forma particular, en la pregunta 1 Gnicamente esperamos que los estudiantes contesten

aludiendo a lo que ellos ya conocen, es mas rapido correr que caminar, y es mas rapido

transportarse en carro que corriendo o caminado. Por ejemplo que en la seccion donde corre

y en la seccidn donde se transporta en taxi, o en la secciones 111y VII.

En la pregunta 2 esté relacionada con la pregunta 1, pues no solo se obliga al estudiante a

utilizar la visualizacion para dar respuesta a la pregunta, sino a un analisis detallado sobre lo

que ocurre en cada seccion. En esta pregunta el estudiante debe mencionar como es que

mientras una cantidad aumenta, la otra se mantiene constante.

En la pregunta 4 solo esperamos que el estudiante establezca la relacion de mayor, menor o

igual; sin que proporcione una explicacion detallada de su respuesta, o que la justificacion

sea similar a la que dio en la pregunta 1.
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Las preguntas 5 y 6, estdn orientadas a trabajar de forma particular en las secciones
mencionadas en la pregunta 4, esto es con la finalidad, a primera instancia, de que el
estudiante descubra que no se puede generalizar que la velocidad sea mayor o menor que la
velocidad en otro intervalo, pues al particionar las secciones se puede deducir que en algunos
casos la velocidad es mayor en un intervalo de una seccion que la velocidad de otro intervalo
en otra seccion. Se pretende que infiera que su respuesta es vélida cuando se trata de
velocidad promedio, y que establezca la relacién que hay entre la velocidad promedio y la
expresion:

cambio en la distancia _ Ad

cambio en el tiempo At

. . .. Ad . . . .,
Si los estudiantes no plantean la expresion ~; € guiara a esta mediante la discusion, por

ejemplo, si tengo dos intervalos de tiempo diferentes, ¢como puedo hacer para comparar las

velocidades?

Actividad 2 parte 1. Analisis Puntual

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en intervalos
especificos para analizar como varia la velocidad en determinados puntos. Justifica

cada respuesta.

Posicion 1. En la seccion Il la curva presenta un cambio
de concavidad en b, ¢qué significa este cambio de

concavidad con respecto al movimiento de Juan?

2. ¢Qué puedes decir acerca de la velocidad en el

intervalo de a a b?

3. ¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el

intervalo de b a c?

1l tiempo 4. ;Como es la velocidad antes de b con respecto

a la velocidad después de b?
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b. Si tomas dos intervalos cualesquiera, ¢qué
caracteristicas deben de tener para concluir que
en alguno de ellos la velocidad es mayor que en

el otro?

Para esta actividad lo que se pretende de manera general es que los estudiantes empiecen a
pensar que cuando hablamos de velocidad esta puede cambiar alrededor de un punto en

particular (punto de inflexion), ademas de hacer un analisis puntual con respecto a la grafica.

Para la pregunta 1 esperamos que los estudiantes contesten que se observa un cambio de
velocidad usando en su argumentacion el concepto de velocidad promedio que ya se
menciond en la actividad anterior. También pensamos que los estudiantes podran argumentar
sin la necesidad de recurrir a conocimientos formales de matematica, apoyados desde el

planteamiento de la situacion que describe el problema de Juan.

Una de las respuestas que esperamos en las preguntas 2 y 3, es que la velocidad va creciendo
hasta llegar al punto b en el cuél se obtiene una velocidad mayor y a partir de ese punto la
velocidad empieza a decrecer. También esperamos que nos dijeran que primero Juan va muy
rapido dado que en ese momento empezd a correr, después cuando se cansa 0 ve que va

Ilegando a su casa empieza a disminuir su velocidad y por lo tanto, esta, empieza a ser menor.

Para la pregunta 4, esperamos que los estudiantes logren contestar a partir del analisis que se
hizo anteriormente. Y en la pregunta 5, pensamos que los estudiantes identificaran que los
intervalos de tiempo deben tener la misma longitud o que los intervalos de posicién deben

ser iguales, es decir, considerar tiempos iguales o posiciones iguales.
Actividad 3. Velocidad en dos instantes

En la actividad tres esperamos que los estudiantes se apoyen de las actividades anteriores
para mostrar trazos de rectas secantes que permitan determinar la velocidad en un punto. Este
proceso les permitird ver que la pendiente de la recta tangente a un punto se puede calcular a
partir de las pendientes de rectas secantes. También esperamos que los estudiantes relacionen

este hecho con el concepto de limite.
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Actividad 3. Velocidad en dos instantes

Instrucciones: Dada la gréfica, posicion contra tiempo, analiza como es la velocidad en el

punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique su respuesta.

posicién

tiempo

3.3.2 Métodos e instrumentos de analisis de datos

Para el andlisis de la informacion hemos decidido utilizar el enfoque de la Grounded Theory
(GT) o teoria emergente de los datos, cuyos fundamentos estan en una recogida y analisis
sistematico de datos, a través de una continua interpelacién entre el andlisis y la recogida de
informacion (Strauss y Corbin, 1994). Asi, una parte de la teoria a la que se quiere llegar se
genera durante el proceso de investigacion, emergiendo directamente de los datos, lo cual es
una caracteristica principal en el proceso de desarrollo de la GT, en el que las teorias que se
generan van evolucionando a través de una continua interaccion entre los procesos de

recogida y analisis sistematicos.

El disefio metodologico que hemos planteado esta enfocado en ofrecer informacion sobre
posibles categorias que nos permitan comprender los procesos que llevan a cabo los

estudiantes al enfrentarse a este tipo de secuencias didacticas.

Hemos codificado la informacion de las actividades para realizar el anélisis de cada una de
ellas. Por ejemplo, para la actividad 1, donde se le proporciona el enunciado de la situacion

de Juan y se solicita hacer la grafica posicion-tiempo que modela el planteamiento se realiz6
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el andlisis de la puesta grupal considerando los siguientes episodios:

Episodio 1: Presentacion de la construccion de la grafica.

Episodio 2: Anélisis de la posicion de Juan.

Episodio 3: Analisis de las secciones.

Episodio 4: Analisis del momento en el que Juan recuerda que olvido la libreta y regresa.
Episodio 5: Analisis sobre si la grafica presenta cambios de velocidad.

De acuerdo con Mufioz-Cataléan (2010), las teorias generadas a partir de la GT tienen una
riqueza conceptual importante, por la misma densidad de conceptos y relaciones que hay
entre estos. Esto se hace a través del uso del método de comparacion constante, que se refiere
a un procedimiento analitico que tiene como finalidad la bldsqueda y establecimiento de
semejanzas, diferencias y relaciones entre distintos fragmentos procedentes de los datos, a
través de una comparacion cuidadosa e intensiva de los resultados que se generan durante el
analisis.

A partir de esto realizamos categorias con las evidencias producidas durante las sesiones.
Para la creacion de estas categorias se considerd la interpretacion de la teoria en la cual
basamos nuestra investigacion. Iniciamos por revisar nuestro material para identificar
elementos que nos dieran evidencia de como introducir el concepto de derivada a partir de
pensamiento y lenguaje variacional y los distintos registros que se trabajaron. De la revision
en grabaciones, audios Y escritos de los estudiantes, se analizd la forma en la que un
concepto relacionado a otro puede dar surgimiento al concepto de nuestro estudio. El nombre
que dimos a nuestras categorias surge de los conceptos que se descubrieron en los datos

(Strauss, Corbin y Zimmerman, 2002).
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Capitulo 4: Analisis de evidencias

A continuacion presentamos los resultados del analisis de la informacion recolectada al

respecto de la secuencia didactica elaborada para la introduccion del tema de derivada.

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, para el andlisis de las actividades se
retomaron las producciones escritas de los estudiantes, ademas de hacer una transcripcion de
los videos y los audios que se generaron durante cada sesion en las actividades presentadas

en forma grupal.

El andlisis se ha organizado de manera que presentaremos los resultados obtenidos primero
para cada una de las actividades con sus respectivas tareas, para luego presentar un analisis

global de la actividad, basandonos en las categorias generadas en los analisis locales.
4.1 Anélisis de la actividad 1

Como ya se ha descrito antes, en esta actividad se proporciona un texto que describe el
movimiento de Juan, un chico que sale de su casa para ir a estudiar a casa de su compariero
y nuestra intencion fue utilizar el enunciado para propiciar el transito entre el registro gréfico
y el registro verbal, ademas de hacer uso de la grafica como un medio para desarrollar el

pensamiento y lenguaje variacional (Dolores 2006).
4.1.1 ldentificacion de momentos clave

En la situacion descrita se identifican siete momentos clave de acuerdo con la posicion de

Juan.

Sale de su casa y camina a paso lento porque envia el mensaje.
e Avanza mas rapido.

e Recuerda que olvido su libreta y regresa a casa corriendo.

e Se mantiene en su casa para buscar la libreta.

e Camina a la esquina.

o Espera el taxi.

e Toma el taxi y se va a casa de su amigo.

De los nueve equipos, dos identificaron todos estos momentos y los seis equipos restantes

coincidieron en omitir el tiempo que pasa cuando Juan regresa a casa en busca de su libreta.
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Un equipo traz6 una gréafica de distancia-tiempo. La grafica que se muestra en la Figura 1, es
un ejemplo del tipo de representacion que presentaron cinco equipos, y cuyas secciones no
corresponden explicitamente a la situacion planteada. Por ejemplo, para la Figura 1 el Equipo

4 menciona:

[Equipo 4 —Actividad 1- presentacion grupal Episodio 1]: En un tiempo t;
recorre la distancia de 250 m y llega a su posicion x;. Posteriormente, camina
8min. El cual lo tomamos como un t, y llega a una posicion x,. Después, regresa
a su casa, lo cual lo tomamos como la posicion cero y lo hace en un ts. Luego,
camina a la esquina a una posicion x, y lo hace en un t,. Después, espera al taxi
por 3min lo cual tomamos como ts. Por Gltimo, hicimos la suposicion de que

tomo el taxi y en t¢ llegd a la casa de su amigo la cual estaba en una posicion xs.

Praccesn (o)

EE TE— Thtnge fania)

Figura 4.1. Grafica que muestra algunas posiciones en el movimiento de Juan. EQUIPO 4. Episodio
2.

Se observa en la gréfica y la explicacion escrita, que no se contempla el momento en el que

Juan llega a casa y permanece un momento mientras toma la libreta.
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4.1.2 Puntos de referencia

Otro de los aspectos en que hemos puesto atencion es la utilizacion o no de puntos de
referencia, por ejemplo, en el caso de esta primera actividad, analizamos si se toma en cuenta
donde colocar las casas de Juan y de su compafiero, dado que, si en algunos equipos se
considera que la casa de Juan esta en el origen, es posible que se presenten dificultades al
pensar que la grafica debe regresar al origen y no tener en cuenta qué es lo que pasa con el
tiempo en ese caso. De los nueve equipos, solo el Equipo 5 establece la posicién en la que se
encuentran las casas, el Equipo 8 coloca la casa de Juan en el origen y la de su compafiero en
la parte final de la gréfica, en cinco equipos colocan la casa de Juan en el origen y dos equipos
no mencionan nada sobre la posicion de las casas. Aun cuando en la mayoria de los equipos
no establecen las casas explicitamente, como puntos de referencia, estas fueron utilizadas
porque se notd en la construccion de las graficas. En la discusion grupal, cuando se les
preguntd en donde esta la casa de Juan y en donde colocarian la casa de su compafiero, el

estudiante 22 del Equipo 8 nos dice:

E22: Fue un problema en el que entramos, porque decimos que esta aqui [Se refiere a la
grafica de la Figura 4.2 sefialando el punto A], pero de alguna forma no puede estar
especificamente aca [vuelve a sefialar A], porque cuando regresa tenemos que
regresar ahi y no podriamos regresar especificamente en este punto [continda
sefialando el punto A]. Ahi no supimos bien como explicarlo, asi que a la conclusion
que llegamos es que tendria que ser todo este eje [Sefialando el eje X], aunque no
podemos explicar por qué, tal vez, la casa va a estar fija, pero sin depender del tiempo

ni la distancia.
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G

CI A C L

Figura 4.2. Ubicacion de la casa de Juan y de la casa de su compafiero. EQUIPO 8. Episodio 3.

Durante la discusion grupal, se observa como hay problema para establecer la posicion de las

casas como puntos de referencia, continuando con la explicacion que hace el estudiante E22:
DOCENTE: Y sus deméas comparieros, ¢qué opinan?

E10: Bueno, es que de lo que decia de la casa de Juan, yo creo que no hay conflicto
de que digas que la casa de Juan es el origen porque entonces estarias
regresando a la posicion cero en un tiempo cero, pero por ejemplo, en un
determinado tiempo puedes regresar a la posicion donde iniciaste, por ejemplo
en t=3, las coordenadas son (3, 0) y eso significa que pasados tres minutos el
regresa a esa posicion no que regresa al origen. Nosotros lo tomamos asi y no

tuvimos ningun conflicto.

DOCENTE: ¢Cuando regresamos a la casa de Juan tendriamos que regresar al eje X o
tendriamos que regresar, como decia E22 al principio, al origen?

E13: Solo al eje X

ES5: Porque no se puede regresar el tiempo

Después de continuar con la discusion, se establecié que la casa de Juan esta sobre todo el
eje X y de forma anéloga se ubico a la casa de su comparfiero a una distancia de la casa de
Juan, la cual se represento con una linea horizontal.

Otros puntos que utilizaron como referencia son los 250m y los 8min que se mencionan en

el problema.
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4.1.3 Representacion grafica de movimientos constantes y no constantes

Otro de los aspectos interesantes a resaltar en la actividad es la representacion grafica de los
movimientos de Juan que se muestran en las gréficas, donde se presentan con segmentos
rectos considerando que los movimientos son constantes. En siete de los nueve equipos, se
trazaron este tipo de gréaficas, aunque estas se diferencian porque en algunas no se toma en
cuenta como es la velocidad en cada uno de los momentos:

(?)

&

Boom |
600m T

Hobm

206m

Figura 4.3. Gréfica con movimientos constantes EQUIPO 1. Episodio 5.

En el Equipo 2 se muestran evidencias de que, ademas de establecer la relacion entre la

posicién y el tiempo, se establece una relacion entre la distancia y el tiempo:

Figura 4.4. Grafica distancia contra tiempo EQUIPO 2. Episodio 1.
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DOCENTE: En esta grafica, ¢qué estoy representando? [Sefialando la grafica distancia contra

tiempo, Figura 4.4]
ES: La distancia que recorre.
DOCENTE: ¢Por qué la grafica tiene esa forma?
ES5: Porque la distancia que recorre todo el tiempo va aumentando, crece.

Sélo en el equipo 5 se considerd que las variaciones no son constantes y utilizaron una grafica

que presenta curvas (Figura 4.5). Ademas de proporcionar la gréfica también propusieron la

(x—1.7)3

funcion [ + 1] cuando x > 0, para modelar la parte donde Juan camina enviando el
mensaje y cuando termina de escribirlo. EI momento en el que Juan corre, mencionan que se
modela con una funcion lineal con pendiente negativa, y en el momento que espera el taxi
proponen a la funcion constante y = 1. Por ultimo, el momento en que se va en taxi

mencionan que se modela con una funcion cuadratica que abre hacia arriba.

7

T P

-
v

Figura 4.5. Gréfica posicion tiempo de variaciones no constantes EQUIPO 5. Episodio 5.

En general, podemos decir que en la actividad 1, los estudiantes logran establecer relaciones
entre las variables de la situacion planteada para plasmarlos en el plano cartesiano, utilizando
ademas, expresiones que estan relacionadas con la idea de variacion y cambio. En todos los
grupos de trabajo se menciono a la funcion de primer grado como una herramienta béasica
para modelar cambios constantes, ademas de reconocer a la pendiente de la recta como el

elemento que nos modela dichos cambios. A pesar de que en los diferentes grupos de trabajo
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se omitio al menos una caracteristica planteada en el enunciado, consideramos que se logré

el trénsito entre el registro gréfico, el registro verbal y el registro algebraico.

4.2 Analisis de la actividad 2
4.2.1 Actividad 2. Parte 1. Analisis global

Para la actividad 2 se les proporciona la gréfica de la Figura 4.6 y se realiza el analisis en

torno a secciones especificas que se presentan en la gréfica.

posici1on

v W tiempo
Figura 4.6. Grafica que modela el movimiento de Juan.
4.2.1.1 Primera pregunta ¢En qué seccion o secciones cambia su posicion
mas rapido?

La mayoria de los equipos respondieron que en las secciones Il, 111 o V11, es donde se aprecia
un cambio mas rapido de posicion, pues observan como son las curvas que componen a la
gréfica en las distintas secciones que analizaron. Por ejemplo el estudiante E22 del Equipo 8

Nnos menciona:

E22: 11, Il y VII porque recorre una mayor distancia en un intervalo de tiempo menor en

comparacion a las otras secciones.

En otros casos hacen uso de los conocimientos que adquirieron en las situaciones de su vida

cotidiana:
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Equipo 3: En la seccion VII porque es el momento en el que al subirse al taxi se mueve mas

rapido, por lo tanto la inclinacién de la curva es mayor.

En otros equipos el argumento surgio a partir de la comparacion entre el intervalo de distancia

que recorrié en un determinado tiempo:

Equipo 4: En la seccion numero 11, porque el problema nos especifica que al principio Juan
camina 250m, después camina mas rapido y recorre otra distancia hasta cierto
punto, posteriormente de ese mismo punto regresa corriendo a su casa, es decir,
que en menos tiempo recorrid la misma distancia ,por lo que su cambio de posicién

fue mas rapido.

Algunos equipos también mencionaron la relacion que se da entre los intervalos de distancia

sobre tiempo, ademas verificaron con conocimiento que no es adquirido en la escuela.

Equipo 1: 111 'y VII ya que en ambos se recorre mas distancia en el mismo tiempo. Ademas,
en el problema es mencionado que en tales periodos va corriendo y viaja en auto,

respectivamente.
Por ejemplo, durante la discusion grupal el estudiante E13 del Equipo 5 argumenta:

E13: Bueno... nosotros en base a la lectura sabemos que en la seccion siete al tomar un
vehiculo, sabemos que la velocidad de un vehiculo es mayor; bueno, hacemos una
suposicion en base a la lectura y en la seccidn tres de igual manera, recorre la misma
distancia de la seccién uno y dos sumadas; sin embargo en lugar de hacerlo
caminando 0 a un paso mas acelerado, lo hace corriendo. La segunda suposicion que
hacemos, solamente para comprobar si esto es cierto, solamente vemos la relacion
que hay entre el cambio de posicion y el tiempo, vemos que tanto cambio hay de
posicion en menor tiempo, porque sabemos que si el tiempo es menor lo hace de una

manera mas acelerada.
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4.2.1.2 Segunda pregunta ¢En qué momentos esta inmdvil??
En este caso, todos los equipos contestaron que en la seccion IV y VI esta inmdvil, puesto
que son secciones donde parece haber rectas horizontales.
El argumento que dan en la mayoria los equipos es que "su posicion se mantiene estable a

pesar de que el tiempo transcurra”, es decir, no se mueve de lugar:

Equipo 7: [se mantiene inmovil] en el punto que va [de] la seccion Il [a la] 11 que se detiene

unos segundos para dar la vuelta.

En este mismo equipo, el estudiante E19 menciona “Para que haya un cambio de velocidad
debe haber un crecimiento o decrecimiento de la grafica” y en la curva que se muestra en la

Figura 4.7, en el punto E, se observa que no se avanza nhi se retrocede.

posicion

Vv v tiempo
Figura 4.7. Punto donde permanece inmovil.

Después de recordar el contexto del problema, los equipos observan que en ese punto Juan
recuerda que olvido su libreta, se establece entonces, que en un instante de tiempo Juan

también permanece inmovil.

! Para esta pregunta, se tuvo que hacer hincapié en que el termino inmovilidad no indica que Juan
no se esta moviendo en ese momento, sino que no hay un cambio de posicion.
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4.2.1.3 Tercera pregunta ¢ En esta grafica es posible observar la velocidad

de Juan? Justifica tu respuesta

Dos equipos contestaron que no es posible observar la velocidad de Juan en la gréfica
considerando gque no se tienen datos suficientes para calcularla. Esta respuesta nos permite

saber que los equipos confundieron el termino calcular con observar.

Equipo 3: “No es posible, ya que ninguna seccion proporciona datos Utiles para calcular su

velocidad, sin embargo, es posible compararla”.
El estudiante E8 de este equipo menciona:

E8:  Pensamos que no es posible porque en unas partes te da el tiempo que transcurre y en
otras la distancia, entonces como en todos esos intervalos iba variando su velocidad
por eso nos iba a dar un aproximado de qué tan rapido se movia, pero no podemos
decir cudl era su velocidad.

Esta respuesta se relaciona con las respuestas de otros equipos en los que mencionan que

solamente se puede decir si es mayor o menor. Por ejemplo:

E22: Si se puede visualizar la velocidad pero no se puede calcular porque no tenemos los

datos. Pero de forma visual si se puede analizar.

4.2.1.4 Cuarta pregunta (Como es la velocidad en la seccion Il con

respecto a la de la seccion VI1? Justifique

La respuesta que dieron todos los equipos es que en la seccion 1l la velocidad es menor con
respecto a la velocidad de la seccion VII. Aqui nuevamente se observa como los estudiantes
mezclan argumentos matematicos y no matematicos para sustentar sus respuestas, por

ejemplo un estudiante del Equipo 2 comenta:

E5:  Porque en la seccién dos va caminado, mientras que, en la seccion siete va en taxi,

ademas, la curva tiene un angulo de inclinacion mas grande.

Cuando se pregunta por “angulo de inclinacion” el estudiante E10, de este mismo equipo,

contesta que se refiere a la pendiente de la recta que pasa por los dos puntos.
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Equipo 3: “Entre mas vertical sea la curva la razén de cambio de la posicion con respecto al
tiempo es mayor. Como en la seccion Il la curva esta més inclinada podemos decir
que su razon de cambio es mas pequefia. Tomamos razén de cambio como sindnimo

de velocidad”.

Esta afirmacion muestra evidencia de que se establece una relacién entre la velocidad y la

idea de variacion.

Consideramos que esta pregunta proporciona evidencias de que los equipos tienen cierto
conocimiento acerca de que la pendiente de una recta también nos proporciona informacion

sobre la velocidad.

4.2.1.5 Quinta pregunta. Identifica algtn intervalo de tiempo en la seccion
Il donde la velocidad sea mayor que la velocidad en algun

intervalo de la seccion VII

Todos los equipos contestaron que al inicio de la seccion Il se identifica un intervalo de

tiempo donde la velocidad es mayor que la velocidad al principio de la seccion VII:

Equipo 2: “la seccion inicial del intervalo VII entre los puntos (C, D) [En referencia a la
Figura 4.8] tiene una velocidad menor al intervalo (A, B), pues la pendiente de la

recta AB es mayor a la pendiente de la recta CD.

posicion

: 7

[ [ [ v VW il tiempo

Figura 4.8. Comparacion de velocidades en dos intervalos.
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En el Equipo 7 y Equipo 9 se agrega la observacion de que al principio de las secciones 11y
VI se estan tomando intervalos de tiempo iguales, ademas de que la posicion recorrida en la
seccion Il fue mayor que la seccién VII, aportando una caracteristica especifica de los

intervalos.

El estudiante E22 del Equipo 9 agrega:

E22: Tomamos el final de cada seccion y medimos un centimetro hacia la izquierda. Este
es el intervalo de tiempo [traza los intervalos A 'y A" en cada seccién como se muestra
en la Figura 4.9] es el mismo porque los dos son de un centimetro. Después lo que
hicimos fue medir la posicion, [traza la posicion en cada intervalo con los intervalos
B y B” en figura 4.9] y se puede ver que se recorre mas distancia [sefiala la distancia
recorrida en el intervalo de la seccion VI1I] en el mismo tiempo que aqui [sefiala la
distancia recorrida en el intervalo de la seccion 11] o simplemente se traza la pendiente
[traza la recta secante en cada intervalo que pasa por el punto inicial y final de cada
intervalo] y te fijas en el angulo, el angulo se puede ver que aqui es mayor [en la
Figura 4.9 sefiala el angulo de inclinacién, «, de la secante de la seccion VII] que el
angulo de aqui [en la Figura 4.9 sefiala el angulo de inclinacion, 6, de la secante de la

seccion I1].

posicién

I
| ] A [ v Vil A tiempo

Figura 4.9. Comparacion de velocidades con intervalos iguales EQUIPO 9.
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4.2.1.6 Sexta pregunta Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero
donde la velocidad en un intervalo en la seccion Il sea menor que

la velocidad en un intervalo de la seccién VII.

Esta pregunta se contestd cuando se discutio la pregunta anterior. La Figura 4.8, muestra
como el Equipo 2 identifica un intervalo de la seccion Il donde la velocidad es menor que la
velocidad en un intervalo de la seccién VI, argumentando que “la recta EF tiene pendiente
menor a DT, luego, la velocidad promedio en el intervalo (E, F) es menor a la del intervalo

(D, T)”. En los equipos restantes eligieron los intervalos casi al final de ambas secciones.

Durante la puesta en comun para estas preguntas, se retomo la respuesta de la pregunta 4,
dado que no en todo el intervalo de la seccion Il se cumple que la velocidad es menor con
respecto a la velocidad de la seccion VI1I. Cuando se pregunto si existia alguna contradiccion
entre la respuesta dada a la pregunta cuatro y las preguntas cinco y seis, los estudiantes

comentaron:

E13: “Es posible, cuando hablamos de la velocidad entre dos tiempos distintos, solo se hace
un promedio de la velocidad que hubo en un intervalo. Podemos decir que hablamos

de una velocidad promedio™.

En otra argumentacion se incluy6 a la pendiente de la recta secante:

E10: Se puede expresar como un Ax [cambio en la posicion] sobre un At [cambio
en el tiempo]. Que también es igual a la velocidad media y a la pendiente de
la recta secante, porque la pendiente es el cambio en Y, que en este caso es el
cambio en la posicidn, sobre el cambio en X, que por ahora es el cambio en el
tiempo. Para nuestro problema nos va a quedar, posicion final menos posicion
inicial todo entre tiempo final menos tiempo inicial igual a la velocidad

Xf—Xj
t

promedio. [Escribe en el pizarron la relacién = v ]
f— L

Con respecto al analisis puntual de la gréafica, se propone a los estudiantes una segunda parte
de la Actividad 2.
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4.2.2 Actividad 2. Parte Il. Analisis Puntual

Hay que recordar que para esta actividad se les proporcion0 la gréfica de la Figura 4.10.

posicion

tiempo

Figura 4.10. Gréfica para el analisis puntual.

4.2.2.1 Pregunta 1. En la seccion Il la curva presenta un cambio de
concavidad en b, ¢qué significa este cambio de concavidad con

respecto al movimiento de Juan?

En esta pregunta la mayoria de los equipos determino que habia un cambio de velocidad
alrededor del punto b. Aqui ya mencionaron conceptos como velocidad promedio,
aceleracion, cambio de decrementos, este hecho nos da indicios sobre los conceptos que los
estudiantes conocen porgue se han visto en otras asignaturas. Por ejemplo, en el Equipo 6
mencionan “La V (velocidad) empieza a decrecer, ya que si trazamos una recta secante ab y

bc, lamge.ab > mg,.bc". En la puesta en comun un estudiante E9 del Equipo 3 comenta:

E9: “Como nos dice que hay un cambio de concavidad en el punto b, entonces nos
pregunta qué representa ese punto, lo que nosotros hicimos fue un cambio de
decrementos entre dos secciones. Las secciones que marcamos fueron entre el punto
maés alto A y b [En la Figura 4.11 traza la recta que une el punto A con b] y de b al
punto A’ [En la Figura 4.11 traza la recta que une el punto b al A’]. Esto seria lo que
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es la velocidad promedio, esto tiene cierta pendiente, cierta velocidad promedio
[denota a las rectas como V; y V,] vy significa que esta velocidad promedio es
diferente a la de acd, entonces este punto [En la Figura 4.11 sefiala el punto b] nada

mas decimos que es un punto donde cambia la velocidad”.

posicion

I A’

tiempo

Figura 4.11. Cambio de velocidad alrededor de b

4.2.2.2 Pregunta 2. ;/Qué puedes decir acerca de la velocidad en el

intervalo de a a b?

En dos equipos se realiz6 la comparacion entre la velocidad de los intervalosde aabydeb
a c. Por ejemplo, el Equipo 4 menciona “es mayor a la del intervalo de b ac porquedeaab
recorre una mayor distancia en el mismo tiempo que en b a c; recorre menos distancia en
menos tiempo™.

En otras respuestas que dieron, en los siete equipos restantes, inferimos que se analizo la
velocidad dentro del intervalo solicitado sin utilizar rectas secantes alrededor del punto. Por
ejemplo la respuesta del Equipo 6: “Es el intervalo con mayor V [velocidad] en la secciéon I11.
En el punto a hay una V; (velocidad inicial) llamada n'y en el punto b hay una V; (velocidad
final) llamada m tal que n<m. Cada vez que el intervalo se hace méas pequefio, el angulo de
elevacion de la pendiente es mayor”. Aunque hablan de velocidad inicial y final, en la Figura

4.12 se observa que no hicieron el trazo de rectas secantes.
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posicion

tiempo

Figura 4.12. Andlisis de la velocidad de a a b.

Durante la discusion grupal se llego a la conclusion de que si se divide el intervalo que tiene
como velocidad inicial el punto a y como velocidad final al punto b, en intervalos mas
pequefios y se hace la comparacion; entonces se puede observar como la velocidad varia
dentro del mismo intervalo, cambiando de menor a mayor hasta alcanzar una velocidad

maxima que esta dada en el punto b.

4.2.2.3 Pregunta 3. ;/Qué puedes decir acerca de la velocidad en el

intervalo de b ac?

Para esta pregunta, al igual que en la pregunta dos, algunos equipos mostraron dificultad para
contestar, por ejemplo el Equipo 4 hace la comparacion de velocidades de aa by de b ac:
“la velocidad va disminuyendo y es menor que en el intervalo de a a b, puesto que en el

intervalo de b a c recorre menos distancia en el mismo tiempo”.

En los equipos donde se hizo la comparacion de velocidades en los intervalosde aab yde b
a ¢ para la pregunta dos, no contestaron esta pregunta.

En la discusion grupal, despues de haber analizado la pregunta 2, los estudiantes pudieron
deducir que la velocidad en el intervalo también va cambiando, pero ahora el cambio se hace

de mayor a menor.
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4.2.2.4 Pregunta 4. ;Como es la velocidad antes de b con respecto a la

velocidad después de b?

La pregunta uno y la dificultad que presentaron en la pregunta dos y tres arrojo la respuesta

a la pregunta cuatro. En el Equipo 2 se hace alusion a lo que conocen del problema:

Equipo 2: “Como en el problema nos dice que en esta seccion Juan iba corriendo, entonces
nosotros pensamos que de a a b la velocidad es mayor porque aqui empieza a correr
[sefiala la parte de la gréfica donde esté a, b de la Figura 4.10] que de b a ¢ [sefiala

la parte de la gréafica donde esta b, ¢ de la Figura 4.10]".

El Equipo 5 se apoya de lo que conocen con respecto a la situacién del movimiento de Juan.

Por ejemplo el estudiante E13 argumenta:

E13: Cabe recalcar que en lo que menciono mi compafiero también utilizamos el contexto
de la lectura y nos apoyamos mucho de la primera respuesta en donde vemos la
gréfica, al inicio de la grafica [se apoya en la grafica de la Figura 4.10] se puede
considerar como en reposo y vemos como va acelerando de cierta manera hasta llegar
a una aceleraciéon maxima que en la gréafica seria el punto b y al finalizar vemos que
va desacelerando hasta de nuevo quedar en un estado de reposo. Al analizar también
lo que seria el problema vemos que del punto a al punto b estd llevando cierta
aceleracion, esta tratando de ir mas rapido, por eso podemos inferir que va mas rapido

quedebac.

4225 Pregunta 5. Si tomas dos intervalos cualesquiera, ¢qué
caracteristicas deben de tener para concluir que en alguno de

ellos la velocidad es mayor que en el otro?

En la pregunta 5 de la primera parte de esta actividad algunos equipos ya habian dicho que
para poder hacer la comparacion de velocidades en dos intervalos, estos deberian tener la
misma longitud. En la discusion de esta pregunta en particular, dos equipos mencionaron la
comparacion entre las pendientes de las rectas secantes. Por ejemplo el Equipo 6, hace la
comparacion entre las pendientes de rectas secantes: “se trazan rectas secantes en cada
intervalo. mg,. = ¥. La recta que tenga mayor angulo de elevacion es la recta que tiene

mayor v . Ademas, la conclusién a la que se llegé tras la discusion es que no es un Unico
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requisito, también es necesario que los intervalos se tomen en un mismo intervalo de tiempo

o0 de distancia, es decir, tengan la misma longitud.

De manera general, la grafica permitié analizar el comportamiento de la situacion que
describe cambios que varian en cuanto al tiempo, ademas de establecer analisis puntuales y
globales con respecto al movimiento en diferentes secciones al contrastar con el realismo de
la situacion (Buendia & Carrasco, 2009). La divisién de la grafica en diferentes intervalos
nos apoyo para analizar las predicciones que realizan los estudiantes en cuanto a las razones
de cambio en un instante dado. Analizar si la velocidad crece o decrece y como es su
comportamiento alrededor de un punto de inflexion fue otra parte de la actividad que nos

permitio localizar aspectos concretos para los fundamentos de la derivada.

Podemos decir que al realizar el analisis puntual y global de la gréfica, se observa como la
velocidad varia, incluso dentro de un mismo momento del movimiento de Juan. Ademas de
relacionar los conceptos de Fisica con conceptos geométricos. Esto modifico las ideas que
los estudiantes utilizaron para trazar la grafica de la Actividad 1, pues como se mostro la
mayoria de los equipos supone velocidades constantes en cada momento de la situacion de

Juan.
4.3 Analisis de la actividad 3

Para esta actividad los estudiantes siguieron la idea de comparar velocidades en dos
intervalos de tiempo, se tuvo que hacer énfasis en que la actividad consistia en comparar la
velocidad en dos puntos. Por ejemplo, el estudiante E27 propone una solucion en la cual
utiliza conocimientos de Fisica, su respuesta es correcta, sin embargo su procedimiento no

es muy claro:

E27: “Primero dividi el eje X y Y en espacios de 1cm, después estableci un punto de
referencia en el tiempo cero de acuerdo a la grafica, una vez localizado saqué la
velocidad promedio de un punto de referencia al punto C (Una recta secante de A a
C) y de igual forma de A a By con valores aproximados la velocidad en D resulto

ser mayor a la velocidad en C.”
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Algunos estudiantes de manera inmediata trazaron rectas tangentes sin seguir un proceso o
unicamente lo mencionaron sin llevar a cabo los trazos sobre la grafica. Por ejemplo, el

estudiante E2 nos muestra una grafica donde no se observan con claridad las rectas tangentes.

E2:

Mip, %)

POsaCion It
|

lemps

Figura 4.13. Comparacion de velocidad en dos puntos.

posicién

tempo

Figura 4.14. Comparacion de la velocidad en dos puntos.

“La velocidad del punto D es mayor a la velocidad del punto C, debido a que si se
traza una recta tangente, que so6lo toca a esos puntos, se puede obtener la velocidad
de cada punto; después se pueden comparar los grados de inclinacion de ambas

pendientes tangentes y asi se nota cual de los puntos tiene mayor velocidad”
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Con esto inferimos que usa a la pendiente de la recta tangente como elemento clave para
concluir que la velocidad en el punto D es mayor que la velocidad en el punto C.
Otro estudiante utiliza el concepto de limite aunque no escribe la forma algebraica se puede

notar en la explicacién que proporciona:

E13: “La velocidad en el punto C es menor con respecto al punto D. Podemos llegar a
esta conclusion observando el contexto de cada punto y evaluando X, intervalo de
tiempo tanto por la derecha y la izquierda de cada punto, suponiendo que se toma el
mismo intervalo X para ambos puntos. Una vez evaluado dicho comportamiento, el
intervalo se reduce las veces que sea necesario donde la velocidad en un punto tiende

a cero para poder hacernos a un solo punto y poder comparar”

Cuando se comentd su respuesta concluye en que estaba hablando de hacer que las
diferencias de tiempo fueran cada vez mas pequefias para dar una conclusion acerca de la

velocidad.
Durante la discusion grupal, el estudiante E11 del Equipo 4 nos explica:

E11: Yo recuerdo que en Fisica vimos que la velocidad en un punto es la velocidad

instantanea y se puede encontrar con un limite, el v;,s = Algmo[ﬁ] y sabemos que la
-

velocidad promedio es velocidad final (x;) menos velocidad inicial (x;) entre un

tiempo final (¢¢) menos un tiempo inicial (t;) y entonces el limite anterior nos queda

. A . . .,
Como: v;,s = lim |—| pero necesitamos conocer a la velocidad o a una funcién
ms At—0 At

para calcular a la velocidad”.

Esta explicacion permitié que se retomara a la pendiente de la recta secante como velocidad
promedio y se concluyd que la pendiente de la recta tangente es una velocidad instantanea,

la cual puede escribirse como un limite.
4.4 Reflexiones generales sobre las actividades

Con respecto a la primera actividad, los estudiantes establecieron relaciones entre las
variables del problema de Juan para plasmarlos en el plano cartesiano utilizando expresiones
que estan relacionadas con la idea de variacion y cambio. En todos los equipos de trabajo se

menciono a la funcion de primer grado como herramienta principal para modelar cambios
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constantes y las curvas para cambios variables, ademas de reconocer a la pendiente de la
recta como el elemento que nos modela dichos cambios.

Se tuvieron algunas dificultades en la segunda parte de la actividad 2, estas surgieron al no
comprender que es lo que se solicitaba. Al parecer, aunque hay un cambio de concavidad de
la grafica que se muestra en la actividad 2 parte 1, este no es muy notorio y esto no fue de
ayuda al pensar que los estudiantes iban a tomar intervalos a la izquierda y derecha del punto
de inflexion. Adn con estas dificultades los equipos se apoyaron de conocimientos previos
para hacer uso de los conceptos: recta secante y velocidad promedio. Pese a las dificultades
los estudiantes lograron establecer la comparacion de la velocidad entre las diferentes
secciones de una gréfica.

La solucidn de la actividad tres satisface nuestros objetivos parcialmente, puesto que, aunque
en la mayoria de equipos se menciond a la pendiente de la recta tangente para calcular
velocidades instantaneas, no se utilizé el proceso de acercarse al punto C y al punto D, fijando
un intervalo y luego hacer que la longitud de tiempo se hiciera cada vez mas pequefio de
acuerdo a lo que se hizo en la actividad 2 parte I1. Notamos que en los estudiantes predomina
la version de que la recta tangente es la recta que toca a la curva en un sélo punto y no se
trabajo la idea de que esta es el limite de las rectas secantes, mucho menos se menciona que
es la recta es la mejor aproximacion lineal a la curva (Orts, Llinares y Boigues, 2016).

En general la secuencia didactica nos permitié observar el proceso de transicion de los
estudiantes entre el registro verbal, analitico y geométrico. Analizar el comportamiento de la
velocidad en secciones, alrededor de un punto de inflexién y en un instante dado, nos ayudd
a poner atencion en aspectos concretos del comportamiento grafico (¢,como cambia?, ;cuanto
cambia?, crece, decrece, aceleracion, velocidad promedio, velocidad en un instante), que

formaran parte esencial de la construccién de significado del concepto de derivada.
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Capitulo 5: Conclusiones

A continuacion presentamos las reflexiones derivadas del analisis de los resultados de nuestra

investigacion, los cuales hemos mostrado de manera detallada en el capitulo anterior.

Como mencionamos en la introduccidn de este documento, el objetivo principal para realizar
el trabajo de investigacion era introducir el concepto de derivada a partir de situaciones que
varian, considerando que es la primera vez que los estudiantes tienen contacto con este
concepto y que debe ser ensefiado a partir de sus fundamentos para que los estudiantes lo
asocien y puedan darle un significado al estudiar fendémenos que varian, ademas de reconocer
algunas de sus representaciones, dado que en el capitulo de antecedentes se mostrd la
importancia que tienen los registros de representacion semidtica en la comprension de un

concepto matematico.

Recordemos que nuestro objetivo se centrd en introducir el concepto de derivada, a partir de
sus fundamentos y relacionarlo con algunos registros de representacion semiotica para
estudiantes que trataran con este concepto por primera vez, todo esto con ayuda de una
secuencia didactica. Para ello nos planteamos las preguntas de investigacion que nos

apoyarian en el logro de nuestro objetivo:

1. (Como abordan los estudiantes de bachillerato situaciones de variacion como

introduccion al tema de derivada?

2. ¢Como una secuencia didactica, basada en la idea de la variacion y el transito entre
registros de representacion, ayuda a los estudiantes a reflexionar sobre los

fundamentos del concepto de derivada?

3. ¢Como el disefio de una secuencia didactica, que propicia el trabajo con distintos
registros de representacion y esta contextualizada a través de la idea de variacion

ayuda en la introduccidn al tema de derivada a estudiantes de bachillerato?
5.1 Sobre los procesos de resolucion que utilizan los estudiantes

Como se mostro en el capitulo anterior, los estudiantes hacen uso de conocimientos
adquiridos en su vida cotidiana y de conocimientos adquiridos en la escuela para argumentar

las respuestas a cada una de las preguntas. Una vez que se analizan las evidencias, hemos
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podido establecer cinco categorias que engloban los procesos de resolucion que realizan los

estudiantes segun los conocimientos que ponen en juego:

5.1.1 Categoria 1. Identificacion de la presencia de variables y las relaciones

entre ellas

Para poder trazar la grafica los estudiantes tuvieron que hacer una lectura del planteamiento
que modela el movimiento de Juan. En la actividad 2, también fue necesario establecer la
relacion posicion tiempo para poder hacer el anlisis tanto global como puntual de la gréfica
que se les proporciond. Por ejemplo, en la pregunta 5 de la actividad dos, donde se solicita al
estudiante identificar intervalos donde se cumple que la velocidad es menor en uno de ellos
en distintas secciones, se deben elegir segmentos en la grafica donde la pendiente de la recta
secante sea menor que la pendiente de la recta secante en otro intervalo. Esto nos da indicios

de como relacionan pendiente de recta secante con velocidad.
5.1.2 Categoria 2. Las graficas muestran las variaciones en la posicion de Juan

El trazo de la gréfica en la actividad 1 permite analizar si los estudiantes consideran a las
variaciones constantes o no constantes. Por ejemplo, la gréafica de la Figura 4.5 que muestra
variaciones no constantes esta incluida dentro de esta categoria; ademas de que se

proporcionan posibles expresiones algebraicas que la modelan.

5.1.3 Categoria 3. Uso de conocimientos que no pertenecen a la matematica

formal

Esta categoria nos parece importante, puesto que observamos que en todas las actividades los
conocimientos no formales dentro de la matematica fueron de gran apoyo para los
estudiantes, sin embargo, en algunas actividades este hecho es mas notorio que en otras. Por
ejemplo, en las preguntas donde los estudiantes deben contestar como es la velocidad en el
intervalo de a a b y como es la velocidad de b a c, considerar qué es lo que estaba haciendo
Juan en ese momento fue de gran apoyo, lo cual generd que no se considerara necesario trazar

intervalos y trazar con rectas secantes dentro de estos intervalos.
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5.1.4 Categoria 4. Uso implicito del concepto de pendiente

En algunos equipos no se utilizd propiamente el término pendiente, pero se hablo sobre la
inclinacion de la recta o inclinacién de la curva, este concepto fue utilizado como un

sinénimo de pendiente de la recta para poder realizar la comparacion entre las velocidades.

5.1.5 Categoria 5. Relacionan conceptos: pendiente de recta secante-

velocidad promedio y pendiente de recta tangente-velocidad en un punto

La relacion entre estos conceptos se notd con mayor claridad en las actividades 2 y 3. Por
ejemplo, en la pregunta 1 de la actividad 2, el Equipo 6 usa explicitamente el término
pendiente de la recta secante para poder dar respuesta a su pregunta y en la actividad 3 se
observa como los estudiantes, apoyados de conocimientos adquiridos en Fisica relacionan la
velocidad en un punto con la pendiente de la recta tangente.

5.2 Sobre la secuencia didactica disefiada para la investigacion

La forma de hilar las actividades nos sirvié para analizar una situacion que presenta
variaciones, partir de lo global a lo puntual permitio establecer de manera natural la relacion
entre la velocidad de cambio promedio e instantanea, ademas de permitir el transito entre

algunos registros de representacién para la derivada.
5.2.1 La secuencia didactica y el Pensamiento y Lenguaje Variacional

Las actividades propuestas en la secuencia permitieron al estudiante trabajar una situacion
en la que identifico los distintos cambios de velocidad. Por ejemplo, en la actividad 1, los
estudiantes construyeron graficas que modelan distintos cambios de velocidad en cada
momento donde hay cambio de posicion de Juan, como lo muestran las gréficas presentadas

en la seccion 4.1.3 del Capitulo 4.

Otra evidencia que muestra como los estudiantes trabajaron el concepto de variacion es el
analisis que hacen en la actividad 2, partir de la comparacion de la velocidad en un intervalo
y en un punto, generé de forma natural la relacion de velocidad promedio y velocidad
instantanea. En el capitulo de analisis se pudo observar que, a excepcién de un equipo, no
se logrd construir graficas donde los movimientos por cada seccion no son constantes, los

cambios en la variacidon del movimiento Unicamente quedaron representados entre el cambio
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de un momento a otro de la posicién de Juan, lo cual nos hace suponer que identifican

cambios de velocidad, pero no dentro de una misma seccion.

Como lo mostramos en las secciones 4.1 y 4.2 del capitulo 4, los estudiantes usan estrategias
de trabajo que estan ligadas a Pensamiento y Lenguaje Variacional, sin embargo, parece que
esta idea se rompe en la actividad 3; dado que se limitan a la representacién geométrica de la
derivada sin atender el comportamiento de variacion que surge alrededor de un punto. Los
conocimientos de la asignatura de Fisica fueron determinantes en el uso de esta
representacion dejando a un lado el analisis de variacion alrededor de un punto para

determinar la velocidad puntual.

5.2.2 La secuencia didactica y los registros de representacion

De manera general podemos decir que la secuencia resulta ser adecuada y funcional, puesto
que permitio trabajar los registros de representacion semidtica para el concepto en cuestion,
dado que se encontraron evidencias de transito entre representaciones como, por ejemplo, en
la actividad 1 que los estudiantes realizaron el transito entre el registro verbal y el registro
gréafico. Otro ejemplo, es la evidencia mostrada por el equipo 5, donde se hace la transicién
entre el registro verbal, el registro algebraico y el registro grafico. En este mismo capitulo
apartado 4.2.2.5 se evidencia la respuesta del equipo 6, en esta surge el transito entre el
registro verbal y el registro grafico, a través de la representacion geométrica de la velocidad
promedio como pendiente de la recta secante en dos puntos y en la actividad 3, el estudiante
E11 hace uso del registro algebraico al representar a la velocidad instantdnea como un limite

de la velocidad promedio.

Asi, la secuencia nos permitié trabajar con los distintos registros asociados a los fundamentos
del concepto de derivada. Aunque observamos que algunos estudiantes pueden trabajar
distintos registros de representacion de un concepto, ellos, se inclinaran mas al registro
aritmético y algebraico que son los registros que han trabajado con mayor frecuencia en su
vida estudiantil. Lo mencionado anteriormente se mostré en la actividad 3, donde el
estudiante E11 sabe la formula para calcular la velocidad instantanea, sin embargo, considera

que no le es util por falta de datos.
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5.2.3 Mejoras de la secuencia

Como se mencioné en el capitulo anterior, los estudiantes tuvieron algunas dificultades
asociadas a la redaccion y figura proporcionada, en la actividad 2 parte 2 preguntas 2 y 3 los
estudiantes no comprendieron que se les solicitaba, con respecto a la grafica no es muy
notorio el cambio de concavidad, esto dificulta el proceso de analizar qué pasa con la
velocidad alrededor de un punto. Por tanto, se deben refinar estas preguntas y gréfica para
que sea mas entendible lo que se solicita.

Con lo expuesto en los apartados anteriores de este capitulo contestamos nuestras preguntas
de investigacion que nos planteamos para esta investigacion, ademas de cumplir con nuestro

objetivo.

5.3 Reflexiones finales al respecto de mi desarrollo profesional como docente de

matematicas

Hasta antes de ingresar a la maestria consideré suficiente dominar el campo disciplinar para
nivel medio superior y tenia la idea de que la forma de transmitir los conocimientos se iria
aprendiendo en el camino. Durante estos dos afios de maestria he notado que los trabajos
basados en investigacion y docencia son de gran apoyo para mejorar el desempefio del
docente en el aula. Apoyarse de herramientas que ya han sido aplicadas en otro contexto o
elaboradas a base de investigacion no es sencillo, en el sentido de que cada una de las ramas
de la matematica tiene dificultades propias que deben atacarse desde diferentes puntos.

Por otra parte, con esta investigacién he notado lo que conlleva realizar investigaciones de
ensefianza-aprendizaje: busqueda de informacidn y seleccion de acuerdo al concepto a tratar;
construccion de herramientas didacticas, tomando en cuenta el contexto de la institucion;
implementacion y andlisis de la informacion obtenida. Considero que uno de los factores
elementales es que el docente esté interesado en mejorar sus procesos de ensefianza, a partir
de conocimientos generados de investigaciones a través del disefio de distintas herramientas
didacticas, lo cual, también implica que el docente asuma una actitud critica frente a su
desempefio profesional. También debe contemplarse que, aungue existan investigaciones que
nos permitan disefiar herramientas donde se faciliten los procesos de ensefianza-aprendizaje,

estas no son una receta magica para que la practica docente pueda ser mejorada facilmente,
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pues existen otros factores en los que no se tiene injerencia directamente, mas bien, se hace

uso de una de las utilidades de la investigacion en la educacion.

Un trabajo posterior a esta investigacion es que puede llevarse a cabo la actividad usando
herramientas tecnoldgicas para el disefio de la grafica de la situacidn que se plantea y, a partir

de esta, generar otras situaciones donde la idea de variacion esté presente.
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ANexos

Anexo 1.

Evidencias de Actividad 1

Gréfica de Equipo 1
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Grafica de Equipo 2
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Anexol. Evidencias actividad 1

Gréfica posicion-tiempo
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Gréfica de Equipo 3
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Anexol. Evidencias actividad 1

Gréfica de Equipo 4
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Gréfica de Equipo 5
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Anexol. Evidencias actividad 1

Gréfica de Equipo 6
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Gréfica de Equipo 7
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Grafica de Equipo 8
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Gréfica de Equipo 9
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Anexo 2. Evidencias de Actividad 2 parte |

Equipo 1

Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grifica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacion de posicién contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion

;

o e i

LA

[

|

[

' - 1
| X." XZ " NV ViXg Xg

[
!
)(,1 tiempo

¢En qué seccion o secciones cambia su posicién mas rapldo"

5eccloﬂ A l)// qu «I proé/fmﬂ alzscr/ée ip{ ’[‘{/{' Jeﬁn/e’/ar ¢/
mensaye, coaming wds cdpide; secadn 1 porgu el émé/ema tndlict
que rfar¢<o orrienge por Sy /érev’a. Seccion 3774' ya gue n/tS(né’c‘

J’_Lnlan IJ«A‘ /:/’f Fax:

(En qué momentos esta inmovil?

oA il ya gue en /a 17 se (/‘f/ueﬂ para
en Ia< otras 2 <erciones 1o /my
combie en la posicidn pexo si en ef hem/oa

Beceidnss T

:}ofucv a SV caso

N
 §
N
I
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

(En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta

;SI. Cor 5zz /,:J r:.’/a L n po /ao:L—‘f',muc.a ne 25 m*nf”"fu“f’f"'/

_ca__Lﬂl‘?_s_Za( ['cu‘itc‘:. ;_n' /o jro//a ya guc a rnau&r
5//57/4/7(/5’ U mcsz /fcr*'/ﬂ .f,_Q/j_z/iC(Th/l 0’1/5 ey n;qﬁ

_mla [ o,

¢Como es la velocidad en la seccion II con respecto a la dea seccion VII? Justifique

Es _migner ya gve de a cuerdo a fos intervalos e

=l X [ yfaeteia
de la_seecidn T, fomacla e (4 diferencia _en /a posicicn
entre el ponto [ y 2, es menor gue la Srstancia endre los
/pun #05‘ S }I"!-

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion 11 donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algin intervalo de la seccion VII.

El intervals Ix, Xl =g raay o mvzcrva/o D(Q,X 1,
slfﬁ"niand’a que /a d'zsflgag,g /4 gmé o5 _,_ff[m[ oy &5 ?Vc"/
¥ i o ngulos ofe tnelinaetdn o

améas penc/t/nlcs se /0#4»// decir cval es 1ayor

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccién
IT sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.

El in?'c't'a [O E’(:. 9-1 e wenor al ul/cr'/a/o [_.'(e. X._.7

,t?cnflid"'/es wno rz‘gu/}a'menov o _otre
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 2

Actividad 2 parte 1

Instrucciones: Observa la siguiente grifica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacién de posicién contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion
% F
T
Df |
v |
{
A i
7 |
E ) }
’ &
B4 < |

¢En qué seccion o secciones cambia su posicion mas rapido?

Eo [g VIl v Ig ll_porgee la peadeste dn g

el CF “es MAuey

v

_pranedio “de Ios g .gleryglas

(En qué momentos esta inmévil?

Eaolq |Vylqg V/ pucqec lg Pﬂqdi(’(}‘;@ de lg m:“;q es

eq_yglor

nolg. -
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

(En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion II donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algin mtervalo de la secufn VIL

P< mamr q CTS

A\ o

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccion
IT sea menor que I3 velocidad en un intervalo de la seccion VII.

: q&E—F'hme p(’ndi(-‘_ Menar_q DT loc'/qO

T .
rMeaor g 19 _de] in crvgdo DT
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 3
Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grifica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacion de posicién contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion

:

e

LA -
¥ Vil tiempo

| ] 1] v W

t
i

¢En qué seccion o secciones cambia su posicion més rapido?
&y 1 7 — = v .
Ea o Secidn NI, VR es €) Momento Jonde e 4oy
b=y ==X
CaMbsa S0 Posicith may "‘O‘g@

¢En qué momentos esta inmévil?

T : N -3 R . / Y ey
ko los secCioney T ¢ YL g la section )Y  esta Sy o

& % i P, | . .

6€n-}vo G v Caga e vl es yn  pusig &40 en €1 DIUNG,

- ‘ / v et 1 ¥, Nt

En lo Secion Y wokaue 3O &4 eunt0 1310 el Plono .

\ L] B ] v
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

¢(En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, J ustiﬁga tu respuesta

NO St Quede wo qu€ en ninguia Sectidd 1oy pk opok (6N
dakos gtiles pava coltdal "W aproyimado a e velo-
Lidn) edaddea | '

¢Como es la velocidad en la seccion I1 con respecto a la de*la seccion VII? Justifique

€ _mengy, B4VE,  |a Gazdn Con 30 POsiudn - +igmpo
(penjiente 6 Yeldudal) mientras  mauok erticall dad tengu
Mmouey \Rjoidad \ova  en 10 selodh T lo urva exid
048 Intinala, :

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion II donde la velocidad sea mayor que la

velocidad en algan intervalo de ia seccion VII. 4

En los imgos de ambas Seccomy dot ob@rvmmon ga e g
Seccida o5 terers yng RRGIGY (e 210 dn v Lo b ol Dhing pid

KiMe wa Purtd gepde Ju welse.dad  injcia) e (. ‘

*Nota: % Juidin en intewls ko fewgr jovel BS paka ,‘Uaﬁ-‘{f 1P Fo
£\ inico ’ ’ ‘ |

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccidn
II sea menor que la‘velocidatn un intervalo de la seccion VII. p )
in la g {i0a) aMi9y e gnel. ia o Siop T Jwon <o vO &-
Ferend0 en 10 paple finol ¢ en 18 Setioh T 3i9%e avmeniaNto <y ve-
jocidad  debide  al taw .
* Ntai Cdy puniy diene GnG \Y)Cﬂ&\@'\-\a y esa bmiiere o lo vt‘mq}m\\

peomclio .48
<
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 4
Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grafica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacién de posicion contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas. -

posicion

[
é /

L
vV

! I " v v vi “tiempo

(En qué seccion o secciones cambia su posicion mas rapido?

Evnla secciow W\ poxgu<t e el pepWlevea <
P\Df’(\(\(ﬁ nuf €8 \’6. ((n\rvu\nr-m(\hr vﬁD\('\D \ v*€gv(50
B _&xy poveds fow el A, €S A€V YEONYE £ 1nr nOS
Nevnpe \O walsvnn d\‘;\av\(\a.

¢En qué momentos esta inmovil?

b\ WV N -+ | N povque St sl Bty
B, DO CORG v £500 ‘C\V\(’\D e ) _hriset 5 pox \o que wvio
v—~\ora <L nOK\(ao\/\ PONGUE \ap _rri'vw\r)\r.
_dﬁ \U{:}a‘(‘
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

(En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta

F'd 4 -
ST e pue A€ wiSUONIIIAY S NO wyaO S <G pidn
s, Lt RPLNG WO Duﬁz\o tuanAificax\a,

(Como es la velocidad en la seccion II con respecto a la dea seccion VII? Justifique

Lo se u'\o,v\ N e AL O X \,;d QUE A W \ey cjxdh(u

S 0bose G g€ N Croxx € owa AisXancic Oy

P v P X ‘\'\'fWD();CLC\Pma‘ i\ \;)Y()\':J\-PWO € \a
S Om |\ _Suaw \Na (avrnivavn Ao waitrt vl cw \a
ceccinwv NV ya ew e\ tax i

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion I donde la velocidad sea mayor que la

velocidad en algin intervalo de la seccion VIL

Ev_ e\ ivicio de \a secciow 1\ Surm \eva cievdn
velocidad ya got eslabho cavatvand o, vie v Avas
a)l Lwvn o Ad Ay sperieiee NI e} Nemogs [‘)O\(\f
Adel veposo.

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccion
1I sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.
Evi\avwidad de la seccidw VW la ~velocidad s
WAL OX oue casi al F\V\G\ A2 \a \fr(\(fvx I\
DONG UL de toond Baveed w4 ue trpate o xs 0
1 < s

S cigdwm VU Juaw Neva ava velacidad-
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 5

Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grifica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacién de posicién contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion

)

LA ey n VoV Viky o vl }-—A.5-rtiempo

¢En qué seccion o secciones cambia su posicién mas rapido?
En lo seccion T, Ty 3ar en lnsedn T se verone ume disk i
\

\
consideble cn on bempo deleconionds_alaa qut de igual mvaner
‘ - T J b
DOCCd w er la secoonn TIE vo OLP se Yeraviit, vk 5"“0 DA
ot a lo e@ée I en un venew lCnpn, v en 1o secaidn
T =¢ «cone  Urp mo?g,( distuncio-en puche v e s Tern@D; I p,
¢En qué momentos esta inmovil? o lectui Que MENCIDNG COMO 5¢ pice b eso o
Fnlo ceccion v FASY| 3o GUe  NO e PNt v cimbia
- I i
4‘3\5\\1\\(::{(.-}\()0 aderds de al o pouese  esde detiens el

*\lemm
L8
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

(En esta gréfica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta

Qu_,%u_q;.:;cm\ ‘ax coluesy oy aambloy bt{ﬁ'ﬂ(’f

‘cg d cong fioe

(Como es la velocidad en la seccion II con respecto a la de*la seccion VII” Justifique

_Fy eaencw ua gue s abscrin un mayy de ,f, ATaicots
4D on pEnGy Hem 60 swepdo la_seaipn 1T~ oun AaYe P2V,
lernfo  on rcm»im a la O ot (eralrigndn
unQ. frayov dishorcio

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion II donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algan intervalo de la scccion VI

En %, o welocdod o waayae Yy gue se fewn urn welocidnel

; A v
Ereoln | saendo A ,m nie Qe Cevo o QUe ag coke el rCOase
dlm ge 5 e en o secciata oI Wi _que el daxi

oo {u?d(': wiay D ula w\ocxdnr‘t

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccion
IT sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.

En lo gccion % Y X5 Ya Gue e$ \Lmu s oY vl

. W U -|
Cbs-\ﬁ';é N
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 6

Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grafica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacién de posicion contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion

A

1" "'

o

/AN

VA

/8% |

',://\:

&///71:

77 (

///" , I

‘/7////’ E 4
o Sy 5
T T n T n VoV

¢En qué seccion o secciones cambia su posicion mas rapido?

A 3 "

- WAl L Dovawe A pw ow 000 Obwnr g R M) (b (v

D o Y i) f'\“ £\ 191 ; VER [ L ‘ Va.' PALY L] £ {

£ V)

}_c

(En qué momentos esta inmdvil?
2 \ V Yy \" v_)y,y ’} £ o P e 2 { L gy “-V/J:\‘,:\”.;,-
52 _diewwwicnde, peic se cbeevu aue — :
WAL \gt {( A
J
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

(En esta gréfica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta

1 €\ Aot o pehvaiind s e { sy g¥ey g
7 1 L i
{ N i, P <
VWOnh{ry toon { Ly Lo it o b, Adevenng ol la Adwvivada A vuan fu
’ v 'l
A s
£ ¢ i 0 i i f ’ i I h
. 1
1 - 1 1 1
f ! P | Yevior Ya weloaidad  Se A WRA Eanida i
¢ Ava 4 )

il v i el VAL €0 e

.8 £
1 v } 1 o ’ -
e Wity VN R8T i £ 24 TATAWALAY, {*;"cii.'ﬁ'i [~ -.'\(l,','i)fi;-
¥ 7

Identifica algin intervalo de tiempo en la seccion II donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algun intervalo de la seccion VII.

r ) i : A . ~,‘ % A N ¢
Vi Ainidimanf ter ferd L opov la putad o da VL 28 un ind €y ad cly
N :
g ¢ { t Lawn
A TRAL L AV aue e ' N L ¥ Ly A i 418 §8] L1987 ~
H L ] ¥ d
. s ¢
3 ¥ £ e i Vi 1 1 Ly 1 §od n i €y .
¥
k| '
¢ T 4 Aa A g \: w ¥ .
T T

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccion
II sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.

- i {1 { Wi A I g % ¥ ¢ i P’
i’ o L] {f"‘ Minn TR 1t i { lavcdan i \=
; T
‘x" v % c v oin a‘; 9 N i Yin Uy by che
e 4 vy 1 g4 il lineal , i jat t 3t -
iS¢ f i ©) ! y 2§ ( ed el a i $

-
——
s
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 7

Actividad 2 parte 1

Instrucciones: Observa la siguiente grifica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacién de posicion contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion

"“’;‘."::‘)f? -f r le
} LY do A

e / c-’/;'é

biempo €38

'-SUQ/ €A

(q,,vf:)k A :
Chy ,‘52)
2453
R tiempo

¢En qué seccion o secciones cambia su posicién mas rapido?

s 7T} { L | 4 J
At y VI I by ‘I.’) 1 aul la pwiova 2. e /o
7 1 v Yo’
b -
LUCaA. S MG YA gic en /«-; (J,f,,. o

(En qué momentos esta inm6vil?

—~ i F ! P = | - X
c / en-te (0,0 C & t o Gt Perde Sev ¢ anciala s
7 7 e T Z 3 =Y
Un »n ‘ou\ﬁn}’”"a LA Mol B E/ 4 1 /] wo G ¢
Lo ki A% er la Posiriéia wa ot e A la ,{yg'{.'{“q oy
= f 24
’ X . - s B [ ) L -, 2
l 1neas I"! or u’m\—jc:ﬁr awe ipdicon }0 m Sz VRN E s
A ' 17 / A » ) |
+ram o5, ,ft\ Cemas fags 10710 Rcelones A Jos ramog

N V/’;‘ conN \'/}
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

(En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta
S5, fo rpn ﬁ':bil(‘}v‘, oS com@iay o5 combia de Posicion

i / .
Lonel drempo en g Yronscutn o8 onsenss Y dedern v -
< ‘lﬁ“tr' no cy =] -/( la &'."/"L::[ﬂ,{l i

(Como es la velocidad en la seccion I1 con respecto a la de’la seccion VII? Justifique

fon
/
TS oMepar goc & la_seccida Lol pny\-mwiu e 0 yd e
! e S PN :
camho o ¢ 1’“”’”4" N un iNderea /b cevdo oMo '//hm?cL
L )
iy G ot fnla Seccion 2, sih embardd®  ep jp ocopn,
™ Ty 14 7 J}' TR
i) (#7/) S perlenda (97 < I T DT O (n A S ICtam,
e - 4a, eyt y
L]

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion Il donde la velocidad sea mayor que la

velocidad en algan intervalo de la secmon VII.
SUPan encls qa;. la /onq: {ud ente Ay B conres pec4 o al e| ¢ ‘I'ffmpp
el »oa/fr mnh, op ¢ ocemar  dee ue 2/ e . eila 4 Litons wne
M.Snr 74 la(‘_/doo, [ el ed B, St .*J A’ﬁ'.}c‘.qu/a CAHA 1 es

§ LAEL J Qﬂﬂb ik!/‘f’@/ﬂa: Zﬁ 'Qrﬂ‘n
: loesef 2
ay a j 3 ‘:w»,Lz nos dird la dif. en la welseid od

~

“BMPRGL o

[

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la veloc1dad en un intervalo en la seccion
IT sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.
¢ N
Gﬁugnarﬁﬁa'a IOQ Ou‘n')}t'rhf’" no&&da: Son Jr.f mi Sz g

;L;" g«/"’tb "’f’l‘jftiO!nﬂ¢4,’7{@,

pain (pmprobor L,zac la uf/ﬁfldoj “a - Y 4,1 €5 mep
con resperda o T X, x ] dene mar L.

oy < TG gy e
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 8

Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grifica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacion de posicién contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion
f /’
I i
& ;
f o | ’/ ¢
| | | i |
| ; {
(v |
R i
i 1 ' L} \
A | : ‘ i { [
/ | ; |
J'\ < !__A | !;11 P | ] 3 l|
I a b I VoVl g e tiempo
¢En qué seccion o secciones cambia su posicion més rapido? :
I JT N / NOI CITT el e { N9 lina ol aly v""l g epn ) ek !’!.! 0]
K ] }w'*,ﬂi‘» mengr en  (OMPavacion a _las Oy  Secc Gviey
(En qué momentos esta inmovil?
Wy T, poroye SV posicién se g Pl
1 il il i !
r’]‘ |l o "S e rans Gy
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta
1A g po F P

g y ?Q* C{UC Se UCCC. sulane ¥ 01(/(’ <) f!m momch=0o  Yeni A
PSS I -~ e
Vheamblo e VOIS é‘.» 1 evo N9 S¢ h,r:]r cedeglar PO due (19
§ ( 4 / | I/ = 1 —
—j ]E}”’:’ Cicke “»\.-"/ <oy iy &% » 3 \ -

¢Como es la velocidad en la seccion II con respecto a la dela seccion VII? Justifi ique,

o \/(\Qr!wr I es wchok  ge Vel J"rhw_) cleacerco a | w'?f‘f'-"li{,

j&(d\m ln ol Gded 5 Mavgy enep TaX) dee  Cdimipan do ""4{-’”)”

\ kP, ] ;'f A0 MiA 7 ¢
P3T§1(‘ Avcin2o YM«\,’D,V disTianCie e yaenQy MG O
|

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion II donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algin \ntervalo de la seccion VIL ;
"»\\ INicig UC u\m\le SeCclaNe >, lllt Gr 10 VCOGlof nICial df

| A\ i
g o On :1] ee 20, Miep [ruﬁ Qe cn ‘o' secciop VI é“l T‘t’wl }..vm e
rl% besaso  Ch Cl %rnm&” da Q.

A&f’mm.‘ﬂ "1 {rﬂ ("” ‘L S Mas 11 I ha g @Y\-lq Seccion 1l

!

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccion
IT sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccion VII.

1

) \
'F‘.\ (\‘. |Y/‘ﬂ’s§) d/ O dJe ey \n “an {CHQY) 4 ".'«"' rlr/f((’ L“pj‘x" 6()

¥
a4

S"LIM{ W\IJI'V! hd) C&u ’(’lv’ ’6) _v/"((l()/‘n ‘}’ ’m e Ci"‘ x/ a U?’I

\

g
I .
1\("‘(\& J \(a WL Ceydn OS 1amdS e lmad {en ,L‘ )f(UL/)JLU (J)
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Anexo 2. Evidencias Actividad 2 parte |

Equipo 9

Actividad 2 parte I

Instrucciones: Observa la siguiente grafica que representa el movimiento de
Juan a través de la comparacién de posicién contra tiempo. Contesta cada
una de las preguntas y justifica tus respuestas.

posicion

l

¢En qué seccién o secciones cambia su posicién més rapido?
L, i

_porque_la_ pendienie que _vpne ol ponda imcial y evle final de ecdos Senmen-
T T v 1] J ~7

Jos de lqud’i"n ¢S wmal  cevcana o  sey pna vecla verticg)

¢En qué momentos esta inmovil?

(v, vl

La _apo¥i€idP  de scamerrge  con  pendiende (ero, indican que no h“}‘ cabn bio

r\\g\mo de  pbsicice
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

¢(En esta grafica es posible observar la velocidad de Juan?, Justifica tu respuesta

Se puede obsewvar {omande en cventa Ja pendienic & cvalauierq
T T

de las te@iones de In cq'd’ifcl'
v

¢Como es la velocidad en la seccion I1 con respecto a la dela seccion VII? Justifique

Meaer porave el cngulo de la_ vecta que foyman las pundes de lq
seccion JI', es wenor o) {novle de 19 veeda fye forman los peniosde lg

—setc18n V]|, con yespecdo g la hoyizondel ~ -

N

Identifica algun intervalo de tiempo en la seccion 11 donde la velocidad sea mayor que la
velocidad en algin intervalo de la seccién VITI.

Al inici® de ovabas ceccionesr yn delevwincdo nley valo  de 4;4»»;_;9

\J|e\ cambie de¢ posiCioN ge la seceidn [1 fue mge rn{a.olo ave <}

_de lo geccign V(]

Haz lo mismo que en la pregunta anterior, pero donde la velocidad en un intervalo en la seccién
II sea menor que la velocidad en un intervalo de la seccién VII.

_A‘ (ind de lag cecciones | con yp inlervalo eslper,’f}ro (poya ambas) se€ pude

obsewvar que la velocidad del avlo Incrementa  conforme mcs vecoyre
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Anexo 3. Evidencias de Actividad 2 parte 11
Equipo 1

Actividad 2 parte 11 ,

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccion III la curva presenta un cambio de concavidad en b, ;qué significa este cambio de
concavidad con respecto @l movimiento de Juan?

/Z pavl'\r a’c[ ,pun)o lo cnpitTOL O c‘e;acc/crar ﬂpau/a/Inamé’ﬂ/e
e 5S¢ acCercod mAs a av _ casa

(Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de v a h?

ES Moyovry a COVV\LOCLY‘OC’\é'\ o\ \nwlequlo i chf

[ &
Fubsds. gue se rvecorre moyor distance en el misrio
J;empo.

123



Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

. Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de » a ¢?

Es menor _en tovrugmrgclén al i_rLfc,nm-«/cD QQE, d/éé!_dé -
j_gu_a_nc_ao_f_tﬁ,,mﬁ_u_czs_iu_zaa_aa. mis mo 1/)?.,_‘

¢, Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

Ales Je! bgn‘) lQ ‘o velo c:}AQJ es 3
a Da\"\"\r A I \.Ln"‘o e CQnS,c’ﬁ.XQ:JQ J ng to _en qfﬁ

gate wids cexco. CI¢WQQ, _uno

dism et gv,a"‘u’la haswlq l(c}gr Q S casex,

Si tomas dos intervalos cualesquiera, /qué caracteristicas deben de tener para concluir que ¢n
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

Lo primera co\rc\cler.g-‘.ca cchc sStr 01/6 /&nqan 4/ mEpIC
wgswngr_w -

Ji FCren 1LCS.
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 2

Actividad 2 parte 11

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar ¢omo varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta. o

posicion : =

tiempo

En la seccién III la curva presenta un cambio de concavidad cn b. ;qué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

QL)F SO _yeloendad &S racney GJe  SU Uy clocide ¢/
- : = M O _MGYyey G | v C
/
¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de « a h?
/ o .
MDA TN y - ——— A :
C G Ukn":” t L({ ‘4,'( & C (§ ’
Y L } = ’44 ! o @8 ale W2
1l 1 > {
NTexuoled) o pue . GodlCiIct Ve O &
MOCOey i cvwole (o welocide) Cro yvmengy
S V i L2 A £ g L '_, 1 CQ - /
& — i -
- A Fasd [od R L ad
AT ¢
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

Qué pl}]\CdCS decir acerca de la velocidad en el intervalo de 5 a ¢’ o ,
Qep tve duminugendn  dek o o i .
seqrmenionde  en” 2 perle ) quole Okhes
‘J 1A LYY g ol W &N )@Q &4 J(”:,"C ) O ."’4':;, Yo Y/ 22 G .
e (. QunNncr 10 "."? (71 / O o uve "‘cff Cet) raes oy a\/(/
i Qul el Sagundo arctity &Gl o reloet Gl
-//C/')C (e /,Q'/“;C!z‘ o] g e (6 oc Cet> /;' @ e F1rue

a
§ B O o

. Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

] [ ‘
Q) oAr a)) CD YV or N/ . GEILICD Ao

L 1Lk

Si tomas dos intervalos cualesquicra, ;qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

i~ .. ~ .V el \ o f [ M S e ~ f 2 i A : y -~
- J'_’Lr [aldaslidt C A5 L O 2 OCOYIC (N QUCT Quily ') e 0
i N -~ = . i
Clio imMecrn e \oO N
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 3

Actividad 2 parte II .

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

*"Cm(s{o Jo el e Uq g

i tiempo

En la seccion 111 la curva presenta un cambio de concavidad en b, jqué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

}Z\ pun% /2) \@RS@\*\G el c(,m\,',o & éog Jtc\ravm} 0§ c!e la Ve\cdé_gd\
?m'ne&‘o ® ag Y ‘o—a

(Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de a a h?

% | - W oa 4 ( ) %
Ef\ 61 (ﬂ\'e\' VQJ 0§ W (0 cimW 9 AE Dog C.O/{\ O¥IAG, g W Peliodo
T T = = + =
cocdd de & MO, po> |0 Y % Je Qe SV Ve\oud WY 23
a\ 4o ’
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

;Qué puedu decir acerca de la velocidad en ¢l intgrvalo de b a ¢? 1

Ta @ indevgale 6¢  fuey  pace m w‘f)(;ﬁ‘ € golicith
(xwé'oﬁamfﬂ“; CovtO e Ln }m.‘,ﬂm ri , “u ’“mfr‘ ‘u_;"\
peco E}u«m\& por [0 Sue_decitmoy g S

. Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

€3 w\q“w e S *\Wumos 30; eduS una we vio el PntO
G- onJa nicio gy @ fHipal de Ja Seotisy It e spe O iy metre

oy las. yangd |, Se denota *W% la_gengien e\agi (9 ¢
peofocdio  dnfes % lo ¢ fnouor ’uz M

Si tomas dos intervalos cualesquiera, ;qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es may J que en el otro"

Amww Siferenc de povigidn Yeoregida €0 w |ofecuafo
e fiempo iqugly v1aUok es Vo velouday
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 4
Actividad 2 parte Il
Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en

intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccion Il la curva presenta un cambio de concavidad en b, ;qué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

Rf’i‘?(flf’fn‘\ﬂ ovimw-Yin Ae \lﬁ\O(iACLd -

. Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de a a h?

Lo velocldad ¢y vnoynt rn 38 1wievuolo ya
n‘u{’ aNOWIG v disYaescia WACLY DY P P OX
‘*-\P\rw(\jo-
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢?

\o velocidad ewQicia o decxrcex, NG Qo e el
<fawntnlo ab Liewme ‘uua aCiyO Y POS IO

()Jf R T T Y cawdidad
de YieunpO-

¢ Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

Anles de b Vo velocidoder veavo vy \ despuen
‘e\ﬁ/\?\.f'l(') 1 A;\W\“\V\(Ji L4

Si tomas dos intervalos cualesquiera, ;qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

(Jue €uv ) pivafeb “f YTLOYTL odwn Al sYonnc ia
AN OY v de texvrivianda diecwans o cn €l
%FCfr)\/\ Ac <€ vtroxve Owa Adistaavmcio V\I/\twf)_\(_
(’v\ £ 1 vn i St +l1°woc)
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 5

Actividad 2 parte 11

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccion III la curva presenta un cambio de concavidad en b, ;qué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

j mr‘m dcm mMu (hl(lo\ Q Uh& fnS(C(O(‘ Xy de

3 A LY 3 : " ) o
cexeonl @ N O 2 pgendicihnte Sifn P}& AN IO,

1Y S — S \ l ‘.'
(RIS L0 lflg C;. {0 SO e &r SUNTD S OIASNT &
- L3 L . -
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

. Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢? P

D(l S‘Camﬁn4o }> a, C o \; O‘ ZC( ourb.CL
Cc\m!rn?-rv‘ Q__d_h_ln_l_ﬂ.u_uﬁbldﬁ_a_(fgf en €l $(9 

5c9 VY]FnLn o
7

. Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

’c_silu disminuye de vwnyos o _mer/  siendo algon pmJQ ,

rJel adlassamds] {;L Ve ’ G ¥men t}’CAhdd lny[c. (P 4] ”
imn > h"\n(\(tl’\\f’ 2 y ,ut;/m C‘l{)l’Y’)thyQ\C‘-Q’ hg;lg \a'
XD O [niad

Si tomas dos intervalos cualesquiera, ;/qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

Que  degns  de Loy dos :fgmenlob debe etk it 0

] 1
Pn(l;ﬂb_iﬁ";cf_wr&’(“ A\f(u’r\%r v GUE €t nede
3 ¥ - C
EFHCm:\llfA!—' gs,&__dgmﬂ (}P (s den @ menor acﬂha
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 6
Actividad 2 parte Il ,

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccion III la curva presenta un cambio de concavidad en b, ;qué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

i 1- = o~

La U emrica o J*-U“Lr 994 gre i 7!“210(119‘5 wa rects Sceate 8l 4 be
: S — :

= 'YZS'L( ) > zft—t. ‘f,,

(Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de v a h?

vEse¢ tdewlo  on mayoe U ¢n la Scerion L ~
£ al ?w«.‘\ 6 A “\11, A YV: lonpds m 9 en el PM"DL‘ Lac;. Wa /lf(
/

i ' . F N - Py R |
‘\(h."\ cdn N l’Q\ ﬂ‘ch = _'h < M_? « Lady Ly i_’ ' ClU Mgl Se
’ ’ , s
h 0CC  png gLed Al (’, oM g qlv l e y2Con O .»'/:. Peroiin g
N ANTT.
) T
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

. Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢ ’
60 f.' pg,vc!?'v by WO ’U: ”rww;s\ "oy (‘f{ f""L e

- i - ,
\'\M v Al “”"i!:“& m . dal e 0>m,
? : , T ol i ¢ {
Q; l\.xr{m; lJ& \;"\r;"::r;:'\.‘:"; L ves [LaTAY ?(al.;}s el amls dv e (

) § !
o \e  grad LN L .\u#u;L

Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

P

lo v & Mayor andeg JL é 4 0‘1”:’”-.‘: £}
tmotian O deggeces

Si tomas dos intervalos cualesquicra, /qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

Qe broatoa recdos seconhes  aa C/ 'n’n+a~unla, nzﬁc s 3 . /" ’Z"‘[G' o
ay ‘l' av QA_Q.,_la d~ ﬂfc&uéaﬁ' P | «/ A g 1[00 halor
e : ¥ 7
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 7
Actividad 2 parte 11

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en

intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion
«* “

e

tiempo

En la seccion I1I la curva presenta un cambio de concavidad en b, ;qué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

&ue Tuan aumen'\‘c’ So \/eln{‘irjac! (:A)a g‘uc ‘“ ?enAlfﬁ‘lf‘ Je

la_recla cecame e se fouma en ambeos inte vualos

e peaaliva - enel ntecvale [a,bd la yeppecte de o
el “cesoode s pAsgmr Gee cn o] eosoe deb b plerods
CTb, cl, dond Yo teadiende s mayor,

(Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de v a b?

\gbpgﬂ‘\(nglo que po&gmc_ me Jiv el area___entre |o B
recla cecome o la  cuna, enrtndrariomos que esa
{oer | Tndeqaln Jea’ah’ diende a'ser 'O’
heetn _en e ‘Otervalp  Jde ala b’ diende a Se., O
osea que lao  Cuvues u lo,  recta fienden g ser la
misStno. 0 S e ado g?a 5a ‘m uffm{‘ldnd ‘:cncjc. o

a ser constanic,
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

. Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢? ,

. Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

~;‘.m3ec5 c(?ej g;i'fm‘\m;!; :Suan %m’q wna ue]oerJ NIy~ .
Yer Dt lo 'wnd:en%c Jf lo vecda secante Gue S? Formed
_to _ambo S M-‘,mmlovl_gﬂ_lz_a_g;)ﬁqmis_dc._é)_&s_n_u%a
__iq,_p(_tu;h_e_n_"ﬁ__ic_lﬁfrf(*-l»a. de! inteyvalo ames de b
_es _meaor g lo ‘s e lo
cual indica la welotidad antes  de b ercw
mayor g \a seloeidad  des peés A b.

Si tomas dos intervalos cualesquiera. ;/qué caracteristicas deben de tener para concluir que en

alzuno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?
{ |
Lq 1"){-’nr§gm-z L o4 Ar’bf wCr MmMEeNdy P mMa yor

én a2 ! AJM ua/a Stj&n ceq p[ 80 .,
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 8
Actividad 2 parte 11

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar como varia la velocidad en determinados
puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccion Il la curva presenta un cambio de concavidad en b, ;jqué significa este cambio de
concavidad con respecto al movimiento de Juan?

¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de ¢ a b?

Tonceen

i \ H 1 ]
la cutve. del ab se nsemcin hastasie o lo o
t 4 J " / .
gepdicnte de la recta getonte, gor lo que Se

yodnie  deciv que cozi ey unn  velorided f;rr;v*nmjio
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

¢ Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢? ,

. Coémo es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad después de b?

de b f-‘fm{:écm a_ desarelerny v pntes
de b Cﬁs‘}’n {i‘fﬁiFrer{n

Si tomas dos intervalos cualesquiera, ;qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

Lm&ugﬂdjcgnﬁ_mcaulob_._mﬂdg_ion_mi ,_ oyovES

0
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Anexo 3. Evidencias Actividad 2 parte 11

Equipo 9

Actividad 2 parte Il

Instrucciones: Reflexiona sobre el movimiento que llevaba a cabo Juan en
intervalos especificos para analizar cdmo varia la velocidad en determinados

puntos. Justifica cada respuesta.

posicion

tiempo

En la seccion III la curva presenta un cambio de concavidad en b. jqué significa este cambio de

concavidad con respecto al movimiento de Juan?

Que Joan exd reavesarde g U COSO poloe G pPendienie dc
o o i 5 R A

@ -
O LA L 2
4

\a vecya Sccante due oliayilho

pneootia G .
J

(Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de a a h?

conic ()( IO\ {)un.fl'?;\ QA b 9¢ o srxva, \o

(o S >R 4 \a %x aCica (.)Q\

;'}.?' 3,030\7 Una reecta Sc

/

A YT Aod QOmedino v o cOynpqva
N X . £ \ = " N \

TD\] Nt o Q\ N SC. O bhey1a Qg ™ =00 tcuale % O LD ¥OpTO

VG ytho e dhsd af & *OAT e
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

Qué puedes decir acerca de la velocidad en el intervalo de b a ¢ ,

A\ YazoY une srcha secactie o

. Como es la velocidad antes de b con respecto a la velocidad despucs de b?

i o . \ i 3 .-«]~ '
o velopkea de b e Mo Yoy G to uele degpyes de b

Si tomas dos intervalos cualesquiera. ;qué caracteristicas deben de tener para concluir que en
alguno de ellos la velocidad es mayor que en el otro?

Gl o atap A I N e & Y u ¢r e ; € =
r= | e LR ' / J
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Anexo 4. Evidencias de Actividad 3
El
Actividad 3 %

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicién

tiempo

La o IQM Q ]2g maypr g /g z&[ac da. J;/_pdfé_ﬂ
debido a Q e S ¢ tra j U,,/jcm

Se nueo/cn Lo wv PAYAY ‘OS ‘\'fO\AOS @l( ,nzl.nn[ AN n/e améa{

ﬁwg_\_m_zs_{ngggmles *J_s_._sj_re_a_ﬁm_a[z_af_puufap
MM
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

E2
Actividad 3 ;

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
Su respuesta.

posicion

tiempo

€s_casi la_migma, yo goe tomande el orTﬁen om0 pt)nf-o de inicio , de donde
e twea una wecte para cada pur»fo; las pendien*oc so0_diferentes
enel gualo G e _minimam pnte, menol que_en e! D, ouasto que

e éda ulhma I(, [;emd}enfe co fft’zé*r’,
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E3

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

m«}gn - IU"W\S {’ 3

posicion

tiempo

L‘\ Ue]ooc‘\oé cs Mepor en el punta © , Ya Gue al _air oms"of
pun%s (E.,D) se obsern cue y _ung {oenclienic Creciende

en el pruver cuedrante Yy darbién , ol Yrazar cectas %nhgn}m.
en c.méoy_‘mmioc mor cadas  de la aralica QoJ(maS Ver gué€

‘o T T o D es  ivoyar 9 (omfaracitn B

taclinady

el Je L G'Wc’t ve  nds
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

E5

Actividad 3 M Gee  Sen — -

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.
posicién

h

|
l
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E6

Actividad 3 ’

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicién

ticmpo

Cebnp e _/.Q'.._ velocidod ot ! punb

] nOC D d e @) Sl OO [ 8% 89
7 )
M7 5 P ~ v il ” 4 i “Cnit
L/ ¥ o NAr ,f/'u [NGINAackn W4 ) J(’ 1€ "(!".:!,Lﬁ
B ) % o . P s . '

?Cr/: rmed ¢ ol G gendicn e dic 0 o ¢/ en-le_
e ne Wineadlc e rCcHe 1CNnt (NG QCIXiCH e

) | , G \ ~ -~ ™~
MG ey e X G wloudg Cn ¢t Qo0 C C©2

. ARLS )¢ :‘
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

E7
Actividad 3 y

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza cémo es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicion

tiempo

La vel0cdeg s mover e €l funto O, yade o)
un.t amizes purtel (e, dY, se phee va Gyf Ko unt

£ Pr !‘f,‘. a1l b en-le en_ €l '0,,'/)1(/ (vwdgrtf , Yambi g” a’

ArGze.  (E(AeS wcaniel  €n qmbes puploS  hurcadt en lg urt Lieg,

[ gdtmes v« g ce F) Q/"qu o df \hehinay, on de 'r)m*ﬂ Q, L mQyer

o J P
v (Omquaudh " r#_u(“ ve Mgl -n(’,r)QdU‘

> velgadad MAanianfa,
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E8
Actividad 3 ,

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicién

tiempo

Q dcanmos ?_ rrr‘vc.s NG e Wier o a\ QLinen

T ‘C\ fa) zmkm C w akrea C.u'! \ oy il o £on \ b
J S D ] L - J

Ly [AY. f')ml o) 45 WA A,
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Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

E9

’

Actividad 3

Instrucciones: Dada la grafica, posicién contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique

su respuesta.

posicion

?,

tempo

|
Mo comparor C y D eslos Aoﬁ puotos AQ‘WO \‘Rv\tne@\( Q_un ioderva) o,
el ?vimeg ioevyalo e se +omq'§>am C o inicié en \qmos'.ao/n 0 *;met’
deteemingdo o €, con @Yo C Yiene una \eWu ™) geomrd O, S0 embopg e despretia
la velocidad plos decady PMS  axrae S van Yomabdo olfws\fm*us-onimm
a (, aevond o mator oY E\@/ de' esta formd % Sacatan mbuhog
RYoci duYe s Pgamh;o @ C ‘wevierete o elos  lueqe Se Svmeiian

y *® &aord otfeo P"o«\eéro d ' myas  Vecidaes ’?"“‘f‘ﬁm ot “‘3“
6 ciekdo AGmeO Moy cercono o lo e ey o whoghd e Cilo
mism se hobiq »‘)qkn D y COMPUa 7 G 03 vac\ ?&um(’B"“ ‘30006
D ‘\i@\ev w o mbio fﬂQ\\}M},
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E10
Actividad 3 j

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.
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Ell

Actividad 3 ,

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
Su respuesta.
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E12
Actividad 3

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.
posicion

i
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E13

Actividad 3 ,

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza cémo es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

; f ) ~L 7 i ~
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Actividad 3 ’

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.
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tiempo

=T I T ‘D()hl'n ¢ al O ohbeer LLU("&((}O(J
mr\sjcar\{c;um endiente | siendo  af " l’m\)o un "m‘ln'or

]
de celordad alge frue o podiia  sed s ne eustiera tnor  eededle,

& b cons, o

153



Experiencia didactica en la introduccion del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato

E15

Actividad 3

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique

su respuesta.
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E16

Actividad 3 ey ' ,

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique

/

su respuesta.

posicién

tiempo
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E17

posicién
N
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E18

Actividad 3

’

Instrucciones: Dada la grafica, posiciéon contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique

su respuesta.

posicion

tiempo
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E19
Actividad 3 -

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza cémo es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

sicion

tiempo
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E20

Actividad 3 .

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicién

tiempo
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E21

Actividad 3 ’

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en ¢l punto D. Justifique
su respuesta.

posicion
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Anexo 4. Evidencias de actividad 3

E23

Actividad 3

[nstrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicién
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E24
Actividad 3 '

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique

su respuesta.
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E25

Actividad 3 )

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.

posicién
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E26

Actividad 3 y

Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique
su respuesta.
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E27

Actividad 3
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Instrucciones: Dada la grafica, posicion contra tiempo, analiza como es la
velocidad en el punto C con respecto a la velocidad en el punto D. Justifique

Su respuesta.
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Anexo 5. Transcripciones de presentaciones grupales

Sesion

1

Actividad 1

Episodio 1: Trazo de la gréafica

E22 Primero establecimos el punto de partida, bueno donde esta la casa de Juan. Despues dice

que avanza de manera rapida, perdén, de manera lenta los primeros 250 metros asi que
esos los colocamos por aqui [sefiala la grafica de la figura 1 en los puntos A y B].
Después que camino mas rapido hasta los ocho minutos, eso quiere decir que camino
mas distancia en menos tiempo, después que olvido algo en su casa y regreso corriendo,
eso quiere decir que avanzdé la misma distancia en menos tiempo, pero como no dan un
dato especifico de qué tiempo tomo realmente dimos este dato como un tiempo
cualquiera, después dice que camind a la esquina y estuvo esperando tres minutos,
entonces de aqui a aqui [sefiala en su grafica los puntos que indican la casa y la esquina.
Punto D] estuvo tres minutos [marca el punto E y sefiala el segmento DE], después dice
que ya toma un taxi para llegar a la casa de su compariero. Nosotros marcamos la casa
de su compafiero aqui [sefala en la grafica el punto que queda al final del segmento de
recta. Punto F].

Figura 4. Grafica que se analizé para modelar el problemade Juan
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Episodio 2: Anélisis de la posicion de la casa de Juan
DOCENTE: ¢Dénde esta la casa de Juan?

E22: Fue un problema en el que entramos porque decimos que estd aqui [sefialando el punto
A] pero de alguna forma no puede estar especificamente aca [vuelve a sefialar A],
porque cuando regresa tenemos que regresar ahi y no podriamos regresar
especificamente en este punto [continua sefialando el punto A]. Ahi no supimos bien
cémo explicarlo asi que a la media conclusién que llegamos es que tendria que ser todo
este eje [Sefialando el eje X] aunque no podemos explicar por qué, la casa va a estar
fija pero sin depender del tiempo ni la distancia.

DOCENTE: Y sus deméas comparieros que opinan, ¢Alguien obtuvo una gréafica similar a la
que tenemos ahi en el pizarron?

E10: Bueno es que, de lo que decia, de la casa de Juan, yo creo que no hay conflicto de que
digas que la casa de Juan es el origen porque entonces estarias regresando a la posicion
cero en un tiempo cero. Pero por ejemplo en un determinado tiempo puedes regresar a
la posicion donde iniciaste, por ejemplo en t=3, las coordenadas son (3, 0) y eso
significa que pasados tres minutos el regresa a esa posicion no que regresa al origen.
Nosotros lo tomamos asi y no tuvimos ningun conflicto.

DOCENTE: ¢Alguien tomo igual la casa de Juan en el origen? ;Cuando regresamos a la casa
de Juan tendriamos que regresar al eje X o tendriamos que regresar, como decia
Miriam, al principio, al origen? ¢Es suficiente regresar al eje X o tendriamos que
regresar al punto (0, 0)?

E13: Solo al eje X

DOCENTE: ¢Por qué solo al eje X?

E22: Porque no depende del tiempo.

E5: Porque no se puede regresar el tiempo

DOCENTE: jPorque no podemaos regresar el tiempo! No importa que el tiempo siga avanzando
la casa seguiré existiendo. Y ahora, ¢La casa del compafiero de Juan esta en el lugar
correcto?

E13: La casa debe estar ubicada a una cierta altura del eje Y, mas 0 menos la distancia a la que
esta a la casa de Juan, porque si se deja asi como esta entonces la casa solo existe en
un dnico tiempo.

En esta parte se observa como los estudiantes no presentan dificultad alguna en ubicar la casa
de Juan, pero si la de su compariero. Las graficas de otros equipos no mencionan en
donde se ubican las casas. La Unica grafica que ubica las casas es la que se ha mostrado
en la figura 3.

Episodio 3: Andlisis de las secciones

DOCENTE: Ahora veamos cada uno de los pedazos de esa grafica y analicemos si realmente
cada una de las partes corresponde a lo que esta dado en el problema.
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[Se empieza a leer el problema sefialando cuéles son las partes que corresponden a los
movimientos que realiza Juan. En la parte del problema donde dice “llega a casa y toma
su libreta se dan cuenta de que no aparece en la grafica”]

E16: Ahi no esta en la gréafica.

E5: Exacto. Falta un cachito [sefialando con los dedos un segmento horizontal].
DOCENTE: ¢Es necesario incluir esa parte 0 no?

E13: Pero no esta recorriendo en si una distancia.

E18: Pero el tiempo esta avanzando

DOCENTE: Entonces, si tendria que agregar algo a la grafica, ¢donde se agregaria?

[E20 se levanta de su lugar, sefiala en la grafica un segmento entre CD, a la altura del eje X, y
lo agrega. Se termina de leer el problema y analizar si las partes corresponden al
problema planteado.]

Episodio 4: Discusion del punto donde Juan olvida la libreta.

DOCENTE: Supongo que a ustedes alguna vez se les ha olvidado algo en algin lugar.
Recuerdo que olvide algo y que hago, ¢doy la vuelta rapidamente?, ;me detengo? o
¢ qué pasa?.

E11: Pasa tiempo [Se aproxima al pizarron sefialando el punto G y borra el pico que hay en la
grafica y en su lugar traza un segmento horizontal]

DOCENTE: ¢ Cuanto tiempo pasa?, ¢Es mucho tiempo?
ALUMNOS: No, no es mucho tiempo. Es pequefio.
DOCENTE: ¢Se puede contar?, ; COmo marcamos ese tiempo en la grafica?

[Los estudiantes titubean para contestar, la maestra hace alusion a sus conocimientos
adquiridos en Laboratorio de Fisica. Se hace mencidn de que el movimiento que hace
Juan es un movimiento rectilineo.]

DOCENTE: De acuerdo al movimiento, ¢;qué representa ese pico sobre la grafica?
E13: Representa un cambio muy brusco... muy rapido.

DOCENTE: Entonces Juan iba caminando, recuerda y regresa... [Hace una sefial con las
manos para indicar que regresa muy rapido], ¢puede hacer ese movimiento Juan?

ALUMNOS: no

DOCENTE: Entonces si aqui termina en pico, dice su compariero que tendria que hacer un
cambio muy brusco, [se queda pensando...] ;no se si yo pudiera generar ese pico en la
gréfica? [luego pregunta], ¢Qué paso cuando el recuerda que olvido su libreta?

E13: Se queda pensando.

DOCENTE: ¢Ha pasado tiempo?, ¢Cuanto tiempo?, ;entonces cOmo nos queda la grafica en
ese punto?
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E22: En ese pico deberia haber una curva

[Moises pasa a trazar la curva en el punto G y ademas quita los demas picos para trazar,
ligeramente, curvas.]

DOCENTE: Y ahora ¢en la grafica, donde recuerda que olvido su libreta?
E13: Aqui [Sefialando el punto mas alto sobre la primera curva que trazo]

Sesion 2
Actividad 2

Episodio 1: Se recuerda parte de la clase anterior

DOCENTE: En la clase pasada trazamos la gréfica que modela la posicion de Juan para ir a
casa de su compariero, también explicamos algunas graficas y eliminamos algunas
variables. Hay que recordar que es lo que estaba haciendo Juan en cada uno de esos
momentos. ¢Qué nos dice el problema acerca de Juan?

[E19 lee el problema de Juan]

DOCENTE: ¢{Cuantos momentos identificamos en el problema?

E13: Al menos cinco o seis

DOCENTE: Ya habiamos establecido algunos momentos. ¢ Cuantos momentos establecimos?

[Los alumnos empiezan a leer nuevamente el problema haciendo énfasis en cada parte de los
momentos que recorrio Juan y se concluye que son siete]

DOCENTE: Ahora les voy a dar la siguiente actividad con una grafica que se propone para
modelar el problema de Juan, en ella no se consideran algunas variables. La actividad
se hara con los mismos equipos.

Episodio 2: Los estudiantes trabajan en el analisis de la grafica

SAUL.: Para esta pregunta [Sefiala la primera pregunta en la hoja] ¢se puede contestar a partir
de la grafica o de lo que nosotros sabemos?

DOCENTE: Pueden hacer uso de los dos conocimientos

OLGA: Entonces en que momentos esta inmovil, seria en la posicién cuatro y en la posicion
seis, porque pues porque la posicion no cambia, el tiempo si pero la posicidn no.

MOISES: Nosotros encontramos una relacion entre la posicion y el tiempo.
DOCENTE: ¢Cual es esa relacion?

MOISES: Posicion sobre tiempo, que se puede ver como una unidad de medida para la
velocidad.

Docente: Y asi seria, posicion sobre tiempo
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MOISES: Bueno la posicién seria lo mismo que la distancia que lleva recorrida en un intervalo
de tiempo.

Episodio 3: Analisis de las primeras tres preguntas de la actividad.

Pregunta 1.
DOCENTE: ¢Alguien gusta comentar que respuesta han dado a la primera pregunta?

E21: tenemos que las dos secciones donde cambia de posicion mas rapido Juan es en la seccion
tres y en la seccion siete, debido a la prolongacion de la curva.

DOCENTE: ¢A qué nos referimos cuando decimos la prolongacién de la curva?
E21: que tan larga es.

DOCENTE: ¢qué tan larga es?, ¢puede haber algo mas que me indique que en esas secciones
cambia de manera mas rapida?

E13: bueno... nosotros en base a la lectura sabemos que en la seccion siete al tomar un vehiculo
sabemos que la velocidad de un vehiculo es mayor, bueno hacemos una suposicion en
base a la lectura y en la seccion tres de igual manera, recorre la misma distancia de la
seccién uno y dos sumadas, sin embargo en lugar de hacerlo caminando o a un paso
mas acelerado lo hace corriendo. La segunda suposicién que hacemos, solamente para
comprobar si esto es cierto, solamente vemos la relacién que hay entre el cambio de
posicion y el tiempo, vemos que tanto cambio hay de posicion en menor tiempo, porque
sabemos que si el tiempo es menor lo hace de una manera mas acelerada.

DOCENTE: ¢Cdémo ven ese cambio de posicién en menor tiempo? Ahi esta la gréfica. [Sefala
la gréfica]

E13: [Se levanta de su lugar y traza sobre la gréafica la recta] Bueno, tal vez es un poco rustico,
pero en base a la lectura sabemos que esta distancia, [sefialando el punto sefialando las
distancias de la seccion | y 1] es exactamente la misma distancia de aqui [Sefialando
la distancia de la seccion I11] pero si también tomamos en cuenta esto [mide la longitud
del tiempo de la seccion | y Il en el eje X con una pluma] vemos que son
aproximadamente como dos plumas y mientras en esta [mide el tiempo en la seccion
I11 con la misma pluma] es un poquito mas de una pluma, estamos viendo que avanzo
la misma distancia en menor tiempo, estamos dandonos cuenta que hubo un cambio de
posicion bastante acelerado. De igual manera en este [sefiala la seccién VII] donde
vemos que es casi una pluma.

DOCENTE: Entonces en la seccion tres y en la seccion siete es donde avanza mas rapido.
¢Alguien agrego otra seccion?

E11: nosotros agregamos la misma seccion siete, pero también podemos

Pregunta 2
DOCENTE: vamos con la siguiente pregunta.
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E18: ¢En qué momentos esta inmAvil? En la seccidn cuatro y seis, ya que el tiempo sigue
transcurriendo y la posicién no cambia.

DOCENTE: en la posicion cuatro donde se encontraba.
ESTUDIANTES: en su casa

DOCENTE: y en la posicion seis

ESTUDIANTES: Esperando el taxi

DOCENTE: ¢nada mas ahi, esta inmovil?

E19: en el punto entre la seccidn dos y la seccidn tres
DOCNETE: ¢ Cual es ese punto?

E19: [Sefiala sobre la grafica el punto] Porque para que haya un cambio de posicién en el
tiempo tendria que haber crecimiento o decrecimiento, en el caso de esta cresta,
[sefialando el punto sobre la grafica] este punto no demuestra que esta creciendo o que
esta regresando, mas bien que esta inmovil.

DOCENTE: si chicos, ¢qué estaba pasando en ese punto?
ESTUDIANTES: se quedo en shock, olvido su libreta.

DOCENTE: record6 que olvido su libreta, ¢y porgue no tenemos algo asi? [traza sobre un
segmento horizontal arriba del punto marcado]

E6: porque no ha transcurrido tanto tiempo en el que se queda pensando.

DOCENTE: y a ese pequefio tiempo en el que recuerda que olvido su libreta y regresa, ;,como
se le puede llamar?

Estudiantes: un milisegundo, un tiempo t.

DOCENTE: (Y en términos de matematica o de fisica, cbmo le Ilamamos a ese pequefio
intervalo de tiempo?

ESTUDIANTES: instante de tiempo

DOCENTE: como en este punto no retrocedo ni avanzo entonces hay un instante de tiempo en
el que se permanece inmavil.

Pregunta 3
DOCENTE: vamos con la pregunta tres

E8: ¢en esta grafica es posible observar la velocidad? Pensamos que no es posible porque en
unas partes te da el tiempo que transcurre y en otras la distancia, entonces como en
todos esos intervalos iba variando su velocidad por eso nos iba a dar un aproximado de
que tan rapido se movia pero no podemos decir cual era su velocidad.

DOCENTE: pero entonces. ;| No podemos decir cual es su velocidad, pero si podemos observar
su velocidad? ¢Puedo decir si es mayor es menor 0 cdmo es?

E22: si se puede visualizar la velocidad pero no se puede calcular porque no tenemos los datos.
Pero de forma visual si se puede analizar.
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Episodio 4: Trabajan con las siguientes tres preguntas de la actividad 2 parte 1.

Sesion 3

Episodio 1. Analisis de las ultimas tres preguntas de la actividad 2 parte 1

Pregunta 4

DOCENTE: Revisaremos las siguiente pregunta

E5: nosotros comentamos que la velocidad es menor
DOCENTE: ¢Por qué es menor?

E5: porque en la seccion dos va caminado mientras que en la seccion siete va en taxi, ademéas
la curva tiene un angulo de inclinacion mas grande.

DOCENTE: cuando hablan de inclinacion de la curva, ;Cémo es que estdn viendo esa
inclinacion, o a partir de qué ven la inclinacion?

E10: de la pendiente
DOCENTE: ¢cuél pendiente?

E13: Podemos hacer una comparativa, poder destacar que en cierto intervalo, en este caso en
la seccion dos avanza una posicion en determinado tiempo pero en la seccion siete
avanza una posicion mayor con respecto a la de la seccion dos. Por tanto se puede decir
que en la seccidn dos es mas lento o menos larga que la seccidn siete.

Pregunta5y 6
DOCENTE: Alguien gusta pasar a marcar los intervalos

E11: nosotros decimos que el inicio de la seccion dos [sefiala en el eje X el punto que
corresponde al inicio de la seccidn dos] porque aqui ya lleva cierta velocidad y nos esta
pidiendo que algun intervalo de la seccion dos donde la velocidad sea mayor en algln
intervalo de la seccidn siete y aqui en el inicio de la seccion siete esta partiendo del
reposo [sefiala en el eje X el punto que corresponde al inicio de la seccién siete].
Entonces digamos que este pequefio intervalo donde lleva ya una velocidad que el
intervalo de la seccion siete.

DOCENTE: y puedes marcar ese intervalo, porque lo que estd marcado Unicamente es un
punto.

[E11 no identifica los intervalos mas que el inicio de cada uni de ellos]

E22: bueno nosotros también pensamos o mismo que al inicio Juan ya lleva cierta velocidad
[sefiala el inicio de la seccion dos] por lo tanto en ese momento si va mas rapido y aqui
como parte del reposo [sefiala el inicio de la seccion siete] y como realmente no
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tenemos datos entonces pigmentamos la seccion dos en tres partes muy aproximadas
[Divide a la seccion dos en tres partes] y también dividimos en la seccion siete tres
partes [divide tres partes, aproximadamente iguales a las de la seccion dos, al inicio de
la seccidn siete] las denotamos con letras a, b, c. [Denota cada subintervalo en cada
seccion con las letras a, b, ¢] y decimos que en ambas secciones para a de la seccion
dos es mayor la velocidad para a de la seccion siete.

DOCENTE: y los demaés equipos, ¢tomaron los mismos intervalos o tienen otros?
ESTUDIANTES: son parecidos

DOCENTE: una parte de su argumentacion es que cuando va avanzando ya lleva una cierta
velocidad y alla [sefiala a la seccion siete] esta partiendo del reposo. ¢ De qué otra forma
se pueden validar esos resultados? Antes de contestar la pregunta damos respuesta a la
ultima pregunta.

E26: tomamos el final de cada seccion y medimos un centimetro hacia la izquierda. Este es el
intervalo de tiempo [traza los intervalos en cada seccion] es el mismo porque los dos
son de un centimetro. Después lo que hicimos fue medir la posicion, [traza la posicion
en cada intervalo] y se puede ver que se recorre mas distancia [sefiala la distancia
recorrida en el intervalo de la seccion siete] en el mismo tiempo que aqui [sefiala la
distancia recorrida en el intervalo de la seccién dos] o simplemente se traza la pendiente
[traza la recta secante en cada intervalo que pasa por el punto inicial y final de cada
intervalo] vy te fijas en el angulo, el angulo se puede ver que aqui es mayor [sefiala el
angulo de inclinacion de la secante de la seccion siete] que el angulo de aqui [sefiala el
angulo de inclinacion de la secante de la seccion dos].

DOCENTE: Matematicamente esto también valida la respuesta. ¢Este procedimiento sirve
para contestar la pregunta anterior?

ESTUDIANTES: si

DOCENTE: bueno ahora tengo una pregunta. Si ya encontramos un intervalo en la seccién
dos donde la velocidad es mayor que en un intervalo de la seccion siete y viceversa,
entonces podemos generalizar lo que se nos preguntd anteriormente, ;realmente la
velocidad en la seccidn dos es menor que la velocidad de la seccion siete? ¢ Qué esta
pasando ahi?

E13: tal vez se generaliza por promedio por asi decirlo, se toma el promedio general de la
velocidad en la seccidn siete y el promedio general de la velocidad en la seccién dos.

DOCENTE: ¢entonces estamos hablando de una velocidad en general o de qué tipo de
velocidad?

ESTUDIANTES: de la velocidad promedio o de velocidad media

DOCENTE: entonces podemos decir ahora que la velocidad promedio en la seccion dos es
menor que la velocidad promedio en la seccion siete. ¢Y ahi en la grafica que me
representa la velocidad promedio?

E5: la pendiente de la seccion, no, de la curva.
DOCENTE: ¢cudl es la pendiente de la curva?
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E22: tomamos el punto inicial y el punto final de la curva y trazamos la recta entre ambos.
[Pasa al pizarrdn y retoma lo que trazo el EQUIPO 9]

DOCENTE: Pero estamos hablando de pendiente de una curva o de quien es la pendiente.
E13: de una recta

DOCENTE: entonces la velocidad promedio es la pendiente de una recta, porque estamos
suponiendo que todo el tiempo avanza a una misma velocidad. ¢Pero esa recta es
cualquier recta?

[El docente, apoyado de los conocimientos de geometria que tienen los estudiantes, les ayuda
a recordar conceptos como: cuerda, tangente y secante]

ESTUDIANTES: es una recta secante a la curva

DOCENTE: ahora, ¢qué relacion se puede establecer entre pendiente de la recta secante a la
curva y velocidad promedio?

E13: que se pueden definir como lo mismo

DOCENTE: entonces ahora podemos concluir que la velocidad promedio es igual a la
pendiente de la recta secante. Hace un momento hablaron también de un cambio de
posicién en un cambio de tiempo, ;,como puedo expresar ese cambio?

E10: se puede expresar como un Ax [cambio en la posicidn] sobre un At [cambio en el tiempo].
Que tambieén es igual a la velocidad media y a la pendiente de la recta secante, porque
la pendiente es el cambio en Y, que en este caso es el cambio en la posicion, sobre el
cambio en X, que por ahora es el cambio en el tiempo. Para nuestro problema nos va a
quedar, posicion final menos posicién inicial todo entre tiempo final menos tiempo

- e . . . . -, XfF—Xi —_

inicial igual a la velocidad promedio. [Escribe la relacion tf t‘ =]

f~t

DOCENTE: de ahora en adelante denotaremos a la pendiente de la recta secante como: mg,,
[escribe en el pizarron mg,.] y cada vez que hablemos de pendiente de recta secante
debemos recordar que estamos hablando de un cambio promedio.

Episodio 2. Trabajan con la actividad 2 parte Il

Sesion 4

Episodio 1. Andlisis de las preguntas de la actividad 2 parte 11
Pregunta 1

DOCENTE: En la clase pasada estuvimos trabajando con un punto donde hay un cambio de
concavidad y analizamos que ocurre alrededor de ese punto. Alguien gusta pasar a
explicar cudl fue el analisis que hizo con su equipo.

[Como ningun estudiante se decide la docente menciona un nimero y pasa el estudiante que
corresponde a ese nimero en la lista]
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E9: Como nos dice que hay un cambio de concavidad en el punto b, entonces nos pregunta que
representa ese punto, lo que nosotros hicimos fue un cambio de decrementos entre dos
secciones. Las secciones que marcamos fueron entre el punto més alto y b [En la Figura
1 traza la recta que une el punto A con b] y de b al punto A’ [En la Figura 1 traza la
recta que une el punto b al A’]. Esto seria lo que es la velocidad promedio, esto tiene
cierta pendiente, cierta velocidad promedio [denota a las rectas como V; y V,] y
significa que esta velocidad promedio [ sefiala sobre la grafica a V;] es diferente a la
de aca [senala sobre la graficaa V,] entonces este punto [En la Figura 1 sefiala el
punto b] nada mas decimos que es ese punto donde cambia la velocidad.

posicion

h

I
|
I
I
|
I
I
I
I

—

Il A

tiempo

Figura 1. GRAFICA DE EQUIPO 3

DOCENTE: ¢Alguien contesto algo diferente a lo que menciona su compariero o todos tienen
que b es un punto donde hay un cambio de velocidad?

ESTUDIANTES: Si, contestamos lo mismo
DOCENTE: ¢Dieron una explicacién diferente para el cambio de velocidad?
ESTUDIANTES: No

Preguntas 2, 3, 4.

DOCENTE: Entonces vamos con la pregunta dos. ¢;Qué puedes decir acerca de la velocidad
deaab?

E11: Como en el problema nos dice que en esta seccion Juan iba corriendo entonces nosotros
pensamos que de a a b la velocidad es mayor porque aqui empieza a correr [sefiala la
parte de la grafica donde esta a, b] que de b a c [sefiala la parte de la grafica donde esta
b, c].

DOCENTE: Ustedes contestan entonces como es la velocidad de a a b, o como es la velocidad
de aa b comparada con lade b ac.
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E11: lo segundo
Docente: ¢Especificamente como es la velocidad de a a b?

E12: yo lo plantee de una forma que dividi los intervalos de esta forma [traza las rectas
perpendiculares sobre la grafica] entonces se puede observar que es el mismo tiempo
y una mayor distancia [sefiala la distancia de a a b] como sabemos que la distancia es
un del equis sobre un delta t por eso es mayor.

DOCENTE: Eso es con respecto a la velocidad de a a b con respecto a la velocidad de b a c.
pero la pregunta es ¢coémo es la velocidad de a a b?

E14: Nosotros llegamos a la conclusion de que ahi la velocidad muy cercana a constante pues
es una pendiente, para esto despreciamos cualquier cambio minimo. Al trazar una linea
recta de a a b nos dimos cuenta que los cambios de velocidad son muy pequefios por
lo tanto decidimos despreciarlos por eso decimos que se acerca a una velocidad
constante por lo cual seria mayor porque no cambia. Y de b a ¢ se nota que va
disminuyendo, algo que no hace de aab.

DOCENTE: Otra vez estamos comparando la velocidad de a a b con la velocidad de b a c.

E13: cabe recalcar que en lo que menciono mi compafiero también utilizamos el contexto de
la lectura y nos apoyamos mucho de la primera respuesta en donde vemos la grafica,
al inicio de la gréfica se puede considerar como en reposo y vemos como va acelerando
de cierta manera hasta llegar a una aceleracién maxima que en la gréfica seria el punto
b y al finalizar vemos que va desacelerando hasta de nuevo quedar en un estado de
reposo. Al analizar también lo que seria el problema vemos que del punto a al punto b
esta llevando cierta aceleracion esta tratando de ir més rapido por eso podemos inferir
que va més rapido de b a c.

DOCENTE: Tenemos una respuesta de la aceleracion con respecto a los dos intervalos.
E13: si no tenemos un punto de partida no podemos decir que es rapido o que es lento.
DOCENTE: Pero como podria ver lo que dicen, de a a b esta yendo mas rapido.

E16: Si tomamos el intervalo de a a b como un todo entonces se puede decir que en el punto a
hay una velocidad inicial y que en el punto b hay otra velocidad final. Una manera de
demostrar que la velocidad inicial es menor que la velocidad final es tomar el intervalo
como un todo y tomar intervalos mas pequefios por ejemplo dividir a la mitad y
comparar este con este [sefiala sobre la gréafica los intervalos 1y 2] y luego dividir otra
vez a la mitad y comparar, entre mas pequefios se van haciendo los intervalos podemos
ver que lo que va a hacer es que el angulo de la pendiente va a empezar a aumentar.

DOCENTE: No sé a qué te refieres cuando dices el angulo de la pendiente, puedes marcarlo.
(14:30)

E16: [Traza las rectas obtenidas] si marcamos estas rectas vemos cémo cambia el angulo de
inclinacion y eso ya nos dice que tan rapido o que tan lento va.

DOCENTE: [Se dirige a todos los estudiantes] ¢ Ustedes que opinan con respecto a lo que nos
dice su compariero, creen que sera una forma viable de argumentar que la velocidad
esta aumentando?
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ESTUDIANTES: Si. Porque también vemos como va aumentando.

DOCENTE: En ese intervalo la velocidad va aumentando. Y entonces ¢,qué podemos decir de
la velocidad de b a c?

E19: considerando la respuesta anterior que la velocidad va disminuyendo.
ESTUDIANTES: Si y la forma de verlo es similar a lo que comentamos.

DOCENTE: Nuestra siguiente pregunta parece que ya la contestamos, pues ya mencionaron
que la velocidad antes de b es mayor que la velocidad después de b. ademas también
consideraron el contexto del problema, en ese momento Juan iba corriendo, llega un
momento en el que él, me decian en la clase pasada se sofoca, y ademéas también porque
va llegando a su casa. En la siguiente pregunta ¢qué caracteristica deben tener los
intervalos para concluir que en un intervalo hay mayor velocidad que en otro?

Pregunta 5

E16: si trazamos la recta secante en cada intervalo y vemos el angulo de inclinacion de la
pendiente se puede decir que la que tiene mayor angulo de inclinacion es la que tiene
mayor velocidad.

DOCENTE: ¢ Esa caracteristica corresponde a los intervalos?
E13: tener el mismo tiempo, que los intervalos tengan el mismo tiempo.

DOCENTE: ¢Podria comparar la velocidad en dos intervalos de tiempo diferentes? Por
ejemplo comparar la velocidad promedio en un intervalo de 30 min y un intervalo de
tiempo de 40min.

ESTUDIANTES: No se puede, la comparacién puede hacerse si los intervalos tienen el mismo
tiempo, son iguales.

Episodio 2. Realizacion de la actividad 3

Episodio 3. Anélisis grupal de la actividad 3
DOCENTE: E27 como le hizo para hacer la comparacion de esas velocidades

E27: Primero dividi el eje X y Y en espacios de 1cm, después estableci un punto de referencia
en el tiempo cero de acuerdo a la grafica una vez localizado saque la velocidad
promedio de un punto de referencia al punto C (Una recta secante de A a C) y de igual
forma de A a B y con valores aproximados la velocidad en D resulto ser mayor a la
velocidad en C.

DOCENTE: Alguien mas que quiera compartir lo que hizo

E13:  Lavelocidad en el punto C es menor con respecto al punto D. Podemos llegar a esta
conclusion observando el contexto de cada punto y evaluando X intervalo de tiempo
tanto por la derecha y la izquierda de cada punto, suponiendo que se toma el mismo
intervalo X para ambos puntos. Una vez evaluado dicho comportamiento el intervalo
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se reduce las veces que sea necesario donde la velocidad en un punto tiende a cero para
poder hacernos a un solo punto y poder comparar.

DOCENTE: Si nos vamos acercando al punto C y al punto D, ;gréficamente que te quedaria?
E13: Pues solo me voy acercando a un punto

DOCENTE: Si tomamos otros puntos, por ejemplo tomo C’, ;qué me quedaria entre C y C’?
ESTUDIANTES: un segmento

DOCENTE: ;Que representa?

ESTUDIANTES: El promedio entre CC’

DOCENTE: Y si me acerco mas, ;qué me quedaria?

ESTUDIANTES: un punto

DOCENTE: Y entonces, el segmento anterior qué pasa a ser?...

ESTUDIANTES: En una recta tangente

DOCENTE: ;A quién?

ESTUDIANTES: Al punto C

Docente: Alguien de ustedes utilizo este concepto para dar respuesta a esta pregunta

E6: .... Lo que podiamos hacer es trazar una recta en la cual solo toque un punto que seria C
[traza una recta que solo toca al punto C] igual se hace para D. Entonces viendo con
los ejercicios anteriores donde calculamos el angulo de inclinacion para hallar la
velocidad y si tiene una mayor inclinacion se determina que hay mayor velocidad ya
que para la velocidad hay una razon entre distancia sobre tiempo, entonces se determina
que entre mas inclinado entonces hay una mayor velocidad. Y se determina que la
velocidad en C es menor que la velocidad en D.

DOCENTE.: ... ;hay algo mas don lo que se podria relacionar ese concepto?
ESTUDIANTES: Una velocidad instantanea

E11: Yo recuerdo que en Fisica vimos que la velocidad en un punto es la velocidad
instantanea y se puede encontrar con un limite, el v, = Algmo[ﬁ] y sabemos que la
-

velocidad promedio es velocidad final (x;) menos velocidad inicial (x;) entre un
tiempo final (t;) menos un tiempo inicial (¢;) y entonces el limite anterior nos queda

. A . . .,
como: v;,s = lim |=| pero necesitamos conocer a la velocidad o a una funcién para
ms At—0 At

calcular a la velocidad”.

179



