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Resumen

La observaciéon de los procesos de represion y activacion génica ha permitido el desarrollo de
modelos matematicos conocidos como redes de regulacion genética (GRNs, por sus siglas en inglés).
Estas redes dinamicas no solo ayudan a comprender mejor los mecanismos de regulacion natural,
sino que también permiten disenar nuevas redes de regulacion celular mediante ingenieria genética
.

Actualmente, el estudio de las GRNs es esencial para mejorar los tratamientos contra diversas
enfermedades, optimizar el diseno de experimentos y desarrollar biomarcadores tutiles para el
diagnostico [2]. Los genes interactiian entre si y con su entorno celular, activandose o reprimiéndose
mutuamente. Estas interacciones pueden desencadenar condiciones que propicien el desarrollo de
enfermedades. Por ello, modelar mateméticamente estas redes de senalizacién es una herramienta
valiosa en el disefio de terapias efectivas.

Uno de los principales desafios en esta area es la presencia de ruido en los datos experimentales
y la variabilidad en las tasas de reaccion de los modelos, producto de las fluctuaciones estocésticas
en sus parametros.

En este trabajo, se propone aplicar el filtro de Kalman a un sistema dinamico con el objetivo
de estimar sus pardmetros, asumiendo que varian en el tiempo. Este filtro, ampliamente utilizado
en sistemas de navegaciéon, conduccién automatica y robotica, permite estimar las variables de un
sistema dinamico combinando un modelo matemético con sus observaciones ruidosas.

Dado que los parametros del sistema desempenan un papel crucial en la dindmica del modelo,
se ajustaran utilizando las estimaciones de estado proporcionadas por el filtro Kalman, de manera
que el modelo reproduzca de manera consistente la dindmica observada en los datos.

La metodologia se aplicara especificamente al modelo conocido como el represilador, una red
de regulacion genética compuesta por tres genes que se inhiben mutuamente. Se buscard estimar
los parametros del sistema como funciones del tiempo, de forma que reproduzcan adecuadamente
la dindmica estimada por el filtro a partir del modelo.

VII






Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las redes de regulacién genética tiene aplicaciones muy amplias y muchas
yva se han implementado de manera practica. En control celular, se han disenado circuitos
de retroalimentacién basados en proteinas sintéticas como LOCKR, que funcionan como un
equivalente biologico de los controladores PID [3], y permiten regular funciones celulares con
precision, lo cual es 1til para terapias contra el cancer o lesiones neurolégicas. También se han
aplicado técnicas de interferencia de ARN para reconstruir redes regulatorias de células en
tejidos, encargadas de estimular respuestas inmunitarias en presencia de antigenos en su superfi-
cie, lo que permite identificar genes clave en la respuesta inmune y posibles blancos terapéuticos [4].

En biologia sintética, se han construido “contadores celulares” en bacterias E. coli, capaces
de ejecutar instrucciones genéticas en serie, lo que abre la posibilidad de programar células vivas
como si fueran circuitos electronicos [1]. Estos avances se han implementado también con la
finalidad de combatir el cancer, disefiando circuitos logicos que integran sefiales de microARNs
para reconocer células tumorales y activar respuestas especificas, como apoptosis o emision de
fluorescencia, aumentando la precision del diagnostico y la terapia [5].

Estas aplicaciones muestran que el estudio de redes de regulacion genética no solo ayuda a
comprender la dindmica celular, sino que ademas se traduce en innovaciones concretas para la
salud, la industria y la biotecnologia, con un enorme potencial de impacto social y cientifico.

Las redes de regulacion genética son representadas mediante sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias y muchas de ellas son no lineales. Conocer los parametros implicados en estos sistemas
dindmicos es fundamental porque determinan céomo evoluciona el sistema en el tiempo. Estos
parametros incluyen tasas de transcripcion y traduccion, constantes de degradacion, coeficientes
de interaccién y constantes de sensibilidad como los coeficientes de Hill. Saber sus valores permite
predecir con precision si una red alcanzaréa un equilibrio, generara oscilaciones, responderé de forma
rapida o lenta a estimulos externos. También ayuda a identificar puntos criticos donde un pequeno
cambio puede alterar el comportamiento celular, lo cual es clave en enfermedades como el cancer.
En biologia sintética, los parametros son esenciales para disenar circuitos genéticos estables y
funcionales, mientras que en biotecnologia permiten optimizar microorganismos para la producciéon
de medicamentos, enzimas o biocombustibles. En conjunto, conocerlos ofrece una herramienta
poderosa para entender, controlar y aplicar el funcionamiento de las células en contextos médicos
e industriales [6].



Introduccién
1.1 Objetivos

La estimacién de los parametros no es una tarea simple al estudiar sistemas biolégicos puesto que
cada gen y proteina estd asociada a miiltiples parametros, lo que hace que incluso redes pequenas
tengan un gran numero de pardmetros a estimar. Ademas, los datos experimentales suelen ser
ruidosos y limitados: medir directamente tasas de reacciéon o afinidades en condiciones fisiologicas es
complicado, y muchas veces solo se dispone de abundancias relativas de ARNm. A esto se suma que
las redes son sistemas no lineales, donde diferentes combinaciones de pardmetros pueden producir
comportamientos similares, lo que dificulta su identificabilidad. También influye la variabilidad
celular, ya que no todas las células de un mismo tejido muestran los mismos niveles de expresion.
Por esta razon, es necesario desarrollar diferentes técnicas para la estimacién de parametros en
redes de regulaciéon genética, incluso si no todas las variables del sistema son observables.

1.1. Objetivos

Objetivo principal: Estimar la evolucion temporal de los parametros del represilador
mediante datos.

Objetivos Especificos:

1. Generar datos sintéticos que simulen mediciones ruidosas.
2. Estimar el estado del sistema mediante el filtro Kalman.

3. Calcular los pardametros del represilador asumiendo que cambian en el tiempo usando la
estimacion realizada mediante el filtro Kalman.

4. Evaluar la eficiencia del método al compararlo con ajuste de minimos cuadrados en una
ventana moévil.




Capitulo 2

Fundamentos Teodricos

2.1. Redes de Regulacion Genética

La célula vive en un ambiente complejo en el cuél existen miltiples senales incluyendo variables
fisicas como la temperatura y la presion 6smica, o bien, senales biologicas desde otras células. A
esto la célula responde produciendo multiples proteinas a través de circuitos genéticos compuestos
por genes, promotores y proteinas reguladoras, tutiles para realizar diversas tareas, por ejemplo:
la reparacion celular, transportar el aztucar a la célula para utilizarla o absorber principalmente
glucosa cuando existe presencia de lactosa y glucosa simultdneamente [I3]. En este ultimo ejemplo,
la célula lo consigue reprimiendo el gen que codifica la lactasa (la enzima que descompone la
lactosa) mientras haya glucosa disponible [I8]. Por lo anterior, conocer la activacién o represion
de los genes se vuelve una tarea con miltiples aplicaciones en la medicina personalizada.
Saber cémo varia la activaciéon o represion génica a lo largo del tiempo ofrece informaciéon va-
liosa para comprender procesos como la respuesta inmune, la infeccion o la diferenciacion celular [2].
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Figura 2.1: Representacion grafica de las etapas de transcripcion y traduccion del ADN [§].



Fundamentos Teoéricos
2.1 Redes de Regulacién Genética

Cuando una célula responde a senales internas o estimulos del entorno, lo hace regulando la
expresion génica mediante dos procesos: la transcripcion y la traduccion.

Durante la transcripcion, la enzima ARN polimerasa se une a una region especifica del ADN
conocida como promotor, ubicada al inicio de un gen. A partir de ahi, la ARN polimerasa sintetiza
una molécula de ARN mensajero (ARNm).

Posteriormente, en la etapa de traduccion, el ARNm es transportado desde el nucleo hacia el
citoplasma, donde es traducido por los ribosomas, que ensamblan aminoécidos en una secuencia
especifica para formar proteinas.

Algunas de estas proteinas recién sintetizadas actiian como factores de transcripcion, los cuales
retornan al niicleo, se unen a regiones reguladoras del ADN y modulan la expresion de otros genes,
ya sea activando o reprimiendo su transcripcion [7] . Ambos mecanismos constituyen componentes
esenciales de las redes de regulacién genética, representados en la figura [2.1

Estos procesos componen las redes de regulacion genética (GNR). (Figura [2.2)

Gen 1

Gen9

I'd
; Gen8

Gen11’ / Gen 10

Gen 12

Figura 2.2: Representacion grafica de una red de regulacion genética. Las flechas indican la acti-
vacion de los genes y las lineas punteadas su represion [12].

2.1.1. Modelacién matematica de las GNR

Las redes de regulaciéon genética se modelan mateméticamente a través de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (ODEs). Las variables en estos sistemas son las concentraciones de
moléculas de ARNm y se usan funciones de Hill para modelar la activacion o represion en las
expresiones de los genes.

Las funciones de Hill se han generalizado en la modelacién de redes genéticas y tienen las
siguientes formas para la activacion y represion de genes, respectivamente:

f+(P) = W»

En estas ecuaciones « es la tasa maxima de transcripcion (tasa a la que se producen copias de
ARNm), p es la concentracion del factor de transcripcion (proteina de activacion o represion), K
es la constante de disociacion (si tiene un valor grande entonces se necesita una alta concentracion
de p) y n es el coeficiente de Hill (modela qué tan cooperativa es la proteina p para tener efecto
sobre la activacion o represion del gen) [9], [10].

(2.1)




Fundamentos Teoéricos
2.1 Redes de Regulacién Genética

En el ano 2000, se implementaron los primeros circuitos bioldgicos (el Represilador y
el Toggle Switch) in vivo en bacterias FEscherichia coli demostrando su importancia en el
estudio experimental de las redes de regulacion genética [I8], [I]. De igual manera, se ha
demostrado que las GRN que estan relacionadas a la dindmica del crecimiento de tumores o al
desarrollo de las enfermedades han mostrado puntos de vista importantes dentro de su evolu-
cion y han dirigido a descubrimientos de mejores periodos de dosificacion de los medicamentos [I1].

Un tipo particular de red de regulacion génica (GRN) son las redes oscilatorias como el represi-
lador. Estan presentes en numerosos procesos biologicos como el ritmo circadiano, el metabolismo,
la apoptosis y el ciclo celular. En estos casos, las oscilaciones naturales del sistema desempenian un
papel fundamental en el mantenimiento de la homeostasis. Alteraciones en estas dinamicas pueden
conducir a diversas patologias, que van desde trastornos del sueno hasta distintos tipos de cancer
[19]. Es por ello que el estudio de este tipo de redes es util para develar mecanismos en resistencia
a farmacos y en la optimizacion de la terapia combinatoria dirigida.




Fundamentos Tedricos
2.2 El Represilador

2.2. El Represilador

Este fue uno de los primeros circuitos genéticos sintéticos disenados para producir oscilaciones
periodicas en la expresion génica dentro de una célula. Fue disenado e implementado en Escheri-
chia coli en el anio 2000 por Michael Elowitz y Stanislas Leibler . Su objetivo era demostrar que es
posible construir sistemas biologicos artificiales y predecibles. Este mecanismo involucra tres con-
centraciones de proteinas represoras p;, y sus correspondientes concentraciones de ARN mensajero
(ARNm) m;. Cada una de las seis especies moleculares participa en la transcripcion, la traduccion
y degradacién.

El sistema esta conformado por LaCI (represor lac) que inhibe al tetR (tetracycline-resistance
transposon) y la proteina de tetR inhibe a su vez al gen CI-lambda, cuya proteina inhibe al represor
LaClI. En el experimento se us6 un gen reportero GFP (proteina fluorescente verde por sus siglas
en inglés) para visualizar y medir la concentracion de las proteinas [IJ.

a Repressilator Reporter

P, lac01

tetR-lite
P, tet01

2SC101 gip-aav

origin

lacl-lite

ColE1

P tetD1

Figura 2.3: Representacion del Represilador (Macmillan Publishers Ltd: Nature 403 335-338 copy-
right 2000).

El modelo matemético que lo describe es el siguiente.




Fundamentos Tedricos
2.2 El Represilador

dmq n « n
— =-m — t«

dt gy
s _ —ma+ 4 a

a7 T ey 70
dms — « ta
—, - — —mng ™ 0

dt (1+p%) (2.2)

d

% = —B(p1 —m1)

dp2 .

= B(p2 —ma)

dps o

T B(ps —ms3)

donde:

= Las variables p; son proporcionales a la concentraciéon de las proteinas.

= Las variables m; son proporcionales a las concentraciones del mRNA correspondiente a cada
proteina.

= n es el coeficiente de Hill y representa la cooperatividad, refleja la multimerizacién de las
proteinas necesarias para afectar al promotor.

=« es el namero de copias proteicas por célula producidas por un promotor dado (en presencia
de la saturacion del represor).

= « es la tasa maxima de transcripcion.

= 3 denota la razén de la tasa de decaimiento de la proteina con la tasa de decaimiento del
mRNA.

Los términos negativos representan la degradacion de las moléculas. La funcién sigmoide
(funcion de Hill) refleja la sintesis del mRNA desde el ADN, controlada por los promotores y se
asume que las tres proteinas son idénticas, haciendo asi que el modelo sea simétrico [I], [19].




Fundamentos Tedricos
2.3 Filtro Kalman

2.3. Filtro Kalman

El filtro Kalman es un algoritmo mateméatico disenado para estimar el estado de un sistema
dindmico a partir de observaciones incompletas, ruidosas o inciertas. Su principal objetivo es usar
la informacién provista por las predicciones de un modelo matematico con mediciones ruidosas
para obtener una mejor estimacion del estado real del sistema.

El filtro Kalman es uno de los algoritmos de estimaciéon de estados de sistemas dindmicos
més usados, ya que toma en cuenta de forma oOptima los efectos del ruido en las mediciones,
las perturbaciones y la incertidumbre del modelo, fusiona el Best Linear Unbiased Estimator
(BLUE) y la estimacion que produce la varianza minima con los datos experimentales. Para poder
aplicarlo debe hacerse sobre un sistema dinamico lineal por lo que, si no lo es, se encuentra una
aproximacion mediante una expansion en serie de Taylor [22].

Este filtro fue desarrollado en 1960 con la motivacion de seguir y predecir trayectorias de objetos
en movimiento, como misiles y vehiculos espaciales. De forma tipica, el filtro Kalman se usa en
procesamiento y control automatico de vehiculos y, actualmente, también para resolver problemas
computacionales como control de voltaje o frecuencia en procesadores, robots automaticos y en
sistemas lineales con ruido Gaussiano [23].

2.3.1. Estimaciones escalares

. Coémo funciona?

Partiendo de que por medio de ¢ dispositivos de observacién se toman mediciones x, entonces
cada dispositivo tiene una Densidad de Probabilidad p;(x), no necesariamente gaussianas.

T —>Pi(/~ti70i2)

Donde z; representa una muestra aleatoria del conjunto de datos que forma la distribucién p;.
Estas tienen cierta media y; y cierta varianza o? que dependen directamente de los errores de
medicion.

Tipos de Error

Existen 2 tipos de error:

1. Error Sistemdtico o bias (sesgo): Se trata de un error sistemético o un sesgo si la media p;
de su distribucion es diferente del valor REAL de la variable z. De otro modo, el instrumento
no esté sesgado.

Mi 7 TREAL

2. Error Aleatorio: Es el error medido por medio de la varianza o? en cada medicion. Este

puede ser eliminado tomando muchas mediciones con un dispositivo dado y promediando sus
valores, pero esto no disminuira el error sistematico.




Fundamentos Tedricos
2.3 Filtro Kalman

Algunos de los puntos importantes que se toman en cuenta son los siguientes:

= Se debe tomar en cuenta el impacto de los errores aleatorios en cada medicién. Por lo tanto, la
confianza en un dispositivo se modela formalmente por la varianza de la distribucion asociada.
Si la varianza es baja, la confianza es mayor.

s Para formalizar el hecho de que los errores aleatorios de alguna medicién no influyen en otras
se dice que las variables x; no estan correlacionadas.

s Variables Independientes: Si las variables son independientes entonces No estan correlacio-
nadas, es decir su covarianza es 0. En otras palabras, conocer los valores de x1 no aporta
ninguna informacion sobre la variable x4. Es decir;

p(x2|z1) = p(22)

s Variables No Correlacionadas: La covazianza es 0, sin embargo no son necesariamente inde-
pendientes puesto que conociendo x; podria darnos una idea de los posibles valores para xs,
es decir se restringen algunas posibilidades sin cambiar el valor de la media pus.

Elxs|a1] = Elws] = El(#1 — 1) (w2 — p2)] =0

= FEstimador no sesgado: Es aquel cuya media es igual al valor desconocido de la variable que
queremos estimar.

= MSE: Mean Square Error (error cuadratico medio), es la varianza de un estimador escalar
no sesgado.

Por lo tanto, se establece el siguiente lema [23].

Lema 2.1
Sea x; — p; (i, a?) un conjunto de variables aleatorias no correlacionadas.
Tenemos la combinacién linal;

y= zn:aixi (2.3)
i=1

1. La media y su varianza son

oy = Zaiﬂi (2.4)
=1

05 = Za?a? (2.5)
i=1

2. Si z,41 no esta correlacionada con x4, .., x,, entonces tampoco con y
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2.3 Filtro Kalman

2.3.2. Fusion de 2 estimaciones escalares

En este caso, el sistema a estudiar es unidimensional y tinicamente se tienen 2 aparatos de

medicion.
Sabiendo que la suma de todos los coeficientes es igual a 1

Al realizar la fusion de tnicamente dos estimaciones escalares n = 2:
l=d+a=d =1—-«

Yo(z1,22) = (1 — )21 + Q2

La idea fundamental del filtro Kalman es encontrar los parametros o y o que minimicen la
varianza de y. Por lo tanto, usando la expresion (2.5)):

d
%Ui—Oﬁ%((l—a) o] + a“o;
1
2 2
== a= 2012:K:1021: -
01+0'2 4= V1 + V2
of = o3

K es el parametro 6ptimo en la fusién de 2 estimaciones. Este valor es conocido como la

ganancia Kalman.

La estimacion y corregida esta dada por la siguiente expresion:
V1 V2
Z2

y<x17$2) - %1 +V2x + V1 + Vg

La varianza de la distribucion de probabilidad asociada a la estimacion calculada por el filtro

2 1

es la siguiente:
1
2 2
2 2 2 2 2 o7 03 2
o:=(1—-K)“o K*o5 = o o
y = ( ) o1+ 2 1+ i T i 2
oi o3 oi = o3
) 1 1 1 1
oL = — = —
Y 2 2 2
= gy 01 03
o2 o2
1 2
vy =v1+ 12
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Las expresiones en términos de la ganancia Kalman resultan como

2
01

2

o 0% + 05
Yal(Z1,22) = 21 + K(22 — 1)

=(1-K)o

2
1

2.3.3.

Fusion de varias estimaciones escalares

Para el caso en que se tengan n aparatos, cada uno con su medicién escalar x;

Teorema 3.2

Sea x; — p;(p1,07) un conjunto de variables aleatorias correlacionadas. Se considera la esti-

maciéon:
yn,a(xh ceey xn)

n
= E a1,
i=1

Zaizl

La varianza de la estimacion se minimiza usando para cada coeficiente «;

1
)
L

QG =

Zi

Usando multiplicadores de Lagrange se calculan la varianza y la estimacién 6ptima

Yn (21, ...

ZZVJ

Vy, =

n
>
i=1

(2.7)

(2.8)

11
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2.3.4. Fusion de Incrementos

En muchas aplicaciones, los valores x; corresponden a observaciones de una serie de tiempo
que describe la evoluciéon de un sistema. Es posible usar las ecuaciones y para fusionar esos
valores y estimar el estado del sistema en cualquier momento, obteniendo asi una predicciéon de la
evolucién futura de sus variables.

Por lo tanto, para el tiempo %,

Vyn—l Un
T1yeeey T = —Yp_1(@1, .., Tpp—1) + ———m 2.9
yn( 1 n) Vyn,l"’l/nyn 1( 1 n 1) Vg +Vn n ( )
Vyn = Vyn—l + Un (210)

2.3.5. Estimaciones vectoriales

Al tener mediciones con mas de una dimensién, se tienen expresiones que son escritas
como sistemas de ecuaciones, por lo tanto, conviene desarrollar expresiones para sistemas de n
dimensiones. Es por ello que se establecen las siguientes expresiones.

Esta es la Matriz de Covarianza;
See = Bl(® — pz)(® — po)"] (2.11)

Siendo el primer término un vector columna, y el segundo un vector fila. Esta serd una matriz de
la correlacion de la variable x; y x;.
Nota: Si las variables no estan correlacionadas entonces las entradas (i, j) seran 0.

Lema 2.2

Sea x; — p;(pi, X;) un conjunto de variables vectoriales (con m entradas aleatorias) no
correlacionadas.

Se tiene la combinacion linal;

n
=3 A (2.12)
i=1
Donde A; es una matriz

1. La media y matriz de covarianza de y son:

R (2.13)
i=1

Sy = Z A5 AT (2.14)
=1

12



Fundamentos Tedricos
2.3 Filtro Kalman

2. Si ®,41 no esta correlacionada con x, .., x,, entonces tampoco con y

La MSE de un estimador no sesgado y es la traza de su matriz de correlacion.

MSE = E[(y - Ny)T(y = py)] = Tr(Xy,)

2.3.6. Fusion de mauiltiples estimaciones vectoriales

Para calcular la mejor estimacion del estado de un sistema de muchas dimensiones usando las
observaciones provistas por n dispositivos, la combinacién lineal para la estimacion es la siguiente:

Yna(@1, @2, mn) = > Ay, o Ai=1 (2.15)
i=1 i=1

Aqui A es un vector especifico donde cada entrada es una matriz A;. Para calcular la
estimacion, es fundamental hallar la coleccion de matrices A = (Ay, As, ..., A;,) que minimizan el
error cuadratico medio de y,, 4, es decir; MSE(ya) = E[(ya — ty, )T (Ya — py,)]-

Teorema 4.1

Sea x; — p;(pi, ;) un conjunto de variables vectoriales aleatorias no correlacionadas.
Considerando la estimacion;

Yn,A(T1, T2, ..., Tp) = ZAia:i7 ZAi =1 (2.16)
i=1 ‘

El valor del error cuadratico medio es minimizado por;

-1

A=Y 5t ut (2.17)
j=1

Por lo tanto, la estimaciéon 6ptima es

YnAl@1, T2, ..., Tp) = ZE;I ZE;lwi (2.18)

13
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La matriz de covarianza de y puede calcularse usando la expresion siguiente:

-1

Yy = sz_l (2.19)
j=1

La matriz inversa de la covarianza es denotada como la matriz N, por lo tanto la estimacion
esta dada por:

Y(T1, ..., @y) = Ny_1 ZNiwi (2.20)
i=1
N, =>"N; (2.21)
j=1

2.3.7. Para 2 Estimaciones Vectoriales

El caso particular del uso de 2 estimaciones vectoriales es principalmente estudiado de forma
que una de ellas es la prediccion realizada por un modelo matematico y la otra es la medicion
realizada por algtn dispositivo. Es por ello que en términos de la ganancia Kalman se obtienen las
siguientes expresiones.

K = 21(21 + 22)71

Yo (T1,T2) = T1 + K(T2 — 1) (2.22)

Yy =01-K)%

Estas son las expresiones finales para fusionar dos estimaciones vectoriales. Posteriormente,
seran usadas para el presente trabajo.

14
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2.3.8. Best Linear Unbiased Estimator

Del Teorema de Gauss-Markov se sabe que en determinadas condiciones, el estimador por
minimos cuadrados ordinarios (MCO) de los coeficientes de un modelo de regresion lineal es el
mejor estimador lineal insesgado (BLUE) [20].

Partiendo de que el estado de un sistema representado por un vector ¢ no estd dado de forma
completa por las mediciones, entonces es necesario estimar la parte faltante. Imaginando que se
tienen diferentes mediciones ¥ y v/, al graficar los puntos en un plano xy es notorio que existen
muchos valores de y para cada x y muchos valores de x para cada y. La zona en la que se agrupan
los puntos es llamada Zona de Confianza, mostrada en la figura .

Tomando un valor de Z, por ejemplo x1, se debe hallar el mejor valor posible de ¥ para asig-
néarselo. Se calcula la media de todos los y; posibles en esa z:

vy = E[y|x = 551]

Esta seria la estimacién para x.

(T— y) = TSk x = i)

=

Figura 2.4: Grafica de las observaciones x vs y [23].

En algunos problemas es posible asumir que existe una relaciéon desconocida entre & y y y que
la incertidumbre proviene del ruido.

Aunque hay muchos puntos (z1,y), los valores de y estan encerrados alrededor de la linea
mostrada en la figura. Entonces, el valor ¢; es una estimacion razonable para el valor de y corres-
pondiente a z;. Esta linea se llama Mejor Estimacion Lineal No Sesgada (BLUE).
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;Coémo calcular el BLUE?

Considerando el estimador lineal
gA,b =Ax+b

Se elige A y b tales que minimizan el MSE.

Teorema 5.1

b)) b
() = (0) G 3

El estimador 94, para ser el 6ptimo debe considerar que:

b=py — Ap,
A=3%,5]
Para calcular b solo se escribe E[g] = Ely], pues al tratarse de un estimador no sesgado,

entonces el valor esperado es igual al valor real.

Se calcula A de forma que el error cuadratico medio sea minimo, es decir, se calcula a través

d "
de hacer ﬂMSE(yA) =0

Por lo tanto, el mejor estimador lineal no sesgado es:

G =ty + XS0, (T — pa) (2.23)

= No es necesario conocer alguna relacion entre  y y. Solamente habran de calcularse las
medias y las matrices de correlaciéon de la expresion [2.23
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2.4. Filtro Kalman para Sistemas lineales

Zoj0) E10)  Eip) (Z211)  (Z2p2) Et-11t-1) CEtie-1) Eepe)

oo} p, g X ) op [ Xoigy Xop o K] g | Xty X
jlcxl Z1<=X2 j,«:xt
(Ry) (Re) (Rt)

a)

Figura 2.5: Estimacion del estado usando Filtro Kalman [23].

La Figura (2.6h) muestra como puede ser calculada la evolucion del estado de cierto sistema
en el tiempo con una condicién inicial xg, asi, la dindmica ya esti determinada.

El estado del sistema a cada tiempo es funciéon del estado en el tiempo anterior y también
funcion del control aplicado al sistema durante cierto intervalo de tiempo.

Ty = fi(®i—1,uy) = Frep—1 + Buuy

Aqui u es el control y f; generalmente no es lineal, por lo tanto puede cambiar en cada tiempo
t. Asi, es posible proponer un sistema lineal donde F; y B; sean matrices dependientes del
tiempo que pueden ser determinadas por el sistema fisico.

Si se conocen las condiciones iniciales xq asf como las matrices F; y B; (que en general no se
conocen), se puede calcular de forma precisa la evolucion del sistema.

La Figura (2.6b) muestra el flujo del calculo de los datos. Se asume que se tiene una estimacion
para el estado inicial g)o.

e FEstimacion a priori: es la prediccion que hace uso de la informacién del tiempo anterior
t — 1, dentoada por &;;_;
e FEstimacion a posteriori: es el resultado de fucionar dos componentes; la estimaciéon a

priori y la medicion en el tiempo ¢; z¢. Este resultado se denota por &y

ué stimacion a posteriori se u r el m ra producir stimacion a priori
Después, la estimacio t se usa por el modelo para producir la estimacio
para el siguiente paso en el tiempo ¢ + 1.
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2.4.1. Modelo de la Evoluciéon del Estado y la prediccion

La verdadera evolucién del sistema esta dada por la serie xg, €1, X2, ... a través de:
Ty = tht—l + Btut =+ wq (224)

= uy: es la entrada de control, se asume como la entrada determinista.

= wy: es un termino de ruido con media cero el cual modela la incertidumbre del sistema. (los
ruidos a diferentes tiempos no estan correlacionados E[w;, w;] = 0 Vi # j) ni tampoco con
To

= ();: es la matriz de covarianza de w;.

» La media y la matriz de covarianza de x;; se denotan por &;; y 3;; respectivamente. Se

asume que no existe sesgo, es decir; E[Zg)o] = E[xo)].

ili

Tyjp—1 = Fi@s_1)i—1 + Brug (2.25)

Yij—1 = thtfl\tletT + Q1 (2.26)

Estas expresiones predicen el valor de las variables del sistema en cada momento segtin cierto
modelo matemaético.

2.4.2. Fusiéon de Observaciones Completas
La medicién es imprecisa y ruidosa, por lo tanto, se modela como:
Zt = T+ + V¢ (227)

= vy es ruido con media nula (no correlacionados entre si Efv;, v;] = 0 Vi # j), tampoco con
g ni wg

= R;: matriz de covarianza de vy

= x; en esta ecuacion es el valor real del sistema al tiempo t.

Entonces, las estimaciones &;_; y z¢ son fusionadas usando las ecuaciones para 2 estimaciones
vectoriales:

Ky =31 (S + Re) 7!

Ryt (Beje—1, 2¢) = Byje—1 + Ki(2e — Byjp—1) (2.28)

Zt\t = (1 - Kt)zt\tfl
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PREDICCION ESTIMACION

%”t_l) K; = Zt\t—lHtT(thtU—lHtT +Ry)™! (gm)
T £l itIt =it|t—1 + K¢ (z; 'Htit\t—l) Al
R R Zpe = (I - KeHp)Zp -1

‘ Z; < Hyx;
(Re)

Figura 2.6: Estimacion del estado usando Filtro Kalman [23].

X¢ir-1 = FrXpq)-1 + Bruy

2.4.3. Fusion de las Observaciones Parciales de un estado

En muchos problemas, solo es medible una parte del estado, esto hace que las variables no
observadas deban ser estimadas de alguna manera.

» Hy: matriz de observacion, en el estado es &, lo que observamos es H,x. Esta especifica la
relacion lineal entre el estado y la observacion y también puede depender del tiempo.

zy = Hyzy + vy

= (: es la matriz que especifica la parte no observable.

Para fusionar los estados se siguen los siguientes pasos:

1. La estimacion observable a priori H &1 se relaciona con la medicion z; usando la ecuacion
para la estimacion BLUE (2.23]) y las ecuaciones (2.22|) para hallar el estado a posteriori.

Hy&yy = HiZgp—1 + HtEt\t—ng(HtZt|t—1H? + Ry) "zt — Hixyy 1)
Ky = Sy HEY (H Sy HY 4+ Ry)~* (2.29)

Hy&y)y = HyByp—1 + Hi Ky (2e — Hyxy—1)
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2. La estimacion a priori del estado no observable es Cy&¢)p—1.

La covarianza entre este y la parte observable H;& ;1 guidndonos del BLUE es C’tZﬂt,lHtT .
La usamos para conocer la relacién entre lo observable y lo no observable segtin las ecuaciones

(2.23) de la siguiente manera.

Cidtyy = Crlbyp—1 + (Celyp—1 HY ) (Hi Sy HY )" Hi Ky (20 — Hyeyp 1)

(2.30)
Ciye = Cr@ypp—1 + Ot Ky (2¢ — Hyayp_y)
3. Colocando finalmente ambas estimaciones en una sola ecuacion;
H\ . H\ . H .
<Cz> wt|t = <C’Z> CIZt|t_1 + (C:) Kt(zt — Htilit|t_1) (231)

De aqui facilmente se encuentran las expresiones finales para la estimacion a posteriori.

Ryjp = Byjp—1 + Ki(2e — HiBype)
(2.32)

Zt\t = (I - Kth)Zt\t—l
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2.5. Filtro Kalman Extendido (EKF)

Cuando se tiene un sistema no lineal y se desea usar el filtro Kalman para estimar sus variables,
se hace uso del Filtro Kalman Extendido.

Teniendo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y las mediciones con las
que se desean realizar las estimaciones:

dx
a f(x)

z = h(x) + v(t)

Es necesario aproximar el sistema mediante algiin método de resolucion de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, por ejemplo: método de diferencias finitas de Euler.

X X1+ f<Xk71) * At

Aqui At es el tamano del paso entre cada punto de la aproximacion y se identifica:

F(Xk,]_) =Xrp_1+ f(kal) * At (233)

Es posible expandir F(xx_1) y h(xy) en serie de Taylor alrededor de la estimacion anterior y
asi aproximar la predicciéon y la proxima estimacion de las variables xy.

Usando el modelo y las observaciones (las mediciones) se establecen las siguientes expresiones:

Xk = F(xx_1) + Wi_1

Zx = h(Xk) + Vi

La inicializaciéon corresponderia a:

Se calcula la predicciéon del estado del sistema:

xp ~ F(xg_4)

Sk =Jp(xf_1)Sk—1Jp (x§ 1) + Q-1
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Se calcula la estimacién del sistema usando las mediciones:
-1
K = SpIF (P (Tn(xR)SPIR (xP) + Ruc)
Xy A xg + K (zk — h(Xﬁ))

Sk = (I — Kth(XE)) SE

doénde
oft  Ofi df1 Ohy  Ohy Ohy
Jp=1 P and  Jp = | PR
Ofn  Ofn Ofn Oh,  Ohy, Ohn
87371 87@ o % 8.1‘1 81‘2 o 8xn

Al realizar este procedimiento de forma iterada, se obtiene la estimacion de todas las variables
del sistema a cualquier tiempo ¢ [24]
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2.6. Filtro de Savitzky-Golay

El filtro Savitzky-Golay es ampliamente usado para el preprocesamiento de senales en multiples
areas. Este es usado para reducir ruido de alta frecuencia debido a que suaviza la senal ya que la
reduce a una con ruido de baja frecuencia [21].

Savitzky y Golay propusieron un método para suavizar una serie de datos basdndose en una
aproximaciéon polinémica por minimos cuadrados de forma local. Este filtro es atractivo por pre-
servar la forma de los picos y ha tenido grandes aplicaciones como el procesamiento de electrocar-
diogramas; ademas, se ha aplicado al procesamiento de imagenes como las ecografias y al radar de
apertura sintética [16].

3900

3800

3700

3600

3500

Spectral Response
B
=3
=)

=
o3
=
=

3200

3100

3000 -
) 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Spectral Channel

Figura 2.7: Senal discreta a la cual se le aplica un filtro S-G con una ventana w = 7 y ajuste
cuadratico [21].
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2.6.1. Implementacion

Dada una senal con N puntos y una ventana de tamano w, el filtro S-G ajusta un polinomio
de orden O en cada ventana de puntos dada y el filtro se mueve a lo largo de toda la senal.

Este filtro estima el valor de la senal en el centro de la ventana evaluando el polinomio calculado
en ese punto.

Un requisito importante es que el tamano de la ventana tiene que ser mayor al del orden del
polinomio que se ajustara [21].

O+1l<w

Este filtro es sencillo de implementar en la actualidad mediante diferentes lenguajes de progra-
macion y software. Al aplicar este filtro a una senal, se debe proponer el tamano de la ventana de
puntos w y el orden del polinomio ajustado.
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Capitulo 3

El Represilador y sus mediciones
sintéticas

3.1. El represilador mediante diferencias finitas de Euler

Existen muchos métodos numeéricos para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales; sin embargo, como primer acercamiento de este método para encontrar los parametros
mediante el uso indirecto del filtro Kalman, basta como ejercicio inicial con un método simple
explicito para resolver el sistema del represilador.

Recordando las ecuaciones del represilador (2.2)) :

Mm% ta
dt T Q) Y
dms n « n
— =-m «
dt 2Ty 70
dms ms + e + «
7L T I 0
dt (1+p%) 3.1)
d

% = —5(}?1 - m1)

d

% = —B(p2 — m2)

dps B

E = 5(103 ms)

En el método explicito de diferencias finitas de Euler se hace una aproximaciéon de las ecuaciones
diferenciales como:

dy Yn+1 — Yn Yn+1 — Yn
T = = 4
dt N N f(yna )
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Por lo tanto, las ecuaciones del represilador quedan de la siguiente manera:

Resolviendo el sistema,

miq — M1i-1 «

— s = Mii1tagt ————
At ’ L+p8.

ma; — M2 -1 «@

— g = M1t t
At o L+p?,

ms3; — 1MM3,;—1 «

;= —Mm3i-1 +ayg+ —mm
At ! L+ph,

P1i —P1yi—1 (3'2)

At = f(mi—1 — P1,i—1)

P2i = P2i-1

At = 5(7”2,1'71 - P2,i71)

P3,i — P3,i—1
At

usando los parametros [I]:

= f(ms,i—1 — D3,i—1)

nn=2
LI T 0,5
= a =500
" ﬂ =5
Represilador
35 m B
! ‘;’ I\\
RN
30 m F AR\
1 —=- ! \
I3 Ir: h \\‘
\
i &1 / H A
> 1 \
25 Pz AN {!! R
’ \ ! LR
c -=- p3 7 \ S vy
. \ ] v
=} T ! ! \
g209 | ; v
I et ’ AW | %
= L RS i !y \
e Iy N }\"
T ] S 1{ !
2159 N ’ T
Q i W ! ;f} \\
o by O » Jaay
i AN / y .
10 A ||'.‘f".\\ \\\\ / i A%
I . \\\\ ,z ,f} S
'y X S ‘ \
1§ ~ \)p\ f A,
54 U] N =T N ,:1 S
E Rk A .
o4 |
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo (min)

Figura 3.1: Graficas de la;

s moléculas de ARNm y de sus proteinas supresoras durante los primeros

10 minutos de la dindmica con condiciones iniciales m; = 0, mo =0, m3g =0, p1 =2, po =1y
p3 = 1. . Para esta simulaciéon se usaron 1000 puntos.
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3.2. Simulacién de datos para el filtro Kalman

Se generaron datos sintéticos para evaluar el desempeno del filtro de Kalman. Para ello, se
incorpord un término de ruido gaussiano aditivo con media cero y desviaciéon estandar de 1.5.
Dado que en muchos sistemas biolégicos no todas las variables son directamente observables, el
ruido se anadi6 unicamente a las concentraciones de proteinas supresoras. Estas proteinas, en el
contexto experimental, suelen ser inferidas mediante técnicas de fluorescencia que emplean genes
reporteros acoplados a promotores especificos [I].

Considerando la disponibilidad limitada de datos en escenarios experimentales reales, se
simularon tnicamente 100 observaciones. Estos datos corresponden a 100 puntos equidistantes
extraidos de la soluciéon numérica del sistema dindmico, obtenida mediante el método de diferencias
finitas, y a cada uno se le anadi6 el término de ruido gaussiano previamente descrito.

Concentracion de proteinas por célula vs tiempo

Modelo para pl, p2 y p3
304 * Mediciones de las Proteinas pl
« Mediciones de las Proteinas p2
Mediciones de las Proteinas p3
25 1 .
S 201
L=
18]
b=
=
@ 15
e
8
10 1
5 -
04 ° .

tiempo {min)
Figura 3.2: Modelo y Mediciones con ruido gaussiano (x =0y o = 1,5)

Es importante aclarar que en el presente trabajo se considera que los datos experimentales en
el estudio de estructuras biolégicas, como lo son las redes de regulaciéon genética, son bastante
limitados y dificiles de obtener.
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Capitulo 4

Estimacion del represilador mediante
Filtro Kalman Extendido

La estimacion de las variables de la mayoria de los sistemas no se realiza en tiempo real, por
lo tanto, tiene sentido usar todos los puntos de la estimacién para realizar una mejor estimacion
usando los puntos futuros. Esto se logra introduciendo un filtro que suavice un intervalo fijo
después de usar el filtro Kalman [17].

Con el objetivo de establecer el mejor resultado al encontrar los parametros, se realizo la
comparacion entre el uso del filtro S-G antes o después del filtro Kalman. El filtro Kalman ha sido
usado antes como estimador principal y después se aplica el refinamiento a través de S-G ya que
elimina parte del ruido que Kalman no puede eliminar [25].

Métodos propuestos:

» Estimacion de las variables suavizando mediante el filtro Savitzky-Golay después
del filtro Kalman: Las mediciones se filtran mediante Kalman y se refina la estimacion
usando el filtro Savitzky-Golay.

= Estimacion de las variables suavizando mediante el filtro Savitzky-Golay antes
del filtro Kalman: Las mediciones se procesan primero por Savitzky-Golay y finalmente se
estiman las variables mediante el filtro Kalman.

Es sabido que el filtro Kalman es deficiente si se tiene un ntmero de datos muy limitado
[I7], y en el presente trabajo también se pretende evaluar si, aun en estas condiciones, es posible
encontrar los parametros que reproduzcan esa estimacion; por esa razon, es fundamental usar la
mejor estimaciéon posible.

Se evaluardn ambos métodos calculando el MSE con respecto al modelo; asi, posteriormente
se decidird qué estimacion usar para calcular los parametros. Para la realizacién de ambos, se
deben obtener como primer paso las ecuaciones para la estimacion de las variables del represilador
mediante el filtro Kalman.
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4.1 Ecuaciones para la estimacion de las variables del represilador mediante el filtro Kalman
Extendido

4.1. Ecuaciones para la estimacion de las variables del repre-
silador mediante el filtro Kalman Extendido

Para usar el Filtro Kalman Extendido en el represilador es necesario resolverlo.

Retomando el sistema discretizado [3.2] del represilador a partir del método de diferencias finitas
de Euler:

o
mi;=mi;-1+ | —mii-1+ag+ ——— | At
L+p5,_y
o
Mo =M1+ | —mai—1+ag+ ——— | At
T+t

+ +ag+ —— At
ma; = M3 ;- M-l T Q0T T
3, 3,i—1 3,i—1 0 1+p2,k_1 (4.1)

Pl =D1i—1+ B(mii—1 —p1i—1)At

P2 =D2.i-1+ B(mai—1 — p2i—1)At

D3, =D3i—1 + B(Mmsi—1 — p3i—1)At

Como se coment6 en la secciéon y reacomodando algunos términos, el sistema se escribe de
la siguiente forma:

xi ~ F(xp_1) = xp-1 + f(xg—1) * At

mi(1— At) + <a0+ fp )At

—_
w3

Fi(m1,p3) o
1 - At At
Fy(ma,p1) ma( ) oot 1+ p?
F(x) = Fs(ms,p2) | _
Fy(ma,p1) o
’ 1— At At
Fs5(ma,p2) ma( )+ {0+ 1+ py
Fs(ms,p3)

B(m1 — p1)At + py
B(mg — p2) At + po
B(msz — p3)At + p3

Se expande en Serie de Taylor alrededor de la estimacién xj_; para linealizar el sistema:

F(xic-1) = F(xie_1) + Ir (X 1) (a1 = Xi_q) + - (4.2)
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Estimacion del represilador mediante Filtro Kalman Extendido
4.1 Ecuaciones para la estimacion de las variables del represilador mediante el filtro Kalman

Extendido
Se calcula la matriz jacobiana de F(xx_1).
oA
1-At 0 0 0 0 _ papsal
AL p3(ps +1)
0 1-At o AR 0 0
pi(py +1) 0 A
Je=1 9 0 1-At 0 _ napsAl (4.3)
p2(py +1)
BAL 0 0 ~BAt+1 0 0
0 BAt 0 0 _BAt+1 0
0 0 BAL 0 0 _BAL+1

Al aplicar el filtro Kalman se inicializa con x§ = po, es decir, los valores en los que se espera
que las variables se encuentren al inicio. Y la matriz de varianza Sg es una matriz diagonal en la
cual las entradas s;; toman valores asociados a la varianza de la condicion inicial con el estado real
del sistema (estos valores son ajustados por el usuario).

1. Prediccion: Dada la expresion (4.2)) se calcula la prediccion del estado del sistema (también
llamada estimacion a priori) mediante el modelo matematico del represilador. La prediccion
y la estimacion al tiempo k seran denotadas respectivamente por xj y xg.

xp ~ F(xg_4)

Sy = Jp(x§_1)Sk-1J (x5 _1) + Qi1 (4.4)

Doénde Qy_; es una matriz diagonal en la que cada elemento g;; tiene el valor del ruido para
cada variable asosiado a la confianza que tenemos con el modelo (estos valores son ajustados
por el usuario). Mientras qué Je(xy,_,) estd dado por la expresion (4.3) y F(x§_;) esta dada
por:

«
m§ e (1—At) + | ag+ ———— | At
1,k—1 ( 1+(p3’k71)n

SIS

F(xg_1) =
a
ms o (1— A1)+ (ag+ ——2 | At
37k 1 ( 1 + (p27k_1)n
Bm{ j_y — p§ )AL+ D7
B(mS gy — D5 1) A+ D55y
Bmg j—y — D5 1) AL+ D5 4y
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4.1 Ecuaciones para la estimacion de las variables del represilador mediante el filtro Kalman

Extendido

. Estimacion: Se calcula la ganancia Kalman usando el jacobiano de la matriz de observacion

que en este caso particular en el que se observan tinicamente las proteinas traducidas tienen
la forma siguiente:

p
Pk

000100
h(xP) = (b, |. Jn(x)=10 0 0 0 1 0 (4.5)
i 000001

La matriz de ruido Ry es una matriz diagonal en la cual sus entradas r;; contienen valores
relacionados al ruido de las mediciones (ajustados por el usuario) y zx es un vector columna
en el que sus entradas contienen las mediciones de las proteinas.

K, = SPIT(x) (Tn()SEIT(E) + Ry (4.6)
k kY h Xy ) | JhiXy )Oydh (X k :
xy ~ Xy + Kk (zx — h(x}))

Sk = (I — Kth(XE)) SE
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4.2. Estimacion de las variables suavizando mediante el filtro
Savitzky-Golay después del filtro Kalman

Se realizo6 el codigo en Python para encontrar la estimacion mediante el Filtro Kalman usando
los datos generados.

4.2.1. Estimaciéon por filtro Kalman

Al implementar el filtro se deben colocar condiciones iniciales de los parametros que estamos
buscando, es por eso que se introdujeron valores aleatorios dentro del régimen de valores estable-
cidos por el represilador para presentar oscilaciones [IJ;

ap/a =~ 0,001 Ba5 n=2 (4.7)

Es importante mencionar que el resultado de la estimacion realizada mediante el filtro Kalman
depende en gran medida de los valores iniciales que se introduzcan, asi como del nimero de datos
(mediciones) que se tengan.
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Figura 4.1: Graficas de la Estimacion realizada mediante el Filtro Kalman
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4.2 Estimacién de las variables suavizando mediante el filtro Savitzky-Golay después del filtro
Kalman

Al obtener la medicion, se calculo el error cuadratico medio de la estimacion y las mediciones
con el modelo para cada proteina.

Variable MSE de las mediciones MSE de la estimacion Kalman

) 2.088 1.082
P2 2.141 1.249
D3 2.013 1.327

Tabla 4.1: Comparacion de el error cuadratico medio entre las estimaciones y mediciones con el
modelo del represilador.

Si las mediciones son ruidosas y se tiene la certeza de que el modelo describe correctamente
la dindmica del fenémeno, entonces la estimacion del filtro Kalman es mejor aproximacion que las
mediciones tomadas.

Concentracion de proteinas por célula vs tiempo

+ Mediciones de las Proteinas pl, p2 vy p3 $
30 4 Proteinas pl, p2 y p3
—— Estimacidn
25 A
S 201
%)
[1+]
=i
=
@ 15 A
=
g8
10 A
5 -
04 ° .
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8

tiempo (min)

Figura 4.2: Estimacion de las concentraciones de las proteinas del modelo. Para este filtro se usaron
como parametros iniciales ag = 0,7, en consecuencia con (4.7) o; =700y 3 =T7.
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4.2 Estimacién de las variables suavizando mediante el filtro Savitzky-Golay después del filtro
Kalman

4.2.2. Suavizado de la curva mediante filtro Savitzky-Golay

Aunque el filtro de Kalman proporciona una estimaciéon 6ptima en presencia de ruido gaussiano
bajo un modelo dindmico conocido, en escenarios con observaciones altamente ruidosas o con
modelos parcialmente conocidos, las estimaciones pueden presentar oscilaciones de alta frecuencia.
Para mitigar este efecto y obtener curvas mas suaves que preserven las tendencias locales, se aplico
un filtro de Savitzky-Golay sobre las estimaciones. Este método de suavizado, basado en el ajuste
local de polinomios mediante minimos cuadrados, es particularmente util para preservar la forma
de la estimacion.

La ventana movil usada equivalente al 3 % de los puntos de la estimacion (en este caso particular,
3 puntos). La eleccion de la ventana es ajustada por el usuario y el mejor resultado fue logrado
usando esta cantidad de puntos (comparando sus MSE), mientras que al ajustar un modelo lineal
se evita el sobreajuste de los datos.

M1 M2 M3
141 —— Estimacién Original y 25+ ©
7
---- Modelo /
" Lz . 4 4
127 —— Estimacion Suavizada 20 25

H

5
=
o}

concentracion

concentracién

concentracion
o

101

200 225 250 275 300 325 350 375 400 0 1 2 3 4 5 6 7 8 [ 1 2 3 4 5 6 7 8
tiempo (min) tiempo (min) tiempo (min)

Pl P2 P3

Mediciones de las Proteinas pl, p2 y p3
—— Estimacién Original
---- Modelo
i+—— Estimacién Suavizada

concentra
concentracién
concentracion

tiempo (min) tiempo (min) tiempo (min)

Figura 4.3: Graficas del modelo con los parametros reales, la estimaciéon por kalman y la estimacion
filtrada por Savitzky-Golay.

Se calcul6 el error cuadratico medio de la estimacién por kalman y de la estimacion filtrada
mediante Savitzky-Golay.

Variable MSE de la estimacion Kalman MSE de la estimacion suavizada

I3 1.082 0.363
o 1.249 0.442
D3 1.327 0.759
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4.3. Estimacion de las variables suavizando mediante el filtro
Savitzky-Golay antes del filtro Kalman

4.3.1. Swuavizado de las mediciones usando el filtro S-G

Como se establecié al principio del capitulo, ahora como segundo método, primero se suavi-
zan las mediciones, notemos que en este caso, a diferencia del anterior, s6lo podremos aplicar el
suavizado a las proteinas pi, p2 y ps pues de las moléculas de ARNm no tenemos mediciones. Al
comparar el MSE de este resultado con el de la seccion [£.2.2] se definira a la estimacion que se
usara para encontrar los parametros con el menor ruido posible.

251 .2 *  Mediciones
Modelo
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204

15 1

concentracion

P2

209 * Mediciones
—— Modelo
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!
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P3
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Modelo
—— Sav-Gol Directo

204

10 1
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Figura 4.4: Graficas de las mediciones de las proteinas, el modelo y las mediciones suavizadas.
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Estimacion del represilador mediante Filtro Kalman Extendido
4.3 Estimacion de las variables suavizando mediante el filtro Savitzky-Golay antes del filtro

Kalman

4.3.2.

Estimaciéon por filtro Kalman usando mediciones suavizadas

Usando las mediciones suavizadas, se implemento6 el filtro Kalman.
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Figura 4.5: Graficas de las estimaciones por Kalman usando mediciones suavizadas procesadas por

S-G.

Se calcularon los errores cuadraticos medios de los datos suavizados por Savitzky-Golay y de
la estimacion por Kalman usando los datos suavizados.

Variable MSE de los datos suavizados MSE de la estimacién con datos suavizados.
P1 0.973 0.661
D2 0.66 0.613
3 2.933 2.274

De estos resultados se concluye que la estimacion que se usara para el calculo de los parametros
corresponde a la realizada por Kalman y posteriormente suavizada por S-G, ya que el MSE fue

menor.
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Capitulo 5

Estimacion de los parametros del
represilador

Al haber resuelto el sistema mediante diferencias finitas es posible escribir las expresiones de
la siguiente manera;

«
mi1q; = My ;— 1-At)+ ag+—7+1— | At
b L= ) < 1 +P§’,i—1>

(0%
mo; =moi_1(1 —At) + [ ag + Ea— At
; i—1( ) < 1 +p1’i_1>

«
m3i; = mg_’ifl(]. — At) + <OZO =+ 1—|—p72121> At (51)

P, = B(mii—1 —p1i—1)At+ D11

p2,i = B(mai—1 —p2,i—1)At +pai1

p3,i = B(msi—1 — p3,i—1)At +p3i1

Se desea calcular el valor de los parametros variables en el tiempo ag(t), a(t) y 5(t) de forma
que el modelo reproduzca la estimacion realizada por el filtro Kalman al sustituir estos parametros.
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Estimacion de los parametros del represilador

/
Qi1
m'271-+1 = m2,i(1 — At) + <a67i+1 + 1 ;;? ) At
,i

o
Loy =mai(1 — At b Hl ) At
my ;1 = ms.( )+ <O‘o,z+1 + 1+pjy, (5.2)

P11 = Bipr(mai — pri) At +p1

Phiv1 = Bip1(ma — p2i) Al +pa

P31 = Biv1(mai — p3.i)At + p3

En las expresiones las variables primadas (m}, mb, m5, p},p5 v ps) toman el valor de la
estimacion ¢+ 1 hallada por el filtro Kalman. Sin embargo, los pardmetros primados 6, representan
el valor que debemos hallar en cada tiempo ¢. Es importante aclarar que las variables no primadas
son las variables del sistema ¢ calculadas a partir del sistema usando los parametros 6, que
se iran hallando recursivamente como se muestra en el diagrama de la figura (5.1).

1) Condiciones Iniciales 2) Parametros al tiempo ¢;,4

/
xi: xi+1 EE— ! —n’/ !
0iv1 = 0141 (Xi Xi41)

Proximas Condiciones 3) Variables del sistema

Iniciales al tiempo t;;1
e_ — !
Xiv1 = X1 (0141, %)

14
Xit1r Xit2

Figura 5.1: Esquema del algoritmo para calcular los pardmetros en cada tiempo ¢;. Las variables
son las estimaciones por el filtro Kalman y las variables 6/ corresponden a los pardmetros calculados.
1) Se tienen las condiciones iniciales x; y las estimaciones por Kalman zj_ ;. 2) Se usan los valores
del punto anterior para calcular los paramatros que se necesitan para llegar a la mejor estimacion.
3) Los parametros hallados y el estado del sistema anterior son usados para encontrar el siguiente
estado del sistema.
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Estimacion de los parametros del represilador

En este sistema de 3 variables con 6 ecuaciones (5.2) no es necesario usarlas todas para
resolverlo. Usando tnicamente la primera, la segunda y la cuarta ecuacién, obtenemos cémo
cambian los parametros segtn el diagrama de la figura (5.1)).

(1+p3.)(1+p7,)
At(p?’ﬂi - P?,i)

af = [mh iy —mh g+ (Mg —me ) (At —1)]

my 1 — My /
/ 1,541 1,4 az
ay, = —F———+mj1 — ———— 5.3
0,7 At %,1 1 +pg7l ( )
/ — .
8l = P1i+1 —P1i

LAt (my; — 1)

Es importante notar que las expresiones (5.3]) se indefinen cuando se cumple:

p?,i = pg,i
(5.4)
mi; =Pl

Con las expresiones se encuentra la dindmica de los pardmetros programando las ecuacio-
nes en Python, no obstante, la presencia de los puntos implica la existencia de singularidades
en las ecuaciones, provocando que el calculo de los pardmetros sea indeterminado en miltiples ins-
tantes. En consecuencia, la estimacion de los parametros se vuelve fuertemente sensible a la eleccion
del método numérico empleado para resolver las ecuaciones diferenciales, ya que la proximidad a
las singularidades puede amplificar errores de redondeo y limitar la precisiéon alcanzable.
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5.1 Interpolacion

5.1. Interpolacién

Se toma en cuenta que el tamano de At depende del ntmero de puntos que se usen. Del
capitulo anterior obtuvimos las estimaciones por Kalman-S-G y S-G-Kalman. Sin embargo,
dnicamente tenemos 100 puntos disponibles, lo que hace que At sea muy grande. Por esa razon se
realiza una interpolacion de los datos. Esta interpolacién busca al menos tener la misma cantidad
de puntos que se usaron para resolver el sistema y asi calcular el error cuadratico medio. En este
caso particular 1000.

La interpolacion es lineal mediante la funcion Python frame.interpolate(method = ’linear’).
Entre cada uno de los puntos estimados se interpolan 9 puntos, dando un total de 1000.

5.1.1. Interpolaciéon de la estimaciéon Kalman

Realizando la interpolaciéon de 100 a 1000 puntos, se obtuvo una nueva estimacién para cada
variable del sistema.
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—— Interpolacién — Interpolacién

Concentracién
Concentracién

4 4
Tiempo (min) Tiempo (min)

w© ms P1
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—— Interpolacién —— Interpolacién

Concentracion
Concentracion

o 1 2 3 4 H 6 7 B o 1 2 3 4 H 6 7 8
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Y P2 . <]
—— Modelo —— Modelo
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S 5]
g 4
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) <20
[§] o
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o
o 1 2 4 5 3 7 s 3 1 2 4 6 7 s
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Figura 5.2: Grafica de la interpolacion de las estimaciones realizadas tnicamente usando el filtro
Kalman
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Estimacion de los parametros del represilador

5.1 Interpolacion

5.1.2.

Concentracién

Concentracién

Concentracion

Interpolacion de la estimacién Kalman-Savitzky-Golay (KSG)

Realizando la interpolacién de 100 a 1000 puntos se obtuvo una nueva estimacién para cada
variable del sistema. En este caso se uso la estimacion realizada por Kalman y posteriormente
suavizada por S-G.

—— Modelo
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4 H 6 7 s
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ms
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4 5 6 7 8
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—— Modelo
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4 5 6 7 s
Tiempo (min)

Concentracion

Concentracion

&
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—— Modelo
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3
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p1

—— Modelo
—— Interpolacién

]
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b3

—— Modelo
—— Interpolacién

B
Tiempo (min)

Figura 5.3: Grafica de la interpolacion de las estimaciones realizadas tnicamente usando el filtro
Kalman suavizada por S-G.

La calidad de las estimaciones interpoladas de ambas se compara en la tabla (5.1)).

Variable Kalman KSG
m 1.109 0.833
meo 0.936 0.928
ms 2.5 1.952
P1 0.959 0.722
Do 0.938 0.614
D3 1.228 1.13

Tabla 5.1: Tabla comparativa del error cuadratico medio de las interpolaciones de las estimaciones
por Kalman y por KSG en cada una de las variables del sistema.
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5.2 Célculo de Parametros

5.2. Calculo de Parametros

Se programaron en Python las ecuaciones [5.3] para encontrar los parametros en cada punto
usando ambas estimaciones (KSG y Kalman).
5.2.1. Parametros usando la estimaciéon Kalman

Al usar la estimacion interpolada realizada con el filtro Kalman, obtenemos los parametros de
la figura (5.4) que, mediante el modelo, reproducen la dindmica observada en la figura (5.5))
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Figura 5.4: Parametros usando directamente la estimacion por filtro Kalman
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5.2 Céalculo de Parametros

Estimacion
—— Modelo
—— Con pardmetros variables

Concentracion
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p3

Estimacion
—— Modelo
—— Con parametros variables

3
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Figura 5.5: Dinamica de las variables del sistema usando los parametros encontrados mediante la
estimaciéon directamente realizada por Kalman

Las graficas p1, p2 y ps en la figura[5.4]se acercan a la dinamica original dada por los parametros
constantes correctos. Sin embargo, es posible notar que las demés gréficas tienen cambios abruptos
y, si bien no tienden hacia el infinito, son lo suficientemente grandes para no mostrar similitud con
la dinamica original. Esto se debe en gran parte al método numérico empleado para resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales, como se coment6 en la seccién anterior. En este caso, el método
de diferencias finitas de Euler no genera el resultado con la precision deseada y es posible indagar
en otros métodos para evaluar los resultados.
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5.2 Célculo de Parametros

5.2.2. Parametros usando la estimacion KSG

Al usar la estimacién interpolada realizada con el filtro Kalman, se calculan los parametros de
la figura (5.6) que, a su vez, mediante el modelo, reproducen la dindmica observada en la figura

(5-7).
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Figura 5.6: Graficas de los parametros g, o'y 8

Es posible notar en la figura (5.6) que los pardmetros tienen cambios muy pronunciados en
miltiples puntos. Este efecto se debe a que la estimacién por el filtro Kalman tiene cambios

bruscos; por lo tanto, los parametros cambian radicalmente para reproducir el resultado de esa
estimacion.
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5.2 Céalculo de Parametros
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Figura 5.7: Dindmica de las concentraciones mediante
hallados.

el modelo usando los parametros variables

En la figura se puede observar que los parametros hallados solo reproducen las estima-
ciones por el filtro Kalman de las variables my, mo y p3 y con mejor desempeno que usando
la estimacion directa por Kalman (figura , las cuales forman parte de las 3 ecuaciones del
sistema que se usaron para encontrar los parametros. Para la proteina ps se acerca a la dinamica
real; sin embargo, varios puntos tienen esos cambios bruscos.

Es necesario considerar que para obtener los parametros variables que reproduzcan las estima-
ciones (suavizadas) no todos los pardmetros deben ser iguales, es decir, no existen tnicamente 3
parametros para el sistema, ya que no es necesariamente simétrico en la realidad [T].

Variable Kalman

KSG

ms 1.109
ma 0.936
ms 423.378
» 0.959

P2 7.715%x10°
P3 3.369x107

0.833
0.928
321.61
0.722
3.168x102%7
5.06x 1026

Tabla 5.2: Tabla comparativa del error cuadratico medio de las dinamicas producidas por el modelo
usando los parametros encontrados mediante las interpolaciones de las estimaciones por Kalman y

por KSG en cada una de las variables del sistema.
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5.3 Estimaciéon de 6 parametros diferentes para el represilador

5.3. Estimacion de 6 parametros diferentes para el represila-
dor

Dado que los parametros no reprodujeron todas las variables estimadas debido a que los para-
metros que se encuentran tnicamente toman en cuenta a las ecuaciones de my, ms y p3 y tomando
en cuenta que el modelo del represilador abordado en el Capitulo 1 se simplificé tomando tnica-
mente 3 parametros, sin embargo se sabe que en la practica no es asi [I]. Se propone encontrar 6
pardmetros variables de forma que reproduzcan las estimaciones realizadas.

ol
my i1 = mai(1— At) + (CVE),H—l + ﬁ) At
3,

Oé/ i
myir1 = mai(1— At) + (af,’i_H + ] j_;nl > At
1,

Oé/ %
My, = mai(l — At) + (046,1'+1 t1 j_;nl ) At
2,1

p’l,i+1 = Bi,i+1(m1,i - pl,i)At + pi1,i

pl2,i+1 = Bé,i+1(m2,i - p2,i)At + p2,i

Pl3,z‘+1 = Bz’a,i+1(m3,i - p37i)At + p3,i

Del sistema (5.5 se hallaran los 6 parametros variables propuestos a través del método desa-
rrollado en el presente trabajo.

aé),m 0/1,1‘7 05/2,1‘7 51,2’7 Bé,z‘a ﬂé,l (5.6)

Por lo tanto, realizando la misma metodologia que en la secciéon |5 encontramos las siguientes
ecuaciones para cada uno de los parametros:
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parametro

parametro

(1+p3,)(1+pt,)

ah ;= [mé,i+1 —miy g+ (M3 — ma) (At — 1)] A, — i)
K K

!
Qg i

1+p7,;

li
Mo — M2y i '
Qg = — A ma;

!
myi+1 — Ml
O/l,i = (Z At +mi; — 046,1‘) (1 +p§7¢)

/
Piiy1 — Pl

Pt T 193
At(my; — pry)

Bll,z' =

Para el calculo de los seis parametros tnicamente se us6 la mejor estimaciéon interpolada:
KSG. Se realizo el algoritmo en Python y se obtuvo su valor en cada punto (representados en la
figura |5.8). Es posible notar que a3 y as se acercan al valor real & = 500 y en algunas partes
Bi,i=1,2,3 se acercan a 3 = 5.
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Figura 5.8: Grafica de los seis parametros variables propuestos
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Figura 5.9: Graficas de las concentraciones calculadas a partir de los seis pardmetros hallados
usando la estimacion KSG.

En la figura[5.9 es posible notar que los seis parametros calculados reproducen las estimaciones
por KSG de todas las variables del sistema. El error cuadratico medio de este resultado se compara
con el uso del error cuadratico medio como alternativa en lugar del filtro KSG (tabla [5.3).

Variable Kalman KSG LSM Parametros Variables

my 1.215 0.516 - 0.833
mo 1.206 0.733 - 0.928
ma 2.901 1.501 - 1.952
p1 1.082 0.363 0.973 0.722
D2 1.249 0.442  0.660 0.614
3 1.327 0.759 2.933 1.306

Tabla 5.3: Tabla comparativa del error cuadratico medio de las dinamicas producidas por el modelo
usando los parametros encontrados mediante las estimaciones por Kalman y por KSG en cada una
de las variables del sistema.
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Capitulo 6

Conclusion

Este trabajo concluye que la estrategia mas adecuada para estimar el estado de un sistema
es aplicar primero el filtro de Kalman y posteriormente el filtro de Savitzky—Golay. Al invertir
este orden, el filtro de Savitzky—Golay puede eliminar componentes de la senal que contienen
informacién relevante para el proceso de estimacion, lo que afecta negativamente el desempeno
del filtro de Kalman. Ademas, se comprob6 que esta combinacion es méas efectiva que un simple
ajuste por minimos cuadrados en una ventana moévil, ya que preserva mejor las caracteristicas
dindmicas del sistema.

Otro hallazgo importante es que, incluso en escenarios con una cantidad limitada de datos y
con un sistema parcialmente observable, es posible aproximar parametros del modelo que permiten
reproducir una estimacion confiable del estado. No obstante, se observo que los valores de dichos
parametros pueden fluctuar abruptamente debido al ruido presente en la estimacién. Aunque los
parametros obtenidos se encuentran cerca de los valores reales, los resultados sugieren que atn es
necesario aplicar técnicas adicionales de suavizado para estabilizar la estimacion.

Finalmente, los resultados indican que este enfoque también muestra potencial como herra-

mienta para la estimacién de pardmetros en sistemas no auténomos en tiempo real, lo que abre
nuevas posibilidades para su aplicaciéon en contextos experimentales y de control adaptativo.
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