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Resumen

El objetivo del presente trabajo es introducir una lente cuyas caras son una superficie coénica y
una superficie esférica. Iluminamos esta lente con un frente de onda plano y calculamos los frentes
de onda, rayos de luz y cdustica refractados. Encontramos que la regién caustica tiene dos ramas
que pueden ser, virtuales, reales, o una parte real y otra virtual, dependiendo de los parametros
que caracterizan a la lente. Ademads, presentamos un ejemplo particular donde una de las ramas
de la region caustica esta constituida por dos segmentos de linea, una parte es real y otra es
virtual. La segunda rama es una superficie de dos dimensiones con una singularidad degenerada
de tipo cuspide tal que su curvatura Gaussiana es diferente de cero. Es importante remarcar que
para esté ejemplo, las dos ramas de la cdustica estan desconectadas. Debido a esta propiedad y el
resultado obtenido por Berry y Balazs sobre la relacién entre la aceleraciéon de un haz de tipo Airy
y la curvatura de su caustica correspondiente, creemos que usando este elemento 6ptico se puede
generar un haz escalar acelerado en la regién donde la caustica es una superficie de revolucion, y
al mismo tiempo un haz 6ptico escalar con propiedades similares al haz Bessel de orden cero en la
region donde la cdustica real es un segmento de linea a lo largo del eje éptico.






Capitulo 1

Introduccion

Las lentes mas usadas en la manufactura de sistemas 6pticos tienen forma cénica y simetria de
revolucién. Cuando una lente de este tipo es iluminada con un frente de onda plano evolucionando
a lo largo de su eje de simetria, la cdustica se compone de dos ramas, un segmento de linea recta
sobre el eje de simetria y una superficie de revolucién con una singularidad degenerada de tipo
ctspide. En 1954 McLeod introdujo una lente nueva que denominé axicén [1]. Desde entonces, este
elemento 6ptico ha sido estudiado y usado en diferentes aplicaciones debido a la propiedad de
generar una linea focal cuando es iluminada con un frente de onda plano evolucionando a lo largo
de su eje de simetria[l, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12]. Esto es, la lente axicén produce una regién
caustica que tiene solo una rama, la cual es invariante bajo traslaciones a lo largo de la direccién
de evolucion del frente de onda plano incidente.

Por otro lado, en las ultimas tres décadas los haces adifraccionales han sido el objeto un amplio
estudio. Estos haces son soluciones a la ecuacién escalar de onda en el espacio vacio, y sus patrones
de intensidad son invariantes bajo traslaciones a lo largo de su direccién de propagacién [12, 13].
Esta propiedad implica que en el limite de 6ptica geométrica este tipo de haz esta caracterizado por
una familia de frentes de onda planos, una familia de rayos de luz y una cdustica invariante bajo
traslaciones a lo largo de la direccién de propagacion [14]. Es importante remarcar que la cdustica
determinada por un haz adifraccional tiene una sola rama. Esta propiedad explica por qué la lente
axicon ha sido usada para la generacién experimental de este tipo de haces[12, 13, 15]. En 1979
Berry y Balazs [16] mostraron que la ecuacién de Schrodinger en una dimensién para la particula
libre admite una solucién en la forma de una funcién de Airy tal que su densidad de probabilidad se
propaga en el espacio vacio sin distorcion y con aceleraciéon constante. Ellos remarcaron que ambas
propiedades tienen un origen cldsico; es decir, la propiedad de no distorsién de este paquete de Airy
estd determinada por una familia de érbitas representadas por una pardabola en espacio fase tal que
bajo el movimiento clasico se traslada rigidamente y la aceleracion del paquete estd relacionada a
la curvatura de la cdustica, envolvente de la familia de trayectorias en el espacio tiempo. Usando
el hecho de que la ecuacion de onda escalar paraxial en el espacio vacio se puede escribir como una
ecuacién de Schrodinger en el vacio, en el 2007 Siviloglou, et al. [17, 18], introdujeron una nueva
familia de haces de luz paraxiales, los haces Airy Opticos, los cuales se aceleran transversalmente
conforme se propagan. Este tipo de haces tienen aplicaciones importantes y por lo tanto, han sido
objetivo de investigacién [19, 20, 21, 22].

La principal motivaciéon del presente trabajo es iniciar una buisqueda de elementos épticos
que produzcan una region cdustica con una sola rama. Para este fin, recordemos que cuando una
lente plano esférica es iluminada con un frente de onda plano evolucionando a lo largo de su eje
de simetria y llega a la superficie plana el frente de onda plano es transmitido y refractado en
la superficie esférica produciendo una cdustica real o virtual con dos ramas que comparten una
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regién comun en el espacio. Ya que en particular una lente plano esférica puede ser considerada
como la composicién de una lente axicén y una lente conoesférica, y debido a las caracteristicas
de la cdustica producida por la lente axicén y la lente plano esférica, creemos que es importante
investigar las propiedades geométricas de la lente conoesférica.

Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es introducir una lente cuyas caras son una superficie
conica y una superficie esférica. [luminamos esta lente con un frente de onda plano y calculamos los
frentes de onda, rayos de luz y caustica refractados. Encontramos que la caustica tiene dos ramas,
que pueden ser: virtuales, reales, o una parte virtual y la otra real, dependiendo de los indices de
refraccion de la lente, del medio éptico donde la lente estd ubicada y del dngulo de apertura de
la superficie cénica. Ademds, presentamos un ejemplo donde una rama de la regién cdustica esta
constituida por dos segmentos de linea, una parte de esta cdustica es real y la otra virtual. La
segunda rama de la caustica es una superficie de dos dimensiones con una singularidad degenerada
de tipo cuspide tal que su curvatura de Gauss asociada es diferente de cero y tiende a infinito
en la singularidad. Es importante destacar que para este ejemplo, las dos ramas de la caustica
estan desconectadas. Debido a esta propiedad, los resultados obtenidos por Berry y Balazs de que
la aceleracién del paquete de Airy esta relacionada con la curvatura de la cdustica [16, 23], y la
investigacién sobre las propiedades de la linea focal producida por la lente axicon [12], creemos que
usando la lente conoesférica se puede generar un haz 6ptico escalar acelerado en la regién donde la
caustica es una superficie de revoluciéon, y al mismo tiempo un haz 6ptico escalar con propiedades
similares al haz Bessel de orden cero en la regién donde la cdustica es un segmento de linea a lo
largo del eje éptico.

Para este fin, en el capitulo 2 presentamos una deduccion de la ecuacién eikonal, a partir de
las ecuaciones de Maxwell en el vacio, ademaés se presenta una deduccién de las leyes de reflexién
y refraccién a partir de una familia biparamétrica de soluciones de la ecuacién eikonal. En el
capitulo 3 se presentan los resultados originales de nuestro trabajo, mas especificamente: primero
presentamos una revision de la refraccién de un frente de onda plano por una lente plano esférica y
la lente axicén. Esto es, suponemos que se tiene un frente de onda plano evolucionando a lo largo de
la direccién z, y es refractado por una lente plano esférica. De esta manera, calculamos los frentes
de onda, rayos de luz y cdustica. Enfatizamos que la region caustica tiene dos ramas que comparten
una regién comun y que pueden ser virtuales o reales, dependiendo de los valores de los indices de
refraccion de los medios 6pticos que son separados por la interfaz esférica. Ademas, en este capitulo,
también obtenemos resultados analogos para la lente axicon. Finalmente, estudiamos la refraccién
de un frente de onda plano evolucionando a lo largo del eje z por la lente conoesférica, y obtenemos
expresiones para los frentes de onda, rayos de luz refractados y la regién caustica, la cual tiene
dos ramas. Presentamos un ejemplo particular de una lente conoesférica tal que su regién cdustica
asociada tiene tres componentes, una es virtual, y las otras dos son reales. La cdustica virtual es
un segmento de linea a lo largo del eje z y las dos ramas reales de la cdustica son, un segmento de
linea a lo largo del eje 6ptico y una superficie de revolucién a lo largo del eje z, la cual tiene una
singularidad de tipo ctspide. Finalmente, presentamos un andlisis de las propiedades generales de
la regién cdustica producida por la lente conoesférica cuando es iluminada con un frente de onda
plano evolucionando a lo largo de la direccién 2. Se establecen las condiciones para obtener las
siguientes regiones cdusticas: virtual, real, o una parte virtual y la otra real. Ademads, se muestra
que la curvatura media y la curvatura Gaussiana de la regién cdustica que corresponde a una
superficie de revolucion alrededor del eje z con una singularidad de tipo cuspide son diferentes de
cero y no estan bien definidas en la singularidad. Por tltimo, presentamos nuestras conclusiones.




Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1. La ecuacion eikonal

La teoria clasica que describe satisfactoriamente la propagacion de la luz en un medio viene
dada por las ecuaciones de Maxwell [24]. Es decir,

10D 47
H--""— = 3 2.1
VX c Ot c (2.1)
10B
E+-— =0 2.2
VXE+-— , (2.2)
V-D = Adnup, (2.3)
vV-B = 0. (2.4)

En este trabajo nos restringimos al caso de un medio lineal, homogéneo e isétropo, donde se
cumplen las siguientes relaciones materiales

D =¢E, B = uH. (2.5)

En las regiones donde no hay fuentes; es decir, J = 0 y p = 0, las ecuaciones de Maxwell se reducen
a

H--Z- = 2
V x 5 0, (2.6)
v E_187B = 0, 2.7
c Ot
vV-D = 0, (2.8)
V-B 0. (2.9)

Ademsés consideraremos campos armonicos, es decir,

E(r,t) = FEo(r)e ™, (2.10)
H(r,t) = Hy(r)e ™, (2.11)



CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS
2.1. LA ECUACION EIKONAL

donde Eq y Hy son vectores complejos que dependen de la posicién. Sustituyendo (2.10) y (2.11)
en las ecuaciones (2.6)-(2.9) se obtiene

V x Hy + ikoeEg 0, (2.12)
V x By —ikopHy = 0, (2.13)
V-(Ey) = 0, (2.14)
V - (uHp) 0, (2.15)

donde se han utilizado las relaciones materiales (2.5) y kg = w/c = 2w /Ao donde Ag es la longitud
de onda en el vacio.

Un célculo directo muestra que unas soluciones a las ecuaciones de Maxwell en un medio 6ptico
con indice de refraccién constante n = ,/eu, es una onda plana propagandose en la direccién del

vector unitario l;:, es decir,
Eo(r,t) = eehon(kr), (2.16)
Ho(r,t) = hethon(kr), (2.17)
donde e y h son vectores constantes en general complejos, son soluciones a las ecuaciones (2.12)-
(2.15) siysolosie-k=0,h-k =0y h = +/¢/u(k x e). Uno esperaria que esta solucién represente
el campo electromagnético cuando las fuentes se encuentran en el infinito. Por lo tanto, esperamos

que los campos producidos a una distancia grande, comparada con \g, pero finita de las fuentes
esté dada por una generalizacién de la onda plana.

Una generalizacién natural de los campos de una onda plana se obtiene cuando
Eo(r) = e(r)eoSt), (2.18)
Ho(r) = h(r)et*ost), (2.19)

donde S(r) es el “camino 6ptico” y es una funcién escalar de la posicién. En este caso, e(r) y h(r)
son funciones vectoriales de la posicion, en general complejas. Usando las identidades vectoriales

Vx(fA) = f(VxA)—Ax(Vf), (2.20)
V-(fA) = f(V-A)+A-(Vf), (2.21)

donde f es un campo escalar y A es un campo vectorial dependientes de la posicién. Usando estas
identidades y las ecuaciones (2.18) y (2.19) un cédlculo directo muestra que

VxHy = eSOV xh4ikgVS x h], (2.22)

VxEy = %S0 [(Vxe)+ikyVS x e, (2.23)

V- (By) = €S0 [eV.e+e-Ve+ eikoe- VS], (2.24)

V- (uH) = %SO [,V . h+h-Vy+ pikoh- VS]. (2.25)

Otro célculo muestra que sustituyendo (2.22)-(2.25) en las ecuaciones de Maxwell (2.12)-(2.15) se

obtiene

h
VS xh+ee = —V_X , (2.26)
’Lk()
VSxe—puh — —YXe (2.27)
’Lko
1
e VS = ——(eV-e+e-Ve), (2.28)
G’Lko
1
h-VS = ——— (uV-h+h-Vyu). (2.29)
piko

4
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Ahora estamos interesados en una solucién a las ecuaciones de Maxwell tal que el valor absoluto
de cada una de las funciones que multiplican al factor 1/kg en el lado izquierdo de las ecuaciones
(2.26)-(2.29) sea muy pequenia comparada con el valor de ko. En esta aproximacién se sigue que

VSxh+ee = 0, (2.30)
VS§xe—ph = 0, (2.31)
e VS = 0, (2.32)
h-VS = 0. (2.33)
Despejando h de (2.31) y sustituyendo en (2.30), se obtiene
% [VS(VS - e) — e(VS - VS)] + ee = 0. (2.34)

Usando la ecuacién (2.32) y el hecho de que e en general es distinto de cero obtenemos la denomi-
nada ecuacion eikonal. Es decir,

VS - VS =n?, (2.35)
donde n = ,/ep es el indice de refraccion. Usando coordenadas cartesianas rectangulares esta
ecuacion se puede escribir en la siguiente forma

@5)2 N <g§>2 n <g‘:>2 — (2, 2). (2.36)

La funcién S es llamada la eikonal. En conclusion, estos resultados implican que en el limite en el
que la longitud de onda es muy pequena comparada con la distancia entre las fuentes y la regién
donde estamos interesados en determinar el campo electromagnético, denominada aproximacién
geométrica, el campo electromagnético esencialmente estd determinado por la ecuacién eikonal
(2.36). Por definicién, las superficies S(r) = constante, son los denominados frentes de onda
geométricos y las trayectorias perpendiculares a tales superficies son los denominados rayos de luz,
los cuales en cada uno de sus puntos VS es su vector tangente.

Utilizando las definiciones de los promedios temporales de las densidades de energia eléctrica y
magnética, de las ecuaciones (2.18) y (2.19) se sigue que
€

(we) = 1p-e-e, (2.37)
- P popr
(wn) = [—h-b. (2.38)
Ademsds, de las ecuaciones (2.30), (2.31), (2.37) y (2.38) se encuentra que
1 *
(We) = (W) = 6. (h* x VS). (2.39)

Por lo tanto, dentro de la aproximacion de la optica geométrica, el promedio temporal de las den-
sidades de energia eléctrica y magnética son iguales.

Por otra parte, usando las ecuaciones (2.18), (2.19) y la definicién del promedio temporal del
vector de Poynting, se encuentra que

(S) = iR(e x h*). (2.40)

Finalmente, usando las ecuaciones (2.31), (2.32), (2.37), (2.40) y la relacién de Maxwell ey = n?,
se encuentra que

(S) = n%<w>vs, (2.41)

donde (w) = (we) + (wy,). Esto significa que en la aproximacién de la éptica geométrica la energia
asociada con el campo electromagnético dado por las ecuaciones (2.18) y (2.19) se propaga a lo
largo de los rayos de luz. Es decir, en cada punto del espacio se propaga en la direccién dada por

VS.
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2.2. Ley de reflexion y refraccion

Suponemos que el espacio es llenado con dos medios 6pticos con indices de refraccién constante
ny y no, los cuales estdn separados por una superficie que localmente estd dada por r(z,y) =
x& +y§ + f(x,y)2. En el medio con indice de refraccién ny colocamos una fuente puntual en un
punto cuyo vector de posicién denotaremos por s. Por lo tanto, la longitud de camino 6ptico, ®,
desde la fuente puntual, s, a un punto arbitrario X = Xz + Y + ZZ, ubicado en el medio éptico
con indice de refracién no, esta dado por

(X, x,y) = ni|r(z,y) —s| + na| X — r(z,y)|. (2.42)

Oberve que para valores fijos de = y y la ecuacién (2.42) es una solucién a la ecuacién eikonal en el
medio 6ptico con indice de refraccién ng. Esto signica que ®(X, z,y) es una familia biparamétrica
de soluciones de la ecuacién eikonal. Para ver el significado fisico asociado con esta familia de
soluciones, estudiemos sus frentes de onda asociados. Es decir, todas las superficies tales que tales
que (X, z,y) = C, donde C es una constante, esto es

C

X —r(z,y)| = - —lr(z,y) —s|, (2.43)
ni

= —. 2.44

ot - (2.44)

Para valores fijos de z y y la ecuacién (2.43) describe una familia de esferas en el punto de la
superficie refractante, r(z,y) y radio n% — v|r(z,y) — s|. Esto significa que cada rayo emitido por
la fuente puntual, al llegar a la superficie refractante, se transforma en una nueva fuente de luz
puntual, tal que sus frentes de onda esféricos estdn dados por (2.43). En otras palabras, cada rayo
que es emitido por la fuente de luz puntual, al llegar a la superficie refractante tiene la posibilidad
de tomar cualquier direccién de propagacion. Por lo tanto, usando solamente la informacién de la
familia biparamétrica de soluciones (2.42), no es posible determinar la direccién del rayo refractado.
Para obtener tal direccién se recurre al principio de Huygens. Esto es, se supone que el frente de
onda refractado estd dado por la envolvente [25] de los frentes de onda (2.43). Por definicién, la
envolvente estd dada por todos los puntos X que satisfacen (2.43) y las siguientes dos condiciones
sobre ®:

¢, = —na(R—~I)-r, =0, (2.45)

o, —ng(R—~1) -1, =0, (2.46)

donde ®,, ®,, r,, r, denotan las derivadas parciales de ® y r con respecto a = y y respectivamente,
ademads

A r—s
- X-r

Esto es, I proporciona la direccién del rayo incidente y R denota la direccién del rayo refractado. Si
N denota el vector normal unitario a la superficie refractante, se cumplen las siguientes relaciones

N.r, = 0, (2.49)
N-r, = 0, (2.50)

debido a que r, y r, son vectores tangentes a la superficie refractante. Por lo tanto, en nuestro
trabajo estudiamos unicamente casos donde r,, r, y N son vectores linealmente independientes.
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Esto significa que cualquier vector en el medio 6ptico con indice de refraccion ns puede ser escrito
como una combinacién lineal de ellos. De las ecuaciones (2.45) y (2.46) se concluye que

R —~I=0ON, (2.51)
donde la funcién €2 es determinada a partir de la condicién R R =1, es decir
Q242071 -N)+~2—-1=0, (2.52)

que es una ecuacion de segundo grado en {2 con soluciones

Q) = —y(1-N) = \/1 2 [1 (- N)z}. (2.53)

Por lo tanto, se concluye que las condiciones (2.45) y (2.46) sobre la familia biparamétrica
de soluciones (2.42) de la ecuacién eikonal determina dos direcciones de propagacién, las cuales
corresponden a las leyes de refraccién y reflexiéon en su forma vectorial.

La ley de refraccién estd dada por la ecuacién (2.51) con © dado por la ecuacién (2.53) con el
signo positivo. Esto es, . . R
R =~I+QN, (2.54)

Q:—'y(i-N)—l—\/l—ny [1—(1-1%)2}. (2.55)

Observe que cuando n; = ng, entonces v =1, 2 =0, y R = I, esto es, el rayo es transmitido sin
cambiar su direccion el cual es un resultado bien conocido.

La ley de reflexién estd dada por la ecuacién (2.51) con © dado por la ecuacién (2.53) con el
signo negativo y tomando n; = ns. Esto es,

R=1I-2(I-N)L (2.56)

Recordemos que la envolvente de los frentes de onda (2.43) estd dada por todos los puntos
X que satisfacen las ecuaciones (2.43), (2.45) y (2.46). Las ecuaciones (2.45) y (2.46) determinan
dos direcciones de propagacién: una corresponde a la direcciéon de los rayos refractados dada por
la ecuacién (2.54) y la otra corresponde a la direccién del rayo reflejado (2.56). Por lo tanto, la
envolvente de los frentes de onda (2.43) tiene dos ramas, una correspondiente a los frentes de onda
refractados y la otra a los frentes de onda reflejados. Usando las ecuaciones (2.43), (2.48) y (2.54)
un céalculo directo muestra que la evolucién de los rayos de luz y frentes de onda refractados esta
dada por

X=r+1 (yi + QN) : (2.57)
donde
=S e (2.58)
= y . .

La ecuacién (2.57) describe la evolucién de los rayos de luz refractados tomando a =z y y como
constantes y variando [. Sustituyendo la ecuacién (2.58) en (2.57) se obtienen los frentes de onda
refractados tromando a C como constante y variando a x y y.

Mientras que usando las ecuaciones (2.43), (2.48) y (2.56) describen la evolucién de los rayos
de luz y los frentes de onda reflejados, dados por

X =r+1 (L2(i-N)i) (2.59)

7
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C
l=— —7|r—s|. 2.60
o sl (2.60)
La ecuacién (2.59) describe la evolucién de los rayos de luz reflejados tomando a z y y como
constantes y variando [. Sustituyendo la ecuacién (2.60) en (2.59) se obtienen los frentes de onda
reflejados tomando a C como constante y variando a x y y.

2.3. Calculo de la caustica

Desde un punto de vista matemaético las ecuaciones (2.57) y (2.59) describen mapeos entre dos
subconjuntos de R?, donde, (x,%,1) son coordenadas locales del espacio dominio y (X,Y, Z), con
X = X2+ Yy + Z2, son coordenadas locales del espacio imagen. Por definicién, la region focal
asociada con los rayos de luz refractados o reflejados es el conjunto caustico determinado por los
mapeos (2.57) y (2.59) respectivamente. El conjunto de puntos en el espacio dominio donde los
mapeos (2.57) y (2.59) no son localmente uno a uno, por definicién, son sus conjuntos criticos y
las iméagenes de estos conjuntos criticos ante los mapeos son sus conjuntos cdusticos. Los conjuntos
criticos de estos mapeos estan determinados por la condicién

X (ax ax)

Usando las ecuaciones (2.57) y (2.59) un cédlculo directo muestra que

0X -

5= R, (2.62)
X or OR
X or OR
il i 2.64
o 3 —Hay (2.64)

Sustituyendo estas relaciones en la ecuacién (2.61) se encuentra que

J=1?Hy +1H, + Hy=0 (2.65)
donde
Hy(z,y) = R- (%f: X E;?) , (2.66)
Hi(z,y) = R- [<$x‘§>+<‘gj{xg@rj>]7 (2.67)
Ho(z,y) = R- (g; X 22) . (2.68)

Si Hy # 0, el conjunto critico tiene dos ramas dadas por

—H, ++\/H? —4H>H,

2.69
2H2 ( )

l:t(xvy) =

En este caso, el conjunto cdustico el cual se obtiene al sustituir la ecuacién (2.69) en (2.57), también
tiene dos ramas dadas por

(2.70)

2H,

“H, +/H? —4H,H, \ »
Xi(x,y)=r(ﬂs,y)+< - : 2 O>R(l‘,y)-
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Sin embargo, si Ho =0y H; # 0, el conjunto critico tiene una sola rama dada por
le=—— (2.71)

y el conjunto cdustico se obtiene al sustitur (2.71) en (2.57) y estd dado por

X (2,y) = r(.y) — (Z) Rz.y). (2.72)

Las propiedades geométricas de los tres campos escalares, Hy, H; y Hp han sido discutidas en [26].
En particular, Hy es proporcional a Q2K, donde € estd dado por la ecuacién (2.55) y K es la
curvatura de Gauss de la superficie refractante. Un célculo directo muestra que K = 0 para la
superficie cénica de la lente axicén, entonces Ho = 0 y asi, en este caso, la regién cdustica tiene
solo una rama. Por otro lado, para una interfaz esférica refractante K # 0, entonces, Hy # 0, y
por lo tanto, la regiéon cdustica tiene dos ramas.







Capitulo 3

Frentes de onda, rayos de luz y
caustica asociados con la
refraccion de un frente de onda
plano por una lente conoesférica

3.1. La lente plano esférica y la lente axicon

En esta seccién hacemos una revisién a los frentes de onda, rayos de luz y la cdustica asociados
con la refraccion de un frente de onda plano por una lente plano esférica y una lente axicén.
Suponemos que el espacio es llenado con dos medios épticos con indices de refraccién constantes,
ny y na, los cuales estdn separados por una interfaz localmente dada por un campo vectorial r(p, ¢),
entonces un frente de onda plano evolucionando en la direcciéon Z, en el medio éptico con indice
de refraccién ni, es refractado por la interfaz en la direccién R. Asi, usando la ley de refraccién
y el frente de onda plano de referencia s = p(cos ¢Z + sin ¢3), un calculo directo muestra que los
frentes de onda y rayos de luz refractados, estan dados por

X = r+IR, (3.1)
I = %—v\r—sL (3.2)
R = 7:+0ON, (3.3)
0 = 7(2-N)+\/172[1(5-N)2}, (3.4)

donde C es un pardmetro real, N es el vector unitario normal a la interfaz y v = ny /nas.

3.1.1. La lente planoesférica

Suponemos que tenemos una lente plano esférica con indice de refracciéon n en el espacio libre.
Usando coordenadas polares p y ¢, para este caso particular se tiene

r = pp+a®—p?z, (3.5)
(3.6)

p = cospT+singy,

11
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donde 0 < p<ay0<¢<2rm, donde a es el radio de la superficie esférica. Usando las ecuaciones
(3.5) y (3.6) un célculo directo muestra que

o 1
N = (pp+ Va2 = p22). (3.7)
a
Los frentes de onda planos evolucionando en la direccién z llegan a la superficie plana de la lente
esférica y son transmitidos sin refraccion hasta llegar a la superficie esférica donde son refractados.
Por lo tanto, usando las ecuaciones (3.1)-(3.4) y (3.5)-(3.7), un célculo directo muestra que los
frentes de onda y rayos de luz refractados pueden ser escritos de la siguiente manera

x _ | FHUVa® =770 =y a2—p2)] X
= pp

a2
a®\/a? = p? +1(3p° + /a? = p*/a? —%p%) |
+ o 2, (3.8)
donde
C
b=, Ve =t (3.9)
no

Es importante remarcar que la ecuacién (3.8) es correcta para a? —v2p? > 0. Esto es, 0 < p < pp,
donde p,, =a/ysiy>1y py, =asiy<Ll

Finalmente, otro calculo directo muestra que las dos ramas de la regién caustica asociada con
los rayos refractados por la lente plano esférica pueden ser escritos de la siguiente manera:

2 3 2 ~22)3/2 4 (g2 _ 2)3/2
X vpﬁJrv[(a Vp?)*% 4+ 4(a® — p?) ]27 (3.10)
a? 27 -1)

7 (VaZ =770 +9/a? =)
X, = - 5. (3.11)

Observe que X_ corresponde a una superficie de revolucion alrededor del eje z con una singularidad
degenerada de tipo cispide, mientras que X corresponde a un segmento de linea a lo largo del
eje de simetria; es decir, sobre el eje éptico del sistema. Ya que p debe ser tal que a® — v%p? > 0
y a®> — p? > 0, entonces para v > 1 ambas ramas de la cdustica son reales y virtuales para v < 1.
Ahora, consideremos el caso v > 1, as{ 0 < p < p,, = a/7, y los componentes z de las dos ramas
de la caustica son tales que

V2 -1

W2 <z <2,
g v—1
Y <z, <2

V1 T

De estos resultados se sigue que para v > 1 la linea cdustica (3.11) estd siempre dentro de la
otra rama de la cdustica, la superficie de revolucién (3.10). En la figura (3.1), en el plano y = 0,
mostramos el caso particular n; = 1.5 y no = 1; esto es, una lente plano esférica en un medio con
indice de refraccién ny = 1.5. En (a) se presentan: algunos frentes de onda incidentes y rayos de
luz marginales incidentes (Verde), la lente (Negro), los frentes de onda y rayos de luz marginales
correspondientes (Azul) y las dos ramas de la regién cdustica (Rojo), en (b) se presentan: algunos
rayos de luz incidentes (Verde), la lente (Negro), los rayos de luz refractados (Azul) y las dos ramas
de la regién cdustica (Rojo).

(3.12)

(3.13)

12
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X
3.0F 3.0F
25F 25F
2.0f 2.0F
z
1.5¢ 1.5F
1.0F 1.0F
051 0.5f

-06 -04 -02 0.0 02 04 06 -06 -04 -02 00 02 04 06

(a) (b)

Figura 3.1: Aqui se presenta en el plano y = 0: (a) algunos frentes de onda incidentes y los rayos
de luz marginales (Verde), la lente plano esférica (Negro), algunos frentes de onda refractados y
los rayos de luz refractados marginales (Azul) y las dos ramas de la cdustica (Rojo), (b) algunos
rayos de luz incidentes (Verde), la lente plano esférica (Negro), algunos rayos de luz refractados
(Azul) y las dos ramas de la cdustica (Rojo). Para obtener estos grdficos se utilizé (3.8), (3.10) y
(8.11) con a =lem y v = 1.5.

3.1.2. Lente axicon

Ahora suponemos que tenemos la lente axicén con indice de refracciéon n en el espacio libre.
Usando coordenadas polares p y ¢, para este caso particular se tiene

r = pp+ (a— p)cotaz, (3.14)

donde 0 < p<a,0<¢d<2ry0<a<n/2 cona siendo el radio de la cara plana. Usando las
ecuaciones (3.6) y (3.14) un calculo directo muestra que

N = cos ap 4 sin 2. (3.15)

De las ecuaciones (3.1)-(3.4), (3.6), (3.14) y (3.15), un célculo directo muestra que los frentes de
onda y rayos de luz refractados cuando un frente de onda plano se propaga en la direccién Z puede
ser escrito de la siguiente manera

X:[p—i—lcosa( 1—72cos2a—’ysina)}ﬁ
+{(a—p)cota+l[W—&—sina(\/l—'VQCOSQa—’ysina)}}é, (3.16)

donde

l= c_ ~v(a — p) cot a. (3.17)
n2

13
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X X

()
N
)
AU

=S4
oy
Ny A
A ¢ YA AN f
ey QOO0
/) ) 0
e N
, S\ L, A
TS A
o (i
IS=Yy %

(a) (b)

Figura 3.2: Aqui se presenta en el plano y = 0: (a) algunos frentes de onda incidentes y los rayos
de luz incidentes marginales (Verde), la lente axzicén (Negro), algunos frentes de onda refractados
y los rayos de luz refractados marginales (Azul) y la cdustica (Rojo), (b) algunos rayos de luz
incidentes (Verde), la lente azicén (Negro), algunos rayos de luz refractados (Azul) y la cdustica
(Rojo). Para obtener estos grificos se utilizé (3.16) y (3.18) con a = lem, a =n/3 y v = 1.5.

Es importante remarcar que la ecuacién (3.16) es correcta para 1 — v%cos?a > 0. Esto es,
arccos(1/v) < a < 7/2. Cuando a = 7/2 la lente axicén se reduce a un disco plano.

Finalmente, otro calculo directo muestra que la cdustica, asociada con los rayos de luz refrac-
tados por la lente axicén, tiene una sola rama, que puede ser escrita de la siguiente manera:

p(Q+ vyesca)y/1 —~2cos? a 5 (3.18)

v cos af) + cot a(y2 — 1)

X, = [(a—p)cota—i—

donde
Q=+/1—9%2cos?a — ysina. (3.19)

Observe que X, corresponde a un segmento de linea a lo largo del eje de simetria del sistema 6ptico
y es tal que su componente z en p =0y p = a se reduce a

Zy = (X, - 73)} = acota, (3.20)
p=0

Zo = (X, 2) R (ol 1 —~2cos2 acot o +seca — 2 cos . (3.21)
p=a v4y/1 — 2 cos? o + 72 cos a cot a — csc o

Por lo tanto, cuando p va de cero a a, la cdustica empieza en el vértice de la superficie conica de
la lente axicén (0, 0, acot ) y termina en el punto (0, 0, Z,). Para0 < vy < 1y 0 < a < 7/2,
1—~2cos? @ > 0 entonces a partir de la ecuacién (3.21) tenemos que, en este caso, Z, < Zg y asi, la
cdustica es virtual; en particular cuando v tiende hacia cero y « a 7/2 esta es una linea semi-infinita
a lo largo del eje z negativo. Este caso corresponde a una lente axicén con indice de refraccién nq

14
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en un medio 6ptico con indice de refraccién ny > nq, asi los rayos de luz refractados dejando la
superficie cénica de la lente son divergentes y forman una linea cdustica virtual. Cuando v > 1,
n1 > ng, los rayos de luz refractados convergen y forman una linea ciustica real. En este caso,
para un valor dado de «, tal que, 1 —y2 cos? & > 0, cuando v se aproxima a la unidad, entonces Z,
tiende a infinito. En la figura 3.2 se presenta en el plano y = 0, el caso cuando a = lem, a = 7/3,
n=15ny=1,v=15 Zy =1/V/3ecm y Z, = 2.97309 cm. En (a) se muestran algunos frentes
de onda incidentes, los rayos de luz incidentes marginales (Verde), la lente (Negro), algunos frentes
de onda y rayos de luz marginales refractados (Azul) y la linea cdustica (Rojo). En (b) se presentan
algunos rayos de luz incidentes (Verde), la lente (Negro), los rayos de luz refractados (Azul) y la
linea cdustica (Rojo).

3.2. La lente conoesférica

T

Figura 3.3: Aqui se representa un frente de onda plano incidente y la lente conoesférica con sus
pardmetros correspondientes. La primera superficie es un cono dado por (3.22) y la seqgunda super-
ficie es esférica y estd dada por (3.24), a es el radio de la superficie esférica y « es el dngulo de
apertura de la superficie conica. La region en negro corresponde a la lente conoesférica.

En esta seccién calculamos la refraccion de un frente de onda plano por una lente conoesférica.
Esto es, suponemos que cierta regién del espacio libre es llenado con tres medios épticos con
indices de refracciéon ng, ni, no respectivamente. La interfaz entre el primero y segundo medio
es una superficie cénica y es construida de la siguiente manera: empezamos con una porcién de
una superficie esférica de radio a, dada paramétricamente por r(p,¢) = pp + /a? — p?2, donde
0 < p < pm < a, entonces dados a y p,, obtenemos la expresién para la superficie cénica que
intersecta la superficie esférica en los puntos r(pm, @) = pmp + /a? — p2,Z y tiene vértice en el
punto (0, 0, a — d), donde d es otro pardmetro tal que 0 < d < a — y/a? — p2,. Asi, finalmente
obtenemos que la interfaz cénica puede ser expresada de la siguiente manera

r1 = pp+(a—d—pcota)sz, (3.22)
Cd—JaZ =2
cota = 2 & —Pm (3.23)
Pm

Esto es, estamos suponiendo que los pardmetros que determinan la interfaz cénica son a, p,, y d.
En particular cuando d = 0, el vértice del cono estd en el punto de la esfera (0, 0, a) y cuando
d =a—+/a?—p2,, coba = 0, entonces o = /2, y asi la interfaz cénica se reduce a un disco

plano con centro en el punto (0, 0, v/a? — p2,) dado por r; = pp + /a? — p2, z. La interfaz entre
el segundo y tercer medio Optico es la superficie esférica dada por

ry = psps+/a? - piz, (3.24)

Ps = COS@sT + sin @y, (3.25)

15



CAPITULO 3. FRENTES DE ONDA, RAYOS DE LUZ Y CAUSTICA
REFRACTADOS POR LA LENTE CONOESFERICA
3.2. LA LENTE CONOESFERICA

donde ps; = ps(p) v ¢s = és(p). En la figura 3, ilustramos la regién del espacio con los tres
medios 6pticos con {ndices de refraccién ng, ny y ne; la interfaz cénica (3.22) estd separando los
medios 6pticos con indices de refraccién ng y ny y la superficie esférica (3.24) estd separando los
medios 6pticos con indices ny y no. Ademéds, hemos incluido los pardmetros que caracterizan las
dos superficies de la lente conoesférica.

Ahora, siguiendo el procedimiento usado en la seccién 2.2, calculamos la refraccién del frente
de onda plano incidente por la interfaz cénica de la lente dado por ri. En este caso, un calculo
directo muestra que los rayos de luz y frentes de onda refractados por la primera superficie pueden
ser escritos de la siguiente manera

Xi=(p+Qlicosa)p+a—d—pcota+l (v + Qisina)] Z,

donde

N = y/1—r2cos?a—ysina, (3.26)

L = %fyo(afdfpcota). (3.27)
1

Es importante remarcar que para valores fijos de p y ¢, el parametro C etiqueta los puntos de un
rayo de luz refractado particular, mientras que para valores fijos del pardmetro C7, X; describe un
frente de onda refractado particular. Observe que los puntos en el rayo de luz refractado también
son etiquetados por el pardmetro /1. Ahora tomamos los rayos de luz refractados que llegan a la
interfaz esférica dada por ro. Para determinar la relacion entre los dos conjuntos de coordenadas
(p, &)y (ps, ¢s), a partir de las ecuaciones (3.24) y (3.26) obtenemos la parametrizacién de la
superficie esférica de la lente ro en términos de las coordenadas polares (p, ¢) que parametrizan
los puntos en la superficie cénica de la lente ri. Para ser més especificos, seguimos los rayos de
luz refractados por la primera superficie de la lente, entonces cuando los rayos de luz llegan a la
segunda superficie de la lente obtenemos la siguiente relaciéon X; = ry, que determina la relacién
que estabamos buscando. Esta condicién es equivalente a

(p+1Q1cosa)cosp = pscos g, (3.28)
(p+ 1 Qicosa)sing = pgsin s, (3.29)
a—d—pcota+li(vo+Msina) = +/a%—p2 (3.30)
Esto es,
¢s = ¢, (3.31)
Va2 —p2+pcota—a+d
L= : : (3.32)
Yo + Q1 sin«
y
Ap? 4+ Bp, +C =0, (3.33)
donde
4 - _ sec? (13 + 270 sina + 03)
= oE ,
i
B - 2(21 + vo esca)[pseca(yo + Q1 csca) — (a — d)Q;] tan «
02
o - ((2a — d)21 — pseca(yo + 21 csc @) (d2y + psec avyy + Q4 csca))

o
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con vy = ng/n1. Por lo tanto, las dos soluciones para p; estdn explicitamente dadas por

(1 + 0 csca)p(yo + Qi csca) — (a — d) cos af sin a £ cos? ay/A

= 3.34
P Y8 + 270 sina + Q2 (3:34)
con
A = (4 vpcsca)p(yo + Qi esca)seca — (a — d)Q)* tan® o
—sec? ald + p(vo + Q1 csca) sec o
x[(d — 2a)Q1 + p(y0 + Q1 csca) sec a] (V3 + 27001 sina + Q7). (3.35)

Hasta este momento hemos calculado la refraccién del frente de onda plano incidente, evolucio-
nando a lo largo del eje z por la superficie conica de la lente y se ha obtenido la parametrizacién
de la superficie esférica en términos de las coordenadas polares (p, ¢), que etiquetan los puntos en
la superficie conica de la lente. Asi, la parametrizacion de la superficie esférica que tenemos que
usar para calcular la segunda refraccion de los rayos de luz estda dada por

ro = psp+ /a2 — p2z, (3.36)
donde ps estd dado por (3.34).

Por lo tanto, los rayos de luz y frentes de onda refractados por la segunda superficie de la lente
(3.36) pueden ser escritos de la siguiente manera

X = vt |2 i sl -l - | Ra (3.37)
Ry = I+ QNo, (3.38)
Q = —m( N+ \/1 -7 [1 — (I, 'Nz)ﬂ» (3.39)
donde
I, = Qicosap+ (0 +Qsina)z, (3.40)
N, = %ﬁs + 7V‘i_p2z (3.41)

Usando las ecuaciones (3.38)-(3.41) un célculo directo muestra que

O Q s ~ . Q V 2 g A
R, = (flel cosa + Zp )/H- (71(704-91 sin ) + Mp) Z, (3.42)

a

Q = 771;)59; cosa M M(Zo + Qi sina) i \/f’ (3.43)

2
a® —f <a2 — (psﬁl cosa+ /a2 — p2(y0 + sina)) ) - (3.44)

Ya que s = pp, finalmente usando las ecuaciones (3.22), (3.36) y (3.42) otro célculo muestra que
la ecuacién (3.37) puede ser escrita de la siguiente manera

Qaps )| . 1,9
Xzz[ps—i—lg(fyl(llcosa—i- Zp )]p-l—{\/aQ—pg(l—i— 2

22
a

A,

) + 1271 (70 + Q1 sin a)] 2, (3.45)

donde

C 2
Iy = 772 — von(a — d — peota) — Wl\/(ps—p)Q—l— (\/a2—p§—a+d+pcota) . (3.46)

2
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En conclusién, la ecuacién (3.45) provee ambos, los rayos de luz y los frentes de onda refractados
por la lente conoesférica. Puesto que (3.45) describe un mapeo entre los dos subconjuntos de
R3, donde (p, ¢, l2) son coordenadas locales en el espacio dominio y (Xs, Y2, Z3), con Xp =
Xo% + Yoy + Zsz, son coordenadas locales en el espacio imagen. Entonces, el conjunto critico
asociado con este mapeo es calculado a partir de la siguiente condicién

X5 0Xs  0X,
J = . =0. 3.47
(%) [ * %) (347
Con
00X R
e = pj, (3.49
X
Xs _ Ep+ F3, (3.49)
Ol
00X,
— = Gp+HZ 3.50
o p+HZ, (3.50)
donde
QQ/OS
D = ps+l|711Q1cosa+ . , (3.51)
E = 'lelcosa—f—QQaps, (3.52)
Qo /a2 — 2
F = %—i—%(%—i—fllsina), (3.53)
Qaps)
G = p;HQ%, (3.54)

H

22\’
{«/(ﬂ — 2 <1 + 2@ 2)} , (3.55)
la notaciéon primada denota la derivada con respecto a la coordenada p. Por lo tanto, el conjunto
critico del mapeo (3.45) estd determinado por la condicién
J=D(FG—-EH) =0, (3.56)

la cual implica que las dos ramas del conjunto critico estan dadas por D =0y FG = EH. Esto
es,

—aps

lg = Iy = 3.57
2 = ay19 cos a + Qops’ (3:57)
/
3 2\ _ 1,
L alE (\/a ps) Fpl]
2 = la= (3.58)

P (©ap.) — B (y/a—2)

Para determinar las dos ramas de la regién cdustica sustituimos (3.57) y (3.58) en (3.45). Asi,
obtenemos

15102
X0 = [«/aQ —p2 <1 + 21(12) + la171 (0 + Q4 sin oz)} 2, (3.59)
Daps \ ] -
Xeo2 = {Ps + 122 (7191 cos o + Zp )} p

1222
+ [\/a2 — p? (1 + 2 2) + l2271 (Y0 + Qy sin a)} z. (3.60)

a

Oberseve que X o1 describe un segmento de linea a lo largo del eje z y X 22 describe una superficie
de revolucion alrededor del eje z.
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Figura 3.4: Aqui se grafica ps = p+ dada por (3.34) cona =1lem, d = 0cm, cota =1/3, v = 2/3.
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Figura 3.5: En este grdfico se presentan algunos rayos de luz incidentes (Verde), la superficie conica
(Negro), los rayos de luz refractados dentro de la lente (Magenta) y la superficie esférica (Negro).
Para obtener este grdfico se usaron las ecuaciones (3.22),(3.24) y (3.61) para a = 1em, d = 0cm,
cota=1/3, vo = 2/3.

3.3. Un ejemplo particular de la lente conoesférica

En esta seccién aplicamos los resultados generales a una lente conoesférica particular caracte-
rizada por a = lem, pp, = 3/5em, v0 = 2/3, 1 = 3/2 y asi Ocm < d < 1/5cm. Esto es, para
cada valor de d estamos suponiendo que tenemos una lente conoesférica con indice de refraccién
ny = 3/2 en el espacio libre (ng = 1 y ne = 1). Usando estos valores particulares y la ecuacién
(3.34) con d =0¢m, 1/10e¢m, 1/5 em encontramos que la expresién correcta para ps estd dada por
p = p—. En la figura 3.4 presentamos las gréaficas de ps cuando d = 0 cm. Por lo tanto, los rayos de
luz refractados dentro de la lente estan dados por

Xi =r; + (T(Xl_ — rl), (361)
donde 0 <o <1,

Xi—=(p+Qcosa)p+]a—d—pcota+1,(y + Qi sina))z, (3.62)

\Ja?2 — p? +pcota—a+d
I, = . (3.63)

Yo + Ql sin «

Asi, usando las ecuaciones (3.61)-(3.63) con d = Ocm, en la figura 3.5 presentamos en el plano
y = 0: algunos de los rayos de luz incidentes (Verde), la lente conoesférica (Negro) y los rayos
de luz refractados dentro de la lente (Magenta). En figura 3.6 presentamos en el plano y = 0: (a)
algunos frentes de onda incidentes y rayos de luz incidentes marginales (Verde), la lente conoesférica
(Negro), los frentes de onda refractados (Azul) dejando la lente y las ramas de la cdustica (Rojo).
En (b) se presentan algunos rayos de luz incidentes (Verde), la lente conoesférica (Negro), los rayos
de luz refractados (Azul) dejando la lente y las ramas de la cdustica (Rojo). A partir de estos

19



CAPITULO 3. FRENTES DE ONDA, RAYOS DE LUZ Y CAUSTICA
REFRACTADOS POR LA LENTE CONOESFERICA
3.3. UN EJEMPLO PARTICULAR DE LA LENTE CONOESFERICA

-06 -04 -0.2 00 02 04 06 -06 -04 -02 00 02 04 06
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Figura 3.6: Aqui se presentan en el plano y = 0: (a) algunos frentes de onda plano incidentes y los
rayos de luz incidentes marginales (Verde), la lente conoesférica (Negro), algunos frentes de onda
refractados y los rayos de luz refractados marginales (Azul) y las dos ramas de la cdustica (Rojo),
(b) algunos rayos de luz incidentes (Verde), la lente conoesférica (Negro), algunos rayos de luz
refractados (Azul) y las dos ramas de la cdustica (Rojo). Para obtener estos grdficos se utilizaron
las ecuaciones (3.22), (3.36), (3.45), (3.59) y (3.60), con a = 1lcm, d = Ocm, cota = 1/3,

Y =2/3 yy =3/2.

graficos es claro que la cdustica, para este caso, tiene tres ramas, dos de ellas son reales y una
virtual. La rama virtual de la caustica estd detréds de la lente y las ramas reales estan enfrente de la
lente, y como se puede ver estan desconectadas. Una de las ramas reales corresponde a un segmento
de linea a lo largo del eje z, que es similar a la cdustica generada por la lente axicén. La segunda
rama real de la cdustica es una superficie de revolucién alrededor del eje z con una singularidad del
tipo cuspide. Finalmente, usando las ecuaciones (3.22), (3.36), (3.45), (3.59) y (3.60) en la figura
3.7 presentamos (a) la lente conoesférica (Gris), algunos frentes de onda (Azul) dejando la lente
y las ramas de la cdustica (Rojo), en (b) se presenta la lente conoesférica (Gris), algunos rayos
de luz refractados (Azul) dejando la lente y las ramas de la cdustica (Rojo). En estos gréficos se
muestran las dos ramas de la cdustica, que corresponden a un segmento de linea a lo largo del eje
z y una superficie de revolucién alrededor del eje z con una singularidad del tipo cuspide.
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Figura 3.7: En este grdfico se presentan: (a) la lente conoesférica (Gris), algunos frentes de onda
refractados dejando la lente (Azul) y las ramas de la cdustica (Rojo). (b) la lente conoesférica
(Gris), algunos rayos de luz refractados dejando la lente (Azul) y las ramas de la cdustica (Rojo).
Para obtener estos grdficos se utilizaron las ecuaciones (3.22), (3.24), (3.45), (3.59) y (3.60) para
a=1lem,d=0cm, cota=1/3, v =2/3 yy1 =3/2.

3.4. Propiedades de la regién caustica de la lente conoesféri-
ca

Sing < miymng > ng;estoes, 0 =mng/n1 <1y =ni/ny > 1, los rayos de luz evolucionando
a lo largo de la direccion Z en el medio 6ptico con indice de refraccién ngy son refractados por
la interfaz cénica (3.22) y después ellos divergen y experimentan una segunda refraccién en la
superficie esférica (3.36), para 77 > 1 entonces los rayos de luz refractados dejando la superficie
esférica de la lente conoesférica se deflectan hacia el eje z positivo y asf la region cdustica tiene una
parte virtual y una parte real, que pueden estar desconectadas. En el caso general, dependiendo de
los valores de g, 71 ¥ @, la regién cdustica asociada con la refraccién de un frente de onda plano
evolucionando a lo largo de la direcciéon Z por una lente conoesférica puede ser: virtual, real o una
parte real y la otra virtual. La condiciéon para cada caso estd dada por:

(p-Ry) > 0, para 0 < p < pn, cdustica virtual. (3.64)
(p-Ry) < 0, para 0 < p < p,,, caustica real, (3.65)
(p- RQ) = 0, para 0 < p. < p,,, cdustica real y virtual. (3.66)

La lente plano esférica se obtiene de la lente conoesférica cuando « tiende a 7/2. De la ecua-
ci6n (3.42) un célculo directo muestra que

N 2 _ ~A2.2 2 _ 52 2 2 52 2 _ ~A2.2
m R, = ( a® — 3% — ny/a p)pﬁ+<%p +/a? —p?\/a %p>é’ (3.67)

a—m/2 a? a?

que da la direccion de los rayos de luz refractados por la interfaz esférica con centro en el origen
de coordenadas, radio a, separando los dos medios 6pticos con indices de refraccion ny y ng; esto
es, 71 = n1/nz2. De la ecuacién (3.67) tenemos que

p- ( lim R2> >0, para 0 < p < pp, v 71 < 1, cdustica virtual, (3.68)
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Figura 3.8: Aqui se presentan en el plano y = 0, tres lentes conoesféricas (Negro) tales que sus
regiones cdusticas correspondientes (Rojo) son: (a) cdustica virtual vo = 2/3, v1 = 3/4; (b) la
cdustica real vo = 4/3, v1 = 3/2 y (¢) una parte es virtual y la otra es real. Para obtener estos
grdficos se utilizaron las ecuaciones (3.22), (3.24), (3.45), (3.59) y (3.60) para o = 2/3, 1 = 3/2
para a =1cm, d=0cm, cota = 1/3.
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Figura 3.9: Aqui se presentan en el plano y = 0, las dos lentes conoesféricas y la lente plano esférica
(Negro) tales que sus regiones cdusticas correspondientes (Rojo) y rayos de luz (Pdrpura) dados
por la condicion (p - 15{2) =0 son: (a) una cdustica virtual, una cdustica real y los dos rayos de luz
para d = 0cm, cota = 1/3 y p. = 0.310499 cm, (b) una cdustica virtual, una cdustica real y los
dos rayos de luz para d = 1/10cm, cota = 1/6 y p. = 0.158154¢m, (c¢) las dos ramas reales de
la caustica y un rayo de luz para d = 1/5¢m, cota =7/2 y p. = 0cm cona=1lem, v =2/3 y
v1 = 3/2. Para obtener estos grdficos se utilizaron las ecuaciones (3.22), (3.24), (3.45), (3.59) y
(3.60).
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p- < lim R2> <0, para 0 < p < pm, ¥y 71 > 1, cdustica real. (3.69)

a—m/2

Ademas, de las ecuaciones (3.26), (3.34), (3.43), (3.59) y (3.60) otro célculo directo muestra que
en el limite o — 7/2, las dos ramas de la cdustica de la lente conoesférica se reducen a las de la
lente plano esférica dada por las ecuaciones (3.10) y (3.11). Esto es;

gi! (\/W*‘%\/W)

lim X, = 3, 3.70
Jm Xen o : (870)
2.3 2 _ ~A2,.2 3/2 2 _ 2 3/2

) v2p® o [(@® = A7p7)P 2 + (a® = p?)3] |
1 X = . 3.71
Jim X = 23 P+{ 2071 oo e

De estas ecuaciones es claro que para 7; > 1 ambas ramas de la cdustica son reales y la linea
cdustica (3.70) estd dentro de la otra rama de la regién cdustica, una superficie de revolucién con
una singularidad degenerada de tipo cispide; mientras que para y; < 1 ambas ramas de la ciustica
son virtuales.

Para la lente conoesférica, esto es, 0 < a < 7/2, dependiendo de los valores de 79, 11 y «
la region caustica puede ser virtual, real o una parte real y la otra virtual. En este tercer caso,
la parte virtual de la cdustica estd determinada por los valores de p tales que (p - f{g) > 0, la
parte real por los valores de p tales que (p - Rg) < 0 y debe de existir un valor de p = p. tal
que (p - Rg) = 0. Por lo tanto, en este tercer caso, los rayos de luz que evolucionan a lo largo de
la direccién Z después de ser refractados por la lente conoesférica pueden ser clasificados en tres
subconjuntos: divergentes (dan lugar a la parte virtual de la cdustica), convergentes (dan lugar a
la parte real de la cdustica) y aquellos que forman un cilindro determinado por los rayos de luz
que dejan la lente conoesférica evolucionando en la direccién de Z, que estdn determinados por
la condicién (- Ry) = 0. Ademés, de las ecuaciones, (3.59) y (3.60) se encuentra que las dos
partes reales de la cdustica estdn totalmente desconectadas si |[Xe21(p) — Xeaz2(p)] - 2| # 0 para
0<p<pmy0<p<py,. Observe que cuando o — /2, la lente conoesférica se transforma en la
lente plano esférica y la superficie cilindrica se reduce a una linea a lo largo del eje z, mientras que
la regién caustica es real o virtual. Para clarificar estas propiedades en la figura 3.8, en el plano
y = 0, se presenta un ejemplo particular de cada caso: (a) cdustica virtual vo = 2/3, v, = 3/4; (b)
cdustica real yo = 4/3, 71 = 3/2 y (c) una parte de la cdustica es virtual y la otra real v = 2/3,
v = 3/2.Y en la figura 3.9, en el plano y = 0, se muestran: (a) la lente conoesférica (Negro), las
dos ramas de la regién cdustica (Rojo) y los dos rayos de luz (Pdrpura) que dejan la lente en la
direccién de 2, determinados por la condicién (p - Rz) = 0. En este caso las dos partes reales de la
cdustica estdn totalmente desconectadas; esto es, satisfacen la condicién |[Xco1(p) —Xeo2(p)] 2] # 0
para 0 < p < pr vy 0 < p < pp, (b) la lente conoesférica (Negro), las dos ramas de la cdustica
(Rojo) y los dos rayos de luz (Purpura) dados por la condicién (j - Re) = 0; en este caso la linea
caustica tiene una parte virtual y una real, mientras que la superficie de revolucién alrededor del
eje z tiene una singularidad de tipo cuspide, las dos partes reales de la cdustica comparten una
regién en comun; esto es, satisfacen la condicién |[Xc21(p) — Xea2(p)] - 2| > 0 para 0 < p < py,
y 0 < 5 < pm, (c) la lente plano esférica (Negro), las dos ramas de la cdustica (Rojo) y el rayo
de luz (Ptrpura) determinados por la condicién (5 - Rg) = 0, en este caso, esto es equivalente a
p = 0y asi la superficie cilindrica se reduce a una linea a lo largo del eje z. Ademads, en este ultimo
caso, las dos ramas de la cdustica comparten una regién en comun; esto es, satisfacen la condicién
|[X021(p) - XCQQ([))] ' 2| =0 para 0< P Pm Y 0< /N) < Pm-

Finalmente, remarcamos que de acuerdo al resultado obtenido por Berry y Balazs[16] y debido
a que la curvatura de la cdustica que corresponde a la superficie de revolucién a lo largo del eje
z es diferente de cero, el haz correspondiente a la refraccién de un frente de onda plano por una
lente conoesférica debe ser un haz acelerado. Mientras que, de acuerdo con los estudios realizados
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para la lente axicén en su region cdustica, segmento de linea recta, se debe de obtener un haz de
tipo Bessel de orden cero. Usando las férmulas para las curvaturas media (H) y de Gauss (K) para
una superficie arbitraria [27] se encuentra que las curvaturas para la parte de la cdustica dada por
la ecuacién (3.60), son diferentes de cero, y tienden a infinito en la singularidad de tipo ctspide.
Ademds, cuando a@ — m/2 se reducen a las curvaturas correspondientes a la lente plano esférica
dada por la ecuacién (3.71), en este caso, el comportamiento de las curvaturas en la singularidad
de tipo cuspide, esto es, alrededor de p = 0, estan dadas por

=D @hi-1)

K~ AT
3yipt 27i]yi = 1p?

(3.72)
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Conclusiones

En este trabajo hemos introducido la lente conoesférica; esto es, una lente cuyas caras son una
superficie conica y una superficie esférica. Iluminamos esta lente con un frente de onda plano y
calculamos su cdustica, frentes de onda y rayos de luz refractados. Encontramos que la cdustica
tiene dos ramas, que pueden ser reales, virtuales, o una parte virtual y otra real, dependiendo de
los pardmetros vy, 71 and a. Hemos presentado un ejemplo particular tal que la primera rama de
la region caustica estd constituida por dos segmentos de una linea, una parte de esta cdustica es
real y la otra virtual. La segunda rama es una superficie con una singularidad de tipo cuspide tal
que su curvatura Gaussiana es diferente de cero. Es importante remarcar que las dos ramas de la
caustica estan desconectadas, ver figura 3.6, debido a esta propiedad y los resultados obtenidos
por Berry y Balazs, sobre la relacion entre la aceleracién de un haz de Airy y la curvatura de su
caustica correspondiente, creemos que usando este elemento 6ptico podemos generar un haz éptico
escalar acelerado en la region donde la cdustica es una superficie de revolucién y al mismo tiempo
un haz éptico escalar con propiedades similares a las de un haz Bessel de orden cero en la regién
donde la cdustica real es un segmenteo de linea a lo largo del eje éptico. Es decir, este elemento
Optico puede ser usado para generar un haz éptico escalar tal que en una region es acelerado y en
otra se comporta como un haz Bessel de orden cero.

Los resultados presentados en este trabajo son vélidos cuando los rayos de luz refractados
experimentan solamente una refraccién en cada superficie de la lente conoesférica. Ademas, el
frente de onda plano incidente puede ser producido por una fuente puntual de luz localizada en
el infinito sobre el eje Optico, si la fuente de luz puntual se encuentra localizada a una distancia
finita de la superficie conica de la lente y la superficie esférica es reemplazada por una superficie
parabdlica, hiperbdlica o eliptica se obtendran resultados andlogos a los presentados en este trabajo.
Sin embargo, bajo pequenas perturbaciones en la posicién de la fuente puntual de luz fuera del
eje Optico, la region caustica de la lente conoesférica presentada no es estable, en particular la
linea caustica se despliega en una superficie de dos dimensiones tal que su seccién transversal tiene
cuatro singularidades de tipo cuspide y por lo tanto es estable ante pequenos desplazamientos de
la fuente puntual.

Los resultados obtenidos en esta tesis han sido publicados en la referencia [28].
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