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por

José Israel Galindo Rodŕıguez
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Resumen

El objetivo del presente trabajo es introducir una lente cuyas caras son una superficie cónica y
una superficie esférica. Iluminamos esta lente con un frente de onda plano y calculamos los frentes
de onda, rayos de luz y cáustica refractados. Encontramos que la región cáustica tiene dos ramas
que pueden ser, virtuales, reales, o una parte real y otra virtual, dependiendo de los parámetros
que caracterizan a la lente. Además, presentamos un ejemplo particular donde una de las ramas
de la región cáustica está constituida por dos segmentos de ĺınea, una parte es real y otra es
virtual. La segunda rama es una superficie de dos dimensiones con una singularidad degenerada
de tipo cúspide tal que su curvatura Gaussiana es diferente de cero. Es importante remarcar que
para esté ejemplo, las dos ramas de la cáustica están desconectadas. Debido a esta propiedad y el
resultado obtenido por Berry y Balazs sobre la relación entre la aceleración de un haz de tipo Airy
y la curvatura de su cáustica correspondiente, creemos que usando este elemento óptico se puede
generar un haz escalar acelerado en la región donde la cáustica es una superficie de revolución, y
al mismo tiempo un haz óptico escalar con propiedades similares al haz Bessel de orden cero en la
región donde la cáustica real es un segmento de ĺınea a lo largo del eje óptico.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las lentes más usadas en la manufactura de sistemas ópticos tienen forma cónica y simetŕıa de
revolución. Cuando una lente de este tipo es iluminada con un frente de onda plano evolucionando
a lo largo de su eje de simetŕıa, la cáustica se compone de dos ramas, un segmento de ĺınea recta
sobre el eje de simetŕıa y una superficie de revolución con una singularidad degenerada de tipo
cúspide. En 1954 McLeod introdujo una lente nueva que denominó axicón [1]. Desde entonces, este
elemento óptico ha sido estudiado y usado en diferentes aplicaciones debido a la propiedad de
generar una ĺınea focal cuando es iluminada con un frente de onda plano evolucionando a lo largo
de su eje de simetŕıa [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Esto es, la lente axicón produce una región
cáustica que tiene solo una rama, la cual es invariante bajo traslaciones a lo largo de la dirección
de evolución del frente de onda plano incidente.

Por otro lado, en las últimas tres décadas los haces adifraccionales han sido el objeto un amplio
estudio. Estos haces son soluciones a la ecuación escalar de onda en el espacio vaćıo, y sus patrones
de intensidad son invariantes bajo traslaciones a lo largo de su dirección de propagación [12, 13].
Esta propiedad implica que en el ĺımite de óptica geométrica este tipo de haz está caracterizado por
una familia de frentes de onda planos, una familia de rayos de luz y una cáustica invariante bajo
traslaciones a lo largo de la dirección de propagación [14]. Es importante remarcar que la cáustica
determinada por un haz adifraccional tiene una sola rama. Esta propiedad explica por qué la lente
axicón ha sido usada para la generación experimental de este tipo de haces [12, 13, 15]. En 1979
Berry y Balazs [16] mostraron que la ecuación de Schrödinger en una dimensión para la part́ıcula
libre admite una solución en la forma de una función de Airy tal que su densidad de probabilidad se
propaga en el espacio vaćıo sin distorción y con aceleración constante. Ellos remarcaron que ambas
propiedades tienen un origen clásico; es decir, la propiedad de no distorsión de este paquete de Airy
está determinada por una familia de órbitas representadas por una parábola en espacio fase tal que
bajo el movimiento clásico se traslada rigidamente y la aceleración del paquete está relacionada a
la curvatura de la cáustica, envolvente de la familia de trayectorias en el espacio tiempo. Usando
el hecho de que la ecuación de onda escalar paraxial en el espacio vaćıo se puede escribir como una
ecuación de Schrödinger en el vaćıo, en el 2007 Siviloglou, et al. [17, 18], introdujeron una nueva
familia de haces de luz paraxiales, los haces Airy ópticos, los cuales se aceleran transversalmente
conforme se propagan. Este tipo de haces tienen aplicaciones importantes y por lo tanto, han sido
objetivo de investigación [19, 20, 21, 22].

La principal motivación del presente trabajo es iniciar una búsqueda de elementos ópticos
que produzcan una región cáustica con una sola rama. Para este fin, recordemos que cuando una
lente plano esférica es iluminada con un frente de onda plano evolucionando a lo largo de su eje
de simetŕıa y llega a la superficie plana el frente de onda plano es transmitido y refractado en
la superficie esférica produciendo una cáustica real o virtual con dos ramas que comparten una
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

región común en el espacio. Ya que en particular una lente plano esférica puede ser considerada
como la composición de una lente axicón y una lente conoesférica, y debido a las caracteristicas
de la cáustica producida por la lente axicón y la lente plano esférica, creemos que es importante
investigar las propiedades geométricas de la lente conoesférica.

Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es introducir una lente cuyas caras son una superficie
cónica y una superficie esférica. Iluminamos esta lente con un frente de onda plano y calculamos los
frentes de onda, rayos de luz y cáustica refractados. Encontramos que la cáustica tiene dos ramas,
que pueden ser: virtuales, reales, o una parte virtual y la otra real, dependiendo de los ı́ndices de
refracción de la lente, del medio óptico donde la lente está ubicada y del ángulo de apertura de
la superficie cónica. Además, presentamos un ejemplo donde una rama de la región cáustica está
constituida por dos segmentos de ĺınea, una parte de esta cáustica es real y la otra virtual. La
segunda rama de la cáustica es una superficie de dos dimensiones con una singularidad degenerada
de tipo cúspide tal que su curvatura de Gauss asociada es diferente de cero y tiende a infinito
en la singularidad. Es importante destacar que para este ejemplo, las dos ramas de la cáustica
están desconectadas. Debido a esta propiedad, los resultados obtenidos por Berry y Balazs de que
la aceleración del paquete de Airy esta relacionada con la curvatura de la cáustica [16, 23], y la
investigación sobre las propiedades de la ĺınea focal producida por la lente axicon [12], creemos que
usando la lente conoesférica se puede generar un haz óptico escalar acelerado en la región donde la
cáustica es una superficie de revolución, y al mismo tiempo un haz óptico escalar con propiedades
similares al haz Bessel de orden cero en la región donde la cáustica es un segmento de ĺınea a lo
largo del eje óptico.

Para este fin, en el caṕıtulo 2 presentamos una deducción de la ecuación eikonal, a partir de
las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo, además se presenta una deducción de las leyes de reflexión
y refracción a partir de una familia biparamétrica de soluciones de la ecuación eikonal. En el
caṕıtulo 3 se presentan los resultados originales de nuestro trabajo, más espećıficamente: primero
presentamos una revisión de la refracción de un frente de onda plano por una lente plano esférica y
la lente axicón. Esto es, suponemos que se tiene un frente de onda plano evolucionando a lo largo de
la dirección ẑ, y es refractado por una lente plano esférica. De esta manera, calculamos los frentes
de onda, rayos de luz y cáustica. Enfatizamos que la región cáustica tiene dos ramas que comparten
una región común y que pueden ser virtuales o reales, dependiendo de los valores de los ı́ndices de
refracción de los medios ópticos que son separados por la interfaz esférica. Además, en este caṕıtulo,
también obtenemos resultados análogos para la lente axicón. Finalmente, estudiamos la refracción
de un frente de onda plano evolucionando a lo largo del eje z por la lente conoesférica, y obtenemos
expresiones para los frentes de onda, rayos de luz refractados y la región cáustica, la cual tiene
dos ramas. Presentamos un ejemplo particular de una lente conoesférica tal que su región cáustica
asociada tiene tres componentes, una es virtual, y las otras dos son reales. La cáustica virtual es
un segmento de ĺınea a lo largo del eje z y las dos ramas reales de la cáustica son, un segmento de
ĺınea a lo largo del eje óptico y una superficie de revolución a lo largo del eje z, la cual tiene una
singularidad de tipo cúspide. Finalmente, presentamos un análisis de las propiedades generales de
la región cáustica producida por la lente conoesférica cuando es iluminada con un frente de onda
plano evolucionando a lo largo de la dirección ẑ. Se establecen las condiciones para obtener las
siguientes regiones cáusticas: virtual, real, o una parte virtual y la otra real. Además, se muestra
que la curvatura media y la curvatura Gaussiana de la región cáustica que corresponde a una
superficie de revolución alrededor del eje z con una singularidad de tipo cúspide son diferentes de
cero y no están bien definidas en la singularidad. Por último, presentamos nuestras conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Conceptos básicos

2.1. La ecuación eikonal

La teoŕıa clásica que describe satisfactoriamente la propagación de la luz en un medio viene
dada por las ecuaciones de Maxwell [24]. Es decir,

∇×H− 1

c

∂D

∂t
=

4π

c
J (2.1)

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0, (2.2)

∇ ·D = 4πρ, (2.3)

∇ ·B = 0. (2.4)

En este trabajo nos restringimos al caso de un medio lineal, homogéneo e isótropo, donde se
cumplen las siguientes relaciones materiales

D = ϵE, B = µH. (2.5)

En las regiones donde no hay fuentes; es decir, J = 0 y ρ = 0, las ecuaciones de Maxwell se reducen
a

∇×H− 1

c

∂D

∂t
= 0, (2.6)

∇×E− 1

c

∂B

∂t
= 0, (2.7)

∇ ·D = 0, (2.8)

∇ ·B = 0. (2.9)

Además consideraremos campos armónicos, es decir,

E(r, t) = E0(r)e−iωt, (2.10)

H(r, t) = H0(r)e−iωt, (2.11)
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS
2.1. LA ECUACIÓN EIKONAL

donde E0 y H0 son vectores complejos que dependen de la posición. Sustituyendo (2.10) y (2.11)
en las ecuaciones (2.6)-(2.9) se obtiene

∇×H0 + ik0ϵE0 = 0, (2.12)

∇×E0 − ik0µH0 = 0, (2.13)

∇ · (ϵE0) = 0, (2.14)

∇ · (µH0) = 0, (2.15)

donde se han utilizado las relaciones materiales (2.5) y k0 = ω/c = 2π/λ0 donde λ0 es la longitud
de onda en el vaćıo.

Un cálculo directo muestra que unas soluciones a las ecuaciones de Maxwell en un medio óptico
con ı́ndice de refracción constante n =

√
ϵµ, es una onda plana propagándose en la dirección del

vector unitario k̂, es decir,

E0(r, t) = eeik0n(k̂·r), (2.16)

H0(r, t) = heik0n(k̂·r), (2.17)

donde e y h son vectores constantes en general complejos, son soluciones a las ecuaciones (2.12)-

(2.15) śı y solo śı e · k̂ = 0, h · k̂ = 0 y h =
√

ϵ/µ(k̂×e). Uno esperaŕıa que esta solución represente
el campo electromagnético cuando las fuentes se encuentran en el infinito. Por lo tanto, esperamos
que los campos producidos a una distancia grande, comparada con λ0, pero finita de las fuentes
esté dada por una generalización de la onda plana.

Una generalización natural de los campos de una onda plana se obtiene cuando

E0(r) = e(r)eik0S(r), (2.18)

H0(r) = h(r)eik0S(r). (2.19)

donde S(r) es el “camino óptico” y es una función escalar de la posición. En este caso, e(r) y h(r)
son funciones vectoriales de la posición, en general complejas. Usando las identidades vectoriales

∇× (fA) = f(∇×A) −A× (∇f), (2.20)

∇ · (fA) = f(∇ ·A) + A · (∇f), (2.21)

donde f es un campo escalar y A es un campo vectorial dependientes de la posición. Usando estas
identidades y las ecuaciones (2.18) y (2.19) un cálculo directo muestra que

∇×H0 = eik0S(r) [∇× h + ik0∇S × h] , (2.22)

∇×E0 = eik0S(r) [(∇× e) + ik0∇S × e] , (2.23)

∇ · (ϵE0) = eik0S(r) [ϵ∇ · e + e · ∇ϵ + ϵik0e · ∇S] , (2.24)

∇ · (µH) = eik0S(r) [µ∇ · h + h · ∇µ + µik0h · ∇S] . (2.25)

Otro cálculo muestra que sustituyendo (2.22)-(2.25) en las ecuaciones de Maxwell (2.12)-(2.15) se
obtiene

∇S × h + ϵe = −∇× h

ik0
, (2.26)

∇S × e− µh = −∇× e

ik0
, (2.27)

e · ∇S = − 1

ϵik0
(ϵ∇ · e + e · ∇ϵ) , (2.28)

h · ∇S = − 1

µik0
(µ∇ · h + h · ∇µ) . (2.29)
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS
2.1. LA ECUACIÓN EIKONAL

Ahora estamos interesados en una solución a las ecuaciones de Maxwell tal que el valor absoluto
de cada una de las funciones que multiplican al factor 1/k0 en el lado izquierdo de las ecuaciones
(2.26)-(2.29) sea muy pequeña comparada con el valor de k0. En esta aproximación se sigue que

∇S × h + ϵe = 0, (2.30)

∇S × e− µh = 0, (2.31)

e · ∇S = 0, (2.32)

h · ∇S = 0. (2.33)

Despejando h de (2.31) y sustituyendo en (2.30), se obtiene

1

µ
[∇S(∇S · e) − e(∇S · ∇S)] + ϵe = 0. (2.34)

Usando la ecuación (2.32) y el hecho de que e en general es distinto de cero obtenemos la denomi-
nada ecuación eikonal. Es decir,

∇S · ∇S = n2, (2.35)

donde n =
√
ϵµ es el ı́ndice de refracción. Usando coordenadas cartesianas rectangulares esta

ecuación se puede escribir en la siguiente forma(
∂S
∂x

)2

+

(
∂S
∂y

)2

+

(
∂S
∂z

)2

= n2(x, y, z). (2.36)

La función S es llamada la eikonal. En conclusión, estos resultados implican que en el ĺımite en el
que la longitud de onda es muy pequeña comparada con la distancia entre las fuentes y la región
donde estamos interesados en determinar el campo electromagnético, denominada aproximación
geométrica, el campo electromagnético esencialmente está determinado por la ecuación eikonal
(2.36). Por definición, las superficies S(r) = constante, son los denominados frentes de onda
geométricos y las trayectorias perpendiculares a tales superficies son los denominados rayos de luz,
los cuales en cada uno de sus puntos ∇S es su vector tangente.

Utilizando las definiciones de los promedios temporales de las densidades de enerǵıa eléctrica y
magnética, de las ecuaciones (2.18) y (2.19) se sigue que

⟨we⟩ =
ϵ

16π
e · e∗, (2.37)

⟨wm⟩ =
µ

16π
h · h∗. (2.38)

Además, de las ecuaciones (2.30), (2.31), (2.37) y (2.38) se encuentra que

⟨we⟩ = ⟨wm⟩ =
1

16π
e · (h∗ ×∇S). (2.39)

Por lo tanto, dentro de la aproximación de la óptica geométrica, el promedio temporal de las den-
sidades de enerǵıa eléctrica y magnética son iguales.

Por otra parte, usando las ecuaciones (2.18), (2.19) y la definición del promedio temporal del
vector de Poynting, se encuentra que

⟨S⟩ =
c

8π
R(e× h∗). (2.40)

Finalmente, usando las ecuaciones (2.31), (2.32), (2.37), (2.40) y la relación de Maxwell ϵµ = n2,
se encuentra que

⟨S⟩ =
c

n2
⟨w⟩∇S, (2.41)

donde ⟨w⟩ = ⟨we⟩+ ⟨wm⟩. Esto significa que en la aproximación de la óptica geométrica la enerǵıa
asociada con el campo electromagnético dado por las ecuaciones (2.18) y (2.19) se propaga a lo
largo de los rayos de luz. Es decir, en cada punto del espacio se propaga en la dirección dada por
∇S.
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS
2.2. LEY DE REFLEXIÓN Y REFRACCIÓN

2.2. Ley de reflexión y refracción

Suponemos que el espacio es llenado con dos medios ópticos con ı́ndices de refracción constante
n1 y n2, los cuales están separados por una superficie que localmente está dada por r(x, y) =
xx̂ + yŷ + f(x, y)ẑ. En el medio con ı́ndice de refracción n1 colocamos una fuente puntual en un
punto cuyo vector de posición denotaremos por s. Por lo tanto, la longitud de camino óptico, Φ,
desde la fuente puntual, s, a un punto arbitrario X = Xx̂ + Y ŷ + Zẑ, ubicado en el medio óptico
con ı́ndice de refración n2, está dado por

Φ(X, x, y) = n1|r(x, y) − s| + n2|X− r(x, y)|. (2.42)

Oberve que para valores fijos de x y y la ecuación (2.42) es una solución a la ecuación eikonal en el
medio óptico con ı́ndice de refracción n2. Esto signica que Φ(X, x, y) es una familia biparamétrica
de soluciones de la ecuación eikonal. Para ver el significado f́ısico asociado con esta familia de
soluciones, estudiemos sus frentes de onda asociados. Es decir, todas las superficies tales que tales
que Φ(X, x, y) = C, donde C es una constante, esto es

|X− r(x, y)| =
C
n2

− γ|r(x, y) − s|, (2.43)

γ ≡ n1

n2
. (2.44)

Para valores fijos de x y y la ecuación (2.43) describe una familia de esferas en el punto de la
superficie refractante, r(x, y) y radio C

n2
− γ|r(x, y) − s|. Esto significa que cada rayo emitido por

la fuente puntual, al llegar a la superficie refractante, se transforma en una nueva fuente de luz
puntual, tal que sus frentes de onda esféricos están dados por (2.43). En otras palabras, cada rayo
que es emitido por la fuente de luz puntual, al llegar a la superficie refractante tiene la posibilidad
de tomar cualquier dirección de propagación. Por lo tanto, usando solamente la información de la
familia biparamétrica de soluciones (2.42), no es posible determinar la dirección del rayo refractado.
Para obtener tal dirección se recurre al principio de Huygens. Esto es, se supone que el frente de
onda refractado está dado por la envolvente [25] de los frentes de onda (2.43). Por definición, la
envolvente está dada por todos los puntos X que satisfacen (2.43) y las siguientes dos condiciones
sobre Φ:

Φx = −n2(R̂− γÎ) · rx = 0, (2.45)

Φy = −n2(R̂− γÎ) · ry = 0, (2.46)

donde Φx, Φy, rx, ry denotan las derivadas parciales de Φ y r con respecto a x y y respectivamente,
además

Î =
r− s

|r− s|
, (2.47)

R̂ =
X− r

|X− r|
. (2.48)

Esto es, Î proporciona la dirección del rayo incidente y R̂ denota la dirección del rayo refractado. Si
N̂ denota el vector normal unitario a la superficie refractante, se cumplen las siguientes relaciones

N̂ · rx = 0, (2.49)

N̂ · ry = 0, (2.50)

debido a que rx y ry son vectores tangentes a la superficie refractante. Por lo tanto, en nuestro

trabajo estudiamos unicamente casos donde rx, ry y N̂ son vectores linealmente independientes.
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CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS
2.2. LEY DE REFLEXIÓN Y REFRACCIÓN

Esto significa que cualquier vector en el medio óptico con ı́ndice de refracción n2 puede ser escrito
como una combinación lineal de ellos. De las ecuaciones (2.45) y (2.46) se concluye que

R̂− γÎ = ΩN̂, (2.51)

donde la función Ω es determinada a partir de la condición R̂ · R̂ = 1, es decir

Ω2 + 2Ωγ(Î · N̂) + γ2 − 1 = 0, (2.52)

que es una ecuación de segundo grado en Ω con soluciones

Ω(±) = −γ(Î · N̂) ±
√

1 − γ2
[
1 − (Î · N̂)2

]
. (2.53)

Por lo tanto, se concluye que las condiciones (2.45) y (2.46) sobre la familia biparamétrica
de soluciones (2.42) de la ecuación eikonal determina dos direcciones de propagación, las cuales
corresponden a las leyes de refracción y reflexión en su forma vectorial.

La ley de refracción está dada por la ecuación (2.51) con Ω dado por la ecuación (2.53) con el
signo positivo. Esto es,

R̂ = γÎ + ΩN̂, (2.54)

Ω = −γ(Î · N̂) +

√
1 − γ2

[
1 − (Î · N̂)2

]
. (2.55)

Observe que cuando n1 = n2, entonces γ = 1, Ω = 0, y R̂ = Î, esto es, el rayo es transmitido sin
cambiar su dirección el cual es un resultado bien conocido.

La ley de reflexión está dada por la ecuación (2.51) con Ω dado por la ecuación (2.53) con el
signo negativo y tomando n1 = n2. Esto es,

R̂ = Î− 2(Î · N̂)Î. (2.56)

Recordemos que la envolvente de los frentes de onda (2.43) está dada por todos los puntos
X que satisfacen las ecuaciones (2.43), (2.45) y (2.46). Las ecuaciones (2.45) y (2.46) determinan
dos direcciones de propagación: una corresponde a la dirección de los rayos refractados dada por
la ecuación (2.54) y la otra corresponde a la dirección del rayo reflejado (2.56). Por lo tanto, la
envolvente de los frentes de onda (2.43) tiene dos ramas, una correspondiente a los frentes de onda
refractados y la otra a los frentes de onda reflejados. Usando las ecuaciones (2.43), (2.48) y (2.54)
un cálculo directo muestra que la evolución de los rayos de luz y frentes de onda refractados está
dada por

X = r + l
(
γÎ + ΩN̂

)
, (2.57)

donde

l =
C
n2

− γ|r− s|. (2.58)

La ecuación (2.57) describe la evolución de los rayos de luz refractados tomando a x y y como
constantes y variando l. Sustituyendo la ecuación (2.58) en (2.57) se obtienen los frentes de onda
refractados tromando a C como constante y variando a x y y.

Mientras que usando las ecuaciones (2.43), (2.48) y (2.56) describen la evolución de los rayos
de luz y los frentes de onda reflejados, dados por

X = r + l
(
Î− 2(Î · N̂)Î

)
(2.59)
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l =
C
n1

− γ|r− s|. (2.60)

La ecuación (2.59) describe la evolución de los rayos de luz reflejados tomando a x y y como
constantes y variando l. Sustituyendo la ecuación (2.60) en (2.59) se obtienen los frentes de onda
reflejados tomando a C como constante y variando a x y y.

2.3. Cálculo de la cáustica

Desde un punto de vista matemático las ecuaciones (2.57) y (2.59) describen mapeos entre dos
subconjuntos de R3, donde, (x, y, l) son coordenadas locales del espacio dominio y (X,Y, Z), con
X = Xx̂ + Y ŷ + Zẑ, son coordenadas locales del espacio imagen. Por definición, la región focal
asociada con los rayos de luz refractados o reflejados es el conjunto cáustico determinado por los
mapeos (2.57) y (2.59) respectivamente. El conjunto de puntos en el espacio dominio donde los
mapeos (2.57) y (2.59) no son localmente uno a uno, por definición, son sus conjuntos cŕıticos y
las imágenes de estos conjuntos cŕıticos ante los mapeos son sus conjuntos cáusticos. Los conjuntos
cŕıticos de estos mapeos están determinados por la condición

J =
∂X

∂l
·
(
∂X

∂x
× ∂X

∂y

)
= 0. (2.61)

Usando las ecuaciones (2.57) y (2.59) un cálculo directo muestra que

∂X

∂l
= R̂, (2.62)

∂X

∂x
=

∂r

∂x
+ l

∂R̂

∂x
, (2.63)

∂X

∂y
=

∂r

∂y
+ l

∂R̂

∂y
. (2.64)

Sustituyendo estas relaciones en la ecuación (2.61) se encuentra que

J = l2H2 + lH1 + H0 = 0 (2.65)

donde

H2(x, y) = R̂ ·

(
∂R̂

∂x
× ∂R̂

∂y

)
, (2.66)

H1(x, y) = R̂ ·

[(
∂r

∂x
× ∂R̂

∂y

)
+

(
∂R̂

∂x
× ∂r

∂y

)]
, (2.67)

H0(x, y) = R̂ ·
(
∂r

∂x
× ∂r

∂y

)
. (2.68)

Si H2 ̸= 0, el conjunto cŕıtico tiene dos ramas dadas por

l±(x, y) =
−H1 ±

√
H2

1 − 4H2H0

2H2
. (2.69)

En este caso, el conjunto cáustico el cual se obtiene al sustituir la ecuación (2.69) en (2.57), también
tiene dos ramas dadas por

X±(x, y) = r(x, y) +

(
−H1 ±

√
H2

1 − 4H2H0

2H2

)
R̂(x, y). (2.70)
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Sin embargo, si H2 = 0 y H1 ̸= 0, el conjunto cŕıtico tiene una sola rama dada por

lc = −H0

H1
, (2.71)

y el conjunto cáustico se obtiene al sustitur (2.71) en (2.57) y está dado por

Xc(x, y) = r(x, y) −
(
H0

H1

)
R̂(x, y). (2.72)

Las propiedades geométricas de los tres campos escalares, H2, H1 y H0 han sido discutidas en [26].
En particular, H2 es proporcional a Ω2K, donde Ω está dado por la ecuación (2.55) y K es la
curvatura de Gauss de la superficie refractante. Un cálculo directo muestra que K = 0 para la
superficie cónica de la lente axicón, entonces H2 = 0 y aśı, en este caso, la región cáustica tiene
solo una rama. Por otro lado, para una interfaz esférica refractante K ̸= 0, entonces, H2 ̸= 0, y
por lo tanto, la región cáustica tiene dos ramas.
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Caṕıtulo 3

Frentes de onda, rayos de luz y
cáustica asociados con la
refracción de un frente de onda
plano por una lente conoesférica

3.1. La lente plano esférica y la lente axicón

En esta sección hacemos una revisión a los frentes de onda, rayos de luz y la cáustica asociados
con la refracción de un frente de onda plano por una lente plano esférica y una lente axicón.
Suponemos que el espacio es llenado con dos medios ópticos con ı́ndices de refracción constantes,
n1 y n2, los cuales están separados por una interfaz localmente dada por un campo vectorial r(ρ, ϕ),
entonces un frente de onda plano evolucionando en la dirección ẑ, en el medio óptico con ı́ndice
de refracción n1, es refractado por la interfaz en la dirección R̂. Aśı, usando la ley de refracción
y el frente de onda plano de referencia s = ρ(cosϕx̂ + sinϕŷ), un cálculo directo muestra que los
frentes de onda y rayos de luz refractados, están dados por

X = r + lR̂, (3.1)

l =
C
n2

− γ|r− s|, (3.2)

R̂ = γẑ + ΩN̂, (3.3)

Ω = −γ(ẑ · N̂) +

√
1 − γ2

[
1 − (ẑ · N̂)2

]
, (3.4)

donde C es un parámetro real, N̂ es el vector unitario normal a la interfaz y γ ≡ n1/n2.

3.1.1. La lente planoesférica

Suponemos que tenemos una lente plano esférica con ı́ndice de refracción n en el espacio libre.
Usando coordenadas polares ρ y ϕ, para este caso particular se tiene

r = ρρ̂ +
√
a2 − ρ2ẑ, (3.5)

ρ̂ = cosϕ x̂ + sinϕ ŷ, (3.6)
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donde 0 ≤ ρ ≤ a y 0 ≤ ϕ ≤ 2π, donde a es el radio de la superficie esférica. Usando las ecuaciones
(3.5) y (3.6) un cálculo directo muestra que

N̂ =
1

a

(
ρρ̂ +

√
a2 − ρ2ẑ

)
. (3.7)

Los frentes de onda planos evolucionando en la dirección ẑ llegan a la superficie plana de la lente
esférica y son transmitidos sin refracción hasta llegar a la superficie esférica donde son refractados.
Por lo tanto, usando las ecuaciones (3.1)-(3.4) y (3.5)-(3.7), un cálculo directo muestra que los
frentes de onda y rayos de luz refractados pueden ser escritos de la siguiente manera

X =

[
a2 + l(

√
a2 − γ2ρ2 − γ

√
a2 − ρ2)

a2

]
ρρ̂

+

[
a2
√
a2 − ρ2 + l(γρ2 +

√
a2 − ρ2

√
a2 − γ2ρ2)

a2

]
ẑ, (3.8)

donde

l =
C
n2

− γ
√
a2 − ρ2. (3.9)

Es importante remarcar que la ecuación (3.8) es correcta para a2 − γ2ρ2 ≥ 0. Esto es, 0 ≤ ρ ≤ ρm,
donde ρm = a/γ si γ > 1 y ρm = a si γ < 1.

Finalmente, otro cálculo directo muestra que las dos ramas de la región cáustica asociada con
los rayos refractados por la lente plano esférica pueden ser escritos de la siguiente manera:

X− =
γ2ρ3

a2
ρ̂ +

γ
[
(a2 − γ2ρ2)3/2 + γ(a2 − ρ2)3/2

]
a2 (γ2 − 1)

ẑ, (3.10)

X+ =
γ
(√

a2 − γ2ρ2 + γ
√
a2 − ρ2

)
γ2 − 1

ẑ. (3.11)

Observe que X− corresponde a una superficie de revolución alrededor del eje z con una singularidad
degenerada de tipo cúspide, mientras que X+ corresponde a un segmento de ĺınea a lo largo del
eje de simetŕıa; es decir, sobre el eje óptico del sistema. Ya que ρ debe ser tal que a2 − γ2ρ2 > 0
y a2 − ρ2 > 0, entonces para γ > 1 ambas ramas de la cáustica son reales y virtuales para γ < 1.
Ahora, consideremos el caso γ > 1, aśı 0 ≤ ρ ≤ ρm = a/γ, y los componentes z de las dos ramas
de la cáustica son tales que

a
√
γ2 − 1

γ
≤ Z−(ρ) ≤ aγ

γ − 1
, (3.12)

aγ√
γ2 − 1

≤ Z+(ρ) ≤ aγ

γ − 1
. (3.13)

De estos resultados se sigue que para γ > 1 la ĺınea cáustica (3.11) está siempre dentro de la
otra rama de la cáustica, la superficie de revolución (3.10). En la figura (3.1), en el plano y = 0,
mostramos el caso particular n1 = 1.5 y n2 = 1; esto es, una lente plano esférica en un medio con
ı́ndice de refracción n1 = 1.5. En (a) se presentan: algunos frentes de onda incidentes y rayos de
luz marginales incidentes (Verde), la lente (Negro), los frentes de onda y rayos de luz marginales
correspondientes (Azul) y las dos ramas de la región cáustica (Rojo), en (b) se presentan: algunos
rayos de luz incidentes (Verde), la lente (Negro), los rayos de luz refractados (Azul) y las dos ramas
de la región cáustica (Rojo).
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Figura 3.1: Aqúı se presenta en el plano y = 0: (a) algunos frentes de onda incidentes y los rayos
de luz marginales (Verde), la lente plano esférica (Negro), algunos frentes de onda refractados y
los rayos de luz refractados marginales (Azul) y las dos ramas de la cáustica (Rojo), (b) algunos
rayos de luz incidentes (Verde), la lente plano esférica (Negro), algunos rayos de luz refractados
(Azul) y las dos ramas de la cáustica (Rojo). Para obtener estos gráficos se utilizó (3.8), (3.10) y
(3.11) con a = 1cm y γ = 1.5.

3.1.2. Lente axicón

Ahora suponemos que tenemos la lente axicón con ı́ndice de refracción n en el espacio libre.
Usando coordenadas polares ρ y ϕ, para este caso particular se tiene

r = ρρ̂ + (a− ρ) cotαẑ, (3.14)

donde 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π y 0 ≤ α ≤ π/2, con a siendo el radio de la cara plana. Usando las
ecuaciones (3.6) y (3.14) un cálculo directo muestra que

N̂ = cosαρ̂ + sinαẑ. (3.15)

De las ecuaciones (3.1)-(3.4), (3.6), (3.14) y (3.15), un cálculo directo muestra que los frentes de
onda y rayos de luz refractados cuando un frente de onda plano se propaga en la dirección ẑ puede
ser escrito de la siguiente manera

X =
[
ρ + l cosα

(√
1 − γ2 cos2 α− γ sinα

)]
ρ̂

+
{

(a− ρ) cotα + l
[
γ + sinα

(√
1 − γ2 cos2 α− γ sinα

)]}
ẑ, (3.16)

donde

l =
C
n2

− γ(a− ρ) cotα. (3.17)
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Figura 3.2: Aqúı se presenta en el plano y = 0: (a) algunos frentes de onda incidentes y los rayos
de luz incidentes marginales (Verde), la lente axicón (Negro), algunos frentes de onda refractados
y los rayos de luz refractados marginales (Azul) y la cáustica (Rojo), (b) algunos rayos de luz
incidentes (Verde), la lente axicón (Negro), algunos rayos de luz refractados (Azul) y la cáustica
(Rojo). Para obtener estos gráficos se utilizó (3.16) y (3.18) con a = 1cm, α = π/3 y γ = 1.5.

Es importante remarcar que la ecuación (3.16) es correcta para 1 − γ2 cos2 α ≥ 0. Esto es,
arc cos(1/γ) ≤ α ≤ π/2. Cuando α = π/2 la lente axicón se reduce a un disco plano.

Finalmente, otro cálculo directo muestra que la cáustica, asociada con los rayos de luz refrac-
tados por la lente axicón, tiene una sola rama, que puede ser escrita de la siguiente manera:

Xc =

[
(a− ρ) cotα +

ρ(Ω + γ cscα)
√

1 − γ2 cos2 α

γ cosαΩ + cotα(γ2 − 1)

]
ẑ, (3.18)

donde
Ω =

√
1 − γ2 cos2 α− γ sinα. (3.19)

Observe que Xc corresponde a un segmento de ĺınea a lo largo del eje de simetŕıa del sistema óptico
y es tal que su componente z en ρ = 0 y ρ = a se reduce a

Z0 = (Xc · ẑ)
∣∣∣
ρ=0

= a cotα, (3.20)

Za = (Xc · ẑ)
∣∣∣
ρ=a

= a

(
γ
√

1 − γ2 cos2 α cotα + secα− γ2 cosα

γ
√

1 − γ2 cos2 α + γ2 cosα cotα− cscα

)
. (3.21)

Por lo tanto, cuando ρ va de cero a a, la cáustica empieza en el vértice de la superficie cónica de
la lente axicón (0, 0, a cotα) y termina en el punto (0, 0, Za). Para 0 < γ < 1 y 0 < α < π/2,
1−γ2 cos2 α > 0 entonces a partir de la ecuación (3.21) tenemos que, en este caso, Za < Z0 y aśı, la
cáustica es virtual; en particular cuando γ tiende hacia cero y α a π/2 esta es una ĺınea semi-infinita
a lo largo del eje z negativo. Este caso corresponde a una lente axicón con ı́ndice de refracción n1
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3.2. LA LENTE CONOESFÉRICA

en un medio óptico con ı́ndice de refracción n2 > n1, aśı los rayos de luz refractados dejando la
superficie cónica de la lente son divergentes y forman una ĺınea cáustica virtual. Cuando γ > 1,
n1 > n2, los rayos de luz refractados convergen y forman una ĺınea cáustica real. En este caso,
para un valor dado de α, tal que, 1−γ2 cos2 α > 0, cuando γ se aproxima a la unidad, entonces Za

tiende a infinito. En la figura 3.2 se presenta en el plano y = 0, el caso cuando a = 1cm, α = π/3,
n1 = 1.5, n2 = 1, γ = 1.5, Z0 = 1/

√
3 cm y Za = 2.97309 cm. En (a) se muestran algunos frentes

de onda incidentes, los rayos de luz incidentes marginales (Verde), la lente (Negro), algunos frentes
de onda y rayos de luz marginales refractados (Azul) y la ĺınea cáustica (Rojo). En (b) se presentan
algunos rayos de luz incidentes (Verde), la lente (Negro), los rayos de luz refractados (Azul) y la
ĺınea cáustica (Rojo).

3.2. La lente conoesférica

z

x

y

N̂

n0

n1

n2

a

α d

ρm

Figura 3.3: Aqúı se representa un frente de onda plano incidente y la lente conoesférica con sus
parámetros correspondientes. La primera superficie es un cono dado por (3.22) y la segunda super-
ficie es esférica y está dada por (3.24), a es el radio de la superficie esférica y α es el ángulo de
apertura de la superficie cónica. La región en negro corresponde a la lente conoesférica.

En esta sección calculamos la refracción de un frente de onda plano por una lente conoesférica.
Esto es, suponemos que cierta región del espacio libre es llenado con tres medios ópticos con
ı́ndices de refracción n0, n1, n2 respectivamente. La interfaz entre el primero y segundo medio
es una superficie cónica y es construida de la siguiente manera: empezamos con una porción de
una superficie esférica de radio a, dada paramétricamente por r(ρ, ϕ) = ρρ̂ +

√
a2 − ρ2ẑ, donde

0 ≤ ρ ≤ ρm < a, entonces dados a y ρm obtenemos la expresión para la superficie cónica que
intersecta la superficie esférica en los puntos r(ρm, ϕ) = ρmρ̂ +

√
a2 − ρ2mẑ y tiene vértice en el

punto (0, 0, a − d), donde d es otro parámetro tal que 0 ≤ d ≤ a −
√
a2 − ρ2m. Aśı, finalmente

obtenemos que la interfaz cónica puede ser expresada de la siguiente manera

r1 = ρρ̂ + (a− d− ρ cotα)ẑ, (3.22)

cotα =
a− d−

√
a2 − ρ2m

ρm
. (3.23)

Esto es, estamos suponiendo que los parámetros que determinan la interfaz cónica son a, ρm y d.
En particular cuando d = 0, el vértice del cono está en el punto de la esfera (0, 0, a) y cuando
d = a −

√
a2 − ρ2m, cotα = 0, entonces α = π/2, y aśı la interfaz cónica se reduce a un disco

plano con centro en el punto (0, 0,
√
a2 − ρ2m) dado por r1 = ρρ̂ +

√
a2 − ρ2m ẑ. La interfaz entre

el segundo y tercer medio óptico es la superficie esférica dada por

r2 = ρsρ̂s +
√
a2 − ρ2s ẑ, (3.24)

ρ̂s = cosϕsx̂ + sinϕsŷ, (3.25)
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donde ρs = ρs(ρ) y ϕs = ϕs(ρ). En la figura 3, ilustramos la región del espacio con los tres
medios ópticos con ı́ndices de refracción n0, n1 y n2; la interfaz cónica (3.22) está separando los
medios ópticos con ı́ndices de refracción n0 y n1 y la superficie esférica (3.24) está separando los
medios ópticos con ı́ndices n1 y n2. Además, hemos incluido los parámetros que caracterizan las
dos superficies de la lente conoesférica.

Ahora, siguiendo el procedimiento usado en la sección 2.2, calculamos la refracción del frente
de onda plano incidente por la interfaz cónica de la lente dado por r1. En este caso, un cálculo
directo muestra que los rayos de luz y frentes de onda refractados por la primera superficie pueden
ser escritos de la siguiente manera

X1 = (ρ + Ω1l1 cosα) ρ̂ + [a− d− ρ cotα + l1 (γ0 + Ω1 sinα)] ẑ,

donde

Ω1 =
√

1 − γ2
0 cos2 α− γ0 sinα, (3.26)

l1 =
C1

n1
− γ0 (a− d− ρ cotα) . (3.27)

Es importante remarcar que para valores fijos de ρ y ϕ, el parámetro C1 etiqueta los puntos de un
rayo de luz refractado particular, mientras que para valores fijos del parámetro C1, X1 describe un
frente de onda refractado particular. Observe que los puntos en el rayo de luz refractado también
son etiquetados por el parámetro l1. Ahora tomamos los rayos de luz refractados que llegan a la
interfaz esférica dada por r2. Para determinar la relación entre los dos conjuntos de coordenadas
(ρ, ϕ) y (ρs, ϕs), a partir de las ecuaciones (3.24) y (3.26) obtenemos la parametrización de la
superficie esférica de la lente r2 en términos de las coordenadas polares (ρ, ϕ) que parametrizan
los puntos en la superficie cónica de la lente r1. Para ser más espećıficos, seguimos los rayos de
luz refractados por la primera superficie de la lente, entonces cuando los rayos de luz llegan a la
segunda superficie de la lente obtenemos la siguiente relación X1 = r2, que determina la relación
que estábamos buscando. Esta condición es equivalente a

(ρ + l1Ω1 cosα) cosϕ = ρs cosϕs, (3.28)

(ρ + l1Ω1 cosα) sinϕ = ρs sinϕs, (3.29)

a− d− ρ cotα + l1 (γ0 + Ω1 sinα) =
√

a2 − ρ2s. (3.30)

Esto es,

ϕs = ϕ, (3.31)

l1 =

√
a2 − ρ2s + ρ cotα− a + d

γ0 + Ω1 sinα
, (3.32)

y

Aρ2s + Bρs + C = 0, (3.33)

donde

A = − sec2 α(γ2
0 + 2γ0Ω1 sinα + Ω2

1)

Ω2
1

,

B =
2(Ω1 + γ0 cscα)[ρ secα(γ0 + Ω1 cscα) − (a− d)Ω1] tanα

Ω2
1

,

C =
((2a− d)Ω1 − ρ secα(γ0 + Ω1 cscα))(dΩ1 + ρ secα(γ0 + Ω1 cscα))

Ω2
1

,
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con γ0 ≡ n0/n1. Por lo tanto, las dos soluciones para ρs están expĺıcitamente dadas por

ρ± =
(Ω1 + γ0 cscα)[ρ(γ0 + Ω1 cscα) − (a− d)Ω1 cosα] sinα± cos2 α

√
∆

γ2
0 + 2γ0Ω1 sinα + Ω2

1

, (3.34)

con

∆ = (Ω1 + γ0 cscα)2[ρ(γ0 + Ω1 cscα) secα− (a− d)Ω1]2 tan2 α

− sec2 α[dΩ1 + ρ(γ0 + Ω1 cscα) secα]

×[(d− 2a)Ω1 + ρ(γ0 + Ω1 cscα) secα](γ2
0 + 2γ0Ω1 sinα + Ω2

1). (3.35)

Hasta este momento hemos calculado la refracción del frente de onda plano incidente, evolucio-
nando a lo largo del eje z por la superficie cónica de la lente y se ha obtenido la parametrización
de la superficie esférica en términos de las coordenadas polares (ρ, ϕ), que etiquetan los puntos en
la superficie cónica de la lente. Aśı, la parametrización de la superficie esférica que tenemos que
usar para calcular la segunda refracción de los rayos de luz está dada por

r2 = ρsρ̂ +
√
a2 − ρ2s ẑ, (3.36)

donde ρs está dado por (3.34).

Por lo tanto, los rayos de luz y frentes de onda refractados por la segunda superficie de la lente
(3.36) pueden ser escritos de la siguiente manera

X2 = r2 +

[
C2
n2

− γ0γ1 |r1 − s| − γ1 |r2 − r1|
]
R̂2, (3.37)

R̂2 = γ1Î2 + Ω2N̂2, (3.38)

Ω2 = −γ1(Î2 · N̂2) +

√
1 − γ2

1

[
1 − (Î2 · N̂2)2

]
, (3.39)

donde

Î2 = Ω1 cosαρ̂ + (γ0 + Ω1 sinα) ẑ, (3.40)

N̂2 =
ρs
a
ρ̂s +

√
a2 − ρ2s
a

ẑ. (3.41)

Usando las ecuaciones (3.38)-(3.41) un cálculo directo muestra que

R̂2 =

(
γ1Ω1 cosα +

Ω2ρs
a

)
ρ̂ +

(
γ1(γ0 + Ω1 sinα) +

Ω2

√
a2 − ρ2s
a

)
ẑ, (3.42)

Ω2 = −γ1ρsΩ1 cosα

a
−

γ1
√

a2 − ρ2s(γ0 + Ω1 sinα)

a
+

√
∆2

a
, (3.43)

∆2 = a2 − γ2
1

(
a2 −

(
ρsΩ1 cosα +

√
a2 − ρ2s(γ0 + Ω1 sinα)

)2)
. (3.44)

Ya que s = ρρ̂, finalmente usando las ecuaciones (3.22), (3.36) y (3.42) otro cálculo muestra que
la ecuación (3.37) puede ser escrita de la siguiente manera

X2 =

[
ρs + l2

(
γ1Ω1 cosα +

Ω2ρs
a

)]
ρ̂+

[√
a2 − ρ2s

(
1 +

l2Ω2

a

)
+ l2γ1 (γ0 + Ω1 sinα)

]
ẑ, (3.45)

donde

l2 =
C2
n2

− γ0γ1(a − d − ρ cotα) − γ1

√
(ρs − ρ)2 +

(√
a2 − ρ2s − a + d + ρ cotα

)2
. (3.46)

17
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En conclusión, la ecuación (3.45) provee ambos, los rayos de luz y los frentes de onda refractados
por la lente conoesférica. Puesto que (3.45) describe un mapeo entre los dos subconjuntos de
R3, donde (ρ, ϕ, l2) son coordenadas locales en el espacio dominio y (X2, Y2, Z2), con X2 =
X2x̂ + Y2ŷ + Z2ẑ, son coordenadas locales en el espacio imagen. Entonces, el conjunto cŕıtico
asociado con este mapeo es calculado a partir de la siguiente condición

J ≡
(
∂X2

∂ϕ

)
·
[
∂X2

∂l2
× ∂X2

∂ρ

]
= 0. (3.47)

Con

∂X2

∂ϕ
= Dϕ̂, (3.48)

∂X2

∂l2
= Eρ̂ + F ẑ, (3.49)

∂X2

∂ρ
= Gρ̂ + Hẑ, (3.50)

donde

D = ρs + l2

(
γ1Ω1 cosα +

Ω2ρs
a

)
, (3.51)

E = γ1Ω1 cosα +
Ω2ρs
a

, (3.52)

F =
Ω2

√
a2 − ρ2s
a

+ γ1 (γ0 + Ω1 sinα) , (3.53)

G = ρ′s + l2
(Ω2ρs)

′

a
, (3.54)

H =

[√
a2 − ρ2s

(
1 +

l2Ω2

a

)]′
, (3.55)

la notación primada denota la derivada con respecto a la coordenada ρ. Por lo tanto, el conjunto
cŕıtico del mapeo (3.45) está determinado por la condición

J = D(FG− EH) = 0, (3.56)

la cual implica que las dos ramas del conjunto cŕıtico están dadas por D = 0 y FG = EH. Esto
es,

l2 = l21 =
−aρs

aγ1Ω1 cosα + Ω2ρs
, (3.57)

l2 = l22 =
a[E

(√
a2 − ρ2s

)′
− Fρ′s]

F (Ω2ρs)
′ − E

(
Ω2

√
a2 − ρ2s

)′ . (3.58)

Para determinar las dos ramas de la región cáustica sustituimos (3.57) y (3.58) en (3.45). Aśı,
obtenemos

Xc21 =

[√
a2 − ρ2s

(
1 +

l21Ω2

a

)
+ l21γ1 (γ0 + Ω1 sinα)

]
ẑ, (3.59)

Xc22 =

[
ρs + l22

(
γ1Ω1 cosα +

Ω2ρs
a

)]
ρ̂

+

[√
a2 − ρ2s

(
1 +

l22Ω2

a

)
+ l22γ1 (γ0 + Ω1 sinα)

]
ẑ. (3.60)

Oberseve que Xc21 describe un segmento de ĺınea a lo largo del eje z y Xc22 describe una superficie
de revolución alrededor del eje z.
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Figura 3.4: Aqúı se grafica ρs = ρ± dada por (3.34) con a = 1 cm, d = 0 cm, cotα = 1/3, γ0 = 2/3.
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Figura 3.5: En este gráfico se presentan algunos rayos de luz incidentes (Verde), la superficie cónica
(Negro), los rayos de luz refractados dentro de la lente (Magenta) y la superficie esférica (Negro).
Para obtener este gráfico se usaron las ecuaciones (3.22),(3.24) y (3.61) para a = 1 cm, d = 0 cm,
cotα = 1/3, γ0 = 2/3.

3.3. Un ejemplo particular de la lente conoesférica

En esta sección aplicamos los resultados generales a una lente conoesférica particular caracte-
rizada por a = 1 cm, ρm = 3/5 cm, γ0 = 2/3, γ1 = 3/2 y aśı 0 cm ≤ d ≤ 1/5 cm. Esto es, para
cada valor de d estamos suponiendo que tenemos una lente conoesférica con ı́ndice de refracción
n1 = 3/2 en el espacio libre (n0 = 1 y n2 = 1). Usando estos valores particulares y la ecuación
(3.34) con d = 0 cm, 1/10 cm, 1/5 cm encontramos que la expresión correcta para ρs está dada por
ρ = ρ−. En la figura 3.4 presentamos las gráficas de ρs cuando d = 0 cm. Por lo tanto, los rayos de
luz refractados dentro de la lente están dados por

Xi = r1 + σ(X1− − r1), (3.61)

donde 0 ≤ σ ≤ 1,

X1− = (ρ + Ω1 cosα)ρ̂ + [a− d− ρ cotα + lρ(γ0 + Ω1 sinα)]ẑ, (3.62)

y

lρ =

√
a2 − ρ2− + ρ cotα− a + d

γ0 + Ω1 sinα
. (3.63)

Aśı, usando las ecuaciones (3.61)-(3.63) con d = 0 cm, en la figura 3.5 presentamos en el plano
y = 0: algunos de los rayos de luz incidentes (Verde), la lente conoesférica (Negro) y los rayos
de luz refractados dentro de la lente (Magenta). En figura 3.6 presentamos en el plano y = 0: (a)
algunos frentes de onda incidentes y rayos de luz incidentes marginales (Verde), la lente conoesférica
(Negro), los frentes de onda refractados (Azul) dejando la lente y las ramas de la cáustica (Rojo).
En (b) se presentan algunos rayos de luz incidentes (Verde), la lente conoesférica (Negro), los rayos
de luz refractados (Azul) dejando la lente y las ramas de la cáustica (Rojo). A partir de estos
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Figura 3.6: Aqúı se presentan en el plano y = 0: (a) algunos frentes de onda plano incidentes y los
rayos de luz incidentes marginales (Verde), la lente conoesférica (Negro), algunos frentes de onda
refractados y los rayos de luz refractados marginales (Azul) y las dos ramas de la cáustica (Rojo),
(b) algunos rayos de luz incidentes (Verde), la lente conoesférica (Negro), algunos rayos de luz
refractados (Azul) y las dos ramas de la cáustica (Rojo). Para obtener estos gráficos se utilizaron
las ecuaciones (3.22), (3.36), (3.45), (3.59) y (3.60), con a = 1 cm, d = 0 cm, cotα = 1/3,
γ0 = 2/3 y γ1 = 3/2.

gráficos es claro que la cáustica, para este caso, tiene tres ramas, dos de ellas son reales y una
virtual. La rama virtual de la cáustica está detrás de la lente y las ramas reales están enfrente de la
lente, y como se puede ver están desconectadas. Una de las ramas reales corresponde a un segmento
de ĺınea a lo largo del eje z, que es similar a la cáustica generada por la lente axicón. La segunda
rama real de la cáustica es una superficie de revolución alrededor del eje z con una singularidad del
tipo cúspide. Finalmente, usando las ecuaciones (3.22), (3.36), (3.45), (3.59) y (3.60) en la figura
3.7 presentamos (a) la lente conoesférica (Gris), algunos frentes de onda (Azul) dejando la lente
y las ramas de la cáustica (Rojo), en (b) se presenta la lente conoesférica (Gris), algunos rayos
de luz refractados (Azul) dejando la lente y las ramas de la cáustica (Rojo). En estos gráficos se
muestran las dos ramas de la cáustica, que corresponden a un segmento de ĺınea a lo largo del eje
z y una superficie de revolución alrededor del eje z con una singularidad del tipo cúspide.

20
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(a) (b)

Figura 3.7: En este gráfico se presentan: (a) la lente conoesférica (Gris), algunos frentes de onda
refractados dejando la lente (Azul) y las ramas de la cáustica (Rojo). (b) la lente conoesférica
(Gris), algunos rayos de luz refractados dejando la lente (Azul) y las ramas de la cáustica (Rojo).
Para obtener estos gráficos se utilizaron las ecuaciones (3.22), (3.24), (3.45), (3.59) y (3.60) para
a = 1 cm, d = 0 cm, cotα = 1/3, γ0 = 2/3 y γ1 = 3/2.

3.4. Propiedades de la región cáustica de la lente conoesféri-
ca

Si n0 < n1 y n1 > n2; esto es, γ0 = n0/n1 < 1 y γ1 = n1/n2 > 1, los rayos de luz evolucionando
a lo largo de la dirección ẑ en el medio óptico con ı́ndice de refracción n0 son refractados por
la interfaz cónica (3.22) y después ellos divergen y experimentan una segunda refracción en la
superficie esférica (3.36), para γ1 > 1 entonces los rayos de luz refractados dejando la superficie
esférica de la lente conoesférica se deflectan hacia el eje z positivo y aśı la región cáustica tiene una
parte virtual y una parte real, que pueden estar desconectadas. En el caso general, dependiendo de
los valores de γ0, γ1 y α, la región cáustica asociada con la refracción de un frente de onda plano
evolucionando a lo largo de la dirección ẑ por una lente conoesférica puede ser: virtual, real o una
parte real y la otra virtual. La condición para cada caso está dada por:

(ρ̂ · R̂2) ≥ 0, para 0 ≤ ρ ≤ ρm, cáustica virtual. (3.64)

(ρ̂ · R̂2) ≤ 0, para 0 ≤ ρ ≤ ρm, cáustica real, (3.65)

(ρ̂ · R̂2) = 0, para 0 ≤ ρc ≤ ρm cáustica real y virtual. (3.66)

La lente plano esférica se obtiene de la lente conoesférica cuando α tiende a π/2. De la ecua-
ción (3.42) un cálculo directo muestra que

ĺım
α→π/2

R̂2 =

(√
a2 − γ2

1ρ
2 − γ1

√
a2 − ρ2

a2

)
ρρ̂ +

(
γ1ρ

2 +
√
a2 − ρ2

√
a2 − γ2

1ρ
2

a2

)
ẑ, (3.67)

que da la dirección de los rayos de luz refractados por la interfaz esférica con centro en el origen
de coordenadas, radio a, separando los dos medios ópticos con ı́ndices de refracción n1 y n2; esto
es, γ1 = n1/n2. De la ecuación (3.67) tenemos que

ρ̂ ·
(

ĺım
α→π/2

R̂2

)
≥ 0, para 0 ≤ ρ ≤ ρm, y γ1 < 1, cáustica virtual, (3.68)
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Figura 3.8: Aqúı se presentan en el plano y = 0, tres lentes conoesféricas (Negro) tales que sus
regiones cáusticas correspondientes (Rojo) son: (a) cáustica virtual γ0 = 2/3, γ1 = 3/4; (b) la
cáustica real γ0 = 4/3, γ1 = 3/2 y (c) una parte es virtual y la otra es real. Para obtener estos
gráficos se utilizaron las ecuaciones (3.22), (3.24), (3.45), (3.59) y (3.60) para γ0 = 2/3, γ1 = 3/2
para a = 1 cm, d = 0 cm, cotα = 1/3.
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Figura 3.9: Aqúı se presentan en el plano y = 0, las dos lentes conoesféricas y la lente plano esférica
(Negro) tales que sus regiones cáusticas correspondientes (Rojo) y rayos de luz (Púrpura) dados

por la condición (ρ̂ · R̂2) = 0 son: (a) una cáustica virtual, una cáustica real y los dos rayos de luz
para d = 0 cm, cotα = 1/3 y ρc = 0.310499 cm, (b) una cáustica virtual, una cáustica real y los
dos rayos de luz para d = 1/10 cm, cotα = 1/6 y ρc = 0.158154 cm, (c) las dos ramas reales de
la cáustica y un rayo de luz para d = 1/5 cm, cotα = π/2 y ρc = 0 cm con a = 1 cm, γ0 = 2/3 y
γ1 = 3/2. Para obtener estos gráficos se utilizaron las ecuaciones (3.22), (3.24), (3.45), (3.59) y
(3.60).
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ρ̂ ·
(

ĺım
α→π/2

R̂2

)
≤ 0, para 0 ≤ ρ ≤ ρm, y γ1 > 1, cáustica real. (3.69)

Además, de las ecuaciones (3.26), (3.34), (3.43), (3.59) y (3.60) otro cálculo directo muestra que
en el ĺımite α → π/2, las dos ramas de la cáustica de la lente conoesférica se reducen a las de la
lente plano esférica dada por las ecuaciones (3.10) y (3.11). Esto es;

ĺım
α→π/2

Xc21 =

γ1

(√
a2 − γ2ρ2 + γ1

√
a2 − ρ2

)
γ2
1 − 1

 ẑ, (3.70)

ĺım
α→π/2

Xc22 =
γ2
1ρ

3

a2
ρ̂ +

{
γ1
[
(a2 − γ2

1ρ
2)3/2 + γ1(a2 − ρ2)3/2

]
a2 (γ2

1 − 1)

}
ẑ. (3.71)

De estas ecuaciones es claro que para γ1 > 1 ambas ramas de la cáustica son reales y la ĺınea
cáustica (3.70) está dentro de la otra rama de la región cáustica, una superficie de revolución con
una singularidad degenerada de tipo cúspide; mientras que para γ1 < 1 ambas ramas de la cáustica
son virtuales.

Para la lente conoesférica, esto es, 0 < α < π/2, dependiendo de los valores de γ0, γ1 y α
la región cáustica puede ser virtual, real o una parte real y la otra virtual. En este tercer caso,
la parte virtual de la cáustica está determinada por los valores de ρ tales que (ρ̂ · R̂2) > 0, la

parte real por los valores de ρ tales que (ρ̂ · R̂2) < 0 y debe de existir un valor de ρ = ρc tal

que (ρ̂ · R̂2) = 0. Por lo tanto, en este tercer caso, los rayos de luz que evolucionan a lo largo de
la dirección ẑ después de ser refractados por la lente conoesférica pueden ser clasificados en tres
subconjuntos: divergentes (dan lugar a la parte virtual de la cáustica), convergentes (dan lugar a
la parte real de la cáustica) y aquellos que forman un cilindro determinado por los rayos de luz
que dejan la lente conoesférica evolucionando en la dirección de ẑ, que están determinados por
la condición (ρ̂ · R̂2) = 0. Además, de las ecuaciones, (3.59) y (3.60) se encuentra que las dos
partes reales de la cáustica están totalmente desconectadas si |[Xc21(ρ) − Xc22(ρ̃)] · ẑ| ̸= 0 para
0 ≤ ρ ≤ ρm y 0 ≤ ρ̃ ≤ ρm. Observe que cuando α → π/2, la lente conoesférica se transforma en la
lente plano esférica y la superficie ciĺındrica se reduce a una ĺınea a lo largo del eje z, mientras que
la región cáustica es real o virtual. Para clarificar estas propiedades en la figura 3.8, en el plano
y = 0, se presenta un ejemplo particular de cada caso: (a) cáustica virtual γ0 = 2/3, γ1 = 3/4; (b)
cáustica real γ0 = 4/3, γ1 = 3/2 y (c) una parte de la cáustica es virtual y la otra real γ0 = 2/3,
γ1 = 3/2. Y en la figura 3.9, en el plano y = 0, se muestran: (a) la lente conoesférica (Negro), las
dos ramas de la región cáustica (Rojo) y los dos rayos de luz (Púrpura) que dejan la lente en la

dirección de ẑ, determinados por la condición (ρ̂ · R̂2) = 0. En este caso las dos partes reales de la
cáustica están totalmente desconectadas; esto es, satisfacen la condición |[Xc21(ρ)−Xc22(ρ̃)]· ẑ| ≠ 0
para 0 ≤ ρ ≤ ρm y 0 ≤ ρ̃ ≤ ρm, (b) la lente conoesférica (Negro), las dos ramas de la cáustica

(Rojo) y los dos rayos de luz (Púrpura) dados por la condición (ρ̂ · R̂2) = 0; en este caso la ĺınea
cáustica tiene una parte virtual y una real, mientras que la superficie de revolución alrededor del
eje z tiene una singularidad de tipo cúspide, las dos partes reales de la cáustica comparten una
región en común; esto es, satisfacen la condición |[Xc21(ρ) − Xc22(ρ̃)] · ẑ| ≥ 0 para 0 ≤ ρ ≤ ρm
y 0 ≤ ρ̃ ≤ ρm, (c) la lente plano esférica (Negro), las dos ramas de la cáustica (Rojo) y el rayo

de luz (Púrpura) determinados por la condición (ρ̂ · R̂2) = 0, en este caso, esto es equivalente a
ρ = 0 y aśı la superficie ciĺındrica se reduce a una ĺınea a lo largo del eje z. Además, en este último
caso, las dos ramas de la cáustica comparten una región en común; esto es, satisfacen la condición
|[Xc21(ρ) −Xc22(ρ̃)] · ẑ| = 0 para 0 ≤ ρ ≤ ρm y 0 ≤ ρ̃ ≤ ρm.

Finalmente, remarcamos que de acuerdo al resultado obtenido por Berry y Balazs [16] y debido
a que la curvatura de la cáustica que corresponde a la superficie de revolución a lo largo del eje
z es diferente de cero, el haz correspondiente a la refracción de un frente de onda plano por una
lente conoesférica debe ser un haz acelerado. Mientras que, de acuerdo con los estudios realizados
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CAPÍTULO 3. FRENTES DE ONDA, RAYOS DE LUZ Y CÁUSTICA
REFRACTADOS POR LA LENTE CONOESFÉRICA

3.4. PROPIEDADES DE LA REGIÓN CÁUSTICA DE LA LENTE CONOESFÉRICA

para la lente axicón en su región cáustica, segmento de ĺınea recta, se debe de obtener un haz de
tipo Bessel de orden cero. Usando las fórmulas para las curvaturas media (H) y de Gauss (K) para
una superficie arbitraria [27] se encuentra que las curvaturas para la parte de la cáustica dada por
la ecuación (3.60), son diferentes de cero, y tienden a infinito en la singularidad de tipo cúspide.
Además, cuando α → π/2 se reducen a las curvaturas correspondientes a la lente plano esférica
dada por la ecuación (3.71), en este caso, el comportamiento de las curvaturas en la singularidad
de tipo cúspide, esto es, alrededor de ρ = 0, están dadas por

K ≈ −a2(γ1 − 1)2

3γ4
1ρ

4
, H ≈ a2(γ2

1 − 1)

2γ2
1 |γ2

1 − 1|ρ3
. (3.72)
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Conclusiones

En este trabajo hemos introducido la lente conoesférica; esto es, una lente cuyas caras son una
superficie cónica y una superficie esférica. Iluminamos esta lente con un frente de onda plano y
calculamos su cáustica, frentes de onda y rayos de luz refractados. Encontramos que la cáustica
tiene dos ramas, que pueden ser reales, virtuales, o una parte virtual y otra real, dependiendo de
los parámetros γ0, γ1 and α. Hemos presentado un ejemplo particular tal que la primera rama de
la región cáustica está constituida por dos segmentos de una ĺınea, una parte de esta cáustica es
real y la otra virtual. La segunda rama es una superficie con una singularidad de tipo cúspide tal
que su curvatura Gaussiana es diferente de cero. Es importante remarcar que las dos ramas de la
cáustica están desconectadas, ver figura 3.6, debido a esta propiedad y los resultados obtenidos
por Berry y Balazs, sobre la relación entre la aceleración de un haz de Airy y la curvatura de su
cáustica correspondiente, creemos que usando este elemento óptico podemos generar un haz óptico
escalar acelerado en la región donde la cáustica es una superficie de revolución y al mismo tiempo
un haz óptico escalar con propiedades similares a las de un haz Bessel de orden cero en la región
donde la cáustica real es un segmenteo de ĺınea a lo largo del eje óptico. Es decir, este elemento
óptico puede ser usado para generar un haz óptico escalar tal que en una región es acelerado y en
otra se comporta como un haz Bessel de orden cero.

Los resultados presentados en este trabajo son válidos cuando los rayos de luz refractados
experimentan solamente una refracción en cada superficie de la lente conoesférica. Además, el
frente de onda plano incidente puede ser producido por una fuente puntual de luz localizada en
el infinito sobre el eje óptico, si la fuente de luz puntual se encuentra localizada a una distancia
finita de la superficie cónica de la lente y la superficie esférica es reemplazada por una superficie
parabólica, hiperbólica o eĺıptica se obtendrán resultados análogos a los presentados en este trabajo.
Sin embargo, bajo pequeñas perturbaciones en la posición de la fuente puntual de luz fuera del
eje óptico, la región cáustica de la lente conoesférica presentada no es estable, en particular la
ĺınea cáustica se despliega en una superficie de dos dimensiones tal que su sección transversal tiene
cuatro singularidades de tipo cúspide y por lo tanto es estable ante pequeños desplazamientos de
la fuente puntual.

Los resultados obtenidos en esta tesis han sido publicados en la referencia [28].
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