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Introduccién

Los hipergrafos son sistemas de conjuntos finitos y forman, probablemente, el concep-
to mas general en las matematicas discretas. Fue a principios de la década de 1960 que lo
hipergrafos se convirtieron en una teoria. Por lo tanto, la teoria de los hipergrafos es una
teoria reciente. Originalmente, desarrollado en Francia por Claude Berge en 1960, es un
generalizacién de la teoria de grafos. Esta teoria nos ayuda a modelar redes, redes bio-
logicas, estructura de datos y situaciones practicas en diferentes ciencias en un entorno
mucho més general que los grafos. Adema4s, ayudan a encontrar soluciones éptimas para

muchos nuevos problemas de optimizacion.

Como extension de los grafos se obtienen resultados sobre arboles, camino, ciclo, etc,
de hipergrafos. En particular, el concepto de aciclicidad de un grafo se ha extendido a va-

rias nociones diferentes de aciclicidad en hipergrafos, en orden creciente de generalidad:

Y—aciclicidad, f—aciclicidad, y a —aciclicidad,

Estas nociones han despertado gran interés en muchos campos, por ejemplo en el campo
computacional existen muchos problemas que son NP—completos, esto es, se desconocen
algoritmos tratables que los resuelvan, sin embargo si éste satisface la condicién de aci-
clicidad se tienen algoritmos de tiempo polinomial. Por ejemplo, en el area de bases de
datos, Beeri et al. [1] introduce una clase especial de esquemas de bases de datos, 1lla-
mados aciclicos. Fagin [7] demuestra que esta clase goza de una propiedad deseable en

el area de las bases de datos, de donde la clase de esquemas de bases de datos aciclicas
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es una clase importante natural, ya que esta puede ser caracterizada en un nimero de
caminos, cada uno correspondiendo a una propiedad deseable de esquemas de bases de
datos o a una propiedad natural tedrico grafica. Se ha visto en el area de bases de datos
que existen varios fenémenos patolégicos indeseables que pueden surgir en los esquemas
de bases de datos generales pero no para esquemas de bases de datos aciclicas [1]. Pa-
ra esquemas aciclicos existen algoritmos eficientes, esto es de tiempo polinomial, para
resolver problemas que son NP—completos en el caso irrestricto [13].

El estudio de propiedades de aciclicidad en hipergrafos cae en clases de equivalencia,
las cuales corresponden naturalmente a “grados de aciclicidad” en hipergrafos.

A diferencia de la situacién de los grafos ordinarios no dirigidos, hay una serie de de-
finiciones naturales no equivalentes de aciclicidad para los hipergrafos. Es conveniente
hablar de "grados de aciclicidad", en lugar de simplemente "tipos de aciclicidad", ya que
existe un orden lineal de las fuerzas de los tipos de aciclicidad que se consideran; la mas

débil (menos restrictiva) es la nocién a—aciclicidad. [7]

El contenido de la tesis es el siguiente. En el capitulo 1 se establecen los conceptos
basicos de la teoria de grafos como lo son: camino, ciclo, ciclo hamiltoniano, grafos cone-
x0s, arbol, punto de articulacion, junto con la notacién necesaria y algunos ejemplos, que

son de utilidad para el desarrollo del trabajo.

En el capitulo 2 se introduce algunas propiedades y conceptos basicos de la teoria
de hipergrafos; los diferentes tipos de subhipergrafos, el conjunto de articulacién, arbol
adjunto, camino, ciclo conceptos que son generalizaciones de los grafos los cuales nos ayu-

dara para el desarrolo del capitulo 3.

En el capitulo 3 se representa las definiciones de aciclicidad de los hipergrafos como
lo es a—aciclidad, Berge—aciclicidad, f—aciclicidad, y—aciclidad asi como algunas equi-
valencias. En este mismo capitulo se presentan las relaciones entre varios grados de

aciclicidad.
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CAPITULO 1

Preliminares

La teoria de grafos es un area importante de las matematicas. El inicio de ésta teoria
tuvo lugar en 1736, en un articulo de Leonhard Euler. El trabajo surgié de un problema
conocido como el problema de los puentes Konigsberg. Mas tarde, los grafos aparecieron
en ingenieria eléctrica, quimica, entre otras. Hoy en dia, la teoria de grafos es una de
las ramas mas desarrollado de la algebra moderna con amplias aplicaciones a proble-
mas combinatorios y a problemas algebraicos clasicos. En este capitulo se presentan los
conceptos basicos de la teoria de grafos, como son, de grafo, subgrafo, subgrafo inducido,

camino, ciclo, arbol, entre otros. Nos basamos principalmente en [5].

1.1. Grafos

Con los simbolos Z, N, @, | y R denotamos los conjuntos de los nimeros enteros, ni-
meros enteros no negativos, nimeros racionales, nimeros irracionales y nimeros reales,
respectivamente. Con [A]* denotamos el conjunto de todos los subconjuntos de A con
% elementos, por ejemplo, si A = {a,b,c}, entonces [A]° = {@}, [A]! = {{a},{b},{c}}, [A]? =
{{a,b},{a,c},{b,ch), [AP = {A} y [A]* = ¢ para todo k€ Z~{1,2,3}.

Definicion 1.1. Un grafo simple G es un par (V,E) de conjuntos donde los elementos de
V son llamados vértices o nodos del grafo y los elementos de E son llamados aristas o

lineas del grafo, tal que E <[V 1°.
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Es comin representar un grafo dibujando un punto para cada vértice y unir dos de
ellos por una linea si los dos vértices correspondientes forman una arista. Las aristas
no necesariamente tienen que ser lineas rectas, pueden ser arcos o segmentos curvos. El
conjunto de vértices de un grafo G lo denotaremos por V(G), y su conjunto de aristas

como E(G). Una arista {v1,ve} usualmente es escrita como vivs.

Ejemplo 1.1. Sea G el grafo de la figura 1.1, el par G = (V,E) esta compuesto por los
conjuntos V ={vy,v9,vs,v4} y E ={v1v2,v103,0203}.

Un vértice v es incidente con una arista e si v € e; entonces e es una arista en v. Los
dos vértices incidentes con una arista son sus vértices extremos o extremos, y una arista

une sus extremos.

Figura 1.1: Grafo simple G =(V ,E).

Definicion 1.2. Sea G un grafo; dos vértices v1,v2 en V(G) son adyacentes o vecinos, si
v1V2 es una arista de E(G) y dos aristas distintas son adyacentes si tienen un vértice en

comun.

Todos los vecinos de un vértice v dado se denominan vecindad de v. La vecindad de v
se denota por N(v). Por ejemplo, en la figura 1.1, N(v1) = {vg,vs}. Si todas las parejas de
vértices en V(G) son adyacentes, entonces G es completo. Un grafo completo de n vértices

se denota por K*; un K? se llama un tridngulo.

El orden de un grafo G es su nimero de vértices, denotado por |G|; y su nimero de
aristas es denotado por ||G||. Sea GUG' :=(VUV',EUE")yGnG' :=(VnV',EnE’'). Si
GNG' = @, entonces G y G’ son disjuntos. Si G y G' son disjuntos, denotamos por G * G’
el grafo obtenido de G UG’ al unir todos los vértices de G con todos los vértices de G'.
Por ejemplo, K2 « K3 = K°. El complemento G de G es el grafo sobre V con el conjunto de
aristas [VI*\E.

Definicién 1.3. Un grafo G' = (V',E’) es un subgrafo del grafo G = (V,E) si y solo si
V' eV yE' cE,yse denota por G'=G.
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Ejemplo 1.2. Sean G, G2 y G3 grafos como se muestran en la figura 1.2. Afirmamos
que G2 €G3, ya que V'(G3) ={v1,v2,03,04,05} y V'(G2) = {v1,v3,v4,U5} por tanto V/(Ge)
V'"(G3), ademas E"(G3) = {vav4,v3v4,0103,0105,0504} ¥ E'(G2) = {v1v3,v304,0405,0501}
por tanto E'(G2) € E"(G3) . Observe que también Go = G1.

Si G' =G y G' contiene todas las aristas vivg € E con v1,vg € V', entonces G’ es un sub-
grafo inducido de G. Decimos que V' induce o expande G’ en G, y escribimos G’ :=[V'].

Un subgrafo no es inducido si falta al menos una arista de G con ambos extremos en V'.

(@) G1=(V,E) (b) G2 =(V',E") (¢) Gz =(V",E")

Figura 1.2: G3 es subgrafo de G; y también de Go.

Notemos que en la figura 1.2, G9 es un subgrafo inducido de G 1, pero Gg no lo es; ya
que vaus € E(G1) con va,vs € V(G3) pero vavs ¢ E”(G3) . Si U =V es cualquier conjunto
de vértices, entonces G[U] es el grafo sobre U cuyas aristas son precisamente las aristas

de G con ambos extremos en U.

Definicion 1.4. Sea G = (V,E) un grafo, y v € V un vértice, decimos que el namero de
aristas incidentes con v es el grado del vértice, denotado por d(v). Un vértice de grado 0

se llama aislado, en la figura 1.1 el vértice v4 es aislado.

El ntmero 6(G) := min{d(v) | v € V} es el grado minimo de G; el nimero A(G) :=
max{d(v) | v € V} su grado mdximo. Si todos los vértices de G tienen el mismo grado k%,

entonces G es k—regular o regular. Un grafo se llama ciibico si es 3—regular .

Definicion 1.5. Sea r =2 un entero. Un grafo G = (V,E) es llamado r—partito si V admite
una particién en r clases tal que cada arista tiene sus extremos en diferentes clases, es

decir, dos vértices en la misma clase no son adyacentes.

Un grafo G que es “2—partito”, por lo general se le llama bipartito. Un grafo r—partito

en el cual cada par de vértices en diferentes clases son adyacentes se llama completo.



1.1. Grafos Pag. 4

(@} @)
© @)
© @)

Figura 1.3: Grafo bipartito completo, K33 =K §

Los grafos que son r—partito completos para toda r se les llaman grafos multipartitos
completos. El grafo r—partito completo K" % ... *x K" es denotado por K,,,..Kn;; si
n1=...=n, =:s abreviamos esto a K. Por lo tanto, K] es el grafo r—partito completo
en el que cada clase contiene exactamente s vértices. Los grafos de la forma K7 , se lla-
man estrellas; el vértice en la clase del singular de K1, es el centro de la estrella. En la

figura 1.3 tenemos un ejemplo de un bipartito completo.

Una idea que surge de forma natural cuando se estudia un grafo es la de camino.

Definicion 1.6. Considérese un grafo G =(V,E). Un camino P en G que va de los vértice

wo a wy, es de la forma:
P= wowi Uwiwa U - UWp_oWp_1UWpE_1WE.

donde wo,w1- -, wp €V y wow1,wiwse, - ,Wr_2Wr_1,Wp- 1w, €E.

También es importante notar que en la definiciéon de camino no se prohibe repetir
vértices o aristas. Los vértices wg y wy estan ligados por P y son llamados sus extremos,
los vértices w1, - ,wp_1 son los vértices interiores de P. Si el camino inicia y termina en el
mismo vértice, es decir wg = wj, decimos que es un camino cerrado. El namero de aristas
de un camino es su longitud, y el camino de logitud % es denotado por P;. Notar que
k puede ser cero, por tanto, Py = K1. En ocasiones, para denotar un camino P daremos
unicamente la secuencia de sus vértices, es decir, P = vgvq,---,v; y decimos que P es un

camino desde vg a v, o bien, para 0 <i < j <k escribiremos la notacién v, Pv; :=v;,---v;.

Definicion 1.7. Un camino simple es aquel que no tiene tres de sus aristas diferentes
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compartiendo un mismo vértice, es decir, no repite vértices en su trayecto.

Definicion 1.8. Un camino elemental es aquel que nunca pasa mas de una vez por un

mismo vértice.
Definicion 1.9. Sea G un grafo, un ciclo en G es un camino cerrado y simple.

La longitud de un ciclo es el nimero de aristas (o vértices) y el ciclo de longitud % es
llamado 2 —ciclo, denotado por Cj. Una vez més, un 3—ciclo se conoce como un triangulo.
Un ciclo de longitud par es un ciclo par, y un ciclo de longitud impar es un ciclo impar.
Una arista que une dos vértices de un ciclo pero que no es en si misma una arista del ciclo
es un cuerda de ese ciclo. Por lo tanto, un ciclo inducido en G, un ciclo en G que forma un

subgrafo inducido, es uno que no tiene cuerdas.

Definicion 1.10. Un pseudo-ciclo es una cadena p = (v1v2,0304,...,Uy—10,) cuyos dos

extremos son el mismo vértice y cuyas aristas no son necesariamente distintas.

En la figura 1.4 podemos observar que un pseudo-ciclo del grafo G es la siguiente

cadena M= (U203,U3l)6,1)6v4, U4U3,U31)2).

U4

UG/“'

o U1

vs € /

\

@
Us

Figura 1.4: Grafo G.

Una de las familias de grafos mas importantes es la de los grafos conexos.

Definicion 1.11. Un grafo G no vacio es conexo si cualquier par de vértices estan unidos

por al menos un camino en G.

Un grafo que no es conexo se dice que es disconexo, éste se forma por varias particio-

nes conexas, a dichas particiones se les denomina componentes conexas.

Ejemplo 1.3. En la figura 1.5 claramente el grafo G; es conexo ya que para cualquier

par de vértices que tomemos existe un camino que los une y el grafo Gg es disconexo con
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dos componentes conexas.

[
(a) G1 (b) Go

Figura 1.5: El grafo G1 es conexo, y G2 no lo es.

Los problemas propuestos por Hamilton en su juego icosiano dieron lugar a conceptos
en la teoria de grafos, que finalmente se convirtieron en un tema de estudio popular entre
los matematicos. Uno de estos problemas consiste en encontrar caminos que pasen por
varios puntos, una sola vez, empezando y terminando en un mismo lugar. La parte de
la teoria de grafos que resuelve este problema es la teoria de los ciclos Hamiltonianos.
Si no exigimos coincidencia de los extremos del camino obtenemos una variante de este

problema, que podemos resolver con lo que se conoce como caminos hamiltonianos.

Decimos que un ciclo es hamiltoniano si contiene a todos los vértices del grafo y, ana-
logamente, un camino es hamiltoniano si pasa por todos los vértices del grafo. Si un grafo
contiene un ciclo hamiltoniano, entonces se llama grafo hamiltoniano. El problema de re-
conocer grafos hamiltonianos es muy dificil. Hasta el momento no existen criterios para

la caracterizacion de grafos hamiltonianos.

Definiciéon 1.12. Un circuito es un camino cerrado que repite vértices pero no repite
aristas. Un circuito es llamado Euleriano si no repite aristas y ademas contiene a todas

las del grafo.

Se considera que los arboles tienen su origen en 1857 cuando el matematico inglés
Arthur Cayley los utilizé para contar un cierto tipo de estructuras quimicas. Los arboles
son importantes para la comprension de la estructura de los grafos y desde su origen ha
demostrado tener un gran nimero de aplicaciones en areas como la quimica molecular
y las ciencias de la computacién, en donde se utilizan para el disefio de algoritmos y

estructuras de datos, respectivamente.
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Definicion 1.13. Un drbol es un grafo conexo y aciclico. La unién disjunta de ellos se

denomina bosque.

Un bosque puede ser visto como un grafo cuyas componentes son arboles, en la figura
1.5 podemos ver que el grafo G{ es un arbol y Gy es un bosque. En un 4arbol los vértices

de grado 1 son sus hojas, los otros son sus vértices internos.

Definicion 1.14. Un drbol con raiz o drbol enraizado es un arbol en el cual un vértice en

particular se designa como raiz.

Los arboles con raiz se representan de forma tal que el vértice raiz se coloca encima

de los restantes, los cuales se sitian por niveles segin su distancia a la raiz.

Sea G un grafo. Un subgrafo conexo maximal de G es una componente de G. Las

componentes son subgrafos inducidos, y su conjunto de vértices particiona V.

Definicion 1.15. Un vértice v € V en un grafo G no dirigido se llama punto de articu-
lacion si al eliminar el vértice y todas las aristas incidentes a v hace que el grafo sea

disconexo.

En el grafo G; de la figura 1.6 (a) el vértice ve es un punto de articulaciéon ya que
al eliminar ve y todas las aristas incidentes a él, es decir, vive,v2vg,V2v3 NO existe un
camino de los vértices v3,v4 y vg a los vértices vs y v1, lo que implica que el grafo G
se divide en 2 componentes; uno formado por los vértices vs y v1 y otro formado por los

vértices v3,vg ¥ U4 como se puede observar en la figura 1.6 (b).

(a) G1 (b) Go

Figura 1.6: vg punto de articulaciéon en G



1.1. Grafos Pag. 8

Definicion 1.16. Un bloque de un grafo G es un subgrafo conexo maximal sin puntos de

articulacién.

En el grafo G1 que aparece en la figura 1.6 podemos observar que el subgrafo inducido
por {v1,v5} es un bloque, pues no tiene punto de articulacién. De igual forma el subgrafo
inducido por el conjunto {v3,vg,v4} forma otro bloque. En cambio el subgrafo inducido
por {v1,v2,vs3,U5,0g} no es un bloque pues contiene el vértice vg el cual es un punto de

articulacion del conjunto.

Definicién 1.17. Sea G un grafo. Los vértices de L(G) son las aristas de G y dos vérti-
ces de L(G) son unidos por una arista si y sélo si las aristas correspondientes de G son

adyacentes en G. El grafo L(G) se llama grafo linea.

Ejemplo 1.4. En la figura 1.7 en el inciso (a) se muestra un grafo G y en el inciso (c) su
grafo linea L(G). Cada vértice del grafo linea es una arista del grafo G, es decir, el vértice

E del grafo linea L(G) corresponde a la arista entre los vértices vy y v de G.

(a) Grafo G (b) Aristas anadidas en L(G) (c) Grafo linea L(G)

Figura 1.7: Grafo linea.



CAPITULO 2

Hipergrafos

En las ultimas décadas, la teoria de hipergrafos ha demostrado ser de gran interés en
aplicaciones a problemas del mundo real, son una generalizacion de los grafos, por lo que
muchas de las definiciones de los grafos se llevan literalmente a los hipergrafos. En este

capitulo presentamos nociones basicas sobre hipergrafos.

Definicion 2.1. Un hipergrafo H es un par H = (V,E) donde V es un conjunto de vértices
y E una familia de subconjuntos de V, llamado hiperaristas. Denotaremos a V por V(H)
y a E por E(H).

Como bien se menciona un hipergrafo es una generalizacién de un grafo cuyas aristas
en este caso son llamadas hiperaristas las cuales pueden relacionar cualquier cantidad
de vértices a diferencia de un grafo que sélo relaciona un méaximo de dos vértices. Un
hipergrafo cuya hiperarista tiene aridad 2 (cada hiperarista contiene solo dos vértices) es

un grafo.

El orden del hipergrafo H = (V,E) es la cardinalidad de V, esto es, |V| =n; y su ta-
mario es la cardinalidad de E, es decir, |E| = m. Por definicién, el hipergrafo vacio, es el
hipergrafo tal que V = @¢;E = @. Dos vértices en un hipergrafo son adyacentes si existe
una hiperarista que contenga a ambos vértices. En particular, si {v} es una hiperarista

entonces v es adyacente a si mismo. Dos hiperaristas en un hipergrafo son incidentes si

9
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su interseccion es no vacia.

Sea (ej)jes,J €I (I es un conjunto finito de indices) una subfamilia de hiperaristas de

E =(e;)ie1, denotamos el conjunto de vértices que pertenecen a | J e j por V( Ue 7), pero
jed jed
denotaremos por e a V(e).

Si

Uei:V

iel

el hipergrafo no tiene vértice aislado, donde un vértice v esta aislado si

veV\Je;

el

Una hiperarista e € E tal que |e| =1 es un bducle.

Sea (V,E) un hipergrafo. Su reduccién (V,E’) se obtiene quitando de E cada hiper-
arista que sea un subconjunto propio de otra hiperarista. Un hipergrafo se reduce si es

igual a su reduccion, es decir, si ninguna hiperarista esta incluida en otra.

La reduccién de un hipergrafo es el proceso que hace simple un hipergrafo, es decir,
sie;jSej,i#jseeliminae;

en este caso se dice que el hipergrafo es reducido. Un hipergrafo simple no tiene hiper-

aristas repetidas.

A continuacién, presentamos y definimos los siguientes tipos de subhipergrafos.

Definicion 2.2. Sea H un hipergrafo y sea X un subconjunto de V(H). El conjunto de
hiperaristas parciales inducido por X en H es E' = {e'|le' =enX,e € E}—{@}. E' es llamado

un conjunto vértice—generado.
Sea H = (V,E) un hipergrafo :

= Dado un subconjunto V' =V, el subhipergrafo H' es el hipergrafo

H'=(V',E' =(ej)je) tal que paratodae; e E’ :e; SV';



Capitulo 2. Hipergrafos Pag. 11

s El subhipergrafo inducido H(V') del hipergrafo H donde V' =V es el hipergrafo
H(V')=(V' E’) tal que E' esta definido como:

E ={e;inV'£@|e;eEy, e;,esunbucleo |e; nV’'| =2}

= Dado un subconjunto V' €V, un hipergrafo parcial generado por J < I,H' de H es

un hipergrafo
H' =V’ (ej)jes)

donde | J e; = V'. Notar que puede suceder V' =V.
jed
La estrella H(v) centrada en v es la familia de hiperaristas (e;)jcs que contiene a v;
d(v) =|J| es el grado de v excepto para un bucle {v} donde el grado d(v) = 2. Si cada vérti-
ce tiene el mismo grado, decimos que el hipergrafo es regular o k—regular, d(v) =k. Si la
familia de hiperaristas es un conjunto, es decir, si i # j siy solo si e; # e, decimos que H
no tiene hiperaristas repetidas. El rango r(H) de H es la cardinalidad maxima de una hi-
perarista en el hipergrafo: r(H) = max;cy|e;|, la cardinalidad minima de una hiperarista

es el co—rango cr(H) de H : cr(H) = min;cy |e;|. Si r(H) = cr(H) = k entonces el hipergrafo

V11
°
el

es k—uniforme o uniforme.

Use U9 e
° (]
U2 U4 es
° e
V7 Oeq
oes

(a)

Figura 2.1: Hipergrafo H = (V,E).
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Ejemplo 2.1. El hipergrafo H de la figura 2.1 es de orden 11 y tamafio 5, tiene 1 bucle
es; 2 vértices aislados vg,v11. El rango r(H) =4, el co—rango cr(H) = 1. El grado de vg es
2. Se puede observar que H' = (V,{e1, ea}) es un hipergrafo parcial generado por J = {1,2},
como se muestra en la figura 2.2 (a). Ahora, sea V' = {v1,v4,06,08,v10}; E' = {e, e}, e}, e}
con e =e1NV' ={v1,v4},e, = ea NV’ = {vy,ve,vs}, ey = e4NV' = {v,vg},e =esNV' =
{v10} entonces H = (V' E’) es un subhipergrafo inducido del hipergrafo H = (V,E), que se
muestra en la figura 2.2 (¢). Notar que e3 no es una hiperarista para este subhipergrafo
inducido. Como se muestra en la figura 2.2 (b) H' = (V",E") es un subhipergrafo de H

donde V"' ={v1,v9,v3,v4,v7} y E” ={e1} con v7 como vértice aislado.

Uil e
Uip e
°
U3 e U9 €1
° °
v U4 Vs e
o °
U1 .U7 e9 12} U4 eq
e Ug
eU1 °
. vs %4
Us °

(a) Un hipergrafo parcial H' del hipergrafo 2.1.  (b) Un subhipergrafo H" del hipergrafo 2.1.

(c) Un subhipergrafo inducido H = (V' ,E’) del hi-
pergrafo 2.1.

Figura 2.2: Ejemplo de un hipergrafo, un subhipergrafo y un subhipergrafo inducido de
H figura 2.1.
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Definicion 2.3. Sea H un hipergrafo. Un camino P en H desde vg a vg, es una secuencia
alternada de vértice—hiperarista:

Uo=7U1,€1,02,€2," " ,VUs,€5,Us+1 = Vg
tal que
= U1,VU9,--,Us,Us+1 SON Vértices distintos con la posibilidad de que vi = vg41;
= ¢1,e9,---,€5 son hiperaristas distintas;

" v;,V;+1€e; parai=1,2,--- s,

El entero s es la longitud del camino P. Note que si hay un camino de vg a v; también
hay un camino de v a vg. En este caso decimos que P conecta a vy y vp. Los hipergrafos
conectados se definen de manera analoga a los grafos conectados utilizando la existencia
de caminos entre cada par de vértices. Un hipergrafo es conectado si para cualquier par
de vértices, existe un camino que conecta estos dos vértices; en otro caso no esta conecta-

do el cual podemos decir que esta desconectado.

R |

°
U3 e U9

\\ 91
\

| e
| 2
[ ) e3
Oe4
Oes

Oee

(a)

Figura 2.3: Hipergrafo H = (V ,E).

La distancia d(vg,v) entre dos vértices vy y vy es la longitud minima de un camino

que conecta vg y vp, si no existe un camino de vy a vy (o de vy a vg) definimos d(vg,vy) =
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o00. Sea H un hipergrafo, una componente conectada es un conjunto maximo de vértices
X c V(H) tal que para todo vg,v; € X,d(vg,vp) # oco. El didmetro d(H) de H esta definido
por

d(H) =max{d(vg,vz) | vg,v;, € V}.

Ejemplo 2.2. El hipergrafo H de la figura 2.3 se puede observar que tiene dos com-
ponentes conectadas, C1,Cs. P = v19,€4,U5,€e3,Vg,€2,V4,€1,U3 €S un camino de vig a vg,
P’ =vq9,e4,v1,e1,v3 es también un camino de vig a v3 y la distancia d(v1g,v3) =2 es la
longitud de P’. Notemos que la distancia d(vig,v3) es también la longitud del camino

n
P" =v19,e4,v2,e1,03.

Definicion 2.4. Sea H un hipergrafo. Un ciclo de H es una secuencia de hiperaristas

(ep1,ep2,...,e ) que satisface las siguientes condiciones:
prL€p pk)d g

" épl=€pk

= paratodo2<i<k—-2yecE(H) arbitrario,

((epi—1Nep)Ulep;Nepir1)U(epir1Nepis2)) \e# @.

[ ]
Use V12 e1

°
U9 U11

(a)

Figura 2.4: El conjunto A es un conjunto de articulacién.

El hipergrafo H de la figura 2.4 con la secuencia (e1,es,e2,e4) de hiperaristas forman

un ciclo de H, ya que si tomamos ey € E(H) se sigue que (e1Ne3)u(egneg)U(esney)\eg # @.

Definicion 2.5. Sea H un hipergrafo. Un subconjunto A de V(H) es un conjunto de

articulacidn si se verifican las siguientes dos propiedades:
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= existen dos hiperaristas e; y eg tal que A =ejneg;

= el subhipergrafo inducido H(V \ A) es no conectado.

El conjunto de articulacién en un hipergrafo juega el mismo papel que el punto de
articulacién en un grafo. Podemos generalizar esta nocién a un hipergrafo no conectado:
el subhipergrafo inducido H(V \ A) tiene mas componentes conectadas que H. En la figura
2.4 se encuentra un ejemplo de conjunto de articulaciéon, el cual se puede observar que

dicho conjunto es el conjunto A formado por los vértices vg,v4,v10.

Definicion 2.6. Un drbol adjunto de un hipergrafo H es, si existe, un arbol enraizado
T = (E,J) cuyos nodos son las hiperaristas de E(H) y tal que si un vértice v € V pertenece
a dos hiperaristas e; y e, estd contenido en todos los nodos del tinico camino de T' que

conecta e; con e;.

Asi, el conjunto de vértices del arbol que contienen a v induce un subéarbol conectado

de T'. La figura 2.5 presenta un arbol adjunto del hipergrafo dado en la figura 2.6.

A\
AV
.

Figura 2.5: Arbol adjunto del hipergrafo 2.6.

€9
]

Un arbol adjunto T' de un hipergrafo H tiene ramas disjuntas si las hiperaristas de

H que pertenecen a diferentes ramas de T son disjuntas.

Definicion 2.7. H satisface la propiedad interseccion recorrida si existe un ordenamiento

o sobre las hiperaristas tal que para cada 2 < 0(i) < |E|, existe 0(i,) < a(i) tal que:

eay([ 1 U eotn) Seoti)-
a(j)<o(i)
La interseccién de una hiperarista con las que la preceden en el ordenamiento esta
contenida en una de estas hiperaristas. El hipergrafo de la figura 2.6 satisface la propie-

dad interseccion recorrida. Con el ordenamiento o = (eg,e3,e1,€s,e5,e4,eg) la interseccion
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de una hiperarista con las que le preceden en el ordenamiento esta contenida en una de

ellas.

el
€2
e3
@2
Ces
.U5 (J €6
- e

Ores
Q©e9

(a)

Figura 2.6: Hipergrafo H = (V ,E).

Definicion 2.8. Sea H un hipergrafo tal que E(H) # ¢. El grafo—linea (o grafo represen-
tativo, también grafo interseccién) de H es el grafo L(H) = (V' ,E’) tal que

1) V':=EH)
(2) {(i,/}eE'G#j)siysélosie;nej# @ donde ej,e; €E.

En la figura 2.7 se muestra el grafo representativo del hipergrafo de la figura 2.6. Los
vértices del grafo linea son las hiperaristas de H y hay una arista entre dos vértices si su

interseccion es no vacio. L(H) representa las intersecciones en H.

€8 €2 €5

€9 €1 €4 €s e7

@
Figura 2.7: Grafo linea del hipergrafo de la fig 2.6
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Definicién 2.9. Sea L(H) = (V',E’') el grafo linea de H. Un grafo G = (V',A) es un in-
tergrafo de H, si A c E' y para todo e;,ej € V' tal que e;ne;j # @ existe un camino

(ei =ey;,eu,,---,eu, =e;) tal que para todo 1 <k < p se cumple que e; Ne;jcey, Ney,,,.

El conjunto de intergrafos de H se denotara por ¢(H).

Ce1

ez

Vg ®

Ces
€4
Ces
e6
Cer

es

(a)

Figura 2.8: Hipergrafo H = (V ,E).

Ejemplo 2.3. Notemos que el grafo linea del hipergrafo H de la figura 2.8 es L(H) =
(V',E"), donde V' ={e1,eq,e3,e4,e5,e6,e7,e8,v9} y E' ={e1eg,e1e4,e4e6,e6e7,04€5,€4€38,
eseg,e3e4,e3e9,e9eg,egegl. Afirmamos que G =(V',A) con A = E'\{e1eg} c E’ de la figura
2.9 es un intergrafo de H. En efecto, primero notemos que los pares e;,e; € E que cumplen
e;Ne; # @ son los siguientes: (e1,e4),(e1,e6),(e2,e3),(e2,e8),(e3,e4),(e4,e5),(e4,e6),
(e4,e8),(e5,eg),(eq,e7),(eg,eg). Queremos ver que para cada uno de estos pares se cumple
que existe un camino (e; = ey;,ey,,...,€y, = e;) tal que para todo 1 <k < p se cumple que

e;NejCey, Ney,, . Analicemos cada caso:

(1) Claramente, un camino que une a e con eg es (e1,e4,e¢) ademas, observe que
e1Neg=1{v3,v4} c{vg,v3,v4} =e1Ney
e1Neg ={v3,v4} < {v3,v4,v8} =e4Neg.

Lo cual cumple con la condicion.

(2) Para e y e4 el camino (e1,e4) cumple trivialmente la condicién. Los demas casos

son analogos.
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€3 €4 €6

€s

Figura 2.9: Un intergrafo G = (V', A) del hipergrafo H de la fig 2.8.

Definicién 2.10. Un intergrafo G = (E,A) de H es minimal si para todo A' ¢ A,G =
(E,A") no es un intergrafo de H.

El conjunto de intergrafos minimales de H se denotara por ¢,,(H).
La condicién de los intergrafos minimales es similiar a la de un arbol adjunto. Los
intergrafos minimales de un hipergrafo satisfacen una propiedad relacionada con su nu-

mero de aristas.

eg es es

eg el eq es er

Figura 2.10: Un intergrafo minimal del hipergrafo de la fig 2.6.



CAPITULO 3

Hiperciclos

En los hipergrafos existen diferentes definiciones de un ciclo, y por consiguiente, dife-
rentes nociones no equivalentes de aciclicidad. La nocién de ciclicidad ha sido estudiada
particularmente en la teoria de base de datos relacional donde se han elaborado varias

definiciones de aciclicidad como a—aciclicidad, f—aciclicidad y y—aciclicidad.

Recordemos del capitulo 2 las siguientes definiciones:

(1) Sea X un subconjunto de V(H). El conjunto de hiperaristas parciales generado por
XenHesE' ={e'le'=enX,ec E(H)}—{p}.

(2) El conjunto de hiperaristas parciales generadas desde H por algin conjunto X, es

un conjunto vértice generado de hiperaristas parciales.

(3) Sea E un conjunto conectado de hiperaristas y e’,e” € E, A = e’ ne” es un conjunto
de articulacion de E, si
{fe—A:ecE}—{p}

es un conjunto no conectado de hiperaristas parciales.

Ejemplo 3.1. Sea H el hipergrafo con V(H) ={a,b,c,d,g,h,i} y E(H) ={e1,es,es} donde
e1={a,b,cl,ea ={b,c,d,h,i},es={g,h,i}. Si X ={b,c,g,h,i}, entonces las hiperaristas del

conjunto de hiperaristas parciales generado por X es construido de la siguiente manera:

19
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| ] e’1=elﬂX={b,C}:
[ ] e/2=e20X={b,C,h,i},
= e’S:egﬂX={g,h,i}-

Como €| c e, entonces el conjunto de hiperaristas parciales de H generado por X es

E'={e},e5}.

En la figura 3.1 se muestra el hipergrafo H y el conjunto E’'.

€2
od e
€1
eh ecC
s B 2
(a) Hipergrafo H (b) Conjunto E'

Figura 3.1: Un conjunto de hiperaristas parciales de H generado por X.

3.1. a-—aciclicidad

De acuerdo a Fagin [7] la siguiente definicion es estrictamente menos restrictiva y es

una mejor generalizacién de la definiciéon usual de aciclicidad en grafos ordinarios.

Definicion 3.1. = Un bloque de un hipergrafo reducido es un conjunto de hiperaris-

tas parciales conectadas y generadas por vértices sin conjunto de articulacion.
= Un conjunto es trivial si contiene menos de dos miembros.

= Un hipergrafo reducido es a—aciclico si todos sus bloques son triviales; de lo con-

trario, es a—ciclico.

= Se dice que un hipergrafo es aciclico o a—aciclico precisamente si su reduccién lo

es.

Ejemplo 3.2. En la figura 3.2 se muestra un bloque. Sean A{ =e1neg ={a}, Ag =eineg =

{c} y Ag =egneg = {i}, entonces los conjuntos
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m Fi={e1—Aj1,ea—Aq,e3—A1}—{@}=1{bc,ij,idc},
n Eo={e1—Ag,eg—Ag,e3—Ag}—{@}={ab,ija,id}y
» Eg={e1—Ag,eg—Agz,e3—Az}—{@}={abc,ja,dc},

son conjuntos conectados de hiperaristas parciales (ver figura 3.3).

/.7
o

eg i be

€3

(a)

Figura 3.2: Bloque.

de “Cce

(a) E; (b) E

o\
N4
J be

ed ce

(c) E3

Figura 3.3: Conjunto de hiperaristas parciales £1,Eo y E5.

Ejemplo 3.3. El hipergrafo H de la figura 3.4 es a—aciclico, la hiperarista e; = {a,c, e} es
un conjunto de articulacién (A =e;ne;) de H. Los bloques de H (hiperaristas parciales
vértice generadas sin conjuntos de articulacion) son {b}, {d} y {f}. El subconjunto de hi-
peraristas {{a,b,c},{c,d,e},{e, f,a}} de H no es vértice generado (no contiene la hiperaris-

ta {a,c,e}). Observe que el bloque de la figura 3.2 es un bloque no trivial del hipergrafo H.
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o)

fe od
(a)

Figura 3.4: Hipergrafo a—aciclico.

Definicion 3.2. Sea (V,E) un hipergrafo, ¥ cE y .4 <V tal que

M= U e.
eeF
Decimos que % es cerrado si para cada arista E del hipergrafo existe una hiperarista
F € & tal que
EncF.

Ejemplo 3.4. Sea H el hipergrafo de la figura 3.5, el conjunto & = {G,H,I} es un conjun-
to cerrado de hiperaristas de H. Aqui .4 =G UH U1, para las hiperaristas J, K, Ly M,
las hiperaristas G, H eI sontalesque JNAL <G, Kn M <H, LN IyMnuc<l. El
conjunto de aristas {L, M} no es un conjunto cerrado de H, la interseccién de I con LUM

no esta contenida en L ni en M.

Observe que todo conjunto cerrado de hiperaristas (completas) es siempre un conjunto
de hiperaristas parciales generado por vértices. También todo conjunto de aristas en un
grafo ordinario es cerrado ya que si & es un conjunto de aristas del grafo y .4 es el

conjunto de vértices de todas las aristas de &. Si E es una arista del grafo, entonces
End=¢, EnM ={x}o En ={x,y}.

En cualquier caso E N.# esta contenido en una arista de 4.

Mas adelante se hara uso del siguiente resultado que caracteriza los hipergrafos

a—aciclicos en términos de conjuntos de articulacién.

Teorema 3.1. [7] Un hipergrafo es a—aciclico si y solo si todo conjunto cerrado conectado
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(a)

Figura 3.5: Hipergrafo H.

no trivial de hiperaristas completas tiene un conjunto de articulacion.

En el siguiente ejemplo, se verifica la a—aciclicidad del hipergrafo H de la figura 3.4.

Ejemplo 3.5. Todos los conjuntos conectados no triviales de hiperaristas completas son:
» F1={{a,b,c},{c,d,el}, F2 ={{a,b,c},{a,e,f}}, F3 ={{a,b,c},{a,c,e}},
F1={{c,d, el {a,e, 1}, F5 ={{c,d, e}, {a,c,el}, Fe ={{a,e, [}, {a,c,e}}
= F7={{a,b,c},{c,d,e},{a,e,f}}, Fg ={{a,b,c},{c,d,e},{a,c,e}}
F9={{a,b,cl{a,c,e},{a,e,f1},F10 ={{c,d,e},{a,e, f},{a,c,el}
» F11 ={{a,b,c},{c,d,e},{a,c e}, {a,e, [}
Para cada uno de los conjuntos de arriba tenemos:

s M1={a,b,c,d,e}, Mo =1a,b,c,e,f}, M3=1a,b,c,e}, My={a,c,d,e,f},
Ms=A{a,c,d,e}, Meg={a,c,e,f},

» Mr={a,b,c,d,e,f}, Mg=1a,b,c,d e}, Mg=1a,b,c,e,[}, Mio=1a,c,d,e,f},
» M1 =1a,b,c,d,e, [}
Si E es una hiperarista del hipergrafo H, se tienen las siguientes posibilidades.

= U en=1{a,b,clc,d,e}{a, e} {a,c,e}. Como {a,e} no estd contenido en ninguna
eeE
hiperarista de &1, entonces %1 no es cerrado.
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= EN.s= {a,b,c}ice}la,e [}, {a,c,e}. Como {c,e} no esta contenido en ninguna

hiperarista de %, entonces %2 no es cerrado.

» Enus={a,b,c}, {b,c,e}, {a,e} {c,e}, {a,c,e}. Todas las hiperaristas anteriores estan

contenidas en alguna hiperarista de &3, entonces 3 es cerrado.

= EN.#y. Aqui tenemos que si E = {a,c,e} entonces

Enuy={a,c,e}y esta hiperarista no esta contenida en ninguna hiperarista de %4.

Por lo tanto %4 no es cerrado.

Se puede observar de lo anterior que todos los conjuntos %; que contengan la hiper-
arista {a,c,e} son cerrados ya que todas las posibles intersecciones con los respectivos .#;
estan contenidas en dicha hiperarista. Entonces los conjuntos no triviales cerrados de

hiperaristas completas de H son:
F3, F5, F6, F8, F9, F10,F11.

El conjunto {a,c,e} es un conjunto de articulacién de todos los conjuntos cerrados de

arriba, por el teorema 3.1 H es un hipergrafo a—aciclico.

3.2. Berge-aciclicidad

El siguiente concepto de aciclicidad se debe a Berge [2]

Definicion 3.3. . Un ciclo Berge en un hipergrafo H es una secuencia
S1,01,82,02,...,8m,Um,Sm+1
tal que
(1) v1,...,uy son vértices distintos de H;
(i) Si,...,S;; son hiperaristas distintas de H,y S;,+1 =S1;
(i) m=2;y

iv) v;€S;NnS;11 (1 <i<m).
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Definicion 3.4. Un hipergrafo es Berge—ciclico si tiene un Berge—ciclo, de otra manera

es Berge—aciclico.

Ejemplo 3.6. Sea H el hipergrafo con V(H) ={a,b,c,d} y E(H)={S1,S2,S3},S1={a,b,c} =
S3y S =1{b,c,d}, 1a secuencia
S1,¢,52,6,S3

se tienen las condiciones:
(1) a,b,c,d son vértices distintos de H;
(i1) S1,Sg son hiperaristas distintas de H,y S3 =S1;
(i) m=2, m=2;y

@iv) ceS1NSe, b€8S9nS3.

Ver figura 3.6. De este ejemplo se observa que si algin par de hiperaristas de un

hipergrafo tienen dos a mas vértices en comun, entonces el hipergrafo es Berge—ciclico.

a.

(a)

Figura 3.6: Hipergrafo Berge—ciclico.

Ejemplo 3.7. Sea H el hipergrafo con V(H) ={a,b,c,d} y E(H)={S1,S2,S3},S1={a,b,c} =
S3y Sg={c,d}, aqui la unica posibilidad de una secuencia de la forma S;,v1,S9,v9,S3 es

con la condicién v; = vg = ¢, de donde se incumple (i) de la definicién, en consecuencia H

(a)

es Berge—aciclico. Ver figura 3.7.

Figura 3.7: Hipergrafo Berge—aciclico.



3.3. B-aciclicidad Pag. 26

Ejemplo 3.8. Sea H el hipergrafo con V(H) = {a,b,c,d,e,f} y E(H) = {S1,S2,S3,S4},
S1={a,b,c} =84, So={c,d,e}, Sg={e,f,a}, la secuencia

S1,¢,S92,e,53,a,S4
cumple las condiciones:
(i) a,b,c,d,e,f son vértices distintos de H;
(i1) S1,8S9,S3 son hiperaristas distintas de H,y S4 =S7;
(iii) m=2,m=3;y
(iv) ceS1nSg,eeSanNS3yaeSgnSy.

Ver figura 3.8

Qe
Ste

(a)

Figura 3.8: Hipergrafo Berge—ciclico H.

3.3. pB-aciclicidad

En esta seccion se dan varias definiciones para otro grado de aciclicidad, llamado -
aciclicidad. Para esto, recordemos que un subconjunto de las hiperaristas de un hipergra-

fo H ( no necesariamente propio) es un subhipergrafo de H.

Definicién 3.5. (f—aciclicidad). Un hipergrafo H es S—aciclico si y solo si todo subhi-

pergrafo de H es a—aciclico.

Sea S1q,...,S,,Sn+1 una secuencia de conjuntos, donde S1,...,S;, son distintos y S1 =

Sm+1, decimos que S; y S;+1 son vecinos (1 <i <m) en particular S; y S;,+1 son vecinos.
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Definicion 3.6. (ciclo puro). Una secuencia

S1,..»8m,Sm+1,
es un ciclo puro si cumple:
(i) m=3y
(ii) sii#j, entonces S;NS; # @ siy solosiS; yS; son vecinos.

De esta definicién se sigue que un par es precisamente no disjunto si es un par de
vecinos. Si m = 3, se asume que
S1nSanS3=09,

en el caso m =4, la suposicién
S1nSen---NS,, =@

es innecesaria ya que esta es consecuencia de las anteriores suposiciones.

Ejemplo 3.9. La secuencia
S1, S2, S3, S4, S5, S1

de las hiperaristas mostradas en la figura 3.9 es un ciclo puro.

S1

Qe

S5

Se

~e
Ve

Sy
(a)
Figura 3.9: Ciclo puro con 5 hiperaristas.

Aparentemente los ciclos puros son mas naturales y no tienen controversias, sin em-

bargo, Kahn [12] da varias definiciones de aciclicidad para hipergrafos en las que un ciclo
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puro resulta ser un hipergrafo aciclico.

Definicién 3.7. (f—ciclo). Un S—ciclo en un hipergrafo H es una secuencia
S1,---»8m,Sm+1
de hiperaristas de H tales que
(1) siX=8Sin---nS,, y
(i1) S£:Si—Xpara l<ism

entonces la secuencia

! !/ !
8.8

es un ciclo puro.

Ejemplo 3.10. El hipergrafo de la figura 3.9 es un S—ciclo. Aqui es claro que X =@ y
S : =S; para 1 <i < 6. De hecho, todo ciclo puro es un S—ciclo.
Definicion 3.8. (f—ciclo débil). Un S—ciclo débil en un hipergrafo H es una secuencia
Sl7vl7S2’U2""aSm7vm7Sm+17
tal que

(i) v1,...,uy, son vértices distintos de H;

(i) Si,...,S;; son hiperaristas distintas de H,y S;,+1 =S1;
(iii)) m=3;y
(iv) Siv;eS;nS;y1(1<si<m)yv;¢S;paraj#i,i+1.

Se sigue directamente de las definiciones que todo f—ciclo es un f—ciclo débil, sin em-

bargo el reciproco no necesariamente se cumple, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.11. Sean S; = {v1,v4,y}, Sg = {v1,v2}, S3 = {ve,vs3,y} y S4 = {vs,v4,y}. La se-

cuencia
S1,v1,82,0253,v3,54,v4,51
es un f—ciclo débil que no es un f—ciclo, ya que la secuencia
S1,82,53,54,81

no es un ciclo puro, S1NS3# @ y S1y S no son vecinos. Ver figura 3.10.

S1

S4 o)y SZ

S3
(a)

Figura 3.10: S—ciclo débil.

Definiciéon 3.9. (ciclo Graham). Una secuencia de hiperaristas
S1,..,8m,Sm+1,
es un ciclo Graham si se cumplen:
(i) m=3,
@ii) Si,...,S;,, son distintas,
(i) S1=Sn+1,
Gv) siA;=8S;nS;y1 (A<i<sm),A\i#dy

(v) sii#j,A; yAjsonincomparables.
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La secuencia de hiperaristas que se muestra en la figura 3.9 es un ciclo Graham.

En el ciclo que se muestra en la figura 3.10, tenemos otro ciclo Graham ya que los

conjuntos:

A1 ={v1}, Ag ={va}, A3 ={v3,y} Ay ={vg,y}

son incomparables.

El siguiente teorema establece la equivalencia de 5 definiciones del concepto de hi-

pergrafo f—ciclico.
Teorema 3.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes entre si:
i. Un hipergrafo es f—ciclico si tiene un f—ciclo.
ii. Un hipergrafo es f—ciclico si algin subhipergrafo es a—ciclico.

iti. Un hipergrafo es f—ciclico si algin conjunto, conectado reducido no trivial, de hi-

peraristas no tiene puntos de articulacién.
iv. Un hipergrafo es f—ciclico si éste tiene un f—ciclo débil.

v. Un hipergrafo es S—ciclico si éste tiene un ciclo Graham.

En iii se puede reemplazar “conjunto, conectado reducido no trivial reducido de hi-
peraristas” (lo que significa “conjunto conectado, reducido de hiperaristas con almenos

dos hiperaristas”) por “ conjunto conectado, reducido de al menos tres hiperaristas”.

Demostracion. Se demuestra primero la equivalencia entre iii y ii, luego el ciclo de im-

plicaciones:
Ll =>Iv=>0=>10>1il.
(1i1 > 1i) Supongamos # un hipergrafo que tiene un conjunto </, conectado reducido no

trivial, de hiperaristas sin puntos de articulacién, por el teorema 3.1 «f es un hi-

pergrafo a—ciclico .
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(ii = iii)

(iii = iv)

Supongamos que # tiene un subhipergrafo que es a—ciclico. Sea #' la reduccién
de 7. Entonces ./’ es un subhipergrafo reducido de .72 a—ciclico, de donde #” tie-
ne un conjunto . no trivial conectado de hiperaristas sin conjunto de articulacién.

& es reducido porque 7' lo es. Por lo tanto ./ es f—ciclico con la definicién iii.

Supongamos # un hipergrafo que tiene un conjunto &/, conectado reducido no
trivial, de hiperaristas sin puntos de articulacién, de la observacion este tiene un
conjunto 9 conectado reducido y sin conjunto de articulacién con al menos tres hi-
peraristas. Entonces se pueden encontrar dos hiperaristas V y W en 9 tal que el
numero de vértices en @ =V NW es tan grande como sea posible. Como J es conec-
tado, existe algin par de hiperaristas en 9 con interseccién no vacia, asi que @ es
no vacio. Como J es reducido, @ es subconjunto propio de V y W. Puesto que 9 no
tiene conjuntos de articulacion el resultado de remover @ de todas las hiperaristas
de 9 deja un conjunto conectado de hiperaristas parciales. En consecuencia existe
una secuencia

S1,...,8z
de hiperaristas distintas de 9 tales que:

(a) S1=V,
(b) Sp=W,

(c) (S;nS;+1)— @ no es vacio para 1 <i<k.

Se elige la secuencia S1,...,S}, de tal manera que % sea tan pequefia como sea posi-
ble. Por (c) para cada 1 <i <k, existe v; € (S;NS;+1)—Q. Si jnoesinii+1, entonces
v; no estd en S, de lo contrario la secuencia S1,...,S; puede ser acortada y man-
tenerse las propiedades (a)—(c) lo cual contradice la minimalidad de k. Entonces se
puede encontrar m con 3 <m <k tal que S1 y S;, contienen un vértice x tal que no

estd en S; para 1< j <m, entonces
S1,v1,82,02,...,8m,%,51

es un fB—ciclo débil.

Por otra parte, @ §Z S1NnSg de lo contrario @ < S1 N S9, entonces S1 N So deberia
tener estrictamente mas vértices que @, ya que S1NS9— @ es no vacio por (c). Sin

embargo esto podria contradecir la maximalidad de Q.
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(iv=>v)

v=>1)

Como @ Q S1Nn8Sy, elegimos x € @ —(S1NS2). Ahora x€S; yaque @ €V =87. Asi,
como x ¢ S;NSg, se sigue que x ¢ So. Sea m minimal tal que 3<m<kyx€eS,,,
tal m existe ya que x € Sy porque v € @ €W = S;,. Entonces S y S, contienen el

vértice x el cual no estd en S; para 1< j<m.

Supongamos que # tiene un f—ciclo débil, se sigue directamente de la definicién

que todo ciclo débil es un ciclo de Graham.

Suponer que ./ tiene un ciclo de Graham, veamos que ./ tiene un f—ciclo. Sea
£ =(S1,...,Sm,Sm+1) un ciclo minimal de Graham, esto es, un ciclo de Graham
con m, el nimero de hiperaristas tan pequefio como sea posible. Veamos que £ es
un f—ciclo. Para esto, sea X =S1n---NS,, yseaS;=S;—~X paral<i<m+1. Se
debe probar que

L'=(S,....8,,80 1)

es un ciclo puro.

Sean A; =S;nS;41 y A, =8;nS’,; para 1<i<m. Cada A] es no vacio, de lo
contrario A; € A; para cada j, y en particular para algin j # i, lo cual contradice
que % sea un ciclo de Graham. Como cada A; es no vacio, se ha demostrado que

cada par de vecinos en .Z’ es no disjunto. Por construccién se sabe que
/ I
Sin---nS,, =9.

Para demostrar que £’ es un ciclo puro sélo se necesita demostrar que los no ve-
cinos son disjuntos. Para esto supongamos lo contrario, esto es, existen p y g tales
que S}, y S;, son no vecinos con x € S;, N S;. Por construccién de &£’ se sabe que
x ¢ S). para algun r. Intercambiando los roles de S ;) yS ’q, si es necesario, se puede
suponer que se procede en el sentido de las agujas del reloj sobre £’ de S ;, aS ;, en
el camino se encuentra S.. (El sentido de las agujas del reloj es de S| a S;, de S;, a
S;...deS;, aS de...).

Se consideran las siguientes condiciones sobre el par de indices (s, j):

(a) S,y S ; son distintos y no vecinos, y

(b) existeweS,NS ; tal que w no estd en algtin S), que esta sobre el camino en el

sentido de las agujas del reloj de S, a S ; Estas condiciones se pueden cumplir
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haciendo que w, s, j y k sean, respectivamente v, p, q y r.

Ahora sean s y j tales que (a) y (b) se satisfagan, y tal que la trayectoria
en el sentido de las manecillas del reloj desde S, a S ; es lo mas corto posible.
Haciendo un cambio ciclico de los subindices, si es necesario, podemos suponer
que s = 1. Por lo tanto, 1 < j <m, y el vértice w € S ﬂS;., pero w ¢ S}, para
algin k, con 1<k < j. Ademas, j = 3, ya que S} y S} no son vecinos. Ahora
se muestra que para cada p con i < p < j, necesariamente w ¢ S;,. Para esto
suponer que w € S;, y 1< p <j. Hay dos casos, dependiendo de si p <k o k < p,
Suponga que p < k; El otro caso es similar. Entonces hay un vértice (a saber,
w)en S,y S;. pero no estd en S, y también S) esta en el sentido de las agujas
del reloj desde S’ , hasta S}. Dado que el camino en el sentido de las agujas
del reloj de S jv asS ; es mas corto que el camino en el sentido de las agujas del
relojde S7 a S ; esto contradice la suposicién de minimalidad en la eleccién de
sy j. Por tanto, w ¢ S; siempre que 1 < p < j.
Ahora se demuestra que

Sl,...,Sj,Sl

es un ciclo de Graham.

Para esto, sean A; y A} sea como antes (1<i<j)sea A=S;nS;y A =
S;. NS’ . Se sabe que A; y A; son incomparables a pares cuando i # j, ya que
S1,...,8m,S1 es un ciclo de Graham y j < m. Ademaés, A y cada A; son no va-
cios. Por lo tanto, para mostrar que es un ciclo de Graham, solo se necesita
mostrar que A es incomparable con cada una de las A;. Ahora A contiene w,
que no esta en ninguna de las A;, Por lo tanto, A ,@ A;, (1 =i <j). Enton-
ces, para mostrar que S1,...,5;,S1 es un ciclo de Graham, solo necesitamos
demostrar que
AZA Q<i<)).

Supongamos que no. Entonces existe 1 <n < tal que
A, €A

Luego, como A}, =A, - X y A=A -X se sigue que

AL A
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Sea x un elemento arbitrario de A}, entonces x € A’. Se afirma que
! . .
x€S;paral<i<j

suponer lo contrario. Se encuentra ¢ (1 <t < j) tal que x ¢ S}. Como x € A},
y x € A/, se sabe que t no es cualquiera de 1, n, n+1, o j. Hay dos casos,

dependiendo si £ <n o n+1 < t. Suponer ¢ < n; el otro caso es similar. Entonces

(a) 8}y S}, son distintos y no vecinos, y

(b) x€8S| NS}, -8,y S, esta sobre el camino en sentido de las manecillas del
reloj que va de S a S7,.
Pero el camino en el sentido de las manecillas del reloj de S| a S;, es
estrictamente més corto que el camino en el sentido de las manecillas del
reloj de S ’1 asS ; Esto contradice la suposicion de minimalidad en nuestra
eleccion de s y j. Esto prueba que x € S} para 1 <i < j. Como S} cS; se

sigue que x € S; para 1 <i < j. Entonces

xeA;paral<i<j.

Como x es un elemento arbitrario de A}, se tiene que A}, €A, para 1<i<
Jj. Luego A, € A; para 1 <1i < j, ya que los tunicos vértices en A, que no
estan en A}, son vértices de X que estdn en cada S;.

Sea a arbitrario tal que 1 <a < jy a # n. Existe tal a, ya que j > 3. Dado
que A, € A,, esto contradice el hecho de que las A; son incomparables por

pares. Esta contradiccién establece la afirmacién de que
S1,...,8;,81

es un ciclo de Graham. Pero este ciclo es un ciclo de Graham mas corto

que nuestro ciclo de Graham supuestamente mas pequefio
S1,...,8m,51.

Esta contradicciéon muestra que el ciclo de Graham ma4as pequeiio es de

hecho un B—ciclo, que se lo que se queria mostrar.
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(i = iii) Suponer # tiene un B—ciclo:
Sla"'aSm7Sm+1>

donde = 3. El conjunto {Sy,...,S,} de hiperaristas es claramente un conjunto de

hiperaristas reducido, no trivial, conectado sin conjunto de articulacién.

3.4. y-aciclicidad

Se inicia esta seccion con la definicién de y—ciclo para después definir y—aciclicidad,

posteriormente se presenta un resultado que establece equivalencias con la y—ciclicidad.

Definicién 3.10. Un y—ciclo en un hipergrafo ./ es una secuencia
S1,01,52,02,.. ., m, Um,Sm+1
tal que
(i) v1,...,u, son vértices distintos de A7
(i1) S41,S9,...,S,, son hiperaristas distintas de #£y S,,+1=S71;
(i) m=3;
(iv) v;€S;nS;jy1 A1<i<m);y
(v) si 1=<i<m entonces v; no estd en S; exceptoen S; y S;1.

La tnica diferencia entre un y—ciclo y un f—ciclo débil es que 1 <i <m en (v) es
reemplazado por 1 <i <m en la definicién de f—ciclo débil. En consecuencia todo f—ciclo
débil es un y—ciclo. La tnica diferencia entre un y—ciclo y un ciclo de Berge es “3” es
reemplazando en (iii) por “2” y (v) es omitido.

Un y—ciclo es de tamafio m si consta de m hiperaristas distintas. El siguiente teorema

establece equivalencias con la y—ciclicidad.
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Definicién 3.11. Un y—ciclo débil es una secuencia
S1,v1,82,02,...,8m,Um,Sm+1
que satisface de (i) a (iv) de la definicion de y—ciclo y en lugar de (v) se satisface
() Sii=10i=2entonces v; no esta en S; exceptoen S; y S;1.

Teorema 3.3. Las siguientes proposiciones son equivalentes a y—ciclicidad en un hiper-
grafo A.

(1) El hipergrafo / tiene un y—ciclo.

(2) El hipergrafo # tiene un y—ciclo débil.

(3) El hipergrafo # tiene un y—ciclo de tamario 3 o tiene un ciclo puro.

(4) El hipergrafo 4 tiene un par E, F de hiperaristas no disjuntas incomparables
tales que en el hipergrafo que resulte de remover E N F' de todas las hiperaristas,

que estan a la izquierda de E es conectado con las que estan a la izquierda de F'.

Demostracion. Para esto, se demuestra la siguiente cadena
D=>2)=>0B8)>4)=>(1)

(1)= (2) Suponer que # tiene un y—ciclo, es claro que éste ciclo satisface (v’).

(2)= (3) Sea A un hipergrafo que tiene un y—ciclo débil. Veamos que ./ tiene un y—ciclo

de tamano 3 o tiene un ciclo puro. Sea
cg = (81701782;1]2’---aSmyvm,Sm+1)

un y—ciclo débil en ./ donde m es lo més pequeiio posible. Si m = 3 se tiene de-
mostrado lo que queremos, ya que un y—ciclo débil de tamaniio 3 es claramente un
y—ciclo de tamafio 3. Suponer m = 4, veamos que % es un ciclo puro. Se sabe que
las hiperaristas vecinas en este ciclo se intersectan, entonces hay que demostrar

que las no vecinas no se intersectan.

Veamos que S no se intersecta con sus no vecinos, para esto supongamos que si

lo hace. Sea %k, 3 < k2 < m tan pequena como sea posible tal que S1 NSy # @. Sea
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x€S1n8S};, entonces
(S1,v1,82,v2,...,8,-1,Vk, Sk, %,S1)

es un y—ciclo débil mas pequeno que €, lo cual es una contradiccién.

Ahora se demuestra que S92 no tiene interseccién con sus no vecinos. Para esto,
suponer que

xe€S1NSp, 4<k<m.

Hay dos casos:

Caso 1. x € S3. Se sabe que x € S1, ya que S no intersecta a su no vecino Ss. Sea r lo

mas grande posible tal que x € S;.. Es facil ver que
SlavlaS2,x,Sr,Ur7--wSmyvm,Sla

es un y—ciclo débil mas pequefio que ¢, contradiccion.

Caso 2. x ¢ S3. Sea r tan pequeiio como sea posible tal que v € S,.. Se sigue facilmente

3)= 1)

que

Sr;UaSZ,UZ’S3aU3a-~aSra
es un y—ciclo débil mas pequeiio que €, contradiccién.

Se ha demostrado que ni S ni Sy tienen interseccién con sus no vecinos. Ahora su-
pongamos que encontramos j tan pequefio como sea posible tal que S; tiene inter-
seccién con un no vecino Sy, digamos que x € S;NSy. Entonces 3<j,y j+1<k <m.
Es facil ver que

S1,v1,S2,v2,...,8,%,8%,...,Sm+1
es un y—ciclo débil mas pequeiio que €, contradiccién.

Supongamos que # tiene un y—ciclo de tamafio 3 o tiene un ciclo puro. Si ./ tiene

un y—ciclo € de tamano 3, suponer
€ =(S1,v1,82,02,83,v3,51).

Se verifica facilmente que en # el par E = S, F = S3 son hiperaristas no disjuntas

incomparables tales que en el hipergrafo que resulte de remover S; N S3 de todas
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4)= (1)

las hiperaristas, que estan a la izquierda de S es conectado con las que estan a la
izquierda de S3. Ahora suponer que ./ tiene un ciclo puro, entonces eligiendo E y

F como hiperaristas vecinas en este ciclo puro se cumple la conclusion de (4).

Suponer que # cumple las condiciones de la proposicién (4), veamos que # tiene
un y—ciclo. Sean E' y F' como en la proposicién (4) y @ = EnF, existe una secuencia
S1,S9,...,S,, tal que

(i) S1=E,

(ii)) Sp,=Fy
(i) S;NS;j41-Q@#Pyl<i<m.
Suponer que se han elegido los S; tal que cumplen (i)—(iii) de arriba y m tan pe-
queilo como sea posible. Si m = 2, entonces por (ii), So = F y asi S1n Sy =@, lo
cual contradice (iii) cuando i = 1. Ahora para m = 3, por (iii) se puede encontrar un
vértice

UiESiﬂSi+1—Q, l<ism-1.

Sean S,, =E y v,, un vértice en E N F. Veamos que
Cg:(81701)827112""7Sm>vm7Sm+1)a

es un y—ciclo. El vértice v no esta en cualquiera de las hiperaristas Ss,..., S -1 por
la minimalidad de m, entonces si v; € S; donde 1 <i <m —1, entonces la secuencia
S1,58i,Si+1,...,Sm puede ser usada en lugar de la secuencia S1,So,...,S,,. Luego,
vi¢Spn=FyaquevieE=Siperovi¢Q =EnF.Asivie S1nS2-Sj, j#
1,2. Similarmente v; € S;NS;11 -8, j#i,i+1y 1<i<m—1. Todos los vértices
U1,...,Um—1 son distintos. Como v,, EQ y v; ¢ @ para 1 <i <m se tiene que v,, es

distinto de cualquiera de los vértices vq,...,v,,—1. Por tanto los vértices

Ul,..+,Um

son todos distintos. Por la minimalidad de m, las hiperaristas Si,...,S;, son todas

distintas. Con esto se concluye que
Sl,vl,SQ,UZ,---,Smyvm,Sm+1

es un y—ciclo.
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3.5. Relaciones entre varios grados de aciclicidad

El siguiente teorema establece las relaciones entre los distintos grados de aciclicidad

estudiados en las secciones anteriores.

Teorema 3.4. Se cumple la siguiente cadena de implicaciones.
Aciclicidad de Berge = y—aciclicidad = f—aciclicidad = a—aciclicidad.

La reciproca de cualquiera de las implicaciones es falsa.

Demostracién. Cada hipergrafo a—ciclico es f—ciclico, ya que un hipergrafo es f—ciclico,
si y solo si algtin subhipergrafo (incluido todo el hipergrafo en si) es a—ciclico. Ademas es
claro que todo B ciclo débil es un y—ciclo y cada y—ciclo es un ciclo de Berge. De esto se

sigue
Aciclicidad de Berge = y—aciclicidad = f—aciclicidad = a—aciclicidad.

Ahora se muestra que ninguna de las implicaciones inversas se cumple. El hipergrafo

€ con hiperaristas
A ={a,b,c}, B={c,d,e}, C=e,f,a}, D ={a,c,e}

ver figura 3.11, es a—aciclico y f—ciclico ya que el subhipergrafo de /# con hiperaristas

{a,b,c},{c,d,e} y{e, f,a} es a—ciclico.

'Yy

o

ee o ce

(a)

Figura 3.11: a—aciclico, pero no es f—aciclico.

El hipergrafo ' con hiperaristas
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A ={a,b}, B={a,c}, C={a,b,c},

es f—aciclico, sin embargo éste es y—ciclico porque
{a,c}, {c}, {a,b,c}, {b}, {a,b}, {a}, {a,c}

es un y—ciclo, ver figura 3.12.

(a)

Figura 3.12: B—aciclico, pero no es y—aciclico.

El hipergrafo /" con hiperaristas

A={a,b,c}, B={a,e,f} C={a,c,e}

es fB—aciclico y y—ciclico, ver 3.13.

(a)

Figura 3.13: Hipergrafo H.

Finalmente el hipergrafo /"' con hiperaristas

A={a,b,c}, B={b,c,d}
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es y—aciclico y es un ciclo de Berge, ver figura 3.14.

a.

(a)

Figura 3.14: y—aciclico, pero no es Berge—aciclico.
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Conclusiones

En el caso de la aciclicidad en grafos generalmente muchos problemas subyacentes
conducen a procesos algoritmicos eficientes, cuando se trata de la aciclicidad en hiper-
grafos, aunque la nocién es méas complicada, (de hecho hemos analizado principalmente
tres grados de aciclicidad), también encontramos diversos problemas relacionados con el
computo eficiente sobre estructuras hiperaciclicas, como es el caso de algunas esquemas

de bases de datos.

En los problemas de satisfactibilidad que se derivan de estructuras hiperaciclicas,
analizando el ancho hiperarboreo de los tres tipos de aciclicidad podemos inferir que el

ancho acotado conduce también al computo eficiente.

En la direccién de la eficiencia algoritmica, podemos considerar como estudio futuro
la generalizacion de los resultados conocidos de eficiencia en arboles para ser conducidos
a la estructura hiperarborea en los tres niveles tratados en este documento a través de

las nociones de a-aciclicidad, B-aciclicidad y y-aciclicidad.

Otra futura investigacion, es la construccion de algoritmos explicitos para los resul-

tados de eficiencia obtenidas en las diversas estructuras hiperaciclicas.
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