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Capitulo 1

Introducciéon

Existen diversas ecuaciones de la fisica-matemaética cuyas soluciones son funciones que pueden
expresarse a través de lo que se llama una representacion integral. En general, se puede establecer
una representacion integral de alguna funcioén f(\) si es posible escribir

FOU = /CK(A, N)g(\)aN, (1.1)

donde el argumento A de la funcion juega el papel de un parametro en el integrando. La
funcion K (XA, N') que depende del parametro A y de la variable de integracion X', es el kernel
de la representacion integral y g(A) la funcion de peso [1]. Algunos ejemplos de funciones con
representacion integral son las funciones de Bessel, las funciones asociadas de Legendre, la funcion
gamma, etc.

El presente trabajo de tesis parte de una representaciéon integral para las soluciones de las
ecuaciones de Maxwell sin fuentes introducida por Roger Penrose en 1969 en un articulo titulado
«Solutions of the Zero-Rest-Mass Equations» [2]; de manera general se presentan las soluciones
a las ecuaciones del campo sin masa de espin s (que también son soluciones a la ecuacion de
onda) a través de cierta formula integral de una funcion compleja. Este resultado se menciona
también en [3-5] como parte de una teoria mas amplia desarrollada por el mismo Penrose, la
teoria de tuistores, la cual fue propuesta como un nuevo marco geométrico dentro de la fisica
cuyo proposito fue la unificacién de la relatividad general y la teoria cuantica. En la teoria de
tuistores, la representaciéon integral de Penrose surge de manera natural para representar campos
sin masa, sin embargo, el presente trabajo de tesis tiene como objetivo general la deduccién de
esta representacion usando métodos matematicos mas elementales.

El capitulo 2 comienza con una revision de las soluciones a las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes, posteriormente se da un resumen sobre los potenciales electromagnéticos de Debye que
sirven para conocer soluciones de las mismas ecuaciones y finalmente, dado que el interés es
expresar estas soluciones como integrales de funciones complejas, se presentan algunas definiciones
y teoremas que involucran este tipo de integrales.

En el capitulo 3 se presentan las ecuaciones de Maxwell escritas en cierto sistema de coorde-
nadas para introducir de forma mas natural la féormula de Penrose para sus soluciones, asi como
una deduccién de esta; asimismo, se dan algunos ejemplos de soluciones que pueden obtenerse
a través de la férmula: los campos de una onda plana, carga puntual, dipolo eléctrico y un haz
Bessel adifraccional.



Introduccion

El cuarto y tltimo capitulo se dedica al estudio de las representaciones integrales de las
soluciones de las ecuaciones de Laplace y de onda, introducidas por E.T. Whittaker. Ambas
ecuaciones provienen de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes para campos estéticos y campos
maés generales, respectivamente. Ademaés se presentan algunas relaciones entre funciones especiales
que surgen de este estudio. Asi esta revision complementa y enriquece al capitulo 3 para finalizar
con las conclusiones de esta tesis.




Capitulo 2

Temas preliminares

En este capitulo se presentara una revision breve y concisa de algunos temas que son relevantes
para el desarrollo del trabajo de tesis. Dado que se esta buscando tener una representaciéon a las
soluciones de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, es natural empezar la revision sobre estas
soluciones y algunas propiedades que cumplen.

2.1. Ecuaciones de Maxwell sin fuentes

Las ecuaciones de Maxwell son las leyes que gobiernan los fenémenos eléctricos y magnéticos,
todo lo que hay que saber sobre la teorfa clasica del electromagnetismo esta contenido en este
conjunto de cuatro ecuaciones. James Clerk Maxwel, en una serie de articulos publicados entre
los anos 1850 y 1870, logr6 unificar en una sola teoria lo que se conocia sobre estos fenémenos.
Fue asi que se conocieron importantes consecuencias para el desarrollo la fisica en ese tiempo,
como la existencia de campos generados por cargas en movimiento que pueden dejar las fuentes y
viajar en el espacio libre con velocidad ¢, estos campos son ondas que representan el transporte
de energia entre puntos del espacio [6, 7].

Las ecuaciones de Maxwell en una regién del espacio sin fuentes, i.e., donde no hay cargas ni
corrientes, en unidades cgs son

V-E=0 VXE+EQ§=0
c Ot
. . 10E
.B = B—--_"—"-=0. 2.1
v 0 V x o =0 (2.1)

Soluciones del sistema (2.1) pueden ser encontradas desacoplando las ecuaciones. Siguiendo
este procedimiento, se llega a que cada componente de E y B satisface la ecuacion de onda en tres
dimensiones

. 1 0°E
- =0
v c? Ot?
- 10°B
2

Considerando la ecuacion para E (para B es completamente analogo), algunas soluciones son ondas
planas monocrométicas transversales de frecuencia w. Mateméaticamente, una onda plana de este
tipo se puede expresar como

—

E = Ejcos (E ST = wt), (2.3)
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con w la frecuencia angular constante, k el vector de onda constante cuya norma |k| = k = ¢ se

llama nimero de onda, y el vector constante Ey contiene la informacion de la polarizacion de la
onda.

Los campos eléctrico y magnético son transversales en este caso; es decir, son perpendiculares
a la direccion de propagacion, condicion que se sigue de las ecuaciones (2.1) y que esta dada por
- w =

. EO =0 E X EO = *Bo. (24)
&

Eaul

Sin embargo, la solucién méas general de (2.2) no es una onda plana monocromaética, sino una
superposicion de ondas planas de diferentes frecuencias que se propagan en todas las direcciones
[7], esta superposicion se puede expresar mediante una integral de Fourier

E= W /g(l%’) cos(E-F— w(E)t)d3k, (2.5)

donde se introdujo el factor 1/(2r)3/2 en conformidad con la integral de Fourier, la funcién (k)
describe la amplitud de las digerentes ondas en la superposicién lineal y la integral se efecttia sobre
todos los valores posibles de k.

Por ejemplo, el caso de una carga puntual, cuyo campo eléctrico tiene una magnitud que varia
tnicamente con el inverso del cuadrado de la distancia radial y no depende del tiempo, se puede
analizar mediante una superposicién de ondas en diferentes direcciones que interfieren entre ellas
de tal manera que la perturbaciéon en cada punto del espacio s6lo depende de las coordenadas
espaciales y no del tiempo. Méas aun, cualquier campo electromagnético que sea solucion de (2.1)
que no dependa del tiempo, puede analizarse de esta manera |[§].

Una caracteristica importante de los campos electromagnéticos es la existencia de un potencial
escalar eléctrico ¢ y un potencial vectorial magnético ff, a partir de los cuales se pueden conocer
todas las componentes de los campos. En el marco de la relatividad especial, estos potenciales se
unifican en un sélo objeto conocido como cuadripotencial electromagnético A, con el cual se co-
nocen todas las componentes del tensor electromagnético (objeto que contiene toda la informacion
de los campos). Por otra parte, existe un objeto llamado potencial de Debye H, una sola funciéon
compleja que genera todas las componentes de los campos soluciones a las ecuaciones de Maxwell
sin fuentes. A continuacion se presenta un resumen con las propiedades que tiene el potencial H.

2.2. Potencial de Debye

En relatividad especial, las ecuaciones de Maxwell se escriben en forma covariante como

4
o =
c
0, * f* =0, (2.6)
con 0, el operador derivada parcial con respecto a las coordenadas cartesianas en espacio-
tiempo plano (z°, 2%, 2%, 2%) = (ct,z,y,2), f** las componentes del tensor electromagnético,

E = (fOL, £02. 03 B = (£33, f31, f12), j* son las componentes de la cuadricorriente eléctrica y
sk fHY = elvro f /2
po/ =

En el formalismo espinorial, pensado sencillamente como un marco geométrico para describir
cantidades fisicas, los campos de espin s, se describen mediante objetos de 2s indices llamados
espinores. Por otro lado los campos de espin entero pueden representarse también mediante tensores
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y a partir de ellos construir su equivalente espinorial. El caso del campo electromagnético s = 1
tiene equivalente espinorial cuyas componentes independientes estdn dadas por [9]

_ 1 gs v
FAB = §€ O'ZRO'BS',fuy, (27)

donde €4® es el simbolo de Levi-Civita de dos indices y las o* . son escalares complejos llamados
simbolos de conexion o simbolos de Infeld-van der Waerden, los cuales permiten establecer la
conexion entre objetos espinoriales y tensoriales cuando el espin s es entero. Los indices A, B, ...
toman los valores 0, 1. La elecciéon de los simbolos de conexién en este trabajo de tesis es

()= (o 1) ()= )
() =( o) ()= 0):

Usando las ecuaciones (2.7), los simbolos de conexion (2.8) y el hecho de que E = (f01, 02, 03),
B = (f?3, 3%, f12), se tiene que las componentes espinoriales del campo electromagnético son

(2.8)

FOO _ f12 + ifOS _ f02 4 ifSl
= B.+iE, - E, +iB,
Fpn=Fyo = fo'—if* (2.9)
= E,—1iB;
Fll _ f12 4 ifOB + f02 o ifSl

= B.+iE.+E,—iB,.

Las ecuaciones de Maxwell sin fuentes escritas en el formalismo espinorial son [9]

0
RA
€ axRC FAB = O7 (210)

donde €8 es el simbolo de Levi-Civita de dos indices y x AB = oi Lus coordenadas en notaciéon

bi-espinorial.

Las ecuaciones de Maxwell (2.10) implican la existencia de una funcion compleja H llamada

potencial de Debye, tal que
0 OH

D240 9B’
a su vez, H satisface la ecuacion de onda (V2 — (1/c¢?)9?/0t?)H = 0. De manera que cualquier
solucion a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes se puede expresar de la forma (2.11) a partir de
una sola funcién compleja H que satisfaga la ecuacion de onda, a diferencia de lo que ocurre con las
soluciones f,,, obtenidas a partir del cuadripotencial 4, f,, = 0,4, — 0, A,, donde se necesitan
conocer cuatro funciones reales para obtener todas las componentes del tensor electromagnético.
La discusion sobre la existencia de H no se abordari en este trabajo; para una discusiéon mas
amplia, se pueden consultar las fuentes [9, 10].

Fap = (2.11)

De manera mas general, un campo sin masa de espin s se puede representar mediante un espinor
de 2s indices totalmente simétrico, ¢p4p...1,, €l cual satisface las ecuaciones del campo libre,

O4¢ap... =0. (2.12)
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Este campo a su vez puede expresarse en términos de un potencial de Debye H, como por ejemplo

0 0 OH
OrA0 9 BO o Lo’

PAB..L = (2.13)

donde H satisface la ecuacion de onda.

El hecho de que sea posible encontrar todas las componentes del campo electromagnético a
partir de una sola funcién compleja serd importante en la deducciéon de la formula de Penrose, la
conexién viene en el hecho de que se requiere una sola funcién a integrar en el plano complejo para
obtener las componentes del campo. De manera que también es relevante contar con alguna forma
de evaluar ese tipo de integrales, por ello a continuaciéon se haré una revisita a algunos teoremas y
definiciones que involucran las integrales en cuestion.

2.3. Evaluacién de integrales de contorno

Considérese una funcién compleja f de variable compleja A. La integral de una funcién de este
tipo se define en términos de los valores f(\) a lo largo de un contorno dado C' en el plano complejo,
este contorno en general va de un punto A = A\; a A = A, por lo que la integral es una integral
de linea y su valor depende del contorno C'y de la funcién f. En el caso en que C es un contorno
cerrado, la integral de f a lo largo de C' se denota por

75 FONAA, (2.14)
C

para la evaluacion de integrales de este tipo se tienen los siguientes teoremas [11, 12]:

Teorema 2.3.1 (Cauchy-Goursat). Si una funcion f es analitica en todos los puntos interiores a
un contorno cerrado simple y sobre los puntos de C, entonces

]{ JN)dA = 0. (2.15)
c

Teorema 2.3.2 (Formula integral de Cauchy). Sea f analitica en el interior y en los puntos de
un contorno cerrado simple C, orientado positivamente. St Ag es un punto interior a C, entonces
1 )

f()\o):% A= o

dX. (2.16)

Para enunciar el siguiente teorema, es necesario comentar algunos aspectos sobre funciones
complejas de variable compleja.

Sea una funciéon f analitica en un dominio abierto del plano complejo D y sea A\g € D. Si
existe un nimero complejo ag tal que f(Ag) = ap, entonces \g es un punto regular de f(A). En
cambio, si f(Ag) no tiene un valor finito, Ag es un punto singular aislado de f(X).

Cuando Ag es un punto singular aislado, por el Teorema de Laurent, f()) tiene un desarrollo
en serie de potencias negativas y positivas en D alrededor de Ag, i.e.,

FO) =" an(A=20)" (2.17)
n=oo
con los coeficientes a,, dados por la formula
1 AQY
n=— P — ), 2.18
“ 27 fg (A= Xo)ntt ( )
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con C cualquier contorno cerrado simple, orientado positivamente que encierre a \g. El coeficiente
a_1 de (A — Xg) 7! se llama residuo de f(\) en \g y se denota por

Res £(2), (2.19)

de manera que

Res f(3) = % 740 FOVA. (2.20)

En el caso del desarrollo en serie de f(\), la porciéon correspondiente a las potencias negativas
de A — Ao se llama la parte principal de f en Ag. Si la parte principal de f en Ay contiene un
niimero finito de términos no nulos, i.e. existe un entero positivo m tal que a_,, # 0y a_(py1) =
a_(m+2) = - -+ = 0. De tal forma que el desarrollo en serie de f()\) toma la forma

a_1 a_2 a_m

+ +...+7
— o ()\—)\0)2 ()\—Ao)m

FO) =2 an(A=20)" + 5 (2.21)
n=0

en el dominio D. En este caso, el punto singular aislado Ay se llama polo de orden m. Un polo de
orden m = 1 se llama polo simple.

Ahora si es posible, enunciar dos teoremas importantes para la evaluacion de integrales de
contorno:

Teorema 2.3.3. Sea una funcion f(\) y un entero positivo m tal que la funcion
P(A) = (A=) f(N) (2.22)

es analitica en Ao y ¢(Ao) # 0. Entonces [ tiene un polo de orden m en \g y su residuo ahi estd
dado por

Res f(V) = " (o), (2.23)

b
(m—1)
sim > 1. En el caso m = 1, la férmula se reduce simplemente a Resy=x, f(A\) = ¢(Ng).

Teorema 2.3.4 (Teorema de los Residuos). Sea C un contorno cerrado simple y una funcion f
analitica dentro y sobre C, excepto por un numero finito de puntos singulares aislados A1, Aa, . .., Ak,
entonces ]
— A)dA = Res f(M). 2.24
s /0D = 3 Res 00 (2:21)
La utilidad de estos teoremas se aprovechara en el siguiente capitulo, donde se presentara la
formula integral de Penrose, una deduccion de la misma y algunos ejemplos de campos que tienen
esta representacion.







Capitulo 3

Representacion integral de Penrose

3.1. Ecuaciones de Maxwell en coordenadas nulas

La representacion integral de Penrose para las soluciones a las ecuaciones de Maxwell es
directamente comprobable cuando las ecuaciones de Maxwell se escriben en un sistema de
coordenadas que se llamaran coordenadas nulas.

Sean (ct,x,y, 2) coordenadas cartesianas del espacio-tiempo de Minkowski, se definen las coor-
denadas nulas (u, v, (, () mediante las siguientes relaciones
u = ?(ct +':1c) v= (ct —.x)
(=tly+iz)  C=Jy—iz),
de manera que el intervalo espacio-temporal entre dos eventos infinitesimalmente separados esté
dado por ds? = 2dudv — 2d(dC.

(3.1)

5%%

Para una funcion f = f(ct,x,y,2), sus derivadas parciales en las coordenadas (3.1) estan
relacionadas con las parciales en coordenadas cartesianas mediante

1of 1 (of  Of
c ot <8u+(9v>

cot f
5= a5 o)
gﬁf 7 (5 5)
i

Por otro lado, las ecuaciones de Maxwell sin fuentes pueden ser reducidas a dos expresiones
mediante la introduccién de la unidad imaginaria 4:

V- (E4+iB) = 0 (3.3)

P9 Ey iB). (3.4)

Vx (E+iB) = 51

La componente z en (3.4) es

OB, +iB.) (B, +iB,) i0(E,+iB.)

Oy 0z c ot ’ (3.5)
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usando (3.2), se tiene que esta ecuacion es equivalente a

0 ) 0 ) 0 ) . 0 ) .

Ahora, la ecuacion (3.3) en coordenadas nulas es

0 ) 0 ) 0 . . 0 ) )
%(Em +iB;) — %(Ez +iB;) = a—C(BZ —iE, — E, —iBy) — 8—4_(32 —iE, + E,+1By). (3.7)

Sumando (3.6) y (3.7) y tomando complejo conjugado, se obtiene

0 , 0 . .

%(EI —iB,) = a—é(Bz +iE, — By, +iBy), (3.8)
y restandolas, después de conjugacién compleja

0 , 0 . ;

%(Ex —iB;) = a—C(Bz +1iE, + E, —iB,). (3.9)

Haciendo ¢g = B, +iF, — By +iBy, p1 = E, —iB, y ¢2 = B, +iF, + E, —iB,, estas tltimas
dos ecuaciones se pueden escribir como

dp1 0o

D0 (3.10)
Y P P
1 02

De manera anéaloga, tomando las componentes y y z en la ecuacion (3.4), después de cambiar
a coordenadas nulas se tiene

0 ) 0 . 0 . . 0 . .
a—C(Ew +iBy) — 8—6(EI +iB;) = %(BZ —iE,+E,+iBy,) — %(BZ —iE, — E, —iB,)(3.12)
2(E +1B )—Q(E +iB )—Q(B —1E,+E,+iB )+E(B —iE, — E, —iB,),(3.13)
ac T T 35 T ) — u z z Yy y BN z z y y)s .
suméandolas, restandolas, y tomando complejos conjugados, se llega a las respectivas ecuaciones
2(E —iB)—g(B +1iE. + E, —iB,) (3.14)
0 . 0 ) .
que, usando las definiciones ya dadas para las cantidades entre paréntesis, se pueden escribir como
02 0y
2 _ZA 3.16
Ou oC (3.16)
Y 0¢ 0¢
0 1
0 _ L 1
av 8<~ ) (3 7)
respectivamente.

10
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3.2 La integral de contorno

Las ecuaciones (3.10), (3.11), (3.16) y (3.17) se pueden condensar en el siguiente arreglo

a¢r+1 _ 8¢r
ou ¢
8(257« o 8¢r+1 _
5%~ ac =01 (3.18)

donde ¢qg, ¢1 y ¢2 son tres cantidades complejas que contienen las seis componentes reales de
E y B. Estas cantidades coinciden perfectamente con las componentes espinoriales del campo
electromagnético (2.9), ¢g = Foo, &1 = Fo1 = Fio y ¢2 = F11.

3.2. La integral de contorno

Las ecuaciones (3.18) aparecen en [2| de manera general para cualquier campo sin masa de

espin s y r =0,...,2s — 1. Considerando la siguiente notacion:
®0 = ¢000...0, P1 = P100...0, P2 = P110..05 ---sP2s = P111...1, (3.19)
se puede ver que la ecuacion
0
=0, 3.20
T PAB..L (3.20)
con xog = v, Tyi = —C, 5 = —(, T34 = u, se puede llevar a la forma (3.18). Si se elige por
ejemplo R =0
0 0
— — =0, 3.21
Doy ¢oB...L + Dy $1B..L (3.21)

de manera que si r indices de ¢ 4p... 1 son 1, se tiene

a¢r _ a¢r+1 _

av = TC T = O, ,28 1 (322)
y eligiendo R = 1 se obtiene

a¢r _ a¢r+1 _

T e T 0,---,2s—1 (3.23)

La ecuacion (3.20) es la ecuacion espinorial de Dirac-Fierz para un campo sin masa de espin
s. Para s = %, esta es la ecuacion de Weyl y describe neutrinos sin masa; para s = 1 estas son
las ecuaciones de Maxwell sin fuentes (2.10), mientras que para s = 2 se tienen las ecuaciones de
Einstein linealizadas [2, 9].

De acuerdo con Penrose, es posible generar una amplia clase de soluciones a la ecuacién para

el campo sin masa de espin s = 0, %, 1, %, 2,... a través de la integral de contorno
1 , -
br = o A"F( u+ A C+ Av)dA, (3.24)
i)
para r = 0,...,2s y con f una funcién analitica con singularidades dentro del contorno de

integracion.

11
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3.3 Deduccién de la formula de Penrose

En efecto, llamando oy = u + A y por lo tanto su parcial con respecto a u vale 1, se tiene

Oy 1 8 f _ 1 [\ 0f O daa oy
¢ 2mi ag 27i 8a1 ¢
_ L [ 9f Oy ?f r+1
T omi A day Ou = o A d)\
o a 1 r+1 8¢T+1
= (27”}{)\ T u+ A, C+)\v)d)\> 9
y andlogamente, llamando as = ( + Av por lo que su parcial con respecto a ( vale 1,
oo, 1 6 f 1 » Of Oaa
v 2w 81} = omi A Oay Ov dA
_ L 1 9f Oaz <_4,% rr19f
- 2mi ]{’\ oy OC dr = 27i A ¢ dX
_ 0 1 r4+1 8¢T+1
= 3((2#@%)\ f()\u+/\CC+)\v)d)\> T
Por lo tanto (3.24) satisface las ecuaciones (3.22, 3.23). Estas ecuaciones, ademéas implican
0? 0?
———— ¢, =0, =0,---,2s, 3.25
{ dudv AL } ¢ " i (8:25)

la cual es la ecuacién de onda en coordenadas nulas. Es directo ver que ¢, satisface también es-
ta ecuacion y por lo tanto se espera que las soluciones a la ecuacion de onda tengan la forma (3.24).

En consecuencia, ¢,., con s = 1 representa soluciones a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes
o a la ecuacién de onda, para cualquier funciéon f que tenga singularidades dentro del contorno
de integracién. Més atan, f no es tnica, pues si se anade cualquier funcién analitica dentro del
contorno, se obtiene la misma ¢,, por el teorema (2.3.1).

3.3. Deduccion de la formula de Penrose

Ya se vio que la integral (3.24) satisface las ecuaciones (3.22,3.23). De manera que se espera que
una expresion de este tipo guarde cierta generalidad para representar soluciones de las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes o de la ecuacién de onda. Una deducciéon de la formula de Penrose puede
darse considerando que una solucién simple de la ecuacién de onda, es la onda plana elemental,
dada por la funcién escalar

H = Hycos (k-7 — wt), (3.26)

con Hj la amplitud de la onda, constante en las coordenadas espacio-temporales, k el vector de
propagacion de la onda fijo y w la frecuencia angular, la cual es la misma para cualquier punto de
observacion en el espacio-tiempo.

—

T —wt

Como la amplitud de la onda Hj es constante, sélo la fase de la onda se expresara en términos
kix + koy + ksz — wt
—v ¢(+¢ (¢
k +k —
() (57

u—+ v
V2¢

de coordenadas nulas como sigue
+ ksi —
7)o (7)< ()
1
— < (k1 — Kk +
A CRIC

m§> + (k2 — iks) (C
{(kl ko) <u

ko + iks
k1 — ko

Sl

E) + (ko — ik3) << -

k1 + ko
k‘g — ’Lk‘3
ko + iks
1{31 — k’o

)
).
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donde se usé que el vector de onda es luxoide i.e. k¥ + k3 + k% — k3 = 0y que ko = =. Entonces
(3.26), se expresa como

H = Hjcos {\}i [(kl — k()) (’LL + )\06) + (/fg — ’Lkg) (( + )\07})] } s (328)

ko+tiks

con \g = e

Usando la formula integral de Cauchy (2.3.2), se puede ver que

donde el contorno de integraciéon encierra al polo simple \g. Esta es una expresion de la forma

1 _
o FFOu+ACCH )
271
con f una funcién analitica con polo simple A\g dentro del contorno de integracion.

Ahora, por el teorema de Fourier, es posible expresar cualquier solucién a la ecuacién de onda
por medio de una suporposicién lineal de ondas planas; la solucién més general es una superposicion
de ondas planas que se propagan en todas las direcciones. De manera que si ya se sabe que una
onda plana tiene la expresion (3.29), la solucion mas general a la ecuacion de onda esta dada por

L 1 - 1 1
H'(Ft) = W/g(k)d?’kzm WHO
X cos {12 [(k1 = ko) (u+ AQ) + (k2 — iks) (C + Av)] } d\
1

con )\O(E) = % La dependencia de H' en 7y t es a través de las coordenadas (u, v, C, E) La

amplitud de la onda plana Hj fue absorbida en la definicion de g(k), que es a su vez la funcion
de amplitud para cada onda individual y que esta4 dada por la transformada espacial de H'(7,t)
evualuada en t = 0, i.e.,

2 1 S o
g(k) = 2nyir /H(T,O) cos(k . ’I“)Clg?“, (3.31)
con 7 dado en coordenadas (u,v,(, ().

La integral

ﬁ /Q(E)A_io(,g) cos {;5 [(k1 — ko) (u+ X)) + (k2 — iks) (€ + \v)] } Pk (3.32)

es entonces una funciéon de la forma f(\,u + A, ¢ + Av), con un polo simple por cada valor que
toma k (o sus componentes) en la integracion, pues cada polo esta dado por Ag(k) = %, esto
junto con la condicién que cumple el vector de onda, k3 + k3 + k3 — k3 = 0, define un mapeo
(similar al de la proyeccion estereografica) de cada vector k a un punto sobre el plano complejo. De

manera que la funcion que resulta de la integral sobre todos los valores de k tiene infinitos polos

13
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simples distribuidos en el plano complejo, alguno podria incluso estar en el punto del infinito. Este
es el caso mas general y entonces la eleccion del contorno de integracion en (3.30) se complica ya
que no existe lugar para él, jcada punto del plano complejo es un polo de la funcién! por lo que
si se eligiera un contorno arbitrario, sobre ¢él (no solo dentro) siempre existirfan singularidades y
habria que buscar otro que las abarque y asi sucesivamente sin lograr que algin contorno no tenga
singularidades sobre él mismo. Entonces para poder elegir un contorno de manera adecuada y que
H'’ tenga una expresion de la forma

1 _
o 74 FOwu MG+ M),

los polos de la funcion dada por la integral (3.32) deben estar distribuidos en una region finita del
plano, para lograr esto se debe escoger cuidadosamente la region de integracion o la funciéon de
amplitud g(k).

Una manera escoger la regiéon de integracién es superponer ondas planas cuyo vector de
propagacion yazca sobre una superficie. Por ejemplo sobre un cono, dado por el valor constante
de la coordenada latitudinal del sistema de coordenadas esféricas, 6 = 6y; este es el caso de la
superposicion para un haz Bessel adifraccional [13]; el cono que contiene los vectores k define una
circunferencia de radio ksen 6y, que bajo la proyecciéon estereografica corresponde a singularidades
sobre un circulo del plano complejo y es posible elegir como contorno otro circulo de radio mayor.

Para escoger la funcién de amplitud, se puede considerar la siguiente situaciéon en una dimensiéon
[7]: en t =0, H'(x,0) representa un tren de ondas finito de longitud Az y la g(k) correspondiente
es una funcion tipo campana con ancho Ak, centrada alrededor de un namero de onda k', el cual
es dominante en la onda H'(z,0). Si Az y Ak se definen como las desviaciones estandar de los
valores medios de x y k se tiene la siguiente relacion

AzAk > (3.33)

DN | =

que para la mayoria de pulsos o paquetes de onda que no se cortan abruptamente, el producto
yace cerca del valor minimo. Esto significa que trenes de onda cortos con pocas longitudes de
onda presentes tienen una distribucién grande de ntimeros de onda de ondas monocromaticas y
por el contrario, trenes de onda grandes son casi monocromaticos. Por lo tanto, para tener una
funcién g(k) con una distribucién de nameros de onda Ak finita, se deben considerar las soluciones
H'(x,t) que en t = 0 representen un tren de ondas finito que no se corte abruptamente. De este
modo, regresando a la superposicion en tres dimensiones (3.32), cada vector k del tren de ondas
finito es mapeado a una singularidad, generando una distrubuciéon finita de singularidades en el
plano complejo, las cuales pueden ser encerradas con un contorno que las abarque de manera que
no haya alguna sobre él.

Por lo tanto, las soluciones de trenes de onda finitos con vectores de onda k distribuidos en una
region finita del espacio cumplen con

H = % 7{ FOSu+ MG, ¢+ Aw)dA, (3.34)

con (V2 — (1/c®)0%/0t>)H' = 0. Esta funciéon que es en general compleja, puede usarse como
potencial de Debye para obtener las componentes espinoriales del campo electromagnético a través

14
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de (2.11). Considerando que 2% = u, 20 = ¢, 9 =¢, 2" = v, y llamando a; = u + X
0? 1 (’92f
%o = Foo 57002 omi | 0w
1 of O 1 0 9f \ 0
= — d\ = — — | —=—=d\
omi | du (6041 ou ) 2mi (8041 Oay ) Ou
1 2
= — of —5dA (3.35)
2mi | By

o 0 1 0 of
= F = _ — H/ = — _——
7~ 0 Ox10 5$00 2ri J OC Ou dX

_ 0f dor\ \ 1 [ (9 0f D
2 ag (am u > dr = 2mi <8a1 8a1> ¢ ac

- = 7( /\aal (3.36)
2 2
P2 =Fn = a_QH/:i, 8fd)\
510 2mi 8C
_ L O doa \ L [ D 9\ O
T omi | oC (am ¢ ) = 2mi <8a1 8a1> ¢ i\
1 5 O*f
= 5= P aa12dA. (3.37)

Estas expresiones ya se parecen a la formula de Penrose, con las potencias de A\ correspondientes.
La funcién que resulta de derivar dos veces la f con respecto a su argumento oy puede depender de
los mismos argumentos, de manera que esta derivada se puede escribir como la funcién F(A, v+
A, ¢+ M), la cual al provenir de una funcién que no es analitica en todos los puntos dentro del
contorno, también tendra singularidades dentro del mismo, asegurando que la integracién daré una
solucién no trivial. Finalmente, las componentes ¢, se pueden expresar como

1

2mi

br = N Eu+ A, ¢+ Av)dA, (3.38)

Para campos conocidos que son solucion de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes (y en general
para cualquier espin s) se puede encontrar una F' que satisfaga (3.38), como ejemplos se presentaran
los campos de una carga puntual, el de un dipolo, el de una onda plana y el de un haz adifraccional
de Bessel. Mas atn, se pueden obtener superposiciones de estos campos en la forma (3.38) mediante
la superposicion de las respectivas f’s. Sin embargo, como menciona Penrose en su articulo [2], si se
toma una superposicion lineal demasiado extensa de las f’s, este procedimiento puede fallar, como
ya se vio, pues la distribucion de las singularidades de la nueva funciéon puede no dejar espacio para
escoger el contorno; por lo tanto, la solucién méas general no se puede expresar en la forma (3.24),
aun asi esta formula guarda cierta generalidad para expresar soluciones “finitas” a las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes.

3.4. Ejemplos

En esta seccion se revisaran ejemplos de campos soluciones a las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes que tienen representacion integral de Penrose
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3.4.1. Onda plana

Basandose en la expresion que ya se tiene para la onda plana, se puede ver que este campo
tiene representacion integral de Penrose con la funcion

T utAE, CH ) = B,+iE.—E,+iB,) cos {1 [(k1 — ko) (u+ AQ) + (k2 — iks) (C + Av)] } )

V2
(3.39)

con Ay = . Para probar que esta f es consistente, se deben recuperar las componentes ¢g,
1y P2 debpues de hacer las integrales correspondientes. Para ¢ ya es directo. Para ¢;:

)\—)\0(

k2+lk3

b = 5 j{ o ———(Bo: + iEy, — Egy + iBy.) cos { \}i (k1 — ko) (u+ XC) + (k2 — iks) (C + M) } d\

kg + ik 1
_ ket B, — Eoy+ iBo.) cos {

p— 7% (k1 — ko) (u+ XoC) + (k2 — iks) (¢ + on))} . (3.40)

Calculando el producto

ko + ik . . 1 .
2 % (Bo: + iEy. — Eoy +1iBy,) = ((k2Boz — ksEoz) + i(kaEo, — k3Eoy)
kl — k() kl - kO

+i(koBoy + k3Bo.) — (k2 Eoy + k3 Ey.))

1 w W .
- (_;EOm + ZEBOx +i(—k1Bos) — (—klEOa:))
1 .
T (iBoz — Eoz) (ko — k1)
— By, — iBos, (3.41)

dondeseuséquekoz%,E-E:Oyﬁxﬁz%ﬁ_

Ahora para ¢a:

¢ = 5 j{ o )\0 (Bos + iEp, — Eoy + 1By ) cos {12 ((k1 — ko) (u + )\f) + (ko —iks) (¢ + )\v)) } dX
= (121"1'2:03) (BOZ +iFg, — Eoy + iBOz) Ccos {12 ((k‘l — k‘o) (u =+ )\05) =+ (k‘g — Zk‘g) (C + )\0’())) }(342)

Se necesita calcular el producto

ko + iks \ 2 ko + ik
2+ (BOZ + iEOz - EOy + Z'BOz) = 2! 2T (EO;E — ZBOI)
k1 — ko ki — ko
1
- (kQEOz + ik3 By, — ikoBoy + k3Boz)
1 w . . w w
= kl — ko |:(k;1EOy - zBOz) +1 (klEOZ + 2307/) —1 (leOy =+ ZEOZ) —+ (leOz — EE0U>:|
ki—% )
= kl k (Eoy + B07 + lE()Z 'LBOy)
= EOy + BOZ + ZEOZ - ’LBQy, (343)

— —

donde nuevamente se usaron ko = £ y k x E = “’B

Por lo tanto, (3.39) es una funcién que genera las solucion de onda plana de las ecuaciones de
Maxwell sin fuentes.
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Estado de polarizacién

Para ver como se refleja el estado de polarizaciéon de la onda en la féormula de Penrose, consi-
dérense dos ondas con la misma fase y misma magnitud de amplitud propagandose en la direccién
k = kZz. Las ondas son

E) = Eycos (kz — wt) & (3.44)
Ey = Eq (cos (kz — wt) & — sen (kz — wt) §), (3.45)

la onda FE esta polarizada linealmente en la direccién Z, mientras que la onda Fs esta polarizada
circularmente.

La expresion correspondiente para las componentes ¢, de (3.44) es

AT k =
0= gr 3 yiBcos (s~ 20 — 6+ ) ) (3.46)

mientras que para (3.45) se encuentra

1 AT —i = (—(u C)—i v
b= 5 P 3 yiboe (S (-@rrd—ican) jy (3.47)

Notese que para ambas ondas, sin importar el estado de polarizacion, el polo es el mismo. En
general, sera en el residuo de la funcién en el polo donde se refleje el tipo de polarizacion de la
onda. Si las ondas estuviesen desfasadas, esa fase se veria como una constante multiplicativa en la
funcioén a integrar.

3.4.2. Carga puntual

El campo de una carga puntual estd dado por la Ley de Coulomb en unidades cgs:

E:% (3.48)

y B = 0. Este campo es solucién a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes (2.1), por lo tanto tiene
representacion integral de Penrose.

Considérese la identidad [§]

1 1 L[ d
r 22+y2+22 27 )y z+iyseny —izcosy

Tomando el gradiente con respecto a las coordenadas (x,y, z) se tiene

r

n 71 2G4 isent)j — icosk
V( >__7’3__27T o (x—i—iysenw—izcosw)de' (3:50)

Por lo que se tiene para la componente ¢q

QSo:iEz—iEy:m/Q“ | —icom/? J q on | (isern/lj
21 Jo  (z+iysentp —izcosth)? 21 Jo x+iysent —izcosth)?
q 27 e—iq/;

" or o (z+iysent) —izcostp)?’
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Introduciendo la variable compleja A = €Y, por lo que senf = ’\_;1‘:71 y cosf = , la integral

de [0, 27] se convierte en una integral sobre un circulo de radio 1 en el plano complejo,

At
2

dX
b0 = 2im' M a2 (3.51)
[2A+y (357) —iz (51)]
que en coordenadas (u,v,(, () es
1 2
%0= . dA. (3.52)

S 2w S A0 — (¢ + )]

Para ¢ la integral de Penrose tiene un término A°, de manera que la f que recupera las componentes
espinoriales ¢, del campo eléctrico de una carga puntual en el origen es

_ 2
FOVu+ A CH M) = - o (3.53)
[A(uw+ ) = (¢ + )]
El polinomio del denominador tiene las raices \; = Zf:; v Ao = —% que en coordenadas esféricas
dadas por = rcos6, y = rsenf cosp, z = rsenfsenp, son A\; = tan (2) e’ y Ay = —cot () %,

Como el contorno de integracion es un circulo de radio 1, para puntos (r, 8, ¢) tales que 6 € [0, 7/2),
el contorno encerrara so6lo a A;, mientras que para puntos tales que 6 € (w/2,pi], el contorno
encerrard s6lo a Ay; en ambos casos las integrales pueden evaluarse mediante el teorema de los
residuos (2.3.3), por ejemplo si el contorno encierra a Ay

1 2q
= PN = 2dA
v T R0 - )
_ 2 A
278 S 6 = M) = M)

AP '

=2 (@)

_ Q(y + iz)pil(rz - x2) {(p B 2)(7, + x)*P +p(7" 4 z)lfp(r — x)fl} . (3.54)

23

Enceerrando el otro polo se obtiene el negativo de ¢,.

Usando esta formula para los diferentes valores de p, se tiene

1z — .
*p=0, do=¢ T3y=zEz—Ey

X
s p=1, ¢l:qr72:Ew

1z + .
s p=2, ¢y=gq Tsy:zEz—FEy.

Por lo tanto la funcion (3.53) recupera perfectamente las componentes del campo producido por
una carga puntual estatica q.

La funcion (3.53) es analitica en todo el plano complejo excepto en los puntos Ay y Ag, los
cuales dependen de las coordenadas del punto donde se mide el campo, de manera que la eleccion
de la posicién del contorno también depende de estas coordenadas.
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3.4.3. Dipolo eléctrico

A partir del campo de una carga puntual dado por la Ley de Coulomb (3.48), es posible obtener
el campo de un dipolo eléctrico: sistema que consta de dos cargas opuestas de la misma magnitud g,
separadas por una distancia d, suficientemente pequena comparada con la distancia de observacion
del campo 7. El campo se obtiene haciendo actuar el operador (—p* V) sobre la funcién #/73, donde
p es el vector de momento dipolar dado por p = qci: con d un vector que va de la carga negativa a la
positiva cuya norma es la distancia d y V en coordenadas cartesianas (z,y, z). En efecto, tomando
componentes en notaciéon de indices

o [zt c1 3 220
Pigg\s) T PE T\ Tg)

pi’ ;P
T5 ,,a3

= 3
Estas son las componentes del campo de un dipolo p'en el origen a una distancia r > d [7]

37 7) — 7

E:
3

(3.55)
Este campo es estatico y junto con B = 0, define un campo electromagnético que satisface las
ecuaciones (2.1), por lo tanto tiene representacion integral de Penrose.

Por lo tanto, si la funcién (3.53) representa el campo de una carga puntual a través de la
integral (3.24), se puede obtener a partir de ella, directamente aplicando el operador (—p'- V) en
las coordenadas adecuadas, una funcién que representa el campo de un dipolo a través de (3.24).
El operador gradiente en coordenadas (u,v,(,() es

1 0 0\ -~ 1 0 0\ - i 0 0\ »
7w it mlar )it vle %) (3:36)
por lo tanto
. . 1 2
¢0dz‘pozo:(_p'v)¢0cama = (_p'v)i dX

2mi ] Nu+ A0) — (¢ + M)

1 2
N Y O _ _ ) dx
21 (=p )<[/\(u—|-/\€)—(§+/\v)] )

_ 1 (2\/5) [(ipz - py))‘Q —2p A+ (py + iPZ)] d\.

2ri [Mu+ Q) — (¢ + )]

Notese que el factor ¢ ya no aparece pues estd contenido en la definicién de p. Dado que la
componente ¢ tiene el factor A%, la f correspondiente a la representacion integral de Penrose del
campo de un dipolo es

(2\/5) [(ipz - py))\2 - 2pm)\ + (py + ipz)] '

f)\,u+)\§,C+)\v = —
( ) A+ A0) = (C+ )]’

(3.57)

Esta funcion al igual que (3.53) tiene las singularidades dadas por los ceros del denominador

A = %Jf; v Ay = —% que en coordenadas esféricas dadas por z = rcosf, y = rsen6 cos p,
_ _ 0\ i _ 0\ i :
z = rsenflsenp, son \; = tan (5) e'?y Ay = —cot (5) e'?, de manera que si el contorno es un

circulo de radio 1 sélo encerrara a uno de los polos, dependiendo del punto de observacién, el polo
A1 se tiene cuando @ € [0, 5) y A2 cuando 0 € (5, 7.
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3.4.4. Haz Bessel adifraccional

Esta seccién estd basada en los resultados de la tesis [13].

Ya se mencion6 anteriormente que existe un campo que resulta de la superposiciéon de ondas
planas cuyos vectores de propagacion yacen sobre la superficie de un cono dado por el valor cons-
tante § = 0y de las coordenadas latitudinal del sistema de coordenadas esféricas. Esta superposicion
se puede expresar en notaciéon compleja como

\I’D(’F, t) — O((p)ei[kg(—z sen 0 cos p+y sen Og senga—i—accos00)+g(<,o)—wt]d(p7 (358)
ahi es claro que el vector k esté parametrizado por 0 y o, con 8 = 6. Después de factorizar algunos
términos esta integral se puede escribir como

\IJD(’F, t) — ei(kmm—wt) /ﬂ- A((p)eikt(—z cos p+y sen Ap)d(p7 (359)
donde k, = ko cosfy, ky = ko senfy y A(p) = O(p)e’9(?) denominado espectro angular. Este tipo
de soluciones a la ecuacion escalar de onda, introducidas por J. Durnin en 1986, corresponden a
campos Opticos cuyo perfil de intensidad transversal al eje de propagacion permanece invariante.
En el caso en que la funcion A(p) = [1/(27)]e™¥~7/2) con m un ntimero entero, el campo que
resulta se llama haz Bessel adifraccional de orden m y tiene la expresién

ei(kmfcfwt)

\IjBessel(Fy t) = T/ eim(p—m/2) giki(—z cos p+y sen “D)dgo. (360)

—T
Este campo tiene representacion integral de Penrose. Para llegar a ella primero hay que reescribir
los términos que dependen de las coordenadas (z,v, 2, ¢t) en coordenadas nulas (u,v,(, ()

—kizcosp + kyy senp + ko — wt

b (Gt () reo ot (5) -+ (2)

= \% {u (kzx - %) —v (k@- - %) + Cky(icosp + senp) + Cky(—icosp + Sengp)}

~ G o () e () e (20) ]

Ahora, definiendo la variable compleja A = %’ff/cei% por lo que dA = ]ffd 7c

el cuadrivector de onda (k,w/c) es luxoide i.e. k2 + k2 = w?/c2, se tiene que todo es igual a

_ k?2 k27%2

- 25 (- ) sl

Por lo tanto, el haz Bessel adifraccional se expresa como la integral de contorno
1 k. — mo i(kg—w/e) S 41
\IjBessel(Fa t) - inw/c e*’bm(ﬂ'/Q) fe 7 {(u-i-x\() A (C+)\v)})\mfld>\, (361)
274 k¢
la cual claramente es una expresion de la forma (3.24). Este ejemplo ilustra correctamente

como debe ser la eleccion de la superposicion de ondas planas para tener soluciones que tengan
representacion de Penrose.

e*?dy y usando que

Con los ejemplos ya vistos se concluye este capitulo. Lo siguiente es ver otras representaciones
integrales que pueden relacionarse con lo visto hasta aqui.
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Capitulo 4

Representaciones integrales de
Whittaker

En un articulo publicado por E.T. Whittaker en 1903 [8], se encuentra que las ecuaciones de
Laplace y de onda tienen soluciones generales dadas a través de representaciones integrales. Dado
que las ecuaciones de Maxwell sin fuentes implican tanto la ecuacién de Laplace, para campos
estaticos y la ecuacion de onda, para campos mas generales, el estudio de las soluciones dadas por
Whittaker es relevante y complementario a la representaciéon de Penrose.

4.1. Ecuaciéon de Laplace
En [8] aparece que la solucion general de la ecuacion de Laplace

e 0%’ 0%
- =0 4.1
Ox? + Oy? + 022 (4.1)
esta dada por
27

D = f(z 4+ iz cost + iy sen ), )dy, (4.2)
0
donde f es una funcién arbitraria de los argumentos z + ix cost + iy sentp, que se llamara en
adelante argumento de Whittaker, y 1.

Por ejemplo, el caso més simple del potencial newtoniano de una particula de masa m, satisface
la ecuacion de Laplace. Si la particula se encuentra en el punto (a,b,c), el potencial en cualquier
punto (z,y, z) es

m 27 CW’

i 4.3
21 Jo (2 +izcostp + iy senvp) — (¢ + tacost) + ib sentp)’ (4.3)

que como funcion de (x,y, z) es una expresion del tipo (4.2).

Para los detalles de la deduccién se puede ir directamente al articulo. En esta seccién se pre-
sentaran solo los resultados importantes que seran de utilidad para desarrollar otros resultados
interesantes, como las representaciones de Whittaker de las soluciones a la ecuacién de Laplace en
diferentes sistemas de coordenadas y algunas relaciones entre funciones especiales.
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4.1.1. Coordenadas esféricas

En el caso particular de la soluciones separables de la ecuacién de Laplace en coordendas
esféricas (r, 0, ¢), relacionadas con las coordendas cartesianas (x,y, z) por

x=rsenfcosy, y=rsendsenp, z=rcosb (4.4)

las soluciones separables independientes son

(1)1(71;0750) = ,r,ny;zn(e’go) (45)

y
Oa(r, 0, 0) =" TY(0, ), (4.6)
donde Y;"(8,¢) = (—1)™,/ 22t EZ+Z§' P™(cosf)e™?, con n y m enteros son los armoénicos esféri-

cos. Algunos armonicos esféricos son

L

YOO(97 ) 4

Yfl(e,go) = 8% sen fe ¥
p) =
p) =

YL(0, \/ 2 cos
Y(0, —1\/ & senfe™?

Tabla 4.1: Armoénicos esféricos conn =0,1; —n <m <n

Considerando que las funciones asociadas de Legendre tienen representacion integral
1 2m
P (cosf) = o / (cos @ + i sen 8 cos 1))™ cos mipdip, (4.7)
T Jo

la solucién separable ®; se puede expresar como

2 1 o 2m
D1 (r,0,p) = n+ Z+: 15 / (2 + iz cos b + iy sen1h) ™V dy), (4.8)
la cual claramente tiene la forma (4.2), tal y como aparece en [8]. En ese articulo no se encuentra

la expresion para el caso de la solu(zlon ®,, sin embargo se propone que su representacion integral
sea

2n+1 —m)
(n+m) '2

27
By (r,0,0) =7 "LY,™(0, / (z+iz cos P+iy sentp) """ Le™Y da,

(4.9)
andlogamente al caso de la ®;. Si se eligen por ejemplo n = 0,m = 0, se tiene
1 1

2
Va2 / (2 + iz cos + iy sen )~ dy
™ 0

! i]{ X
~Vamen ] e (5

- 1if{ dA
 Var 2mi (H%) A=A =X2)

donde se introdujo la variable compleja A = e*¥, por lo que ahora la integral es sobre un circulo
de radio R = 1 en el plano complejo, que encierra a alguno de los polos simples de la funcion, Ay
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0 A9, los cuales se pueden conocer obteniendo las raices del denominador, usando féormula general
se encuentra que las raices son Ay =7 —z/ix +y y Ao = —r — z/iz +y. Si el contorno encierra por
ejemplo a A1, se puede evaluar la integral usando el teorema (2.3.2), de manera que todo es igual a

1 1 [ 1 }
Vi (232) A= el
11

Varr’

lo cual es =Y. Si el contorno encierra a A, es claro que la integral vale

1 1 |: 1 :|
\/E (%) A=\ A=Az
1

\/47r7"

que es el negativo de la solucién anterior.

Siguiendo un procedimiento similar, se encontr6é que la formula (4.9), funciona para los casos
n=1m=20

2m

— / (2 4 iz cos v + iy senp) " 2di
0

AdA

= \/E;mf [(ix%))@Jrz)\Jr (%)]2
/

AdA

/3 1 AT
- Vdnr m:+y)2 (A =X2)2]\_y,

1 27T .
— i—/ (z + iz costp + iy seny)) " 2e™V dip
0

m 2T
__\/T1?§ A2dA
V() e (5)]
__ /2L A%d
o WQWZ’?{(WV()\—MV()\—)Q)Q

N EE PR
B w(iwj)z (A= X2)% ]y,

—2y/1
que es 1 7Y
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En los tltimos dos ejemplos, al igual que en el primero, se us6 un contorno que encierra
solamente al polo doble A1 y la evaluaciéon se hizo calculando el residuo de la funcion en el polo,
usando el teorema (2.3.3). En el caso de elegir un contorno que encierre solamente al polo doble
A2, en ambos ejemplos, la integral vale el negativo de lo que ya se obtuvo.

Por lo tanto, la solucion separable ®, tiene la representacion integral de Whittaker (4.9).
Notese que esta representacion difiere de la (4.8) en que el exponente del argumento de Whittaker
(=n—1), es el mismo que el del término radial en la solucion, pero no coincide con ser el subindice
del armonico esférico.

4.1.2. Coordenadas cilindricas

En el sistema de coordenadas cilindricas (p, ¢, z), cuya relacion con las coordendas cartesianas
(z,y, z) esta dada por las formulas

T =pcosy, y=pseny, z=2z, (4.10)
la ecuacion de Laplace admite la solucion separable
B(p, 0, 2) = Jm(kp)e™Peh?, (4.11)

donde J,,,(kp) son funciones de Bessel de primera clase con k constante y m entero. Esta soluciéon
tiene representacion integral en la forma (4.2).

Las funciones de Bessel de primera clase con m entero, tienen representaciéon integral
1 27 )
Jm(kp) = 7/ eilkp senv=—my) gy, (4.12)
2 0
tras algunas transformaciones, se encuentra que (4.11) tiene la forma (4.2)
} im 2m )
B(p, 0, 2) = Jn(kp)e™eek® = o / explk(z + iz cos v + iy sen )™V dy. (4.13)
T Jo

Las ecuaciones (4.13) y (4.8) pueden ser facilmente relacionadas, obteniendo asi una relacion
entre funciones especiales pues

4 1 [ 4
i T (kp)ei™P R =3 / explk(z + iz cos Y + iy senh)]e™V dyp
T Jo
_ L " i l(k(erm costp + iy sen)))™ v ™V dyp
o 27T 0 ne0 n! Y
= 1 n 1 o . . n _imap
:Z—'k — (z + iz cosp + iy seny) eV dyp
ne0 n: 27T 0
— Z k" nym )7
n=0 n!

donde en la dltima igualdad se omitieron los factores de normalizacién que aparecen en (4.8) para
conservar la convenciéon de que Jy(0) = 1, como se vera en breve. De manera que se tienen las
funciones de Bessel expresadas como el producto de un término exponencial de la coordenada z
por una serie infinita de términos radiales por funciones asociadas de Legendre

Jm (k7 sen ) = imekreost Z 1 (kr)" P (cos 6), (4.14)
n!
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aqui r y 0 son las coordenadas radial y latitudinal de las coordenadas esféricas. De aqui se sigue
que

1
Jo(kr sen ) = e Freost {Poo(cos 0) + krP)(cos 0) + i(k‘r)zPQO(cos 0)+--- } , (4.15)

por lo que la funcion de Bessel de orden cero evaluada en r = 0
Jo(0) = P{ =1, (4.16)

consistente con la convencion elegida.

4.1.3. Coordenadas esferoidales

Se considera el caso de la solucién separable de la ecuacion de Laplace en coordenadas esfe-
roidales “alargadas” 1, («a, 3, ) que estan relacionadas con las coordenadas cartesianas (r,y,z) a
través de la transformacion

x =a senha sen fcosyp, y =a senha sen seny, 2z = acoshacosf, (4.17)

con a constante. Las soluciones separables son [14]
®(a, B, p) = P™(cosh a) P™(cos B)e'™¥. (4.18)
Para encontrar la representacion integral de Whittaker de (4.18), se consider6 lo que ya se
sabe: la representacion de una solucion separable de la ecuacion de Laplace que involucra funciones
asociadas de Legendre, tiene una funcién (z + iz cos + iy sen)"e™™¥  lo cual ya se vio en (4.8)
y (4.9). Por lo que se propone que esta misma funcién recupere la soluciones en coordenadas

esferoidales alargadas.

Escribiendo el argumento de Whittaker en coordenadas esferoidales alargadas, se tiene

z+ixcosty +iy senyy = acoshacosf + ia senha sen f3cospcospy + iya senh o sen 5 sen ¢ sen

a cosh accos 8 + ia senh a sen § cos(p — ),

entonces la representacion integral de Whittaker para las soluciones separables en estas coordenadas
se propone como

1

P — pm h pm me _
(o, B, ) ™ (cosh ) Py (cos B)e T

2m
/ (a cosh acos B + ia senh o sen S cos(p — 1))" ™ dyp,
0

(4.19)
Se encuentra que en efecto, esta formula se cumple; por ejemplo eligiendo m =0 y n = 1, se tiene

1 2

— (acosh acos B + ia senh « sen 5 cos(p — ¥)) dip
2ma Jo

1 2

= — cosh acos 3 dy
27T 0

= coshacos 8

= P (cosh o) P (cos ).

1del ingles prolate spheroidal coordinates
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Ahora para m = n = 1, se tiene

1 27

ra (acosh acos B+ ia senh a sen 8 cos(p — 1)) eww
wa Jo

. 2w
— > senha sen (3 {cos<p/ cos etV dip + Senga/
0 0

27
sen ¢ewd¢}

2w

. 2w
= senh a sen 3 {cos %) / cos? pdip 4 i sen ¢ / sen dedz}
m 0 0

|~ ¥

= senh a sen 3 {cos p(7) + 4 sen p(m)}

3

senh « sen 3 e'?

[N CR RN )

(1 — cosh? a)/2(1 — cos? B)/2e™
1 .
= §P11(cosh a) P} (cos B)e™.
Como tltimo ejemplo se elige m =1y n = 2:

1

2ma?

1 27 ) - 2 )
= 27(— senh %o senzﬂ)/ cos? (¢ — )eVdip + L cosh a cos 5 senh «v senﬁ/ cos(p — )etVdip
m 0 m 0

27
/ (acoshacos f + ia senh a sen 3 cos(p — 1/}))2 eV dyp
0

- 2m 2m
— 2 coshacos B senh « sen g {cos ga/ cos? dip + i sen gp/ sen 2¢d¢}
7T 0 0

1 .
= — cosh acos B senh « sen 3 {7‘(6“0}
T

= cosh (1 — cosh? )/? cos (1 — cos? B)1/2ei®
= PJ(cosh ) P; (cos B)e'?.

De manera que para las soluciones en coordenadas esferoidales alargadas de la ecuacién de
Laplace se tiene que

P — pm h P™ ime _
(o, By ) " (cosh ) P (cos f)e —

2
/ (2 + iz costp + iy sen) ™V drp,  (4.20)
0

por lo que es posible establecer una relacion entre esta solucion y (4.13) anéloga a (4.14)

1 2m

i T (kp)eimPerr = explk(z + iz cos ) + iy sen )™ de

2 Jy
1
2770

2 oo
{Z %(k(z + iz cos 1 + iy sen w))”} ™Y da)
n=0 "

27

1 1 )
Z — k" — (2 4 iz cos Y + iy senh) e di)
n' 2T 0

n=0

= E —k"a” P (cosh o) P (cos B)e"™?.
n!
n=0
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Como p = a senh « sen 3, definiendo n = senh«a y £ = sen 3, se tiene finalmente
J (ka n é—) = 4m —k+/(14+n2)(1—£2) Z kn nP’rrL (m)) PT‘;TL (m) ; (421)

con k y a constantes, cuyas unidades son 1/longitud y longitud respectivamente, de manera que
la relacién es consistente en unidades.

Ahora se considera el caso de las coordenadas esferoidales “achatadas” 2, (a, 3, ¢) que estan
relacionadas con las coordenadas cartesianas (z,y, z) a través de la transformacion

x =acosha senfcosp, y=acosha senf senp, z = a senhacosf, (4.22)
con a constante. En este caso las soluciones separables estan dadas por
®(a, B, ) = P™(i senh o) P™(cos )e"™?. (4.23)

Siguiendo un procedimiento anélogo para el caso de las coordenadas esferoidales alargadas, las
soluciones (4.23) tienen la representacion integral

1

2mwa™

®(a, B, p) = P (i senh, ) P (cos 3)e'™? =

(4.24)
Por ejemplo, escogiendo m = 1, n =1 se tiene
1 2

Ira (a senh v cos 3 + ia cosh v sen B cos(p — 1)) e dyp
Ta Jo

1 2m ) 2m )
= 2—1’ cosh a sen 3 <cos © / cos eV dyp + sen <p/ sen ¢e“"d¢>
0 0

m
2m

= %icoshoz sen 3 <cos<p/027T cos® pdyp + i Sen@/o sen WW)
= %icoshoz sen 3 (cos p(m) + i sen(m))

= %icosha sen fe'?

= %z(l + senh?a)/2(1 — cos® B)1/2e™?

= P} (i senh a) P} (cos 3)e'?

Y param=1n=2

2m
/ (a senh a cos 3 + ia cosh o sen S cos(p — 1)) €™V dip.
0

1 27 )
a2 / (a senh a cos B + ia cosh o senf cos(p — )%™ dip
7T 0
1
=53 <( a? cosh? asenﬂ/ cos? (¢ — )e'¥ dip 4 2ia® senh a cosh a senﬁcosﬁ/ cos(p — v)e “Z’dw)
Ta

- 27 27
- senh « cosh « sen 3 cos 3 (cos cp/ cos? dip + i sen cp/ sen dew>
0 0

7r
7 .

= — senh v cosh a sen B cos 8 (m)e'?
T

=4 senha(l + senh 204)1/2 cos B(1 — cos? ﬂ)l/Qel‘F
= P21 (i senh a)P21 (cos 5)61'90_

2del ingles oblate spheroidal coordinates
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4.1.4. Coordenadas toroidales

Otro sistema de coordenadas en que las soluciones de la ecuaciéon de Laplace tienen conexion
con las funciones asociadas de Legendre es el sistema de coordenadas toroidales (a, 83, ), cuya
relacion con las coordenadas cartesianas (x,y, z) esta dada por

v asenhacosgp) y = a senh a sen ¢ L a sen f3 . (4.95)
cosha — cos 3 cosh o — cos 3 cosha — cos 3

En estas coordenadas, la ecuaciéon de Laplace admite soluciones separables dadas por [14]

®(a, B, ) = \/2cosha — 2 cos BP;" 4 5(cosh a)emPeime. (4.26)

Si ®(c, B, ) es una solucién a la ecuacion de Laplace en coordenadas toroidales la cual involucra
funciones asociadas de Legendre, es natural proponer (después de los ejemplos ya vistos) que estas
soluciones tengan la representacion integral

1

2mra™

®(a, B, )

2m
/ (z + iz costp + iy senth) eV di)
0

1 27 1 no
= — / —— (senf +isenhacospcost +i senh o sen sentp) ¢ e™Vdip.
27 Jo cosh o — cos

(4.27)

Usando esta formula paran =1, m =0

[ 1
%/ {cosha—cosﬁ( sen 3 + 1 senh a cos @ cos 1) + ¢ senh a sen ¢ sem/J)}dw
0

1 sen 3 m
2m cosh o — cos B J
sen f3

dyp

cosh o — cos g
= (cosh o — cos ) ' P (cosh a) sen 3.

el término de la penultima igualdad es la coordenada z que en coordenadas esféricas es rcosf =
rPP(cos ), por lo tanto es solucién de la ecuacién de Laplace.
Eligiendo n = 1, m = 1, se tiene

1 27 1 |
ﬁ/ {coshacosﬁ( sen 8 + ¢ senh acos ¢ cos ¥ + ¢ senh a sen Semp)} ewdd)
0 —

1 . h 271. 271'
= G (e [ cotvav isenss [ sntuis )
1 7 senh o

= _¢%(n)

27 cosha — cos f3

1 .
E(cosha —cos ) 71(1 — cosh? o)/ 2e™

1 )
—3 (cosh o — cos ) ' P} (cosh a)e™,

esta solucién corresponde a %(z + iy) que en coordenadas esféricas es ir(1 — cos®g)!/2e™ =
—%rPll (cosB)e™®, que es solucion de la ecuacion de Laplace.
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Como ultimo ejemplo se eligen n =2, m =0

1 27 1 2
2—/ {coshcosﬁ( sen 8 + 7 senh v cos ¢ cos 1y + ¢ senh « sen ¢ senw)} drp
™ Jo o —
1 1 o 2 2 2 2 2 2 2
=5 (cosh o — cos B)2 (sen“f — senh“acos” ¢ cos” 1y — senh“« sen“p sen“y)dy
- 0
1 1 2 2m 2
= — 5 (senzﬂ/ dy — senh2ac032gp/ cos? dip — senh o sen2<p/
27 (cosh a — cos ) 0 0 0
1 1

= 57 (cosha — cos )7 (sen?B(2m) — senh?a cos® p(m) — senh ?a sen (7))

sen?f — % senh 2

(cosha — cos 3)2

= (cosh o — cos )72 sen 23 + %(cosha —cos 8)72(1 — cosh? a)1/?
= (cosh a — cos ) 2P (cosh a) sen?j3 — %(cosha —cos 8) 2P} (cosh a).
2

Esta solucién corresponde a 22 — 222 — 242 o en coordenadas esféricas 1r?(3cos?f — 1) =
r2PY(cos ), que es solucion de la ecuacion de Laplace.

Por lo tanto, la formula (4.27) recupera soluciones a la ecuacion de Laplace en coordenadas
toroidales y aunque estas no corresponden completamente a las soluciones separables (4.26) siguen
satisfaciendo la ecuaciéon de Laplace y estan en términos de funciones asociadas de Legendre. La
dificultad parece radicar en el hecho de que para llegar a la expresion (4.26) hubo que introducir el
factor v/2 cosh o — 2 cos 3 para conservar la separabilidad y este factor no aparece en el argumento
de Whittaker cuando se escribe en coordenadas toroidales.

4.2. FEcuacion de onda

Como ya se mencion6 anteriormente, el caso méas general de campos que satisfacen las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes es equivalente a campos que satisfacen la ecuacion de onda. En [8] se
encuentra que la solucion mas general de esta ecuacion

P2d 90 2d  ,0%D

— = =K ——= 4.28
Ox? + Oy? + 92 " o (4.28)
con k constante, esta dada por la doble integral
27 T t
<I>:/ / f(:z: sen y cos ¢ + y sen x senw+zcosx+,x,1/)) dxdi, (4.29)
0 0 K

donde f es una funciéon arbitraria de los tres argumentos

t
T senycosy 4y seny seny + zcosx + —, X y ¥.
K

Este resultado se puede interpretar, y asi lo hace el autor, como una superposiciéon de ondas planas
que se propagan en una direcciéon cuyos cosenos directores son sen x cost, seny senty y cosy.
Los angulos x y % se integran sobre el dominio de una esfera, de manera que se tienen ondas
planas en todas las direcciones de propagacién posibles. Este resultado es conforme con lo que ya
se habia comentado durante la deduccién de la férmula de Penrose, de manera que la solucion
mas general de la ecuacion de onda estd dada por una integral doble y s6lo en el caso de tomar
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trenes de onda finitos o una cantidad finita de vectores de propagacion, la solucién esta dada por
una sola integral, como el caso de la formula de Penrose.

En el caso en que © sea una solucién de la ecuacion (4.28) de la forma © = ®et, con @ siendo
una funcién soélo de x,y, z, se tiene

it <62<I> 0% 0%

o OTe TR 22 ity 4.
Tt g g ) =P, (4:30)

entonces ® satisface la ecuacion de Helmholtz
9’  9*® 0?0

S e T R L 4.31
5 TaE tam Tr 0. (4.31)

Para encontrar la forma que adopta (4.29) en este caso, notese que para conservar la separabilidad
de © en la variable ¢, ® debe ser de la forma

2w T
= / / f(z senxcosy +y seny sent) + zcosx, x, ¥)dxdy (4.32)
o Jo

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de Helmholtz (4.31), se tiene
27 ™
0 = VQ/ / f(z senycosty) 4+ y seny sent + z cos x, X, ¥)dxdy
o Jo

2w ™
+/{2/ / f(x sen xcosy +y seny sent) + zcos x, x, ¥)dxdy

o f 2f *f
/ / (sen X COS 1/) 5 T sen 2\ sen w 5 1 cos x82+/<:2f> dxdyp

/%/ ( + “2f(a,x,w)) dydy,

con @ = x senxcosy + y seny seny + zcosy. Esta ecuacion se satisface si se impone que f
satisfaga
o*f

ﬁ + “{/2f(a7Xa w) = O? (433)

una solucion particular de esta ecuacion es f = e™*®g(x, ). Por lo tanto, regresando a la expresién
(4.32), se tiene

2m
o= / / explik(x sen x costp + y sen x sent) + z cos x)|g(x, ¥ )dxdyp (4.34)
o Jo
donde ¢ es una funcion arbitraria, periddica en x y 1.

La ecuaciéon de onda (4.28) con x = 1/c en coordenadas esféricas (r,6, ) admite soluciones

separables dadas por _
O(r,0,¢) = ji(kr)Y;™ (6, p)e™, (4.35)

donde j; son funciones de Bessel esféricas de primera especie, con k constante real, [ y m enteros.
Estas soluciones pueden usarse para expresar otras soluciones por superposicion. Un ejemplo se
encuentra en [15], donde
[e') l
expik(xz seny cost® + y sen x sent + z cos x + ct) Z Z jLetket Y™ (0, 0) YT (x, ¥).
1=0 m=—1

(4.36)
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Multiplicando ambos lados por Y}’,”/ (x, %) senx e integrando en x y v, por la ortogonalidad de los
armonicos esféricos, se tiene

] 1 2m ™
G1(kr)Yim (6, @)etket = o / / explik(x sen x costh + y senx senp + z cosx + ct)|Y;™(x, ) sen x dxdi,
T Jo 0

(4.37)
que claramente es una expresion de la forma (4.34). De manera que esa es la representacion
integral de Whittaker para las soluciones separables de la ecuaciéon de onda en coordenadas
esféricas.

Con esto concluye este capitulo para pasar a la tltima seccion donde se presentaran las conclu-
siones de este trabajo de tesis.
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Capitulo 5

Conclusiones

Recapitulando, se dedujo la representacion integral de Penrose para soluciones a las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes a partir de una superposicién de ondas planas que se propagan en todas las
direcciones, esto como se sabe, corresponde a la solucién mas general y de acuerdo con Whittaker,
estas soluciones pueden representarse mediante una integral doble. Sin embargo, para deducir
la formula de Penrose que estd dada no por una integral doble sino una integral de contorno
en el plano complejo, se tuvo que hacer la consideraciéon de no superponer ondas en todas las
direcciones sino en un conjunto finito de ellas, lo que fisicamente corresponde a trenes de onda
finitos. Para estas soluciones la férmula de Penrose funciona, como ya se vio en la deduccién y en
algunos ejemplos. Por lo tanto, la solucion mas general de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes no
puede ser representada mediante la formula de Penrose, pero esta sirve para representar soluciones
estaticas, lo que equivale a soluciones de la ecuacién de Laplace que de acuerdo con Whittaker
pueden representarse mediante una sola integral; y soluciones no estaticas que sean trenes de onda
finitos.

El caso de la integral doble de Whittaker puede corresponder con un caso especial (pero dificil
de tratar) de la formula de Penrose, donde la integral de contorno se extiende sobre todo el plano
complejo, lo cual es equivalente a integrar sobre la esfera de Riemann, llevando la integral de
contorno a una integral sobre la superficie de una esfera; i.e. una integral tal y como la de Whittaker.

Finalmente, las representaciones integrales de las soluciones a las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes, ya sea la de Penrose o las de Whittaker guardan aspectos interesantes pues a través de ellas
es posible obtener relaciones entre soluciones, como los ejemplos de las relaciones entre funciones
especiales que sin pasar a través de las integrales probablemente serian dificiles de identificar.
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