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Matrices aleatorias con banda
diluida: el caso no hermitiano
Resumen

En esta tesis, introducimos el ensamble de matrices aleatorias no hermiticas con
banda diluida (nHdBRM) como el conjunto de matrices reales no simétricas N x N
cuyas entradas son variables aleatorias gaussianas independientes con media cero y
varianza uno si [i—j| < by cero en caso contrario, ademas los elementos no diagonales
de la matriz dentro del ancho de banda b se fijan aleatoriamente en cero, de modo que
la escasez « se define como la fraccion de los N (b — 1)/2 elementos independientes
no nulos fuera de la diagonal de la matriz. Mediante un estudio numérico detallado
demostramos que las propiedades espectrales del ensamble nHdBRM escalan con
el parametro x = ~y[(ba)?/N]°, donde 7, § ~ 1. Ademas, la longitud de localizacién
normalizada (3 de las funciones propias sigue una ley de escala simple: 5 = /(1 + x).
También revisamos las propiedades espectrales del ensamble de matrices aleatorias
hermiticas de banda diluida.



Diluted banded random matrices:
non-Hermitian case
Abstract

In this thesis, we introduce the non-Hermitian diluted banded random matrix
(nHdBRM) ensemble as the set of N x NN real non-symmetric matrices whose entries
are independent Gaussian random variables with zero mean and variance one if
li — j| < b and zero otherwise, moreover off-diagonal matrix elements within the
bandwidth b are randomly set to zero such that the sparsity « is defined as the
fraction of the N (b — 1)/2 independent non-vanishing off-diagonal matrix elements.
By means of a detailed numerical study, we demonstrate that the spectral properties
of the nHdBRM ensemble scale with the parameter x = [(ba)?/N]°, where vy, ~ 1.
Moreover, the normalized localization length /3 of the eigenfunctions follows a simple
scaling law: § = /(1 + ). We also review the spectral properties of the Hermitian
diluted banded random matrix ensemble.
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CAPITULO

Introduccion

Los modelos de matrices aleatorias (RM, por sus siglas en inglés) desempefian
un papel crucial para describir las propiedades estadisticas de sistemas complejos y
procesos relacionados [1]: desde los ensambles de matrices gausianas originales de
Wigner y Dyson [2] (modelos de RM que son capaces de reproducir la estadistica de
los niveles de energia de nucleos de atomos pesados, sistemas caoéticos cuantizados,
sistemas desordenados y redes aleatorias [1]) hasta ensambles més recientes y elabo-
rados, por ejemplo, aquellos que son relevantes para el problema de la localizaciéon de
muchos cuerpos [3], mostrando asi el gran avance de los modelos de RM.

Incluso desde los primeros afios de la modelacion con matrices aleatorias, el mis-
mo Wigner se dio cuenta de la necesidad de perfeccionar los ensambles gausianos
para incorporar propiedades de sistemas fisicos realistas. En este sentido, Wigner
introdujo el hoy conocido modelo de RM con banda de Wigner [4, 5] (ver también las
Refs. [1, 6-13]); un modelo que incorpora una banda efectiva y una diagonal creciente.
En particular, el ancho de banda de este modelo, que cuantifica el rango de las interac-
ciones, ha sido la principal base de otros modelos de RM propuestos para aplicaciones
especificas. Como ejemplos podemos mencionar: el ensamble de matrices aleatorias
con banda (BRM) [14-30] (introducido con el propoésito de emular alambres desorde-
nados cuasi-unidimensionales), el modelo de RM con banda decreciente como ley de
potencia [31, 32] (utilizado para simular la transiciéon metal-aislante de Anderson),
los ensambles embebidos [33-35] (que toman en cuenta las complejas interacciones
entre muchos cuerpos en nuicleos complejos y en sistemas de muchos cuerpos), RM
disefiados como modelos de sistemas cadticos cuantizados [36, 37] (donde el ancho
y forma de la banda se obtienen mediante argumentos semiclasicos [7, 38]), entre
muchos otros. Esta clase de modelos (véase también las referencias [1, 39-52]), aunque
estan lejos de ser exhaustivos, indican la gran variedad de modelos de RM con banda




disponibles para abordar un buen nimero de aplicaciones diferentes.

Ademas, también existen numerosas investigaciones sobre modelos de RM diluidos,
en las cuales una fraccion de sus elementos son cero. Ejemplos de estas investigaciones
se encuentran en las referencias [53-66]. Sin embargo, hasta ahora son escasos los
modelos de matrices aleatorias diluidas que incluyen un ancho de banda efectivo, es
decir, modelos de RM de banda diluidos. Entre estos pocos modelos se encuentran: el
modelo de RM diluido con banda de Wigner [49, 50], el modelo de RM diluido con
banda decreciente segiin una ley de potencia [47, 51], el modelo de RM diluido con
banda en bloques [48], y el ensamble Hermitico diluido BRM [67].

No obstante, la mayoria de las investigaciones mencionadas anteriormente se
centran unicamente en modelos de RM hermitianos, aun cuando los ensambles de
RM gaussianos no hermiticos fueron introducidos por Ginibre [68] en la década de
los 60. La importancia de los modelos de RM no hermtianos se encuentra en que estos
tienen aplicaciones directas en la fisica no hermitica, mas conocida como mecénica
cuantica no hermitica (ver por ejemplo [69, 70]), que es un campo relativamente
nuevo de la fisica tedrica y cambia la forma convencional del entendimiento de la
mecanica cuantica, ya que explora las propiedades matematicas de los operadores
hamiltonianos no hermiticos (estos hamiltonianos pueden surgir en sistemas como
sistemas cuanticos abiertos y sistemas opticos no lineales, ver por ejemplo [71, 72]).

Es relevante mencionar que existen algunos estudios relacionados con modelos
de RM no hermiticos diluidos, ver por ejemplo [73-83], asi como estudios sobre
modelos de RM no hermiticos con banda, ver por ejemplo [83, 84]. Pero no hemos
encontrado investigaciones relacionadas en la combinacion de estos dos modelos.
Ademas, creemos que es necesario realizar estudios mas detallados sobre los modelos
de matrices aleatorias no hermitianas de banda.

Por lo que, con el objetivo de cerrar la brecha entre los modelos BRM diluidos y los
hamiltonianos no hermitianos, en este trabajo introducimos y estudiamos un nuevo
modelo de RM: el ensamble de matrices aleatorias no hermiticas con banda diluida
(nHdBRM, por sus siglas en inglés). Especificamente, mediante un exhaustivo analisis
numeérico buscamos y encontramos el escalamiento de las propiedades espectrales y
de autofunciones a través de la longitud de localizacion entropica escalada, en otras
palabras, identificamos un parametro que relaciona los atributos del modelo (tamafo
de la matriz, ancho de banda y escasez) de una forma no trivial y escala las propiedades
de autovalores (la relacion de las diferencias de los niveles proximos y los siguientes
mas proximos, rc, y la relacion de las diferencias de niveles consecutivos de valores
singulares, rsy) y de autofunciones (la longitud de localizacion entrépica escalada, 3,
y la razoén de participacion inversa, IPR).

La importancia de estudiar la ley de escalamiento (o parametro de escalamiento) de
un sistema radica en que, al encontrarla, nos permite entender que el comportamiento



del sistema se repite a diferentes escalas. Por ejemplo, si queremos estudiar cierta
propiedad del BRM, podemos utilizar el parametro universal de escalamiento (detallado
en la seccion 2.2.2 del Capitulo 2) para obtener la misma informacion eligiendo
adecuadamente la combinacion de los parametros, banda b y tamafio de matriz N,
de matrices de tamario relativamente pequefio (por ejemplo, N = 250, 500, 1000),
en lugar de usar matrices de gran tamano (por ejemplo, N = 10000, 50000, 100000).
De esta forma, se reduce drasticamente el tiempo de calculo computacional. Otra
manera mas sencilla de definir el escalamiento es, como la reducciéon del nimero de
variables en un problema mediante el uso de una invariancia bajo el cambio de escala.
De esta forma, si conocemos la combinacion adecuada de parametros que se escalan,
es posible realizar una prediccion en las cantidades que se miden.

Los analisis numéricos de las propiedades espectrales y de autofunciones presen-
tados en los capitulos siguientes se realizaron mediante programas computacionales
desarrollados en Fortran 90. Estos programas generan matrices aleatorias con las
caracteristicas especificas de los modelos BRM, HdIBRM y nHdBRM, las cuales se
diagonalizan numéricamente mediante subrutinas de LAPACK. Este proceso permite
obtener los autovalores \; y las autofunciones derechas, ¥* (i = 1...N), esenciales
para estudiar las propiedades discutidas en este trabajo.

Esta Tesis se estructura de la siguiente forma. En el Capitulo 2 presentamos un
breve repaso de los modelos y de las cantidades mas conocidas de la teoria de ma-
trices aleatorias. Principalmente, nos enfocamos en estudiar y replicar resultados
relacionados con las propiedades de autovalores y de autovectores del ensamble de
matrices aleatorias de banda, poniendo especial atencioén al parametro universal de
escalamiento reportado en [14]. Mas adelante, en el capitulo 3 replicamos el estudio
del escalamiento de la longitud de localizaciéon entrépica normalizada de la referencia
[67], y analizamos el escalamiento de las propiedades de autovalores y de autofuncio-
nes restantes (IPR, r¢ y la razon de las diferencias de niveles consecutivos de valores
propios, rr) del modelo de matrices aleatorias hermiticas de banda diluida no reporta-
das en dicho estudio. Posteriormente, en el Capitulo 4 describimos el escalamiento
de las propiedades de autovalores y autovectores del modelo central de la tesis: el
ensamble de matrices aleatorias no hermiticas de banda diluida. Finalmente, en el
Capitulo 5 exponemos las conclusiones de la tesis.



CAPITULO

Antecedentes

En este capitulo, presentamos brevemente los ensambles de matrices mas cono-
cidos de la teoria de matrices aleatorias, los cuales se utilizan como referencia en
esta tesis. Ademas, introducimos las cantidades espectrales y de autofunciones méas
comunes que se estudian en estos ensambles de matrices. En particular, describimos
el ensamble de matrices de banda y replicamos algunos resultados relacionados con el
parametro universal de escalamiento de los promedios estadisticos de las propiedades
espectrales y de las autofunciones.

2.1. La teoria de matrices aleatorias

La teoria de matrices aleatorias (RMT, por sus siglas en inglés) aparecié por
primera vez 1930 a través de la matematica estadistica, pero no fue hasta 1970 que
se le encontrd una aplicacion exitosa en fisica. Los primeros trabajos comenzaron
con Wigner y Dyson, que inicialmente propusieron a la RMT como una forma de
describir la estadistica de niveles excitados de nucleos complejos [1, 2]. Sin embargo,
esta teoria ha sido sumamente explorada en otras areas mas alla de la fisica nuclear.
Por ejemplo, ha sido utilizada en: emulaciones de interacciones en redes biologicas
globales [85], investigaciones de patrén de movilidad humana [86], problemas de
deteccion de radares [87], etc. Sin duda, la RMT ha sido tan importante en las tltimas
décadas que ahora forma parte fundamental de la fisica tedrica formativa.

El objetivo fundamental de la RMT es analizar las propiedades espectrales y de
las autofunciones de ensambles de matrices cuyas entradas estan determinadas por
densidades de probabilidad conocidas. Entre estos ensambles, que se utilizan como
referencia en esta tesis, se destacan principalmente los siguientes:
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= Ensamble de Poisson (PE, por sus siglas en inglés): Consiste en un conjunto de
matrices diagonales reales cuyas entradas son variables aleatorias gausianas
independientes.

» Ensamble Gaussiano Ortogonal (GOE, por sus siglas en inglés): Este ensamble es-
ta compuesto por matrices reales y simétricas (esto es, matrices A que satisfacen
AT = A) cuyas entradas son variables aleatorias gausianas independientes.

» Ensamble Real de Ginibre (RGE, por sus siglas en inglés): Comprende matrices
reales no simétricas. Al igual que en el GOE, sus entradas son variables aleatorias
gaussianas independientes.

Es importante mencionar que, en esta tesis, las variables aleatorias gaussianas inde-
pendientes para estos ensambles tienen media 0 y varianza 1 para las entradas fuera
de la diagonal, mientras que las entradas diagonales tienen media 0 y varianza 2.

Por otro lado, las principales propiedades espectrales y de autofunciones que se
estudian de ensambles de la RMT, y que usaremos para estudiar el modelo central de
la tesis, son presentadas en las subsecciones siguientes.

2.1.1. Propiedades de autofunciones

Para caracterizar las propiedades de autofunciones se usa cominmente la llamada
entropia de Shannon, S. Esta es una herramienta esencial para cuantificar la com-
plejidad de los vectores propios de matrices aleatorias, asi como de Hamiltonianos
correspondientes a sistemas desordenados y cuanticos cadticos. Esta cantidad propor-
ciona informacion cuantitativa del nimero de componentes principales presentes en
un vector propio dentro de una base especifica. Para un vector propio normalizado
Ui(estoes, Y, |U: |* = 1), la entropia de Shannon representa la medida de incer-
tidumbre o informacién promedio contenida en dicho vector. La expresion para esta

cantidad es [88]
N

Si==Y (¥,)In(V},)*, (2.1)
m=1
donde m etiqueta a la m-ésima funcioén propia obtenida de la diagonalizacion de una
matriz de tamafio N X N perteneciente a un ensamble de RMT.

Ademas, otra cantidad con la que se puede caracterizar a las funciones propias es
la razon de participacion inversa (IPR por sus siglas en inglés), al igual que la entropia
de Shannon, es una herramienta usada para analizar la estructura de los vectores
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propios en una base dada. La IPR para la i-ésima funcién propia se define como [89]
N -1

DL
m=1

IPR, = (2.2)

2.1.2. Propiedades espectrales

En cuanto a las propiedades espectrales, una de las formas mas comunes de estudiar
la estadistica de los valores propios (también llamado espectro de energia) es calcular
la distribucion de diferencias de niveles energéticos consecutivos, P(s). Esta funcion de
distribucion ha sido utilizada para distinguir la integrabilidad o caoticidad de sistemas
cuanticos.

Entonces, sea un espectro real (esto es, los valores propios que resultan de la
diagonalizaciéon de matrices reales y simétricas, por ejemplo, matrices pertenecientes
al PE o al GOE) y ordenado, \; > A\ > ... > \;, la diferencia del nivel consecutivo
para el i-ésimo valor propio (en la Figura 2.1a presentamos un ejemplo de los niveles
consecutivos para \;) se define como

5 — Aig1 — A

A )
donde A es el espaciamiento promedio que normaliza al espectro. A se obtiene
mediante el siguiente analisis: Al tener un espectro real y ordenado, es posible graficar
N (el nimero del valor propio resultante de la diagonalizacion de una matriz de
tamafio NV x N) en funcién de ) (valor numérico del valor propio). En particular, para
este tipo de graficos se ha notado que en cierto intervalo [c, d], la curva que forman los
autovalores se puede aproximar a una linea recta (como se muestra en la Figura 2.2a),
este comportamiento indica una densidad constante de estados energéticos, por lo
que A es el valor de la pendiente de esta linea, y se calcula usando la formula

)\d - )\c

(2.3)

El proceso de normalizar el espectro usando el valor A se le conoce como des-
doblamiento del espectro. Entonces, para comprender mejor el calculo de A, en la
Figura 2.2a presentamos un ejemplo de desdoblamiento para una matriz diagonal de
tamafio 1000 x 1000 perteneciente al PE. En este grafico, se muestra que la curva
que forman los autovalores en el intervalo [250, 750] es una linea recta. Por lo que al
dividir el espectro por A = ()\3N /4 — AN /4) /500, obtenemos el espectro normalizado
o desdoblado, presentado en la Figura 2.2b.
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| |
Ai—z Aiq A Ain Ais2 Aits

(a) Esquema de los vecinos de A; para un espectro real. En este ejemplo, para A;,
i1 es el nivel mas proximo (A\IM™) y Aiyo es el siguiente nivel mds proximo (AJ™™).
Cabe resaltar que no necesariamente los niveles consecutivos son los valores
propios mas cercanos a \;.

(b) Esquema de los vecinos de \; para un espectro com-
lejo.

Figura 2.1: Esquemas de los vecinos de );.

Sin embargo, existe otra alternativa para estudiar un espectro real y ordenado,
y es la razon de las diferencias de niveles consecutivos, rg, que para el i-ésimo valor
propio se define como [90]

min ()\¢+1 — A, A — )\i—l)
max (>\i+1 — A, A — )\171) .

La principal ventaja de 7 es que no requiere un desdoblamiento, ya que los cocientes
de diferencias de niveles consecutivos son independientes de la densidad local de
estados energéticos. Por lo que esta cantidad permite un calculo mas simple en
comparacién con P(s).

(2.5)

1 __
TR =

Por otro lado, para estudiar un espectro complejo, se puede usar la razon de las
diferencias de los niveles proximos y los siguientes mas proximos, rc, cuya expresion
para el i-ésimo valor propio es [91]

AP — |

—_— 2.6
e (26)

re =
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60 600
40/ 400
20 200
~ 01 < 01
—201 —200;
40/ 400
—601 ¢ i i ‘ —-6001 ¢ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
N N
(a) Espectro de energia de una matriz de tama- (b) Espectro de energia normalizado con A
fio 1000 x 1000 y b = 1. La linea roja sélida [ver la ecuacién (2.4)] de una matriz de tamafio
representa la recta de ajuste para los valores 1000 x 1000y b = 1.

propios dentro del intervalo delimitado por las
rectas verticales punteadas en negro N = 250
y N = 750.

Figura 2.2: Desdoblamiento de energia de una matriz diagonal de tamafio 1000 x 1000.

donde A} y A" son, respectivamente, el nivel préoximo y el siguiente nivel mas
proximo de \; en C. Esta cantidad tampoco necesita un desdoblamiento energético
y puede ser calculada tanto para un espectro complejo como para uno puramente
real. En las Figuras 2.1a y 2.1b presentamos un ejemplo de A} y A\!™ para \; de un
espectro real y de un espectro complejo, respectivamente.

2.2. Ensamble de matrices aleatorias de banda

Con la intencion de dar mas realismo a las aplicaciones fisicas que surgen de los
ensambles de RMT, como el GOE, el RGE y el PE, fue necesario refinar o mejorar
la estructura de los ensambles de matrices aleatorias. Debido a esto, se introdujo el
ensamble de matrices aleatorias de banda (BRM, por sus siglas en inglés), que es el
modelo base usado para imitar el comportamiento de alambres desordenados cuasi
unidimensionales [14-30].

El BRM se define como un conjunto de matrices reales y simétricas de tamarfio
N x N, cuyas entradas a,; son variables aleatorias Gausianas independientes con
media cero y varianza 1 + §;; si |i — j| < b,y a;; = 0 en caso contrario. Aqui, el
término ancho de banda, b, se refiere al nimero de elementos no nulos por fila de
la matriz. Con esta definicién, cuando b = 1 se recupera el ensamble de matrices
diagonales (PE), por otro lado, si b = N se recupera el GOE. Para visualizar y tener
una mejor idea del concepto de banda, en la Figura 2.3 presentamos un conjunto de 6
valores de banda para una matriz de tamafio 1000 x 1000; la regién azul representa



2.2. Ensamble de matrices aleatorias de banda
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Figura 2.3: Representacion comparativa de seis valores distintos de banda b para una matriz
de tamafio 1000 x 1000, mostrando cémo varia la estructura de la matriz en funcién de los
diferentes valores de b.

los elementos no nulos de la matriz.

2.2.1. Propiedades espectrales y de autofunciones del BRM

Ahora, como parte de la revision de antecedentes, presentamos a continuacion
algunos resultados relacionados con las propiedades espectrales y de autofunciones
para el BRM.

En primer lugar, para el BRM, la propiedad espectral P(s) se ha caracterizado en
la literatura mediante la distribucién de Brody, dada por la ecuacion [92]

P(s) = (¢ + )acs® exp (—acs*™) | ac = {F <ﬁ>} ; (2.7)
donde ( es conocido como el parametro de Brody y depende del ancho de banda, b. Por
lo que en el limite, cuando b = N(esto es, matrices pertenecientes al GOE) se tiene
que ¢ = 1, y la distribuciéon de Brody se reduce a

s v
PDWD(S) = ? exp <—ZSQ> s (28)
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Figura 2.4: Distribucion de las diferencias de niveles consecutivos para 8 valores de banda
para una matriz de tamafio 1000 x 1000. La linea s6lida negra representa el ajuste numérico
hecho con la distribucion de Brody [ver ec.(2.7)], y ¢ el parametro de Brody obtenido para
cada histograma. Las lineas punteadas verde y roja son las distribuciones de Poisson y Wigner-
Dyson, respectivamente. Cada histograma se construyé utilizando 5 x 10° datos.

a esta expresion se le conoce como la distribuciéon de Wigner-Dyson [2], y corresponde
a un régimen caotico. Por otro lado, cuando b = 1 (es decir, cuando se tienen matrices
pertenecientes al PE) entonces ( = 0, y la distribucion (2.7) toma la forma de la
distribucion de Poisson

Fop(s) = exp (—s) , (2.9)

esta distribucion corresponde a regimenes de funciones propias localizadas y, por lo
tanto, a un espectro de energia completamente descorrelacionado.

En general, para cualquier histograma de diferencias de niveles consecutivos
del BRM, es posible determinar el parametro ¢ de la ecuacién (2.7) mediante un
ajuste numeérico. Un ejemplo de este ajuste se muestra en la Figura 2.4, en la cual
presentamos las distribuciones que forman los histogramas de las diferencias de
niveles consecutivos para 8 valores diferentes de banda de un ensamble de matrices
de tamano 1000 x 1000 perteneciente al BRM (considerando tinicamente los valores
propios en el intervalo [N/4,3N/4], ya que es la region que se utilizo para normalizar
el espectro), donde la linea negra solida representa el ajuste hecho con la ecuacion (2.7)
a los histogramas para obtener (. Asimismo, en esta figura se aprecia claramente la
transicion que ocurre en las distribuciones a medida que el valor de b aumenta, pasando
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Figura 2.5: (a) Parametro de Brody, (, en funcién del ancho de banda, b. (b) ¢ como funcién
del pardmetro universal, z. Cada ( fue calculado para un ensamble de 100 matrices de N x N,
con N = 1000, 500, 250.

de un régimen no caético (descrito por la distribucion de Poisson, y representada
con una linea roja discontinua) a uno caético (descrito por la distribuciéon de Wigner-
Dyson, y representada por una linea verde discontinua).

Por lo anteriormente presentado, para el BRM podemos calcular ¢ como funciéon
de b para ensambles de diferentes tamarfios de matrices. Por ello, en la Figura 2.5(a)
mostramos el parametro de Brody en funcion del valor de la banda para 3 ensambles
de matrices de tamarfio /N X NV, con N = 1000, 500 y 250. Se puede observar como para
cada valor de N el comportamiento de parametro de Brody es similar, simplemente
las curvas se desplazan hacia la derecha conforme el valor N aumenta.

Por otro lado, con la finalidad de realizar una comparacioén con el parametro de
Brody vs. b, construimos los graficos de los promedios estadisticos de cada una de las
propiedades espectrales y de autofunciones restantes (S, IPR, r¢ y rr) como funcion
del ancho de banda b para 3 ensambles de matrices de tamafno N x N, con N = 1000,
500 y 250. Ademas, convenientemente realizamos una normalizacion a los promedios
estadisticos de las propiedades, tomando como referencia los valores reportados de
los casos limite del BRM (PE y GOE), de la siguiente forma

®) = 2

Seon , (2.10)

N <IPR> — IPRpg
IP = 2.11
< R> IPRcor — IPRpg ’ ( )
<T(C> — M ’ (2.12)

"Coor ~ "Cp

11
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(Tr) = k) = gy : (2.13)
"Rgor — "Rpg
donde Sgor ~ In(N/2.07), IPRpe = 1, IPRgor ~ N/3 [89], rcp, =~ 0.5 [79],
Teoop & 0.5688 [79], Trpy &~ 0.38 [90], rrgp ~ 0.5359 [90]. De esta forma, todas
estas propiedades toman valores en el intervalo [0, 1].

Entonces, en las Figuras 2.6(a)-2.6(d) presentamos, respectivamente, las cantidades
promedio normalizadas (S), (IPR), (f¢) y (Fg) como funcién del parametro b (para los
promedios (rg) y (rc) solo se ha usado la mitad del espectro, los valores propios que se
localizan entre N /4y 3N /4, pero estadisticamente se ha observado que los promedios
no varian significativamente si usamos o no el espectro completo). Observamos que
las curvas (X) vs. b (donde X representa S, IPR, r¢ o 1) tienen un comportamiento
funcional similar (estas se desplazan hacia la izquierda conforme N disminuye) a las

de las curvas ¢ vs b, ver Figura 2.5.

2.2.2. Parametro universal de escalamiento para el BRM

El escalamiento de las propiedades espectrales y de funciones propias para el BRM
fue reportado en la referencia [14]; fue encontrado mediante un analisis numérico y
anos después se demostré matematicamente, véase también las referencias [19, 21-23].
Se demostr6 que estas propiedades estan determinadas por la razén

T =—, ¥>> N, 2.14
especificamente se encontré que las propiedades de las funciones propias del modelo
BRM, caracterizadas por la longitud de localizacion escalada 3 (ver la ecuacion (3.4)
definida mas adelante) se escalan como funcién

Iz

P T

(2.15)

con I' ~ 1. Es relevante mencionar que se ha comprobado la validez del escala-
miento descrito por la ecuacién (2.15) cuando el parametro de escala = se define
adecuadamente, aplicandose tanto al modelo del rotor pateado [24, 93, 94] (un sistema
cuantico-cadtico con matriz hamiltoniana aleatoria) como al modelo unidimensional
de Anderson y al modelo de Lloyd [95].

La ecuacion (2.14) es conocida en la literatura como el parametro universal de
escalamiento del BRM, e implica que existe una combinacion infinita de valores N y
b para un solo valor fijo de la ecuacion (2.14). Por lo que para verificar esta idea, en

12



2.2. Ensamble de matrices aleatorias de banda

la Figura 2.5(b) presentamos el parametro de Brody ¢ cémo funcion del parametro
universal x y también en las Figuras 2.6(e)-2.6(h) presentamos las cantidades promedio

normalizadas (X) como funcion de x y observamos como todas las curvas (X) vs. 2y ¢
vs. T colapsan en una sola, comprobando asi claramente la validez de la ecuacion (2.14).

En conclusion, dado que estudiar la propiedad espectral P(s) puede ser un proceso
laborioso y complejo (como se mostré para el modelo BRM), usaremos Gnicamente la
cantidad rg para estudiar los espectros reales y ordenados del modelo central de esta
tesis.

Hasta ahora, hemos logrado estudiar y replicar exitosamente los resultados relacio-
nados con el analisis de escalamiento de las propiedades espectrales y de autofunciones
del BRM previamente publicados en la literatura [2, 14, 66, 78, 89-92]. Este proceso
no solo nos ha permitido validar y calibrar nuestros programas computacionales,
asegurando la precision de los resultados que presentaremos en el proximo capitulo,
sino que también nos ha proporcionado un entendimiento mas profundo de la razén
b?/N. Este entendimiento es esencial para aplicar dicha razén, junto con las cantidades
espectrales y de autofunciones (especificamente S, IPR y r¢ ) introducidas en este
capitulo, en los siguientes modelos presentados en esta tesis, que seran discutidos en
los siguientes capitulos.
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Figura 2.6: (a) (S), (b) (IPR), (c) (Tc) y (d) (¥r) en funcién del ancho de banda b para el
ensamble de matrices aleatorias de banda. (e) (S), (f) (IPR), (g) (Fc) y (h) (Fg) en funcién
del parametro universal x. En cada grafico se us6 un ensamble de 100 matrices de tamafo
N x N, con N = 1000, 500, 250.

14



CAPITULO

Ensamble de matrices aleatorias
hermiticas de banda diluida

En este capitulo introducimos un nuevo modelo, el ensamble de matrices aleatorias
hermiticas de banda diluida (HdBRM, por sus siglas en inglés), que es un refinamiento
del modelo BRM. Especificamente, estudiamos y replicamos los resultados del esca-
lamiento de la longitud de localizacién normalizada entropica reportados en [67].
Como complemento a nuestra investigacion principal, exploramos el escalamiento
de otras propiedades estadisticas promedio normalizadas ((IPR), (f¢) y (Tg)). Esta
exploracion fue motivada por la falta de registros del escalamiento de estas cantidades
en la literatura.

3.1. Definicion del modelo HIBRM

El modelo HABRM se define incorporando la escasez, representada por el parametro
«, en el modelo BRM de la siguiente manera: Partiendo del modelo BRM hacemos
cero aleatoriamente algunos elementos de la banda b fuera de la diagonal (un ejemplo
de esto es la ecuacion (3.1)), de esta forma « denota el porcentaje de elementos no
nulos en la banda [67] y fuera de la diagonal.
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De acuerdo a esta definicion, se obtienen matrices aleatorias diagonales cuando
a = 0, mientras que se recupera el modelo BRM para o = 1. En consecuencia, los
limites del modelo HABRM coinciden con los del BRM: el modelo PE parab =1 o

a = 0y el modelo GOE para b = N con a = 1.
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Figura 3.1: Representacion comparativa de seis valores distintos de banda b para una matriz
de tamario 1000 x 1000 con o« = 0.4, mostrando la influencia de « en la estructura de la
matriz para diferentes valores de b.

Con el fin de complementar esta definicion, en la Figura 3.1 mostramos una
visualizacion de un conjunto de 6 valores de banda de una matriz de tamarfio 1000 x
1000 con o = 0.4; la regidén azul representa los elementos no nulos de la matriz. Si
esta figura la comparamos con la Figura 2.3, observamos que la escasez o implica una
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menor saturacion de color y, por lo tanto, una menor concentraciéon de elementos no
nulos.

3.2. Longitud de localizacién entropica escalada del
HdBRM

Previamente, para el analisis de las propiedades espectrales y de autofunciones
del HABRM, inspirados en trabajos de analisis de escalamiento del modelo BRM [14-
17, 19, 21, 24, 26, 28], los autores de la referencia [67] propusieron estudiarlas en
funcion del parametro

r = b%/N , beg = b, (3.2)

donde el ancho de banda efectivo, b.g, del modelo HIBRM es, en analogia con el ancho
de banda b del BRM, el nimero promedio de elementos diferentes de cero por cada
fila de las matrices del ensamble.

Entonces, para estudiar las cantidades de este modelo, especificamente la entropia
de Shannon, recurrimos a la llamada longitud de localizacion entrépica, tal como lo
hicieron los autores en [67]. Esta se define mediante la expresion [94]

ln = Nexp[— (Scor — (9))] , (3.3)

donde Sgor &~ In(N/2.07). Bajo esta definicion, cuando o = 0 0 b = 1, los vectores
propios del HABRM tienen una tnica componente no nula con magnitud unitaria, lo
que resulta en (S) = 0 y una longitud de localizacién ¢, constante, cercana a 1. Por
otro lado, al considerar « = 1y b = N, se restablece el comportamiento del GOE y
(S) alcanza el valor de Sgog; esto indica que los vectores propios caéticos del HIBRM
se distribuyen entre los N estados base disponibles, resultando en una longitud de
localizacién ¢ que es aproximadamente igual a V.

En particular, el escalamiento de ¢ fue estudiado en [67] a través de la longitud
de localizacion entropica escalada

B =IN/N, (3.4)

que toma valores en el rango (0, 1]. Esta cantidad varia de cero, para estados comple-
tamente localizados, a uno, para estados completamente extendidos, esto nos permite
relacionar, cuantitativamente, las propiedades estadisticas de los espectros con la
estructura cadtica de las funciones propias [94].

Por consiguiente, en la Figura 3.2(a) presentamos numéricamente /3 como funcién
del parametro x (ver ecuacion (3.2)) para un ensamble de matrices aleatorias hermiticas
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3.3. Escalamiento de la funciéon longitud de localizaciéon entropica escalada del
HdBRM

de banda diluida. Observamos que las curvas de (3 vs.  tienen una forma funcional
similar a las curvas del modelo BRM (Figura 2.6(a) que corresponden a o = 1).
Adicionalmente, presentamos en la Figura 3.2(b) el logaritmo de 5/(1 — /) como
funcion de In(x). Cabe destacar que en esta representacion logaritmica, se observa
que en ciertas regiones, las curvas muestran un comportamiento lineal, lo cual resulté
ser muy util para determinar el escalamiento del modelo HdBRM [67].

3.3. [Escalamiento de la funcion longitud de
localizacion entropica escalada del HIBRM

Asi pues, estudios numéricos mostraron que las propiedades de funciones propias,
especificamente [, para el modelo HIBRM escalan como [67]

8= (3.5)

con
z* =z’ | (3.6)

donde z es la expresion (3.2), v y ¢ son valores cercanos a uno que dependen de «.
La deduccion de este escalamiento se basa en la observacion de que las curvas de
In[B/(1 — B)] vs. In(x) en el rango In[3/(1 — B)] = [—2, 2] de la Figura 3.2(b) tienen
un comportamiento de lineas rectas, como se menciond anteriormente. Ademas, estas
lineas rectas tienen una pendiente que varia segtin el parametro «. Esto sugiere que
la ley de escalamiento de estas curvas puede ser caracterizada por

B =z’ | (3.7)

1—-p

que permite escribir la funcion de escalamiento siguiente

m:x; xt=yx°, (3.8)

la cual es equivalente a la ecuacion (3.5).

Por lo que, para obtener el comportamiento de los pardmetros vy y ¢ de la ecuacion
(3.6) en funcién de «, realizamos ajustes lineales de las curvas In[3/(1 — )] vs. In(x)
para valores de « en el rango de (0, 1] con un paso de 0.05 (observar, por ejemplo,
el ajuste marcado por lineas solidas verdes en el recuadro de la Figura 3.2(b), el cual
se aplica a las curvas asociadas a @ = 0.6, 0.8 y 1). Como resultado, en el recuadro
superior de la Figura 3.2(c), mostramos la variacion de la potencia ¢ respecto a la
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HdBRM
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Figura 3.2: (a) Longitud de localizacion escalada de las autofunciones /3 en funcion de z =
bgff/N , bef = ab, para el ensamble de matrices aleatorias hermiticas de banda diluida. Se
emplean varias combinaciones de (b, V). Las lineas negras discontinuas en  ~ 0.12y 3 ~
0.88 se muestran como referencia, para mejor entendimiento consultar el texto. (b) Logaritmo
de 3/(1—p3) como funcién de In(x). Recuadro: Ampliacién en el rango In[3/(1— )] = [-2, 2]
incluyendo datos para @ = 0.6, 0.8 y 1. Las lineas discontinuas verdes son ajustes de los
datos con la ecuacion (3.7). (c) Logaritmo de 3/(1 — (3) como funcion de In(z*)[ver Ec. (3.8)].
Recuadro superior: Potencia ¢, resultante de los ajustes de las curvas In[3/(1 — 5)] v. In(z)
en el rango In[5/(1 — B)] = [-2, 2] con la Ec. (3.7), como funcién de «. Recuadro inferior:
Ampliacion del rango In[3/(1 — )] = [—2, 2] que incluye curvas para « € [0.5, 1] en pasos
de 0.05. Las lineas color cian discontinuas en el panel principal y en el recuadro inferior son
la Ec. (3.8). (d) 8 en funcién de x*. Recuadro: Datos para o € [0.5, 1] en pasos de 0.05. Las
lineas color cian discontinuas en el panel principal y en el recuadro son la Ec. (3.5).

escasez . Se observa como ¢ tiene una disminucién no lineal a medida que v aumenta,
esto a partir de o = 0.1.

Finalmente, en la Figura 3.2 (c) presentamos nuevamente los datos para In[3/(1 —
)] pero ahora como funcién de In(z*), confirmando la validez del escalamiento de la
ecuacion (3.8). Observamos que el colapso de las curvas cuando se usa la ecuacion (3.8)
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es excelente en el rango In[3/(1 — )] = [-2,2] para @ > 0.5, como se muestra
en el recuadro inferior de la Figura 3.2(c), este rango corresponde a los valores de
[ ~ [0.12,0.88], cuyos limites son presentados como lineas negras discontinuas en el
grafico de la Figura 3.2(a). Asimismo, en la Figura 3.2(d) mostramos el comportamiento
de B como funcion de z*, nuevamente observamos cémo las curvas colapsan en una
sola, incluso, este escalamiento sé extiende mas alla del rango /5 ~ [0.12, 0.88] donde
se ha demostrado la validez de la ecuacion (3.7). Nuevamente, el colapso de los datos
numéricos utilizando la ecuacion (3.5) es notablemente bueno para o > 0.5, como se
muestra en el recuadro de la Figura 3.2(d). Es importante mencionar que todos los
datos de la Figura 3.2 fueron reportados en [67].

3.4. Escalamiento de las propiedades espectrales y
de autofunciones del HIBRM

Ahora, para complementar el estudio de las propiedades espectrales y de autofun-
ciones del modelo HdBRM, analizamos el escalamiento de estas propiedades a través
de los promedios estadisticos normalizados: (IPR), (fc) y (Tr), ver ecuaciones (2.11),
(2.12) y (2.13), respectivamente. Esto con el fin de comparar estas cantidades con f.

En las Figuras 3.3(a)-3.3(c) presentamos los promedios estadisticos normalizados
(IPR), (¢) y (Tr), respectivamente, como funcién de = para el HdBRM. Observamos
que el comportamiento de las curvas (X) vs. x presentadas en las Figuras 3.3(a)-3.3(c)
es similar al de las curvas 3 vs. x de la Figura 3.2(a). Las curvas de <7> vS.  muestran
formas funcionales similares aunque claramente afectadas por la escasez a, esto es,
para un x fijo, cuanto menor sea el valor de & mayor sera el valor de <7> Aqui, X
representa IPR, r¢ y rg. Dada esta similitud, nosotros formulamos la hipotesis de
que el parametro z* de la ecuacién (3.5) que escala a  también debe escalar a las
cantidades (X), o en otras palabras, los mismos valores § y 7y que resultan del ajuste
de las curvas 3 vs. z con la ecuacidn (3.8), y que son usados en las curvas escaladas [
vs. ¥, se pueden usar en el escalamiento de <7> vs. x*. Para verificar esta conjetura,
en las Figuras 3.3(d)-3.3(f) presentamos nuevamente los datos de (IPR), (7¢) y (Tr),
respectivamente, pero ahora como funcién de x*. Debido a que las curvas (X) vs. z*
colapsan en una sola, principalmente para o > 0.5 (ver recuadros de las Figuras 3.3(d)-
3.3(f)), podemos concluir que z* escala a (IPR), (T¢) y (Fg) tan bien como lo hace
con f3. De igual forma, en la Figura 3.3 podemos observar otro comportamiento
interesante: las curvas espectrales (T¢) vs. 2* y (Tr) vs. 2* estin por encima de la
curva resultante de la ecuacion (3.5) (representada como lineas discontinuas de color
cian en los recuadros). Esto indica que las propiedades espectrales del modelo HdBRM

convergen mas rapidamente al limite GOE que las propiedades de las autofunciones.
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Figura 3.3: (a) (IPR), (b) (Fc) y (c) (Fr) en funcién de z para el ensamble de matrices
aleatorias hermiticas de banda diluida. (d) (IPR), (e) (F¢) y (f) (Fr) en funcién de z*. Los
recuadros (d-f) corresponden a los datos numéricos para a € [0.5, 1] con un paso de 0.05. Las
lineas discontinuas color cian son la ecuacion (3.5).

Ademas, sorprendentemente, <ﬁ> sigue aproximadamente la misma ley de escala

que f:

*

x
1+ %
como se observa en el recuadro de la Figura 3.3(d).

(IPR) ~ (3.9)
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Figura 3.4: Graficos de dispersion entre 3, (IPR), (T¢), y (Tr) para el ensamble de matrices
aleatorias hermiticas de banda diluida. Los coeficientes de correlaciéon de Pearson son reporta-
dos en el panel correspondiente.

Por ultimo, al examinar detenidamente las Figuras 3.2 y 3.3, resulta evidente que
existe una alta correlacion entre todas estas cantidades (3, (IPR), (Tc), y (Tr)). Esta
correlacion significativa se destaca en la Figura 3.4, donde se muestran los graficos
de dispersion entre estas variables para el ensamble HIBRM, considerando valores
distintos de «v. Para cuantificar la correlacion entre estas cantidades, hemos calculado,
para cada curva, el coeficiente de correlacion de Pearson, p, y resulta ser cercano a
uno en todos los casos. Estos valores son reportados en los paneles de los subgraficos
correspondientes de la Figura 3.4.

En resumen, hemos logrado replicar exitosamente los resultados previamente
publicados en la literatura [48, 67], y adicionalmente hemos probado numéricamente
que los promedios estadisticos normalizados (IPR), (Tc) y (Tr) se escalan con el
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3.4. Escalamiento de las propiedades espectrales y de autofunciones del HdBRM

mismo parametro x* con el que escala [ (siendo estos hallazgos originales de esta
tesis).
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CAPITULO

Ensamble de matrices aleatorias no
hermiticas de banda diluida

En este capitulo, introducimos y analizamos el escalamiento de la longitud de
localizacion entrépica escalada [3 y, al igual que en el capitulo anterior, estudiamos el
escalamiento de los promedios estadisticos normalizados de otras propiedades espec-
trales y de autofunciones ((IPR) y (T¢)) en un nuevo modelo: el ensamble de matrices
aleatorias no hermiticas de banda diluida. Simultaneamente, presentamos y exami-
namos el escalamiento de una nueva propiedad espectral: la razon de las diferencias
de niveles consecutivos de valores singulares ((Tsy)) [96]. Esta cantidad representa
una nueva alternativa para estudiar los valores propios de matrices no hermiticas,
ampliando asi nuestro entendimiento sobre su comportamiento y propiedades.

4.1. Definicion del modelo nHdBRM

Inspirados por posibles aplicaciones en fisica no hermitica, introducimos el en-
samble de matrices aleatorias no hermiticas de banda diluida (nHdBRM, por sus siglas
en inglés), siendo este una version no hermitica del modelo HdBRM. Este modelo
lo definimos como un conjunto de matrices reales y no simétricas (matrices nH) de
tamafio N x [V, cuyas entradas a;; son variables aleatorias Gausianas independientes
con media cero y varianza 1 + 5@%3’ si |z —J | <by a;; = 0 en caso contrario, ademas,
algunos de los elementos no diagonales de la matriz pertenecientes al ancho de banda,
b, se fijan aleatoriamente en cero de forma que la escasez, o, se define como la fraccion
de N (b — 1)/2 elementos diferentes de cero fuera de la diagonal. De acuerdo a esta
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4.2. Longitud de localizacion entropica escalada del nHdBRM

definicion, obtenemos el ensamble de matrices diagonales (PE) para o = 0, mientras
que el ensamble real de Ginibre (RGE) lo recuperamos paraa = 1y b= N.

4.2. Longitud de localizacion entropica escalada del
nHdBRM

Entonces, para el andlisis de las propiedades espectrales y de autofunciones del
nHdBRM, inspirados en trabajos de analisis de escalamiento del modelo BRM [14-
17, 19, 21, 24, 26, 28] y el modelo (HABRM) [67], proponemos estudiarlas en funcion
del parametro x = b%;/N (ver la ecuacion (3.2)).

Y nuevamente, para estudiar el escalamiento de la entropia, hacemos uso de la
llamada longitud de localizacion entropica que, para este modelo, se define como [94]

Iy = Nexp[— (Sree — (59))] , (4.1)

donde Sgpgg =~ In(N/1.56) [79], que se utiliza aqui como referencia, es el promedio de
la entropia de las funciones propias del RGE. Con esta definicion para S, cuando o = 0
o b = 1, las matrices nH se convierten en matrices aleatorias reales y diagonales (esto
es, matrices pertenecientes al PE) y las correspondientes autofunciones solo tienen
una componente no nula y de magnitud uno; asi (S) = 0y ¢y = 1. Por el contrario,
cuando @« = 1y b = N recuperamos el RGE y (S) = Sggg por lo que las autofunciones
completamente cadticas se extienden sobre los NV estados base disponibles y ¢/ ~ N.

Aqui, al igual que en los estudios de los modelos BRM y HdBRM, buscaremos
el escalamiento de la longitud de localizacion entrépica del nHdBRM a través de la
longitud de localizacion escalada

In
B=, )

que toma valores en el rango (0, 1]. La razon principal de usar esta normalizacién
es que, como se mencion6 anteriormente en la secciéon 3.2, nos permite relacionar
cuantitativamente las propiedades estadisticas de los espectros con la estructura
cadtica de las funciones propias.

4.3. Escalamiento de la longitud de localizacion
entropica escalada del nHdBRM

En la Figura 4.1(a) graficamos 3 como funcién de x = 0%/N, con b.g = ab, para
el ensamble de matrices nH caracterizadas por la escasez a. Se observa que las curvas
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4.3. Escalamiento de la longitud de localizacion entropica escalada del nHdBRM

de 3 vs. x muestran formas funcionales similares, sin embargo, estan claramente
afectadas por la escasez «. Es decir, para una z fija, cuanto menor sea o mayor sera el
valor (. Este panorama es equivalente al del modelo reportado en la referencia [67], y
el cual fue presentado en el capitulo 3. Ademas, en la Figura 4.1(b) el logaritmo de
B/(1—p) como funcién de In () también es presentado. La cantidad 3/(1— ) fue muy
util en el estudio del escalamiento de las propiedades espectrales y de autofunciones
del modelo BRM [14, 19] porque /(1 — /) & z, que es equivalente al escalamiento
descrito por la ecuacion (2.15), esto implica que una curva de In[3/(1 — )] vs. In (x)
es una recta con pendiente unitaria. Aunque esta afirmacion era valida para el modelo
BRM en una amplia gama de parametros (es decir, para In[5/(1 — )] < 2), no es
posible aplicarla al modelo nHdBRM; véase la Figura 4.1(b). De hecho, en esta figura
observamos que las gréficas de In[5/(1 — )] vs. In (z) son lineas rectas (en un amplio
rango de ) con una pendiente que depende (ligera, pero perceptiblemente) de la
escasez o. En consecuencia, ponemos a prueba la ley de escala (analogamente al
analisis hecho por los autores de la referencia [67] para el modelo HIBRM)

B
-5 vz’ (4.3)
que es equivalente a
5
yT
b=11"% gl (4.4)

donde v y ¢ dependen de a.

La ecuacion (4.3) describe adecuadamente nuestros datos, especialmente dentro
del rango In[5/(1 — 8)] = [—2, 2|, como se ilustra en el recuadro de la Figura 4.1(b),
donde presentamos los datos numéricos para a = 0.6, 0.8 y 1. Ademas, hemos incluido
ajustes (representados por lineas verdes discontinuas) utilizando la ecuacion (4.3).
Es importante destacar que el intervalo In[3/(1 — )] = [—2, 2] abarca un rango
significativo de valores de 3 (aproximadamente 5 ~ [0.12, 0.88]), cuyos limites estan
marcados con lineas negras horizontales discontinuas en la Figura 4.1(a). También
observamos que la potencia d, derivada de los ajustes de los datos utilizando la ecuacion
(4.3), es aproximadamente igual a uno para todos los niveles de escasez considerados
en este estudio; véase el recuadro superior de la Figura 4.1(c).

Por lo tanto, a partir del analisis del comportamiento de los datos de las Figu-
ras 4.1(a) y 4.1(b), podemos escribir una funcion universal de escalamiento para la
longitud de localizacién entrdpica escalada 3 del modelo nHdBRM como

=a", z* =2’ . (4.5)

b
15
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4.3. Escalamiento de la longitud de localizacion entropica escalada del nHdBRM
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Figura 4.1: (a) Longitud de localizacion escalada de las autofunciones /3 en funcion de z =
bgff/N , bett = ab, para el ensamble de matrices aleatorias no hermiticas caracterizadas por
la escasez a.. Se emplean varias combinaciones de (b, V). Las lineas negras discontinuas en
B~ 0.12 y B ~ 0.88 se muestran como referencia, para mejor entendimiento consultar el
texto. (b) Logaritmo de 3/(1 — /3) como funcién de In(x). Recuadro: Ampliacién en el rango
In[3/(1— )] = [-2, 2] incluyendo datos para & = 0.6, 0.8 y 1. Las lineas discontinuas verdes
son ajustes de los datos con la ecuacion (4.3). (c) Logaritmo de 3/(1 — ) como funcién de
In(z*)[ver Ec. (4.5)]. Recuadro superior: Potencia ¢, resultante de los ajustes de las curvas
In[3/(1 — )] vs. In(x) en el rango In[5/(1 — B)] = [-2, 2] con la Ec. (4.3), como funcién de
. Recuadro inferior: Ampliacién del rango In[3/(1 — 3)] = [—2, 2] que incluye curvas para
a € [0.5,1] en pasos de 0.5. Las lineas color cian discontinuas en el panel principal y en el
recuadro inferior son la Ec. (4.5). (d) 8 en funcién de z*. Recuadro: Datos para « € [0.5, 1] en
pasos de 0.05. Las lineas color cian discontinuas en el panel principal y en el recuadro son la
ecuacion (4.6).

Entonces, para validar la ecuacion (4.5), en la Figura 4.1(c) presentamos nuevamen-
te los datos para In[3/(1 — )] mostrados en la Figura 4.1(b), pero ahora como funcién
de In(z*). En esta se observa que las curvas para diferentes valores de « caen por
encima de la ecuacion (4.5) para un amplio rango de la variable =*. Especificamente,
el colapso de los datos numéricos en la parte superior de la ecuacion (4.5) es excelente
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4.4. Razon de las diferencias de niveles consecutivos de valores singulares

en el rango In[3/(1 — B)] = [—2, 2] para a > 0.5, como se muestra en el recuadro
inferior de la Figura 4.1(c).

Por ultimo, reescribimos la ecuacion (4.5) en la equivalente, pero explicita, funcién
de escalamiento para f3:

*

x

p= 1+
Y en la Figura 4.1(d) confirmamos la validez de la ecuacion (4.6). Es importante destacar
que el escalamiento universal descrito por la ecuacion (4.6) se extiende mas alla del
rango [ ~ [0.12, 0.88], para el cual la ecuacion (4.3) ha demostrado ser valida, véase
el panel general de la Figura 4.1(d). Ademas, se nota un notable colapso de los datos
numéricos en la parte superior de la ecuacion (4.6), especialmente para valores de
a > 0.5, 1o cual se evidencia en el recuadro de la Figura 4.1(d).

(4.6)

Ahora, previo a analizar el escalamiento de las propiedades espectrales y de
autofunciones restantes del nHdBRM, introducimos en la siguiente seccién una nueva
cantidad espectral para caracterizar matrices no hermiticas.

4.4. Razon de las diferencias de niveles consecutivos
de valores singulares

Recientemente, la estadistica de valores singulares (SVS) ha sido presentada como
una herramienta de RMT capaz de caracterizar el espectro de ensambles de matrices
aleatorias no hermiticas [96], asi como para identificar la transicion de deslocalizacion
en sistemas de muchos cuerpos no hermitianos [97] y modelos de redes dirigidas [82].
Entonces, también utilizamos SVS en esta tesis para caracterizar las propiedades es-
pectrales del modelo nHdBRM. Este método consiste en: dada una matriz no hermitica
nH, se introduce una matriz Hermitizada

. { 0 nH}’ ~ (nH)(nH)' 0 47)

H? =
nH' 0 0 (nH)T(nH) |

Por ende, los valores singulares (SV) de H son los valores propios de \/(nH)(nH)T y

(nH)(nH), y coinciden con los valores singulares de nH. Por tanto, la estadistica
de valores singulares de matrices no hermiticas nH se reduce a la de las correspon-
dientes matrices hermiticas H. Entonces, caracterizamos las propiedades espectrales
de la siguiente forma: Dados los valores singulares reales ordenados de la matriz
no hermitica nH, s; > sy > --- > sy, calculamos la razén de las diferencias de
los niveles consecutivos de valores singulares rgy, donde la razén i-ésima esta dada
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4.4. Razon de las diferencias de niveles consecutivos de valores singulares

I
2
X

Figura 4.2: (a) (IPR), (b) (F¢) vy (c) (Fsy) en funcién de = para el ensamble de matrices
aleatorias no hermiticas de banda diluida. (d) (IPR), (e) (¥c) y (f) (Fsy) en funcién de z*. Los
recuadros (d-f) corresponden a los datos numéricos para a € [0.5, 1] con un paso de 0.05. Las
lineas discontinuas color cian son la ecuacion (4.6).

por [96]
min(SiJrl — 54, S — 3171)

Tgy = . 4.8
sV maX(SH_l — 84, 8; — si—l) ( )

cuyo significado es analogo al de la expresion (2.5).
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4.5. Escalamiento de las propiedades espectrales y de autofunciones del nHdBRM

4.5. Escalamiento de las propiedades espectrales y
de autofunciones del nHdIBRM

Ahora, para complementar el analisis de las propiedades espectrales y de auto-
funciones del modelo nHdBRM, estudiamos el escalamiento de estas propiedades a
través de los promedios estadisticos de la razén inversa de participacion ((IPR)), de
la razén de las diferencias de los niveles proximos y los siguientes mas proximos
({(rc)), y de la razdn de las diferencias de niveles consecutivos de valores singulares
({rsv)), ver ecuaciones (2.2), (2.6) y (4.8). Ademas, normalizamos convenientemente
estos promedios; usando como referencia los casos limite del modelo nHdBRM (PE y
RGE), de la siguiente manera:

(IPR) — IPRpg
IPRpcr — IPRpg |

(IPR) = (4.9)

(Tc) = Are) Zrees (4.10)

TCrer — TCpe

(Fev) = {rov) = rove , (4.11)
TSVrae — TSVeg

donde IPRpg = 1, IPRrgr = N/2.04 [80], rc,, =~ 0.5 [66], ey, ~ 0.737 [79],
Tsvpg ~ 0.38 [90] y Tsvpgs & 0.5359 [90]. De esta forma todos ellos toman valores
en el intervalo [0, 1], esto con el fin de hacer una comparacion directa con £.

En las Figuras 4.2(a)-4.2(c) graficamos los promedios estadisticos normalizados
(IPR), (Fc) y (Tsv), respectivamente, como funcién de = para el nHdBRM caracteri-
zado por la escasez a. El panorama mostrado en las Figuras 4.2(a)-4.2(c) para <ﬁ>,
(Tc) y (Tsv) es equiparable al que se observa para (3 en la Figura 4.1(a): Las curvas de
<7> vs.  muestran formas funcionales similares aunque claramente afectadas por la
escasez a. Aqui, Z representa IPR, 7¢ y rsy. Ademas, para un z fijo, cuanto menor sea
el valor de o mayor ser4 el valor de <7> Estas observaciones nos permiten suponer,
tal cual como lo hicimos con el modelo HABRM, que el parametro de escala z* de (3
también puede servir como parametro de escala de <7> (esto es, los mismos valores d
y v que resultan del ajuste de las curvas 3 vs. x con la ecuacion (4.5) y que son usados
en las curvas escaladas [ vs. x*, se pueden usar en el escalamiento de <7> vs. ).

Para verificar esta hipoétesis, en las Figuras 4.2(d)-4.2(f), graficamos nuevamente
<IPR>, (Tc) y (Tsv), respectivamente, pero ahora como funcién de z*. Y efectivamente,

dado que las curvas (Z) vs. 2* caen una sobre otra, principalmente para o > 0.5,
véanse los recuadros correspondientes, concluimos que efectivamente =* escala las
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4.5. Escalamiento de las propiedades espectrales y de autofunciones del nHdBRM

cantidades <ﬁ> (Tc) y (Tsy) correctamente tal como lo hace con 5. Asimismo, en la
Figura 4.2 observamos que las curvas (7¢) vs. 2* y (Fgy) vs. £* estin por arriba de la
curva color cian correspondiente a la ecuacion (4.6). Esto significa que las propiedades
espectrales en funcion de x* del modelo nHdBRM se aproximan mas rapido al limite
RGE que las propiedades de autofunciones. También observamos que las curvas <ﬁ>
vs. x*, al estar por debajo de la ecuacion (4.6), tardan mas en llegar al limite RGE que
las curvas 3 vs. x*.

Por ultimo, de las Figuras 4.1 y 4.2 resulta evidente que existe una alta correlacion
entre todas estas cantidades (3, <ﬁ>, (Tc), v (Tsv)), al igual que en el modelo
HdBRM. Por lo tanto, en la Figura 4.3 presentamos graficos de dispersion entre
B, (IPR), (rc) y (Tsv) para el nHdBRM considerando valores distintos de «. Para
cuantificar la correlacion entre estas cantidades, hemos calculado, para cada curva, los
coeficientes de correlacién de Pearson, p, y resulta ser cercano a uno en todos los casos.
Estos valores son reportados en los paneles de los subgraficos correspondientes de la
Figura 4.3. Notablemente, observamos menores correlaciones entre las propiedades de
autofunciones (esto es, 3 vs. (IPR)) y cantidades espectrales (esto es, (Tc) vs. (Tsy))
del modelo nHdBRM en comparacion con las cantidades del modelo HIBRM.
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Figura 4.3: Gréficos de dispersion entre 8, (IPR), (Fc), y (Fsv) para el ensamble de matrices
aleatorias no hermiticas de banda diluida. Los coeficientes de correlacion de Pearson son
reportados en el panel correspondiente.
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CAPITULO

Conclusiones

En esta tesis, se realizd un estudio numérico del escalamiento de las propiedades
espectrales y de autofunciones del ensamble de matrices aleatorias no hermiticas de
banda diluida (nHdBRM). En general demostramos que la longitud de localizacion
escalada () y los promedios estadisticos normalizados relacionados con: la razon de
participacién inversa ((IPR)), la razén de las diferencias de los niveles préximos y
los siguientes mas proximos de valores propios ((Tc)) y la razén de las diferencias de
niveles consecutivos de valores singulares ({Tsy)), escalan con el mismo parametro.

En primer lugar, estudiamos las propiedades espectrales y de autofunciones del
modelo de matrices aleatorias de banda (BRM). Para ello se verificaron los resultados
reportados en las referencias [14-30], donde se demuestran que los promedios esta-
disticos de las propiedades espectrales ({rc) y (rr)) y de autofunciones ((S) y (IPR))
dependen tinicamente de la razén b? /N (ver Figura 2.6), siendo la banda b el nimero
de elementos diferentes de cero por fila de la matriz y N el tamafo de la matriz. Esta
razon es conocida como el parametro universal de escalamiento del BRM. Todo esto se
realizé con dos objetivos: primero, comprender a detalle este parametro para poder
utilizarlo en el modelo nHdBRM; y segundo, calibrar los programas computacionales
para garantizar la veracidad de nuestros resultados.

Después, realizamos un estudio a detalle del escalamiento de las propiedades
espectrales y de autofunciones del ensamble de matrices aleatorias hermiticas de
banda diluida (HdBRM) [67]; ver Capitulo 3. Especificamente, replicamos los resultados
previamente publicados en [67] relacionados con /5 del HIBRM; ver Figura 3.2. Y
mediante extensas simulaciones numéricas, también demostramos que z* funciona
bien como parametro de escalamiento de los promedios estadisticos normalizados
de las propiedades espectrales ((T¢) y (Tr)) y de la otra propiedad de autofunciones
(<ﬁ>), ver Figura 3.3. Asi mismo, para el modelo HIBRM encontramos que <ﬁ{>

33




sigue la misma ley de escalamiento como lo hace f3, ver la ecuacion 3.9 y la Figura 3.3
(d). Adicionalmente, encontramos que todas estas cantidades (£, <IPR>, (Tc) y(Tr))
estan altamente correlacionadas; ver Figura 3.4.

Posteriormente, se realiz6 un estudio numérico del escalamiento de las propiedades
espectrales y de autofunciones del ensamble de matrices aleatorias no hermiticas de
banda diluida (nHdBRM), y demostramos que la longitud de localizacion escalada 3 de
las funciones propias escala, al igual que el modelo HABRM en [67], con el parametro
2*(N, b, ) = v()[b2/N1°@ como 3 = z*/(1 + z*); ver Figura 4.1. Aqui, ber = ab
es la banda efectiva y representa el nimero promedio de elementos diferente de cero
por fila de la matriz, « es la escasez, N es el tamano de la matriz y 7, ~ 1 son los
parametros de escalamiento. Por lo que se puede escribir explicitamente a 5 como

__[(ab)?/NT
R S

(5.1)

Ademas, para el modelo nHdBRM, podemos afirmar lo mismo que para el modelo
HdBRM: el parametro z* es altamente efectivo como parametro de escalamiento de
(IPR), (Tc) y (Tsv) (ver Figura 4.2). Una diferencia a resaltar entre los modelos es que
existe una mejor correlacion entre cantidades espectrales ((Fc) vs. (Fr)) del modelo
HdBRM en comparacién con las cantidades ((Tc) vs. (Fsy)) del modelo nHdBRM.

Finalmente, nos gustaria mencionar que ambas leyes de escalamiento (3.9) y (4.6)
pueden ser escritas en la forma independiente del modelo (para mas informacion
consultar las referencias [19, 95]):

SR S — (5.2)
d(N,b,a)  d(co,b,a) d(N,N,1)° )

En donde, d(N, b, ) = exp[(S(N,b,a))] y d(N, N, 1) = exp[Srce(/N)] (la entropia
de referencia) para el escalamiento (4.6), mientras que d(N, b, o) = (IPR(N, b, a)) y
d(N, N,1) = IPRgoE para el escalamiento (3.9).

De acuerdo con las motivaciones originales que estimularon la introduccion del
ensamble BRM en la Ref.[14], el ensamble nHdBRM con @ = 1 puede servir como un
modelo de referencia para hamiltonianos con banda no hermitianos correspondientes
a sistemas cadticos cuantizados, tales como el rotor pateado no hermitiano [98], o los
alambres de tipo enlace fuerte no hermitianos [99].

Dado que los modelos de matrices aleatorias diluidas pueden utilizarse como mode-
los nulos para redes aleatorias (es decir, las matrices de adyacencia de redes complejas
son, en general, matrices aleatorias diluidas), creemos que el modelo nHdBRM puede
utilizarse para modelar redes aleatorias. Ejemplos especificos son (i) grafos geométri-
cos aleatorios dirigidos (ARGGs) y (ii) redes multicapa aleatorias dirigidas (dARMNss).
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Ambos modelos de red producen matrices de adyacencia no hermitianas diluidas y
con banda que pueden identificarse directamente como matrices del modelo nHdBRM:
Por un lado, dado un dRGG compuesto por N vértices distribuidos aleatoriamente en
el plano, ya que se establece una conexion dirigida entre dos vértices si su distancia
es menor que el radio de conexion L, la matriz de adyacencia no hermitiana corres-
pondiente de tamafio /V tendra una banda diluida de tamarfio b ~ L y una escasez
a =~ (k)/L, siendo (k) el grado promedio de capa del dRGG; ver por ejemplo [80].
Por otro lado, dado un dRMN compuesto por M capas con L vértices cada una, la
matriz de adyacencia no hermitiana correspondiente de tamafio N = M X L tendra
una banda diluida de tamafio b = L y una escasez a ~ (k) /L, siendo (k) el grado
promedio de una capa del dRMN; ver por ejemplo [48]. Para ambos modelos de red,
el conocimiento de 3 podria utilizarse para predecir o disefiar (por ejemplo, ajustar)
las propiedades de transporte de las redes, ya que 5 ~ 0y 3 ~ 1 corresponden a
regimenes de transporte aislante y conductor, respectivamente.

Esperamos que nuestros resultados puedan motivar una aproximacion tedrica del
modelo nHdBRM.
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Here we introduce the non-Hermitian diluted banded random matrix (nHdBRM) ensemble as the set of N x N
real nonsymmetric matrices whose entries are independent Gaussian random variables with zero mean and
variance one if |i — j| < b and zero otherwise, moreover off-diagonal matrix elements within the bandwidth
b are randomly set to zero such that the sparsity « is defined as the fraction of the N(b — 1)/2 independent
nonvanishing off-diagonal matrix elements. By means of a detailed numerical study we demonstrate that the
eigenfunction and spectral properties of the nHdIBRM ensemble scale with the parameter x = y[(ba)*/N1?,
where y, § ~ 1. Moreover, the normalized localization length § of the eigenfunctions follows a simple scaling
law: B =x/(1 + x). For comparison purposes, we also report eigenfunction and spectral properties of the

Hermitian diluted banded random matrix ensemble.

DOI: 10.1103/PhysRevE.110.044124

I. INTRODUCTION

Random matrix (RM) models play a crucial role in the
description of complex systems and complex processes [1].
Originating from the Gaussian Hermitian RM ensembles in-
troduced by Wigner and Dyson [2], RM models have served to
reproduce the statistical properties of energy levels of diverse
complex systems, such as heavy nuclei, quantized chaotic
systems, disordered systems, and random networks [1]. In
fact, RM models are not limited to describe the spectra of
complex systems but also provide insights into a wide range
of matrix-related quantities. In recent years, there has been
a remarkable expansion of RM models to incorporate more
sophisticated ensembles alongside the development of novel
frameworks. Take, for instance, the problem of many-body
localization [3], which exemplifies the advancement of RM
models.

Even at the early years of RM modeling, Wigner himself
foresaw the need for refinements to the original Gaussian
ensembles, recognizing that they lacked certain properties
exhibited by realistic physical systems such as a finite inter-
action range and a mean-field component. To address this, he
proposed the so-called Wigner-banded RM model [4,5] (see
also Refs. [1,6—13]), incorporating elements like a bandwidth
and an increasing diagonal. Indeed, the bandwidth, which
measures the range of interactions, became the cornerstone for
a variety of RM models emerging with distinct applications:
The power-law banded RM model [14,15], for instance, lies
at the heart of simulating the Anderson metal-insulator transi-
tion, while the banded random matrix (BRM) model [16-32]
serves to mimic the behavior of quasi-one-dimensional dis-
ordered wires. The intricacies of many-body interactions in
complex nuclei and many-body systems are also skillfully
tackled through the embedded ensembles [33-35]. Addition-
ally, system-specific RM models [36,37], tailored around
banded Hamiltonian matrices corresponding to quantized
chaotic systems, have also been proposed.
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These illustrations (see also Refs. [1,38-51]), while
far from exhaustive, indicate the wide variety of BRM
models available to address a good number of different
applications.

In addition, the analysis of diluted RM models has attracted
significant interest as well, see, for example, Refs. [52-65].
In this context, we can mention the following models that
include both sparsity and an effective bandwidth, i.e., diluted
BRM models: the Wigner-banded RM model with sparsity
[46,47], diluted power-law RM models [48,49], a diluted
block-banded RM model [50], and the Hermitian diluted
BRM ensemble [66].

It is important to stress that most of the studies men-
tioned above focus on Hermitian RM models even though
the Gaussian non-Hermitian RM ensembles were introduced
already in the sixties by Ginibre [67]. This is relevant because
non-Hermitian RM models may find direct applications in
non-Hermitian physics, also known as non-Hermitian quan-
tum mechanics (see, e.g., Refs. [68,69]), which is a relatively
new field of theoretical physics that challenges the conven-
tional understanding of quantum mechanics by exploring
the mathematical properties of non-Hermitian Hamiltonian
operators. Indeed, non-Hermitian Hamiltonians can arise in
systems such as open quantum systems, optical systems, and
nonlinear systems, see, e.g., Refs. [70,71].

Remarkably, there exist several studies on diluted non-
Hermitian RM ensembles, see, e.g., Refs. [72-82], as well
as a few papers on non-Hermitian banded RM models, see,
e.g., Refs. [82,83]. However, we believe that more detailed
studies of non-Hermitian banded RM models are still needed.
Moreover, since diluted RM models can be used as null
models for random networks (i.e., the adjacency matrices of
complex networks are, in general, diluted random matrices),
we believe that non-Hermitian banded RM ensembles may
be used to model the adjacency matrices of certain types
of directed random networks; that is, those having banded
adjacency matrices.
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