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Resumen

En este trabajo se realiza un analisis tedrico del desplazamiento cuadratico medio orientacional
de un sistema coloidal diluido compuesto por esferas duras con un dipolo puntual incrustado en
su centro de masa. Se emplean dos parametros clave: la densidad reducida p* en el rango de 0.005
a 0.3 y las magnitudes fijas del momento dipolar al cuadrado p*2 = 0.4 y u*? = 4. Para facilitar
el analisis se considera un tiempo adimensional definido como 7 = D,t. Utilizando el formalismo
de Smoluchowski, se calcula el factor de estructura dindmico auto Fg y el desplazamiento cua-
dratico medio rotacional W, en términos de los pardmetros de orden (P;(cosf)) del sistema. Se
encuentra que a mayor concentracion p*, aun tratandose de un sistema diluido, existe un mayor
orden orientacional en el sistema. Se determinan los tiempos de relajacion y se comprueba que, en
el caso del sistema diluido, estos tiempos dependen linealmente de la concentraciéon. La presencia
de interacciones “retrasa” los tiempos de relajacion relevantes (diferencias del orden A1 ~ 107%).
Ademaés, se encuentra que las interacciones también tienen efectos sobre la difusion rotacional a
tiempos cortos puesto que Wy (1) < 47, 7 < 1 para el sistema diluido. Se concluye, entonces, que
la relajacion rotacional del sistema diluido no sigue el comportamiento difusivo de una particula a
tiempos cortos en la escala difusiva. Finalmente, analizando el comportamiento de W, se propone
un rango teorico para los valores del momento dipolar reducido p*? < 18.49 (aproximadamente
2.21 D) en el cual se puede considerar que el sistema sigue siendo diluido.

Palabras clave: Mecénica estadistica, coloide, esfera dura dipolar, relajacién, difusién rota-
cional, pardametros de orden, factor de estructura dindmico auto, desplazamiento cuadratico medio
rotacional, formalismo de Smoluchowski.
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Introduccion

Los sistemas coloides son un tema de gran interés en la fisica de la materia condensada. Este
campo de estudio se enfoca en analizar problemas que involucran sistemas coloidales y encuentra
sus aplicaciones en diversas areas como la industria farmacéutica, la ciencia de alimentos, la fa-
bricacién de dispositivos tecnologicos complejos, la ingenieria de materiales e incluso la geociencia
[1, 2, 3]. Dado que las particulas de estos sistemas interaccionan mediante fuerzas de atracciéon o
repulsién, sus aplicaciones pueden extenderse incluso mas alld de las convencionales. Un ejemplo
destacado es su uso como base para modelar sistemas de agentes biol6gicos cuyos comportamientos
en grupo son analogos a los de los coloides como la quimiotaxis de bacterias [4].

Un caso especifico de sistemas coloidales son los coloides dipolares, conformados por particulas de
diversas geometrias (esferas, rodillos, discos) con momento dipolar eléctrico o magnético. [5, 6, 7].
En la actualidad, diversos trabajos estan encaminados a estudiar la potencial aplicacién de estos
sistemas en nanotecnologia debido a su capacidad de autoensamblaje. Dado que las particulas
pueden organizarse en distintos arreglos como tubos, sibanas y cadenas bajo condiciones externas,
como se muestra en la Figura (0.1), pueden funcionar como microcontenedores para cargar, alma-
cenar y liberar sustancias especificas [2].

Por otra parte, existen investigaciones que se centran en el control de dichos sistemas coloidales,
considerando que, a muy bajas concentraciones, se les pueden inducir transiciones de fase mediante
el uso de campos externos y flujos como se muestra en la Figura (0.2) [6, 8, 9, 10]. La Figura (0.3)
muestra las diversas fases que presenta una suspension de virus fd (modelado idealmente como una
particula coloidal con forma de rodillo) al incrementar la intensidad de campo eléctrico [6, 11]. El
presente trabajo surge con el objetivo de contribuir al entendimiento de procesos relacionados con
este tipo de sistemas.

En esta tesis se realiza un anélisis teérico del desplazamiento cuadratico medio rotacional de un
sistema coloidal dipolar diluido en relajacion. El objetivo principal es determinar qué ocurre con
su dindmica orientacional durante este proceso. En el capitulo 1 se hace una extensa introduccion
de los conceptos relevantes, los métodos mateméticos y los argumentos fisicos usados para estudiar
el sistema. La relajaciéon rotacional y las propiedades calculadas se presentan en las secciones 1.6 y
1.7. Por otro lado, en el capitulo 2, se exponen y discuten los resultados obtenidos. Finalmente, se
muestra que las interacciones del sistema diluido juegan un papel relevante sobre el desplazamiento
cuadratico medio rotacional W, a tiempos cortos en la escala difusiva, el cual ha sido analizado
por otros autores a través de simulaciones computacionales. [12].
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Figura 0.1: a) Fluido de particulas coloidales dipolares en arreglos de cadenas. Particulas cuadru-
polares en un arreglo en forma de b) sabanas y c) tubos. Tomadas de [2]
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Figura 0.2: (Arriba) Simulaciéon computacional de la transicion de fase Isotropa-Nemaética de un
sistema de particulas coloidales dipolares mediante un campo eléctrico externo. Tomada de [10].
(Abajo) Diagrama de bifurcacion del pardmetro de orden A vs. el parametro de control (L/D)¢
asociado a la concentraciéon de un sistema coloidal de rodillos duros bajo la accién de un flujo

elongacional. Tomada de [8].
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b)

Figura 0.3: a) Diferentes morfologfas opticas despolarizadas de varias fases de una concentracion
de virus fd de 2.8 mg/ml al aumentar la amplitud de un campo externo: la fase N, la fase N* con
textura de franjas, la fase N}, y una instantanea del estado dindmico Dg. El campo eléctrico es
perpendicular al campo de vision. Tomada de [6]. b) Micrografia electronica del virus fd. Tomada
de [11].



Capitulo 1

Marco tedrico

A lo largo de este capitulo se presentan conceptos fundamentales para entender la naturaleza
del sistema que se estudia en este trabajo. La primera y la segunda secciéon describen a los
sistemas coloidales y los cristales liquidos, ademéas de que se hacen breves introducciones sobre
los parametros de orden, transiciones de fase en el equilibrio y los procesos de relajacion. La
tercera seccidon es una discusion sobre el movimiento browniano rotacional que tiene como objetivo
presentar las diversas escalas de tiempo y el desplazamiento cuadratico medio rotacional. En
la cuarta seccion, se hace la deduccion de la ecuacion de Smoluchowski, la que nos permite
obtener las propiedades del sistema. La quinta seccién es una breve discusion sobre la expansion
en armonicos esféricos del potencial de interaccién dipolo-dipolo que, junto con la ecuacion de
Smoluchowski, caracteriza al sistema estudiado. La sexta secciéon presenta el experimento de
dispersion de luz no polarizada de dngulos pequenos; util para medir el factor de estructura auto
dindmico asi como la deduccién de esta propiedad. Finalmente, en la séptima y tltima seccion se
presentan las propiedades orientacionales para un sistema sin interacciones y para sistemas diluidos.

1.1. Sistemas coloidales

Los sistemas coloidales, coloides, dispersiones coloidales o suspensiones coloidales son solucio-
nes de moléculas cuyo tamano es “grande” comparado con las moléculas del solvente en el que estan
inmersas. Esta diferencia de tamanos esté condicionada por una escala que permite a las moléculas
grandes, llamadas particulas coloidales, exhibir un tipo de movimiento caracteristico denominado
movimiento térmico o browniano [13]. Mas técnicamente, se dice que los sistemas coloidales con-
sisten, principalmente, en una fase dipersa (o fase discontinua) distribuida de forma uniforme en
estado finamente dividido en un medio de dispersion (o fase continua); esto no excluye que el co-
loide pueda estar compuesto por mas de dos fases (a estos sistemas se les llama coloides mailtiples)
[14].

El tamano minimo de una particula coloidal se determina mediante la condicién de que las mo-
léculas del solvente interactiien con esta solo de forma promedio. En otras palabras, la particula
coloidal experimenta movimiento browniano como resultado de un nimero ingente de colisiones
aleatorias de las moléculas del solvente sobre su superficie. Para que esto ocurra, es necesario que
la particula coloidal sea al menos unas diez veces méas grande que una molécula del solvente. Por
otra parte, el tamano méaximo responde a la condicién de que los desplazamientos representen una
fraccion comparable con las dimensiones de la particula coloidal. Ademaés, aunque esta puede ex-
perimentar los efectos de la fuerza gravitacional mediante un proceso de sedimentacidon), estos no
deben ser lo suficientemente relevantes como para impedir la medicién experimental de movimiento
térmico. Se ha determinado que las dimensiones de estas particulas estan un rango aproximado de
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Inm < o < 10um, donde o denota el diametro de la particula coloidal [13]. Para tener una imagen
mental de las dimensiones de las que se habla, se considera que un &tomo mide apenas 0.1nm,
mientras que un cabello humano tiene un diametro de alrededor de 70um [15, 16].

Aunque existe una diversa variedad de sustancias que pueden ser denominadas coloides, una cla-
sificacion muy practica es la de la naturaleza de la fase dispersa y la del medio de dispersion. De
esta manera, las nubes son un tipo de coloides llamados aerosoles (fase dispersa liquida, medio de
dispersion gaseoso), la leche, la mantequilla y la mayonesa son emulsiones (fase dispersa liquida,
medio de dispersion liquido) y estas sustancias, a su vez, son clasificadas como sistemas dispersos;
la gelatina y el pegamento son ejemplos de coloides macromoleculares llamados geles (fase dispersa
compuesta de macromoléculas con un solvente como medio de dispersion); mientras que la sangre
es un biocoloide con su fase dispersa compuesta de corpusculos y su medio de dispersiéon es un
suero [14].

En este trabajo solo se trata un tipo de coloide simple donde las particulas coloidales son entidades
rigidas (esferas duras) en cuyo centro de masa est4 incrustado un dipolo puntual con momento
dipolar ji, como se ilustra en la Figura (1.1)

Particula coloidal
dipolar (~1um)

%o
ve 6

Sistema coloidal dipolar
(Fase dispersa y continua)

Dipolo incrustado

Figura 1.1: Sistema coloidal dipolar: El sistema coloidal que se trata en este trabajo consiste en
particulas con un dipolo eléctrico incrustado en su interior (fase dispersa) disueltos en un solvente
(fase continua). El momento dipolar de cada particula es denotado con fi. Las particulas dipolares
son del orden de ~ 1um, mientras que las del solvente son del orden de ~ 1nm.

1.2. Cristales liquidos

En la educacion bésica se ensefla que la materia se clasifica en tres estados (solido, liquido y
gaseoso) y que sus transiciones de fase ocurren de una fase a otra mediante una serie de procesos
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que reciben nombres especificos (evaporacion, solidificacion, etc.). No obstante, existen materiales
que presentan toda una serie de fases “intermedias” que no caen dentro de la clasificacion comun.
A estas se les conoce como cristales liquidos, aunque un nombre mas propio es “mesofases” o “fases
mesomorficas” [17].

1.2.1. Definiciones y orden en un cristal liquido

El nombre cristal liquido alude a dos fases condensadas de la materia: los liquidos y los sélidos
cristalinos. La diferencia entre ambas radica en el grado de ordenamiento de sus moléculas, el cual
puede clasificarse en dos tipos [17]:

= Posicional: Se refiere a la distancia existente entre las moléculas. Si la distancia entre dis-
tintos pares de moléculas es aproximadamente constante en alguna de las tres direcciones
espaciales, entonces se dice que existe un orden posicional.

= Orientacional: Se refiere a la direccion en la que apuntan los ejes de las moléculas. Si los
ejes de un grupo de moléculas apuntan en una direccién especifica, entonces se dice que las
moléculas poseen un orden orientacional.

Un esquema de ambos tipos de orden puede verse en la Figura (1.2) donde en a) se muestra
un cristal liquido (cuya fase dispersa esta conformada por particulas con forma de rodillo) con
orden posicional en las direcciones y y z y, en b), un cristal liquido con orden orientacional en
la direccién z, indicado por el vector unitario n = 2. Mientras que, en un sélido, las moléculas
poseen un orden tanto orientacional como posicional (y, por tanto, hay anisotropia), en un liquido
no poseen ninguno (hay isotropia). En estos términos, los cristales liquidos son fases de la materia
que exhiben al menos un tipo de orden en un grado mayor que el de los liquidos, pero menor que
el de los soélidos, al menos en una direccion del espacio.

Figura 1.2: Orden posicional y orientacional. a) Orden posicional en dos dimensiones sin orden
orientacional. b) Orden orientacional en una dimension (uniaxial) sin orden posicional.

1.2.2. Tipos de fases

Aunque existen distintos tipos de cristales liquidos, se usaran solo tres fases importantes pa-
ra ilustrar las transiciones esquematizadas en la Figura (1.3) para cristales liquidos de sistemas
conformados por particulas en forma de disco. Se describen a continuacién:

= Esméctica-A: Existe un orden posicional en una sola dimensién pues las moléculas se sittian
en capas a lo largo de un eje cartesiano (se elige el eje z); este ordenamiento es un so6lido
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unidimensional. Dentro de cada capa, el material es lo que se conoce como un liquido 2-
dimensional. No obstante, existe un orden orientacional tal que las direcciones z y —z son
equivalentes.

= Nematica: Las moléculas tienen un orden orientacional en una direccién preferida conocida
como director y denotada con el vector unitario n. No existe orden posicional.

= Is6tropa: Las moléculas no poseen orden posicional ni orientacional.

En orden descendente, cada una de ellas es obtenida mediante, por ejemplo, un aumento de la tem-
peratura del sistema y viceversa mientras el sistema se encuentra en el equilibrio termodinamico.
La fase nemaética es estable dentro de cierto rango de temperatura y es por ello que también se le
conoce como “cristal liquido nemético termotropico”. Su transicion a la fase isétropa ocurre cuando
el sistema supera el valor de la temperatura llamado “clearing point” T, el orden orientacional
se pierde y el cristal liquido nematico se convierte en un liquido isétropo [18]. Si el cristal liquido
nematico es enfriado, entonces ocurre una transiciéon a la fase esméctica-A, en la que se preserva
el orden orientacional y se agrega un orden posicional en capas. A su vez, esta mesofase puede
transformarse en otras (esméctica-C, B, H, etc.) a medida que la temperatura desciende, el cristal
liquido se convierte en un cristal con orden orientacional y posicional en las tres direcciones (fase
columnar). El control de las fases mediante el aumento y disminucién de la temperatura es la razén
por la que a este parametro se le conoce como pardmetro de control [19].

v,

Isotropica

Nematica

m Esméctica C

Incremento de Temperatura

=
‘*é:ea
eo

Columnar

Incremento de Temperatura

Esmectica A

Figura 1.3: Cristales liquidos en un sistema compuesto de particulas en forma de discos.

Fase nematica uniaxial

Una de las mesofases méas simples es la fase nemdtica uniaxial. En esta fase, todos los ejes
de las particulas coloidales tienden a alinearse en una direccién especifica mientras estan sujetos
a un proceso de difusion (Figura (1.4)). Esta direccion especifica se conoce como director y se
denota con el vector unitario 72 [17]. Aunque las componentes de un cristal liquido pueden tener
una gran variedad de formas, el sistema mas sencillo con el que se puede estudiar esta fase es
uno compuesto por rodillos duros; es decir, particulas que tienen forma cilindrica, son muy largos
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Figura 1.4: Orden orientacional en la fase nematica uniaxial: En ambos sistemas a) Coloide
dipolar y b) Rodillos duros puede apreciarse un orden orientacional en la direccion 1 = 2.

y no se deforman. Este sistema es similar al que se estudia en este trabajo dado que a ambos
tipos de particulas (esferas con dipolo incrustado y rodillo, véase la Figura (1.4)) se les puede
especificar una posicién y una orientaciéon; no obstante, difieren en la geometria y en el potencial
de interaccion. Analisis de sistemas coloidales compuestos por rodillos pueden encontrarse en las
referencias [13, 7, 20].

La orientacion del cilindro puede caracterizarse mediante el vector unitario @ que, en coordenadas
cartesianas y en términos de los d4ngulos polares 6 y ¢, tiene las componentes

U = sen  cos @,
uy = senfsen ¢,

u, = cosf.

Como 7 esta alineado respecto al eje z del marco de referencia (x,y, z) del laboratorio, € representa
el angulo que forman el director y el vector de orientacion de cada rodillo.

La distribucién de probabilidades de la particula se da mediante la distribucion orientacional
p(i) (también llamada funcion de densidad de probabilidad o simplemente pdf, por sus siglas en
inglés) p(i) = p(0, ¢). Cabe destacar que p(i) no depende del angulo azimutal ¢ puesto que todas
las direcciones perpendiculares a la del director son equivalentes (simetria axial alrededor de 7).
Ademas, para el caso de rodillos, p(8) = p(m — ) ya que las direcciones 71 y —n son equivalentes.

La funcion de distribucion tiene la forma ilustrada en la Figura (1.5). Como es de esperarse, los
méximos se encuentran en # = 0 y § = 7 ya que una mayor cantidad de rodillos tiende a alinearse
con valores alrededor de estos dngulos de inclinacién y es mucho menos probable encontrar rodillos
alineados con una direcciéon perpendicular a la del director. En el caso del sistema coloidal en
relajacion, la pdf solo tiene maximos alrededor de §# = 0 a tiempos iniciales, conservando asi su
orientacién original (graficas de las Figuras (2.5) y 2.7) y (2.30) y (2.32)).

1.2.3. Parametros de orden

El ordenamiento de las particulas coloidales del sistema puede caracterizarse mediante funciones
conocidas como pardmetros de orden. Para el tipo de sistemas que se analiza en esta investigacion,
estos pueden estar expresados en términos del angulo de inclinacién 6 respecto al director que se
ilustra en la Figura (1.6). Este se define como

G- f=cosf (1.1)
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Figura 1.5: Funcion de distribucion orientacional P(6) para un sistema de rodillos duros en la fase
nematica.

donde 4 = fi/|i| es el vector unitario asociado a la inclinacion de la particula dipolar.

Los parametros de orden son funciones monétonas crecientes desde un valor que toman en la fase
isotropa hacia otro en la fase nematica u ordenada. Aunque hay una multitud de funciones que
satisface estas condiciones y, por tanto, puede usarse para este fin, el formalismo més popular es el
de los promedios de los polinomios de Legendre (valor 0 en la fase isotropa y 1 en la fase nematica)
[3, 21]. Para el sistema estudiado en este trabajo, un parametro de orden importante es

(Pa(cos0)) (1) = / diip(0,1)
1

_ 1 2
= 2(3<cos 0

(1.2)

donde P»(cosf) es el segundo polinomio de Legendre (a veces denotado con S), di. = sen 0dfd¢ es
el diferencial de volumen asociado a los angulos 6 y ¢, los corchetes (- - -) representan un promedio
respecto a una pdf particular y la pdf depende del tiempo, de modo que el parametro de orden
también. Para t = 0, (P2(cos)) = 1, al igual que para el resto de los parametros de orden, lo cual
equivale a decir que las particulas estan completamente alineadas. Para tiempos largos, cuando la
distribucion se vuelve completamente uniforme (p(6) tiende a una constante C) y, entonces,

T

2m
lim (Py(cos®)) (t) = lim df senOp(0,t) [; (3cos® 6 — 1)} / do
0

t—o00 t—o0 0

1
:k/ dz(3z* —1) =0

-1

(1.3)

donde k es una constante.

Como se vera mas adelante, la importancia de los parametros de orden radica en que las propiedades
importantes que dan informacion sobre el proceso de relajacion del sistema como el factor de
estructura dinamico auto y el desplazamiento cuadratico medio rotacional estdn dados en términos
de estos.

Tensor de parametro de orden orientacional

Es posible definir mas parametros de orden. Por ejemplo, dado que cosf = @-n (en la Ec. (1.2))
puede definirse el pardmetro de orden nemdtico A mediante notacion tensorial como la contraccion

A = (cos®0) = (ad) : L (1.4)

donde : representa la contraccion entre los productos diaddicos aa y nn. Por definicion, el producto
diddico de dos vectores N dimensionales @ y b es el tensor de rango 2 de dimension N x N
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Figura 1.6: Angulo de inclinacién 6: Se muestra el angulo 6 definido como el angulo que existe
entre el vector director y el vector unitario 4 que indica la orientaciéon del sistema

ab = (a;b;); mientras que la contraccién “” de dos tensores A y B de dimensiéon N x N es
A:B= Z?szl A;;Bj; [7]. El pardametro de orden A toma valores 1 en la fase neméatica y 1/3 en
la fase isotropa.

También puede definirse el tensor de pardmetro de orden orientacional o el tensor nemdtico S

como el promedio del producto diadico u,

S = (ad) . (1.5)

1.2.4. Tipos de transiciones de fase

Las transiciones de fase estan asociadas con una alteracién en el ordenamiento de los compo-

nentes de un sistema. Para el caso de las particulas coloidales que se tratan en este trabajo, se
considera la transicion de fase nemdtica-isdtropa ilustrada en la Figura (1.7). En la fase nematica,
las particulas se encuentran perfectamente alineadas con un campo eléctrico externo y, por tanto,
ordenadas, pero al pasar a la fase is6tropa se desordenan, recuperando de forma general su orien-
tacion aleatoria.
Basada inicialmente en los trabajos de Ehrenfest, la clasificacion moderna de las transiciones de
fase sefiala dos tipos: de primer y de segundo orden. La Figura (1.8) muestra esbozos de los llama-
dos diagramas de bifurcacion (graficas de un parametro de orden en el equilibrio termodinamico
vs. parametro de control) para una transicion de segundo orden y una de primer orden [22].

Transiciones de primer orden

Comunmente, las transiciones de primer orden estédn asociadas con una discontinuidad en la
entropia S. Se considera que la entropia S; de la fase 1 es mayor que la entropia So de la fase 2,
asi, la discontinuidad es AS = S; — S5. El calor latente L estd dado por

L=TAS (1.6)

Durante dichas transiciones, el sistema absorbe o libera una cantidad fija de calor por unidad de
volumen L mientras que la temperatura se mantiene constante a un valor 7T'. Se dice que el sistema
se encuentra en un régimen de fase mizta puesto que algunas partes del sistema han completado la
transicion, mientras que otras no. La transicion liquido-solido del agua (o liquido-solido cristalino)
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Figura 1.7: Transicion de fase nemética-isotropa.

es un ejemplo de una transiciéon de fase de primer orden. En este caso, la fase 1 corresponde al
liquido y la fase 2, al s6lido. Para fines practicos, las transiciones de primer orden pueden asociarse
con un salto discontinuo en el pardmetro de orden en la gran mayoria de los casos [22, 23].
Ademaés de las caracteristicas ya mencionadas, las transiciones de primer orden pueden o no invo-
lucrar un rompimiento de simetria. Es decir, las cantidades que permanecen invariantes bajo cierta
transformacion en la fase original, ya no lo son en la nueva fase. Por ejemplo, en la transicion
liquido-solido, la simetria traslacional del arreglo de moléculas de la fase de mayor temperatura
(liquido) se rompe al haber un reordenamiento especifico [24].

Transiciones de segundo orden

En las transiciones de fase de sequndo orden no hay un calor latente asociado a la transicion
y la entropia es continua en el punto de transicion T¢. De acuerdo con la clasificacion original de
Ehrenfest (que también es util de forma practica para la gran mayorfa de los casos), el parametro
de orden crece o decrece de forma continua en este tipo de transiciones, razén por la cual también
se les llama transiciones continuas. La condensacion de Bose-Finstein es un ejemplo de este tipo
de transicion. En este caso, el parametro de orden es el modulo de la funciéon de onda |¢]; |¢] =0
cuando T > T¢ (fase isotropa) y crece continuamente a medida que la temperatura T' decrece por
debajo de Tc.
En una transicion de segundo orden siempre hay un rompimiento de simetria y un nuevo parametro
de orden aparece en la fase menos simétrica. Todas las transiciones de segundo orden en la curva
de la densidad de energia libre y en las que se rompe una simetria pueden ser analizadas mediante
la teoria de campo medio de Landau. Aunque esta teoria no describe correctamente todas las
caracteristicas de las transiciones de fase continuas, es un buen punto de partida para entenderlas
[24].
Aunque, en el caso que se estudia en este trabajo, las graficas de las Figuras (2.16) y (2.19) parecen
indicar que no existe una transicion de fase en el equilibrio (¢ — oo) dentro del rango de valores del
parametro de control 0.005 < p* < 0.3, solo un analisis de estabilidad lineal puede determinarlo
formalmente [7]. La transicion de fase que se analiza en este trabajo se realiza a tiempos cortos
debido simplemente a la dindmica rotacional de las particulas.
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Figura 1.8: Tipos de transiciones de fase.

1.2.5. Procesos de relajaciéon

En fisica, los procesos de relajacion se refieren a la respuesta de un sistema a una perturbaciéon
externa, y su posterior retorno al equilibrio. Cuando un sistema es perturbado, se produce
un cambio en su energia interna y este cambio se propaga a través del sistema en forma de
fluctuaciones. Con el tiempo, estas fluctuaciones se disipan y el sistema regresa a su estado
de equilibrio. El tiempo que tarda el sistema en volver al equilibrio se conoce como tiempo de
relajacion [1, 13]. En este trabajo, por ejemplo, la transicion ilustrada en la Figura (1.7) es un
proceso de relajacion.

Los procesos de relajacién juegan un papel de vital importancia en la formacion de nuevas
sustancias naturales y sintéticas con aplicaciones en &reas tan diversas como la electrénica, la
industria farmacéutica y las ciencias de la Tierra. Uno de los ejemplos méas conocidos y también
uno de los més importantes pues es comun en distintos tipos de materia condensada, es la
elaboracién del vidrio a partir de arena, cuya realizaciéon data de tiempos de los babilonios. Este
proceso requiere de una transicion donde el material pasa de un estado de equilibrio térmico
del liquido al estado vitreo en un lapso determinado por la tasa de enfriamiento a partir de una
temperatura T¢; en otras palabras, el material pasa de un estado gomoso o viscoso a uno “duro” y
relativamente quebradizo a medida que disminuye la temperatura. A pesar de tener unos 170 anos
de antigiiedad, el problema sigue sin ser resuelto desde que, entre 1854 y 1866, Rudolf y Friedrich
Kohlrausch publicaron sus estudios sobre la relajacion en materiales vitreos [1].

En los sistemas coloidales, los procesos de relajacion estén relacionados con la dinamica de las
particulas, especificamente al movimiento browniano, que se abordara en la siguiente seccion.
Cuando las particulas coloidales se mueven en el solvente, interactiian con este y entre si a través
de fuerzas estocasticas y fuerzas atractivas o repulsivas, respectivamente, que pueden dar lugar
a procesos de relajacion especificos. Estos procesos pueden ser tanto mecanicos, dieléctricos,
magnéticos, etc. y tienen gran relevancia en las propiedades fisicas y quimicas de los sistemas
coloidales. A la inversa, también pueden ser tutiles para estudiar con mas detalle las propiedades
del sistema analizado [25, 26, 27, 28].

1.3. Movimiento browniano rotacional

Como se mencion6 en la definicién de los sistemas coloidales, las particulas coloidales realizan
un movimiento browniano debido a los millones de colisiones con las moléculas del solvente. Dicho
movimiento puede clasificarse en dos tipos: traslacional y rotacional. Una forma de estudiar estos
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movimientos es usar las ecuaciones de Newton agregando una fuerza o una torca estocastica que
cambie rapidamente para modelar las interacciones de la particula con dichas moléculas. A este
enfoque se le conoce como el formalismo de Langevin. En esta seccidon se analiza el movimiento
browniano rotacional de una esfera.

Una ventaja particular de esta aproximacién es que permite una clara distincién entre escalas de
tiempo y es posible demostrar que las coordenadas de momento angular se relajan (es decir, sus
fluctuaciones se vuelven despreciables) hacia el equilibrio térmico en un intervalo de tiempo en el
que la orientacion casi no cambia. Esto hace posible describir la estadistica de los desplazamientos
orientacionales sin involucrar la coordenada de momento.

Para dispersiones a dilucion infinita, se considera el movimiento browniano de una particula coloidal
en el solvente.

1.3.1. La ecuacién de Langevin

De forma analoga al caso traslacional [13], la particula browniana experimenta dos tipos de
interaccion con las moléculas del solvente: 1. Una torca T' que varia rapidamente con el tiempo
como resultado de los millones de colisiones de las moléculas del solvente (fluctuaciones del orden
de 10~ !s). 2. Una torca de friccién proporcional a la velocidad angular O de la particula browniana
con masa M y momento de inercia I, dada como

= du
Q=uax — 1.7
o (L.7)

puesto que

di =

— =Q X . 1.8

o (1.8)
Para velocidades relativamente pequenas, esta torca de fricciéon es Ty = —'yrﬁ donde el factor de

proporcionalidad -, es el coeficiente de friccion de Stokes rotacional para el caso de una esfera,

Y = oo, (1.9)

donde 7 es la viscosidad del solvente y o, el didAmetro de la particula browniana. Las ecuaciones
de Newton para el movimiento rotacional de la particula browniana son

%‘Z = %0+ T(t) (1.10)

donde J es el momento angular de la particula, definido como

J=1-0 (1.11)

donde I es el llamado tensor de inercia. Para una esfera solida cuya densidad de masa p’ es
constante, el tensor de inercia se calcula como

- 1
I= /dr’p’[r’213 — 7 = 1—0M0213, (1.12)
por lo que el momento angular es
L1 -
J= TOMO' Q (1.13)

A una ecuacion del tipo (1.10) se le conoce como ecuacion de Langevin. Eligiendo ¢ty = 0, la
solucion de la Ec. (1.10) es

. . 107, 0 [ = 10
a(t) = 4(0) exp {M;t} + 173 /O d'T(') exp {MZ2 (t - t’)} (1.14)

10
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La torca estocastica T satisface que su promedio de ensamble es

<f(t)> =0 (1.15)

pues la interaccion efectiva de la particula browniana y las moléculas del solvente es, precisamen-
te, Ty,. Ademas, debido a la larga diferencia en escalas de tiempo, la torca estocastica es delta
correlacionada [29]; es decir, satisface

—

<T(t)f(t’)> =G0t —t') (1.16)

donde G, es una matriz constante de dimension 3 x 3 llamada intensidad de fluctuacion rotacio-
nal. En otras palabras, este tipo de correlaciéon indica que el valor de T en un tiempo t no esta
correlacionado con su valor en un tiempo diferente ¢'. Usando esta relacion sobre la solucion de la
Ec. (1.14), se obtiene

TN 10
lim <Q(t)Q(t)> = G (1.17)
Por otro lado, se demuestra que la energia cinética Fyi, de un cuerpo rigido es
1 1 — —
Eyin = 5Muf + 59 1-Q (1.18)

donde v, denota la magnitud de la velocidad del centro de masa del cuerpo. El primer término a
la derecha de Fi;, es la energia cinética traslacional, mientras que el segundo es la energia cinética
asociada a la rotacion alrededor del centro de masa. Asi, usando las Ecs. (1.11) y (1.13), se obtiene
que la energia cinética rotacional Eyin , es

1
Eiin () = %MUQQQ(t) (1.19)
Por el teorema de equiparticion de la energia, (Exin,) = kBT = 1/ dado que existen dos grados
de libertad para la rotacion. Luego

e 20
lim <Q(t)Q(t)> = Girer (1.20)
Comparando con la Ec. (1.17), se obtiene
2%
G, = %13, (1.21)

ecuacion conocida como el teorema de fluctuacion-disipacion, pues relaciona la fuerza de fluctua-
cion G con el coeficiente de friccion +;, el cual se usa para determinar la energia cinética disipada
en forma de calor. Esto indica que mientras més grandes sean las fluctuaciones de la torca esto-
castica (caracterizadas por G), la viscosidad del fluido (caracterizada por +,) debe ser mayor para
amortiguarlas [29].

1.3.2. Desplazamiento cuadratico medio rotacional

La cantidad méas simple que describe el movimiento rotacional de una particula browniana es
el desplazamiento cuadrdtico medio rotacional u orientacional Wy (t),

We(t) = (Jat) — a(t = 0)]*) = 2[1 — (a(t)) - (t = 0)] (1.22)

El promedio (i(t)) puede ser calculado a través del formalismo de Langevin para escalas de tiempo
en el régimen difusivo, cuando la particula ha perdido la memoria de masa y momento de inercia,
de modo que dJ/dt =0 en la Ec. (1.10) [7]. A través de integracion iterativa, se encuentra

(a(7)), = exp{—27}a(r =0) (1.23)

11
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donde la etiqueta “0” se refiere a que se trata el caso de una sola particula sin considerar sus
interacciones con las demas particulas coloidales, 7 = D,t es un tiempo adimensional y D, es el
coeficiente de difusion, definido como

p, = kBT (1.24)
Vr
Se obtiene entonces que
Wyo(r) =21 —exp{—27}] (1.25)

cuyo comportamiento se muestra en la Figura (2.13) y se analiza a detalle en el capitulo 2. Para
tiempos cortos dentro del régimen difusivo (7 < 1) (se verd méas adelante) se puede hacer un
desarrollo en serie, de modo que

Wreo(r) =41, 7«1 (1.26)

Esta relacion corresponde a la difusion de una particula en dos dimensiones. Para explicar este
resultado, se puede visualizar el movimiento browniano del vector de orientacién % como un punto
(la punta del vector @) que realiza desplazamientos aleatorios sobre la superficie de una esfera
unitaria. Asi, para tiempos cortos, los desplazamientos son tan pequefios que son equivalentes a
la difusion sobre un plano bidimensional; la curvatura de la superficie se ve experimentada por
a tiempos mas largos y la Ec. (1.25) describe ese comportamiento mas complejo (Figura (1.9)).

— v -

a(t =0)
.--,“ ’
..""’ﬁ(t)

a) b)

Figura 1.9: Difusiéon rotacional. a) A tiempos cortos, la difusiéon rotacional es equivalente a un
punto en un plano bidimensional. b) Difusion rotacional visualizada como un punto sobre la esfera
unitaria.

Es importante destacar que, en tiempos muy largos, el desplazamiento cuadratico medio orientacio-
nal W, tiende a 2. Este valor representa un limite geométrico que indica que la difusién rotacional
ha abarcado toda la superficie de la esfera. En otras palabras, es igualmente probable encontrar el
vector 4 en cualquier punto de la esfera (Figura (1.10)). Sin embargo, la presencia de interacciones
en concentraciones més altas que las consideradas en este estudio pueden modificar este limite a
valores menores a 2. Estudios adicionales han demostrado que la difusién rotacional puede que-
dar restringida en ciertas regiones de la esfera unitaria cuando las interacciones son relevantes [12].

Parametros de orden

En el caso estudiado en este trabajo, a(7 = 0) = 2, de modo que, de la definicion (1.22), se
obtiene

Wi(7) = 2[1 = (us(7))] (1.27)

12
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U
We(t) = (la(t) — a(t = 0)[*)

Figura 1.10: Limite geométrico.

donde us es la tercera componente del vector unitario uz = cosf. Esta definicion es valida tanto
para el caso sin interacciones como para un caso donde las interacciones con otras particulas
coloidales tengan relevancia. Dado que el parametro de orden (P;(cosf)) esté relacionado con ug
como

(Py(cos®)) = (us) = (cos ) (1.28)

también es posible calcular el desplazamiento cuadratico medio rotacional para el sistema sin
interacciones de la Ec. (1.23) y el del caso con interacciones en un sistema diluido como

Wio(m) =2[1 — (Pi(cosb)),] =2[1 —exp {—27}] (1.29)
Wi(7;€) = 2[1 = (Pi(cos 0))] (1.30)

donde
(Py(cos)) (1) =exp{—27} + L§exp {—187} [exp {167} — 1] (1.31)

600v21

donde ¢ es un parametro de control adimensional definido en términos de las cantidades reducidas
p* = po’y pw? = put/es?,
§=ppt (1.32)

El parametro de orden para ambos casos es calculado en el Apéndice A.2 mediante el formalismo
de Smoluchowski que se presenta en la seccion (1.4).

1.3.3. Escalas de tiempo

Se le llama escala de tiempo al intervalo minimo en el que puede realizarse un experimento o
en el que una teoria es valida. Asi, todos los promedios en el tiempo de las observables estudiadas
se realizan en esta resolucion de tiempo. Los dos tipos de movimiento browniano (traslacional y
rotacional) de una particula coloidal pueden dividirse en dos regimenes: el régimen balistico y el
régimen difusivo. El primero esta relacionado con la masa inercial de la particula coloidal y obedece
a las leyes de Newton de forma directa; mientras que el segundo esta asociado con tiempos donde
las particulas pierden memoria de su masa de forma efectiva pues la coordenada de momento se ha
relajado. A continuacion, se describen las escalas de tiempo considerando que cada régimen tiene
las suyas [30].

13
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Escalas de tiempo en el régimen balistico

» Tiempo de colisién molecular tc (~ 10712 5) o tiempo del solvente: Abarca las pri-
meras colisiones de las moléculas del solvente entre ellas o con una particula coloidal hasta
el punto en que las coordenadas de momento de las moléculas se relajan. El tiempo tc que
este proceso tarda en suceder es, aproximadamente,

Omol Omol

to ~ ~ (1.33)
(02) 3m/p
donde m es la masa de una molécula del solvente y oy,01, su radio molecular. Esto es del orden
de ~ 107 '3s o una frecuencia de ~ 10'3s~!. Esta alta frecuencia indica que, en un tiempo
t > tc, la particula interacttia con un fluido continuo, en lugar de una coleccion discreta de
moléculas.

» Tiempo de relajacién de momento lineal tyg (~ 1072 s): Se demuestra que el momento
lineal P se relaja en una escala de tiempo t > M/~, donde v, es el coeficiente de friccion
traslacional. Para una particula con didmetro de 200nm y densidad de masa d,, de 2g ml™*
en agua, se encuentra que tyg = 4.4 x 107 %,

» Tiempo de relajaciéon de momento angular tpr (~ 10~%s): Comprende el intervalo en
que la particula coloidal disipa todo su momento angular inicial (¢t = 0). La solucién (1.14)
indica que la escala taR es

I 3
tan = — = —¢ 1.34
AR 10 MR ( )
donde I = %M 02 es el momento de inercia de la particula coloidal esférica. Para una

particula con las mismas propiedades, tag = 1.3 x 107 %

Como puede verse, ambas escalas de relajacién de momento son del mismo orden. La escala
de tiempo de Fokker-Planck tgp es la escala que le toma a una particula coloidal relajar sus
coordenadas de momento una vez transcurrido el tiempo del solvente. A partir de este tiempo
es cuando la particula “pierde memoria de su masa’”.

» Tiempo de decaimiento hidrodindmico typ (~ 1079s): Es el tiempo que el momento
tarda en propagarse de una particula a otra, a través de las ondas de corte generadas por el
movimiento de la particula. Se encuentra que este tiempo typ es del orden

ds
tup ~ —R? ~ tur (1.35)
Mo

donde R es la distancia entre las dos particulas y ds es la densidad de masa del solvente.
En el agua, la velocidad del sonido es 1500m/s, asi que le toma ~ 10~%s a una perturbacion
propagarse a una distancia de 100nm.

= Escalas de tiempo de sedimentacion tsgp: Las escalas de tiempos cortos no pueden ser
estudiadas mediante microscopia Optica, técnica 1util para la fase difusiva. Sin embargo, es
posible recurrir a la observaciéon de las particulas bajo el efecto de la gravedad a medida
que se sedimentan al fondo del recipiente. De esta manera, es posible medir su tiempo de
relajacion de momento. El tiempo de sedimentacion tggp es

donde tI\A/[R es el tiempo de relajacion de momento para la masa flotante Am de la particula
coloidal.

14
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Escalas de tiempo en el régimen difusivo

» Escala de tiempo difusiva o browniana tp (¢t > tyg): En esta escala, la particula coloidal
pierde la memoria de su masa y el desplazamiento cuadratico medio traslacional adquiere el
comportamiento lineal Wy = 6D;t.

» Tiempo de relajacién configuracional tcr (~ 1073 s): Abarca el tiempo necesario para
que una particula coloidal comience a realizar desplazamientos traslacionales comparables a
su diametro.

= Tiempo de relajaciéon rotacional tgr: Comprende el tiempo que le tarda a una particula
coloidal realizar un desplazamiento angular neto considerable en su orientaciéon. Esta escala
se encuentra en el orden
1
IRR ~ o 100" 3, (1.37)

r

» Tiempo de colision browniana tgc: Analogo a tc, es el tiempo que abarca las primeras
colisiones entre particulas coloidales. Se encuentra que

t
tBo ~ —2 (1.38)

¢

donde ¢ es la fraccion de volumen de la esfera asociada a la relajaciéon configuracional de la
esfera que ocupan las particulas coloidales, ¢ = p(1/6)mo>.

1.4. La ecuacion de Smoluchowski

Como se menciona en la seccion 1.2.2, la pdf necesaria para estudiar el sistema presentado en
este trabajo depende de la orientacion @ de una sola particula y del tiempo ¢t. Dado que la relajacion
rotacional es un proceso que ocurre fuera del equilibrio del sistema, es necesaria una ecuaciéon de
movimiento que describa la evolucién temporal de esta pdf en la escala de tiempo del fenémeno
(régimen difusivo). Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Smoluchowski y se deduce en esta
seccion.

De forma muy general, las ecuaciones de movimiento para las pdfs tienen la forma

DX, 0) = £p(X,1) (1.39)

donde £ es el operador de evolucion temporal, que normalmente es un operador diferencial sobre las
variables X del espacio fase, que representan microestados particulares del sistema si se considera
un ensamble de este. Es importante recordar que todas las pdfs deben satisfacer la condicion de
normalizacion,

/ dXp(X,t)=1 (1.40)

espacio fase

En el tiempo ¢t = 0, se supone que el estado del sistema es Xo. Esto equivale a la condicion inicial
p(X,t=to) = 6(X — Xo) (1.41)

donde ¢ es la distribucion delta (de forma muy simplificada, una pdf con un pico de longitud
infinita en X y cero en los demés valores de X). La solucion de la Ec. (1.39) es la pdf condicional

(X, 1| X0, t0) = exp{L(t — to)}6(X — X,) (1.42)
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donde el operador exponencial exp{ﬁ(t —tp)} se define de manera analoga a la serie de Taylor de

la funcién exponencial,
o0

(t— t N
exp{L(t — to)} Z )" (1.43)
con Lh=LL--- L paran >0y LO=Tesel operador identidad.
=
n veces

1.4.1. Ecuacion de continuidad

El analisis que se presenta en esta subseccion se basa en el realizado por J.K.G. Dhont y W.J.
Briels en [7]. Primero, se considera un ensamble compuesto por N réplicas con una particula
coloidal cuya orientacién estd caracterizada por el vector unitario 4 y su posiciéon, por el vector
7 (Figura 1.11). Las variables termodinamicas fijas de cada réplica son: el ntmero de particulas
N = 1, el volumen V y la temperatura T'; asi que todas las réplicas conforman un ensamble
canonico (N,V,T). Cada microestado en un instante ¢ estard dado por la dupla X = (7, 4),
asociada a su vez a un punto del espacio fase, de modo que la evolucion de cada réplica puede
verse como una trayectoria en dicho espacio.

z
A

s

=l

X

Figura 1.11: Particula coloidal con posicion 7y orientaciéon

Dado que tanto 7 como 4 cambian en el tiempo de forma aleatoria debido a sus interacciones
con el solvente, X es una variable estocastica. Es notable que cada réplica tiene asociado un punto
en R? y otro en una esfera unitaria en R? (Figura 1.12).

JZ@ﬂ JEL U X = (7 a)
LT A

=

: y
-
wyn) X T
Ensan;k;lée;)]ciir;omco Punto del espacio fase

Figura 1.12: Microestado asociado a un punto del espacio fase.
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Se considera que W es un volumen arbitrario en el primer espacio y A, un area de la de la
superficie esférica. La probabilidad de encontrar a una particula en microestados alrededor de X
esté relacionada con la cantidad de puntos dentro de W y sobre A. Esta cantidad serd medida con
la funcion Nx(t), proporcional a la pdf p(7, i, ¢) mediante la relacion

— /WdF /A dip(F, ., t) (1.44)

donde d7 representa el elemento de volumen en R3 alrededor de 7y di, un elemento infinitesimal
de area en la esfera unitaria (por ejemplo, en coordenadas esféricas tiene la magnitud sen 6dfd¢).
Como W y A son fijas, se tiene que la variacion de puntos contenidos en el “hipervolumen” WU A

es
dNX / dr/ da 2L (1.45)

Dado que no hay fuentes ni sumideros de puntos en el espacio fase, dNx /dt depende exclusivamente
del “flujo de puntos” a través de las fronteras conformadas por la superficie OV y la curva 0.A.

Se calcula primero el flujo a través de OW. La tnica componente de la velocidad ¥ = dr/dt del
centro de masa de la particula que contribuye al flujo es perpendicular a OW y esté relacionada con
su vector normal 7 mediante el producto interno v-n = ¥, . Naturalmente, se elige que la direccion
de 7 apunte hacia afuera de 9V (Figura 1.13). Luego, la contribucion dNyy /dt a través de esta
superficie es la integral de esta componente multiplicada por p(7, 4, t) sobre toda la frontera OW;

esto es
dNW % ds / da[( a,t)] (1.46)
oW

El signo negativo viene del hecho de que si ¥- 7 > 0, entonces ¥ también apunta hacia afuera de la
superficie y el nimero de puntos en W disminuye (dNyy/dt < 0) y viceversa. Usando el elemento
de superficie dS = dSn, se puede reescribir esta expresion como

dNW 7{91/\1 s - / di [Op(F, 4, t)] (1.47)

nag=dl xu

Figura 1.13: Diagrama ilustrativo.

Usando el teorema integral de Gauss, se obtiene

dNW /dr/duv [Op(F, 4, )] (1.48)

Esta es la contribucion del flujo a través de 9WW. Ahora se calcula la contribucion del flujo de puntos
a través de la curva 0A orientada positiva. Sea dl el vector infinitesimal tangente a la curva d.A.
Como 4 es un vector perpendicular a la esfera unitaria y, por lo tanto, al area A, el vector normal
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que apunta hacia afuera del parche delimitado por 0A es nny = di’x @ (Figura 1.13). Como el vector
4 cambia con el tiempo, se puede definir la velocidad U; = dt/dt para determinar el flujo a través

de 0A. La componente de ¢z normal a esta curva es la proyeccion nig 4 - Vg = (dfx ﬁ) ~da/dt. Se

integra alrededor de 0.A para obtener dN 4/dt usando que fig - Uy = dl- (4 x di/dt); se tiene que

dNA(t)__/ _,f e odu
— = Wdr aAdl Ux — p(F.a,t) (1.49)

Considerando el diferencial de superficie dS = did = sen 0dfd¢i de A y aplicando el teorema de

Stokes, se obtiene
N .
dNA(t) :-/ dF/ diii - | Va x (@ x 2 pra, 0) (1.50)
dt W A dt

donde V es el gradiente con respecto a las coordenadas cartesianas de u. La velocidad angular O
de la particula coloidal esta dada por la Ec. (1.7),

ﬂ—ﬁx@
B dt

Usando, ademas que @ - Vg x F = (i x V) - F, la Ec. (1.50) se vuelve

ch:f(t) - _/W dF/A di (@ x Va) - [ﬁp(ﬁfu t)} (1.51)

Combinando las Ecs. (1.48) y (1.51), obtenemos el flujo de puntos total a través de Wy A

dNx(t)  dNw(t) = dNa(t)
dt ~— dt dt

o (1.52)
_ / i / iy - [5p(F, i, £)] — / dF / dirR - [{3p(ra )]
w A w A
donde se define el operador de rotacion R como
R(-)=axVg(--) (1.53)

La diferenciacion respecto a @ debe ser tomada respecto a longitud de @ constante, no obstante, el
producto cruz elimina la componente de V; a lo largo de 4. Luego, la diferenciacion de R puede
realizarse respecto a las simples coordenadas cartesianas (z,y, z).

Uniendo la Ec. (1.45) con la Ec. (1.52) y reordenando, se tiene

/W iF /A di {gtp(f', 0,0) + V- [dp(7, i, )] + R - [Gp(70,1)] } —0 (1.54)

Dado que el volumen W y el area A son arbitrarios, el integrando es cero. Por lo tanto, se obtiene
la ecuacion de continuidad o de movimiento para la pdf,

0

&P
Para réplicas con un nimero N arbitrario de particulas, en lugar de que los puntos en el espacio
fase sean determinados por 7y 4, lo son por el conjunto de coordenadas

(F i, t) = =V - [0p(F, 4, )] — R - [ﬁp(ﬁ i, t)] (1.55)

{F17F27"'7FN71117@2’-~-aaN} (156)

donde 7 y 4; es la posicion y la orientacion de la j-ésima particula, respectivamente.
La ecuacion de movimiento para la pdf en este espacio de 6N posiciones es la suma de la contri-
bucion traslacional y rotacional de cada particula [7]:
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N
o .. . L. ~ R . =
ap(m,rg, ey TN U, Uy ey UN) = — Z {Vj SUip) + R - [ij]} (1.57)
j=1
donde se ha omitido indicar la dependencia explicita de la pdf de las coordenadas del espacio fase al
lado derecho de la ecuacion y se define R; (---) = 1; X Vg, (---). Volviendo a lo que se mencionaba
al comienzo de la seccién, el operador de evolucion temporal en este caso es

N
L) ==Y A5 61+ Ry 1)1} (1.58)

Jj=1

por lo que se puede escribir la Ec. (1.57) de la forma compacta (1.39).

1.4.2. Ecuacién de Smoluchowski para un sistema de N particulas

La ecuacion de continuidad (1.57) es un resultado exacto dado que expresa la conservacion
de una medida del nimero de particulas. A continuacion, se usaran aproximaciones importantes
para llegar a la ecuacion de Smoluchowski: En la escala de tiempo browniana, las velocidades
traslacionales ¥; y angulares ﬁj son funciones de las coordenadas de posiciéon y orientacion debido
a que las fuerzas y las torcas estan en equilibrio. Hay tres pares de fuerzas y torcas que acttian
sobre cada particula: 1. La fuerza hidrodindmica Fh y la torca Th que el solvente ejerce sobre cada
particula browniana. 2. La fuerza de interaccion directa FI y la torca T1 3 La fuerza browniana
F Br y la torca T Br propias de la escala de tiempo difusiva. Para cada particula se cumple

0=F"+F'+ FPr
.yl o (1.59)
0= Tj + Tj + Tj
La fuerza directa es .
Fl = =V;0(, ..., 7, fi, ..., Ay) (1.60)
donde ® es la energia potencial total del sistema de N particulas. La torca directa es
Th = —R;®(F1, ... Pn, tin, ..oy ) (1.61)

Sin tomar en cuenta las interacciones hidrodindmicas en el sistema que se trata en este trabajo, las
fuerzas y torcas hidrodinamicas no son mas que las fuerzas de friccion de una esfera en el solvente.

Esta fuerza de friccion es
F} = —y@; = —(BDy) ™', (1.62)
donde 7 es el coeficiente de friccion traslacional para la j-ésima esfera trasladandose en el solvente,

tal y como se describe en la subseccion (1.3.1). La torca hidrodinamica no es mas que
TP = 38, = —(8D,) 716 (1.63)

donde v, es el coeficiente de friccion rotacional para la j-ésima esfera girando en el solvente. Se
define el coeficiente de difusion traslacional Dy y el coeficiente de difusion rotacional D, como

Dy = kjtT = (5%)_1
(1.64)
kgT
Dr = ,BY = (5%)_1

Usando las Ecs (1.60-1.63) sobre la Ec. (1.59), se obtiene

= D.B(FP —Vv.®
5 = DB, i®) (1.65)
D,

17.
o BT — R;®)
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Sustituyendo en (1.57), se llega a la ecuacion
N
Z (Vi [(DBEE = V,0))p] +R; - (DBTE - R;0))p] | (1.66)

La fuerza y torca browniana se encuentran mediante la condicion de equilibrio ¢ — oo, dp/dt — 0.
En este caso, FjBr =V,;o, TJB" = RO y p(f1, T2, ..., TN, U1, U2y ..., iy) = exp{—LP} /Q(N, P, T)
donde Q es la funcion de particion del ensamble candnico, dada como

Q(N,(I),T) = /dFl e /d’FNfdel ce %ﬂN exp{fﬂil)(f’l, ...,FN,ﬂl, ,ﬁN)} (167)
De esta manera, se puede escribir

FBr— _3-1V.lnp = — -1y
j B jmp (ﬁp) AJp (1.68)

TP = -8 'R;lnp = —(8p) 'R;p

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en la Ec. (1.66), se obtiene

N
PPty i, ) = S { DoV - [V + BpV;@] + DR - [Ryp+ BpR; @]} (1.69)
j=1

0
at?

Esta es la ecuacion de Smoluchowski para N esferas rigidas con orientaciones {;}Y.; y posiciones

{rikls.

1.4.3. Ecuacion de Smoluchowski de un sistema diluido

Dado que se estudiara la orientacién de una sola particula coloidal con respecto a la interac-
cion con las otras N — 1 particulas idénticas y con el solvente, es conveniente deshacerse de las
coordenadas que no son relevantes para el problema para trabajar con la pdf reducida p(is,t). De
acuerdo con los teoremas de Gauss y Stokes, esto resulta en,

0
D, R?
3t ( 1 ) p u17 )
—i—DrﬂR /dm /drN%duz /derduN R<I> p(71, Ty ooy TN, U1, Uy ooy Uy L)
(1.70)
donde se ha asumido que la energia potencial es aditiva a pares,
é(f’lv' o 7FN7IEL17 e 7ﬁ‘N) = Z V(F’L - 7?]7/&"“/&?) (]‘71)
1,j=1,
=
Para particulas coloidales monodispersas, la ecuacion se reduce a
0
875(’) DR2(U1,)
(1.72)

+ (N— 1)Drﬁ7é~/dr1/dr2%da2 |:7%,V(’I?1 —7727’[11,’[12) p(Fl,FQ,ﬂl,ﬂg,t)

Considerando que la escala de tiempo de la relajacién posicional es mucho mas pequena que la de
la relajaciéon rotacional para particulas coloidales interactuantes, esto implica que las coordenadas
de posicién siempre estan en equilibrio durante los cambios en la orientaciéon del coloide. De esta
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manera, la pdf condicional p(71, r3|t1, Us|t) para las posiciones de dos particulas coloidales en el
tiempo ¢ dadas sus orientaciones no es mas que la pdf del equilibrio. Es decir,

exp {—BV (71 — 72,11, 02)}

V [ drexp {—BV(F, i1, 02)}

B exp {—BV (1 — 7, 11,U2)}

© V[ drexp {—BV (F, i1, d2)} — 1] + V2

p(Fla T_é‘ala a2|t) =
(1.73)

donde debe hacerse la distincién entre el volumen V' y el potencial de interaccién a pares
V (7,41, 12). La integral en el denominador es del orden de 471'R‘?,/3, donde Ry es el rango del
potencial de interaccion a pares. Para V' grande, el sistema se encuentra muy diluido y la expresion
de arriba se reduce a )

p(7™1, 73], da[t) = 77z &XP {=BV(r i1, 12)} (1.74)

De esta manera, la pdf p(7, 7, 41, ta, t) = p(T1, r3|l1, Ua|t)p(ty, G2, t) es

Lo 1 Lo P
p(rlv/rQaul?uQat) = V2 eXp{_BV(TvulvUZ)}p(Ulyu%t) (175)

Sustituyendo esta ecuacion en la Ec. (1.72) se obtiene

g . No oA =S N
ap(ul, T) = Rzp(ul, T) — pBRpo (1, 7) - j{duQTl (ti1, G2)po(tia, T) (1.76)

donde se considera el tiempo adimensional 7 = Dt y
T (i1, ) = —ﬁ/dF RV (7 1, 12) | exp {8V (7, i, 2) } (1.77)

es la torca de sobre la particula 1, promediada sobre las coordenadas de posiciéon de las demaés
particulas con respecto a la exponencial de Boltzmann. A partir de la solucion de esta ecuacion para
el caso del sistema coloidal dipolar esférico diluido, obtenida en el Apéndice (A.1.2), se calcularon las
propiedades relevantes mostradas en el Capitulo 2. A partir de los parametros de control definidos
en este capitulo, se considera que el sistema esté diluido dentro de rangos 0.005 < p* < 0.3 y una
magnitud de momento dipolar fija p* < 2 (menos de 1.03 Debyes aproximadamente).

1.5. Potenciales de interaccion

Dos particulas coloidales dipolares interactian entre si mediante fuerzas de Coulomb debidas
a las cargas eléctricas de sus dipolos puntuales. Ademas, las interacciones dipolares pueden ser
atractivas o repulsivas, dependiendo de las orientaciones relativas de ambas particulas. El potencial
de interacciéon dipolo-dipolo tiene la ventaja de poder ser escrito como una serie de productos
de armonicos esféricos, lo cual facilita relativamente los célculos debido a que las derivadas e
integrales de estas funciones son bien conocidas.

1.5.1. Expansion del potencial en armoénicos esféricos

La energia de interaccion a pares V entre las particulas dipolares dipolares debe ser invariante
bajo rotaciones alrededor del eje que pasa por sus centros de masa en un marco de referencia
(2,9, z). Ademas, debe ser invariante bajo rotaciones dentro del marco de referencia (x;,y;, z;) de
cada particula, considerando que el eje z; indica la orientaciéon de la i-ésima particula. Gracias
a esta simetria, es posible expresar el potencial de interaccion a pares de particulas multipolares

21



CAPITULO 1. MARCO TEORICO
1.5. POTENCIALES DE INTERACCION

como una serie de productos de armoénicos esféricos, que conforman una base ortogonal para las
funciones invariantes bajo rotacion [31]. Esta expansion se escribe como

VMP 7’ ul,ug Z Z ’I“ l1l2 (lllgl mlmgm)YlllebmzYlfg (178)

l1lsl mimam

donde 7 = 7, — 7] es el vector que caracteriza la distancia |r| y la orientacion de la separacion entre
un par de particulas, @, es el vector unitario con la orientacion de 7, @1 y Uz son los vectores que
indican la orientacion de las particulas 1 y 2, respectivamente, u(r;l1l5l) son los coeficientes de
expansion multipolar, C(llsl; mimam) son los coeficientes de Clebsch-Gordan y Y;i = Y}, () es
un armonico esférico evaluado en la orientacion del vector unitario 4,, mientras que Y, = ¥j,, (@)
esta evaluado en la orientacion 4, = 7/|7]. La etiqueta “MP” indica que cada particula contiene un
multipolo (dipolo, cuadrupolo, etc.) en su centro de masa.

Dado que el sistema se encuentra diluido, el caso estudiado en este trabajo solo involucra la
interaccion dipolo-dipolo, para la cual [; = 1,1 =1yl =11 + 1y = 2 y la interaccion de esfera
dura. De esta manera, la Ec. (1.78) se reduce a

Voo (i, di) = Y u(r; 112)C (1125 mymam) Yy, Vi, Yo (1.79)
mimam
donde m; = —1,0,1, mo = —1,0,1, m = —2,—1,0,1,2 y el coeficiente de expansiéon multipolar es
o0 sir<o
u(r;112) = 1.80
( ) —ﬁ(4m/%)‘j—§ sir>o ( )

donde o es el diametro de la particula coloidal y € es la permitividad eléctrica del solvente. La
interaccion de esfera dura es u — oo cuando r < o.

Cuando las particulas tienen las orientaciones 61 = 0y = 6, = /2 y ¢1 = ¢p2 = ¢, = 0 (ver Figura
1.14),, la expresion de la Ec. (1.79) se reduce a

Vop(r) = {OO , <o (1.81)

2 .
—fks sir>o

En la Figura (1.15) se muestra la grafica de este potencial de interaccion para particulas coloidales
dipolares con un didmetro de 0 = lum en agua a temperatura ambiente (e = 80¢p, T' = 300K)
y momento dipolar reducido p* = 2. Se observa que la energia tiende asintéticamente a un valor
maximo a medida que las particulas se separan mas alla de la distancia minima permitida entre
particulas, r = o. Este comportamiento indica una interaccién atractiva entre ambas particulas
coloidales. A distancias mayores a 5.848 diametros, lo cual corresponde a la distancia promedio
entre particulas a una concentraciéon de p* = 0.005, la energia de interaccién representa menos
del 0.5% de la energia térmica a esa temperatura (8~! = 25.8meV); por otra parte, a distancias
mayores a 1.494 didmetros, lo cual corresponde a la distancia promedio entre particulas a una
concentracion de p* = 0.3, la energia de interacciéon representa menos del 19.1% Por lo tanto,
en el rango de concentraciones 0.005 < p* < 0.3 y p* = 2, la energia térmica domina en gran
medida el comportamiento del sistema en comparaciéon con la energia de interacciéon dipolo-dipolo.
La energia a 1.494 diametros representa un 30 % de la energia minima alcanzada a la separacion
minima permitida de 1 diametro (63.6% de $~!). La recta vertical en este punto representa la
condicion del potencial de esfera dura, donde la barrera de potencial es infinita. Para una magnitud
10 veces més pequeiia ;1*2 = 0.4 los valores del potencial son 100 veces menores.
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Figura 1.14: Dos particulas coloidales dipolares con orientaciones 1 = 0 = 6, = 7/2 y ¢1 = ¢2 =

(br:O'
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Figura 1.15: Grafica del potencial de interacciéon dipolo-dipolo con p*? = 4, € = 80¢y, T' = 300K,
0 =0=0=7/2y ¢p1 =2 = ¢ =0.
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Figura 1.16: Grafica del potencial de interaccién dipolo-dipolo con p*2 = 0.4, € = 80¢g, T = 300K,
01=0>=0,=7/2y ¢1=¢a = =0.

1.6. Factor de estructura dindmico auto orientacional

Se considera un sistema de particulas esféricas dipolares monodispersas (es decir, tienen la mis-

ma magnitud de momento dipolar p y didmetro o) que se encuentran completamente alineadas en
la direccién de un campo eléctrico externo E. Se desactiva este campo en el tiempo ¢ = 0 asi que,
desde este instante, las particulas realizan un proceso de difusion rotacional que produce una tran-
sicién hacia una fase isétropa, donde cualquier orientaciéon del momento dipolar de las particulas
es igualmente probable (Figura (1.7)). Este proceso se conoce como relajacion rotacional y es al
que se dedica este trabajo [13].
Una forma de monitorear este proceso es mediante un experimento de dispersion de luz estdti-
ca despolarizada para dngulos pequenios, ilustrado en la Figura (1.17). El arreglo consiste en dos
polarizadores: P;, cuya direccion de polarizacion es paralela al campo eléctrico original (2) y P,
cuya direccion de polarizacion es &. Se emite luz no polarizada desde una fuente en el origen y
es polarizada por P, esta luz incidente, cuyo campo de intensidad eléctrica se denota con Eo, es
dispersada por la muestra S del sistema coloidal dipolar y nuevamente es polarizada por Ps. La luz
polarizada ahora a lo largo de alguna direccién en el plano xy, cuyo campo de intensidad eléctrica
es denotado con ES, es registrada por un detector. La intensidad de luz dispersada esta relacionada
con el factor de estructura dindmico F(k,t) [10, 32]. Este es una funcién de correlacion entre las
fluctuaciones en la orientaciéon de las particulas en el tiempo y estd dado como

(k) = (s - Q1) - 9) (s - Q*(t = 0) - o)) (1.82)

donde iy = Eo/|Eo| = 2 es la direccion de polarizacion de la luz incidente, fis = Es /| Ey| = Up T4y Y
es la direccion de polarizacion de la luz detectada y Q es el tensor de densidad de orientacion

Qb - 7= 3 [m(tmi(w - H exp { ik 7.} (1.83)
i=1

donde 77 es el vector de posicion de la i-ésima particula. Como lo indica el producto diadico ;;,
este tensor es un parametro de orden colectivo que involucra las orientaciones de todas las particulas
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del sistema dentro de un marco de referencia especifico [18]. Sustituyendo la Ec. (1.83) en la Ec.
(1.82), se obtiene

1 N
k1) = & [Z (s - a(8)) (0 - 04(1))?)
i=1 (1.84)
7 (s - (8 s - 15(8)) (o - (1)) (o - 15 (8)) exp {iF - (7 - m}ﬂ

L 2 - 2
Fy(t) = 5 D (s a(0)* (o - (1)) (1.85)
y el factor de estructura dindmico orientacional colectivo Fc(k,t)

Folk,t) = 5 37 { (- (0)) (s - 5 (0)) (0 - (1)) o - g (0)) exp {3 - (72— 75)} ) (1.86)

i#j

La parte colectiva (1.86) (sin el factor 1/N) es la funcion de correlacion dependiente del tiempo
de la transformada de Fourier de la densidad. Su dependencia temporal describe la dinamica de
fluctuaciones sinusoidales con longitud de onda A = 27/k. Dado que una fluctuacion de densidad
involucra el movimiento de muchas particulas, dicha funcién estd conectada con un fenémeno
colectivo. Por otra parte, la parte auto (1.85) caracteriza la dindmica de una sola particula (la
particula trazadora) y esta es afectada por las interacciones con las demas particulas [13].
Considerando el sistema de referencia usado en este trabajo (g = 2 y fis = uaZ +uyy) y el tiempo
adimensional 7 = D.t, Fg se reduce a

Fs(1) = <u3u§> (1), (1.87)

Como se demuestra en el apéndice A.3, Fg esta dado en términos de los parametros de orden de
forma analoga para el caso de un sistema coloidal dipolar esférico sin interacciones y uno diluido
con interacciones como

Fso(r) =1+ g (Pa(cos@)), (1) — % (Ps(cos®)), (1) (1.88)
y
5} 12
Fy(m€) =1+ z (P2(cos)) (m3€) — - (Py(cos0)) (:€), (1.89)
respectivamente.

1.7. Propiedades orientacionales

1.7.1. Sistema sin interacciones

A continuaciéon se presentan los aspectos relevantes de la relajacion rotacional de un
sistema sin interacciones (infinitamente diluido) como referencia para el caso diluido. Para com-
parar ambos sistemas se realiza un analisis de las diferencias entre sus propiedades en el Capitulo 2.
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Figura 1.17: Experimento de dispersion de luz estéatica despolarizada para angulos pequenos. To-
mada de [13].

Distribucién orientacional y parametros de orden

Para el caso sin interacciones, la ecuacion de Smoluchowski (1.76) se reduce a

0

Epo
donde el subindice “0” indica que se tratan propiedades del sistema sin interacciones. Luego, la pdf
se escribe como la serie de polinomios de Legendre

(2, 7) = Rpo(ii, 7) (1.90)

oo

1
po(0,7) = E;@l—&— ) exp{—I(l+1)7} Pi(cosb) (1.91)
donde 6 es el angulo de inclinacion respecto a la orientacion original de las particulas (7 = 0) = 2.
Los célculos se muestran en el apéndice A.1.1.

Factor de estructura dinamica auto y tiempos relaventes en la relajacion

Hay tres tiempos relevantes en el factor de estructura dinamico auto Fgs:

" Tmax: El tiempo en el que Fg o alcanza un valor méximo. En este instante, los dipolos se
encuentran orientados en la fase nemaética de una forma optima donde la dispersion de luz
es maxima [13].

" Them-iso: Bl tiempo en el que existe un cambio de curvatura de la grafica de Fy . Este instante
marca el comienzo de la transicién de fase nematica a la fase isétropa como lo demuestran
las graficas de la pdf presentadas en el Capitulo 2.

" Tiso: El tiempo en el que Fg comienza a tender asintéticamente a 1. Dependiendo de la
precision requerida, este tiempo indica cuéndo el sistema se ha relajado completamente a la
fase isétropa.

Entonces, para identificar la transicion de fase nemético-is6tropa en el proceso de relajacion es
necesario detectar el maximo y el cambio de curvatura del factor de estructura dinamico auto
orientacional Fg . Tal y como se calcula en el apéndice A.3, esta funcién esta dada como
) 12
Fso(r) = 1+ 2 (Palcos ), () — = (Pa(cos )y (7) (192

donde (Pj(cosf)), son los parametros de orden relevantes para esta propiedad (calculados en el
apéndice A.2),

(Po(cos)) = 1,
(Pi(cos®)), = exp{—27},
(Py(cos b)), = exp{—67}, (1.93)
(Pa(cos0)), = exp {—207}
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donde el parametro con [ = 1 es importante para el desplazamiento cuadratico medio rotacional
que se discutira mas adelante. Estas funciones son los promedios de los polinomios de Legendre de
orden 0, 1, 2, 3 y 4.

Desplazamiento cuadratico medio rotacional

El desplazamiento cuadrético medio rotacional W, ¢ para el sistema sin interacciones se presenta
en la seccién 1.3 y, en términos de los parametros de orden, estd dado como

Wio(1) =2[1 = (Pi(cos b)), (1)) =2[1 — exp{—27}] (1.94)

Su comportamiento se analiza en el Capitulo 2

1.7.2. Sistema con interacciones

Se considera un sistema coloidal dipolar esférico monodisperso y diluido que se mantiene en
una fase ordenada debido a la acciéon de un campo externo. En el tiempo 7 =0 ((4) (7 = 0) = 2),
el campo es desactivado y el sistema vuelve a la fase isotropa debido a la difusion rotacio-
nal que realizan sus componentes. En este estudio se considera que la densidad reducida se
encuentra entre los valores 0.005 < p* < 0.3 con p* = po® y las magnitudes de momento
dipolar reducidas pu*? = Bu?/ec® = 4 y p*? = 0.4, tomando en cuenta que estos valores son
validos para un sistema altamente diluido [5, 10, 32]. Ahora que se tiene un criterio para determi-
nar los tiempos relevantes de Fg, es posible realizar el mismo anélisis para el caso con interacciones.

Distribucién orientacional

Para obtener la pdf, es posible resolver la Ec. (1.76) mediante los métodos analiticos descritos
en el apéndice A.1.2. Se obtiene que la pdf de este sistema estd dada como

p(01,7:6) = > ao(73 ) Py(cos 0y) (1.95)
1=0
donde
20+1
ool €) = = exp {~1(1+ D} + Em(7), (1.96)
1 2041 11+ 1)+1
= — C(2,l,1+2;110)C(2,1,1 4 2;000
fT) = 350\ w15 a3 CB LT HLOCRL I 2:000)x (1.97)
x Eexp{—(I(l+5)+12)7} [exp {4(l + 3)7} — 1],
ko = 0 y € es un parametro de control adimensional definido en términos de las cantidades

reducidas p* = po3 y p*t = (Bu?/e0?)?,
§=p (1.98)

Factor de estructura dindmica auto y parametros de orden

Tal y como se calcula en el apéndice A.3, el factor de estructura dindamico orientacional auto
para el caso con interacciones Fg esta dado como

Fs(ri€) = 1+ 2 (Po(cost) (1:6) = = (Pa(cos ) (75€) (1.99)
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donde (P;(cosf)) son los parametros de orden relevantes para esta propiedad (calculados en el
apéndice A.2),

(Py(cosf)) (1) =1

(P1(cos®)) (1) = exp{—27} + ————Cexp {—187} [exp {167} — 1]

600\/47

1125\/‘*
(Py(cos®)) (1) = exp{—207} + — 507 \/75 exp {—487} [exp {287} — 1]

(1.100)

(Pa(cos0)) (1) = exp{—67} + —————=~&exp {—267} [exp {207} — 1]

donde, al igual que en el caso sin interacciones, el parametro con [ = 1 es importante para el
desplazamiento cuadréatico medio rotacional que se presentard mas adelante. La notacion (- --)
denota que los promedios se calculan respecto a la funcion de densidad de probabilidad del caso
diluido de la Ec.(1.95).

Desplazamiento cuadratico medio rotacional

El desplazamiento cuadratico medio rotacional W, del sistema con interacciones esta dado por
la expresion anéloga
Wi(r:€) =2[1 — (P cos ) (15€)] (1.101)

donde

(Pi(cos)) (1) =exp{—27} + Eexp{—187} [exp {167} — 1] (1.102)

600\/47
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Capitulo 2

Resultados

2.1. Sistema sin interacciones

2.1.1. Parametros de orden y factor de estructura dinamico auto

Se muestra una grafica de los parametros de orden (P(cosf)), del sistema sin interacciones en
la Figura (2.1). Como puede observarse, los parametros de orden asociados a los promedios de los
polinomios de Legendre de orden 1, 2, 3 y 4 decaen desde su valor en la fase nematica (1) hacia su
valor en la fase isotropa (0).

La grafica del factor de estructura dinamica auto Fg se muestra en la Figura (2.2); la de su

0 1 2 3
1.0f 11.0
0.8/ 0.8
~~
~
p P
;30.6— o6 lo
m | |
) w1
o 2
Lo4 0.4 : 3
S . 4]
0.2 0.2
o )
0 1 2 3
T

Figura 2.1: (P(cos#)), vs. 7 con [ =0,1,2,3,4.
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derivada, en la Figura (2.3). En estas, se sefialan los tiempos relevantes mencionados en la seccion
1.7. En Tax = 0.149, Fg alcanza un valor maximo de 1.205. El comienzo de la transicion de
fase Nematica-Isotropa se da en el tiempo Them-iso = 0.235 y finaliza en 735, = 1.211, que indica la
relajacion rotacional completa del sistema hacia la fase is6tropa (a partir de este tiempo Fgo <
1.0005).

0 0.5 1.0 1.5
1.2} (0.149, 1.205) i)
(0.235, 1.159)
1.1 11.1
_——
I~
p
Or-
0 1.211, 1.000
W 10} o 1.0
0.9 10.9
0 05 1.0 15

T

Figura 2.2: Fg o vs. 7.

2.1.2. Distribucién orientacional y desplazamiento cuadratico medio ro-
tacional

Una vez determinados los tiempos relevantes de Fg o, se analizan las graficas de la pdf (1.91)
y Wi o para cuatro intervalos distintos: a) 7 < Tyax, b) Tmax < T < Tnem-isos €) Them-iso < T < Tiso
y d) T > Tigo-

a) T < Tmax: En este intervalo, el sistema se encuentra en la fase nematica. Tal y como se observa
en la grafica de pg en la Figura (2.5), hay una marcada tendencia de las particulas a ordenarse
con valores 6 cercanos a cero; es decir, alrededor de su orientacion inicial (7 = 0) = 2 (esto es
6 = 0) debida al campo. Es importante notar que, aunque este ordenamiento se hace cada vez
menos presente conforme avanza el tiempo, los valores predominantes siempre estan alrededor
de 6 = 0 y estan atn muy lejos de parecerse a la forma de la pdf en el equilibrio p*® = 1/4x
(recta punteada rosa) cuando 7 — oo. Por otra parte, en la Figura (2.6), el desplazamiento
cuadratico medio W; o muestra un comportamiento casi lineal creciente cuya pendiente es cada
vez menor que 4, a comparacion de su comportamiento en tiempos cortos de la escala difusiva
(Wr.0(Teorto) = 47. Como se menciona en la seccién (1.3), el comportamiento lineal inicial se
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Figura 2.3: Derivada de Fgg vs. T.
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Figura 2.4: Segunda derivada de Fg vs. 7.
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asocia a una “difusion traslacional” en dos dimensiones en la superficie localmente plana de la
esfera que caracteriza los estados posibles .

0 ? T
eq_ 1

8l L iy B

6 6
=

©

- .
ﬂ = 0.01
4 |, 0.04475
~ » 0.0795
<r) = 0.11425
N
S = 0.149

2l P

\
O s Y T T S

lap SR

Figura 2.5: pg en 7 < Tax-

b) Tmax < T < Them-iso: El sistema también se encuentra en la fase nematica en este intervalo. Tal y
como se observa en la grafica de py en la Figura (2.7), ain existe orden en el sitema con valores
0 cercanos a cero; no obstante, la diferencia entre pico y pico de las distribuciones a tiempos
subsecuentes es méas regular. Por otra parte, el desplazamiento cuadratico medio W, o muestra
una tasa de crecimiento menor (& 2.7) con un crecimiento aproximadamente lineal.

C) Tnem-iso < T < Tiso: La transicion de fase nematica-isotropa sucede en este intervalo. Tal y como
se observa en la gréfica de pg en la Figura (2.9), la pdf continda achatandose y volviéndose cada
vez mas simétrica alrededor de 8 = 7/2 a medida que el tiempo avanza. Esto es debido a que
la difusion rotacional de las particulas sucede de forma libre, sin obstaculizar que su vector de
orientacion se desplace a lo largo de toda la esfera unitaria. De esta manera, la probabilidad de
que la particula se encuentre orientada en una direccién o en otra tiende a la pdf del equilibrio.
En cuanto a W, o, en la Figura (2.10), no muestra un crecimiento lineal, sin embargo, la recta
asociada a la cuerva en este intervalo presenta una tasa de crecimiento ain menor que la del
intervalo anterior (& 1.1).

d) 7 > Tiso: El sistema ya se encuentra en la fase isdtropa en este intervalo. Tal y como se observa en
la grafica de pg en la Figura (2.11), la pdf es simétrica alrededor del d4ngulo 8 = 7/2 y se asemeja
de forma cada vez més notable a la pdf del equilibrio. En estos tiempos, W, g, cuya gréfica se
muestra en la Figura (2.12), esta cerca de llegar al limite geométrico Wy o — 2, de manera que
el vector de orientacion de la particula ha recorrido toda la esfera unitaria y puede hallarse de
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Figura 2.8: Wr,o en Tmax < 7 < Them-iso-

manera igualmente probable en cualquiera de sus puntos. Este comportamiento es caracteristico
de sistemas de particulas esféricas con muy bajas concentraciones o con interacciones demasiado

deébiles [13, 7, 12].

El comportamiento de W, g en el intervalo 0 < 7 < 3 se muestra en la grafica (2.13) junto con su
valor en los tiempos relevantes. Tal y como se muestra en la Figura (2.14), la grafica de la derivada
de Wg o es positiva y tiende a cero en tiempos muy largos por lo que no existen minimos locales
de W, . Dado que la segunda derivada (cuya gréfica estd mostrada en la Figura (2.15) tiende a
cero en tiempos largos, W; o tampoco presenta cambios de curvatura. Que la primera derivada
de W, sea monétonamente decreciente indica que la difusién rotacional se realiza a una tasa de
cambio cada vez mas lenta conforme avanza el tiempo. Esto tiene sentido, dado que la difusion
rotacional terminara cubriendo toda la esfera unitaria y la media de W; o tendera a su valor en el

limite geométrico, 2.
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Figura 2.15: Grafica de la segunda derivada de W, g vs 7.
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2.2. Sistema con interacciones

Como ya se ha mencionado, en las graficas se varia solamente p*, en un rango 0.005 < p* < 0.3
y se considera una magnitud de momento dipolar de p*? = 0.4 (aproximadamente 0.32 D) y de
u*? = 4 (aproximadamente 1.02 D) ya que estos valores correponden, de acuerdo con la literatura,
al sistema de interés: un sistema diluido.

2.2.1. Parametros de orden

La grafica de estos parametros, comparados con los del caso sin interacciones de la Figura (2.1),
se muestran en las Figuras (2.16) y (2.19) para p* = 0.005 y p* = 0.3 y u*? = 4, respectivamente,
a tiempos cortos 7 < Typax. Los pardametros de orden del caso sin interacciones son las gréficas
de lineas punteadas negras, mientras que las del caso sin interacciones, son las de colores sé6lidos.
A simple vista existe una diferencia apenas notable entre ambas casos puesto que el sistema de
interés se mantiene en el umbral de las interacciones débiles. No obstante, en las graficas (2.18)
y (2.20) se muestra la diferencia absoluta entre los parametros de orden con y sin interacciones;
es decir, la funcion (P;(cos®)) — (Pi(cosf)),. Para p* = 0.005, en la Figura (2.18), las diferencias
entre pares son menores que 0.01 %, mientras que para p* = 0.3 (una densidad 60 veces mayor), en
la Figura (2.20), son menores que 0.5 %. En el caso donde p*? = 0.4 (cantidad 10 veces menor) y
p* = 0.005, las diferencias se vuelven 100 veces menores, como habria de esperarse (Figura 2.17).
Como se presenta a continuacion, estas diferencias tienen efectos sobre las propiedades del sistema
diluido respecto al sistema sin interacciones.

2.2.2. Factor de estructura dinadmico orientacional auto

Un detalle de la grafica de Fg alrededor de tiempos donde alcanza sus maximos para distintos

valores de concentracion 0.005 < p* < 0.3 se muestra en la Figura (2.21), donde pueden notarse
algunos efectos de las interacciones. Como se muestra en la Figura (2.22), la maxima diferencia
absoluta entre el factor auto con y sin interacciones es menor que 0.003 (aproximadamente 0.6 %
en 7 2~ 0.02). En tiempos cortos en el régimen difusivo 7 < Tyax las diferencias crecen en magnitud
hasta un minimo local negativo (en 7 & 0.08), decrecen hasta cero y vuelven a crecer hasta un
méximo local en 7 > Ty (en 7 & 0.17). A partir de este punto, las diferencias decrecen su valor
asintoticamente a 0. Como se muestra en la grafica de la Figura (2.23), las diferencias también se
reducen proporcionalmente 100 veces para p*? = 0.4.
La presencia de interacciones altera los tiempos relevantes Tiyax, Tnem-iso ¥ Tiso €n diferencias del
orden ~ 10~* como se muestra en las graficas de las Figuras (2.24), (2.26) y (2.28). La dependencia
lineal mostrada entre los tiempos relevantes y la concentracion mostrada en las Figuras (2.25),
(2.27) y (2.29), demuestra que estos tiempos son “retrasados” a mayor concentracion.

El tiempo Tyhax donde Fy alcanza su maximo se obtiene al igualar su derivada temporal a cero. Para
cinco concentraciones diferentes dentro del rango estudiado, se obtienen los tiempos mostrados en la
Figura (2.24). Como puede observarse en grafica de la Figura (2.25), Tyhax presenta una dependencia
lineal de p*. El punto de color rosa representa el valor para el sistema sin interacciones (p* = 0).
La méxima diferencia de tiempos es aproximadamente 2.25 x 1074,

El tiempo Them-iso donde esta el cambio de curvatura de Fg se obtiene al igualar su segunda derivada

temporal a cero. Para cinco concentraciones diferentes dentro del rango estudiado, se obtienen los
tiempos mostrados en la Figura (2.26). Como puede observarse en grafica de la Figura (2.27),
Tnem-iso también presenta una dependencia lineal de p*. El punto de color rosa representa el valor
para el sistema sin interacciones (p* = 0). La maxima diferencia de tiempos es aproximadamente
2.19 x 1074

El tiempo 75, donde se caracteriza a la fase is6tropa de Fg se obtiene al igualar su valor a
1.005. Para cinco concentraciones diferentes dentro del rango estudiado, se obtienen los tiempos
mostrados en la Figura (2.28). Como puede observarse en grafica de la Figura (2.29), 750, también
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Figura 2.18: Diferencias (P;(cosf)) — (P(cosf)), con p* = 0.005 y pu** = 4.
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Figura 2.19: (P,(cos®)) (lineas solidas de colores) con p* = 0.3 y p*? = 4 comparados con
(Py(cosf)), (lineas punteadas negras).
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Figura 2.20: Diferencias (P;(cosf)) — (P(cos#)), con p* = 0.3 y p*? = 4.
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Figura 2.21: Fy vs. 7 alrededor de sus valores maximos con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 4.
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Figura 2.23: Diferencias Fs — Fs o con 0.005 < p* < 0.3y p*? = 0.4.
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Figura 2.24: Derivada de Fs vS. T ¥ Tmax

para distintos valores de p* y pu*? = 4.
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Figura 2.25: Tiuax Vs p* para distintos valores de p* y pu*? = 4.
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Figura 2.26: Segunda derivada de F5 vs. T ¥ Thpem-iso para distintos valores de p* y /1*2 =4.
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Figura 2.27: Them-iso VS p* para distintos valores de p* y pu*? = 4.
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presenta una dependencia lineal de p*. El punto de color rosa representa el valor para el sistema
sin interacciones (p* = 0). La maxima diferencia de tiempos es aproximadamente 1.15 x 1073.
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Figura 2.28: Fg VS. T Vv Tiso para distintos valores de p* y p*? = 4.

Fisicamente, el retraso de los tiempos de relajacion es un resultado natural de las interacciones
en el sistema diluido: Para el caso sin interacciones, la difusion sucede més rapido debido a que no
hay interacciones de otras particulas obstaculizando la difusion.
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Figura 2.29: 734, vs p* para distintos valores de p* y u*? = 4.
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2.2.3. Distribucién orientacional
Tiempos fijos

Las pdfs para los casos con y sin interacciones se evaltian en los tiempos relevantes de Fyg o, para
w*? = 4 (graficas de las Figuras (2.30), (2.32), (2.34) y (2.36)). Para su comparacioén se grafican las
diferencias p — po (Figuras (2.31), (2.33), (2.35) y (2.37)). Como resultado, el sistema con interac-
ciones muestra el mismo comportamiento general que en el que se desprecian: En tiempos cortos
(1 =0.01) (Figura (2.30)) y en Tmax ~ 0.149 (Figura (2.32)), el sistema muestra una marcada ten-
dencia a estar en la fase ordenada. En 7em-iso = 0.235 (Figura (2.34)), el sistema con interacciones
también comienza la transicion hacia la fase isoétropa y las pdfs se vuelven simétricas hacia tiempos
Tiso & 1.211 (2.36), mostrando la fase is6tropa del sistema. No obstante, las diferencias p—pg revelan
un comportamiento interesante en el sistema con interacciones: A mayor concentracion p*, es mas
probable encontrar particulas orientadas con angulos de inclinacion “cercanos” a # = 0 y es menos
probable encontrarlas con angulos “cercanos” a § = . El angulo a partir del cual se diferencian
estas regiones se traslada hacia la derecha conforme pasa el tiempo. Este comportamiento puede
proporcionar una idea de lo que sucede en sistemas con concentraciones mayores, los cuales ya han
sido estudiados experimentalmente o a través de simulaciones [2, 12, 5]. Por ejemplo, en la grafica
la Figura (2.37) se puede observar que, justo como la pdf para p* = 0.3, la grafica de las diferencias
p — po también lo es; confirmando que el sistema esta a punto de llegar la fase isétropa y por ello
se encuentra mas alejado de la pdf del equilibrio que sistemas con concentraciones menores.
Similar a los resultados de propiedades anteriores, las diferencias son 100 veces més pequenas para
w*? = 0.4, como se muestra en la grafica de la Figura (2.38)
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Figura 2.30: Distribucion orientacional con 0.005 < p* < 0.3y u*2 =4 en 7 = 0.01.
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Figura 2.31: Diferencias p — pg con 0.005 < p* < 0.3y u*?> =4 en 7 = 0.01.
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Figura 2.32: Distribucién orientacional con 0.005 < p* < 0.3 y ,u*2 =4 en Tyax = 0.149.
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Figura 2.34: Distribucién orientacional con 0.005 < p* < 0.3 y 1*? = 4 en Them-iso = 0.235.
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Figura 2.35: Diferencias p — py con 0.005 < p* < 0.3 y 1*2 = 4 en Them-iso = 0.235.
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Figura 2.36: Distribucién orientacional con 0.005 < p* < 0.3 y u*2 = 4 en 75, = 1.211.

92



CAPITULO 2. RESULTADOS
2.2. SISTEMA CON INTERACCIONES

—~ 0 x JT
<t 2
I
o 0.00010| lo.00010
3
-
< 0.00005 l0.00005
~ p*
S = 0.005
- 0 0 0.07875
I 0.1525
& u 0.22625
’~0.00005| [0.00005| _ o5
S
o
S -0.00010| lo.00010
!
o 0 > T
0

Figura 2.37: Diferencias p — pg con 0.005 < p* < 0.3 y u*? =4 en 7y = 1.211.
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Figura 2.38: Diferencias p — pg con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 0.4 en 735, = 1.211.
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Concentracion fija

Como muestra de la evolucién de la pdf en tiempos relevantes de Fg se muestra el caso para
un sistema cuya concentraciéon es p* = 0.3 y su momento dipolar al cuadrado es p*? = 4. Para
este sistema, los tiempos relevantes son Tmax = 0.148757, Them-iso = 0.234749 v 750 = 1.21189. La
grafica de la Figura (2.39) muestra una comparacion entre las pdfs de este sistema con las pdfs
del sistema sin interacciones (lineas punteadas). Como ya se ha mencionado antes, tienen ligeras
diferencias y también se observa la tendencia hacia la pdf del equilibrio peq = 1/(47) en las pdfs
del caso diluido.
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Figura 2.39: Distribuciones orientacionales p y con p* = 0.3 y u*2 = 4 (lineas solidas de colores) y
po (linea punteada negra).

2.2.4. Desplazamiento cuadratico medio rotacional

La grafica de W, para valores de concentracion 0.005 < p* < 0.3 y u*2 = 4 se muestra en
la Figura (2.40). Para todas las concentraciones, W, presenta un comportamiento aparentemente
idéntico al de W, g, sin puntos criticos tal y como muestran las graficas la primera y la segunda
derivada (Figuras (2.43) y (2.46), respectivamente) y creciendo de forma monotona hasta el limite
geométrico W, — 2. Para este rango de concentraciones, la maxima diferencia entre el desplaza-
miento cuadratico medio con y sin interacciones es aproximadamente 0.007 (1.6 %) como se muestra
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en la Figura (2.42). Se identifica el comportamiento W, < W, o todo el tiempo. Por lo tanto, para
tiempos cortos, la pendiente de la recta a la que se aproximan los distintos W, es menor a medida
que aumenta la concentracion p* y W, < 41 (Figuras (2.41) y (2.44)), en un rango de 3.824 a
3.997 (de 0.075% a casi 4.4% de diferencia) a tiempos cortos en la escala difusiva (Figura 2.45).
La grafica de la Figura (2.45) muestra que la tasa de cambio de W, es proporcional al valor de p*.
La contribucién de las interacciones es atin mas notable en la grafica de la segunda derivada de W;
(Figura (2.46)), donde se observa que las diferencias entre las segundas derivadas se hacen practi-
camente cero en Them-iso- FiSicamente, estos resultados muestran que un sistema diluido dentro del
rango estudiado realiza la difusién rotacional mas lentamente que uno sin interacciones a tiempos
cortos en la escala difusiva.

Adicionalmente, el analisis realizado en esta escala de tiempo permite establecer un rango teérico
para p*2 dentro del rango de concentraciones estudiado. Para ello, se verifica hasta qué valor de
w2, W, presenta valores con significado fisico. El analisis realizado predice que la maxima magni-
tud de p*? permitida es p*? = 18.49 (aproximadamente 2.21 D). Las gréficas de W, en 0 < 7 < 2
y a tiempos cortos (7 < 0.1) con este valor del momento dipolar se muestran en las Figuras (2.47)
y (2.48), respectivamente. Como se aprecia en la grafica de la Figura (2.49), las diferencias res-
pecto a la difusion de una sola particula son bastante més notables llegando a un méximo de
aproximadamente 0.16 (34.5 % de diferencia).
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Figura 2.40: W, vs. 7 con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 4.
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Figura 2.41: W, vs. 7 con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 4.
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Figura 2.43: dW, /dr vs. T con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 4.
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Figura 2.44: dW,/dr vs. T con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 4 a tiempos cortos.
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Figura 2.45: dW, /dt vs. p* en 7 — 0 con 0.005 < p* < 0.3, 7 =0y p*? = 18.49.
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Figura 2.47: W, vs. 7 con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 18.49.
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Figura 2.48: W, vs. 7 con 0.005 < p* < 0.3 y p*? = 18.49.
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Figura 2.49: W, — W, ¢ vs. 7 con 0.005 < p* < 0.3 y p*2 = 18.49.
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Conclusiones

En este trabajo se analiz6 el desplazamiento cuadratico medio rotacional y otras propiedades
de un sistema coloidal dipolar diluido monodisperso conformado por particulas esféricas con un
dipolo puntual incrustado en su centro de masa. Se usaron dos parametros importantes: la densidad
reducida p* en el rango de 0.005 a 0.3 y los valores fijos del del momento dipolar al cuadrado p*? = 4
y u? =0.4.

Utilizando el formalismo de Smoluchowski, se calculo el factor de estructura dinamico auto Fgs y el
desplazamiento cuadratico medio rotacional W;, descritos en términos de los pardmetros de orden
(P(cos)) del sistema. Se encontr6 que el méaximo, el cambio de curvatura y el punto donde el
valor de Fg se aproxima a 1 fueron los tiempos relevantes en el proceso de relajacion. Por otra
parte, W, permitidé analizar si el proceso seguia el comportamiento difusivo para una particula. Se
consider6 un tiempo adimensional definido como 7 = D, t.

El primer resultado obtenido estéa relacionado con la pdf: a mayor concentracion, se presenta un
mayor orden orientacional. Esto significa que existe una mayor probabilidad de encontrar particulas
“alineadas” en direcciones cercanas a la orientacion inicial (7 = 0) = 2. Aunque esta contribucion
es de apenas un 0.3% de diferencia maxima respecto a la pdf del caso sin interacciones, tiene
efectos sobre el desplazamiento cuadratico medio rotacional.

Los tiempos de relajacion del sistema sin interacciones se determinaron como Tiyax = 0.149 (tiempo
en el que Fg es maximo), Them-iso =~ 0.235 (cambio de curvatura de Fg, que se identifica como el
tiempo en que el sistema comienza la relajacion) y 7, ~ 1.211 (tiempo en el que el sistema
completa la relajacion hacia la fase isotropa). En el caso del sistema diluido, se encontrd que estos
tiempos dependen linealmente de la concentracién p*. Por lo tanto, la presencia de interacciones
“retrasa” los tiempos de relajacion relevantes en comparaciéon con los del sistema sin interacciones
con diferencias del orden de A7 = 10"% y 1073.

Ademas, se encontrdé que las interacciones en el sistema diluido también son significativas en la
difusiéon rotacional del sistema coloidal dipolar a tiempos cortos, determinadas a través de Wi.
En la escala difusiva, esta cantidad crece de forma mondétona con una tasa de cambio menor que
la del sistema sin interacciones (de 3.824 a 3.997 o de 0.075% a casi 4.4 % de diferencia). Por lo
tanto, el sistema diluido no cumple la relacion W, (1) = 47 para 7 < 1, que describe la relacion
entre la difusion rotacional y la traslacional en un plano para el movimiento browniano rotacional
de una sola particula [7]. En consecuencia, la relajacion rotacional del sistema diluido no sigue el
comportamiento difusivo de una particula en tiempos cortos en la escala difusiva.

Finalmente, el analisis realizado en esta escala de tiempo permiti6 establecer un rango tebrico para
1% dentro del rango de concentraciones estudiado mediante el comportamiento de W,. El valor
maximo al que el sistema sigue considerandose diluido es p*? = 18.49 (aproximadamente 2.21 D)
para el cual la méaxima diferencia respecto a W; o es de un 34.5 %.

La importancia de estos resultados es que marcan una pauta para investigaciones de sistemas
complejos que vayan mas alla del limite de bajas concentraciones, sean polidispersos, que tomen en
cuenta las interacciones hidrodinamicas o que involucren particulas con otra geometria. Ademas,
pueden ser puestos a prueba mediante simulaciones computacionales y experimentos que midan el
desplazamiento cuadratico medio rotacional.
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Apéndice A
Calculo de propiedades

A.1. Distribucion orientacional

A.1.1. Sistema sin interacciones

En el caso orientacional de un sistema de particulas sin interacciones, la ecuacién de Smolu-
chowski se reduce a 9

87_}70(“ 7) = R?po(it, 7) (A.1)
Se tiene la condicion inicial de que la orientacion de las particulas sea %(0) = 2. Esto es
po(t, 7=0)=6(0 — 2) (A.2)

Se propone que la solucién sea una expansion en serie de armoénicos esféricos,

Z Z alm }/lm ) (A3)

=0 m=—1

Sustituyendo en la Ec. (A.1), se obtiene la ecuacion de movimiento para los coeficientes oy, (7)

Z Z dto‘lm 7)¥im (@ Z Z 0 (7) [ 1+ 1)} Y (@) (A.4)

1=0 m=—1 1=0 m=—1
donde se ha usado que los armoénicos esféricos son eigenfunciones del operador R2,
R*Yi (1) = =1(1 + 1) Yy (1) (A.5)
Por lo tanto, se obtiene la siguiente ecuaciéon diferencial para los coeficientes gy,

d

Ealm(T) ==+ 1)aym(7) (A.6)

cuya solucién es
i (7) = exp {1l + 1)7} @i (7 = 0) (A7)
Asi, para el tiempo 7 = 0, se tiene que la solucion de la Ec. (A.1) es

0o l

=0) =2 > an(r =0)Yim (@) = 6(2— 2) (A-8)

=0 m=—1
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Usando la relacion de cerradura
Sa—a) =" > Vi (@) Yin(d) (A.9)

(donde * representa el conjugado complejo), se obtiene

20+1

(7 = 0) = Vi, (2) = 1/ T

——Pim(1) (A.10)

donde Py, son los polinomios de Legendre asociados evaluados en 1. Los tnicos coeficientes dife-
rentes de cero son aquellos con m = 0. Por lo tanto, la pdf para el caso orientacional en un sistema
con particulas coloidales no interactuantes es

7) = exp{~I(l + 1)1} Yio(£)Yio (@)
=0 (A.11)

oo

1
= 2l + 1) exp{—I(l +1)7} Pi(cosh)
T
I=

donde P;(cos ) es el polinomio de Legendre de orden .

A.1.2. Sistema con interacciones

Para particulas interactuantes en un sistema diluido, la ecuacién de Smoluchowski toma la
forma

o . . R o . o .
Ep(ulv 7) = Rip(in, 7) — pBR1po(tiy, T) - deQTl(ul; T2 )po(ta, T) (A.12)

donde ﬁfl es la torca sobre la particula 1, promediada sobre las coordenadas de posiciéon del resto
de particulas,

ﬁf1(’&1,’ll2) = —ﬁ/d?{']%,lVDD(F,ﬁ U ):| eXp{ BVDD( U, ’&2)} (A13)

donde Vpp es el potencial de interaccion dipolar de la Ec. (1.79), mientras que py denota una pdf
para un solo cuerpo cuya forma es la de la Ec. (A.11),

po(61,t) = Y exp {—j(j + D7} Y5 (2)Yh
§=0

po(02,t) = ZGXP {—k(k + 1)1} Y5 (2)Y5h
k=0

(A.14)

Para resolver la ecuacion, se propone que el segundo término del lado derecho de (A.12) sea una
expansion en serie de armoénicos esféricos de la forma

BRpo(iin, 7) - %dule(Ulﬂm po(da, T Z Z Yim (T (A.15)

=0 m=—1

Usando la ortonormalidad de los armoénicos esféricos,

]4 daYy:, (@) Yirm: (@) = OOt (A.16)
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se obtienen los coeficientes 7,

7l7rL ﬂ%duln,,LR1po U1, T deQTl i1, Ug)po(UQ, ) (A17)

Integrando por partes sobre la integral respecto a 1, se obtiene
(1) = =6  di [RoYid] polin,7) - f diaTi (i, oo ) (A18)

También se propone que la solucién sea una serie de armonicos esféricos como la de la Ec. (A.3),

00 l
p(ty, T Z Z o (T Ylm (A.19)
1=0 m=—1

Sustituyendo esta serie y la de la Ec. (A.15) sobre (A.12) y comparando los coeficientes se obtiene
un sistema desacoplado de ecuaciones lineales no homogéneas para los coeficientes de la pdf

d
27 um (7) UL+ D) aum (7) = = pyim (7) (A.20)
paral =0,1,...y m = —=I,—(l — 1),...0,..., (I — 1), 1. De la teoria de ecuaciones lineales, se tiene

que la solucion general para los coeficientes «(t) es

(1) = Crmexp {=1(l + 1)1} — ﬁ/o exp{=I(l+ 1)(7 — )} i (7")d7’ (A.21)

Las constantes Cj,,, pueden encontrarse mediante la condicion inicial para la pdf,

l
pliy, T =0) = 6(t; — Z mYih, (A.22)

M

y la relaciéon de cerradura para la delta de Dirac y los armonicos esféricos de la Ec. (A.9) que se
uso6 para el caso sin interacciones. Asi,

2 1
Cim = Vi (3) = ) 22 ” Pon( (A.23)

donde las tnicas constantes distintas de cero son aquellas con m = 0,

. 20+ 1
Cio=Yp(2) =

(A.24)

Torca ﬁfl

Considerando que el sistema esta diluido, solo se tomaré en cuenta una expansion a primer
orden de la exponencial de Boltzmann, exp {—8Vpp(7, 1, t2)} = 1 — BVpp(F, i, Gz). De esta
manera, se tiene

pTh (1, a2) = —ﬁ/

o

drrz%dar [ﬁVDD(F, ﬂ1,122)} (1 — BVpp(F, 01, 02)) (A.25)

Sustituyendo la expansiéon en armoénicos esféricos del potencial de interaccion dipolar de la Ec.
(1.79) y haciendo las simplificaciones correspondientes, se obtiene

pTi(in,iz) = K> CO125mimam)C(112 mimm) (—1)™ [RaYih, | Vi, V2, V2,

1m)
maimom

(A.26)
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donde K = 87fpu*/(45¢203). La expresion para la torca puede simplificarse tomando en cuenta
solo aquellos términos que no se haran cero al ser integrados con pg(iz, 7). De esta manera, solo
se mantienen los subindices my = —mj = —1,0,1 en una torca efectiva pT°,

ﬁTef(m,aQ) =K Z C(112;mymam)C(112; mimom)(—1)™ [’fllYllml] Y11m'1Y12m2Y12mz (A.27)
mimaom
my

A continuacion, es necesario desarrollar las aplicaciones del operador de rotacién R; sobre los
armonicos esféricos usando las expresiones anélogas de las componentes cartesianas del operador
de momento angular orbital cuantico para el caso clasico [34]

RoYim = = [\/z I+ 1) —m(m+1)Yimi1 + I+ 1) —m(m —1)Yz,m71}
RyYim = — [\/1 ((+1)—m(m+1)Yime1 — VI +1) - 1)Yz,m—1] (A.28)
R:Yim = mYlm
Se obtiene
T i, 1) = gl( [(vh+vh) =i (vh - ) g vib | (V)" + viavd] (4.29)

Coeficientes ;,,

Sustituyendo la expresion para la torca en la Ec. (A.18), usando nuevamente (A.28), se obtiene
que los tinicos coeficientes 7, relevantes son aquellos con m =0y

Po(7) =——5K\/ D) (vivh + v ) vib) (V)T + vaYa) (A.30)

donde la notacion (- - -), se refiere a promedios tomados con respecto a la pdf pg sin interacciones
correspondiente. Estos promedios de ensamble pueden simplificarse usando las expansiones (A.14)
de las pdfs para una particula y las propiedades de los armoénicos esféricos bajo integracion; a
saber, las formulas de Gaunt y de Veverka (Ecuaciones (B.1) y (B.2)) [31, 35]. Se obtiene,

I(+1)+1

pyo(T) = —5K78 @l 1)

C(2,1,1+2;110)C(2,1,1 + 2;000) exp {—(I(I +5) + 12)7} (A.31)

Finalmente, sustituyendo e integrando respecto al tiempo en la Ec. (A.21), se obtiene que la solucion
(A.19) tiene la forma

p(b1,758) = ZQZO(T;E)PZ(COS 01) (A.32)
1=0
donde
20+ 1
ap(T:€) = I exp{—I(l + 1)7} + &ri(7), (A.33)
1 [AFT I+ +1 _ _
mi(7) = 5o\ es g — O L1+ 25110)C(2,1, 1+ 2:000)x (430

x exp{—((+5)+12)7} [exp{4(l + 3)7} — 1],
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ko = 0 y € es un parametro de control adimensional definido en términos de las cantidades
reducidas p* = po3 y p*t = (Bu?/e0?)?,

&=pptt (A.35)

En las graficas se variara solamente p*, en un rango 0.005 < p* < 0.3 y se toma p*? = 4y p*? = 0.4.

A.2. Parametros de orden

A.2.1. Sistema sin interacciones

Una vez obtenida la pdf, es posible calcular los promedios de (P;(cos®)), (7) y luego evaluar
los casos | = 0,1,2,4, que son de especial interés en este problema. Por definicion

(Py(cosB)), (1) = %dﬁPI (cos O)po(t,t)

. (A.36)
= 27r/ df sen 0 P;(cos 0)p(0, 1)
0
Sustituyendo la Ec. (A.11), se obtiene
G 2k+1 7
(Pi(cos®)), (1) = Z exp{—k(k + 1)7} 5 / df sen O P,(cos ) Py (cos 8) (A.37)
k=0 0

Haciendo el cambio de variables x = cos 8 y usando la relaciéon de ortonormalidad de los polinomios
de Legendre,

1
2
=_- A.38
| P@Pda) = 5. (A38)
se obtiene
(Py(cos®)), (1) = exp{—I(l +1)7} (A.39)
Asi,
(Po(cos®)), (1) =1
(Pi(cos®)), (1) =exp{—27} (A40)
(Pa(cos®)), (1) = exp{—67}
(Pa(cos b)), (1) = exp {—207}
A.2.2. Sistema con interacciones
Aplicando la solucion (A.32) sobre la definicion, se tiene
(Pi(cost)) (rs€) =2 [ dby sendu Pi(cos61)p(61. 7:¢)
. . (AAL)
=27 Z ako(T; ) / df; sen 01 P;(cos 01 ) Py (cos 61)
k=0 0
Usando la ortogonormalidad de los polinomios de Legendre, se obtiene
47
(Pi(cos0)) (1:8) = o uo(7;€) (A.42)

20+1
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Por la forma de los coeficientes oo (Ec. (A.33)), esto es

(Pr(cos0)) (7€) = exp{—l(l + 1)} + -——=E&ru(T) (A.43)

21+1

Notese que los parametros de orden del sistema con interacciones pueden escribirse como una suma
del parametro de orden correspondiente del sistema sin interacciones mas una parte que depende
del pardmetro de control del sistema. Evaluando en [ = 0,1, 2,4, se tiene

(Po(cosh)) (1) =1
(Py(cos)) (1) = exp{—27} + %gm (1)
(Py(cos)) (1) = exp{—67} + 4%5/12(7’) (A.44)

(Py(cos ) (1) = exp{—207} + %fl-ﬂ4(7‘)

o bien, explicitamente
(Po(cos®)) (1) =1
(Py(cosh)) (1) =exp{—27} +

fe p{—187} [exp {167} — 1]

600\/
(Py(cos6)) (r) = exp {—67} + ——" ¢ exp {267} [exp {207} — 1] (A-45)
1125\F
(Py(cosh)) (1) = exp {—207} + %\/ %fexp {—487} [exp {287} — 1]
A.3. Factor de estructura dinamico auto orientacional
A.3.1. Sistema sin interacciones
En la seccion 1.6 se obtiene que esta funciéon es
Fso(r) = <U§U§>0
™ (A.46)
= 277/ df sen Hu> uypo(e T)
0
donde 4242 = cos? ¢ cos? fsen? . Sustituyendo la Ec. (A.11), se obtiene
2 + 1 s
Fso(r Z exp{—Il(l+ 1)1} —— d0 sen” 6 cos” O P;(cos ) (A.47)
0
Usando la sustitucion de variables z = cos 6 se puede reescribir la tltima integral como
™ 1
/ df sen® 0 cos® O Py(cos 0) = / dz(x? — z*)P(2) (A.48)
0 -1
A continuacion, se considera identidad
ot = —EP (x) + 3P () + zP (x) (A.49)
357 21" ° 15"

Uséandola junto con la relacion de ortonormalidad de los polinomios de Legendre, se obtiene
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2 2 8
Fso(r) = IR + 31 exp {—67} — % exp {—207} (A.50)

que, multiplicada por 15/2 y en términos de los pardmetros de orden de las Ecs. (A.40) es el factor
de estructura dindmico auto orientacional “normalizado”

Fsolr) =1+ g (Py(cos)), (1) — ? (Py(cos8)), (1) (A.51)

A.3.2. Sistema con interacciones

Aplicando la solucion (A.32) sobre la definicion, se tiene
Fs(7;€) = (ujul)

:27r/ dby sen@luiuzp(tglﬁ;f)
0

(A.52)
=27 Z ako(T; ) / df; sen? 0, cos® 01 P;(cosby)
k=0 0
Usando los mismos resultados de la integral en el caso sin interacciones, se obtiene
2 2 (1 8 (1
Fa(r€) = 4 | = Il P . .
(19 =47 | aw+ 2 (3 ) anri6) - £ (5) anlre)] (A53)
Escribiendo estas expresiones en términos de los promedios (A.44) se obtiene, al normalizar,
5 12
Fs(1;€) =1+ o (Pa(cos0)) (75€) — — (Pa(cos0)) (75€) (A.54)
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Apéndice B
Foérmulas ttiles

Formula de Gaunt

) N ) 20y +1)(2y + 1
]{du}/lSm3(u) Yiyms (0) Y1y my = \/( 1477(2;3( le) )C(lllglg;000)0(111213;m1m2m3) (B.1)

Formula de Veverka

Y. (@)Yik (@)Y (1) () = (1)

Cx \/<s+t>!<z+k>!<n+m>!<p+m+k+t>!x

—HI(] — | _ I(p — — Lk —1)!
wemaxte il oaey | 8~ D= R —m)i(p—m —k —1)!

x C(s,l,a5t, k, k+t)C(s,1,a;000)C(c,n,p; k+t,m,m+k+t)x

C(a, 1, p;000)8q, —m—k+t
(B.2)
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