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Capitulo 1

Introduccién y objetivo

El Modelo Cosmolégico Estandar es un conjunto de teorias y postulados dirigidos a explicar la
evolucién y el comportamiento del Universo observable. Entre sus bases teéricas y suposiciones, estan
el llamado Principio Cosmolégico, la Teoria de la Relatividad General, y el fenomeno de inflacién. Con
estos elementos, se busca comprender los fenémenos que se observan a escalas superiores a los cientos
de mega parsecs. Los resultados experimentales permiten refinar al modelo cosmolédgico, ya sea en
los parametros fijos que lo caracterizan, o en sus fundamentos tedricos. Por ejemplo, la observacion
experimental de corrimientos al rojo en el espectro de objetos lejanos, asi como la existencia del
CMB, [21][20], fueron motivos para desechar modelos estacionarios.

En la actualidad, el modelo ACDM es el modelo de concordancia que describe con precisién
a la historia del Universo, que en la actualidad se considera como compuesto de fluidos perfectos
térmicamente desacoplados, cuyas proporciones determinan el comportamiento de la expansién. En
este modelo, las especies contenidas en el Universo incluyen materia y radiacién, asi como energia
obscura y materia obscura. Ambas especies contindan sin ser detectadas directamente de manera
experimental [2], y si existieran, entonces sélo detectamos sus efectos gravitacionales, por lo que se
consideran candidatos para reemplazarlas.

Ademas, varios de experimentos destinados a determinar un valor para la constante de Hubble,
como la calibracién de la escalera de distancias, la caracterizacion del CMB, la deteccién de ondas
gravitacionales, y la medicion de la escala actstica de bariones, presentan discrepancias en sus re-
sultados que no parecen deberse a errores experimentales o a faltas de precisién, lo cual sugiere la
necesidad de re-evaluar a los pilares del modelo cosmolégico.

La Teoria de la Relatividad General es uno de estos pilares, y aunque ha sido aplicada y com-
probada exitosamente a escalas astrondémicas, existe la posibilidad de que no sea valida a escalas
cosmoldgicas.

La motivacién principal de la tesis, es considerar la posibilidad de que la gravedad posea simetria
de escala. Para ello, se recurre a una familia de teorias de gravedad escalar-tensoriales, en las cuales el
acoplamiento del tensor métrico con un campo escalar puede dar lugar a la simetria que se requiere,
al tiempo que se conservan los resultados de la Relatividad General como un caso limite. Ademsds,
se calcula la corriente de Noether asociada a la invarianza de escala, la cual permite identificar
observables con esta simetria.

El orden en el cual se desarrollan las ideas, se puede resumir como sigue: Dado que se busca
proponer una extensién a la Teorfa de la Relatividad General, el capitulo dos estd dirigido a revisar
sus postulados, convenciones y consecuencias respecto a la descripcion de las interacciones gravita-
cionales. Después, en el capitulo tres, se revisan los elementos méas relevantes del modelo ACDM,
para poner en contexto el papel de la Relatividad General en un modelo cosmolégico. El capitulo
cuatro explica las razones histéricas para introducir a la teoria escalar-tensorial de la que surgi6 la



Introduccion y objetivo

clase de teorias que se consideran en este trabajo, asi como la forma de obtener a la familia de teorias
de tipo Brans-Dicke como un caso particular de las acciones descritas en el Teorema de Lovelock.
Después, se calculan sus ecuaciones de movimiento. Una vez decidida la estructura de la accién ca-
racteristica de la nueva teoria, asi como la forma de sus ecuaciones de campo, el capitulo cinco se
enfoca en la construccién de los elementos que formaran al nuevo grupo de simetria de la teoria,
y de las leyes de transformacion de los elementos de la accion. Estas leyes permiten restringir a la
familia de teorias a aquellas que presenten la simetria de escala. El capitulo seis consiste en expresar
un reescalamiento infinitesimal, y utilizarlo para encontrar a la corriente de Noether asociada a esta
simetria. Finalmente, se sustituye a las ecuaciones de Einstein en el modelo de concordancia, por las
ecuaciones de la nueva teoria, con el fin de compararlas cualitativamente.

Los apéndices estan dedicados a temas de interés tangencial, y al calculo de resultados ttiles, pero
que no contribuyen directamente al argumento principal. Ademas, a lo largo de todo el trabajo, se
hace el intento de interpretar el significado fisico de las ecuaciones conforme se las vaya introduciendo,
y se trata de hacer explicita la intuiciéon detras de cada definicion, y de cada procedimiento.




Capitulo 2

Nociones de Relatividad

2.1 Relatividad Especial

La teoria de la Relatividad Especial establece que ninguna interaccién es instantanea !, sino que
debe propagarse entre un emisor y un receptor, a una velocidad menor o igual a la de la luz. Esta
velocidad limite es una propiedad intrinseca de las interacciones, y por lo tanto no depende de la
velocidad relativa entre observadores inerciales, lo cual es un resultado imposible de reproducir si
se aceptan las ideas de Galileo, que asumen que el paso del tiempo es absoluto o independiente del
observador:

Dados dos sistemas inerciales @ y (0’, relacionados entre si por su velocidad relativa ¥, entonces,
un haz que se desplaza a velocidad constante € segin O, lo hara a velocidad ¢ — ¥ en O segin el
formalismo de Galileo 2. Esto es porque los vectores de posicién, y los tiempos medidos por cada

sistema estan relacionados como sigue:

P =r—9vt = di =dr—ovdt

(2.1)
o=t — dt’ = dt
Por lo tanto:
a  d¥ d ar dt
g = e o= s e 2.2
i el P GRC R v b v (2:2)

Segun la Relatividad Especial, las relaciones correctas son tales que tanto las posiciones como
los tiempos relativos, estan relacionados entre si, a diferencia de lo mostrado en (2.1), donde no se
necesita informacién de las posiciones para relacionar a los tiempos entre ambos sistemas (porque
son el mismo: ¢’ = t), y viceversa. El paso de un sistema de referencia inercial (no acelerado) a otro,
estd dado por las transformaciones de Lorentz:

L Pt AP —Bdl
e E =
V1—0v%/c? V1—v%/c? (2.3)
v t—7rv/c? 4 — dt — drv/c? '

V1—2v%/c? V1—0v%/c?

!Esto se menciona en [11, pdg. 36], y en [15, pdgs. 19 a 21] se encuentra una explicacién de su equivalencia con el
postulado de la constancia de c.

2No es ttil especificar el contenido del haz, ni su fuente. Se est4 considerando un ente cualquiera, que se identifica
con un haz desplazdndose a una velocidad cualquiera, cuya magnitud denotamos como c.




Nociones de Relatividad
2.1 Relatividad Especial

Por lo tanto, una velocidad u medida desde @', en términos del mismo vector medido desde O,
es:
. u—v
1 —uw?/c?

—

(2.4)

En este caso, si © = €, es claro que (2.4) se reduce a ¥’ = u, por lo que ¢ es efectivamente
una cantidad absoluta y por lo tanto limite . Ademés, dado que las transformaciones de Galileo se
propusieron con base a la experiencia y la intuicién que se tenian, cualquier candidato a reemplazarla,
deberia contener a sus resultados como un caso limite. En el limite ¥ <« &, las ecuaciones dadas en
(2.4) y en (2.3), se reducen a (2.2) y (2.1) respectivamente.

Ahora, dado que tiempo y espacio son aspectos de un mismo fenémeno *, debe ser posible incor-
porar a t en la definicién de distancia, introduciendo una cuarta coordenada para definir al espacio
en el que evoluciona cualquier sistema.

Poincaré definié a esta nueva coordenada como it, introduciendo a la unidad imaginaria para
obtener un 4-espacio en el que la definicién de norma de un 4-vector es igual a la de un sistema
cartesiano. Con este sistema de coordenadas, el 4-intervalo recorrido por una particula que se desplaza
en el 3-espacio a velocidad v tiene una norma igual a:

2
7] = 22 + 42 + 22 — <v(it)> =22 42+ 22 + (vt)? (2.5)

Esta definicién, con la coordenada de tiempo como una cantidad compleja, tiene sus propios usos
e interpretaciones, pero el uso de ct es tal vez més intuitivo, porque lo sugiere la relacién entre la
velocidad de un fotén y la distancia que el mismo recorre en un intervalo de tiempo:

22+ 2+ 2% = (ct) = (Il = 22 + 97 + 2% = (ct)? (2.6)

Luego, los 4-intervalos de otras particulas tienen coordenadas de tiempo que son fracciones de +c.
Con esta otra definicion, se sigue solucionando el problema de las unidades, pues las 4 coordenadas
se miden en unidades de distancia. En este caso, la distincién ® geométrica entre tiempo y espacio
proviene de la llamada signatura de la métrica [11, pag. 85]. En lo que sigue, la coordenada cero
se mide en unidades de ct, o sea, la distancia recorrida por una onda electromagnética en el vacio
6 transcurridos ¢ segundos desde un tiempo de referencia, también conocido como tiempo-luz [11,
Pég. 85]. Otra convencién relevante es ¢ = 1, que forma parte del sistema de unidades naturales: si

3Reiterando que esta equivalencia se explica en [15, pags. 19 a 21].

4En palabras de Einstein, “Lo que tiene realidad fisica no es ni el punto en el espacio ni el instante del tiempo en
que algo ocurre sino tnicamente el acontecimiento mismo.”[11, pdg. 84]. En este sentido, sea cual sea el fenémeno que
se estudie, dos aspectos que lo identifican son los las coordenadas de tiempo y de espacio que un observador pueda
definir para sus eventos correspondientes.

5 La necesidad de distinguir entre tiempo y espacio como [11, pdg. 85] explica, a pesar de que (2.3) pruebe que
son la misma clase de variables (en el sentido de la nota 4, y en el sentido de que no se pueden relacionar a las
posiciones espaciales de un evento entre sistemas, sin conocer también el instante que les corresponde), se debe a que,
en la experiencia, se entiende a un intervalo de tiempo como una cantidad (medida en unidades de tiempo), que toma
sentido luego de un cambio en el estado del Universo, mientras que las distancias son cantidades (medidas en unidades
de distancia) con un significado fisico vdlido en un mismo instante de tiempo. La descripcién del Universo como una
serie de 3-espacios es un ejemplo de cémo esta distinciéon forma parte del estudio del mismo.

6Noétese que sélo hasta ahora se hace notar que c es la velocidad de propagacién de las ondas electromagnéticas en
el vacio. Esto es para resaltar el hecho de que las transformaciones de Lorentz son el resultado de elegir una velocidad
limite para las interacciones. Electromagnéticas o de otra clase. Aunque la Relatividad Especial se pueda desarrollar
partiendo de la constancia de la velocidad de la luz, resulta mas general proponerla como resultado de imponer que
cualquier interaccién se propaga desde su fuente a velocidad finita, no mayor a un limite ¢, a través de un medio.
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se normaliza a ¢ y se conviene como adimensional, entonces la coordenada cero pasa a ser t, y sus
unidades son de distancia. Esto no se debe a una redefinicién de ¢, sino a que ¢ adimensional implica:

<distancia> )
¢c= ——— =1 = <distancia> = <tiempo> (2.7)
<tiempo>

2.1.1 Estructura causal del espacio-tiempo

Un 4-espacio en el que se puede definir un sistema de coordenadas cartesiano con ejes t, x, vy, 2,
todos con las mismas unidades, y donde se satisface (2.6), se denomina espacio de Minkowski. Los
puntos que lo forman son eventos: posiciones dadas a un tiempo determinado. En él, cualquier recta
que pase por el origen y cuyos puntos satisfagan (2.6), corresponde a la trayectoria de un fotén que
atraviesa el origen. Por ejemplo, la trayectoria de un fotén libre que se propaga en el eje x, es la
recta (t,z,y,2) = (t,t,0,0). Todas estas rectas definen un par de conos con vértices en el origen, de
apertura igual a 7 radianes, y cuyo eje coincide con el eje t. Esta relacion entre trayectorias a la
velocidad limite y una superficie cénica *, permite clasificar a cualquier evento segiin se encuentre
dentro, fuera, o en la superficie de los conos. Algebraicamente, los eventos pueden ser espacialoides,
nulos, o temporaloides, segin sea la cantidad —t?> + 22 4+ y? 4+ 2z? menor, mayor o igual a cero
respectivamente.

Dado que ninguna interaccién puede propagarse a velocidades mayores a ¢, es imposible que un
evento al exterior de los conos sea debido a un evento al interior. El origen interactta con el cono
superior y es influenciado por eventos en el cono inferior. El hiper-plano perpendicular al eje t y que
pasa por el origen, corresponde al 3-espacio como existe simultdneamente con el origen. Como es
imposible interactuar con él, el intervalo espacial entre O y cualquier otro objeto, llamado distancia
propia, sblo se puede inferir en vez de medir, dado que carece de conexién causal. El formalismo
necesario para lidiar en la practica con esta limitacién, se discute mas adelante.

2L

P €1
Lo
Al
< s a5
SN 1
7% L1

Figura 2.1: El intervalo Al es imposi- § \

ble de medir instantdneamente. La re- . g °§ t 9
gion del espacio que incluye al extremo ST -
de Al, sélo es observable desde el origen, -~

a tiempos menores a t_,. —— = t_3

“que también se pueden interpretar como los frentes de una onda electromagnética emitida en el origen.
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2.1.2 Cantidades conservadas y relativas

La razén de proponer a (2.3) como la forma correcta de relacionar mediciones entre sistemas
inerciales, es la necesidad de éstos coincidan en el valor de ¢, para ser consistentes con su caracter
de limite. Algunas consecuencias de este nuevo paradigma son:

El efecto Doppler relativista: La frecuencia de una onda electromagnética es relativa al estado
de movimiento de los sistemas inerciales. Si en un sistema se observa una frecuencia f, entonces otro
sistema caracterizado por una velocidad relativa v, observara en la direccion de movimiento, una
frecuencia mayor a f, y menor a f en la direccion opuesta, de la misma forma que lo hacen las ondas
acusticas:

c—v
c+v

En el contexto de la Cosmologia, este efecto es producido por velocidades peculiares.

La dilatacién del tiempo y contraccién de las distancias: Dado un sistema de referencia
inercial, un mismo intervalo de tiempo At debe corresponderse con uno mayor para un sistema en
movimiento relativo: At” > At. A la vez, intervalos de distancia alineados con v, deben ser menores:

Al” < Al. Ambas relaciones contienen al mismo factor de /1 — (v/c)?:

=17

(2.8)

-1

At = At( 1— (0/0)2) Al = Al/1 — (v/c)? (2.9)

Relatividad de la simultaniedad: La diferencia entre intervalos de espacio y tiempo para
distintos sistemas de referencia, hace que la simultaniedad entre eventos sea dependiente del sistema
de referencia. Sin embargo, la clasificacién de la norma del intervalo que los separa si lo es. Intervalos
que son espacialoides en un sistema de referencia inercial, lo serdn en cualquier otro, y lo mismo
ocurre con intervalos nulos e intervalos temporaloides. Estas dos propiedades de las transformaciones
sobre intervalos en el 4-espacio permite establecer conexiones causales entre eventos.

Figura 2.2: En el marco de la izquierda, los eventos A y B son simultdneos. Ademas, C precede a B,
y N; precede a N,. En el marco de la derecha, transformado segin (2.3), A y B no son simultaneos,
pero By C si lo son. Las propiedades que se conservaran entre la infinidad de marcos relacionados
por —1 < wv < 1 son la causalidad N; — N,, y las clasificaciones de espacialoide para A y B, de nulo
para Ny y Ny, y de temporaloide para C.

La equivalencia entre energia y masa (relativista): Esta equivalencia serd ampliada por la
definicién del Tensor de Energia-Momento en las siguientes secciones, asi que no es tan importante
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como las consecuencias anteriores, pero implica que no existe lo que seria una masa de reposo para
las particulas relativistas. Es decir, no existe un marco de reposo para el foton.

2.2 Relatividad General

La velocidad limite de propagacién de las interacciones hace que los cuerpos rigidos como aquellos
que conservan la distancia entre sus putos en todo momento, sea fisicamente imposible. Incluso
considerando esta limitacién, si se hace girar un disco sobre su centro, entonces, desde un sistema
de referencia separado del disco, las secciones del que se encuentren mas lejos del centro, deben
experimentar velocidades tangenciales mayores, y por lo tanto, de acuerdo con (2.9), deben contraerse
en sus ejes perpendiculares al radio del disco. A su vez, los radios no deben experimentar efectos de
contraccién. Por lo tanto, el cociente entre el radio y la circunferencia no es igual a 27 si el disco esta
rotando.

Sistemas de referencia fijos en el disco no son inerciales, pero desde su centro, no deberia percibirse
ninguna fuerza ficticia, y los puntos del disco deben ser estaticos desde ahi ®, de modo que la
relacién entre el radio y cualquier circunferencia debe ser la esperada, aunque sea imposible realizar
observaciones instantdneas sobre cualquier punto que no sea el centro.

Este arreglo describe a la paradoja de Ehrenfest, y sobre ella se puede notar que:

e Sistemas no inerciales, no satisfacen las relaciones geométricas que se obtienen de los postulados
de Euclides.

e La fisica obtenida en el centro del disco, deberia ser consistente con fijarlo y hacer rotar al
resto del Universo desde el mismo eje, suponiendo que se deja pasar el tiempo suficiente para
que el centro del disco sea influenciado por las regiones en movimiento. Sin embargo, el sistema
independiente del disco sélo observara dicha equivalencia si se encuentra sobre el eje de rotaciéon
del disco. Ademés, el “tiempo suficiente” depende de la geometria del Universo.

O/ O//
Figura 2.3: Los sistemas de referencia ¢ /—’
(el tinico fijo en el disco) y O0’, no coinci-

den en el valor de 7. Los sistemas @ y (0’

tampoco. Los sistemas @’ y (9” encuen- 1 O
tran la misma discrepancia. Por tltimo, t
O y O no pueden distinguir una rota- / l

cion en el disco, de una rotacién sobre el
resto del Universo, mientras que 0" si.
Las flechas grises representan la veloci-
dad tangencial a lo largo de un diametro
del disco.

La teoria General de Relatividad ofrece una explicacién satisfactoria a la primera cuestién, pues
consigue relacionar a la geometria del Universo, con el estado de aceleracion de un sistema. Ademas,

8suponiendo que ha pasado suficiente tiempo entre el inicio de la rotacién, y la propagacién del movimiento hasta
el borde del disco.
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establece que las interacciones gravitacionales son fisicamente indistinguibles de una aceleracion
constante, a la escala apropiada. De manera mas formal:

e Un campo gravitacional constante es una aceleracién constante. No es titil buscar una distincién
entre estos.

e Un sistema que no acelera uniformemente, no puede reproducir resultados de la geometria
Euclidiana.

e Un campo gravitacional que no es constante, conlleva a una aceleracién variable, y por lo tanto,
debe poder describirse como un efecto geométrico. Menos masa debe corresponderse con un
mayor parecido al espacio de Minkowski

_ _ Figura 2.4: La equivalencia entre cam-
a o . .
Jo o o o pos gravitacionales y sistemas bajo ace-
I — I leracién constante es un fendémeno lo-
00 00

cal. A escalas cosmoldgicas, no existe tal
equivalencia.

>

b a: El principio de equivalencia se cumple
) para masas pequefias, en un sistema de
referencia pequeno.

"sz ’,@” 9 o) b: En un sistema de gran extensién, el
! A campo gravitacional anterior converge a
aa un punto, mientras que la aceleracion

conserva las trayectorias paralelas del

C) “© “© caso anterior
| - |

c: Cuerpos lo suficientemente masivos
y/o de gran extensién, experimentan
efectos de marea si interactian con otros
cuerpos masivos, mientras que la acele-
racién no produce efectos cuya intensi-
dad varie con la forma de los cuerpos.

A lo anterior, deben sumarse los postulados de la Relatividad Especial, y sus consecuencias
deben cumplirse sélo como casos limite . Esto es, la constancia de ¢ y la equivalencia entre sistemas
inerciales siguen siendo esenciales, e independientes de la escala. Sistemas inerciales deben seguir
relaciondndose por medio de (2.3), mientras que sistemas acelerados deben reproducir los resultados
de la Relatividad Especial s6lo localmente °.

La segunda cuestion de la paradoja de Ehrenfest es motivo de debate, y Einstein era consciente
de que explorar esas ideas podria tener consecuencias importantes, pero su teoria de la Relatividad
General se desarrolla sin ellas. Este tema se considera mas adelante, en la seccion 4.1.

9Lo que se describe en [15, pdg. 46] como un corolario del principio de correspondencia.
100 sea, a la escala apropiada. En regiones galileanas [11, pdg.116].
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2.2.1 Espacio-tiempo curvo

El tratamiento de los espacios cuya parte espacial solo es euclidiana a escalas lo suficientemente
pequenas, es parte del dominio de la topologia. Especificamente, una variedad es Riemann es un
espacio topoldgico dotado de una métrica que localmente coincide con la de un espacio-tiempo de
Minkowski.

De lo general a lo particular, un espacio topologico se define como un conjunto de elementos y una
topologia que los relaciona. Si la topologia se puede interpretar como un concepto de distancia entre
los elementos del espacio, la topologia del espacio se puede caracterizar por medio de una métrica.
Luego, se pueden definir curvas paramétricas sobre el espacio por medio de otro espacio métrico
auxiliar (un subconjunto de la recta real) que sirve como el dominio del parametro. Las parciales
de las curvas respecto de su parametro, evaluadas en un punto especifico, se pueden descomponer,
con ayuda de un segundo espacio auxiliar, asociado al punto en el que se evalia a la derivada,
en el producto de una derivada parcial, y de la velocidad de la curva paramétrica, que se suele
normalizar aprovechando la arbitrariedad del espacio utilizado para el pardmetro de la curva. Con
esto, y aprovechando nuevamente la arbitrariedad de la curva paramétrica misma (en el sentido de
que se puede definir una infinidad de curvas paramétricas que contienen al punto sobre el cual se
deriva), es posible tratar al operador de derivada como un elemento de la base de un espacio tangente
a la variedad Este procedimiento se describe en [22, Pag. 105] con el arreglo que se define en [22,
Péag. 59].

Si los vectores base obtenidos con el procedimiento anterior coinciden con los de un espacio de
Minkowski, se dice que el espacio métrico es una variedad de Riemann, y los operadores de derivada
definen un sistema de coordenadas de Riemann, cuyos vectores base se asocian con un sistema de
referencia local de Lorentz [17].

Un método mas sencillo para definir sistemas de referencia sobre un espacio-tiempo curvo, y que
se alinea mejor con el proceso que sigue Einstein en [11], es considerando que sobre dos puntos infini-
tesimalmente cercanos, hay una tnica geodésica, que se puede normalizar para obtener nuevamente
a las bases de Riemann [4].

El estudio del espacio-tiempo como un espacio topoldgico hace uso de muchas definiciones que,
si bien permiten construir y manipular campos con estructuras internas, se pueden ignorar bajo
la suposicién de que el espacio-tiempo es un continuo, y que por lo tanto, sobre cualquier punto,
es posible definir un sistema de coordenadas que coincide localmente con el de una variedad de
Minkowski.

Einstein se refiere al formalismo con el que describe 4-espacios que espacialmente se desvian de
la geometria euclidiana, como “teoria de las superficies”, desarrollada en parte por Riemann y Gauss
[11, P’ag. 122], y que busca describir al espacio-tiempo continuo por sus caracteristicas geométricas,
como sus elementos de linea, y su curvatura a lo largo de direcciones arbitrarias. Al mismo tiempo, la
“teoria de los tensores”, sirve para agrupar coeficientes y relaciones geométricas como componentes
de tensores, representados en sistemas de coordenadas arbitrarios. Por ltimo, para proponer las
ecuaciones de Einstein, recurre a la “teoria de los invariantes”, buscando construir un tensor que se
transforme covariantemente cuando se transforma a los puntos del espacio-tiempo.

En lo que sigue, se utiliza una definicién que también representa un espacio-tiempo continuo, en
general curvo y localmente plano, y que ignora los detalles requeridos para tratarlo como un caso
particular de un espacio topolédgico, pero no impide definir a los tensores que describen a su geometria
y a su contenido:

Una variedad son los puntos que la forman, donde cada uno de esos puntos tiene asociado un
espacio, llamado aqui base de coordenadas. Dado un punto, se puede conocer su base, y dada una
base, se puede encontrar el punto al que corresponde.

Sobre una variedad, se pueden definir atlas, que son conjuntos de puntos, tales que si se elige
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uno de ellos, su base asociada se sobrepone con la base de otro punto en el atlas. Que dos bases se
sobrepongan, significa que es posible definir a la composiciéon de la carta evaluada en un punto, y el
inverso de la carta en el otro punto. Naturalmente, esta funcién compuesta también es invertible.

Figura 2.5: Se puede mapear a los pun-
tos de la regiéon sombreada en la base de
coordenadas con métrica 1y, a la region
sombreada del punto con base de coor-
denadas 7y por medio de f(Y)o f~1(X),
o en el otro sentido, eventos en 7y se
pueden representar en 7y por medio de
F(X)o f1(Y). Los mapeos f(X) y f(Y)
forman un atlas. FY) o f7HX)

Finalmente, una variedad es de Riemann si las bases de coordenadas de todos los puntos que la
forman, son espacios de Minkowski (Ver comienzo de la seccién 2.1.1), y todas ellas se sobreponen,
es decir, “todos los puntos de la variedad” es un atlas valido.

El primer requisito es el equivalente formal del principio de equivalencia (figura 2.4), y el segundo
requisito garantiza que cualquier resultado obtenido en una base de coordenadas, es valido para
la vecindad centrada en el punto correspondiente. De aqui en adelante, siempre que se hable de
variedades y sus objetos asociados, se entiende que se estd refiriendo a este arreglo, y que su base de
coordenadas es un espacio sobre el que se puede definir un sistema inercial con vectores base z*:

20 =t =z 2=y 3=z (2.10)

donde t es el tiempo-luz [11, Pdg. 85], y  y y z son coordenadas cartesianas.

De la misma manera que lo que se hizo con el espacio de Minkowski, se puede asociar un punto
cualquiera ' con un origen, y asignar un sistema de coordenadas al mismo. Luego, puntos en la
variedad representan eventos, y estos pueden o no estar causalmente conectados con el origen.

A cada vector, o en general a cada tensor que se pueda definir sobre la variedad '2, le corresponde
su inverso, el cual satisface que el producto entre ellos es igual al tensor identidad, que a su vez se
define como el operador cuyo producto con un vector, lo deja sin cambio. En cada caso, la definicién
de “producto” es:

[v- v, = vt[u ], = [1]%) [1- o]t = [1)), 0" = ok (2.11)

Donde, para poder dotar a la variedad de estos productos, es necesario definir al llamado espacio
dual. Por tdltimo, asociar a un vector con su inverso, equivale a definir un tensor de componentes

11E] Principio Cosmolégico, que se introduce més tarde, requiere que todos los puntos de la variedad sean equivalentes.

2Haciendo énfasis en el hecho de que la variedad como se la estd tratando, son los puntos que la forman, mas no
los objetos definidos sobre ella. Esto serd relevante cuando se apliquen transformaciones, a la variedad, a los objetos
definidos en ella, o a ambos. Nétese también que se no se hace mencién de la topologia, necesaria para que los puntos
formen un espacio métrico, porque la estructura del tensor métrico (que se introduce més adelante) determina por
completo a la geometria de la variedad, y viceversa: dados los puntos de la variedad, se puede determinar al tensor
métrico a partir del elemento de linea del 4-espacio [11, Pag. 119 y 120]

10
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g, que al operar sobre el vector v de componentes v*, produzca a v~! de componentes [v!], o
sencillamente '3 v,

[vil}y = [g ' U]u = guuvu (212)

Es importante notar que la notaciéon no indica que se estd hablando de vectores cuyos puntos
iniciales coinciden, pero esto es obligatorio, dado que las componenetes estan determinadas por el
sistema de coordenadas en uso, que a su vez depende del punto de la variedad sobre el que se esté
trabajando. Por lo tanto, el tensor métrico también es un objeto que depende del punto de la variedad
sobre el que se esté mapeando a vectores con sus inversos. Esto se denotard (cuando sea necesario
hacer énfasis en esta dependencia) como g(x) o g,,, ().

Intuitivamente, el tensor métrico dicta la medida en la que la variedad se desvia de lo que seria
un espacio Euclidiano. De forma atn mas informal, determina qué tanto hay que estirar un espacio a
lo largo de cada uno de sus ejes, para que la longitud de una curva en él sea iguales a la longitud de
la misma curva subtendida en la variedad. Esto es porque, dado el tensor métrico, se puede obtener
directamente al elemento de linea de cualquier curva que pase por ese punto:

d’l=g,, dzt dz¥ (2.13)

Dado que la decisién de a quién denotar “inverso” entre vy v~ ! es arbitraria (porque el inverso de
v~1 es v), es necesario que el tensor métrico g tenga asociado un inverso (g71), y debe ser simétrico
en sus indices, pues v~ - v = v-v~L. Por lo tanto, (¢~!) también es simétrico en los indices de sus
componentes g'” = g"*.

Sabiendo que se puede usar la misma logica en cualquiera de los puntos de la variedad, queda
por hallar la manera de relacionar vectores con origenes en puntos distintos. Para hacer esto, se
requiere de un objeto que relacione a la base de Riemann de dos puntos cualesquiera. Este objeto es
la conexién, cuyas componentes se conocen como simbolos de Christoffel. Estos se definen como el
objeto que contraido con un vector base, proporciona la razén de cambio de dicho vector base, a lo

largo de la direccién en la que apunta: '

Oe
M — I*Puye

o (2.14)

p

Es posible escribir a los simbolos de Christoffel en términos de parciales de g. Para eso, notar que

€6y = Yt

e,uel/ = e,uepgpu = []]'],U«pgpy = gp,l/ (215)

Luego, las componentes de la parcial de g son:

augau = 8p (ea€y> = (Fauaea) €y + (Fauyeo) o = Fauagcw + Fa/ﬂ/gaa (216)

De donde se sigue que:

1
ap,gm/ + aygp,(r - 80'9;1,1/ = 2Fauugo¢o = Fa;u/ = igaa <ap,g(n/ + 81/9“0' - ao-Quu) (217)

Los simbolos de Christoffel permiten definir a un operador de derivada covariante V que exprese

3De modo que sub-indices defininen implicitamente cantidades del espacio dual.
14Es decir, a lo largo del pardmetro de la curva paramétrica que lo define, ver figura ?7.
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razones de cambio a lo largo de curvas sobre la variedad, en contraste con las parciales ordinarias 0,
que por ser un sistema de coordenadas valido, operan sobre el plano tangente al punto en el que se
las define, y por lo tanto sélo son validas para vecindades de la variedad. Las derivadas covariantes
son derivadas parciales con términos lineales destinados a corregir el cambio en los sistemas de
coordenadas a lo largo de cada direcciéon en la variedad:

Vv, =TY,,0% +0,0" (2.18)

La derivada covariante permite trasladar vectores entre puntos de la variedad, sin alterar su
significado fisico. Un vector es transportado paralelamente entre dos puntos, si en todo momento
satisface la condicién:

Vv, 0" =0 (2.19)

Dado que es posible expresar a los simbolos de Christoffel en términos del tensor métrico, se
satisface la llamada condicién de compatibilidad de la métrica:

V., =0 (2.20)

a'gpl/

El 1ltimo objeto de interés en lo que respecta a la geometria de una variedad, es el tensor de
curvatura de Riemann, que indica qué tanto cambia un vector si se lo transporta paralelamente en
una trayectoria cerrada, infinitesimal. Se puede escribir a este tensor en términos de contracciones y
parciales de los simbolos de Christoffel. Su forma luego realizar el procedimiento, es:

Rpa,ul/ = a,u Fpo‘u - ayrp(r,u + Fp)\uFAUV - FPAVFAUN (221)

Dado que los vectores no forman parte de la variedad, sino que se definen en ella, y dado que
el transporte paralelo es una consecuencia de la geometria de la variedad, es posible usar los mismo
coeficientes que forman al tensor de Riemann, para indicar qué tanto cambia el tensor métrico en el
centro del bucle, respecto de lo que seria la métrica correspondiente a una variedad de Minkowski.
Estas cantidades se obtienen de la traza de R’ ouv'

Ry, =Rop = 0,175y — 0,17y, + TP, 17, —T7 T*,, (2.22)

ov

Finalmente, se puede contraer por completo al tensor de Ricci con el tensor métrico inverso, para
obtener un escalar:

R=¢""R,, (2.23)

2.3 Ecuaciones de Einstein

La Teoria General de la Relatividad como se la consideraba antes de que Finstein hiciera un
intento de solucionar el llamado problema cosmolégico [11, pdg.172], se resume en las ecuaciones de
campo que en su version moderna [10, pag. 161] son:

G,, = 81T, (2.24)

Los los tensores que aparecen en ella, no se mencionaron en la secciéon 2.2.1, asi que se los explica

12
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brevemente a continuacion:

2.3.1 Tensor de energia-momento candnico

El nombre de “tensor de energia momento” se utiliza para varios objetos que sirven al mismo
proposito de cuantificar el contenido del Universo, pero son distintos en su origen, utilidad, y defini-
cién. En el contexto de las ecuaciones de Einstein, se define a T, como las componentes del tensor
simétrico[8]:

93P, 93P, 93P, 03P,

Oxl0x20x3 020022023 0x2090zx10x3 0z00x! Ox2
3P o3P, 3P o3P,

Oxl 022023 020022023 0x20990z210x3 0z00x! 022

T (2.25)

93P, 93P, 93P, 93P,

O0xl0x20x3 020022023 0x2990z210x3 0z200x! 022
93P, 93P, 93P, 93P,

Oxl0x20x3 020022023 0x2990z210x3 0z200x! 022

Donde P, son las entradas del 4-momento del fluido 15 que acttia como fuente de campos gravi-
tacionales:

0 % /71 2
Con p igual a la masa relativista, m la masa de reposo de la especie, y v; las componentes de su
velocidad respecto al sistema de referencia.
Su intuicién geométrica y significado fisico se muestran en las siguientes figuras:

t Figura 2.6: Componentes de T}, en
un Universo espacialmente bidimensio-
02P, nal (las unidades de volumen, serfan

*Ttt = Dz Oy areas en 3 dimensiones, y las de superfi-

cie, serian lineas)

JL Dado que F, es la energia del fluido
contenido, T}, debe ser una densidad de
energia (notar que la unidad de volumen

92D, de un espacio bidimensional, es un area
9toz en 3 dimensiones).

La componentes T}, se puede interpre-
tar como 0, (0P, /0y), que es el flujo del
momento a través de la linea (superfi-
cie) de coordenada x constate. Equiva-
lentemente, 9, (Pl) es una fuerza (de-
rivada del momento respecto al tiempo)
por unidad de superficie. La componente
xr T, . es el mismo caso, para la superficie

vy
de coordenada y constante.

— T, =

/ :
T 0°P;

7 Oty

5En el modelo de concordancia se considera un fluido mixto, formado por materia y radiacién. Cada especie con su
propia ecuacién de estado [10, pag. 187].
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Nociones de Relatividad
2.3 Ecuaciones de Einstein

t 02P,
' . A: T, = 9 a;
Figura 2.7: Las componentes sefialadas
con A y B, son densidades de momento B: T, — *Py
(momento por unidad de volumen). F 0z 0y
Las componentes senaladas con C'y D E /_> C oo 2P,
se pueden escribir como fuerzas por uni- B T Otox
dades de area conmutando las derivadas. AT 92P,
Por ser longitudinales, describen cizalla- D: Ty = ot dy
mientos. c |P /Y 92p
Las componentes sefialadas con E y F, E: Tw =5, f);
son flujos de energia a través de las su-
perficies de x y d y constantes, respecti- F: Ty, = %
vamente. T vy

Notando que las componentes en la diagonal son parciales de las componentes de P que son
perpendiculares a cada hiper-superficie del 4-espacio, los elementos de la diagonal representan flujos
de 4-momento sobre todas las caras de un 4-volumen. Las entradas que se encuentran fuera de la
diagonal principal, son divergencias de las componentes de P a lo largo de cada direccién en las caras
del mismo 4-volumen. Una interpretacién maés literal del significado del tensor de energia-momento
como aparece en las ecuaciones de Einstein se muestra en la figura

Por motivos que se explican en la seccién 3.3, se asume que el contenido del Universo es isétropo, y
se puede representar ' como un fluido mixto, cuyas especies no estan acopladas térmicamente. Estas
restricciones se traducen en un tensor de energia-momento diagonal. En tal caso, las componentes
T, se pueden escribir en términos de las densidades de energia y presiéon de cada especie, y de sus

pp
4-velocidades respecto de un sistema inercial [12, pag. 71]:

_JOsinty (2.27)

o+ p)ve, +pg,, sip=v

Donde la consistencia en las unidades se debe a que hay un factor implicito de c%, corrigiendo
las unidades del término pv,v,, pues las componentes espaciales de P son momentos relativistas. No
se incluye a ese factor porque se estd trabajando en unidades naturales !7 desde que se introdujo la
nocioén de 4-espacio en la seccién2.1.1.

El caso v, = 1,v; = 0 corresponde a una regiéon en la cual la velocidad promedio del fluido
contenido en ella, es nula '®. Con esta condicién, las componentes del tensor de energia momento
que son distintas de cero, corresponden directamente a la densidad de energia y las presiones en cada
direccién espacial, que deben ser las mismas si se trata de un fluido isétropo:

p 0 0 0
_ 19 pgin O 0
Tideal - 0 0 PGos 0 (228)
0 0 0 pgss

16 A escalas cosmoldgicas.
17Ver ecuacién (2.7)
8En cosmologia, esta condicién determina un elemento de volumen comévil.
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Nociones de Relatividad
2.4 Relatividad General como una teoria de campos

En el ambito de la Cosmologia, y en particular para ACDM, T}, representa al contenido del
Universo o parte de él, desde un sistema de referencia comévil (Ver seccién 3.5).

2.3.2 Tensor de Einstein

El tensor de Einstein, G, = RW—%QWR, de acuerdo con (2.23), (2.22), y (2.17), se puede escribir
por completo en términos del tensor métrico y sus primera y segunda derivadas parciales. Es decir,
las ecuaciones de Einstein ' son de segundo orden en g. Esto garantiza que en el limite en el que el
tensor métrico tiende al de Minkowski, (2.24) se reduzca a la ecuacién de Poisson caracteristica de la
Ley de Gravitaciéon Universal, nuevamente satisfaciendo el corolario del principio de correspondencia
(ver nota 9 de la misma seccién.). Esto se demuestra expresando al tensor métrico como uno que
difiere infinitesimalmente del de un espacio de Minkowski:

gw/ = nuu + h’w/ (229)

Luego, reemplazando (2.29) en (2.24), y considerando un fluido ideal y en reposo (2.28), las
parciales de 7, deben ser todas iguales a cero (por la definicién misma de la métrica de Minkows-
ki). Ademas, la igualdad entre componentes de G y de T, implica que h,, debe ser diagonal. Por
ultimo, tratandose de un fluido en reposo, la componente de tiempo de la perturbacion, hy, sélo
puede depender de las posiciones espaciales. Nuevamente, la igualdad entre la parte geométrica y
material implica que p (la contraparte de materia de h), depende de las distancias Con todas estas
consideraciones, se puede reducir a (2.24) a la forma:

0,0'hyy = 4mp(xX) = V2 (@) = 4mp(T) = V2¢(T) = 47Gp(T) (2.30)

El lado izquierdo es la ecuacién de Poisson, cuya solucién es un potencial escalar ¢ = hy,G~!
que depende del inverso de la distancia r = V& - ® y tiene asociado un campo conservativo, que en
presencia de masa produce una fuerza exactamente como la que Newton describe en su Ley de la
Gravitaciéon Universal.

2.4 Relatividad General como una teoria de campos

Abordar el problema de describir a las interacciones gravitacionales desde el punto de vista de la
teoria de campos, permite obtener a las ecuaciones que dictan la evolucién de un sistema, como una
consecuencia de conceptos més profundos, como el principio de Hamilton y el teorema de Noether,
que si se parte directamente de las ecuaciones de Einstein. Para adoptar este principio al formalismo
de la Relatividad Especial, donde las coordenadas de tiempo y espacio forman parte de una misma
estructura, es necesario sustituir las nociones de grados de libertad, por campos, que son funciones
definidas en una variedad. En este sentido, el tensor métrico y el tensor de energia-momento, son
campos, y por lo tanto deberia ser posible derivar (2.24) como la funcién que extremiza alguna
funcional de accién 2.

19La ecuacién de Einstein es la forma que (2.24) toma si se refiere a los tensores en vez de a sus componentes:
G =8nT

20Dicho de otra forma, las ecuaciones de Einstein son la evolucién canénica de los campos que definen una accién. De
ahi que el tensor de energia-momento como aparece en (2.24) se conozca como el T canénico. En contraste, el tensor de
energia-momento de Noether requiere una definicién distinta, y se obtiene como una consecuencia de la conservacién
del 4-momento.

15



Nociones de Relatividad
2.4 Relatividad General como una teoria de campos

Una de las ventajas de adoptar un enfoque centrado en teorias de campos, son el hecho de que
se puede construir una accién utilizando criterios de simetria. Asi por ejemplo, si se espera que
transformaciones que acttien como se indica en (2.3) no alteren la fisica en el marco o el espacio 2!
transformados, entonces la accién debe construirse de forma deliberada, para ser siempre invariante
bajo esta clase de transformaciones.

La accién que describe a la evolucién del tensor métrico, llamada accién de Einstein-Hilbert, se
obtiene con una Lagrangiana ?? separable ?* en una parte geométrica, en la que sélo figuran el tensor
métrico y sus derivadas, y una parte de masa, cuya variacion respecto de los campos g,,,, forma las
componentes de 7),,. A esta nueva definicién ([12, pag. 9]) de 7| se le conoce como el tensor de
energia-momento de Hilbert:

1 ) 1 § ﬁ_gﬁ(masa)
— d4 — d4 — L'(materla) T —=_ 231
5= 57 | avant [ atay=g T m\ g (2:31)

A pesar de que el T de Hilbert es conceptualmente distinto al candnico, es correcto asumir que
este tomara la forma (2.25) cuando las variables dindmicas evolucionen por la trayectoria canonica.

La inclusién de (167)~! en la parte geométrica de la accién, no es relevante a la dindmica de los
campos, pero permite reproducir lo dicho en la secciéon 2.3.2 sobre reducir las ecuaciones de campo
a la Ley de Gravitacion Universal. Se puede prescindir de ese factor, pero entonces la equivalencia
en el limite se vera ofuscada.

El factor de ,/—g es mucho méas importante, pues garantiza la invarianza bajo transformaciones
de Lorentz. Se lo define como la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico, con el signo
negativo para no tener cantidades complejas debido a la signatura de la métrica.

Por tltimo, el escalar de Ricci R es una contraccién de las variables dindmicas (los campos de los
cuales se busca comprender su evolucién, y sus derivadas) que da lugar precisamente a un escalar.

La accién de Einstein-Hilbert es invariante bajo transformaciones de Lorentz, asi como traslacio-
nes en el espacio y el tiempo, y rotaciones en el espacio. La forma més general de componer estas
transformaciones, determina los elementos del grupo de Poincaré.

2.4.1 Relacién entre la geometria del Universo y su contenido

Como se explico al introducir las ecuaciones (2.12) y (2.13), el tensor métrico es indispensable
para definir productos entre cantidades sobre una variedad. Esto hace que g aparezca en los términos
cinéticos de cualquier campo ¥ (z):

(0,%) (0"0) = g,,,, (0"4) (0"9) = g™ (9,4) (0,) (2.32)

El efecto que esto tiene, a nivel de las ecuaciones de campo, es que la que corresponde g siempre
tendréd términos con campos de materia, y si estos son estdticos, entonces el tensor métrico también
debe serlo.

21La aplicacién de una transformacién a un marco de referencia al espacio (una variedad) o a un sistema de referencia,
es fisicamente equivalente cuando es posible, pero matematicamente involucra procedimientos distintos. Esto se discute
en la seccion 6.1.

22En varias ocasiones se omitird la precisién de llamar al integrando de la accién de una teoria de campos, densidad
lagrangiana.

23Esta separacién no es tan sencilla como agrupar términos con campos de materia en una integral aparte. Ver seccién
2.4.1
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Capitulo 3

Elementos del Modelo Cosmoldgico
Estandar

3.1 Expansion de Hubble

Se entiende por expansién o inflaciéon al fenémeno por el cual el Universo se expande a lo largo
de su historia, y esta expansién es una caracteristica intrinseca del espacio-tiempo. Es decir, no se
trata de una expansion en el sentido de que las estructuras formadas por sus especies se alejen entre
si, si no que las relaciones de distancia entre ellas, evolucionan en el tiempo.

Dos evidencias que apoyan fuertemente a la idea de que la inflacién es un verdadero fenémeno
fisico, son la existencia de un fondo de radiacién césmica (CMB), y la dependencia con la distancia

de las velocidades de recesién de objetos lejanos !.

3.2 Radiacion cosmica de Fondo

Las mediciones realizadas por Arno Penzias y Robert Wilson, y publicadas en 1965, fueron
cruciales para la aceptacién de modelos cosmolégicos de tipo Big-Bang (modelos que presentan
inflacién) que sustituyen a la teoria del estado estacionario, pues probaron més alld de toda duda
razonable que cualquier antena de microondas, sin importar su ubicacién, orientaciéon y defectos,
registra un ruido de fondo proveniente de la frontera del Universo observable, y cuyo espectro de
emisién coincide con el de un cuerpo negro.

Este hecho experimental se puede reproducir con gran precisién cuando se usan modelos cosmo-
l6gicos donde el Universo se expande como se explicd en la seccién anterior, y donde las especies que
lo forman se encuentran en equilibrio térmico y pueden interactuar mediante fuerzas fundamentales
y/o efectos gravitacionales. En el resto de la siguiente seccién, se explica el formalismo en el que el
modelo ACDM se apoya para describir las épocas previas a las que forman parte del Universo obser-
vable, con la intencién de poner en contexto la necesidad de considerar a la inflacion para explicar
el paso de un Universo opaco 2, a uno en el que, al menos a escalas cosmolégicas, las especies que lo
conforman no presentan interacciones térmicas.

!Este fenémeno se puede explicar sin necesidad de Universos en expansién, pero implicaria que somos observadores
privilegiados en el sentido de que el resto del Universo se aleja de un dnico punto, y el ser humano se encuentra
precisamente en él. El modelo ACDM asume lo contrario, y uno de los postulados de la teoria de la Relatividad (el de
la equivalencia entre sistemas inerciales) se puede interpretar como que la existencia de sistemas inerciales distintos al
resto, es fisicamente imposible.

2Es decir, en el cual la materia relativista se encuentra acoplada con la materia ordinaria, en contraste con la
experiencia que se tiene sobre la forma en la que las particulas relativistas se propagan en el Universo
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Elementos del Modelo Cosmolégico Estandar
3.2 Radiacion césmica de Fondo

La existencia del fondo de radiacién se predijo antes de su observacién, y se considera, junto con
la Ley de Hubble, una de las evidencias mas contundentes de la expansiéon del Universo. Partiendo
de un modelo cosmoldgico que establezca valores para la geometria y del espacio y la composicién del
fluido césmico, es posible compensar los efectos del corrimiento al rojo cosmolégico (que se define en
las siguientes secciones) para obtener la longitud de onda emitida en la tltima superficie de dispersion
(LSS) 3, y usando la Ley de Wien, calcular la temperatura promedio de dicha superficie. En el modelo
ACDM, se estima una temperatura por encima de los 10, 000K, que al comparar con la medicién
experimental de aproximadamente 2.7K, implica un lapso de 12 a 16 Gyr entre el tiempo actual y
el tiempo de emisién. Este periodo corresponde a la llamada época de formacion de estructura, cuya
evolucién (a escalas cosmolégicas) se rige principalmente por interacciones gravitacionales.

Epocas anteriores a la responsable del CMB son imposibles de detectar basdndose en la electro-
dinamica, ya que la densidad del fluido césmico es tal que los fotones se encuentran acoplados en
un plasma que en consecuencia es opaco. Sin embargo, asumiendo (como se hace con ACDM) que la
fisica antes y después del desacoplamiento de especies relativistas y no-relativistas, no ha cambiado
4. la Fisica de Particulas es capaz de modelar a las fuerzas mediadoras de los procesos que ocurren
en un plasma a las temperaturas que se esperan del Universo durante las épocas correspondientes a
la historia térmica, cuando los parametros de densidad de radiacién y materia coinciden.

Las épocas previas a la de formacién de estructura se explican ® con el formalismo que deriva de la
mecanica estadistica, y se espera que su comprobacién experimental resulte en correcciones al Modelo
Estandar. Por ejemplo, las oscilaciones actisticas de bariones son un remanente de los procesos de
creacién-aniquilacién de pares de particulas que ocurrieron durante la época de formacion de reliquias,
y son evidencia de un valor no-nulo para la masa de los neutrinos.

Extrapolando las condiciones del Universo hasta la era Planckiana (10~3s después del Big-
Bang), la temperatura del Universo se corresponde, de acuerdo con la constante de Boltzmann,
con una energfa cinética promedio de las particulas de 10°GeV. Muy por encima de la energia de
unificacién (246GeV), por debajo de la cual el mecanismo de Higgs dota a las particulas de masa.
Esto significa que es necesaria una descripcion unificada de las interacciones fundamentales para
entender los procesos relevantes a la era Planckiana. Epocas posteriores estdn modeladas con mayor
certeza, pero presentan deficiencias.

Descartando épocas que van mas alla de las capacidades del Modelo Estandar y los aceleradores de
particulas en uso, se distinguen a la era electrodébil (T ~ 100GeV), la era del plasma de quark-gluén
(T ~ 200MeV), y la era lepténica (T ~ 0.5MeV).

La era electrodébil se estudia como un Universo en el cual la cromodindmica cudntica gobierna
su evolucién. Las suposiciones del Principio Cosmolégico implican equilibrio térmico, y dado que el
Universo es un sistema aislado, el enfriamiento requerido para el paso de la era electrodébil a la era
del plasma de quark-gluén se explica a través de la expansién del Universo, la cual se cuantifica con
el parametro de Hubble, que se definird cuando incorpore el fenémeno de inflaciéon al formalismo de
la Relatividad General. Lo mismo es cierto para el paso hacia la era lepténica.

La era lepténica, a diferencia de las anteriores, involucra procesos irreversibles. En términos
de mecdanica estadistica, un sistema en equilibrio quimico a escala macroscopica, es tal que sus
componentes pueden pasar por microestados de no-equilibrio sin comprometer la estabilidad del
macroestado. En estos microestados se dan procesos de produccién de particulas ligeras (fotones,
neutrinos), como la aniquilacién de pares electrén-positrén, a un par de fotones (proceso de Dirac).

3La tltima superficie de dispersién, corresponde a todos los eventos del 4-espacio en los que la materia relativista
interactud por ultima vez con la materia ordinaria.

4Esto implica la necesidad de modelar interacciones por medio de acciones que son invariantes a lo largo de la
historia del Universo, y como se explica en el siguiente capitulo, esta es una de las motivaciones para proponer una
extensién a la Teoria de la Relatividad General.

5Al menos para instantes posteriores al Big-Bang y hasta el tiempo de Planck.

18



Elementos del Modelo Cosmolégico Estandar
3.3 Principio Cosmolégico

La irreversibilidad del proceso de produccion de fotones, se debe a que el proceso inverso (proceso
de Breit-Wheeler) ocurre con menor probabilidad (la seccién eficaz para el propagador que describe
el proceso de Breit-Wheeler es menor que la del proceso de Dirac). Asi, el macroestado de equilibrio
se mantiene, pero la entropia del Universo aumenta, y por lo tanto, su temperatura también. Luego,
la tnica variable en la ecuacién de Boltzmann que distingue un Universo en el cual los electrones y
positrones se aniquilan por completo, de uno en el cual la temperatura desciende lo suficiente como
para permitir otros procesos de menor energia, es nuevamente el factor de Hubble. En particular,
si la expansion del Universo es acelerada, entonces, a medida que la frecuencia de los procesos de
Dirac se reduce, los electrones restantes emiten radiacién de frenado. Los fotones emitidos siguen
interactuando con la materia a través del esparcimiento Compton. A pesar de que los microestados
accesibles incluyen procesos fuera del equilibrio, cualquier parte del fluido césmico se mantiene en
equilibrio térmico con las demés. De otra forma, el espectro de radiacién del Universo no seria el de
un cuerpo negro, como indican las observaciones experimentales del fondo de radiacion.

Los 1ltimos procesos antes del fin de la historia térmica, son el esparcimiento Thompson, y los
procesos de recombinacién. Cuando estos comienzan, la densidad de ntimero de electrones desciende
lo suficiente como para detener los procesos de esparcimiento. Los fotones creados en épocas anteriores
pasan a ser particulas libres, el fluido césmico deja de ser opaco.

En resumen, si se asume que el Universo en sus inicios estaba compuesto por un fluido uniforme
y en equilibrio térmico, existen momentos criticos en los cuales las fluctuaciones que se dan al nivel
de los microestados, no es suficiente para estimular procesos de creacién de reliquias, a menos que se
considere un Universo en expansion.

3.3 Principio Cosmolégico

Observaciones experimentales sugieren que, a escalas mayores a los 180Mpc, el Universo es ho-
mogéneo. Es decir, no es posible distinguir entre dos volimenes de esas dimensiones, tomados de
regiones distintas. Una consecuencia directa de esta homogeneidad, es que el Universo también debe
ser isétropo, pues si hubiera alguna anisotropia, es imposible que todo observador pueda confirmar
su existencia, ya que la regiéon en la que se la aprecia debe de ser distinta al resto, contradiciendo la
homogeneidad.

Otra de las motivaciones para suponer que no deberian existir regiones del Universo que incluso
a escalas cosmolégicas se distingan del resto, es el hecho de que los descubrimientos que se han hecho
en el pasado sobre nuestra posiciéon en el Universo, sugieren que lo mas razonable es asumir que no
solo nos ubicamos en una regiéon que no es el centro de las estructuras que observamos (no somos el
Sol, ni el centro de la Via Lactea), sino que no existe una regién que se pueda identificar como el
centro de todo lo demas.

En resumen, incorporar el Principio Cosmolégico a un modelo cosmolédgico, se hace imponiendo

homogeneidad e isotropia en el espacio 6.

3.4 Corrimiento al rojo Cosmolégico

Otra evidencia contundente para considerar modelos de tipo Big-Bang, son las observaciones
relevantes a la llamada escalera de distancias. La calibracién de la escalera de distancias se consigue
por métodos que, al ser experimentales, no requieren de tantas suposiciones como es el caso con la
historia temprana del Universo.

%Mas no en el tiempo, a menos que se consideren Universos estacionarios.
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Elementos del Modelo Cosmolégico Estandar
3.5 Factor de escala y el flujo de Hubble

Las supernovas de tipo Ia, y todas las candelas estandar que siguen en la escalera, presentan co-
rrimientos al rojo en sus espectros cada vez mayores, cuanto mas lejos se encuentren ’. El corrimiento

al rojo se define como sigue:

- ~ =720 _ 3.1

De tal forma que z (adimensional) es cero (no hay corrimiento) si la longitud de onda emitida
(X\g) es igual a la recibida (\). El corrimiento al rojo que toma valores mayores (y siempre al rojo)
cuanto més distante se ubique el emisor, no puede ser producido por velocidades peculiares a menos
que el punto desde el que se han realizado estas mediciones, sea el tinico lugar en el Universo del que
todo lo demas se aleja.

En contraste, Universos que se expanden como se describe al inicio de este capitulo, reproducen el
efecto observado en todas sus regiones: Si se observan objetos estaticos ¥, pero se reduce la escala de
distancia, entonces la separacion entre ellos aumenta, a pesar de su estado de reposo relativo. Luego,
si esta reduccién depende del tiempo, se puede definir una velocidad, llamada velocidad de recesion,
como el limite del cociente entre los intervalos de distancia y tiempo. Las dos propiedades notables
de esta velocidad de recesién, son el hecho de que dependa linealmente de la distancia a un origen,
y que esta dependencia, aunque sea respecto a un origen, es vilida en cualquier origen. Cualquier
observador que se pueda asociar con un sistema inercial, percibe ? al resto del contenido del Universo,
como si se alejara de la misma manera en todas direcciones, y a mayor velocidad, cuanto mas lejos
se encuentre.

Esto es evidente del hecho de que las velocidades de recesién deben producir corrimientos relati-
vistas para mantener la constancia de ¢, pero a diferencia del corrimiento producido por velocidades
peculiares (Ver seccién 2.1.2), este debe ocurrir de la misma manera en todos los puntos del espacio.

3.5 Factor de escala y el flujo de Hubble

Para incorporar la expansién en un modelo cosmoldgico, es necesario comparar las distancias
que naturalmente dependen del tiempo, llamadas distancias propias, con alguna referencia fija. Una
referencia valida es la distancia comévil, dada por la separacién que los cuerpos libres '° tendrian
en todo momento, si no fuera por la evolucién del concepto de distancia. Para definirla, es necesario
convenir tal momento. Esta convencién es la distancia de los cuerpos coméviles al dia de hoy. Asi, la
distancia propia depende del tiempo a través de una funcién que multiplica (escala) a la distancia
comévil:

D(t) = a(t)r (3.2)

Este factor de escala a(t) es, de acuerdo con lo dicho en el parrafo anterior, igual a 1 en el presente,
y asumiendo que siempre incrementa '!, deberia tender a cero en el pasado.

“Cuanto mas alejados se encuentren los objetos que se observan, méis dependientes del modelo se vuelven las
estimaciones de distancia, pues la historia de expansién del modelo dicta en qué medida el tamafo angular de los
objetos es afectado por el hecho de que en épocas pasadas (que son las tinicas de las que recibimos fotones), los objetos
observados se encontraban méas cerca de nosotros. Sin embargo, la dependencia del corrimiento al rojo con la distancia
es claramente una funcién que depende linealmente de la distancia, al menos para el corrimiento que presentan las
supernovas de tipo Ia

8Lo cual puede implicar que no se dan interacciones gravitacionales entre ellos.

9como un corrimiento al rojo dado por la ecuacién (3.1)

10 Aquellos que sélo presentan velocidades de recesién, pero serian estéticos si no hubiera inflacién. Sus marcos de
referencia propios, se llaman sistemas de referencia comoviles.

11 Como lo sugieren el hecho de que todos los cuerpos coméviles presentan corrimientos al rojo, y la necesidad de
expansiones para describir varios de los procesos que ocurren durante la historia térmica del Universo y hasta la tltima
superficie de dispersion.
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De la ecuacion (3.2), se sigue de inmediato que las velocidades de recesién son:

dD da da (D

De la ecuacién (3.3), se define al pardmetro de Hubble:
v=H{t)D = H(t)="2 (3.4)
a

La evolucién de H se conoce como el flujo de Hubble y caracteriza a la inflaciéon. El hecho de
que se aprecien velocidades de recesién, implica que el flujo de Hubble no se puede apreciar a escalas
locales, pues de ser asi, la extension espacial de todas las estructuras del Universo, seria capaz de
negar el incremento en las distancias que las separan, de la misma forma que la distancia comévil es
estatica porque no considera la expansion del Universo. Es decir, se expande con él.

Esto significa que el flujo de Hubble sélo se puede apreciar a escalas cosmoldgicas, asi como las
interacciones gravitacionales sélo se pueden distinguir de aceleraciones a cierta escala (figura 2.4). El
principio de equivalencia de Einstein iguala los efectos de la gravedad, con aceleraciones constantes
producidas por cualquier fuerza, y en el caso del flujo de Hubble, cualquier fuerza interna en una
estructura, es capaz de ocultar los efectos de la inflacién.

3.6 La métrica de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker

El Principio Cosmolégico conlleva fuertes restricciones sobre el resto del modelo. Por ejemplo, en
lo que respecta a su geometria, la variedad que representa al 4-espacio no debe de tener un borde
que la delimite, pues de ser asi, puntos en dicho borde seran distintos del resto, ya que sus bases
de coordenadas asociadas tendran la particularidad de estar acotadas en algunas direcciones, y se
violaria la homogeneidad impuesta por el Principio Cosmolégico. Esto reduce a las formas posibles,
a Universos cuyas partes espaciales son superficies cerradas, o de extensién infinita. Otro requisito
indispensable, es que la parte espacial de la variedad debe ser de curvatura constante, para garantizar
que dado un punto cualquiera en ella, todas las direcciones son equivalentes, lo cual implica isotropia.
Einstein también consideraba la necesidad de un espacio is6tropo, de la condicién de compatibilidad
(2.20) ([11, Pag 144]), y consideraba que la parte espacial del Universo deberia ser esférica o eliptica
([11, P4g. 48]), para evitar divergencias al infinito en lo que respecta al contenido del Universo, si
se busca prescindir de condiciones de frontera [11, Pag. 236]. Es importante notar que el Principio
Cosmolégico se refiere sélo a las caracteristicas espaciales del Universo. Extender los criterios de
homogeneidad e isotropia a la coordenada espacial equivale a suponer un Universo estacionario ([10,
P4g. 163]), y de acuerdo con la distincién entre espacio y tiempo !? que se menciona en la nota 5 de
la seccién 2.1.1, no hay un concepto de curvatura del tiempo propio comparable con el que se puede
aducir al espacio, a razén de que el tiempo como una sucesiéon de eventos, solo se puede interpretar
después de formar parte de la experiencia del observador 3. Por otro lado, si es posible comparar una

12La no equivalencia entre espacio y tiempo a la que Einstein se refiere en [11, P4g. 85], no entra en conflicto con la
nocién de que se trate de variables del mismo tipo. Tanto porque sus unidades de medicién son las mismas (recordando
que la coordenada de tiempo es realmente el tiempo-luz), como por la “No separabilidad del continuo tetradimensional”.

13Einstein explica este razonamiento en [11, Pags. 51 a 53], y concluye que “el universo de ideas no puede ser deducido
de la experiencia por un método légico sino que, por el contrario, es una creaciéon de la mente humana, sin la cual no
es posible la Ciencia”
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sucesion de eventos entre sistemas de referencia. En un procedimiento que fisicamente se corresponde
al de comparar relojes.

Estas limitaciones, en términos de la geometria del espacio-tiempo, corresponden a 4-espacios es-
pacialmente esféricos, planos, o hiperbélicos. La métrica de Friedmann—Lemajitre-Robertson—Walker
(FLRW) generaliza los tres casos con un elemento de linea que en coordenadas esféricas es:

2

d
2 = — d¢? +a2(t)<1 i

3 + 12 d#? + r? sin? (9dg02) e€[—1,0,1] (3.5)
Donde € es la curvatura gaussiana de la hiper-superficie encajada.

La curvatura gaussiana es el producto de sus curvaturas principales, que son las curvaturas
méaxima y minima de entre todas las curvas que intersectan a los planos que contienen al vector
normal a la parte espacial del 4-espacio en un punto dado. En la cuestién de las unidades, € tiene
unidades de inverso de la distancia al cuadrado, y su signo determina si se trata de una superficie
hiperbdlica (curvaturas principales con signos opuestos), plana (las curvaturas maxima y minima son
ambas nulas), o esférica (las curvaturas maxima y minima coinciden).

Luego, de acuerdo con la ecuacién '* (2.13), el tensor métrico que describe un Universo no
estacionario, isétropo y homogéneo, es, en coordenadas polares (t,r,6,):

—1 0 0 0
a’(t)
9= 1—er? 0 0
0 0 a?(t)r? 0
0 0 0 a?(t)r? sin? 0
10 0 0 (3.6)
1—er?
0 Z00) 0 0
(g = 1
0 0 — 0
(a(t)r)?
1
0 0 0

a(t)r2sin® @

3.7 El papel de la Relatividad General en el Modelo Cosmolégico

Para determinar la forma de H(t), se necesita conocer la dindmica del factor de escala (ecuacién
(3.4)). La ecuacién de Einstein proporciona esta informacién, dado que las componentes del tensor
métrico son funciones que dependen solamente de a(t) y de las coordenadas que se decidan utilizar.
Sustituyendo a (3.6) y (2.28) en (2.24):

8

Goo =87 Ty =8mp Gy =8r Ty = 1—er?

Gy = - (3.7)

Luego, se puede despejar a la densidad de energia p, v a la presion P, para obtener la forma
en la que evolucionan en el 4-espacio. Las ecuaciones obtenidas [10], s6lo dependen del factor de
escala, que a su vez, sOlo depende del tiempo. Ademaés, Todas las ecuaciones con indices espaciales

Hy4lida para cualquier sistema de coordenadas [11, Pag. 120].

22



Elementos del Modelo Cosmolégico Estandar
3.7 El papel de la Relatividad General en el Modelo Cosmologico

son equivalentes. Los resultados son:

o(t) = ;“‘;6) [ (22 + W) (3.8)

de donde se puede despejar el factor de (@ +€)a~2 en la ecuacién de presion, y sustituir el resultado

en la ecuaciéon de densidad, para obtener, después de despejar a da™':

a 4
o= qH? = — (p+3p) (3.9)

Donde H es el pardmetro de Hubble (ecuaciéon (3.4)), y ¢ es el parametro de desaceleracion:

i
t) =— 3.10
Y estd relacionado con la velocidad del flujo de Hubble:
H—d—a—<d>2<d—1)——ﬂ2(1+) (3.11)
T a a2 \a ai? o) 1 ’
Ademas, despejando al pardmetro de Hubble de la ecuacién para la densidad:

8T €
H2 - 5 3.12
5P s (3.12)

A las ecuaciones (3.12) y (3.9), se les conoce como la ecuaciéon de Friedmann, y la ecuacién de
aceleracién, respectivamente. Estas ecuaciones relacionan al contenido del Universo, con la historia
de su expansién. Para visualizar esta historia, es necesaria conocer a la (s) ecuacion (es) de estado de
las especies que conforman al contenido.

Einstein y De Sitter se percataron [10, pag. 162] de que (2.24) implica que en ningiin momento
se puede obtener un Universo estacionario. Esto era problematico, pues se suponia que, a escalas
cosmologicas, deberia poder definirse un sistema de referencia para el cual la materia del Universo
se encuentra en reposo, incluso si Hubble ya habia mostrado evidencia experimental que apunta
a una expansion a escalas del sistema estelar, e hizo un intento por obtener soluciones estaticas
introduciendo una constante A, llamada constante cosmolégica, a sus ecuaciones [11, Pag. 174]. La
accién correspondiente y sus ecuaciones de campo, son:

1 "
SW = / d4x\/fg(R - A) + / A4\ /=g Llmas) G+ Mg,y = 87T, (3.13)
cuyas ecuaciones de Friedmann y aceleracién, son:

4 1
g2 =", 1) qﬂzz_l(p+3p)+§/\ (3.14)
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las cuales se obtienen de la forma de las ecuaciones de campo para una métrica de FLRW:

1 -2 1 . -2 1
p(t) (3“ e A) P(t) = —— (22 +2 a;r <+ 3A) (3.15)

:§ a 87

La constancia de A hace que la densidad de la especie asociada con ella sea fija, lo cual implica
que su contenido incrementa a medida que el Universo se expande '°. Ademds, su presién es negativa
si A > 0. Se suele interpretar a la especie responsable de la Constante Cosmoldgica con la energia del
vacio. Sin embargo, el calculo de la energia asociada a los procesos de creacidn-aniquilacion de pares
de particulas que se esperan de la llamada polarizacion del vacio, no son suficientes para reproducir
el valor de A necesario para que el Modelo Cosmolégico concuerde con lo observadol[2].

158e dice que la energia obscura no se diluye, porque es una propiedad del espacio, y no de su contenido.
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Capitulo 4

Teorias escalar-tensoriales como
extensiones a Relatividad General

4.1 Principio de Mach

El principio de Mach es la interpretacién que Einstein le dio a una idea de Ernst Mach. Volviendo
a la situacién descrita en la figura 2.2, Mach sugeria que la fuerza centrifuga no era un efecto ficticio
producido por sistemas de referencia que rotan, sino una verdadera fuerza, debida a la interaccién
del disco con el resto del Universo. Si un sélido gira lo suficientemente rdapido como para cambiar de
forma, es porque el resto del Universo habré ejercido una fuerza mayor que las que le dan al disco
su estructura.

La idea de que el contenido del Universo debe producir fuerzas sobre cualquier sistema embebido
en él, sirvi6 a Kinstein para darle su estructura al tensor de energia-momento, de modo que la
métrica estuviera relacionada no solo con la masa de un sistema, sino también con su distribucién
en el espacio-tiempo !.

Las ecuaciones de Einstein indican que la distribucién de materia determina la geometria del
espacio, pero en este formalismo, la fuerza centrifuga sigue siendo un efecto ficticio, e imposible de
reproducir en un sistema de referencia inercial.

4.2 Teoria de Jordan-Brans-Dicke

En los afios cincuenta, Robert Dicke buscaba incorporar el principio de Mach a las ecuaciones de
Einstein proponiendo una accién en la cual la Constante de Gravitacién Universal fuera una de las
variables dindmicas. Uno de los motivos para considerar una G variable, era la llamada hipétesis de
los grandes nimeros propuesta por Dirac[1].

La hipétesis de Dirac consistia en que la escala del Universo y las constantes que figuran en
las interacciones estan relacionadas entre si, de modo que las leyes que gobiernan a las fuerzas
fundamentales han cambiado a lo largo de la historia del Universo. En lo que respecta a la gravedad,
sabiendo que la masa de los cuerpos produce campos gravitacionales, habria que relacionar a G
con la masa del Universo. Una suposicién previa a las ideas de Dirac, es la del modelo de Milne,
que intentaba explicar la naturaleza de la gravedad sin recurrir a las caracteristicas geométricas del
Universo. En ese modelo, la masa del Universo se conserva, y G incrementa conforme el Universo

111, pag. 161]
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evoluciona:

G (1) ; (4.1)

M Universo

La propuesta de Dirac, trataba de relacionar a otras constantes como la masa del electrén, y suponia
que G ha disminuido como G o« 7~!. Finalmente, la relacién propuesta por Robert Dicke, es entre
G y tanto el tamano del Universo, como su contenido de Masa:

Gé\/[ =c?=1 (4.2)
De modo que si el Universo es estatico, las leyes que describen interacciones gravitacionales seran las
mismas en todo momento. La razon para intuir que la variacién de G depende tanto de masas como
de distancias, viene de la interpretacion que Dicke le daba al principio de Mach.

Con esta guia, Carl Brans propuso una modificacién a la accién de Einstein-Hilbert, en la que la
masa del resto del Universo actiia a través de la Constante de Gravitacion Universal:

1 .
S = 1o / d*z/—gR + / A4z /=g G L materia) (4.3)
s

Esta accién es tal que, considerando la condiciéon de compatibilidad (ecuacién (2.20)), se puede
mostrar que Vg = 0 = V (GT) = 0. Este resultado es intuitivamente correcto en cuanto que un
espacio estatico debe producirse no sélo porque se aplicé el principio de Hamilton a una regién vacia
del mismo, sino que también el resto del Universo debe estar vacio.

Sin embargo, esto produce una discrepancia entre el tensor de energia-momento de Hilbert, y el
de Noether (Ver nota 20 del capitulo 2), a menos que G sea una constante. Se puede resolver esta
discrepancia si se considera a G—! como el campo. Visto asi, la acciéon de ¢ = G~ deberia de aparecer
en la nueva versién de lo que serian las ecuaciones de Einstein, por la razén dada en la seccién 2.4.1,
pero ademas de eso, y a diferencia de lo que sucede con los campos de materia, el campo escalar ¢
forma parte de una accién donde la métrica estd directamente acoplada al campo escalar.

Por tltimo, la dindmica de ¢(z), ahora que se lo distingue de la materia contenida en la region
de integracion, debe incluir un término cinético y un término de potencial:

1

1
S(BD) — Tom / d4x\/fg<q§R +w$vu¢v#¢ + V(¢)) + / dtz,/—gLmasa) (4.4)

A esta accién se le conoce como la accién de Brans-Dicke, donde la cantidad de ¢! que aparece
en el término cinético, es necesaria para mantener consistencia en las unidades (recordando que
G = ¢ 1), y la cantidad w es una constante, cuya determinacién experimental permitirfa conocer
qué tanto influye el resto del Universo sobre un sistema que interactiia con él. Como caso limite, la
accién de Einstein-Hilbert se recupera cuando w — 0o, pues en ese caso, sOlo es posible definir una
accién cuando V#¢ — 0, que a su vez implica ¢ = cte.

La teoria de Brans-Dicke perdié relevancia a medida que experimentos con el espejo colocado en
la Luna [1][7] determiné valores de w tan grandes que la accién dada en (4.4) apenas era distinta
de la dada en (2.31), aunque, dado que los experimentos estén restringidos al Sistema Solar, cabe la
posibilidad de considerar teorias escalar-tensoriales para las cuales los efectos de ¢ sélo son relevantes
a escalas apropiadas, o en regiones con caracteristicas distintas a las del Sistema Solar. Este es caso
de las teorias gobernadas por la Lagrangiana de Hordenski, en la que se definen términos de auto-
interaccion del campo escalar, que hacen que sus efectos disminuyan en regiones del espacio donde la
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densidad de materia es lo suficientemente grande [16]. Un caso mas sencillo, se obtiene sustituyendo
a los términos de auto-interacciéon por un potencial escalar, que es el que se considera a continuacion.

4.3 Modificaciones escalares tensoriales

Con la finalidad de hallar nuevas teorias de gravedad donde las ecuaciones de campo son de
segundo orden en el tensor métrico 2, se buscé la forma més general de una accién donde los efectos
gravitacionales se atribuyen a g y opcionalmente a un campo escalar ¢. El resultado es una densidad
Lagrangiana con un término de acoplamiento no-minimo més general que el de la acciéon dada en (4.4),
asi como términos que representan desviaciones producidas por ondas asociadas al campo escalar y
otras contracciones del momento asociado a ¢. Algunos de los términos de esta Lagrangiana, son:

LW =G (¢, X)R+ Go(X) + G4(, )V, VH

2 (4.5)
+ Gy, ) ((V,N“gb) — (vuvuqs) (vuvv¢)> T
La Lagrangiana de Brans-Dicke, corresponde al caso particular:
w

¢

Seguin teorema de Lovelock, no se pueden formar teorias de gravedad de segundo orden simple-
mente buscando méas contracciones del tensor métrico con él mismo y sus primeras parciales. Mas
bien, es necesario introducir nuevos campos o dimensiones extra. Considerando esta guia, se puede
partir de la accién de Einstein-Hilbert, e introducir un campo escalar que por su propia dindmica
debe aparecer como un término cinético y un potencial escalar en la accion:

9= 3= (52 -vv)) (@.7)

Y que ademds presente un acoplamiento no-minimo con la parte geométrica de la accion:

— L 4 (¢) (masa)
S = 167T/ d :z:(f(gb)R+£ +167L ) (4.8)

A esta familia de acciones, se les conoce como acciones de tipo Brans-Dicke (BD). Tal y como
sucede con la accién (4.4), el campo escalar corresponde al contenido del Universo que interactia
con el sistema contenido en la region de integraciéon. La naturaleza atractiva de las interacciones
gravitacionales, sugiere que ¢ > 0, y el Principio Cosmolégico® requiere ¢(Z) = cte.. Esto es, el
campo escalar debe ser espacialmente homogéneo a escalas cosmolédgicas. Esto no impide que ¢
evolucione en el tiempo:

O
ot

Donde se us6 el hecho de que la derivada covariante de un escalar es igual a su parcial ordinaria,
ya que el valor de un escalar no depende del sistema de coordenadas del punto de la variedad en

Vipg=—+Vo=0¢ (4.9)

2Para evitar teorias que incluyen fuerzas ficticias en sus ecuaciones de movimiento.
3Seccién 3.3
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el cual se lo define, y por lo tanto no se lo puede descomponer como una suma de multiplos de los
vectores base del punto en cuestién. Dicho de otra forma, ¢(z), a pesar de su dependencia con x por
su naturaleza de campo, estd exento de los efectos del transporte paralelo. Este no es el caso con el
D’Alembertiano de ¢, pues la cantidad V,V# es la derivada (covariante) del vector V#¢:

V, VHip = 8,00 + T7,00¢ = 0,0(t) + T (t) = b + Ty, ¢ (4.10)

La familia de teorias de tipo BD resulta de interés para este trabajo, porque se puede elegir
una forma apropiada para las funciones libres f(¢), w, y V(¢), de tal forma que la accién presente
simetrias mas generales que las del grupo que gobierna a la Relatividad General, lo cual deberia
resultar en nuevos fenémenos, que localmente * se desvanezcan, reproduciendo asi los resultados de
la Relatividad General.

4.4 Ecuaciones de campo en teorias de tipo BD

4.4.1 Ecuaciones de campo como el extremo de una funcion

Se distinguen dos procedimientos para hallar las condiciones bajo las cuales la accién se ex-
tremiza. El primero es analogo a la deduccién de las ecuaciones de Euler-Lagrange que se suele
encontrar como introduccion al cdlculo de variaciones. Consiste en representar una trayectoria arbi-
traria ¢(2), piraria = @(), en funcién de la trayectoria ¢(x) = ¢(x) que extremiza a la accién.
Similar para la métrica:

canonica

b(x) = 6(x) + en(x) — 0,6(2) = 0,6(2) + ¢( D, n(x)

(@) = @)+ €0 (1) = 0,500 () = B9, (@) + €(07,0(2)) (4.11)

= 03000 (®) = 0505, 9,0(®) + €( 03041, ()

Notando que para simplificar la notacién, se hace uso de n para indicar tanto las desviaciones del
campo escalar, como las desviaciones de la métrica, pero n(x) y 7,,(z) son campos completamente
distintos. El coeficiente € indica qué tanto se desvia el campo arbitrario, y también se abusa de la
notacién usando un solo simbolo para desviaciones de ¢(z) respecto de ¢(z), como para desviaciones
de g(x) respecto de g(z), para evitar el uso de €Y €q,," Esto no es un problema muy grande, porque
no hay términos que tengan productos de ambos coeficientes, como se ve a continuaciéon. La tltima
consideracion antes de buscar puntos extremos, es que la necesidad de indicar los estados inicial y
final de un sistema a priori implica que no puede haber una distincién entre ¢(z) y ¢(x) en esos
puntos, sin importar que € sea distinta o no de cero. Esto significa que n(z;) = 0 = n(x;). Similar
para la métrica: 1, (z;) = 0 =1, (7).

Considerando todo esto, se puede fijar a todos los campos, dejando como tinico pardmetro de S a
los coeficientes e. Esto permite tratar a S ya no como una funcional, sino como una funcién de € (o
mejor dicho, una funcién de dos variables, si no se abusara de la notacién). Con S como una funcién,
se puede calcular su derivada total:

4Esto es, cuando los parametos que distinguen al nuevo grupo de simetria tienen magnitudes apropiadas.
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s d [ ., .- T
Cle_de/d $£<g,¢,a§,)—/d $<d6£(97¢7a§7)>

o< dg,, oL d
_ 4 nv s _
_/d x(agw 2 +8(8agm,)de(8ag“”)+'")

Por ultima vez, se aclara que usando una distincién apropiada entre el coeficiente para la des-
viacién de cada campo, se sigue obteniendo una tnica integral, donde los coeficientes actiian de la
misma manera sin importar su tipo:

(4.12)

§+g :/d"‘x(aa£(g(6g),¢(e¢),0§(69),...)) +/ d%(aaz(g(egw(%)@(eg%---))

Jey, 9 €4 €
0L dgy, 0L d _ 0L do
= [ diz| — 2 + — (00 Tuy) + oot = + ...
/ (ag,w dey  00a7y) dey I 9(5) de,
1 ] —
o< dg,, oc d o€ do
+/d4a: — 4 — (00 Gp) + oo+ —— —
(89/1,1/ deg a(aag,uu) d€g< . ) 8(¢> d€g
:/d4 o< dg,, oL d¢
99, de, () deg
(4.13)
Haciendo uso de (4.11), las derivadas respecto de € son:
dg,, d
2 = (gul) + €0, (@) ) = 1 ()
d . d _ (4.14)
&(aag,uy) - de <8agw/(x> + 6<aanuy(x>>> - 80477;LV($>
etc...

Lo cual se puede reemplazar en (4.12):

as o e 41
¥_ [4 x(agwn“”(m) TN (M () + 50,0.5."" (Oanu (@) + ) (4.15)

Los sumandos que corresponden a productos de parciales de £ con un campo 7(z) se pueden dejar
como estan. El resto se debe integrar por partes, tantas veces como sea necesario para deshacerse de
las parciales de n(x). Por ejemplo, el segundo sumando de (4.15) en coordenadas cartesianas, es el
argumento de una integral anidada en otras tres, y para la cual sélo la coordenada respecto a la que

se integra es variable:
te Ty Yr Z¢ oL

———0, (N (r)) dz | dy | dz | dt 4.16

[ (U (L e Ot ) ) ) 419

i

Ahora se escribe la suma sobre « de forma explicita, y se indica, usando 7(z), que en la integral
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mas profunda, las coordenadas que no son z estan fijas.
2 Tg Yt 2¢ oL 2t 0L
Ta N2 dZ+ +/ Taz Nz dz dy dx dt
/ (/ </ (/ 50, el | 55 ()
(4.17)

Se puede integrar por partes la que corresponde a o = 3 (parciales respecto de z), y aplicar las
condiciones iniciales, recordando que en los puntos que se definen a priori, los campos n no estan
presentes:

9L
Taz v\Z dz = ——— v
/zia@gu» ((2)) 2 = 55 g~ ). -
Zi 4.18

De modo que (4.17) es:

te T Ys 2 6£ 9 2 6£
/ (/ (/. (/ (”W”aa@zgm) C2 ), a0 e dz) dy) dx) dt

Yi

4 8£
)

. / ( [ ( /" ( [ 0, ) st [ 52, (0000 dz) dy) dw) dt

i

Ahora se repite el paso anterior con la integral correspondiente a o = 2. Para eso, se reordenan
las integrales, justificando ese paso por la independencia de las coordenadas:

(L (st o) o)

i

:/ttf (/f (/f ( lyf(%;?jw)ay (1,(®)) dy) dz) dx) dt

i i i Yi

(4.20)

Luego de integrar por partes, (4.19) es:

) B N I (R
_/d x(n“”(x>823(azgw)> /d (77W< )9, (37!9#”))

+ N N " Zfaiiﬁt (M (2)) dz+ Zfaiiam (Nu,(2)) dz | dy | da | dt
A by \ o, 909:9,) L 909,9,)

" (4.21)
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Repitiendo el paso anterior sobre las integrales restantes, se concluye que:

4 87[; T - _ 41’ z 67,5
/d x (5(%9@8& (M ))) /d (nw( ) D 3(%%)) (4.22)

Si se repite este proceso con todas las integrales de (4.15) que lo requieran, es posible despejar a
nyan,:

ds / 0L 0L 0L 0L 0L
- = d4$ T—aif nx +/d4$ 7—806774-6 80677 N\ T
de (a¢ “a@m) ) b7 00,5, T % a0,5 ) )
(4.23)
Dado que se ha fijado a todos los campos, siendo € la tnica cantidad de la que S depende, la

funcién d,S determina un extremo de la funcién® S cuando d.S = 0, y como 7 es arbitraria (ya que
lo que distingue una evolucién canonica es el coeficiente € siendo cero o no), necesariamente:

0L 0L

= —9,———— =0

96 " 0(0,9) Lo
0L, 06 oo o _, (4.24)
89;Lu “ 8(8(19“”) prae 8(8ﬂao¢guu)

Donde se eliminaron las barras ahora que ¢ = ¢ y g = g. Antes de explicar el segundo método, las
conclusiones mas importantes del razonamiento anterior son:

» Es suficiente con que £ satisfaga (4.24) para que los campos evolucionen segtn el principio de
Hamilton, haciendo extrema a la accién.

e La tnica condicién que se impuso en los limites, es la existencia de condiciones iniciales antes
de hallar un extremo de .S, sin que se hayan dado condiciones més especificas, ni sobre los
campos, ni sobre la regién de integracién. Esto es porque (4.18) y sus pasos equivalentes para
los demas términos de d_S, asume de forma implicita que en cualquier instante posterior a t;,
todas las coordenadas cambian. Es decir, z = z; implica t =¢,, v = x;, y y = ¥;.

o Este método no trata de hallar extremos de la funcional de accién, sino de hallar el extremo de
una funcién que se convierte en S cuando se deja libres a los campos. Dicho de otra forma, el
extremo de S(€) corresponde al extremo de S[£], por lo tanto, las condiciones que extremizan
a la funcién, extremizan a la funcional.

Este razonamiento es tedioso para teorias de campos, y méas facil de aplicar para sistemas con
grados de libertad discretos, pero es valido, y serd ttil contrastarlo con el método de variaciones.

4.4.2 Ecuaciones de campo como el extremo de una funcional

El segundo método, consiste en notar que S estacionaria implica que transformaciones infinite-
simales sobre los campos, no producen variaciones en la accién, sin importar que las variaciones en
los campos sean debidas a una transformacién de simetria o no. Esto significa que diferencias en los

5Dado que se ha fijado a los campos, y en su lugar se usa €, que no es una funcién, para distinguir trayectorias
arbitrarias de la trayectoria canénica, se esta estudiando a S como una funcién, y no como una funcional.
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valores de ¢ y g para un instante posterior al inicial, para los cuales el diferencial de S es cero; son
producidas por campos que obedecen al principio de Hamilton.

Por ser S una funcional, el concepto de diferencial total 45, involucra una integral sobre varia-
ciones:

> 05 08
4 = 1 16 4.2
08 = / d*x [5 (x)égw(yc) + 5 <$)5¢(x) 0 (cuando la accién es extrema) (4.25)

00 v

Noétese que, aunque £ depende de primeras derivadas de ¢ y g, y de segundas derivadas de g,
en lo que respecta a la accién, cuando esta es extrema, los momentos y aceleraciones pasan a ser
funciones de los campos, en vez de ser independientes. Notar también que la integral no es sobre el
3-espacio entre los tiempos inicial y final, sino sobre un 4-volumen cuya frontera se extiende hasta el
infinito.

La independencia de los campos indica que cada sumando debe ser individualmente igual a cero
para que el integrando sea siempre nulo, y como las variaciones son infinitésimos, es necesario que
las derivadas funcionales sean exactamente iguales a cero:

oS oS
Sgp @) =0 = 5w T
9 # (4.26)
o5 dp(z) =0 = o5 =0 |
dp(z) op(x)

Este es el método més comun para hallar las ecuaciones de movimiento. La ecuacién de campo
para la métrica se obtiene igualando a cero la variacion de S respecto de g,,,,, y la del campo escalar
igualando a cero la variacién de S respecto de ¢. Esto se explora en la siguiente seccién, considerando
que es mas sencillo calcular la variacién de S respecto de la métrica inversa, y aprovechando que una
se relaciona con la otra.

Antes de usar este segundo método para encontrar a las ecuaciones de campo, se comprueba que
este procedimiento es equivalente al anterior, mostrando que (4.25) implica (4.24):

Denotando por y a los puntos que constituyen el recorrido de los campos entre los tiempos inicial
y finales, se escribe en (4.25) a la accién como la integral de volumen de la densidad Lagrangiana, la
cual depende explicitamente de campos y sus parciales:

05 =0 :/O:O d*x légw(az)égjm (/ d4y£(¢(y),8a¢(y),gw(y), ))]

f " ata 5ot ([ 40060006000,

(4.27)

El operador de derivada funcional conmuta con el de integracién sobre d*y, de modo que actiia
directamente sobre £, y por regla de la cadena, se tiene:
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v

2
7 o [ qte [ 95 90) 0L (0,9(y))
=) F%*>/dy<w@>@ww>+m@¢@>6%xm *”)]

> 0L d¢(y) 06 6(0,9(y))
+ d*z |6¢(x / d* + = + ..
/ [¢<> y(awwaam 00,00y 30()
dy=—=)] |
Donde hay términos de se anulan por la independencia de los campos, y hay términos que son

deltas de Dirac, o derivadas de deltas de Dirac, denotadas por 6, ¢’, y 6”7, que viene del término que
no se muestra pero es:

o0 [ oL (9504 9,0 (y))
L “xf%*@/d%(m%%@Aw> e )]
= 0L 89,,(y)
_ /oo dhx _5glw(x) / dty (a(aﬁaagu,,(w)aﬁa"“dgw <x>)] (4.29)
00 i 3 0L §
:/oo diz _5glw(33)/ d*y (;;8(8 N0 )>5 (y—x))]

Se puede introducir a d¢(x) y a 69#,/(90) a las integrales sobre d*y, como constantes:

> 4 4 a'c . —
/OO dz [59#1/(95)/ d%y (59#1,(50)8%”(”5@— ot 0g(x C;) —95)>] =0

(4.30)
La n — ésima derivada de la delta de Dirac satisface la propiedad:
|ty -0 = 0 [ dur e - (431)
Lo cual permite escribir a (4.30) como:
o 0L 0L
d*z /d4y 09,, () =—0(y—z)—69g,, ()0, | =— | 0y —2) + ... =0
[ [ ( ) 3 gy Y ) T 9% B gy ) O
(4.32)

Luego, se factorizan las deltas de Dirac, y de nuevo, sea usa una propiedad de las distribuciones.
Esta vez es fozo dizf(y)o(y — x) = f(z):

= 4 0L x - _ 95 x —x
A dwl/dy<m%xmf%*)+“ a“Qwaww05“)>“y >]

oL oL (453
= dp | ———— T e — T € =
=/ (m%Amf%“)+ aaQwame5“)> ’
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Por 1ltimo, se factorizan las variaciones y se separa otra vez a la integral por sus sumandos:

4, o< B 0L a—£ i
/e <5‘<9W<z>> 8“a<aagw<x>>”ﬁaaa(aﬁaagm)))59w<>

+ [ @t (st~ (g ) 00 =

Si se considera que cada sumando debe ser igual a cero por la independencia de los campos, y
que las variaciones de los campos no son iguales a cero, se obtiene (4.24) como se esperaba. Las
conclusiones mas importantes de este segundo procedimiento son:

(4.34)

o A diferencia de la seccién anterior, esta vez se extremizd a la accién directamente, sin hacer
uso de una funcién que después se puede convertir en una funcional.

e Por la conclusiéon anterior, no es posible integrar por partes a los términos que contienen
derivadas de deltas de Dirac. Esto es porque no es posible identificar a c%é(y — x)d*y con
un diferencial dv, porque el diferencial de una distribucién no estd definido. En su lugar,
9,0(y — ) d*y es la distribucion ¢’ (y — x), y satisface (4.31)

e En la seccién anterior, se hace uso de las condiciones iniciales al momento de integrar por partes,
y toman la forma n(z;) = n(z;) = 0. En esta seccion, las condiciones iniciales también estén
presentes desde el inicio, pero de forma menos obvia, a través del uso de campos y sus derivadas
como variables independientes de £, incluso cuando se supone que la accién es extrema, y que
por lo tanto, los momentos son funciones de sus campos asociados. Esta idea se explica mas
detenidamente en la seccién B

4.4.3 Variacion arbitraria sobre los campos

La accion se separa por sus lagrangianas geométrica y de masa. Luego, se considera una variacién
arbitraria, infinitesimal, sobre los campos, y que no afecta a las coordenadas:

1
S = 16/d4$\/jg£(geom.)+/d4x /jgz(masa) (435)
Y

58 = % / dz (5(\/7) Lleeom) 4\ /—g§ (dgeom-))) + / d*z (5 (v—=g) £masa) 4\ /=g6 (z<masa>)>

(4.36)

Esta expresion sera de uso cuando todos sus términos sean integrales de productos con variaciones
de los campos, o términos de superficie °. Reuniendo integrales que contengan a & (,/—g) y haciendo
uso de (A.2), se obtienen términos responsables de la evolucién de la métrica, que surgen de la

8Como se explica mas adelante, estos términos no contribuyen a la dindmica de los campos cuando se elijen las
condiciones de frontera apropiadas.
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inclusién de la cantidad \/—g a la funcién Lagrangiana:

08 =5- / d%;r( f(P)R + wif)x + V() — £<masa>) 909"

(4.37)
Fo d4x\/( LXQ””L)+-16w51ﬂma%J)

Luego, la expansién de 6.£#2) por medio de (A.28) revela méas términos de las ecuaciones de campo,
tanto de la métrica como del campo escalar:

08 = 397 / d4$\/7< f(o)R + wff)x +V(gp)— 167r£(masa)> gwjégm’ + / d4x\/fg <6£(ma5a))

M@)ld@@x+w@xdww)w

+ — [ d*zy/—g| —2R

P a e
1o d%Vﬂ@RW@W+fWMWVAW%ﬁ—fwmwvﬂﬁ%»>
o [ ey “?(vmwmagw2“@%w<vm>6<w)>

(4.38)

Donde las ultimas dos lineas corresponden a la expansién de [ d4:1:\/fg( f(®)OR — %5% ), y su

tratamiento segun las secciones A.6.1 y A.7.1 da lugar a mas términos de las ecuaciones de campo,
y también contribuyen al término de superficie.

En particular, el resultado de integrar por partes y agrupar términos en — [ d4x\/7 ( )5 )

se puede expresar como una contribucién a cada ecuacién de campo, mas un término de superﬁ(ne.

17 [ Aty ( 9,00, ¢>>6gw

1 " 1dw(9) .- w(9) ., w(®) _
+55- | d f((ﬁ . X — ¢2x+ 5 vkvw)aqs (4.39)

1; 427, (ﬁ éj)(v%)w)

Donde la contribucién a la dindamica de g es debida al acoplamiento débil que surge de la necesidad
del tensor métrico para definir al cuadrado del momento asociado al campo escalar, y la contribucién
a la dindmica de ¢ incluye una segunda derivada del campo escalar, como es de esperarse para
una Lagrangiana que depende a primer orden de ¢. Ademads, el término de superficie se puede
expresar como la integral de una derivada covariante porque al tratarse de un campo escalar, se tiene
9,6 =V ,¢. Es decir, el cambio en ¢(x) no estd sujeto a efectos del transporte paralelo, aunque el
cambio en el momento d¢ si lo esté. La importancia de este detalle se hard notar cuando se aplique
el Teorema de Noether.

Por otro lado, al integrar por partes y agrupar términos en f d4x\/fg( f(#)0R), no se obtienen
contribuciones a la dindmica del campo escalar, pues estas ya se extrajeron de [ d4a:\/fg(5 f(®)R),
pero si se encuentran términos de la ecuacién de campo para la métrica, y el resto de los términos
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de superficie:

16 d4$\/7( g;Luv VP f(d)) - vuvuf<¢)> 6gl“/

s [ 4429, (75 (SO (9, £ — L (T2 1(6))g,009" + F(0)goT, ))
140)

Donde resulta importante notar que no aparecen terceras derivadas de la métrica en las ecuaciones
de campo, a pesar de que £ depende explicitamente de 0, (96 9., por medio de las derivadas de la
conexién que aparecen en el tensor de Ricci. La razén, desde el punto de vista de la fisica, de que
una Lagrangiana que depende a segundo orden de la métrica no dé lugar a ecuaciones de campo de
orden mayor, es la posibilidad de elegir a los simbolos de Christoffel como las variables dindmicas,
de modo que la accién dependa sélo de campos y sus momentos asociados, y no de aceleraciones.
Matematicamente, la razén de esto es que las segundas derivadas de la métrica, son el argumento
de una derivada covariante, y por lo tanto se las puede ignorar como términos de superficie, cuyas
variaciones en la frontera son nulas, y por lo tanto no generan dinamica. Esto se menciona en la
siguiente seccién.

Por tltimo, suponiendo que £™52) describe a un fluido en reposo, su variacién sélo es debida al
cambio sobre la geometria del espacio que resulte de la variacién dg:

5£(masa) 1
5£(masa) _ gwj(sgwﬂc(masa) — 59}“/ 59“” _ 5g‘uyégw/l"(masa)
1 5£(masa) 1 )
= \/jg< —QW g — ix/jgguuéguyﬁ(maba)) (4.41)
_ 1 5( ﬁ_gﬁ(masa)) 5 #V:_ET S
NS AR ST

Reemplazando a (4.39), (4.40) y (4.41) en las tltimas dos integrales de (4.38), se obtiene:

08 =

1
167r/ F( S9unf(O)R + F(@) Ry, + 59T

+%guuv<¢) - Vuvyf - w5¢¢)<vu¢><vy¢) - 87TT[,LU> 59HV (442)
1 df(9) 1 dw(@) ,. | w(9),.  1w(9) dV(¢)
+167r/d45”\/j9( do R_ﬂ de A 2¢2I+ ) EROAE d¢ >5¢

1 4
o
+167T depJ
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Donde:

7 = V=5 FOF T s+ (Y, £(0)5977 — S(VF(8))g,u 0 + F(0)95T,, — 2 (V06)55

2¢
(4.43)

4.4.4 Ecuaciones de movimiento

Segtin (4.26), los campos obedecen al principio de Hamilton cuando la ecuacién (4.42) se iguala
a cero, pero es de mayor interés obtener las ecuaciones de campo para g y ¢ individualmente. Hay
dos formas’ de hacer esto. La primera, es calcular directamente a la variaciéon de la accién respecto
8 e imponer su igualdad con cero, y hacer lo mismo con la variacién de la accién
respecto al campo escalar. Para hacer esto, (4.42) no es de utilidad, pero el procedimiento necesitaria
repetir muchos calculos de la seccién anterior. El concepto es el siguiente:

de la métrica inversa

La medida de integraciéon hace que todos los términos estén acoplados a la métrica, y por lo tanto
deberian aparecer en la ecuacién para la misma. Por ejemplo, la variaciéon del término de potencial
escalar respecto de las componentes de la métrica inversa, es:

R
NG V()
V) = V) + V=g (4.44)
Y como /=g no depende de ¢, su diferencial total es, por comparacién con (A.12):
0y/—g 1 0/—g 1
(5\/—9 = ( 59#” )(Sgl”’ — (5 /_gglu/> (Sgl“’ — 59“” = 5‘/_99;11/ (445)

De modo que:

5o (VI (0) = 5V ,V (9) (1.46)

Pero no es posible realizar estas comparaciones con el término de acoplamiento, pues la variacién
total de los sfimbolos de Christoffel que componen a R,,,,, dada por (A.16), no le debe su caracter de
infinitésimo a variaciones de la métrica o su inverso, sino a derivadas covariantes de estas variaciones.
Esto no impide hallar las ecuaciones de movimiento por aplicacién directa de (4.24). Sin embargo,
con las condiciones de frontera apropiadas, esto no es necesario, como se explica a continuacién.

La segunda forma de hallar las ecuaciones de campo, es calculando la variacion total de la accién,
como ya se hizo, e interpretando a (4.26) como cocientes de infinitésimos, lo cual sélo es aceptable si
se limita su uso con reglas que produzcan resultados idénticos a los de un tratamiento apropiado ?,
y se define a un infinitésimo como una cantidad que se puede llevar a la forma Adg + Bé¢. '°. Por
ejemplo, el cociente entre 6,/—g y dg"¥, con d,/—g dado por (A.12), debe producir el lado derecho

"Tres, considerando que se puede calcular (4.24) a fuerza bruta. Esta clase de cuentas se revisara cuando se aplique
el Teorema de Noether para la simetria de escala.

8En la seccién anterior se menciona que es més facil calcular esta variacién, que la variacién respecto a la métrica,
pero que ambos resultados estdn directamente relacionados y por lo tanto su utilidad es la misma.

9Con tratamiento apropiado, se entiende el uso de la definicién de derivada funcional como un proceso limite.

10En este sentido, §5 como aparece en (4.42) no es un infinitésimo si el término de superficie no es igual a cero, a
pesar de que dg"” y d¢ lo sean. Dicho de otra forma, §S no satisface las reglas que debe de cumplir una variacién para
que su cociente con otras variaciones pueda reemplazar a la definicion de derivada funcional.

37



Teorias escalar-tensoriales como extensiones a Relatividad General
4.4 Ecuaciones de campo en teorias de tipo BD

de la implicacién (4.45), lo cual se logra si 6g"”/6g"” = 1. Al mismo tiempo, el hecho de que /=g
no dependa de ¢, sugiere que el cociente dg"” con d¢ sea igual a cero.

El hecho de que ya esté usandose el simbolo % para denotar al operador de derivada funcional
respecto a f, puede dar la impresiéon de que sélo se estd repitiendo lo que ya se sabe sobre la
independencia de los campos, porque la notacién hace que reemplazar los cocientes en las reglas
mencionadas, por derivadas funcionales, se vea exactamente igual aunque su significado sea distinto.
Lo cual es absurdo, dado que no hay una regla que defina al cociente 1/d¢g*", mientras que la derivada

funcional 05/0g"" esta bien definida, e involucra un término como el siguiente:

v,70 =, [ V=3[ 105 Ty + (Vo 16D 2 — 2 (v () gas sl ) | =0 (a.47)
pd" =V, 9 9 Sghv - ob o 5gr7 2 9a659a5 = .

Dicho esto, si ahora se considera que el término de superficie es nulo, las ecuaciones de campo
son, de acuerdo con (4.42) y (4.26):

FOC+ 39,8+ 50,V(0) =V, 9,8 = 22 (9,0)(9,0) —82,, = 0

(4.48)
A(0) 1 dld) | () . 1u(9) av(e) _
i B g g T E NV, S =0

Donde G, = R, — %gWR es el tensor de Einstein. La primera ecuacién es andloga a la que
se obtiene de la accién de Einstein-Hilbert, con la novedad de que contiene términos que involucran
al campo escalar, mientras que la segunda es andloga a la ecuacién de Klein-Gordon, pero incluye
contracciones de la métrica con ella misma.

Es importante notar que estas ecuaciones se obtienen no sélo aplicando el principio de Hamilton,
el cual requiere condiciones iniciales, sino también imponiendo que el término de superficie sea
nulo. Esto requiere de condiciones de frontera, que normalmente se explican como “los campos
no varian en la superficie” o “los campos tienden a cero en el infinito”. En el apéndice B se precisan
estas ideas.

Antes de intentar sustituir a las ecuaciones (3.13) en el modelo de concordancia, se busca fijar a
las funciones libres de la teoria, f(¢), w(¢), y V(¢) en base a criterios de simetria. Este es el propésito
principal del siguiente capitulo.

38



Capitulo 5

Invarianza de escala

5.1 Transformaciones conformes

5.1.1 Invarianza de angulos

Dado un punto cualquiera en el 4-espacio, hay una infinidad de curvas paramétricas que pasan
por él. La derivada del elemento de linea respecto del parametro de la curva, evaluada en el punto
de interés, es un vector unitario tangente a la curva en ese punto. Esto se ilustra en la figura 5.1.

zZ
> A7 A7 [de\ ! =

-G =w(n) 5=
+(s) Figura 5.1: Esta definicién de
7 vector tangente T’v forma parte
— 2(51) T (5) de las férmulas de Frenet-Serret.

= 2
7(s1) ~Spe- i - La curva ~y es parametrizada por
T T s,y df es el elemento de linea de
7 (s2) S~
y

Una transformacion conforme es aquella que no produce ningin cambio sobre los dngulos en el
espacio. Esto significa que el angulo entre los vectores tangentes de dos curvas paramétricas que
pasan por un mismo punto, debe preservarse al realizar la transformacion, sin importar que dichas
tangentes se vean rotadas, trasladadas o reescaladas. Las transformaciones conformes incluyen (pero
no se limitan) a las rotaciones sobre cualquier eje, y las traslaciones en cualquier direccién.

Todas las transformaciones ortogonales son conformes !, pues por definicién, preservan el valor
de cualquier producto escalar, y los vectores tangentes son, nuevamente, por definicién, unitarios.
Luego, el angulo entre las tangentes de curvas distintas, que se puede expresar como el coseno inverso
del producto punto entre ellos, es invariante.

'Las reflexiones involucran cambios de quiralidad, y como consecuencia, la direccién de los d4ngulos puede cambiar,
pero su magnitud se mantiene constante.

39



Invarianza de escala
5.1 Transformaciones conformes

o(s1)

arcos(To(P) - T)ﬁ(P)) = arcos(T",(P) - TZ;(P))

Figura 5.2: Una rotacién positiva, sobre el eje que pasa por P, compuesta con una traslacién hacia el
suroeste, preserva angulos. En la figura se muestra a las tangentes de dos curvas a y 3, en su punto
de interseccién P.

En su forma mas general, las transformaciones conformes preservan dngulos de manera local. Esto
significa que las tangentes en cada punto pueden ser rotadas, trasladadas y reescaladas en distinta
medida, para distintas regiones del espacio. Los casos en los cuales estos cambios son del mismo tipo
en todos los puntos, como es el caso de la figura 5.2, son transformaciones globales.

5.1.2 Invarianza de angulos en el 4-espacio

El Teorema de Liouville sobre las transformaciones conformes garantiza que cualquier
transformacion definida sobre un espacio euclidiano, se puede expresar como una composicion de
isometrias (transformaciones que preservan la distancia entre puntos) e inversiones. Esto limita a las
transformaciones conformes en espacios de Minkowski ? a:

o Traslaciones

o Rotaciones (en el 3-espacio)

o Transformaciones de Lorentz (rotaciones en el 4-espacio)
o Reflexiones

o Inversiones

El grupo de Poincaré comprende a todas las isometrias del espacio de Minkowski. Como se explica
en la seccién 2.4, la acciéon de Einstein-Hilbert es invariante bajo este grupo, y por lo tanto, cualquier
extensiéon a RG deberia serlo también.

Asumiendo que la accién para teorias de tipo BD ya es invariante de Poincaré, entonces las
traslaciones y las transformaciones ortogonales (reflexiones, y rotaciones, incluyendo transformaciones
de Lorentz) no son novedad. Sin embargo, si existen simetrias relacionadas con inversiones, que se
puedan expresar por medio de transformaciones globales, infinitesimales; entonces deberian surgir
nuevas leyes de conservacion.

2Que son espacios euclidianos con una dimensién temporal
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5.1.3 Invarianza de angulos como una simetria fisica

La simetria de Lorentz relaja el requisito impuesto por las transformaciones de Galileo, de que el
concepto de distancia (en el 3-espacio) sea invariante entre observadores inerciales caracterizados por
una velocidad relativa entre ellos. En su lugar, se busca que el intervalo de distancia en el 4-espacio
sea la nueva cantidad invariante entre sistemas inerciales (ver figura 2.2), perdiéndose asi el caracter
absoluto del tiempo que imponia Galileo, y gandndose generalidad en cuanto a que el P(1, 3) incluye a
las rotaciones, traslaciones, y velocidades relativas consideradas por Galileo. Ademas, la conservacién
del intervalo en el 3-espacio pasa a ser un caso limite, obtenido cuando la velocidad relativa entre
sistemas inerciales es lo suficientemente pequena.

La simetria conforme es un caso similar en cuanto a que nuevamente relaja el requisito de la
preservacion de la 4-distancia, en favor de preservar solamente los dngulos. Como consecuencia, se
pierde caracter absoluto de la conexién causal entre eventos , y se gana generalidad en cuanto a
que C(1,3) incluye a todas las transformaciones del grupo de Poincare. Ademas, la conservacion de
la causalidad entre sistemas de referencia conformes pasa a ser un caso limite, obtenido cuando la
magnitud de la inversién especial es lo suficientemente pequena.

5.2 Inversiones puras

Una inversion pura es la transformacion sobre el espacio definida como sigue:

x xH
/= = 't =

|l 02"

(5.1)

A simple vista o por calculo directo, se puede notar que la doble aplicacién de una inversién pura:
x — 2’ — z”, es tal que z” = x. Luego, el operador de inversion (al que por ahora no se le va a asignar
un simbolo), junto con el operador identidad 1, forman un grupo de solo dos elementos, y por lo
tanto discreto. En efecto, (5.1) no se puede estudiar como una aplicacién sucesiva de transformaciones
infinitesimales porque el limite 2 — 0 no existe, de modo que el Teorema de Noether (que se revisa
en el capitulo 6), el cual hace uso de transformaciones infinitesimales, no se aplica a invarianza bajo
inversiones puras.

Aun asi, las inversiones puras son de interés porque fisicamente mapean a todos los puntos en
el infinito, hacia el origen*, que es un tnico punto 2’ = 0. Mientras que el punto que originalmente
correspondia a x = 0 se mapea al infinito. Esto permite estudiar fronteras y cantidades conservadas
en el infinito por métodos que pueden dar resultados mas precisos que si se intentara avanzar en
ideas como las de B.4 [6] [3] [18].

5.3 Inversiones especiales

5.3.1 Definicién

Habiendo descartado a las inversiones puras como generadoras de corrientes conservadas, queda
preguntarse si existen composiciones de ellas con isometrias, que si formen un grupo continuo.

3Ver apéndice C

4Resulta incémodo hablar de interpretaciones fisicas del infinito, y es aiin mds problemdtico asociar a un limite
(00) con una cantidad (0). Parte del propésito de este capitulo y su apéndice relacionado B es exponer las posibles
deficiencias o razones para descartar el uso de inversiones y transformaciones que dependan de ellas, como herramientas
para estudiar sistemas fisicos, y argumentos en favor de las mismas.
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Composiciones de inversiones I con otras transformaciones de P(1,3) no forman grupos, pues
no hay forma de simplificarlas luego de realizar composiciones de las composiciones originales. Por
ejemplo, la composiciéon de composiciones de inversiones con traslaciones IT; es IT|IT,, y no hay
mas que decir al respecto sin entrar en detalles sobre la forma de cada matriz de traslaciéon. Este no
es el caso si se considera una segunda inversién, pues como se dijo en la seccién anterior, una doble
inversion se reduce a una matriz identidad. Composiciones de IT;I se simplifican como sigue:

3 3
(IT,1)(ITyI) = IT, (II) Tyl = I (T,T,) I = IT,I (5.2)

De modo que productos de matrices I7;I se pueden simplificar a matrices que son también de la
forma IT,I. Esta cerradura, junto con el hecho ® de que 1 también es de la forma IT,I, y que a cada
transformacién IT;I le corresponde ® una transformacién IT ;I tal que (IT,1)(IT_,I) = 1, llevan a
la conclusién de que las transformaciones de la forma I7;1, forman un grupo. A sus elementos se les
conoce como inversiones especiales. Hace falta comprobar que el grupo no sea discreto.

Una inversion especial (IE) se caracteriza por la magnitud del vector de traslacién que estéd entre
las inversiones. Si se lo denota por b, entonces, de acuerdo con (5.1), la IE dada por b se compone
como sigue:

Va4

4 z V4 / "’ T

— = ;7 — d'=a'-b - = (5.3)
|| |||

En notaciéon de componentes, la transformacion en términos del punto original es:

/ zh bH
IE“ N (IE” /)M — x H— b,u _ x,xY
(.%' N b)a(l’ * b> (mjg/’ - bOé) (ziw" o ba)
z"—b“HzHg 9 (54)
=] _ zh — b ||z||
[l2]® z,bo 1 —2a,b + ||b])? |||
B nit e 1o 2s b+ PP
P o x
Renombrando z”’ = 2’ se obtiene::
JTR NT! 2
ah — 't = ’ ] (5.5)

2 2
1= 2,0 + |[bl[ []]]

Esta vez, (5.5) no se indefine cuando z = 0, por lo que el grupo de las IE’s es continuo ': Una IE
se puede formar por medio de composiciones de IE’s caracterizadas por vectores de desplazamiento
b infinitesimales.

Se puede repetir este procedimiento con los grupos que se pueden formar de composiciones de
inversiones con rotaciones (IR,I) e inversiones con boosts (IA,I) para obtener expresiones que di-
vergen cuando x = (0. Otros grupos continuos se pueden formar de casos mas complicados como

SEste caso corresponde a T una traslacién por un vector nulo

SEste caso corresponde a T ; = T;. Una traslacién es por un vector de la misma magnitud que la otra, pero sentido
opuesto

"No se debe pensar en la IE como una aplicacién sucesiva de de tres transformaciones independientes. Si asf fuera,
la transformacién resultante no seria continua, porque las inversiones simples que la forman tampoco lo son. La
composicién de las tres matrices I'T'[ en ese orden, forman una transformacién que se aplica sobre los puntos del
4-espacio de un solo tajo.
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(IR,T;I), pero estos complicarian el andlisis sin aportar més informacién, pues las inversiones son la
Unica transformacién que no es isométrica en el 4-espacio, y las traslaciones sélo se introducen para
obtener continuidad.

5.3.2 Transformacion del elemento de linea bajo inversiones especiales

Primero se calcula el caso finito. Bajo IE’s, la norma del punto x se transforma como:

1
2 2 2 2
s 1w V= ba%ng) Vel + 2l b + 1
B B b e b2 2\2 b b2 22
(1= 2b,m + 0l 1) (1= 2bee 0P 1)
2 2\ 2 '
(1—2b,2 + [[o]*[[][*)” |2

2
= ||l

2 2 2
(1—2b,2r + |[p|[* ||2|[*)” L= 262" + |[b]]” ||]]

En principio, el caso infinitesimal se puede obtener usando (5.6) como sigue:

(d22) = [ 2 = dze [ 2 el dz”g (5.7)
xr 1 —2b 20 + |[b]* ||| Oz 1 — 2b,0¢ + |[b]|* ||| "

Sin embargo, si lo que se busca es inferir una Ley de transformaciéon para los campos, que sea
debida por completo al cambio en la variedad (esto es, debida s6lo a una transformacién en los
puntos), no deben aparecer los campos en dicha Ley. En esta tltima expresién se observa a G y &l
desarrollar las parciales se encontraran parciales de g. Por ejemplo:

0
8? quz = 8;1, (gaﬁxal‘ﬁ) = ‘Taxﬁa,ugaﬂ + []]']a,ugocﬁxﬂ + []]']Bugaﬁxa (58)

Entonces, el elemento de linea se calcula como el limite y — « para la longitud del intervalo ||y — x||:

2 2
(ly ==l = ly — 2l _ ly — =]
1—2b,(y —a)? + bl ly — || 1=2b,(y” —27) + b b (ys — 25) (47 — 27)
2
_ |y — =|
1 —2b,yP + 2b,2° 4 - — b, by gy by + b, b%yzyPb, b7y, y> + -
(5.9)
En el limite y — x, términos de orden 3 o més en las coordenadas tienden a cero:
babo‘yﬁyﬁb/\xA -0 (orden 3)
bo by 5y by b7y ,y* — 0 (orden 4) (5.10)
etc...
Con lo que el denominador de (5.9) pasa a ser:
1+ 26"y, + b*by Pz — 20%x,, + bb,xlx (5.11)
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Obteniéndose asi:
e
2
o/ |ly — =]
(lly—=l*) =
1+ 2b%, + b%bayPzy — 202, + bob,xlx s+ O(3)
d?z

d2£L'/: 5.12
() Lo+ 210l [ 12

Y en conclusion:

5.3.3 Discontinuidades en el marco conforme

Observando (5.6) se puede notar que, aunque las IE’s formen un grupo continuo , siguen presen-

tando discontinuidades cuando el denominador de (5.6) es cero. En esos casos, los puntos relevantes
se encontraran en el infinito al aplicar la transformacion, y los puntos en el pasado absoluto y el fu-
turo absoluto tomaran el lugar de las discontinuidades. Sin embargo, los elementos de linea siempre
estan definidos, a pesar de que los intervalos finitos no sean continuos. Esto es porque el denominador
en (5.12) es positivo, instante a instante, para puntos anteriores a las discontinuidades, y estas se
pueden llevar tan lejos como sea necesario. En C se buscan y grafican estas discontinuidades, y en lo
siguiente, se tomara a 5.12 como punto de partida para encontrar nuevas simetrias en teorias de la
familia descrita por (4.8)

5.4 Simetria Conforme en teorias de tipo BD

La razon de empezar a buscar leyes de transformacién para los campos partiendo de (5.12), sin
estudiar el efecto de (5.5) sobre regiones de escalas cosmoldgicas ?, es que para ello, serfa necesario
hacer uso de geodésicas, las cuales estan determinadas por el tensor métrico a través de las conexiones.
Esto lleva al mismo tipo de problema que se mostré con la ecuacion (5.7).

Una alternativa seria el uso de tétradas para permitir un tratamiento de la variedad que no
dependa de transporte paralelo, y aplicar IE’s a estos objetos. Sin embargo, es suficiente con saber
que (5.12) garantiza que la conexién causal entre dos eventos infinitesimalmente cercanos se mantiene
luego de una transformacion conforme, y que cualquier punto en el espacio de Minkowski asociado a
un punto de la variedad, se puede relacionar con otro punto en la variedad, localizado en la vecindad
del primero, como se ilustra en la figura 2.2.1 Luego, una transformacién sobre la variedad que
satisfaga (5.12), necesariamente conserva el orden de los folios en los que se defina a la funcional de
accion.

Por lo anterior, de ahora en adelante se considera a (5.12) como punto de partida para hallar
una Ley de transformacion para los campos y las coordenadas de la variedad. Si la métrica y las
posiciones se transforman de tal forma que:

(d*z) =g/, (dzt) (dz¥) = o(x) >0 (5.13)

o(z)’

Entonces los angulos en las bases de coordenadas de cada punto, son invariantes, y la transformacion
tiene una corriente de Noether asociada cuando se fija el valor de o(z).

8Porque se puede escribir una IE infinitesimalmente cercana a 1 tomando el limite b* — 0 en (5.5)
9Regiones de una variedad caracterizada por una métrica de FLRW
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La escala o(z) es una funciéon que abstrae las caracteristicas esenciales del denominador de (5.12).
Esto es, o(z) es real, y positivo hasta antes de las discontinuidades que se mencionan en el apéndice
C. Estas condiciones restringen al parametro b a valores lo suficientemente grandes como para que
las divergencias se encuentren fuera del volumen ilustrado en la figura B.1, pero, como estos puntos
corresponden a tiempos determinados, y como los extremos de la integral de acciéon se consideran
arbitrarios, siempre es posible acercar a los planos ¢; y t; para sacar a las divergencias, sin perder
generalidad. Dicho esto, es mas conveniente reescribir por iltima vez al punto de partida, como el
elemento de linea reescalado por una exponencial, cuyo pardametro estd por determinarse. Luego, la
version global de la IE corresponde a un valor fijo para el exponente de e, y se le conoce como un
reescalamiento:

(d?z) = e?*d?z AeR (5.14)

5.4.1 Reescalamientos de punto

El primer paso ahora que el punto de partida es la Ley de transformaciéon para el elemento de
linea (5.14), es inferir una Ley de transformacién para vectores y 1-formas:

(dat) = erdzt = (2/)* = e aH

(dx A

5.15
)’:eAd:BM = (:r/)uzezc ( )

w 7

Esta transformacién induce un cambio en los operadores de derivada parcial, pues la indepen-

dencia de coordenadas d, x” = [1]”, en un sistema reescalado por (5.15) es:

[]l/]y,u — (a#a:l/)/ — 8’&(6)‘1‘”) — e)\a;/Ll‘V — []]_]1/ — a;[ — ei,\a

., (5.16)

m

El mismo procedimiento, aplicado a 1-formas, da la Ley de transformacién para el operador 0*.
Obteniéndose
0 \ 0 0 N 0

R —e tN— 1
ox’'m oxH ox’ € ox (5.17)

Para la Ley de transformacién para las componentes del tensor métrico, se expande (5.14), y se
sustituye el lado izquierdo de las implicaciones de (5.15):

(d%z)" = e** A%z = e** (g, dz* dzV)

= g, (et d"z) (et dz,) = e**(g,, d" dz¥) = g, =g,

i (5.18)

Por lo tanto, los reescalamientos aplicados a las coordenadas, dejan invariante a g, (¢~ %), y \/—¢. La
Ley de transformacién para las conexiones, se obtiene reemplazando (5.18) y (5.17) en (2.17), y con
ella, se obtiene también la transformacion de R:

(I70) = e T’ R, =e R, = R =e R (5.19)

Para determinar la Ley de transformacion de ¢, se impone invarianza sobre lo que seria el término
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cinético de un campo escalar:

(f tevs@0.0) = [(e0a)vmsie 0 e 0,0)

(5.20)
— e [ dlay=5(00')(0,0) = [ dtoy=5(0"6)(8,0) = o =

Aplicando todas estas reglas a (4.8), se obtiene:

S/ = 16% (e** d4g;)\/fg<f/(¢) (e2'R) — w'(¢)

e o

<6_4>‘I> _ V/(¢>> + /((34)‘ d4a:)\/fg£’ (masa)
(5.21)
De donde es claro que, para que la accién sea invariante bajo reescalamientos, es necesario que:

f(9) o ¢? w(@) o ¢ V(9) o £ (masa) — e~ glmasa) (5,99

Es importante notar que, aunque el Teorema de Liouville se refiere a espacios euclidianos, es
valido asumir que si la variedad, o la métrica que la caracteriza, conducen a (5.14), entonces sus
bases de coordenadas satisfacen la misma condicién, y por lo tanto en ellas, la apertura de los conos
de luz es invariante, que es lo que se busca conservar.

5.4.2 Reescalamientos pasivos

Como se explica mas adelante, en la seccién 6.1, si el tensor métrico es una variable dindmica,
entonces cualquier transformacién sobre el 4-espacio, se puede expresar como una transformacion
aplicada directamente a los campos, y que deja intactos a los puntos. En el caso de los reescalamientos,
si se establece la Ley de transformacion (z#)" = z# = (dz*)’ = dz*, entonces el factor de escala
en la ecuacién (5.14) debe venir de la Ley de transformacién para g,,,:

(9 dzt da¥)" = g}, dazt d2” = e”gw dztdz” = g, = 62/\9#1, (5.23)

Las funciones (g”)" deben satisfacer la relacién (g,,97%)" = ([1],”)" = [1],”, por lo que la Ley
de transformacién para las componentes de (g~ 1), es:

(g") = e 2 g (5.24)

Para obtener (,/—g)’, se escribe el determinante de forma explicita, donde cada término 9w
contribuye un factor de e?* segtin (5.23):

1
1 ro 2 3
(\/ _g> = (_Eeaﬁpneﬂyoﬂgaugﬁygpo‘gnm> = <68/\) : vV—9 = 64)\ v —9 (525)

Dado que los puntos z* son invariantes bajo reescalamientos pasivos, los operadores de integra-
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cién'® y de derivada parcial, permanecen sin cambio:

g 0 o 0 L\ 4
Bh — Bk 0~ Ba (/d:n) —/dx (5.26)

Por lo tanto, los simbolos de Christoffel son invariantes, a diferencia de lo que ocurre con los
reescalamientos de punto:

1
() = (2970, (29,,) +0, (€29,5) =0, (€29,)) =T (5:27)

Esto es consistente con el hecho de que las conexiones son una medida de la diferencia entre bases
de coordenadas de dos puntos infinitesimalmente cercanos: Si la variedad se deja intacta ', sus bases
de coordenadas también lo estaran. Con esto, deberia ser claro que el paso de una transformacién de
punto, a su version pasiva, equivale a sustituir manipulaciones sobre la geometria del espacio, con re-
definiciones al nivel del observador. Esta idea es 1itil al momento de interpretar las diferencias entre
los marcos de Jordan y de Einstein, y cuando se cuando se comparen las ecuaciones de Friedmann y
de aceleracion para teorias escalar tensoriales, con las que se obtienen usando Relatividad General.

El tensor de Ricci también serd invariante, pero el escalar de Ricci tendra la misma Ley de
transformacién que se muestra en (5.19):

(RW/)/ = Ruu R = (gluij,uy = eizAgij;u/ = eizAR (528)

Similarmente, si se busca invarianza sobre términos cinéticos, se sigue cumpliendo lo obtenido
en (5.20), pues los factores que antes provenian de operadores diferenciales, ahora se deben al aco-
plamiento minimo requerido para definir el producto (9,$)(9"¢), y a la transformacién sobre el
determinante del Jacobiano:

([ dtevmi@)0,0)) = [ ataienv=aie Pe)0,0)0,)

(5.29)
— & [ day=5(00)(0,0) = [ dtoy=5(046)(0,0) = ¢ e

Y por lo tanto, para que (4.8) sea invariante, es necesario restringir a las funciones libres f(¢),
w(¢), vy V(¢) de la familia, exactamente como en (5.22), lo cual es de esperarse, por tratarse de
transformaciones fisicamente equivalentes. En este caso, los factores que antes venian de la integral
de volumen, ahora provienen de /=g, y los que venian de las derivadas parciales, ahora vienen del
tensor métrico. La razén de que no hay ningiin cambio en las necesidades para los acoplamientos, es
que ,/—g actia como una medida de integracién, y g es parte de la definicion de 9.

En conclusion, es posible restringir a la familia de teorias de tipo BD a aquellas que presentan
simetria de escala, eligiendo correctamente a las funciones de acoplamiento no minimo f(¢), a la
constante de acoplamiento w(¢) que junto con ¢! juega el papel de la masa del campo escalar,
y al potencial V(¢). Las transformaciones de escala forman un sub-grupo de las transformaciones

19Sin el determinante del jacobiano /=g

M Transformar al tensor métrico, sin transformar a la variedad, equivale a cambiar la forma de medir distancias en
ella. De ahi que se llame a esta transformacién “pasiva”; a pesar de que la misma actte directamente sobre los campos,
comparada con las transformaciones de punto, que sélo transforman a los campos de forma indirecta.
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conformes especiales, y por ser globales y continuas, deben conducir a una cantidad conservada para
teorias que sean invariantes bajo las mismas. Eso se calcula en la proxima seccién, con las funciones
libres reemplazadas por ¢?, ¢, y ¢* respectivamente.

El Lagrangiano de masa depende explicitamente del tensor métrico inverso y del tensor de energia-
momento:

T, = g b0
/=g dgH”

6£(masa)
(Vg = o) — (1,422 g (6530)

Su Ley de transformacion, £ (0252) = g=4* £(masa) o debe a las contribuciones de (g~!) en el caso
de los reescalamientos pasivos, y a las contribuciones de T}, para reescalamientos activos. Particu-
larmente al hecho de que sus entradas son variaciones de 4-momentos respecto a hiper-superficies,
donde los 4-momentos son operadores de derivada actuando sobre los campos de materia, que se
transforman de acuerdo con (5.17).

5.4.3 Teorias de tipo BD invariantes de escala en el marco de Einstein

Aunque las funciones libres sean elegidas para que la teoria sea invariante de escala, en general, las
inversiones especiales locales, que se obtienen transformando a la métrica o a los puntos de la variedad
con factores de la forma e*®) no son transformaciones canénicas, por lo que deberian cambiar la
dindamica del sistema. En su version pasiva, las transformaciones describen a la teoria desde un
sistema de referencia acelerado, y en su versiéon de punto, representan un Universo responsable de
que las particulas libres, a pesar de no interactuar con ninguna otra, viajen en trayectorias que no
coinciden con las geodésicas en un instante determinado.

Se puede elegir una forma de este factor que permite rescribir a la parte geométrica de S como
un término igual al de la acciéon de Einstein-Hilbert, que en la practica corresponde a desacoplar a

¢ de g:
/ da(y=g) (62 R = / diz/—GR (5.31)

En su version pasiva, lo anterior es el resultado de transformar a la métrica de la siguiente forma:

9 — (eX)2g g — (e A@))2gnv (5.32)

Ahora que el factor de escala es una funcién de z, la transformacién de los simbolos de Christoffel
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Alz)

requiere un calculo mas complicado, porque las derivadas de los parametros e no se anulan:

v
(e,gk(x)gpﬂ < 9, (eQ’\(“’)ga,,) +0, <62A<x>gw) -0, (e2,\(x)gw)>

! | | | | ! l
<6—2)\(m) gp0'> ( 2g,, eX®) 9, (e)\(m)> + 2., ery (e)\(m)) — 29, N g (e)\(z))>

S
1
i 5 (e*”‘(x)gp“) 2 () (8“ (9o0) + 0, (gw) -0, (gw>)

4
:gpagcw ef)\(x)aﬂ eA(x) + gpoguaefk(ac)aue)\(x) _ gpaguyefk(x)aae)\(x) + Fppu

=170, A(@) + [1]"40,A(z) — 977 9,,0, A(z) + T*
(5.33)

En este caso, el argumento dado para la invarianza de la ecuacién (5.27) sigue siendo relevante
en cuanto a que, si se deja intacta a la variedad, pero se adopta una forma de medir distancias
que depende de la region desde la que se mida, entonces los simbolos de Christoffel después de la
transformacién, deberdn ser corregidos con un factor que se suma a su definicién original, pero estos
si permanecen intactos en el sentido de que (I'”,,)" # F(x)['*,,. Las parciales de los simbolos de
Christoffel se siguen directamente de (5.33):

(0,77 ) = 0,(T") = 0,8, A(x) + 8,0,M) = 9, (9,,0° M) + 0, a1
(0,1) =0, (1) = 0,0,A\(x) +49,0,\(x) = 9,0,\(x) + 8, T",

Y sus contracciones son:

(17 17,,) =
(111720, A@) + (10, A(@) = 9, 0°A@) + T ) (11750, A(2) + [1)7,0,A(x) = 9,0 0°A) +T7,, )
- s(aﬂx(x)) (ayx(g;)) - 4gwj<8p)\(a:)> (aﬂx(g;)) +4T,0, \(2)

+ 19,50, A(@) +T7,,0,\x) — g,,17,,0°A\(x) + T*,I7,,

4

(PPMPFUJV)
(1070, A (@) + 140, A (@) = 9,0 M) + 75 ) (117,05 A(@) + [1]740,A(x) = 9,0 (@) + T, )

- 16<8M)\(m)> (ayx(g:)) AT, ,0, (@) + AT7,, 0, Mz) + 17,17,

ov-u

(5.35)
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Reemplazando (5.34) y (5.35) en (A.17), se obtiene:

(R,,) =R,, — s(aﬂx(a;)) (ayx(g;)) - 4guy<8p)\(x)> ((‘WA(&:)) + 41,0, A(x) — 3T7,,0, \(x)

- 31“’),)1,8“)\(1:) — 9,17 e 0°Az) — 0, (gwa")\(m)) —20,0,\()
(5.36)
Y por lo tanto, el escalar de Ricci se transforma como sigue:

(g""R,,) = e = (R 24(a Az ))(au(x))—1orﬂapaox<x)—2apapx<x)

¥
—|—4pr,g“”8p/\(x) — g, (gwﬁ”)\(m)) )

e e (R 24(a (m))(@p)\(x)>—12Fpap8")\(:z)—|—4prg“”8p)\(a:)—6[])\(:1:)>
(5.37)

Por lo tanto, el término de acoplamiento, con f’'(¢) = (¢2)/ = e 2@¢2 y con (/—g) =
e*®) /=g cambia '? de la siguiente manera bajo IE’s locales:

T 6 diz\/—gd?R —
1
ﬁ d4x(e4)\(£c)\/j)( ¢2)< —2X(x )R)

5 (5.38)

S 2L (e = e @) (0,0(w) (9°0(@)) +

4 2 _4A(z)
= T6n d*z/—gop“e R+ .

Se busca cancelar al término ¢? de la primera integral eligiendo una forma adecuada para e*®).
Esto es:

A(z) =_1n(¢—§) — —lmo (5.39)

Con esta eleccién '3, y con w(¢) = ¢, el término cinético de la parte geométrica de la accién, se
transforma como:

v li e —

& [ @ (55v7) @) (v, (61)) (W (o
T

P2eN@) =1 — (e)\(m))4 — 2 — {

Vjw

) =15z | dav=ige(Va (o

rolw
~—
~—
<
AN
—~
ASS

1 4
~ 167 4/d"’3V 9x

(5.40)

12La Ley de transformacién para el campo escalar es la obtenida en (5.29). Aunque el procedimiento usado en ese
caso serfa invalido ahora que el término de reescalamiento es una funcién de x, se sabe que ¢ debe transformarse de la
misma manera si se utilizara una transformacién activa, y en ese caso, e**) proviene del operador de derivada.

13La definicién de ¢ como un sustituto de la constante de gravitacién universal, garantiza que (5.39) es una eleccién

(1 - 1
valida, pues G(¢) x ¢! = ¢~ 2 > 0.
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Y el potencial escalar, V(¢) = ¢*, en el marco de Einstein, toma la forma:
4
V()= (¢ = (¢2) =¢° (5.41)

Sobre la parte de masa en la accién, no es tan util hacer desarrollos completos, como lo es notar
que en el marco de Einstein, los campos que aparezcan en £™2%2) estardn acoplados al campo escalar:

/ dha /=g Lmasa) / dhay/=g(p 2 (masa)) (5.42)

. 7 . J— ’ . . 7
Y no es posible que el término ¢ 2 se cancele al desarrollar £ (M35 pues originalmente £™2%) s6lo
estd acoplado minimamente al tensor métrico, por lo que contribuye un término o.

En conclusién, en el marco de Einstein, la gravedad se puede representar como un efecto geomé-
trico, que no depende del resto del contenido del Universo, pero los campos de materia pasan a estar
acoplados de forma no-minima a ¢, pues el factor de escala depende del campo escalar. Consideran-
do que T}, representa a un fluido inicialmente en reposo, el paso al marco de Einstein hace que las
particulas libres no viajen en geodésicas del 4-espacio.

5.5 El grupo conforme C(1,4)

Los elementos del grupo conforme son las transformaciones:
(2" )* = oA, (z)z" + b* (5.43)

Con b* las 4 componentes de un vector de traslacién, y A¥, las 4 rapideces y los 3 4ngulos de
Fuler que determinan transformaciones de Lorentz y rotaciones en el 3-espacio. o puede producir
tanto reflexiones en alguno o varios de los 3 ejes espaciales, o inversiones en el tiempo, asi como
reescalamientos.

5.6 Relatividad General bajo reescalamientos

Es facil mostrar que la accién de Einstein-Hilbert (ecuacién (2.31)) no es invariante bajo reesca-
lamientos, pues su parte geométrica para a ser, de acuerdo con (5.25), (5.26), y (5.28):

S 1/ d*z\/—gR — S’ = 62)\1(15/ d*z\/—gR = *\$ (5.44)
T

- 167

Si se considera una accién con constante cosmoldgica, esta debe transformarse como lo hace un
campo escalar, y se obtiene:

S— / doyg(R-A) = S :e”‘m% dtry=g(R— ) (5.45)

~ 167
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5.7 Relacion con el flujo de Hubble

Se puede observar del el parecido entre las ecuaciones (5.14) y (3.2):

D < (d%x)
a(t) <= e* = |D=a(t)r <= (d%z) =e**d%x (5.46)
r < d%z

Es decir, la inflacién corresponde a un reescalamiento del espacio-tiempo, y por lo tanto, cual-
quier teoria de gravedad que sea valida en distintas épocas de la evolucién del Universo, deberd ser
invariante de escala. Esta es una razon especialmente fuerte para considerar teorias de gravedad
escalar-tensoriales, donde el acoplamiento no-minimo entre el campo escalar y el tensor métrico hace
que las transformaciones de escala sean una simetria, al tiempo que las ecuaciones de campo son de
segundo orden en el tensor métrico.

Recordando que (5.14) se propuso asumiendo un valor adecuado para el vector de traslacién, sus
efectos al nivel de las bases de coordenadas, siguen estando dados por (5.5), que, como se describe
en el apéndice
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Capitulo 6

Teorema de Noether aplicado a teorias
de tipo BD

6.1 Transformaciones en variedades

En el formalismo de Lagrange, una teoria se estudia por la evoluciéon de sus grados de libertad,
y en su aplicacion a teorias definidas en un espacio-tiempo, cada grado de libertad pasa a ser un
campo, de modo que para cada variable dindmica, ahora hay un valor del correspondiente campo,
en cada uno de los puntos de la variedad. Hay que recordar que la variedad son los puntos que la
forman, y nada méas (Ver seccién 2.2.1).

Cada punto se asocia con una base de coordenadas, pero no con un campo. Esto es importante
porque dicta la manera en la que transformar a la variedad induce transformaciones en los campos,
y a su vez, se puede transformar a los campos sin transformar a la variedad.

Figura 6.1: El campo ¢ representa una
Unica variable dindmica, y se define so-
bre todo el espacio-tiempo. El sentido de
H(X) las flechas en esta figura, indica el cam-
po se define sobre la variedad, pero la
o(Y) variedad es independiente de ellos.

Si se define un campo ¢ en la variedad, y se la transforma, entonces un punto cualquiera X pasa
a ser el punto X', y se sabe de esta correspondencia porque estd dada por una funcién invertible, que
va de la variedad original, a la transformada. Después del cambio, ¢(X), el valor del campo asignado
al punto X, pasard también a ser algo distinto, y por el momento no es importante conocer qué
ocurre con él. Lo importante es que no hay ninguna razén para suponer que el valor de ¢ definido
en X, deberia estar definido en X’ cuando la variedad se transforma. En conclusién, transformar a
la variedad, induce un cambio sobre los campos que se definan en ella:

X5 X = ¢(X) = ¢'(X) (6.1)

A las transformaciones realizadas sobre la variedad, se les conoce como transformaciones activas o
de punto[13].
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Figura 6.2: La transformacion sobre la variedad (en este caso un reescalamiento), relaciona a los
puntos X y X', pero esta transformacién no se realizé sobre los campos, por lo que no se puede
asociar al campo resaltado, con el punto X’. Luego, el punto X’ debe tener asociado un campo
distinto al de antes de transformarse.

Sin embargo, como la fisica de un sistema viene de la evolucién de los campos, se puede lograr
el mismo efecto si se transforma sélo a los campos. En el caso de la figura 6.2, el reescalamiento en
un sentido sobre la variedad, es indistinguible de un reescalamiento en el sentido opuesto sobre los
campos, lo cual seria una versién pasiva de la misma transformacién.

Figura 6.3: Para la versién pasiva de un reescalamiento, ¢(x) pasa a existir en un punto distinto, y
por lo tanto hay un nuevo valor del campo en X, el cual permanece sin cambio.

Las transformaciones pasivas permiten simplificar la mayoria de los cdlculos, pero sélo es posible
definirlas una vez que se conoce el efecto que la transformacién de punto tiene sobre los campos.
Finalmente, si el tensor métrico es uno de los campos, como ocurre con las teorias de gravedad, se
tiene el caso especial en el que la estructura misma de la variedad evoluciona segin un principio de
minima acciéon. Dicho de otra forma, si existe la variedad, existe su métrica, y sin métrica no hay
variedad. Una consecuencia de esto, es que, si la transformaciéon de punto no afecta a la geometria
de la variedad, como es el caso con los reescalamientos, entonces su versiéon activa transforma a los
puntos pero no a g (aunque si transforme a los demas campos), y su versién pasiva transforma a g
pero no a los puntos.
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6.2 Variacion candnica sobre el 4-espacio

La mayor parte del procedimiento seguido aqui, se basa en el razonamiento dado en el capitulo
cinco de la referencia[l5]. Se considera una transformacién sobre los puntos del 4-espacio, sin espe-
cificar su forma. Como se explicé en la seccién 6.1, esta transformacion induce una variacion en los
campos:

at — (") = (2')V = (Az)! + 2H
p(x) = ¢'(z) — ¢'(z') = Ap — ¢() (6.2)
gyu<x) — g;/uz(x/> = g:,tl/('%./) = Agyy - gp,l/

Y se busca la forma que adquiere la variacién inducida sobre la accién. Para esto, se estudian a
parte las variaciones de £ y de el operador de integraciéon sobre el 4-espacio.

6.2.1 Efecto sobre la densidad Lagrangiana

La densidad Lagrangiana depende explicitamente de los campos g,,, y ¢, y depende s6lo de forma
implicita de las coordenadas z*,a través de los mismos campos, y de los operadores de derivada par-
cial. Su transformacién se expresa como £(¢(z),0,¢(z),...) = £'(¢'(2'),0,¢' ('), ...), y determina
un cambio AL = £ — £. Ahora, para el caso particular en el que £ es invariante, como es de
esperarse si la transformacién es de simetria, entonces la forma funcional de £ no cambia, a pesar
de que sus variables dindmicas si lo hagan, es decir: £(¢(x),...) = L(¢'(z/), ...).

En este caso, AL estard dado por completo en términos de la variaciéon de £ respecto de sus
variables dindamicas:

0L 0L 0L 0L 0L

AL =L Nt 22 O AGugt L A, gug) + e
50,9 908 G Brgen) - 1998 T 555 g

A(0,0 6.3
6§b Mgaﬁ) ( v ugaﬁ> ( )

Que se puede factorizar, por medio de (A.31):

(ocos 0L 0 oc dg,, 0L D
AL= (8(;5 5o+ 5(0,9) oae 0 8gw ore 900, g,,) dun I
o 0 oc oc
+ 8,0,9,, | Aze 956+ ———= 0,60+ ———09,, (6.4)
5(0,0,9,) 0z ”ﬂ) 56" 56 L0700 g, 0
oc s
00,00 0 T 58,0, 0 0

Se aplica la regla de Leibniz a los términos que contienen derivadas de variaciones:

0L 0L oL
55,570 = (a@ ¢>‘5¢> (a@p@)‘s‘b

0L 0L
8(6 g 8 59;},1/_ p ,“j 59;,“/) _8,0 (8(8 q )) 5.9“1/

pIuv

(6.5)
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Y sobre el término con una segunda derivada de dg,,,, se aplica dos veces:

oL
90,0

oL

=% (a@ﬁp ,W>8P5g“”) —% (a 00,0, 5)

oz
=0 (a(agap ) 000~

Donde se aproveché que las parciales 0,

n (6.4):

7808 69 z/:ao a9 9 .
o p uu) poor <69G9 8 )

2 2

81159’“/ —(90 (nguy)) 3p5glw

Upp,u

0L 0L
+ apao' (a(aaapuy)) (59“1, (66)
oL oL
Qparaa 99 | +9,0, | 555 | 99
2 9(8,0,9,) 0 ) T <a<a(,apgw>> z
y 0, conmutan. Ahora se pueden reemplazar (6.5) y (6.6)

Ae= (Zj s a(aaf@ e 009+ aaf = a(@iﬁgw s
e ) &2
+0, (aéf@w + ({)(Eijw)égw + (Wiiwa"ag“” - 803(8;%5%0 (6.7)
* (gj o agf@) "
+ (aiiagw d wijw) + 8p808(5);?9’fgw> 09y

6.2.2 Efecto sobre el operador de integraciéon

El operador de integracion se forma de la integral entre los tiempos inicial y final que definen a
la accidén, y la integral tridimensional necesaria para reemplazar a la Lagrangiana por su densidad,
v la transformacién sobre los puntos del 4-espacio se ve reflejada tanto en los limites de integracion,
como en la forma del elemento de volumen. El elemento de volumen cambia como su producto con
el determinante del jacobiano de la transformacién:

(d*z) = Jd*z = det (

Ozt

0x0 0x0
ox'H ,
B ) d*z = det %ﬁf d*z (6.8)
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Donde las entradas de la matriz, de acuerdo con (6.2), son:

70 R
gzo aio(mwz()) = 9yAx® + 1
/1 i
g”;o aio(mwxl) = 9, Azt + 0
o (6.9)
X
o = Bt (A:co + x0> = 0, Ax®
7z
682’/ (92” <Az“ + x“) =0, Az" + [1],/

De modo que (6.8), a primer orden en el infinitésimo Az, es 149, Ax®+-+05 Az3 = 1+0, AzH,
y por lo tanto, la transformacion de coordenadas actiia sobre la accién como:

S’:/l(d‘lx)’z/(gb’,...)://(1+8MAx“)d4x£(¢)’,...):/ d4x£(¢/,...)+// Az l(¢,..)0, Axk

(6.10)
Donde U’ es la nueva regién de integracién, y hace falta escribirla en términos de los limites originales.
Para eso, se usa la independencia de las coordenadas como se hizo en (4.16), aprovechando que las
integrales en (6.10) son respecto al diferencial de 4-volumen sin transformar.

’

Sin importar el orden de las integrales anidadas, si la mas profunda es respecto a la coordenada
z# y actia sobre £ o sobre £0, z* como si fueran funciones s6lo de z*, entonces la transformacion
sobre esa coordenada, segin (6.2), es equivalente a una traslacion sobre los limites, lo cual permite
re-escribir a la integral transformada, como la integral original con las contribuciones de la traslacién
como integrales distintas. Ademas, la naturaleza infinitesimal de dicha traslacién, permite reemplazar
a estas integrales distintas, por valores especificos de la funcién que se estd integrando, como se
muestra en la figura 6.4.

Repitiendo el proceso con las 3 coordenadas restantes, se puede expresar a la acciéon transformada
usando a la integral original:

g zg
S’ :/d4:c£(¢’,...)+ £(gb’,...)] /d4x£(gb )0, Azt + | L(¢,...)0, AxH (6.11)
U o U o
6.2.3 Efecto sobre la accién
El cambio en S, segtn (6.7), es
v v
AS=5 —S= /d%z(qb’,...) +/d4:c£(¢’,...)aumu —/ dizL(e,...)
U U U

+ | 8¢, A0 | +
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Densidad Lagrangiana (transformada),
para t’, ', v fijos.

L,
L(z' (), .. )
(/ L(Z,¢'( )dzr lz/) 1 )(l/
2
L, € € zite
- - [ e,
zite€
E(z’ &(2),.. ) . e L.(z) _— Lr(2)
- / E(z’7¢>’(z’),...)dz—/b £(z',¢’(z’),...)dz+/ LG, $(),..)dz
- / L), e+ (La(ar) — La(2)
zi+€ it € “

Figura 6.4: La densidad Lagrangiana depende las coordenadas transformadas, pero se la puede
graficar respecto a las coordenadas originales. Fijando a todas excepto z (y por lo tanto a 2z’ también),
la transformacién infinitesimal desplaza a los limites de integracién.

Que luego de agrupar términos, y usando (6.11) para escribir de forma maés explicita a AL = £ — £,
toma la forma:

oc o6 oL 0 a< g Y
_ 4 -~ uv
A= /U 4t (8gb ox™ * 0(0,¢) 0z (9,90) + 99, 0~ + 9(0,9,,,,) 0> Doy

oL 0
A «
*900,0,9,) 9277 8”*”) .

% 0L % %
4 — e —
+/Ud % (a(a,,@ "t 80,90 % 88,0, % 58,0, )‘59“”)

pIuv o Cp9uv p Y 9uv
0L 0L 0L 0L 0L
+ [ Az | = -0, ——— | 60+ 6, —0, =+ 0,0, ———— | 69,
/U (a¢ ﬂa<ap¢>> i (agu,, e 00 0(0,9.,) a<aaapgw>> 9“]
xg
+/ )0, Azt + | L(¢, ..)(1+8MA$’“‘)]
U (e

i (6.13)
Y la primera integral se puede obtener de aplicar la regla de la cadena para calcular la derivada de £

respecto de las coordenadas, considerando que £ depende explicitamente de ¢, que a su vez depende
de z®, y por lo tanto, un cambio en las coordenadas contribuye un término (0L/9¢)(0¢/0x™) Az
al cambio en £, sin importar el cambio que venga (y que resulta inevitable, como se aprecia en
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[APENDICE]) de la variacién sobre los campos !. Asi, la primera integral se puede denotar por
i d4x[8uﬁ(¢’, ...)]JAz*, permitiendo recuperar una derivada total de (6.13):

d*zL(¢’,...)0, Azt = / d*z 9, (L(¢',...) Axt) (6.14)
U

/Ud%[au‘(d,...)]AWJr/

U

Habiendo agrupado estas dos integrales, AS se puede describir como tres términos caracteristicos:
la integral que contiene a las ecuaciones de Fuler-Lagrange, la integral de una derivada total, y la
constante que viene de evaluar a £(1+ 9, Az") en la frontera. Se va a observar a cada término, bajo
la suposicién (que hasta ahora no ha sido necesaria) de que la accién es extrema.

6.2.4 Aplicaciéon del principio de Hamilton

Como se explica al inicio de 4.4.2, suponer que la accién es extrema implica, sin mas condiciones,
que AS = 0. Por lo que el lado izquierdo de (6.13) debe ser cero, no porque se asume que la
transformacion sea de simetria, sino porque se asume que el sistema que se va a estudiar, evoluciona
segun el principio de Hamilton. Ademas, como se explica en 4.4.1, las integrales que contienen a las
ecuaciones de Euler-Lagrange, deben ser iguales a cero, de acuerdo con (4.24). Esto es:

/U diz
- /U d4x[(o)5¢+ (0>5gW] =0

Esto también es consecuencia del principio de Hamilton. Asi como lo es el hecho de que, si bien
la frontera puede ser afectada por la variacién en las coordenadas, esta variacién debe conocerse a
priori, pues la frontera original y la ley de transformacion son conocidas. Especificamente: 9, Azl =
0=29, Az{ Es decir, Az* es constante en la frontera. Lo anterior, junto con el hecho de que £ no
depende explicitamente del tiempo?, implica que el término constante de (6.13) es también igual a
cero:

0L oL 0L 0L 0L
P9 Neo+ | 69,0, 48,0, | g,
(a¢ pawp@) i (ag 9 =00 50, 9,) 7 0(0,0 g,@) “’“]

N

(6.15)

(e
Tg

£(¢/,.)(1+ 8, Aat) :£(¢’,...>a+c(¢/,...>aﬂmu =L~ £, =0 (6.16)

x

Considerando estas cancelaciones, asi como lo dicho en (6.14), se obtiene la ecuacién siguiente:

4 , p 0L 0L 0L B 0L
/Ud z0, (£(¢ s o) AP 4 5(8p¢)5¢+ 8(8/)9“,/ 8078@/)609“”)59#”
(6.17)
Donde todas las parciales actiian sobre la densidad original, a excepcion de la primera, que se
evalia respecto de la densidad luego de la transformacién de coordenadas. Esto no se puede ignorar a
pesar de que £’ = £, ya que la descomposicién de esa parcial incluird a términos como 9, V(¢ (")),

)6gp,y + Waa’ 59#1/

oYpIuv

lesta es la razén de haber re-escrito a A¢ en términos de §¢.
2Y por lo tanto es una cantidad conservada
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pero no hay razén de suponer V' =V, asi que:

AV’ 9 dwe
V' = d¢’ Oz’ Oz

(6.18)

Con consideraciones similares para los términos cinéticos y de acoplamiento. Para resolver esta com-
plicacién, basta con revertir el reemplazo que se hizo en (6.4), pero eso de hace después. Por ahora
es suficiente recordar que los términos del integrando incluyen cambios debido a la variacion de los
campos por si mismos, y cambios debido a la variacién de las coordenadas, sin incluir el cambio que
ellas inducen sobre los campos 2.

6.2.5 Corrientes de Noether

El integrando en (6.17) no es propiamente un término de superficie. Esto se discute en la si-
guiente seccion. Esto significa que no se puede eliminar a la derivada parcial 9, para concluir que
su argumento es igual a cero. En vez de eso, se debe recurrir a la arbitrariedad de U para confirmar
que efectivamente, el argumento de 9, debe ser cuando menos constante, en todo lugar y a todo
momento, pues de no ser asi, la igualdad con cero que el principio de Hamilton impone, es resultado
de contribuciones distintas de cero, pero que se cancelan idénticamente en U. Si este fuera el caso, se
podria escoger una regién de integraciéon contenida en U, pero que excluya a las regiones que cancelan
a las previas, para obtener una integral que es distinta de cero, pero que trata una configuracién de
los campos que obedece al principio de Hamilton, lo cual es absurdo. Por lo tanto, se tiene:

l i
oL oL 0L 0L
0=0, [ 2(¢',..) Azr + 56 + 5g. 4+ —5 9 5. — 0, bq.
( ) B2t 55,60 2% T 80,9, % T 000,,9,) %~ %7 5(0,0,9,) 9*‘)
0L 0L 0L 0L
— L(¢, ) AP + 5 + 59+ —5 9 g, —0, " _§g  — FP(cte.
(@) A 5 50t 808,90 0 T 8(8,0,9,0) 0 9 T 00 50, 5, g,y v = (0

(6.19)

Para prescindir de las variaciones locales, se las despeja de (A.31), y se factorizan términos que
sean productos con variaciones (totales) de los campos, o con variaciones de los puntos:

oL 0L 0L
8Q ’ - 78& f 1% a3/ a .
O 50,9 Y 5(0,0,9,,)

[ W)

0L 0L
0, ————0.,9., | Axz*+0 — | A 6.20
T 59,0, 9,) “g“”> T (a@é)) 4 (6:20)

0L 0L 0L
+0 — Ag,, | +0,| | ==——— 10,49,
P[(a@p%y) a(@,;o‘ggW)) 5 P[<a<agapgw>> I

Por ltimo, se hace explicita la forma en la que actiia una transformacién infinitesimal sobre los
puntos y sobre los campos:

ap ([ﬂ]pa£(¢/7 > - ) 80'8(19:11/

(0,9)

=0

Az = G“B(:B)EB A = [Fd)]B(:r)eB Ag,, = [Fg]uyﬁ(:n)eﬁ (6.21)

3Esto se nota porque la derivada es respecto a coordenadas sin transformar, en vez de tenerse 0.£" /9x’“
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6.3 La corriente de Noether no es un término de frontera

Donde G son los generadores de la transformacién, definida por los 3 parametros infinitesimales *
€?. Las funciones F, » ¥ I, son las representaciones de la transformacion generada por G actuando
sobre campos escalares y vectoriales respectivamente. Considerando que los pardmetros €’ son in-
dependientes de las coordenadas y distintos de cero, si se sustituye (6.21) en (6.20), se obtiene una
igualdad de la forma 9, (eBNpﬁ) =0 = eﬁaprﬁ =0 = 0J,N"; = 0. La expresién completa
para N”zes:

oL oL 0L oL
No, = 2 (R4 - Flost et a[F].,
»= 86,9 b (a@m a<apaagw>)[ ot 58,0, ,) 7 obot
oL 0L oL 0L
=+ []l]pa’c - 6o¢¢/ - 76049/1/ - 7808049/1/ + 8078049/ 1/) G~
( 500,87~ 80,9,) T 9(8,0,9,) 7 2% T 05 58,0, g, P9 | s

(6.22)
El Teorema de Noether demuestra que para cualquier sistema fisico ®, cada transformacién de

simetria determinada por § parametros, produce § corrientes, dadas por (6.22), y con ecuaciones de
continuidad (9pr5 = 0.

6.3 La corriente de Noether no es un término de frontera

Se le llama término de superficie a aquel que se puede evaluar como una integral sobre la hi-
persuperficie que delimita al 4-volumen sobre el que se integra a la funcién lagrangiana, por medio
del teorema de la divergencia. En variedades con métricas arbitrarias g, el teorema de la divergencia
aplica a operadores de integracién cuyo diferencial de 4-volumen es invariante bajo transformaciones
de coordenadas ®, que operan sobre derivadas covariantes:

/ d'z\/=g vV, F* :/ dPz\/—=y Frna, (6.23)
u

ou

Donde OU es la hipersuperficie que delimita a U, 7 es la métrica que resulta de encajar a 0l en el
4-espacio, y n es el vector normal a OU. Que un término sea de superficie no significa que deba ser
igual a cero.

Un término de frontera es un término de superficie que es igual a cero bajo la prescripcion de las
condiciones de frontera.

La integral obtenida al considerar variaciones canénicas sobre una accién extrema es de la forma
i d4x8p F?, con F? como aparece en (6.19). El hecho de que se hable de una accién extrema, implica
que (4.24) se cumple, y segun se explica en el capitulo 4.4, esas igualdades equivalen a (4.26), que
a su vez implican (4.47). Por lo tanto, imponer S = 0 no s6lo hace que (4.24) se deba cumplir,
sino que también hace que necesario que los términos de frontera ya hayan sido eliminados, ya sea
por medio de una prescripcién como las mostradas en el apéndice B, o por la naturaleza propia del
sistema. En otras palabras, como la deduccién de (4.24) es independiente de que haya o no términos
de frontera, pero el cilculo de (4.26), que es un resultado més fundamental, requiere que estos se
anulen, entonces (6.9) contiene a dichos términos en ella, de modo que [ d4x8p F? es un término

4Es decir, 8 no es un indice de Lorentz, sino una etiqueta.
5Cualquier sistema cuyos campos extremizan a su accién
SEs decir, el operador es de la forma [ d*z,/=g, dado que transformaciones de punto transforman a d*z por un

factor de det(2%), y a \/—g por un factor de (det(%—“g))’l

=/
Ox
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6.4 Leyes de conservacién covariantes

distinto a los llamados de frontera:

0L 0L 0L 0L
Qi d, | L6, ) DaP + 26+ b+ 0, 00,1, — Dy e ——0G,1,
/U P ( ( ) a(aqu) 6(8 g ) H 6(60_8pg/“/) W a(a a ) m

pYuv
+/d4a:
U

0L 0L 0L 0L 0L
(% ‘8pw> 0 (ag% 000,90 +8pava<aagw>> %]
= 0,F? +V ,J? + (ecs. de campo) = 0

wv 2 ;w)

(6.24)

6.4 Leyes de conservacion covariantes

El hecho de que el Teorema de Noether sea referente a ecuaciones de continuidad de la forma
8p j? = 0, no significa que las corrientes conservadas no sean componentes de objetos que se trans-
forman como tensores, y el tensor de energia-momento es el caso mas claro de esta posibilidad. Para
empezar, si se considera al tensor T de Hilbert (ecuacién (2.31)), junto con la condicién de compati-
bilidad de la métrica (2.20), y se aplica la derivada covariante a (2.24), el resultado se reduce, luego

de expresar al tensor de Einstein en términos del tensor métrico y sus derivadas, a:

v 0=8V,T,, = V,T,, =0 (6.25)

p9ur = P

Este resultado se mantiene si se considera un Universo con Constante Cosmoldgica, pues es de
esperar que la derivada covariante del escalar A, igual a su derivada parcial, es la derivada de una
constante:

Vo9 + Vg + 9, V,A=0 = V,T,, =0 (6.26)

pg;,u/ pg,ul/

Ahora, recordando que el tensor T candnico se obtiene al aplicar el Teorema de Noether a la
invarianza bajo traslaciones en el tiempo y en el espacio, y sabiendo que los elementos del grupo de
las traslaciones estan determinados por 4 parametros, se espera obtener 4 corrientes N* distintas.
Esto es, de acuerdo con (6.22):

8,(NP) 5 = [1]/0 LGy + - =0 (6.27)

Donde las 4 componentes, de las 4 corrientes, forman por definicién precisamente a la versién
canénica del tensor energia-momento, mostrado en (2.25):

N”ﬂ = Tpﬂ = 97T, (6.28)
Sin embargo, el Teorema de Noether sélo prueba que:
0,9°T,3=0 (6.29)

Y la ley de conservacién covariante es debida a la condicién de compatibilidad. La necesidad de que
T candnico se conserve covariantemente fue la motivacién para elegir un campo escalar desacoplado
de la accién de materia, como se explica al proponer la accién dada en (4.3), pero ahora, asumiendo
que debe conservarse porque la métrica satisface la condicién de compatibilidad, entonces, también
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debe haber una ley de conservacion covariante, asociada al campo escalar, para garantizar VT, = 0.
Para hallarla, se iguala a cero la derivada covariante de la ecuacién de campo para el tensor métrico,
dada en (4.48), con las funciones libres ya determinadas por (5.22):

v, (¢2GW ~ (V,0) (Vo) + 50T + 30,0" + 9, (V,62) - ngwW) =V, (8T,,) =0
(6.30)

Es decir, la invarianza bajo traslaciones de la teoria invariante de escala, produce, resulta en las
corrientes:

1
Naﬁ = (‘bQGMV - (vu¢) (V,0) + %guux + 59uu¢4 +V, (VV¢2> - guuv/\vA(bQ - THV) (6.31)

Y el hecho de que sea una ecuacién de conservacién covariante, implica que la forma de las
corrientes depende del sistema de coordenadas que se defina, y por lo tanto, sus componentes deben
de transformarse si se transforma al sistema de referencia, para que el tensor N preserve su significado
fisico.

6.5 Corriente de Noether asociada a invarianza de escala

En contraste con las corrientes de la ecuacién (6.31), se espera que la corriente de Noether
asociada a los reescalamientos resulte en las componentes de un vector, pues los reescalamientos
dependen de un tnico pardmetro: el factor de reescalamiento ”, y efectivamente, si se escribe de
forma explicita tanto a las lagrangianas de masa como de gravedad mostradas en (4.35), y se la
expande por completo, hasta que todos los términos dependan explicitamente de los campos y sus
derivadas, y luego se calculan todas las parciales de la ecuacién (6.22) por fuerza bruta ®, se obtiene
una expresion en la que el tensor de energia-momento no aparece, ya que /—g no depende de las
parciales de g, y tampoco lo hacen los acoplamientos minimos en £(™2%)  La corriente de Noether
asociada a la invarianza de escala, es:

gt = glway (¢2> + 2¢28Vguu _ 2¢29LWFPVP 8Mjﬂ =0 (6.32)

Intuitivamente, deberia ser posible obtener una ley de conservacién covariante de (6.32), ya que
la variedad satisface el principio de equivalencia, y el campo escalar no estd contraido con otros
campos aparte de g en las ecuaciones de movimiento, y por lo tanto debe de propagarse sobre las
geodésicas de la variedad, lo cual es precisamente la definiciéon de transporte paralelo, dado por la
ecuacién (2.19).

Sin embargo, la dependencia del campo escalar sélo con el tiempo (ecuacién (4.9)), hace que
resulte de mayor utilidad el cdlculo de la carga asociada a la (unica) corriente de Noether asociada
a la invarianza de escala.

Para esto, se integra a la ecuacién de conservacién sobre el 3-espacio (porque lo que se busca es

"Intuitivamente, la versién global e infinitesimal de una inversién especial (que se determina con 4 pardmetros,
las componentes de b*), se realiza o no se realiza, porque cualquiera que sea el factor de reescalamiento, se vuelve
exactamente igual a los demés cuando se toma su infinitésimo.

8Ver apéndice D
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una cantidad conservada en el tiempo):

0" =0, +9,j' =0 = [ dVo,j°=— [ dW,j (6.33)
3-Univ. 3-Univ.

El operador de derivada temporal puede salir de la integral sobre el espacio, y la integral del lado
derecho se anula, porque se la puede expresar como el flujo de j° sobre cada una de las caras de la
parte espacial del Universo entero en un momento dado, y no tiene sentido suponer que existe tal
flujo, porque de ser asi, lo que define a ;' estaria saliendo o entrando al 3-volumen de integracién,
contradiciendo que se trata de una integral sobre la extensién del Universo entero. De esta forma se
obtiene a la carga de Noether y su ecuacién de conservacion:

Q=/3_

aV(9d, (%) +26°0,9" — 26*¢"T",, 5Q=0Q=0 (6.34)

Univ.
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Capitulo 7

Teorias de gravedad escalar-tensoriales

con invarianza de escala aplicadas al

Modelo de Concordancia

7.1 Ecuaciones de campo

Con el procedimiento indicado en la secciéon D.3.2 del apéndice D, se puede determinar a los

simbolos de Christoffel para la métrica de FLRW:

i _a o6 _ v _ 1 _ 1
T i0 — E r or — r or ; FTTT = _€T6T2 )
1 aa
P _ 0o _ T _ 2 s 2
r oy T m r rr — m r p T(ET 1)(8111 ’lp)

%, = —aa(r?) FOW = —aa(r?)sin®¢) Ty —r(er? —1)
Y con ellos, las entradas del tensor de Ricci:

. . -2
a a a® +e€
Ry =3 Ry, = Rgg = Ryy = +2

a?

Y el escalar de Ricci:
a?+e

a2

R=6%+6
a

Los D’Alembertianos del campo escalar, de acuerdo con (4.10):

. . .. a -
V,Vip=0,000+T",,000=¢+T7 d=d+ 3E¢

V, V7 = 0,067 4 Ty 0402 = 0, (266) + T,20000 = 26 + 206 + 6% 4

Con lo que se obtiene, de las ecuaciones de campo:
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Teorias de gravedad escalar-tensoriales con invarianza de escala aplicadas al Modelo
de Concordancia
7.1 Ecuaciones de campo

B ¢* (. a®+e
plt) = ¢ (3 5+ ¢2) (7.6)
2 2
87rP(t)=r—2+%q§2 ¢2R+2 i +¢2a+2<a> (7.7)

Comparando a las ecuaciones (7.6) y (7.7) con (3.15), se observa que los términos en los que
aparece el campo escalar, juegan un papel similar al de la Constante Cosmolégica A. En el contexto
de las ecuaciones de Einstein, la energia del vacio tiene el efecto de una especie de presién negativa,
y en el contexto de las teorias de tipo BD, ese efecto proviene de las relaciones que debe haber entre
las estructuras del Universo por el hecho de formar sistemas abiertos y que interactian entre si a lo
largo de la historia de expansién.

Respecto a la falta de justificacién fisica para introducir a la Constante Cosmolégica, Einstein
sugiere que la naturaleza del espacio-tiempo podria necesitar de una teoria mas complicada que la
Relatividad General, y menciona que para encontrar tal teoria, cualquier campo que se introduzca,
deberia contar con una justificacion fisica, o una razoén empirica para considerarse. En el caso de la
introduccién del campo escalar a las teorias de tipo BD, se lo sigue justificando como una interpre-
tacion del principio de Mach que difiere de la de Einstein en cuanto a que el contenido del Universo
no solo tiene un efecto sobre su geometria, sino que también es responsable de cualquier movimiento
peculiar de las partes que lo forman.

Las teorias escalar-tensoriales mas generales como la de Hordenski, estdn motivadas porque per-
miten sustituir a la constante cosmolégica por términos que no requieren determinar o imponer
constantes para definirlos (los términos de auto-interaccién), y pueden explicar la manera en la que
el Universo deberfa expandirse en momentos criticos de su historia, como el definido por la tltima
superficie de dispersién, y la época de recalentamiento [10, Pag. 397, 398|.
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Capitulo 8

Conclusiones y consecuencias por
explorar

Las teorias de gravedad escalar-tensoriales permiten obtener ecuaciones de campo de segundo
orden en el tensor métrico, en las que se introducen nuevos grados de libertad en el sector gravitacio-
nal, que podrian describir los fenémenos que se atribuyen a la Constante Cosmologica en el modelo
de concordancia. Ademas, estas teorias son gobernadas por el grupo de simetria C(1,3), mas general
que el que define a la accién de Einstein-Hilbert P(1,3), que introducen nuevas leyes de conservacion.

Es bien sabido que las teorias escalares tensoriales en general no son invariantes bajo transforma-
ciones conformes. Por ejemplo, en el marco de Jordan las particulas de prueba viajan por geodésicas,
mientras que en el marco de Einstein éstas se acoplan al campo escalar, violando asi el principio de
equivalencia. Una motivacion para construir una teoria escalar tensorial invariante bajo transforma-
ciones conformes, es que no se altere la estructura de las geodésicas bajo estas transformaciones, de
modo que en todos los marcos conformes, el principio de equivalencia sea valido.

El resultado principal de este trabajo, fue haber calculado la corriente de Noether para mas
adelante explorar las implicaciones fenomenolégicas. Para tener mayor certeza sobre la validez de
las teorias invariantes de escala como extensiones a la Relatividad General, se puede continuar el
trabajo sobre las ecuaciones de Friedmann y de aceleraciéon para obtener expresiones de relevancia
en la Cosmometria ! | como los horizontes cosmoldgicos, y el valor de la constante de Hubble en
términos de parametros de densidad.

En el aspecto tedrico, deberia ser posible relacionar el formalismo de las inversiones locales con
el de las variedades, con el objetivo de representar la estructura causal de un Universo en expansion
a escalas cosmolodgicas. Esto permitiria, entre otras cosas, superar limitaciones como las que surgen
al buscar leyes de transformacion para los campos bajo inversiones especiales. El formalismo de las
tétradas es una posibilidad, porque permitiria distinguir a las bases de coordenadas como grados de
libertad internos, a los cuales se les inducen transformaciones a nivel de la variedad. Otro estudio que
permitiria aclarar la naturaleza del campo escalar, es la obtencién de una forma particular en la que
debe ¢(x) debe desvanecerse en el infinito, y del efecto que ese comportamiento tiene sobre la forma
de la carga asociada a la invarianza de escala. Por ltimo, si se busca una teoria invariante bajo
inversiones especiales, esta seria invariante bajo reescalamientos, pero ademés, necesitaria de una
ampliacién del concepto de derivada covariante, pues cada punto de la variedad tendria un espacio
interno en el cual actian y se definen elementos de su propio grupo C(1,3), y por lo tanto habria que
introducir un operador cuya ley de transformacién relacione los pardmetros de espacios distintos.

1« La parte de la cosmologfa que trata de la medicién de distancias y volumenes ” [10, pag. 270].
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Apéndice A
Expresiones de utilidad

A.1 Resumen

Este apéndice estd dedicado a los procedimientos para obtener expresiones que se usan varias

veces a lo largo de esta tesis, y a los procedimientos para resultados que sélo se usan una vez, pero
su inclusién entorpeceria la lectura.

A.2 Variacion de la métrica, en términos de la variacién su inversa

Por ser g"” componentes del inverso de g, se cumple (g~ ')g =1 = ¢*7g,5 = [1]* 5~ La variacion
de esta expresién es:

6(9°7) 9o + 9%°0(9op) = 0 = 0(9°%) 9o = —9°70 (9sp)

] s |

Se multiplican ambos lados por g,,, sin que el orden de los factores importe, pues esta en uso la
notacién de componentes:

958900 (9%7) = — [1],7 0 (953) = =0 ([1],7955) = —0(9,5)
Renombrando indices, la expresién final, y la que se obtendria si se hubiera despejado d (g""), son:

0 (gp,y) = _ga,u,gﬁué (gaﬁ) 6(9#11) = _ga#gﬂué (gocﬁ> (Al)

Un aspecto de la notacién que se usard a menudo, es que § (¢g"”) es equivalente a la entrada con
indices p, v de (g~ 1). Por lo que se hace mencién de 8 (g"¥), (g~ 1)*, 6 (g)""" y dg"" segin se quiera
hacer énfasis en la variacién, o en las sumas implicitas, o se trate de simplificar la notacién eliminando
paréntesis o aprovechando que la posicién de los indices en el simbolo g es suficiente para distinguir
si se trata de componentes de g o de (g7 1).
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A.3 Variacién de la medida de integracion

A.3 Variacion de la medida de integracion

Por la regla de la cadena, se tiene:

5 (y/~detg) = 2\/—1d7etg(5<_ det g) (A.2)

Luego, es posible calcular § — deg g en términos de dg si la métrica satisface la formula de Jacobi:

Se define a la exponencial de un tensor A, como otro tensor del mismo rango, cuyas componentes
son exponenciales de las componentes correspondientes de A:

Al = eMap (A.3)

Si existe una representacién en la cual A toma la forma de una matriz diagonal, entonces su de-
terminante serd el producto de los elementos de sus eigenvalores, y el determinante de e® serd la
exponencial de la suma de los eigenvalores de A. Si A es una matriz de tamano 4 x 4:

3
det A = H [A]aa — det <eA) elAloo ... p[Alsz — e(Agot+Az3) (A4)
a=0

I
—
o)
e
8

I

Por otro lado, la traza de A es un escalar definido como la suma de los elementos de su diagonal.
Luego, el exponencial de la traza de A, es exponencial de la suma de los elementos de la diagonal de
A:

3
A = [Alpe = Ao+ + Agy = €™ = elboot ) (A.5)
a=0

Comparando (A.4) con (A.5), se obtiene la Férmula de Jacobi:
det () = e'™ (A.6)

Donde, ahora que no se hace referencia a entradas particulares de ninguna matriz, esta expresion es
valida en cualquier representacién, con la tnica condiciéon de que A sea diagonalizable. Tomando el
logaritmo natural de (A.6):

In (det (€*)) = trA (A.7)

La definicién (A.3) se puede invertir, de modo que A sea el logaritmo natural de la matriz B = e*.

A=In(e*)=InB (A.8)
El logaritmo natural de una matriz B se define de forma analoga al exponente de una matriz:
[In B]aﬁ =In(B,z) (A.9)

Con lo que (A.7) es:
In (detB) = tr (InB) (A.10)

70



Expresiones de utilidad
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Donde la variacion total del lado izquierdo es, de acuerdo con la regla de la cadena:
& (In (det B)) = (det B) ' 6 (det B)
Y la variacion del lado derecho se calcula considerando que la variaciéon de una traza, es la variacién

de una suma, la cual a su vez es una suma de variaciones. Esto es, la variacién de la traza de una
matriz, es la traza de la variacién de la matriz:

§(tr (InB)) = tr (6 (InB)) = tr (B14B)
Por lo tanto, (A.10) implica:
(det B) ' 6 (det B) = tr (B"'0B) = & (det B) = tr (B~16B) det B

Llegados a este punto, las inicas condiciones requeridas para satisfacer (A.11), son B diagonalizable
(porque se partié de una matriz A diagonalizable), y B invertible (para poder definir B~!). La métrica
satisface estas caracteristicas!. Luego, si B = —g, y considerando que tr(—g) = —tr g, y § (—g) = —dg:

§(det(—g)) = 8 (—det g) = tr (g7 10g) det(—g) (A.11)

Reemplazando (A.11) en (A.2):

s 0, (/)

ST ]

5 (v~deig) -

Por tltimo, usando (A.1):

6 (v=9) = F 9% G 96,0 (9") = F 99,0 (") (A.12)
w’ ]

A.4 Variacion de las conexiones, en términos de variaciones de la
métrica

La variacion total de la definicién(2.17)

l

1 1
o (F)\uu> = 55.9)\0(8”901/ + aygu(r - 80'9;1,1/) + ig/\a d (8pgau + 81/ng _ 80'9;11/) (Alg)

'En este caso, la signatura de la métrica requiere que A sea compleja, para que su logaritmo tenga entradas menores
a cero. Por ejemplo: g;; = —t = A;, = inf, donde ef =¢
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Usando (A.1) para reescribir §g*?, se puede recuperar un simbolo de Christoffel:

1

1
<7ga>\ gBU 69045) (apgau + 81/9;;0' 7 aa-g,ul) + 5 gAa(a,uégaV + 81/69#04 7 aa 59#1)
T | (A.14)

Luego, se puede factorizar el término % g

0 <F/\;u/> =

> DN | —

1
0 (FA/LV) - igka ( — 20 <gaﬁ) FB[,LI/ + au 5gau + aydgpa - 804 6guy> (A15)

]

Notando que d,,6g,, — ¢ (gaﬁ) FBW son dos de los tres términos necesarios para formar a la
entrada p-ésima de la derivada covariante de dg,,,, se suma cero de forma conveniente a (A.15), para
completar dicha derivada:

v J v
1
o (FA,uz/> = §g)\o¢ <_5gaﬁrﬁm/ - 5gaBFB;LV + ap 69041/ - 5gﬁurﬁa,u + 5gﬁyrﬁa,u +8y5.gy,a _aa 59#,/)

Nuevamente, los términos —9,,4dg,,, +0 g/BVFf@ oy SUgleren sumar cero para recuperar —V,, (6 gW):

¥ v V
1
o (P)\,uu) = ig/\a <_5ga,8rﬁuu+v/_l, (59041,) + 6gﬂurﬁa,u +au5gy,a + 6guﬁ1—‘61/a - 6guﬁ1—‘61/o¢ - 8a 59;1,1/ )
1 !

Y los términos que no se han agrupado, son la descomposicién de V,, (5g#a):

1

59)\04( _ 590[61_‘/6/11/ + v,u (5go¢p> - va (591“,) + auégua _ 5.9/;61—‘/81/04 )
Renombrando indices, y reordenando indices y términos, se obtiene la expresiéon estdndar para la
variacion de los simbolos de Christoffel:

0 (F)\W> =

1
0% = 5977 (V8900 + V890 = V09, (A.16)

nuv

A.5 Variacion del tensor de Ricci

Escribiendo a R, en términos de simbolos de Christoffel y sus derivadas:
— B
R, =0,0%,, —0,0%,+T%,T° ;—T8,.%; (A.17)

Y distribuyendo la variacién sobre los sumandos y productos, se pueden obtener todos los tér-
minos que forman derivadas covariantes de variaciones de simbolos de Christoffel, sumando 0 =

72



Expresiones de utilidad
A.6 Variacién del término de acoplamiento

)T, =0 (TP,,) T, ., ¥ renombrando indices mudos:

§(R,,) =0, (6T,,) — 9, (oT*,,) + & (I'*,,) rf’aﬁ +1,,6 (rﬁaﬁ)
— (TP, )Te,5 —T9,,6(T,,) +6(I%,,) T2, — 6(I%,,) T,

o8 ool a8 ool

=0, <5Faw) +0 (Fﬁxw> Faﬁa —9 <FQVB> Fﬁlm —9 (Fauﬁ) FB”“
- 8ﬂ <5Faya) -9 (Fﬁvo) Faﬁu +0 <F/Bo¢6) FQMV +9 (FQV/B) Fﬁa
=V, (0r*,,) —V, (6I,,)

w

En conclusion:

§(R,,) =V, (6r%,,) =V, (I*,,) (A.18)

A.6 Variacién del término de acoplamiento

S(f(@)R) =0d(f(®)) R+ [(d) OR

(dﬁf)) 5(¢) R+ f(9) (5 (") Ry + 9“V5RW>

seson | A18 (A.19)

d o e
— (f(@) §(8) R+ f(o) (5 (9"") R, + g™ (Va (0T%.) =V, <5F°“m>> )

do

= YD R59+ S0 39 + £V (36%,) = (D)9, (677,

De los dos ultimos términos, se obtienen mas cantidades que dependen de dgH”, asi
como términos de superficie. Su desarrollo es suficientemente largo como para requerir sus propias
secciones:

A.6.1 Integracién por partes

El primer paso, es llevar a f(¢)g""'V, (5FO‘W> a una forma en la que 6I'*,,, no sea el argumento
de una derivada. Esto se consigue integrando por partes y notando a los términos que son cero por
la condicion de compatibilidad de la métrica, y los que se anulan cuando las condiciones de frontera
son las apropiadas. Luego, se escribe esa variaciéon en términos de variaciones de la métrica, y se usa
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la misma estrategia:

v
a (f(gj))gﬂ”(ﬂ"‘a#y) - 51104#1/ va (f(¢>guy>

« (f(¢)gﬂ”6fauu) - gW5I‘OlWVaf(¢)

f(@)g"'V, (01°,) =

A.16

= Vo (F)90T°,) ~ Vo () 58 (V800 + V00,0 — V05,

Vol (cb))g"“g” (v“ ( — 9009899 ) + V09,0 — V09, )
AT 1

v v
Vaf(qﬁ)) 9" 9 Yoo 980 V,u09°7 + (...)

wa]
(VAf(6))Vadg®® + ()
1 1 A
= () + 595 ((VaF(0)39°7) = 30 (6°7) V4V, 5(8) + ()
= ()4 595 ((Var0))d6°?) = 26 (6°) V39, (6)

(
(Vaf (¢)>g"”g”’ (—gwggyvﬁg‘lﬁ) +(-.)
(

= () +

- oS - 5o,
]
= () + 5V ((VaF(8))597) = 56 (%) V49, £(6)
g (Vat@)5s) - Loty 9,9, 00

+ %(Vaf(¢))g“”g”vg<59w

]
= V. (F(@)g5%,,) + 59,5 ((Var(6))597) = 56 (6°%) V,9,7(0)
595 ((Vaf(0))50°) = £5(5°) V.V, £(0)

(
Vo (00 (V7 5(6))507) + 5005(9. V7 1(6) ) 59°7
(A.20)

La ultima expresion es mas manejable después de renombrar indices para agrupar a todas las
derivadas que estén multiplicadas s6lo por factores numéricos:

F(0)9" 0 (07%,,) =9, (1607 + (Vo £(6) ) 8977 — (V7 £(6) ) 9,09

. (A.21)
+ 5 ((Va V2 (0))g0s — 2Va V4 (6) ) 697
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El segundo paso, es seguir el mismo procedimiento con —f(¢)g""V , (6I'*,,,), para obtener:

F6)9 9, (0T%,0) = ¥, (100700 + 5 (V25(0)) 000 ) = 5 (VYT (0)) guder (422

A.7 Variacion del término cinético

z z
N 3
(80 50 L s o) Loty 3 ) 5
=~ (H2)00) 57 +wt0) o) 7~ 12 o
(O a1 i)
_ ( - )¢x5¢+ (6) 5 %00
. “’Ej’) <5ngu¢vy¢ + g (5 (V,0) V,6+ V8 (vygb)))
_ (wle) _ 1dw(9) _w(@) o
_ ( Al e )xa¢ o (V,0)(V, )00 ..
.- ( 95(V,9) (V,0) + g#”(vmé(w))
oo ]
_ (w9)  1dw(9) _we) o
- ( (o)t )xw (9,07, 0109 ~ 22 (9,008 (7,0

(A.23)

A.7.1 Integraciéon por partes

Por tratarse de variaciones aplicadas directamente a los campos (ver seccién), el operador V
permanece invariante, de modo que 0 (V,¢) = V, (d¢). Basta con hacer uso de la regla de Leibniz
sobre el ultimo término de (A.23) para descomponerlo en una derivada multiplicada s6lo por factores
numéricos, y un término multiplicado por d¢:

QWEZ?) 9" Vud)V,00 =2V, <WEZ)> g“”(V,ﬂb)&b) —2V, (w? guv(vm)) 8¢
=2V, (wif) Q“V(Vm)écb) —2g"V, (“)Ef)vuqs) 5¢ 2

Aunque esto es todo lo necesario para descomponer a la variaciéon del término cinético en términos
de superficie y productos de variaciones de ¢, todavia es posible descomponer el segundo término,

75



Expresiones de utilidad
A.8 Variacién del potencial escalar

distribuyendo la derivada covariante sobre el producto, y usando la regla de la cadena:

- ( V, (@) 5 +w(¢) v, (3) ) Veor 20v,v,0 (A2
wsondeowss] T astanes]
= ldw((b)v AV - w(o) w(o)

o 7 VeOVud+ = VY0

A.8 Variacion del potencial escalar

5(V(6)) = (def))w (A.26)

A.9 Variacion de la parte geométrica de la densidad Lagrangiana

Los términos a desarrollar son las variaciones de los términos de acoplamiento, cinético, y del
potencial escalar:

§Leeom) = § ( f(¢)R — “’Ef)x — V((b)) (A.27)

Las expansiones completas se muestran en (A.19), (A.23), y (A.26). Si se factorizan las variaciones
de los campos, se obtiene:

(geom.) __ J ¢ ¢ - ;Z _ [ ¢
0L'\8 —( R+ 3 X X 1 )&b

w(p) (A.28)

+ (f((iﬁ)RW - ¢<Vu¢)(vy¢>) ogh”

+ f(gb)gl“/va (6Fap,u> - f(gb)g“yv,u, (6Faua) - quu<vu¢)6 (vu¢)

A.10 Variacion total de los campos, en términos de las variaciones
propias

La transformaciéon més general sobre un campo ¢(x) es ¢’ (z') = Ap+¢(x), pero resulta 1til hacer
uso de la variacion del campo por si mismo, separando asi la transformacién sobre las coordenadas.
Es decir, se busca expresar A¢ en términos de d¢ = ¢’ (z) — ¢(x). Para eso, se realiza una expansion
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en series de Taylor de ¢’(z”), centrada en el punto original x:

PO ’ a(b/(I') 8¢/($) o¢’ ($> o¢’ (3;')
Pe) = ¢le) T @ o) ( 020 ozt 912 O3
2¢'@) 029’ (x)
0z0 0z 520 913
t(2 —x) | 88 2@ | (2 =)+ ... (A.29)

Ox1oxz0  Oxlox!

= ¢'(x) + (Ax)"0,¢"(x) + (Ax)" 0,0, 9" (x) (Ax)” +

Que a primer orden en Az, es ¢'(z') = ¢'(z) + (Ax)"9, ¢ (). Si se resta ¢(x) a esta igualdad, se
obtiene: ¥ 1

A¢ = ¢'(x) + (Ax)0,¢"(x) —¢(z) = 08,9 (2)(Az)! +5¢ (A.30)

Y dado que las transformaciones se realizan sobre objetos definidos en el 4-espacio (ya sea sobre
los puntos, o sobre los campos), pero los momentos estan definidos en el espacio tangente, sus cambios
deben ser inducidos. Los momentos dependen explicitamente de sus campos asociados, y no de los
puntos del 4-espacio. La razén de notar esto, es que la variacién del momento debe ser producto de
la variacion en los campos, a pesar de que el operador 9, pueda ser transformado por los puntos .
Esto significa que la variacién total, vista como la accién de un operador A, conmuta con el operador
de derivada parcial, asi como ocurre con el operador de variacién 9: A(P¢) =A9,¢=0,A¢.

El mismo razonamiento aplica para el resto de los campos 2 9pv» de modo que las variaciones
estan relacionadas como sigue:

Ap =0, (x)(Ax)" 406 AG,, = 049,,(2)(AT)* + 69,
A@uqﬁ =0, (8M¢’(x)) (Ax)™ + 58M¢ Aapgw, =0, (8 gW ) )) (Az)> + apégw, (A.31)
A8,0,9,, = 0, (0,0,9,,(x)) (Az)* +8,0,89,,,

2Los calculos m4s generales tratan teorfas con n campos f;. En este caso, f; = @, fy = goo etc.
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Apéndice B
Condiciones de frontera

B.1 Resumen

Al final de la seccion 4.4, se insinué que la necesidad de requerir condiciones iniciales tiene un
efecto sobre la independencia entre campos y sus momentos asociados. Esto parece contradecir las
manipulaciones como d0¢ = 0d¢ que ya se han utilizado varias veces. La siguiente discusién apunta a
dejar mas clara la forma en que las definiciones, tanto de S como de las variables dinamicas, establece
la medida en la cual el momento es una cantidad independiente, y las condiciones bajo las cuales el
momento es una rapidez de cambio y direccién para los campos.

B.2 Independencia entre campos y sus derivadas

La accién es una funcional de los campos. Es decir, en S[¢, g, las componentes de la métrica, y el
campo escalar, son funciones libres. Esta es la razén de que 0.5 se defina como en (4.25): Su variacién
es el resultado de variaciones en los campos, y nada maés.

Los tiempos inicial y final también forman parte de la definicién de S, pero son parametros
fijos, y por lo tanto no figuran en (4.25) de forma explicita. La integral definida j; %f dt s6lo se puede

calcular si se conoce el valor de los campos en los instantes t; y ¢, 1. Esto significa que para estudiar
un sistema partiendo de su funcional de accién, las condiciones iniciales son tan importantes como
la accién misma. Sin ellas, la integral que forma parte de S no se puede evaluar. Teniendo estos dos
elementos, las ecuaciones de campo son los valores de los campos que hacen extrema a la acciéon en
cualquier momento contenido en la region de integracién, y se las puede calcular por medio de (4.26).
No es necesario hacer nada mas.

Sin embargo, en la practica, la funcional S se construye una vez que se determina una densidad
Lagrangiana para el sistema, y se la usa para escribir a la funcién Lagrangiana como una integral
sobre un 3-volumen. Esto no significa que la accién no sea el objeto principal para describir a un
sistema 2.

La densidad Lagrangiana es una funcién £(¢, 09, ...) de los campos y sus derivadas (y del tiempo,
si describe a un sistema abierto). La razén de que en £ se considere a ¢ y d¢ como variables

! Ademas, se define a un campo por sus valores en todo el espacio, asi que ¢(t;, z7) es el valor del campo escalar en
un 3-volumen sobre el folio del 4-espacio correspondiente a t;

2Si la Lagrangiana fuera suficiente para estudiar a un sistema, las ecuaciones de Euler-Lagrange podrian deducirse
sin la necesidad de partir de la accién, pero entonces se perderia el concepto de condiciones iniciales, pues sélo la
integral de S hace alusién a ellas, pues determina los extremos del intervalo de tiempo sobre el que evolucionan los
campos.
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independientes, tiene que ver con el hecho de que la accién precede a la densidad Lagrangiana.

Si el momento asociado al campo escalar no fuera una variable independiente de ¢, entonces debe
de estar bien definida para todos los puntos en el dominio de integracién de .S, pero ¢ no es derivable
en los limites de integracién, pues el operador d, representa un proceso limite en la vecindad de
z#, la cual no se puede definir en la frontera, porque entonces seria necesario conocer el valor de los
campos en instantes previos a t;, y posteriores a t;, y esta es informacién que no forma parte de S

(ver figura B.1).
A _ >> tf

) ( ti<t<ts

Y) _ indef. 8,6(X) = lim Jo(X +6¢) - f(X)

e—0 €

Figura B.1: Las parciales de un campo estdn bien definidas al interior de la regién de integracion.
Pero en la superficie que la delimita, sélo se pueden definir parciales en direcciones con componentes
antinormales a la misma.

Otra forma de notar la necesidad de distinguir posiciones de momentos, es repitiendo el pro-
cedimiento mostrado en la seccién 4.4.1, y escribiendo al diferencial de £ como si se tratara de
una funcién de ¢ y g solamente. Esto conduce incorrectamente a ecuaciones de Euler-Lagrange que
corresponden a campos estaticos:

oL oL

2 =" -

09,

Asi se confirma que la densidad Lagrangiana es una funcién no solo de sus campos, sino también
de sus derivadas, y por lo tanto, las condiciones iniciales deben incluir los valores iniciales de los
momentos, aceleraciones, y cualquier derivada de los campos que forme parte de £. Esto no cambia
el significado de las condiciones iniciales, ni la forma de §.5. Més bien, si se escribe explicitamente
a la accién, entonces, por ser esta una integral de la densidad Lagrangiana, las condiciones iniciales
son su valor en los limites de integracién 3.

Una vez hecho lo anterior, se pueden encontrar las ecuaciones de movimiento no sélo por me-
dio de (4.26), sino también por medio de (4.24). Ambos métodos son validos y deben producir el
mismo resultado. Ademads, ambos métodos son aplicaciones directas del Principio de Hamilton, y no

requieren nada més que lo necesario para definir a Sy a £ *.

3Una forma més literal de observar esta equivalencia, son las condiciones iniciales para la dindmica de un continuo
material, se pueden dar en la representacién material o Lagrangiana como posiciones y velocidades iniciales, o en la
representacion espacial o de Euler como las velocidades iniciales[14] (pues en la representacién espacial, los puntos que
forman al material son conocidos)

4Tiempos inicial y final, variables dindmicas (los campos que representan al sistema), y condiciones iniciales (valores
iniciales de los campos y las derivadas de los mismos que aparezcan en £). Asi como todo el formalismo requerido para
definir a los campos y sus leyes de transformacién, sobre lo cual hay un resumen en [APENDICE].
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B.3 Términos de superficie

La imposibilidad de calcular parciales de los campos en los eventos inicial y final que definen a
la accién no constituye ningiin problema, pues sus valores se fijan por las condiciones iniciales. Sin
embargo, el valor de estas parciales en todos los elementos de superficie que dependen del tiempo
presenta un problema de condiciones iniciales que no forma parte de la definicién de accién.
Esto hace que las ecuaciones de campo necesiten condiciones de frontera, que son un requisito
adicional, y surge de la necesidad de expresar a la Lagrangiana como una integral (definida) de
volumen en el espacio. Estas integrales son esenciales para la formulacién Lagrangiana de una teoria
de campos °.

Para establecer condiciones de frontera, es necesario encontrar a los términos de superficie ¢ que
surgen al variar de forma arbitraria a S. Para teorias de tipo B-D, estos términos se agrupan en
(4.43) como el argumento de una derivada covariante, que se puede distribuir sobre el producto con
/=9, de modo que la integral resultante es un término de superficie.

w6 | 49V, | v (f(¢)g“”5f”w + (Y, £(6))0g7
u
L (VP F(0)g10 80 + F()g0T, “’ijj)w%)w) ]
(B.1)

1 3

—gV 1
167'(—/7/[ d4xﬁ P (f(¢)guy6rpﬂy + ) _ 167‘—[[ d4x (f(gf))gl’”/(s]:‘pl“j ) pﬁ
: — -
160 /au APz~ (f(gb)guu(grpw ) A,

Donde /=7 es la raiz de (menos) el determinante de la métrica encajada en la hipersuperficie, y
n , son las componentes del vector normal a la misma. La regién de integracion es la hipersuperficie
que delimita al 4-volumen /.

Dada esta tultima forma de la integral de superficie, se identifican dos maneras distintas de que

esta se evalie a cero 72

B.3.1 Condicién de Dirichlet
Si las variaciones de los campos en la hipersuperficie son nulas:

0| =0 o9 =0 (B.2)

Entonces:

o R
1019 8T+ (V16597 = SV 1(8))g,0, 86" + (01751, — 52 (7001 86] =0

[ (B.3)

5Pues permiten tratar posiciones y tiempos como aspectos de un mismo fenémeno
STérminos a los que se les puede aplicar el teorema de la divergencia
7Sin considerar el caso trivial en el que los campos mismos son iguales a cero
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Los términos que no estan anotados se anulan por las mismas razones que los que si lo estan.

B.3.2 Condicién de Neumann

La tltima integral en (B.1) representa el flujo de cada sumando sobre la superficie de integracién.
Para que estos flujos sean iguales a cero, sin que las variaciones, ni los campos mismos, sean iguales
a cero, basta con igualar a las divergencias a cero:

7, V"G, =0 7, V76 =0 (B.4)

De modo que:

v W ¥
(7019 8T + (7, 10097 = 5 (TPF0)) 00" + @101, — 22 (920) 86) 7, =0

! ol 1 (B

Los términos que no estan anotados se anulan por las mismas razones que los que si lo estan.

B.3.3 Significado fisico de las condiciones de frontera

Variaciones nulas corresponden a valores fijos de los campos. Si se impone esta condicion, el
resto del Universo no tiene efecto alguno sobre el interior del 4-volumen sobre el que se integra. En
otras palabras, imponer condiciones de Dirlichet, equivale a estudiar un sistema aislado. Esta idea
contradice el principio de Mach, que sugiere que estudiar un sistema que no sea el Universo entero
como un sistema aislado, carece de sentido fisico, pues la evolucién de una regién del Universo es
inseparable de su interaccién con el resto del mismo.

Las condiciones de Neumann corresponden a un sistema cerrado, pero no necesariamente aisla-
do. Es decir, la fuente de energia que el resto del Universo representa, puede transferir esa energia
al sistema, pero el sistema debe ceder exactamente la misma cantidad en todo momento. Esta in-
terpretacion si es compatible con el principio de Mach, y se cumple naturalmente para la métrica,
gracias a la condiciéon de compatibilidad Vg = 0.

La segunda condicién en (B.4) (la condicién de Neumann sobre el campo escalar) también se
satisface de forma natural, pues, de acuerdo con la Ley de Gauss, si el flujo del campo vectorial
V¢ sobre la superficie cerrada U es nulo, entonces dicha superficie no encierra ningiin objeto capaz
de producir variaciones en ¢, lo cual es consistente con la interpretacion del campo escalar como el
efecto del resto del Universo sobre el sistema.

Por lo tanto, para las teorfas de la familia de BD, no hace falta imponer condiciones de frontera
para que los términos de superficie se desvanezcan.

B.3.4 Condiciones mas avanzadas

Otras formas véalidas de anular a los términos de superficie son las llamadas condiciones miztas
(hay sectores de la superficie que satisfacen (B.2), y sectores que satisfacen (B.4)), y las condiciones
de Robin, que son combinaciones lineales de las condiciones de Neumann y de Dirlichet. Ninguna de
estas condiciones es realmente 1til, ya que se ha descartado el uso de condiciones de Dirlichet por
ser incompatibles con el principio de Mach.
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B.4 Fronteras en el infinito

En la seccion B.3.3 se concluyd que la forma en la que se define a los campos g y ¢ es tal que
ambos satisfacen condiciones de Neumann sin que haya necesidad de imponerlas. Una consecuencia
de esto, es que el valor de los campos converge a cero mas rapido de lo que el volumen sobre el que
se integra diverge. Dicho de otra manera, como las condiciones de frontera no son necesarias para
anular términos de superficie ®, los limites de integracién sobre la densidad Lagrangiana tampoco
influyen en la forma de las ecuaciones de campo, y entonces se puede llevar a la frontera hacia el
infinito, como se muestra en la figura B.2

ty

P
)

=% t

Figura B.2: El cilindro consta de dos hiper-superficies de tiempo constante, y una de radio constante.
El hecho de que los términos de superficie se anulen para cualquier superficie, implica que en el limite
r — 00, los campos decaen mas rapido de lo que el volumen crece.

En la figura B.2, las hiper-superficies que definen a las tapas inferior y superior, y a la pared del
mismo, se pueden calcular como sigue, respectivamente:

r=R O=m pip=2m7
V.= / / V1911922933 dp Ao dT] (B.6)
r=0 J0=0 Jy=0 i
r=R pO=m py=27
Vi = / / / V H911922933|| dydfdr (B-7)
r=0 J0=0 Jy=0

t=t,

t=ty pO=m =27
V3 = / / / ||900922933|| dy dodt (B.8)
t ) _

8En contraste con las condiciones iniciales, que si lo son
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B.4 Fronteras en el infinito

Con el tensor métrico dado por (3.5). El 3-volumen de las tapas, depende de la curvatura:

Njw

vV, = 2W<Rm — arcsinh(R)) (a(tn)> Cuando € = —1
1V, = 37R3 (a(tn)>g Cuando € =0 (B.9)
V, = 27r<arcsin(R) — Rm) (a(tn))g Cuando € =1

Mientras que el volumen de la pared, depende de la evolucién del factor de escala:
%
V, = 47 R? / (a(t)> dt (B.10)

El hecho de que el término de frontera (ecuacién (4.47)) deba tender a cero en el limite R — oo,
maés rapido que las paredes y las tapas del cilindro, corresponde a una métrica asintoticamente plana,
y un campo escalar que se desvanece en el infinito ?. Esto significa que el infinito no tiene influencia
sobre el resto del espacio, lo cual es consistente con la idea de que las inversiones especiales son una
simetria a pesar de sus singularidades (apéndice C).

90 en el caso de un Universo esférico, un campo que tiende a cero en el limite R — ¢!
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Apéndice C

Lineas de mundo bajo inversiones
especiales

En esta seccidn, se observa el efecto de las inversiones especiales como se hace en[19] y [15].
También se incluyen casos méas generales, y se discute su compatibilidad con el principio de Hamilton.

C.1 Particulas relativistas en el marco conforme

En un espacio de Minkowski, la trayectoria de una particula que se desplaza libremente a velocidad
¢, se corresponde con una recta de pendiente c. Por la isotropia del espacio! , todas las direcciones
de desplazamiento que podria tener dicha particula, son equivalentes, de modo que se puede elegir
un sistema de coordenadas cartesiano, tal que la direcciéon de desplazamiento coincida con un eje 2
sin perder generalidad. Similarmente, como el espacio es homogéneo, se puede elegir un origen que
coincida con un punto de la linea de mundo de la particula, de modo que esta forme parte del cono

de luz correspondiente al sistema de referencia.

Con los arreglos mencionados, la linea de mundo se corresponde con la recta z = ct. En unidades
naturales 3, z = t. Ahora, si se transforma a ese espacio por medio de 5.5, Los puntos 7 de la recta,

parametrizadas por t, pasaran a ser:

12
2
t—b° |Ir]] t

1200 + 2 bl + yb2 + 2b3) + |p|® |Ir2 12O +bY

[ o] aoo] ImP=o]

z— bt ||z t

1 — 2(t0° + bl + yb2 + xb3) + |p])* [|r||> 1 —2t(00 + 1)

2
y—b* |||

— 3 |2lI?
=< — " —9 (r3) = z 1]
1—2t(b0 + b1)

T 120 +ob)

Ver seccién 3.3

2También, se pueden usar coordenadas esféricas o cilindricas para simplificar el estudio de direcciones arbitrarias,

pero en ese caso la coordenada radial no puede explicar lo que ocurre en el origen.
3Ver ecuacién (2.7)
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C.2 Particulas en reposo en el marco conforme

Lo cual es valido para todos los instantes —oco < t < oo, y para el futuro absoluto ¢t — oo y
pasado absoluto ¢ — —oo. En conclusion, la geodésica nula ¢t = t,x = t,y = z = 0 se transforma
como sigue:

t

/

(L
1—2t(b0 + b1)

=1

:U’:—t
r=t N 1 — 2t(b0 +b1) (C.2)
=0

'=0
z=0 Y

2'=0

Lo cual corresponde nuevamente a una geodésica nula, pues los puntos que la forman son intervalos
de longitud —(#')2+ (2”)? + 040 = 0. Sin embargo, el orden eventos se pierde al pasar de un marco a
otro. En particular, de (C.2), se observan divergencias cuando ¢ = 1/(2b° + 2b'), que son imposibles
de evitar con valores grandes de b, porque t no esta acotado. Ademads, de la regla de L’Ho6pital se
puede notar que lim, )t = (1 —2(b +b'))~".

La siguiente figura incluye estos casos limite, y otros puntos de interés que muestran la forma en
la que el orden de los eventos en un intervalo nulo se transforma al pasar a un marco conforme:

20 +b7) B

1 | o)
2(0 +b1) ‘

C T 2(00 1 bY)

Figura C.1: Inversion conforme especial y la linea de mundo para una particula relativista en ambos
marcos. Los puntos senalados son, en el marco original: O: Origen del sistema de coordenadas. A:
Pasado absoluto. B: Evento que se dispara en el marco conforme. C: Futuro absoluto. Cuadrados
negros: Eventos previos a B, equidistantes. Cuadrados blancos: Eventos posteriores a B, equi-
distantes.

C.2 Particulas en reposo en el marco conforme

Se puede fijar un sistema de referencia a particulas libres, de modo que su linea de mundo coincida
con el eje de tiempo. Luego, todos sus puntos estan dados por r = (¢,0,0,0), y sus normas estan
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dadas por ||r||* = —¢2.

En este caso, los puntos de su trayectoria en el 4-espacio, se transforman como:

(1 t+ t°0°
ST =200  (—#2)(—(b0)2 + (b1)2)
=t
t2b1
v . S 3T T + () (—0)2 + (b1)2) (C.3)
z=0 y =0
2/ =0

Que diverge en las raices la ecuacién 1 — 2tb° + +(—t2)(—(b%)2 + (b')?) = 0, que son:

9p0+V/4(00)2+4(—(00)2+(b1)2)
T2 - (0

(C.4)

Los casos mas generales se muestran méas adelante, pero el mas ilustrativo de las consecuencias a
nivel fisico de una inversion especial, se puede considerar para b° = 0, cuyos limites al infinito en el
marco transformado, son:

(t=0,2 =0)— (0,0)

200 20" 1 (C.5)
(F00,0) = (_2<<bl>2 ) 2B <b0>2>) = (0.—51)

Y los limites cerca de las discontinuidades, que de acuerdo con (C.4) son los puntos ¢t = ib%, son:

. Para—b%<t<b%:

o (t',2") = (00, —00) cuando t — b%,

o (t/,a’) — (—00, —00) cuando t — —4

1.
—3r

e Parat <
o (t/,2’) = (00,00) cuando t — —3k,

o Parat>b%:

o (t/,2') = (—00,00) cuando t — 3,

Asi, la linea de mundo se divide en las dos ramas de una hipérbola desplazada.
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D. Y
N .
N .
N ,
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Figura C.2: Inversién conforme especial y la linea de mundo para una particula en reposo en ambos
marcos. Los puntos sefialados son, en el marco original: O: Origen del sistema de coordenadas. By C:
Eventos que se disparan en el marco conforme A: Pasado absoluto D: Futuro absoluto. Cuadrados
negros: Eventos intermedios a las discontinuidades, equidistantes. Cuadrados blancos: Eventos
anteriores y posteriores a las discontinuidades, equidistantes.

C.3 Compatibilidad con el principio de Hamilton

La diferencia en el orden de los eventos de las geodésicas nulas no supone ningin problema, ya
que por tratarse de las lineas de mundo de particulas relativistas, estas no experimentan el paso
del tiempo como una sucesién eventos, porque no se las puede asociar con un sistema de referencia
propio. Este mapeo de intervalos nulos a intervalos nulos indica que los conos de luz, que son los que
determinan a la estructura causal del espacio de Minkowski, se corresponden en el marco conforme
con conos de la misma forma *, lo cual es suficiente para dotar al espacio transformado de una
estructura causal en el sentido de que cualquier senal puede propagarse a lugares al interior del cono
superior, o provenir de lugares al interior del cono inferior, mientras que puntos externos a ellos son
fisicamente inalcanzables, y por lo tanto no hay interacciones sobre el origen que provengan de ahi,
como sucedia en el sistema de referencia original.

El caso de las particulas sobre las cuales si se puede definir un sistema de referencia propio,
es mas complicado. Los aspectos més importantes de las lineas de mundo para particulas libres en
el marco de referencia conforme, son el hecho de que todos los puntos que se encuentran entre las
discontinuidades, forman una de las ramas de la hipérbola, y esa rama estd siempre contenida en los
conos de luz, y mantiene el orden de sus eventos.

El evento que coincide con el origen, permanece sin cambio, y es simultaneo tanto con los eventos
que correspondian al pasado y futuro absolutos. Sin embargo, esta causalmente desconectado de ellos,
pues la rama que los contiene estd compuesta de intervalos espacialoides.

4Misma apertura, y misma ubicacién de los vértices.
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C.4 Otros ejemplos de particulas libres

C.4 Otros ejemplos de particulas libres

Las siguientes figuras corresponden a casos generales de particulas que se desplazan a velocidad
v € (—1,1), y se encuentran a d unidades del origen, en un sistema de referencia caracterizado por
una inversién conforme especial de magnitud con un vector de desplazamiento de componentes b° y

bl:

. ,
N ’ 1
. . =0.2
N 7 M
. ,
. ,
. .
. ,
. ,
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Figura C.3: Inversiones especiales aplicadas a lineas de mundo para particulas libres. La flecha
representa al vector de desplazamiento b, ampliado 10 veces.
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Todas las gréaficas de la figura C.4 son de la forma:

(t,z) —
o= ( (=W + (ot + )
T N = 20800 4 (vt + d)bY) + (—(b0)2 + (b1)2)(—t2 + (vt + d)?)’ (C.6)
vt — b0 (t2 + (vt + d)?)
120860 + (vt + d)p1) + (—(0)% + (b)%)(—£2 + (vt + d>2>)
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Apéndice D
Cadabra2 para manipular expresiones

Cadabra 2 es un conjunto de librerias y herramientas para representar tensores de modo que el
programa tenga una nocién de su estructura, y los exponga al usuario como se los suele representar
en la literatura. Asi, se pueden formar y manipular expresiones con ellos, de una forma muy similar
a lo que seria un cédlculo con papel y lapiz. La filosofia detras de su disefio, se puede resumir como,
el programa representa y manipula, mientras el usuario resuelve y simplifica ”, es decir, las sesiones
! de Cadabra2 no tienen concepto de lo que es un resultado final, ni cuentan con objetivos que el
usuario no defina de manera explicita[5].

Esto hace que sea ideal para reducir o estudiar expresiones tensoriales que son sencillas en cuanto
que se pueden resolver por mecanizacién, pero especialmente largas y tediosas, lo cual es comtn
cuando hay muchas contracciones con mas de un indice, porque la cantidad de entradas por considerar
crece rapidamente. A pesar de esto, Cadabra 2 puede interactuar con sympy para los casos en los
que se quieren evaluar expresiones numéricamente, graficar estos resultados, o simplificar expresiones
para entradas particulares.

El propdésito principal de este apéndice es informar sobre su existencia, y colocar las partes que
més se utilizaron o podrian utilizarse para realizar los cdlculos que aparecen en este trabajo. Una
explicacion detallada de su utilidad y eficiencia, aplicada al estudio de teorias de gravedad escalar-
tensoriales, se puede encontrar en[9].

D.1 Forma de trabajar con Cadabra2

D.1.1 Sintaxis

Si no se esta programando un script de Python o cddigo en C++, la sintaxis que se debe usar
es una mezcla de Python y un lenguaje propio. Las sentencias escritas en Python se ejecutan como
un subproceso, no por cadabra2, sino por el intérprete de python del sistema. Esta distincién es
importante cuando se piensa en programar algoritmos que no formen parte del “nticleo” 2 de Cadabra
2, pues entra en juego los conceptos de ambito y de localidad 3.

Ver secciénD.1.2

2https://cadabra.science/man.html

3El 4mbito de una seccién de cédigo, se puede entender como el conjunto de variables a la que el cédigo puede
acceder en un momento dado. La localidad de un programa se refiere en este contexto, a qué tan a menudo se reutiliza
una variable
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D.2 Ventajas y desventajas

D.1.2 Formas de ejecutar cédigo, y formatos de salida

Cadabra2 incluye su propia shell para usarse a modo de REPL, en el que las respuestas se
muestran formateadas como cédigo de IATEX, o con los simbolos que la terminal soporte. Si se usa la
interfaz grafica (su ejecutable se llama cadabra2-gtk), la misma shell se ejecuta en el fondo, pero sus
respuestas se muestran como svg’s generados con MicroTeX, y se puede dividir el cdédigo en celdas,
similares a las de un kernel de Jupyter. También se puede compilar un verdadero kernel de Jupyter,
si la interfaz grafica no es suficiente. Por tltimo, se pueden ejecutar programas directamente desde
un intérprete de Python, si se importan las librerias apropiadas, o se pueden compilar ejecutables a
partir de cédigo en C++ si se se usa directamente cadabra2++.

D.1.3 Integraciéon con IRTEX

La sintaxis, ejecucién, y formatos de salida de Cadabra 2, hacen que sea relativamente sencillo *
conectar el proceso de escribir documentos cientificos, con el proceso de manipular la clase de expre-
siones que se encuentran en teorias de campos. Los ejecutables cadabra2cadabra, cadabra2html,
cadabra2ipynb, cadabra2latex, y cadabra2python sirven al propésito de convertir scripts de
cadabra o Python, asi como notebooks de Jupyter o cadabra2-gtk, de un lenguaje a otro, o conver-
tir sus resultados en codigo de I¥TEX o texto en HTML. Con todo esto y las funciones del compilador
de I¥TEXque se use, es posible reproducir hasta cierto punto, la funcionalidad de librerias mas in-
tegradas con IXTEX, pero menos avanzadas, como LuaCAS. Los macros y simbolos que no formen
parte de MicroTex, se pueden sustituir por otros, con ciertas limitaciones, asigndndole la propiedad

:LaTeXForm al simbolo de interés .

D.2 Ventajas y desventajas

Dado que se trata de un producto gratuito y sin restricciones, desarrollado principalmente por
un investigador en su tiempo libre, Cadabra 2 carece de algunas comodidades que se consideran
estandar en software similar pero de paga, o lenguajes soportados por esos programas. Por ejemplo,
el resaltado de sintaxis funciona en los editores de texto de Jupiter y cadabra2-gtk, pero no en
editores de texto de uso general como Notepad++, Vim, o VSCodium, los mensajes de error pueden
ser dificiles de interpretar, y las opciones para depurar y validar codigo son las de python y C++, sin
que exista un equivalente para el lenguaje propio de cadabra2.

Sin embargo, por ser libre y de cédigo abierto, las prioridades para incluir nuevas funciones
y caracteristicas, s6lo estan limitadas por el interés de la comunidad en aportarlas. Ejemplos de
contribuciones externas se dan en la seccién de agradecimientos del repositorio oficial. Ademas, el
autor principal y otros miembros activos, suelen brindar apoyo para problemas especificos en el foro®,
y el sitio oficial 7 incluye un manual, ejemplos, y gufas para usar y contribuir al cédigo.

D.3 Definiciéon y manipulacién de simbolos y expresiones

El operador := asigna variables a expresiones, cualquier simbolo de XTEXse convierte en un
simbolo si es la primera vez que lo introduce al cédigo, junto con sus indices y sus posiciones. Para
hacer referencia a estas expresiones, se usa la sintaxis @(variable). Simbolos asignados por este

40 al menos posible para alguien sin formacién profesional enfocada en la programacién.
Shttps://cadabra.science/manual/LaTeXForm.html

Shttps://cadabra.science/qa/

"https://cadabra.science/man.html
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D.3 Definicién y manipulaciéon de simbolos y expresiones

método pueden resultar demasiado ambiguos para cadabra2, en cuyo caso se puede usar la sintaxis
<simbolo>: :<propiedad> ® para especificar méis propiedades, como sus simetrias o antisimetrias,
la naturaleza de sus indices, si se estdn estudiando teorfas con grados de libertad internos ?, y sus
propiedades como operadores. A continuacién se muestran ejemplos que ilustran estas ideas:

# Operadores
\partial{#}::PartialDerivative.
\nabla{#}: :Derivative.

# Tensor simétrico, y que puede bajar indices con los que esté contraido
g_{\alpha \beta}::LaTeXForm("[g(x)]").

g_{ \mu \nu }::Metric.

g_{\mu \nu}::Symmetric.

# Escalar
\phi::LaTeXForm("\phi(x)").

# Expresién que define a dos nuevos simbolos: X y Y,
# con uno y tres indices respectivamente
mi_expresion := g_{\mu \nu}X~{ \rho } + Y_{\mu \nu}~"k{\rho}

Ademéds de expresiones algebréicas como la que se asigné a la variable mi_expresion del ejemplo
anterior, existen Reemplazos, igualdades, y patrones o expresiones regulares, cuyo uso se explicara
cuando se muestre la aplicacion a este trabajo. El uso genérico de Cadabra 2, consiste en definir
a todos los simbolos de la teoria, con el nivel de precision necesario para especificar la clase de
sustituciones validas, después, construir expresiones, y finalmente, transformar esas expresiones un
paso a la vez. Para mantener este apéndice relativamente corto, solo se explicard el procedimiento
seguido para calcular la expresién dada por la ecuacién (6.22), para el caso de una transformacion
pasiva, y hard mencién del uso de sympy para obtener las ecuaciones de Friedmann y de aceleracién,
para la teoria de tipo BD que presenta invarianza de escala.

D.3.1 Elementos necesarios para el calculo de las corrientes de Noether

En el caso de una teoria de gravedad escalar-tensorial, la posicién de los indices distingue a la
variedad de su espacio dual, por lo que seria conveniente definir una lista de indices, y asignarle a la
lista la propiedad Indices( position=fixed ). Ademds, se asignan simbolos para el tensor métrico
y el campo escalar como se hizo en el ejemplo anterior, y se utilizan estos simbolos para construir
una expresién que representa a £®°™) como aparece en la ecuacién(4.35):

# -—— Librerias ——-
from cdb.utils.develop import algo, Algorithm

## -- Indices --

indices_einstein := {
\alpha, \beta,

8En general: <simbolo>_{<subindices>}"{<superindices>}: :<propiedad>(<opciones>)
9Este serfa el caso si por ejemplo se utilizara el formalismo de las tétradas, en el que los indices de Lorentz se
distinguen de indices de mundo, como se sugiere en la secciéon5.4.
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\gamma, \eta,
\mu, \nu,
\rho,
\lambda#

}.

@(indices_einstein)::Indices( position=fixed );

## -- Derivadas respecto a coordenadas --
\partial{#}::PartialDerivative.
\nabla{#}: :Derivative.

## —-- Campos —-

g_{\alpha \beta}::LaTeXForm("[g(x)]").
g_{ \mu \nu }::Metric.

g_{\mu \nu}::Symmetric.

g~{\alpha \beta}::LaTeXForm("[g~{-1}(x)1").

g™{ \mu \nu }::InverseMetric.
g {\mu \nu}::Symmetric.

\delta~{\mu}_{\nu}: :KroneckerDelta.
\delta_{\mu}~"{\nu}::KroneckerDelta.

\phi: :LaTeXForm("\phi(x)").

## -- Momentos --

\plg_{\alpha \mu \nu}::LaTeXForm("Pig").
\piphi_{\mu}::LaTeXForm("P1f").

\pilphi~{\mu}: :LaTeXForm("P1f").

def derivative_to_moment (ex):

repl = $\partial_{\alpha}{ g_{\mu \nu} } = \pig_{\alpha \mu \nul}$

substitute(ex, repl)

repl = $\partial_{\alpha}{ \phi } = \piphi_{\alpha}$

substitute(ex, repl)
return ex

def manip_inverse_metric(ex):

repl = $ g”{\mu \nu} -> g_{\alpha \beta} g~{\alpha \mu} g~{\beta \nul}$

substitute(ex, repl)
return ex

## -- Aceleracidén --
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\p2g_{\alpha \beta \mu \nu}::LaTeXForm("P2g").

def derivative_to_accel(ex):

repl = # ... <—— se cortd esta linea para ajustarse a la pagina

$\partial_{\alpha}{ \plg_{\beta \mu \nu} } = # ...
\p2g_{\alpha \beta \mu \nu}$ # ... <-- Fin de la linea
substitute(ex, repl)

repl = # ... <—— se cortd esta linea para ajustarse a la pagina
$\partial_{\alphal}{ \partial_{\betal}{ g_{\mu \nu} } } = # ...

\p2g_{\alpha \beta \mu \nu}$ # ... <-- Fin de la linea
substitute(ex, repl)

return ex

## -- Contracciones de la métrica —-

\Gamma~{\alpha}_{\mu \nu}::TableauSymmetry( shape={2}, indices={1,2} ).

Christoffel := \Gamma"{\rho} { \mu \nu } =
1/2 g~{\rho \eta} (
\partial_{\mul}{ g_{\eta \nul} }
+ \partial_{\nu}{ g_{\mu \etal} }
- \partial_{\eta}{ g_{\mu \nu} }
);

RicciT := R_{ \mu \nu } =
\partial_{\rho}{ \Gamma~{\rho}_{ \mu \nu } }
- \partial_{\nu}{ \Gamma~{\rho}_{ \mu \rho } }
+ \Gamma~{\rho}_{\mu \nu} \Gamma~{\eta}_{\rho \eta}
- \Gamma~{\rho}_{\mu \eta} \Gamma~{\eta}_{\rho \nu};

RicciS := R = g~{\alpha \beta} R_{\alpha \beta};
\dm: :LaTeXForm("\sqrt{-g}") .

# -- Funciones libres —-

\dm: :Depends( \DOg{#2} ).
f::LaTeXForm("f (\phi)")

\omega: :LaTeXForm("\omega(\phi)").
V::LaTeXForm("V(\phi)").

## -- Lagrangiano de tipo Brans-Dicke --

termino_acoplamiento := f R.

termino_cinetico := (- \omega / \phi) g”{\mu \nu} \piphi_{\mu} \piphi_{\nu}.

potencial_escalar := V.
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Lgrav := 1/(16\pi) \dm (
@(termino_acoplamiento)
+ @(termino_cinetico)
- @(potencial_escalar)

);
Algunos aspectos a notar en este c6digo que no se han mencionado son:

o La variable Lgrav se construye con referencias a otras variables
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e La sintaxis que se usé para declarar el simbolo A como un indice véilido, permite que las

expresiones con demasiados indices hagan uso de A1, A2, etcétera.

Por las razonas dadas en el apartadoB.2, es necesario convertir a las parciales de los campos
en simbolos independientes, ya que se busca realizar reemplazos de la forma:

0
e ——0,0,977 = [1]%,[1)7, [1]7[1]7 (D.1)
6(8a66gnk) n-v pLelv
lo cual requiere identificar indices, asi como establecer una dependencia entre el simbolo que
denota a la aceleracion asociada al tensor métrico, y un operador diferencial con 4 indices, lo
cual ain no se ha hecho.

El simbolo que se decidi6 usar para las aceleraciones, \p2phi, no tiene un caracter en las
fuentes que usa ITEX, asi que se lo asocia simplemente con las letras P2g. Si bien se podia
haber asignado \parcial \parcial g o algo maés intuitivo, esto puede dificultar la lectura de
las expresiones. Ademas, la notacién estandar gol‘fl, para denotar parciales de un tensor, no es
posible de adoptar por el soporte limitado que tiene Cadabra 2 para extraer indices y utilizarlos

en los simbolos.

Ahora se define a lo que serdn los operados de parciales respecto a los campos:

## -- Parciales de Euler -—-

\DOphi{#}::Derivative.
\DOphi{#}: :LaTeXForm("\frac{\partial}{\partial \phi}").

\Diphi{#}: :Derivative.
\phi: :Depends( \partial{#}, \DOphi{#} ).
\plphi_{\rho}::Depends( \Diphi{#} ).

\Diphi{#}: :LaTeXForm("\frac{\partial}{\partial( \partial \phi )}").

\DOg{#}: :Derivative.
\DOg{#}: :LaTeXForm("\frac{\partial}{\partial g}").

\D1g{#}: :Derivative.
g_{\mu \nul}::Depends( \partial{#}, \DOg{#} ).
\plg_{\alpha \mu \nu}::Depends( \Dig{#} ).

\D1g{#}::LaTeXForm(" [\frac{\partial}{ \partial ( \partial g ) }1").
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\D2g{#}: :Derivative.

#\partial_{\alpha}{ \partial_{\beta}{ g_{\mu \nu} } }::Depends(\D2g{#1}).
\p2g_{\alpha \beta \mu \nu}::Depends( \D2g{#} ).

\D2g{#}: :LaTeXForm(" [\frac{\partial}{\partial (\partial( \partial g ) )}1").

La ultima construccién necesaria para poder evaluar la expresion de interés, tiene que ver con
otra limitacién de Cadabra 2: Al menos por el momento ', no es posible definir simbolos con la
propiedad ::Derivative, que cuenten con mas de un indice. Si un simbolo de derivada tiene varios
indices, los algoritmos como ProductRule (<expr>), interpretardan estas expresiones como derivadas

sucesivas '1:

D, X* — D,D,g*D,g" D, X (D.2)

Donde se omiten los paréntesis para simplificar la notacién. Para obtener el comportamiento
deseado, es posible usar las librerias que permiten manipular la estructura interna de las expresiones.
En este caso, se muestra como escribir un algoritmo que funciona aproximadamente de la siguiente
manera:

e Se recorre la expresién hasta encontrar el operador de interés

e Se guarda a los indices del operador, asi como su orden y sus posiciones.

e Se realiza una copia de la sub-expresion que contiene a la derivada

e Se sustituye a la derivada de interés, por un simbolo con la propiedad Derivative, y sin indices.
e Se ejecuta el algoritmo product_rule() sobre la copia de la expresion.

e Con la copia y los indices recuperados, se reconstruye la expresién original, donde el operador
de derivada se ha distribuido como deberia de hacerlo.

e La expresion reconstruida se re-inserta en la expresion original.
o Este proceso se repite hasta llegar a la dltima derivada de interés.

Adicionalmente, es necesario mantener la cuenta de la cantidad de términos sumados que aparecen
en cada iteracion, y la cantidad de derivadas de interés que habia originalmente. Esto es porque las
funciones que permiten recorrer la estructura de una expresién, deben reiniciarse cada vez que se
modifica a la misma. Antes de mostrar la funciéon que se comporta como la lista de pasos, es necesario
precisar la idea de “recorrer la estructura de una expresion”.

Internamente, la computadora mantiene un concepto de la estructura de un tensor por medio de
Tablas de Young. Aunque Cadabra2 tiene funciones que permiten mostrar diagramas de las Tablas
de Young, esto no es tan util como su representacién como un arbol de nodos:

El caso mas sencillo, es el un tensor y sus indices. La siguiente figura representa un tensor simétrico

X, ¥y un tensor que es simétrico en sus dos subindices, y ademas tiene un superindice:

10a versién més reciente es la 2.5.12 al momento de escribir esto.
UE] siguiente enlace confirma que el creador de Cadabra2 estid enterado de esta limitacién: https://cadabra.
science/qa/2729/derivatives-with-two-indices?show=2729#q2729
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X

Figura D.1: Notese la jerarquia que si-
Y —Y guen los subindices de Y, y que no se

I I observa en los indices de X.

Ademads, si un simbolo se asocia con un operador, entonces, ademés de indices, puede estar
conectado con otros tensores. Naturalmente, el simbolo + es un operador de suma, y no tiene indices.
El operador de producto es similar. Considerando todo esto, y utilizando el codigo que se ha mostrado
al inicio de esta seccion, se puede mostrar a la siguiente expresion como un arbol de nodos:

mi_expr:= R
substitute(mi_expr, RicciS)
substitute(mi_expr, RicciT)

98



Cadabra2 para manipular expresiones
D.3 Definicién y manipulaciéon de simbolos y expresiones

*
_________________________ : Subindice
. i Superindice ——@
g i Argumento = — — —
{ 1 i
B v :
+
* * 0 -0
l'_______: _______ 1 l'_______: _______ 1 ,_L ______ il ,_L ______ A
r r -r r o r M r
I I I I
Hilp FJ P||o FJ Hilp H’ Pl|o J Bilp vi|p
v o v o v p

Figura D.2: Representacién del escalar de Ricci en términos del tensor métrico inverso, y contrac-
ciones de simbolos de Christoffel y sus parciales.

Este arbol de nodos '? se puede recorrer de arriba hacia abajo, y de izquierda a derecha, comen-
zando desde el primer nodo con el simbolo de interés, por medio del iterador mi_expr [<simbolo>],
de modo que se puede ejecutar algo como:

for nodo in full_expr["\Gamma"]:
print (nodo.name)

print ('Terminado')

>>> \mu

>>> \nu

>>> \rho

>>> \rho

>>> \sigma

>>> \sigma

>>> #. ..

Donde nodo es en realidad un sub-arbol, por lo que se lo puede asginar a una variable para guardar
todos los nodos que estén debajo del nodo que reponed al iterador mi_expr ["\Gamma"]. La propiedad
name es una de varias. En este caso, name es una cadena, pero también existen propiedades como
index.parent_rel para obtener el tipo de nodo del que proviene el sub-arbol que se esta extrayendo,
ademas de métodos como args (), que devuelve un iterador sobre todos sub-arboles que dependan
del nodo en cuestiéon como argumentos del mismo, descartando nodos que correspondan a indices.
Considerando todo esto, la siguiente funcion:

def distribuir_parciales_de_g(full_expr, symbol, indices, verbose=False):
por_expandir = O # Serad la cantidad de derivadas en la expresién original

12Como una nota un poco tangencial, las expresiones algebrdicas como arboles de nodos tienen sentido si se usa
la notacién polaca, en la que un operador con varios arumentos, se escribe con su simbolo y todos los que le siguen:
a+b+c < (+abc). Esta notacién no es muy cémoda al trabajar en papel, pero si lo es al trabajar con algoritmos.
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expandidas = 0 # Son las derivadas que ya se han distribuido 3
nuevas = 0 # Son las derivadas que se han acumulado al distribuir 4
5

# Primera cuenta 6
for expresion in full_expr [symbol]: 7
por_expandir += 1 8

if verbose: print("Distribuyendo", str(por_expandir), "términos") 9
10

while por_expandir > expandidas: 11
# Se inicia un contador que va a desplazarse para ignorar a las derivadas 12

# que ya han sido expandidas. 13
index = 0 14

for node in full_expr[symbol]: 15

if nuevas != index: 16

index += 1 17

if verbose: print( "Ignorando", str(node.ex()) ) 18

continue 19

# Terminando el contador, se procede a extraer la derivada 20
term_to_distribute = node.ex() # Crear una copia del sub-arbol 21
original_indices = () 22
\RESERVED{#}: :Derivative. # Definir una derivada sin indices 23
distributed_term = None 24

body = None 25

for node2 in term_to_distribute: 26

if len(original_indices) != indices and node2.name != symbol: 27
original_indices += ( node2.name, ) 28

elif node2.name != symbol and len(original_indices) == indices: 29

body = node2.ex() 30

# if verbose: print("Made a copy of:", str(body)) 31
distributed_term = $\RESERVED{ @(body) 1}$ 32

break 33
distribute(distributed_term, repeat=True) 34
product_rule(distributed_term) 35

for done_idx in distributed_term[r'\RESERVED']: 36

nuevas += 1 37
derivative_string = symbol + "“{ " 38

for recovered_index in original_indices: 39
derivative_string += recovered_index 40
derivative_string += " }" a1

repl = r"\RESERVED{F?77} -> " + derivative_string + "{F77}" 42
substitute(distributed_term, Ex(repl)) 43

44

expandidas += 1 45
node.replace(distributed_term) 46

return full_expr 47

Se puede confirmar que esta funcién devuelve las expresiones esperadas:

test := \Dig~{\alpha \mu \nu}{ x"{\lambda} \partial_ {\beta}{ g_{\eta \rhol} } 1
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+ X"{\lambda}_{\beta \eta \rho}} + \Dig~{\alpha \mu \nu}{ x~{\lambda}
\partial_{\beta}{ g_{\eta \rho} };
distribute(test, repeat=True);

Actia de la siguiente manera:

(0
0 ) ::xAggggégﬂgz (D.3)

A
T X0 510, gm) 900, 9")

9 A
—|z"0
2(d, g") 39np

El argumento repeat=True permite re-aplicar el algoritmo distribute repetidamente, hasta que
la expresion resultante sea igual a la anterior.

D.3.2 Elementos necesarios para evaluar las ecuaciones de campo

Aunque Cadabra 2 incluye funciones con las cuales se podria seguir el procedimiento de la sec-
cién4.4, resulta mas sencillo definir las ecuaciones de campo directamente. En este caso, la mayoria
de los célculos se realizan a través de sympy. Desde obtener las entradas del tensor métrico inver-
so, dadas las entradas de g, hasta evaluar y simplificar las entrada de los tensores de Ricci y de
energia-momento hasta que no queden identidades trigonométricas o factorizaciones que realizar:

coordenadas := {t, r, \psi, \theta}.
@(coordenadas) : :Coordinate.

a::Depends(t) .

## —— Indices —-
indices_einstein := {
\alpha, \beta,
\gamma, \eta,

\mu, \nu,

\rho,

\lambda#
T.

@(indices_einstein)::Indices( values=@(coordenadas), position=fixed);

# —————— ECUACIONES DE MOVIMIENTO (hardcoded)

fieldg := R_{\mu \nu} - 1/2 g_{\mu \nu} R =
\phi**( -2 )\partial_ {\mu}{\phi} \partial_{\nu}{\phi}

- 1/2 g_{\mu \nu} \phi**( -2 ) g~{\alpha \beta} \partial_{\alpha}{\phi} \partial_{\beta}{\p
- 1/2 \phi**2 g_{\mu \nu} - \phi**( -2 ) \partial_ {\mul}{ \partial_{\nu}{ \phix**2 } }

+ g_{\mu \nu} \phi**( -2 ) \partial_{\lambda}{ \partial~{\lambdal}{ \phi**2 } }
+ 8 \pi \phi*x*x( -2 ) T_{\mu \nu};

fieldphi := 0 =
2 \phi R + 2 \partial_{\lambda}{ \partial~{\lambda}{ \phi**2 } } - 4 \phix**3;
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sg = {

g {t t} = 1,

g {r r} = (a*x*2)/(1 - k r*x2),

g_{\theta \theta} = a**2 r*x2,

g_{\psi \psi} = a**2 r**2 \sin(\psi) \sin(\psi)
}.

\densidad: :LaTeXForm("\rho")
st := {
T {t t} = \densidad,
T A{r r} = (a*x*x2)/(1 - k r ),
T_{\theta \theta} = a**2 r**2,
T_{\psi \psi} = a**2 r**2 \sin(\phi)\sin(\phi)

# ———— Llamadas a sympy
complete(sg,$g™{\nu \nu}$);

evaluate(Christoffel, sg, rhsonly=True);

substitute(RicciT, Christoffel);
evaluate(RicciT, Christoffel, rhsonly=True);

# ... pasos intermedios

evaluate(fieldg, sg);
substitute(fieldg,st);

En este caso, se ha tenido que dar mas informacién respecto a la estructura del tensor métrico,
y sobre el rango de los indices que figuran en las ecuaciones de movimiento. Especificamente, se ha
dicho que estos toman valores t, 7, o, y 1 cuando se trabaja en coordenadas esféricas '*, y que el
factor de escala depende explicitamente de ¢, pero no de las demas coordenadas. También se han
reemplazado a las entradas de T'y ¢ segun las ecuaciones (3.6) y (2.28).

13Se ha ignorado la convencién de usar a phi (¢) como el acimut para evitar confusién con el campo escalar phi (¢).
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