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Estudio estadistico de los espaciamientos entre
resonancias consecutivas de sistemas

desordenados unidimensionales

Resumen

En esta Tesis se estudian las propiedades estadisticas de los espaciamientos entre
resonancias consecutivas de sistemas desordenados unidimensionales abiertos (con
acomplamiento al exterior), en los diferentes regimenes de transporte electrénico
(balistico, difusivo y localizado). Para ello, se utilizaron alambres unimodales des-
ordenados que representan el modelo de enlace fuerte unidimensional con desorden
composicional o0 modelo de Anderson unidimensional (1D).

Inicialmente, realizamos un anélisis de las propiedades espectrales y propiedades
de transporte del modelo de Anderson 1D. Para ello se reprodujeron resultados repor-
tados en la literatura, esto con el fin de tener una referencia para analizar el modelo
abierto.

Luego, utilizamos las predicciones recientes obtenidas por Poli et al. [Phys. Rev.
Lett. 108, 174101 (2012)] sobre la teoria de matrices aleatorias con acoplamiento,
para hacer un estudio exhaustivo sobre las propiedades estadisticas del ensamble
Gaussiano ortogonal (GOE) y poder comparar con el modelo de Anderson 1D en
el régimen difusivo, debido a las propiedades que comparten. Mostramos que las
predicciones tedricas del GOE pueden describir satisfactoriamente el modelo de An-
derson 1D en el régimen difusivo. Ademaés cons- truimos un panorama general que
describe las propiedades estadisticas de los espaciamientos entre resonancias consecu-
tivas del modelo de Anderson 1D cuando es acoplado al exterior en los tres regimenes
de transporte. Por tltimo, proponemos una variable que permite realizar un analisis
mas detallado del sistema abierto.
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Capitulo 1

Introduccion

A continuacion se presentan los conceptos generales que se utilizaran a lo largo de
la Tesis, incluyendo la motivacion y los objetivos que se pretende alcanzar.

1.1 Antecedentes

Las propiedades de sistemas desordenados ha sido un tema de investigaciéon muy
activo por mas de cincuenta afos [1]. Un aporte importante a este tema [2-5], mues-
tra que los sistemas desordenados infinitos con mas de dos dimensiones espaciales
manifiestan la transicion metal-aislante como funcién de la amplitud del desorden
(transicion de Anderson). Mientras que en el caso unidimensional, cualquier cantidad
de desorden produce localizaciéon (también conocida como localizacién de Anderson),
es decir, los estados cuanticos se localizan debido a la interferencia destructiva.

En particular, en el modelo de Anderson unidimensional (IDAM-modelo de en-
lace fuerte compuesto por sitios conectados a primeros vecinos; con acoplamientos
constantes y potenciales de sitio aleatorios) todos los autoestados son exponencial-
mente localizados [2]. Esto significa que la envolvente de la funcién de onda ¥(n),
centrada alrededor de algtn sitio con posicion ng, decae aproximadamente de manera
exponencial en el espacio:

[W(n)| ~ exp (—'n_n()’> : (1.1)

loo

donde [, se conoce como la longitud de localizacién y es una medida de la extension
espacial del estado localizado. La etiqueta oo se utiliza para enfatizar que la longitud
de localizacion esta definida para el sistema infinito.
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- OO~ 0O

n,n—1 Vn,n—H

Figura 1.1: Modelo de Anderson unidimensional infinito, compuesto por sitios con potenciales E,n
y las integrales de acoplamiento a primeros vecinos Vnmil.

1.1.1 Modelo de Anderson unidimensional

En términos de los eigenestados del sitio |n) el Hamiltoniano de enlace fuerte
unidimensional con interaccién a primeros vecinos esta dado por [1]

H = ;[En’n><n| —Vonualn)(n+ 1] = Vi aln)(n — 1]], (1.2)

donde L es la longitud del alambre dada como el ntimero total de sitios que lo com-
ponen, &, son los potenciales de sitio y 1/, 4 son las integrales de acoplamiento
entre sitios consecutivos, las cuales fijaremos con un valor constante 1/,, .11 = UV = 1.
Dicho Hamiltoniano también puede ser representado por una matriz tridiagonal con
elementos

(m]H]n> = Hmn = Snémn - V((Smerl + 5m,n71)' (13)

Este Hamiltoniano puede describir una red cristalina perfecta si €, = € = cte.
Por el contrario, si los potenciales de sitio £, no son constantes y siguen una se-
cuencia aleatoria, entonces se dice que el modelo tiene desorden diagonal. En este
sentido, el modelo de Anderson unidimensional (IDAM) consiste en elegir £,, aleato-
riamente de un intervalo continuo finito con una distribucién de probabilidad P(E,,)
que generalmente es uniforme o gaussiana con un promedio y varianza definido.

En la Fig. 1.1 presentamos un diagrama representativo del 1IDAM como un alambre
unidimensional infinito compuesto con potenciales de sitio €,,, los cuales son escogidos
como numeros aleatorios de una distribucién rectangular (uniforme) entre —w/2 y
w/2, siendo w el ancho de la distribucion y centrada en cero. Entonces la varianza de
la distribucién es 02 = (€2) = w?/12.

Para el 1IDAM con desorden débil, 02 < 1, Thouless obtuvo una expresiéon para
loo, ver Ec. (1.1), en términos de la varianza o2 de los potenciales de sitio [6]

0_2

e () = 8(1— E2/4)’

- (1.4)
donde E es la energia del sistema. La expresion anterior se calculd a partir de la
teoria de perturbaciones estandar en la aproximacion de Born. La Ec. (1.4) no es
valida cerca a los bordes de la banda de energia, pues alli .o — 0. En el centro de
la banda, F = 0, la Ec. (1.4) se reduce a [ }(0) = w?/96. Pero, existe una correccion
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L=10

O-O-O-O-OOCOO0O00

Figura 1.2: Modelo de Anderson unidimensional finito de tamano L = 10, por tanto estd compuesto
por 10 sitos.

Figura 1.3: Modelo de Anderson unidimensional finito de tamario L conectado al exterior con las
terminales de la derecha e izquierda, respectivamente v y ~%.

debido a la insuficiencia de la teorfa de perturbaciones en la norma de £ = 0 [7-9],
entonces:

ILNE)= ——. (1.5)

Aunque la férmula de Thouless, Ec. (1.4), proporciona la longitud de localizacion
para el IDAM de longitud infinita, ésta ecuacion es de gran importancia cuando se
consideran muestras con un numero finito de sitios L, ver Fig. 1.2. Esto es porque
las propiedades de dispersiéon de muestras de tamano finito estan determinadas por la
razon l /L. Esto se conoce en la literatura como escalamiento con un sélo pardmetro
[10], el cual sera discutido con méas detalle en la Seccién 2.2.

Ahora, si consideramos al 1IDAM de longitud L con dos terminales unimodales
acopladas de manera perfecta ! a los dos sitios extremos del sistema (sitios n; y nr),
ver Fig. 1.3, en el caso de transmisién (o conductancia adimensional G) exponen-
cialmente pequena, el promedio del logaritmo de G se relaciona con la razén [ /L
como [2,11-14]
2L

(InG) = — (1.6)

I

Esta expresion es valida para cualquier razén L/l y por lo tanto puede servir
como definicién alternativa de [, cuando la conductancia del sistema esta disponible.
Adicionalmente, se sabe que [15] la distribucién de la conductancia P(G) para el
1DAM también depende solamente de la razén I, /L.

!Frecuentemenente se utiliza el término acoplamiento perfecto para definir la magnitud de
acoplamiento para la cual la transmisiéon tiene un valor méaximo.
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Regimenes de transporte

De acuerdo con la razén /L (escalamiento de un solo pardmetro), es posible
definir tres regimenes de transporte caracteristicos en el 1DAM [16]:

(a) Régimen balistico: Ocurre si [loo/L > 1], ver Fig. 1.4. En este caso el desorden
es débil, las autofunciones del alambre cerrado se extienden sobre el mismo. El
que las autofunciones estén delocalizadas provoca que el transporte a través del
alambre sea bueno. En consecuencia se dice que el alambre se encuentra en la
fase metdlica.

loo

OO OO0O0OO0O0

L

Figura 1.4: Régimen balistico. Representacion esquemdtica de la relacion entre loo y L.

(b) Régimen difusivo: Ocurre si [lo,/L ~ 1], ver Fig. 1.5. Los autoestados son
aleatorios 2 y extendidos. El transporte a través del alambre es difusivo ®. Se
espera en éste régimen que las predicciones de la teoria de matrices aleatorias
(RMT por sus siglas en inglés) sean validas debido al comportamiento cadtico
del sistema. Por ello a este régimen también se le conoce como régimen cadtico.

loo

O OO0 O OO0

L

Figura 1.5: Régimen difusivo. Representacion esquemdtica de la relacion entre loo y L.

(¢) Régimen localizado: Ocurre si [lo/L < 1], ver Fig. 1.6. El desorden es fuerte,
las autofunciones del alambre cerrado se localizan exponencialmente. La loca-
lizacion de las autofunciones provoca que el transporte a través del alambre
sea malo (la conductancia es exponecialmente pequena respecto al tamano del
sistema). En consecuencia se dice que el alambre se encuentra en la fase aislante.

2Significa que la desviacién de las componentes de cada autofuncién respecto del promedio sigue
una distribuciéon gaussiana centrada en cero.

3Es 1til mencionar como ejemplo el transporte en una cavidad cadtica, pues cuando se envia a
la cavidad una onda o particula ocurre un proceso de difusion.
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e

L

Figura 1.6: Régimen localizado. Representacion esquemdtica de la relacion entre loo y L.

1.1.2 Hamiltoniano efectivo para el 1DAM

Consideremos el modelo de enlace fuerte conformado por un alambre de tamano
finito L al que nos referiremos en ocasiones como la regién interna o sistema interno,
que puede estar sujeto a cualquier tipo de desorden. Conectamos ambos extremos del
sistema interno al exterior por medio de alambres ideales, es decir con potenciales de
sitio constantes €, — ¢ y amplitudes de acoplamiento a primeros vecinos I/, como
se muestra en la Fig. 1.3. Los alambres ideales son considerados semi-infinitos para
evitar efectos de la reflexion sobre el sistema interno.

La region interna es conectada a los alambres semi-infinitos ideales (exterior) a
través de las magnitudes de acoplamiento v y 7 en los extremos de la izquierda y
derecha, respectivamente (ver Fig. 1.3).

Cuando el sistema interno es conectado al exterior, estamos tratando ahora con
un sistema abierto o dispersivo, el cual podemos caracterizar con su espectro de
energfa, dado por los polos de la matriz dispersién S [17], los cuales coinciden con los
autovalores complejos del Hamiltoniano efectivo no hermitiano:

; M
Hop = H = SWWT W = Wi = Y AG A, (1.7)
c=1

La parte hermitiana H es la matriz Hamiltoniana de enlace fuerte dada por la
Ec. (1.3) y la parte no hermitiana W7 describe el acoplamiento entre el sitio m o
n con las ¢ terminales. En términos de la energia, es posible definir las amplitudes de
acoplamiento del extremo izquierdo como [18]

AL(E) = 5,%1\/1T [1 - (EQ;E)Q] 1/4, (1.8)

y del extremo derecho como
1/4

AR(E) = 6,4 7: l1 - (EQ;E)Q] , (1.9)

donde € es una constante que representa las energias de sitio de los alambres ideales
semi-infinitos, a los cuales se conecta la regién interna.
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1.1.3 Distribucién de espaciamientos P(s)

En la década de los 50’s Wigner se interesé por estudiar las propiedades espec-
trales de los 4tomos con nicleos pesados, los cuales eran complejos de analizar por
la gran cantidad de resonancias que presentaban usando el fenémeno de dispersion.
Para ello, Wigner [19] encontr6 que los valores propios de un conjunto de matrices
aleatorias comparten las mismas propiedades con la distribucién estadistica de las
resonancias de dichos atomos. Asi, Wigner propuso la RMT, la idea principal es
describir el Hamiltoniano del sistema en cuestiéon con un grupo de matrices aleatorias
que obedecen las mismas propiedades de simetria. La aleatoriedad se debe a que se
desconoce como interactiian las particulas (el niicleo atémico se modela como una caja
negra en la que las particulas interactian de modo aleatorio en su interior). Anélogo
a la fisica estadistica se representan “todas las interacciones posibles” a través de
una colectividad de matrices aleatorias cuyos autovalores representan las energias del
sistema.

Con el fin de estudiar el espectro de los nicleos atéomicos, Wigner propuso que
la distribucién de espaciamientos entre energias seguiria una secuencia idéntica a los
autovalores de las matrices aleatorias, y haciendo un anélisis estadistico a los auto-
valores establece una expresion para la distribucion de espaciamientos entre energias
consecutivas P(s), esta cantidad se convirtié en la herramienta més popular para
distinguir entre sistemas integrables de sistemas cadticos.

La distribucién de espaciamientos entre niveles, P(s), describe la densidad de
probabilidad de encontrar dos autovalores de H separados por una distancia s. Nor-
malmente esta cantidad es usada alrededor del centro de la banda de energia donde
la densidad de estados es aproximadamente constante.

Por otro lado, recientemente [20], se estudié por primera vez de forma numérica,
tedrica (mediante la teorfa de matrices aleatorias) y experimental (utilizando cavi-
dades cadticas de microondas) la distribucién de espaciamientos entre resonancias
consecutivas P(s). En particular, se calculé la P(s) para sistemas descritos por al-
guno de los tres ensambles gausianos de matrices aleatorias: Gaussian Orthogonal
Ensemble (GOE), Gaussian Unitary Ensemble (GUE) y Gaussian Symplectic En-
semble (GSE) [19]. Los ensambles fueron acoplados al exterior, con magnitud de
acoplamiento 1/n, mediante terminales que soportan M modos abiertos. Ademas,
como la P(s) se obtuvo en [20] como una extensién de las distribuciones de Wigner-
Dyson Pyp(s) correspondientes [19], cuando 1/n — 0 entonces P(s) — Pyp(s).

1.2 Motivacion

Hasta el momento en [20], la P(s) ha sido estudiada sélo en el régimen cadtico
(o difusivo) con acoplamiento al exterior, dado que se ha considerado que el sistema
interno es descrito por alguno de los tres ensambles Gausianos. Por ello, en esta Tesis
planteamos el estudio sisteméatico de la P(s) en los tres regimenes del transporte
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(balistico, difusivo y localizado), teniendo como referencia (i) la P(s) del sistema
cerrado correspondiente, mostrada en [18], (que se calculard numéricamente) y (ii)
las predicciones tedricas para la P(s) en el régimen difusivo de [20].

Con este fin utilizaremos alambres unimodales desordenados (representados por
el modelo de enlace fuerte unidimensional con desorden composicional o modelo de
Anderson unidimensional) caracterizados por la razén l./L. Los alambres serdn
acoplados al exterior, con magnitud de acoplamiento v, mediante una o dos terminales
unimodales (M =10 M = 2, respectivamente) que se acoplaran a los sitios extremos
de los alambres. Entonces, estudiaremos la evolucion de la P(s) al mover la razén
loo/L desde lo /L > 1 hasta [.,/L < 1 de forma continua (para diferentes valores de
7v) tal que el sistema dispersivo transita desde el régimen balistico hasta el régimen
localizado pasando por el régimen difusivo (cuando lo/L ~ 1).

Por supuesto, antes de comenzar con el estudio sistemético de la P(s) se repro-
duciran resultados reportados en la literatura sobre: (i) la P(s) del modelo de Ander-
son unidimensional cerrado en los tres regimenes del transporte (balistico, difusivo y
localizado) [18] y (ii) la conductancia del modelo de Anderson unidimensional, Ec.
(1.6).

Esperamos que los resultados obtenidos en esta Tesis contribuyan al entendimiento
de las propiedades de dispersion y transporte de sistemas desordenados.

1.2.1 Objetivos

Para obtener nuestros resultados nos hemos planteado los siguientes objetivos
especificos:

1. Disenar e implementar programas de computo que permitan reproducir el Mo-
delo de Anderson 1D y estudiar sus propiedades espectrales mediante la dis-
tribucién de espaciamientos entre energias consecutivas P(s). Esto con el fin de
reproducir resultados reportados en [18] para tenerlos como referencia.

2. Construir e implementar programas de cémputo que nos permitan hacer un
analisis estadistico de las propiedades de transporte mediante la reproduccion
de resultados de la conductancia.

3. Hacer un estudio estadistico de las propiedades de los espaciamientos entre
resonancias consecutivas del Modelo de Anderson 1D en los tres regimenes de
transporte.

1.3 Organizacion del trabajo

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma. En el Capitulo 2 estudiamos las
propiedades estadisticas, caracterizadas por la P(s), al centro de la banda del 1IDAM
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en los tres regimenes de transporte, luego realizamos un analisis de las propiedades de
transporte con el calculo de la conductancia. En particular, reproduciremos resultados
numéricos ya reportados para comprobar que los programas de computo disenados
estdn correctamente implementados y para usar los resultados como referencia de
nuestro estudio. En el Capitulo 3 describimos el estudio realizado en [20] sobre la
distribucion de espaciamientos para sistemas descritos por ensambles Gaussianos.
Posteriormente, realizamos un estudio exhaustivo que permite comparar la P(s) del
ensamble GOE y del 1IDAM en el régimen difusivo. En el Capitulo 4 mostramos
las propiedades estadisticas que exhibe el 1IDAM en los tres regimenes de transporte
cuando es acoplado al exterior por una y dos terminales; esto, utilizando la P(s).
Finalmente, en el Capitulo 5 concluimos con los resultados obtenidos en este trabajo.



Capitulo 2

Modelo de Anderson 1D:
Propiedades estadisticas

En este capitulo se presenta un estudio del 1DAM cerrado, es decir, sin acoplar
al exterior, con el desorden que produce los tres regimenes de transporte (balistico,
difusivo y localizado). El objetivo es reproducir calculos numéricos ya reportados
en investigaciones previas [18,21]. Para dicho estudio, se construyeron programas
de computo que generan matrices correspondientes al Hamiltoniano de enlace fuerte,
caracterizado por los potenciales de sitio £, (ntimeros aleatorios de una distribucién
uniforme) y el tamano del alambre L. Calculadas las matrices hamiltonianas, se uti-
lizaron subrutinas de Fortran 90 (LAPACK) que diagonalizan numéricamente para
obtener los autovalores F; de cada matriz, los cuales permiten estudiar la distribucién
de espaciamientos entre energias consecutivas, P(s), en los diferentes regimenes de
transporte. También se caracterizan los histogramas obtenidos, por medio de la dis-
tribucion de Izrailev. Adicionalmente, se hizo el sistema dispersivo acoplando las dos
terminales del alambre al exterior, ver Ec. (1.7), y se calcul6 la conductancia G' como
una propiedad de transporte para comparar con las predicciones tedricas correspon-
dientes. La reproduccion de resultados permite garantizar que la implementacion de
los programas computacionales construidos son correctos.

2.1 Propiedades espectrales

En el campo del caos cudntico, una de las cantidades estadisticas mas populares
para analizar las propiedades espectrales es la distribucién de espaciamientos entre
niveles de energias consecutivas, P(s). Como se menciond en el capitulo anterior, la
funcién de distribucién P(s) puede ser usada para distinguir entre sistemas cudnticos
integrables y cadticos. En el IDAM se puede observar como la P(s) cambia suave-
mente en los regimenes balistico, cadtico y localizado.

Es importante mencionar que la distribucién P(s), también da informacién de la

9
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—
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Figura 2.1: Autoenenergias ordenadas de la matriz Hamiltoniana H para el 1DAM |, Ec. (1.3), de
tamano L = 1000 y pardmetro de desorden £ = 2.86. Se muestra que en el centro de la banda de
energias la densidad de estados es aporzimadamente constante. La linea roja representa el 50% de
las autoenergias ubicadas en el centro de la banda.

densidad de probabilidad de encontrar dos autoenergias consecutivas del Hamilto-
niano H con espaciamiento s. Para construir dicha distribucién seguimos el siguiente
procedimiento: (i) utilizamos el Hamiltoniano de enlace fuerte para el 1IDAM, Ec.
(1.3), considerando un tamano de L = 1000, (ii) diagonalizamos y graficamos en
la Fig. 2.1 las autoenergias de H, observamos que alrededor del centro de la banda
(E = [—1.4,1.4]) la densidad de estados es aproximadamente constante, entonces
utilizamos 500 energias al centro de la banda y (iii) realizamos este procedimiento
con 2000 matrices hamiltonianas. Para cada matriz se calcularon los espaciamientos
s entre energias consecutivas de forma que

Ei1— E;

A Y
donde A es el espaciamiento promedio del espectro de cada matriz y es calculado
como la pendiente de la curva E; vs. ¢ al centro de la banda, como se muestra en
la Fig. 2.1. Este procedimiento de normalizar los autoenergias con el espaciamiento
promedio es conocido como desdoblamiento del espectro.

Dados los espaciamientos entre energias consecutivas de todas las matrices hamil-
tonianas, se pueden graficar los histogramas que corresponden a la distribucién P(s)
en la transicion de los tres regimenes de transporte, ver Fig. 2.2, recordando al lec-
tor que los regimenes de transporte estan caracterizados por el desorden del sistema
interno dado por la razon [, /L, la cual nos vamos a permitir llamar pardmetro de
desorden, tal que

5 = (2.1)

loo
£==2. (2.2)

Asi, la longitud de localizaciéon [, puede ser obtenida fijando valores para £ y con-
siderando alambres de tamano L. Ademaés, utilizando las ecuaciones de Thouless
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£=1000 £=0.95

Figura 2.2: Distribucion de espaciamientos entre energias consecutivas P(s) para el 1DAM de
tamanio L=1000, sin acoplamiento al exterior. Cada histograma estd dividido en 80 bins, con-
siderando para los cdlculos 108 datos de 2000 realizaciones de alambres para cada pardmetro de
desorden & indicado en los paneles. Las curvas rojas corresponden a las distribuciones de Wigner-
Dyson y Poisson respectivamente.

(1.4) y (1.5) se obtiene el ancho de la distribucién uniforme, w, que da lugar a los
potenciales de sitio aleatorios escogidos de —w/2 a w/2; asi mismo el acoplamiento
a primeros vecinos es I/ = 1. Los valores escogidos para £ son los mismos usados
en [18], para reproducir los resultados reportados, afiadiendo £ = 1000 y £ = 10.

En el capitulo anterior se mencioné que el régimen balistico indica & > 1, el
régimen difusivo o cadtico senala & ~ 1 y el régimen localizado es £ < 1. En
este sentido, la Fig. 2.2 muestra que la distribucién P(s) en el régimen balistico
se aproxima a una funciéon delta centrada en s = 1. Al acercarse al régimen cadtico,
se puede usar la RMT para predecir la forma de la P(s) usando la simetria adecuada,
en nuestro caso el 1DAM tiene simetria de inversiéon temporal al igual que el GOE,
y para este sistema la distribucién de espaciamiento entre niveles P(s) puede ser
descrita por la distribuciéon de Wigner-Dyson (WD) dada por

T 7

Pyp(s) = =sexp (—32> . (2.3)
2 4

Por ultimo, en el régimen localizado los autoestados estan localizados, cuestion

que permite asumir que los autovalores estan completamente descorrelacionados y

por argumentos estadisticos [22] se puede mostrar que la P(s), toma la forma de la
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Figura 2.3: Distribucion de espaciamientos entre energias consecutivas P(s) para el 1DAM, con
alambres de tamaiio L=1000. Cada histograma fué construido con 10° datos, los valores de & se
encuentran alrededor del régimen difusivo. La linea continua roja en cada panel representa la dis-
tribucion de Wigner-Dyson. En cada panel se indica el valor de la estadistica chi-squared, x>.

distribucion de Poisson,

P(s) = exp(—s). (2.4)

En [18] se menciona que la distribucién de WD coincide con la curva de £ = 0.48,
sin embargo en los resultados reportados no se mostro graficamiente dicha afirmacién,
cuestién que realizamos en la Fig. 2.2. Prestando atencién a la curva P(s) corre-
spondiente a £ = 0.48, se observa que el histograma no coincide perfectamente con
la distribucion de WD. Asi que decidimos dibujar las curvas de P(s) para valores
cercanos a & = 0.48, con el proposito de buscar una mejor corrrespondencia entre
los histogramas con la distribucién de WD. Como se puede apreciar en la Fig. 2.3,
tomamos valores de £ desde 0.29 hasta 0.81, sin embargo en el rango para £ de 0.53
a (.67 se muestra visualmente una mejor correspondencia entre los histogramas y la
distribucion de WD (curva roja).

Para establecer el valor de £ que ajusta mejor la P(s) con la distribucién de WD,
se realiz6 la estadistica chi-squared [23], x?, para medir la correspondencia entre los
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Figura 2.4: La estadistica chi-squared, x?, para la distribucién de Wigner Dyson, como funcién del
parametro de desorden & alrededor del régimen difusivo.

datos numéricos y la distribucién de WD, de manera que el valor de £ que minimiza
x? es el que relaciona mejor ambas curvas, ver Fig. 2.4. Se encontré que dicho valor
es ¢ = 0.62, el cual tomaremos en cuenta en el Capitulo 4. Por ahora nos enfocaremos
en la reproducion de resultados previos.

Es importante mencionar aqui que la distribucién de WD, ver Ec. (2.3), es una
aproximacion para describir el GOE. Ademads, que la propiedad méas importante de
esta distribucion es la repulsién de niveles cercanos, la cual ocurre cuando s — 0,
y por tanto P(s = 0) = 0. Esto es, en los regimenes donde las funciones de onda
estan extendidas sobre el sistema (balistico y difusivo), este fenémeno es llamado
generalmente repulsidn de niveles y deja de existir en el régimen localizado cuya P(s)
se espera sea la distribucion de Poisson, ver Ec. (2.4), donde P(s = 0) # 0.

Teniendo en cuenta la repulsion de niveles, Izrailev propuso una distribucién P(s)
[24,25] que describe analiticamente las situaciones intermedias entre los tres regimenes
de transporte; desde una funciéon delta para el régimen balistico, pasando por la
distribucion de WD en el régimen cadtico hasta llegar a ser la distribucion de Poisson
para el régimen localizado. La distribucion de espaciamientos mencionada esta dada
por:

Py(s) = Az? (1 + BBz) ™ exp [—iﬂxQ - (1 - g) x] , T = gs, (2.5)

donde A y B son parametros de normalizacién que satisfacen las condiciones

/OOO Ps(s)ds = /Ooo sPs(s)ds =1, (2.6)

y [ es conocido como el parametro de repulsion, ya que describe el grado de repulsion
entre niveles cercanos. La funcién f(f) en (2.5) ajusta la distribucién Ps(s) a las tres
distribuciones de la teoria de matrices aleatorias; GOE, GUE y GSE y a la distribucion
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Figura 2.5: Los histogramas corresponden a la distribucion de espaciamientos P(s) para L = 1000 y
las lineas rojas muestran el ajuste de la distribucion de Izrailev Pg(s). Cada histograma fué dividido
en 80 bins y considerando 10° datos, obtenidos de 2000 realizaciones de alambres. En cada panel se
muestra el pardmetro de desorden &, el valor de ajuste para B y el valor para la estadstica x> entre
el ajuste (curva roja) y el histograma.

Poissoniana utilizando los valores apropiados de § = 1,2,4 y 0 respectivamente, la
funciéon de ajuste es

= 72) — 0.16874. (2.7)

La funcion (2.5) es conocida como distribucion de Izrailev 'y es vélida para cual-
quier valor de § de 0 — co. Cuando 8 = 1 la distribucion de Izrailev se aproxima a
la distribucién de WD, para 8 > 1 la distribucién Ps(s) tiende a una funcién delta
centrada en s = 1 porque todos los valores propios llegan a ser igualmente espaciados,
por dltimo cuando 5 — 0 la Ps—¢(s) se reduce a la distribucion de Poisson [18, 26].
En la Fig. 2.5 se realiz6 un ajuste de la distribucién de Izrailev a las curvas numéricas
obtenidas en la Fig. 2.2 para caracterizarlas con su respectivo parametro de repulsién
p.

Es interesante ver en la Fig. 2.5 que para valores muy grandes de £, por ejemplo
en £ = 1000, la P(s) del 1IDAM tiende a una funcién delta atin cuando no pudimos
hacer un ajuste de la distribucién de Izrailev al histograma dado que el graficador
utilizado (xmgrace) no lo permitié. Sin embargo, los histogramas y la distribucién de
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Izrailev tienden a una funcién delta cuando £ y 8 son muy grandes.

Figura 2.6: Pardmetro de repulsion B en funcion del pardmetro de desorden £. Cada simbolo fue
calculado para muestras de tamanio L =1000 y diferentes valores para . La linea roja es un ajuste
lineal con coeficientes A = 1.6365 £+ 0.02 y C' = 0.095 + 0.03. El coeficiente de correlacion para el
ajuste lineal es r =0.998.

Para ver cémo se relaciona el parametro de repulsion 5 con & realizamos el mismo
procedimiento usado para la Fig. 2.5, ajustando la distribucién de Izrailev a cada
curva numérica para conocer el parametro [ que corresponde a cada valor de . La
relacion entre estos pardametros se muestra en la Fig. 2.6, donde se puede apreciar
que el pardmetro [ tiene una dependencia lineal como funcién de &, se realizdé un
ajuste lineal a los datos numéricos (simbolos negros) y se encontr6 que la funcién que
relaciona los parametros es

f=Al+C; con A=164+0.02 y C=0.09+0.03. (2.8)

Ahora sabemos que 3 es linealmente proporcional a £ y a su vez £ es proporcional
a l, ver Ec. (2.2), entonces podemos decir que el parametro de repulsién también es
proporcional a la longitud de localizacion. Ademas con relacién (2.8) es posible cono-
cer el parametro de repulsion que corresponde a £ = 1000 y graficar la distribucién
de izrailev. Es importante resaltar que la energia utilizada para obtener la Ec. (2.8)
fue £ = 0, debido a que éste es el valor en el centro de la banda y la densidad de
estados es aproximadamente constante.

2.2 Escalamiento de un sélo parametro

La hipétesis del escalamiento de un sélo pardmetro fué desarrollada en [2] desde
el contexo del transporte de sistemas conductores desordenados. En particular, to-
das las propiedades de dispersion de muestras de tamano finito estan determinadas
solamente por la razén [, /L la cual es conocida en la literatua como el pardmetro
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Figura 2.7: Distribucion de espaciamientos de energias consecutivas P(s) para el 1DAM de tamano
L=50, 100, 500 y 1000, sin acoplamiento al exterior. El parametro de desorden & estd indicado en
cada panel.

de escalamiento, por lo tanto para un valor fijo de la razén I, /L se espera que las
propiedades de transporte sean invariantes al cambiar el tamano L. En el desarrollo
de este trabajo hemos llamado a dicha razén pardmetro de desorden &, al cual se le
han asignado valores fijos para muestras de tamano L = 1000, ver Fig. 2.2, si fijamos
el valor de £ podemos esperar que la distribuciéon P(s) también sea invariante cuando
consideramos diferentes tamanos L del sistema.

Para comprobar la invarianza de la forma de P(s) para diferentes tamanos L
usamos como referente la Fig. 2.2, donde se graficaron los histogramas de P(s) de
muestras de tamano L = 1000 para diferentes valores de £. En la Fig. 2.7 realizamos
el mismo procedimiento, pero ahora considerando muestras de tamanos L = 50, 100
y 500. Observamos precisamente que la distribucién P(s) no depende del tamario
L. Esta cuestion permite confirmar que las propiedades espectrales del 1IDAM sélo
dependen del parametro &.

2.3 Propiedades de dispersion
A continuaciéon, se pretende abrir el sistema conectando las dos terminales del

alambre finito a alambres semi-infinitos “ideales”, ver Fig. 2.8. De acuerdo al capitulo
anterior, el modelo que permite acoplar la regién interna al continuo esta descrito por
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Figura 2.8: Modelo de Anderson unidimensonal de tamarnio L con dos terminales acopladas en los
lados opuestos con magnitudes de acoplamiento ’yL y VP” respectivamente.

el Hamiltoniano efectivo H.g, ver Ec. (1.7),

c=L,R

Por conveniencia elegimos ¢ = 0 y I/ = 1. En la expresion anterior (2.9), la matriz
Wonn contiene la informacién de las terminales acopladas al sistema.

Ahora bien, existe una expresion mas general para el Hamiltoniano efectivo, que
hace explicito el vector de onda k que incide en el alambre y a su vez depende de la
energia I/, este H.4 tiene la forma:

ik
Heg = H — %WWT, k = arccos(F/2). (2.10)

La matriz W es de tamano L x2M , con M = 1 debido a que el IDAM es unimodal.
Esta matriz especifica los sitios del alambre que se encuentran conectados al exterior.
En nuestro caso los sitios acoplados se representan por los elementos Wy y W,,,,, por
lo tanto son los Unicos elementos de la matriz W diferentes a cero,

Wll 0
0 0

w=1| . | (2.11)
0 Wnn

Es importante mencionar que las ecuaciones (2.9) y (2.10) son equivalentes. A
partir de la Ec. (2.10), es posible calcular las propiedades de trasporte a partir de
la matriz dispersion S(FE). Consideramos la magnitud de acoplamiento perfecto en
cada terminal, esto es v* = 4% = 2 [18]. Consecuentemente, se procede a calcular la
matriz dispersién que usando métodos estandar puede ser escrita de la forma [27-29]

1

T t/ T
E—Hy

S(F) = ( P ) =1—2isin (k)W W, (2.12)
donde r y 7’ son las matrices de reflexién, ¢ y ¢’ son las matrices de transmisién del
sistema mostrado en la Fig. 2.8. Estas matrices son de tamano M x M.

Dada la matriz de dispersion S(F), solo estudiaremos la funciéon de transmision
que en la literatura también es conocida como la conductancia adimensional, pues el
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objetivo es reproducir resultados ya reportados sobre esta cantidad. Una expresion
para la conductancia fue propuesta por Landauer, en términos de los coeficientes de
transmision y reflexion, la cual se generalizd para n canales acoplados al alambre,
consecuentemente la conductancia adimensional G se puede expresar como [10,11]

G = Tr(tth), (2.13)

siendo ¢ el coeficiente de transmisién de la matriz dispersiéon S, Ec. (2.12). Adicional-
mente, en el 1IDAM cuando el desorden es fuerte el promedio de la conductancia es
exponencialmente pequena debido a la fuerte localizacion de los autoestados. Sin em-
bargo, para este caso GG no es una cantidad auto-promediada porque la varianza puede
ser mas grande que el propio promedio; por lo tanto, para caracterizar adecuadamente
las propiedades de transporte de muestras con una conductancia exponencialmente
pequena, se debe hacer referencia al promedio del logaritmo de G, que depende de la
razon l. /L, debido a la teorfa de escalamiento de un sélo parametro, Ec. (1.6):

e

lOO

En la Fig. 2.9 se calculé numéricamente el promedio del negativo de la conduc-
tancia (—InG) como funcién el tamano del alambre L, utilizando la Ec. (2.13) para
energias: £ =0,0.1,0.25 y 1, los resultados obtenidos se representan con los simbolos
correspondientes. El desorden de los potenciales de sitio esta dado por la ecs. (1.4)
y (1.5) que se relacionan con la longitud de localizacion [, a la cual le asignamos los
valores [, = 10,100 y 1000. Los resultados numéricos fueron comprobados utilizando
la Ec. (1.6), consiguiendo las lineas discontinuas de color negro.

Hasta aqui, se han reproducido consistentemente los resultados ya reportados en
[18,21], los cuales fueron incluidos en el Apéndice (Fig. A.1y Fig. A.2) parael IDAM,
permitiendo asegurar que los programas de computo construidos para los calculos
numeéricos son correctos. En los capitulos subsecuentes, usaremos estos resultados
como referencia para realizar el estudio de propiedades estadisticas, por medio de
la P(s) de sistemas desordenados unidimensionales abiertos en los tres regimenes de
transporte utilizando el 1DAM abierto.
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Figura 2.9: Promedio del negativo del logaritmo de la conductancia (—InG) como funcién de L
para el 1IDAM. Se consideraron cuatro valores para la energia E = 0, 0.1, 0.25 y 1; los cdlculos
numeéricos para cada valor de E se representan con cuatro simbolos diferentes. Las lineas punteadas
representan las curvas tedricas obtenidas de la Ec. (1.6). Los promedios fueron calculados a partir
de 10° realizaciones de alambres.






Capitulo 3

Distribucion de espaciamientos
para el GOE abierto

En este capitulo se realiza un estudio de la distribuciéon de espaciamientos entre
resonancias consecutivas P(s) del ensamble gaussiano GOE abierto, usando como refe-
rencia la investigacion realizada en [20] para este sistema. Se construyeron programas
de computo para extender el estudio realizado en [20].

3.1 Descripcion de la P(s) del GOE abierto

La RMT generalmente es utilizada para estudiar el comportamiento estadistico de
sistemas complejos a través de ensambles de matrices llenas determinadas tinicamente
por su simetria; los elemenos son elegidos de una distribucién gaussiana no correla-
cionada. El GOE corresponde a matrices reales y simétricas de tamano N x N,
ademas tiene simetria ante inversién temporal. El GUE es una matriz hermitiana
de tamafio NV X N que no preserva simetria ante inversion temporal. Por tltimo, el
GSE es una matriz N x N cuyos elementos son variables aleatorias cuaterniénicas
independientes.

Una cantidad estadistica que permite analizar las propiedades espectrales de los
tres ensambles gaussianos es la distribuciéon de espaciamientos P(s) propuesta por
Wigner-Dyson como una aproximaciéon a 2 niveles, para ensambles Gaussianos sin
acoplamiento a exterior [22]

Ps(s) o sPe= (4257, (3.1)

aqui [ es el indice de Dyson que depende de la simetria del sistema (GOE g = 1,
GUE =2y GSE  =4) y A es una constante de normalizacion.

Por otro lado, en [20] se estudié por primera vez de forma numérica, tedrica
y experimental (utilizando cavidades cadticas de microondas) la P(s) de los tres
ensambles GOE, GUE y GSE acoplados al continuo, los cuales estan caracterizados
por las resonancias dadas por los polos de la matriz dispersion S que a su vez coinciden

21
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con los autovalores complejos del Hamiltoniano efectivo (1.7), aqui H son las matrices
aleatorias de cada ensamble con N niveles de energia y iW W contiene la informacién
de los M canales acoplados al exterior, de hecho se considera que las amplitudes de
acoplamiento tienen media cero y covarianza: (WS(WS)%) = (1/1)8,w6°, siendo
(1/7m) la fuerza del acoplamiento y a su vez es un parametro libre.

Los autovalores complejos de H g son

Z, =E, — %Fn (3.2)

donde FE, y I',, son las autoenergias y el ancho de las resonancias del sistema abierto
respectivamente.

Finalmente, en [20] se obtuvo una expresion analitica para la P(s) de los tres
ensambles Gaussianos acoplados al exterior, como una extension de las distribuciones
de WD correspondientes.

Ahora, las matrices Hamiltonianas que tienen invarianza ante inversién temporal,
son reales y simétricas. Esta es una propiedad que comparten el GOE y el 1DAM,
aunque es evidente que ambos modelos representan a sistemas diferentes. Por lo
tanto, centraremos nuestra atencién en la P(s) del GOE obtenida analiticamante
en [20], dejando de lado los ensambles GUE y GSE, para comparar en el siguiente
capitulo la P(s) del GOE y del 1IDAM. Por ahora, la distribucién de espaciamientos
para el GOE acoplado a un canal es

_ A o0 1
Pl (s) = n, (A/2)52/0 dp—— o~ (A16)a?~(n/2)z

16 \/ 52+ a?/4

[(852 +2%) I, (’ﬁ;) +2°L (ﬁ‘fj)] . (3.3)

donde A es una constante de normalizacion, x proviene de un cambio de variable
r=17+T5e I, son las funciones modificadas de Bessel de primera clase. Se puede
observar que en el limite 1/n — 0, la distribucién (3.3) tiende a la distribucién de
WD. La expresion anterior, fue verificada y validada comparando con simulaciones
numéricas y con datos experimentales obtenidos de cavidades cadticas abiertas de
microondas.

3.2 Estudio exhaustivo de la P(s) para el GOE

Partiendo de la expresién obtenida en [20] para la distribucién de espaciamientos
del ensamble GOE abierto, ver ec. (3.3), realizamos un estudio mas detallado de
la P(s) cuando se consideran diferentes valores del acoplamiento 1/n. Por lo tanto,
asignamos valores a 7 en la expresion mencionada y la constante de normalizacién A
es determinada usando las condiciones
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Figura 3.1: Distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas para el ensamble GOE
normalizada, con acoplamiento al exterior en un canal (M =1). Se consideraron diferentes valores
para 1) en la ec. (3.3). Las flechas indican que n crece. Ademds, se ha incluido la distribucion de
WD, Pwp(s), como referencia.

/OOO P(s)ds = /oo sP(s)ds = 1. (3.4)

0

Calculamos las integrales numéricamente, para obtener la constante de integracion.
Teniendo en cuenta que el valor de A debe estar entre 7/4 y /2.

En la Fig. 3.1 graficamos las curvas resultantes de la ec. (3.3) para diferentes
valores de 7. Sin embargo, debido al rango en el que la constante A esta determinada,
[7/4, 7/2], sélo es posible considerar valores para n desde 0.25 hasta 34, los cuales
satisfacen las condiciones (3.4). Es evidente en la Fig. 3.1 que si la magnitud del
acoplamiento 1/1 es pequena, la distribucién Pir—(s) — Pyp(s) (ver la curva para
n = 34), como se mencioné en la seccién anterior. Pero a medida que aumenta el
acoplamiento 1/7, la curva P(s), en s = 0, se va desplazando hacia arriba de forma
continua.

La familia de curvas de la Fig. 3.1 describen el sistema GOE cuando es acoplado
a un canal (o terminal) con magnitudes 1/7, sin embargo el modelo de acoplamiento
utilizado en el articulo de referencia [20], es diferente al modelo utilizado en este tra-
bajo, ver ec. (2.9), por lo tanto el objetivo en esta parte es mostrar c6mo se relacionan
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Figura 3.2: Distribucién de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para el GOE, de
tamano L =100 acoplado al exterior a un canal con magnitudes . Cada histograma estd dividido
en 80 bins, considerando para los cdlculos 108 datos. En la parte superior derecha se presenta con
mdas detalle la P(s) cerca de s = 0.

las magnitudes de acoplamiento 1/n y 7 de ambos modelos; y posteriormente, en el
siguiente capitulo, comparar la P(s) para el GOE y el IDAM en el régimen cadtico.

Para comenzar, se construyeron las curvas P(s) obtenidas por calculos numéricos
utilizando el hamiltoniano efectivo (2.9) del modelo de enlace fuerte abierto con una
terminal acoplada, los niimeros aleatorios que caracterizan la parte hermitiana H,,,
del ensamble GOE corresponden a una distribucién gaussiana, los cuales tienen media
cero y varianza 1 en la diagonal principal, y fuera de ella tienen media cero y varianza
1/2.

Los histogramas resultantes de los calculos numéricos se muestran en la Fig.3.2,
considerando magnitudes de acoplamiento v = 0,0.001,0.01,0.1, 1, 10, 100, 1000 con
el fin de recorrer diferentes 6rdenes de magnitud, incluyendo el caso cerrado, es decir
v =0.

Como se puede observar en la Fig. 3.2 el efecto de acoplar el sistema con magni-
tudes v genera que la P(s) sea diferente de cero en s = 0. La linea negra corresponde
a la distribucién de espaciamientos del sistema cerrado v = 0. Cuando el sistema es
acoplado con magnitudes pequenas, es decir de v = 0.0001 hasta v = 0.1, los his-
togramas no muestran un cambio significativo respecto a la curva del sistema cerrado.
A partir de v = 1 (curva roja) la P(s) manifiesta un desplazamiento en s = 0, y es
méaximo en v = 10 (curva azul), pero si seguimos aumentando el acoplamiento ~ las
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curvas en s = 0 ahora dismuyen su desplazamiento (ver las curvas violeta y verde). De
acuerdo a lo anterior, se manifiesta un maximo desplazamiento de la P(s) en v = 10
y recordando que el tamano utilizado para los cdlculos fué L = 100, es posible inferir
que el sistema GOE siente el maximo efecto de la dispersion cuando la magnitud de
acoplamiento es v = /L, por lo tanto es necesario reescalar el acoplamiento, para
que sea independiente del tamano L.

La razén por la cual es necesario reescalar cuando se trabaja con el ensamble GOE,
es porque este sistema obedece a la ley del semicirculo de Wigner [30] que establece

que la densidad de estados (DOS) esta descrita por un semicirculo, en el intervalo
[—2v/L,2v/L] y tiene de la forma

() = { (2/%)\/01 — E? para |E|<1 (3.5)

para |E| > 1,

entonces, los valores para la energia E son los autovalores reales de (2.9) que norma-
lizados corresponden a FE;/ V'L para el sistema cerrado, y por tanto el espaciamiento
promedio de niveles (mean level spacing) es A o 1/4/L [31]. En este sentido, para
obtener la distribucién de espaciamientos del ensamble GOE con acoplamiento nor-
malizada, independiente del tamanio L, es necesario escalar el acoplamiento v con una
nueva magnitud  tal que

P (3.6)

VL

3.2.1 Desplazamiento Ap) para el GOE

Para comprobar que la nueva magnitud de acoplamiento x escala adecuadamente
la P(s), se propuso una cantidad Ap() que mide el desplazamiento de la distribucién
P(s) de las curvas numéricas (histogramas) en s = 0 causado por el acoplamiento.

0.8 ‘ T

Figura 3.3: Curva roja: Distribucion de WD para el ensamble GOE cerrado. Histograma: P(s)
numérica para L = 100.
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Figura 3.4: Desplazamiento Apqy de la distribucion de espaciamientos P(s) en funcion del
acoplamiento k para el GOE acoplado a una terminal con muestras de tamarios L =100, 200 y
400. La linea verde indica x = 1. Cada simbolo fué calculado con 10° datos.

Teniendo en cuenta que: (i) un histograma representa un conteo de nimeros que
caen en un intervalo [s;_1,s;] y (ii) la distribucién de WD para el sistema cerrado en
s =0 es P(s) =0, como se observa en la curva roja de la Fig. 3.3. Buscamos en los
datos que generan el histograma (curva negra) un intervalo [0, s;] donde el conteo de
nimeros fuera cero, encontramos en promedio que s; = 1 x 1072, Entonces, cuando
se abre el sistema, v # 0, el conteo de ntimeros en [0,1 x 1073] serd diferente de cero,
por lo tanto el valor que cuantifica el desplazamiento generado por el acoplamiento
corresponde a un area con base s; = 1 x 1072 y altura N, oneo que representa el conteo
de ntimeros en [0, s1], de manera que el desplazamiento Ap) es:

AP(O) = 51 * Neonteo (37)

Usando la cantidad Ap () medimos cuantitativamente el desplazamiento de la P(s)
en s = 0 generado por el acoplamiento para alambres de tamano L =100, 200 y 400
considerando la magnitud x = v/ VL. Los resultados se muestran en la Fig. 3.4,
donde se puede ver que el desplazamiento Ap(g) es mdximo cuando s ~ 1.
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Figura 3.5: Distribucién de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para el GOE, de
tamanio L =50, 100, 200, 400, 500 y 1000, acoplados al exterior por un canal con magnitudes k.

3.2.2 Relacién entre los acoplamientos del modelo tedrico y
numérico del GOE

Ahora, considerando la nueva magnitud de acoplamiento escalada, k, se graficaron
los histogramas de la distribucién de espaciamientos P(s) para tamanos L =50, 100,
200, 400, 500, 1000, con acoplamientos k =0.1, 1 y 10 como se indica en cada panel
de la Fig. 3.5. Se puede notar que para cada valor de k las curvas se superponen para
todos los valores de L mostrados, excepto para L = 50 (curva verde); la explicacion es
que el sistema GOE debe cumplir que el tamano del sistema L debe ser mucho mayor
comparado con el nimero de canales acoplados M, L > M, para poder evidenciar
un comportamiento asintético, es decir un comportamiento aproximadamente igual.
Pero ;Qué significa M > L7, como informacién complementaria presentamos en las
Figs. A4 y A.5 del Apéndice con mas detalle el comportamiento de las curvas P(s)
desde L = 50 hasta L = 100 para M = 1y M = 2, es evidente que alrededor de
L = 95 las curvas presentan fluctuaciones para 1 y 2 terminales acopladas, por lo
tanto consideramos que aproximadamente L > 100 las curvas tienen la misma forma
como se puede notar en la Fig. 3.5.

Hasta aqui, hemos logrado establecer el modelo de acoplamiento para el ensamble
GOE nuérico independiente del tamano L, por medio de la magnitud escalada k, que
puede ser escrito como

Heff =H — %(Hén,l)(smna (38)

para compararlo con el modelo de acoplamiento del articulo de referencia [20], donde
la magnitud de acoplamiento es 1/7.

A continuacién, se describe el procedimiento para relacionar las magnitudes de
acoplamiento x y 1/n. Primero, se obtuvieron las curvas numéricas (histogramas)
para diferentes valores de x, con L = 200; luego, sobre la familia de curvas tedricas,
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Figura 3.6: Distribucion de espaciamientos P(s). La curva roja se obtiene de la Eec. (3.3) con la
magnitud de acoplamiento 1/n = 0.4 y el histograma se obtuvo de cdlculos numéricos de la Ec. (3.8)
con k = 1. Los valores de  y 1/n corresponden al minimo de x?.

obtenidas de la Ec. (3.3) para diferentes valores de n en la Fig. 3.1, se graficaron
cada uno de los histogramas obtenidos para observar la correspondencia entre x y
1/n, verificando el mejor ajuste con la estadistica chi-squared, de manera que se
encontraron los valores de k y 1/n para los cuales x? es minimo. Un ejemplo es
mostrado en la Fig. 3.6 para k = 1 y 1/ = 0.4, los cuales minimizan la estadistica
chi-squared a x? = 0.300452.

Finalmente, se realiz6 el mismo procedimiento para diferentes magnitudes xy 1/7,
registrando en una tabla de datos los valores que minimizaban y? (ver la Tab. 3.1).
En la Fig. 3.7 se graficaron los datos obtenidos, en la que se puede observar la relacion
que guardan las magnitudes k y 1/n, nétese que alrededor de k ~ 1 es maximo el
acoplamiento para 1/, antes y después de este punto el comportamiento de la curva
es mondtono y aproximadamente simétrico.
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k[ 1n X

0.0 |0.04 |0.1199
0.02 | 0.043 | 0.1223
0.04 | 005 |0.1256
0.07 | 005 |0.1191
01 | 0.066 | 0.129
02 |01 |0.1416
04 |02 |0.1971
0.7 029 |0.2566
1.0 |04 | 03004
2.0 | 0416 | 0.3082
10 | 025 |0.2301
7.0 | 0.166 | 0.1864
10.0 | 0.133 | 0.1706
200 |01 | 0.1568
40.0 | 0.066 | 0.1363
70.0 | 0.066 | 0.1383
100.0 | 0.066 | 0.1361

Tabla 3.1: Correspondencia entre las magnitudes de acoplamiento 1/n y k con su respectivo x>.
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Figura 3.7: Relacién entre las magnitudes de acoplamiento 1/n y k para el ensamble GOE. Cada
simbolo representa la pareja de datos de la Tab. 8.1 donde se muestra su respectivo x2.






Capitulo 4

Distribucion de espaciamientos
para el 1DAM abierto

En este capitulo se estudia numéricamente la distribucion de espaciamientos entre
resonancias consecutivas P(s) del 1IDAM acoplado al exterior por una y dos termi-
nales en los tres regimenes de transporte. En el régimen cadtico demostramos que la
distribucién P(s) obtenida analiticamente en [20] para el GOE acoplado por un canal,
también describe a la P(s) del 1IDAM abierto por una terminal. Adicionalmente, se
calcula la separacion de la funcién P(s) en s = 0 cuando se abre el sistema con magni-
tudes de acoplamiento v por medio de una variable propuesta llamada desplazamiento

AP(O)-

4.1 P(s) del IDAM en el régimen difusivo

Hemos mencionado en la Seccién 2.1 que el ensamble GOE de la RMT describe
sistemas cadticos con simetria de inversion temporal, de igual manera mostramos
que los regimenes de transporte del 1IDAM estan caracterizados por el parametro £ y
encontramos que £ = 0.62 corresponde al régimen caotico o difusivo, pues alli es donde
existe un mejor ajuste con la distribucion de WD (ver Fig. 2.3). La diferencia entre
el GOE y el 1IDAM es que Hamiltoniano del GOE es una matriz llena de ntimeros
aleatorios, mientras que el Hamiltoniano del 1IDAM sélo tiene niimeros aleatorios en
la diagonal principal . Sin embargo, ambos sistemas tienen simetria bajo inversién
temporal. Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo principal de esta seccién es
comparar la distribucién P(s) obtenida tedricamente en [20] para el GOE abierto con
los histogramas de P(s) obtenidos numéricamente para el IDAM abierto.

!Fisicamente el GOE representa sistemas muy complejos debido a las interacciones entre
particulas las cuales se modelan con ntimeros aleatorios, pero no tiene una dimensionalidad definida
(depende del tamaiio de las matrices que conforman el ensamble). Por otro lado, el IDAM representa
alambres unidimensionales con interacciones constantes a primeros vecinos.

31
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Figura 4.1: Distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para el 1DAM
acoplado al exterior por una terminal con magnitudes v. L =100.
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Figura 4.2: Distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para el 1DAM, de
tamanio L =50, 100, 500 y 1000, acoplados al exterior por un canal con magnitudes v = 0.1, 1 y 10.

En el capitulo anterior, comparamos las curvas numéricas de la distribucién P(s)
del ensamble GOE con las curvas teéricas obtenidas de la Ec. (3.3) para una terminal
acoplada, se encontro graficamente la relacién entre los parametros de acoplamiento
1/n vy k, ver Fig. 3.7. Ahora, se pretende comparar los resultados obtenidos en el
capitulo anterior con el IDAM que obedece al Hamiltoniano efectivo (2.9), para ello
s6lo conectaremos el sistema interno a una terminal con v = 7, entonces v = 0.
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Figura 4.3: Histogramas de la distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s)
para el 1IDAM de tamario L =100, con acoplamiento al exterior por una terminal. Las lineas rojas
corresponden a las curvas teoricas del ensamble GOE con acoplamiento k = 7y y las lineas azules
corresponden a las curvas tedricas del ensamble GOFE que muestran mejor correspondencia con la
P(s) del 1DAM.

Dado el hamiltoniano efectivo, se graficé en la Fig. 4.1 las curvas numéricas (his-
togramas) de la P(s) para el IDAM en el régimen cadtico, £ = 0.62, con magnitudes
de acoplamiento v = 0,0.01,0.1, 1, 2,10 y 100, con el fin de recorrer diferentes 6rdenes
de magnitud, incluyendo el caso cerrado v = 0 y el valor de 2 ha sido incluido por
conveniencia, ya que esta magnitud de acoplamiento es un valor critico para el cual el
sistema 1DAM se acopla de manera 6ptima al exterior y es conocido frecuentemente
como acoplamiento perfecto [18,32,33].

Adicionalmente, en la Fig. 4.2 mostramos que la distribucién de espaciamientos
entre resonancias consecutivas del 1IDAM es invariante cuando se consideran sistemas
de diferentes tamanos L, por lo tanto no es necesario escalar el acoplamiento como se
hizo para el GOE en el capitulo anterior.

Ahora, recordemos que en la Seccién 3.2.2 encontramos una relacién entre los
acoplamientos k£ y 1/n del modelo numérico y teérico del GOE (ver Fig. 3.7). En-
tonces, graficamos en la Fig. 4.3 las curvas tedricas de la P]@::ll(s) correspondientes
a k = 0.01, 0.1, 1, 2, 10, 100 (color rojo), los histogramas representan la P(s) del
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Figura 4.4: Relacién entre el acoplamiento 1/n, ver Ec. (3.3), con el acoplamiento k para el ensamble
GOE (tridngulos) y para el 1DAM (circulos). Cada simbolo fué calculado para muestras de tamanio
L=100 y 10° datos.

1DAM con magnitudes de acoplamiento 7y, notese que consideramos los mismos va-
lores para k y 7. Comparando las curvas tedricas (de color rojo) con los histogramas
se observa en algunos casos, por ejemplo v = 1 y v = 2, que la curva roja tiene
un comportamiento diferente al histograma. Sin embargo, encontramos otras curvas
tedricas (color azul) de la Fig. 3.1 que se ajustan mejor a los histogramas.

La estadistica chi-squared [23], x?, se calculé para medir la correspondencia entre
los histogramas y las curvas tedricas (de color rojo y azul). En cada panel se muestra
el valor de x? respectivamente. Es evidente que las curvas de color azul minimizan
el valor de x2. En este sentido, es necesario estudiar la relacién que existe entre el
pardmetro de acoplamiento v del 1IDAM con el pardmetro 1/n de la Ec. (3.3).

La relacién entre los parametros de acoplamiento se reporta en la Fig. 4.4, por
medio de los simbolos de color azul, considerando en el 1DAM el parametro k =
v/2 para que el acoplamiento perfecto sea en K = 1 y comparar con la relacién
ya obtenida en la Fig. 3.7 para el GOE (tridngulos rojos). Se puede observar que
el comportamiento de ambas curvas es similar, en el sentido que son mondtonas y
aproximadamente simétricas alrededor de k = 1, sin embargo existe una diferencia
entre las curvas que relacionan los parametros de acoplamiento de cada sistema, GOE
y 1IDAM, con el acoplamiento del modelo teérico, ya que es diferente el sistema interno
del GOE y del 1IDAM, como mencionamos en lineas anteriores el hamiltoniano H,,,
para el GOE es una matriz completamente llena de ntimeros aleatorios, mientras que
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para el 1IDAM soélo hay ntmeros aleatorios en la diagonal principal.

El resultado mas importante de esta seccion es que la expresion para la distribucién
de espaciamientos P(s) calculada analiticamente en [20] para el GOE acoplado al
exterior por un canal, también puede describir teéricamente la P(s) para el 1DAM
acoplado al exterior por una terminal en el régimen difusivo (ver Fig. 4.3), teniendo
en cuenta la relacién que existe entre las magnitudes de acoplamiento del modelo
teodrico y del modelo numérico mostrada en la Fig. 4.4.

4.2 P(s) del 1IDAM abierto en los tres regimenes
de transporte

Con el fin de completar nuestro estudio, se extendieron los calculos numéricos
para la distribucién de espaciamientos P(s) del 1IDAM abierto en los tres regimenes
de transporte, balistico (§ > 1), difusivo (£ ~ 1) y localizado (¢ < 1).

Comenzamos acoplando el sistema interno con una terminal v = v, los valores
para el parametro de desorden ¢ son los mismos que se consideraron en el capitulo 2,
ver Fig. 2.2, para mostrar el cambio de los histogramas generado por el acoplamiento.
Los resultados se reportan en la Fig. 4.5, las curvas para v = 0 corresponden al
sistema cerrado. Consideramos el valor critico v = 2 donde ocurre el acoplamiento
perfecto, ademéas de v = 0.1 y 10 para evidenciar el cambio de las curvas con diferentes
parametros 7.

Analizando los histogramas de la Fig. 4.5 podemos decir que en el régimen balistico
la distribucién P(s) muestra un pequeno cambio cuando se acopla el sistema con la
magnitud de acoplaiento perfecto, ver por ejemplo el caso & = 1000, aunque la curva
sigue aproximandose a una funcién delta. A medida que el parametro de desorden
se acerca al régimen difusivo la P(s) empieza a ser afectada sifnificativamente con el
acoplamiento perfecto, por tanto la curva se desplaza en s = 0 y la altura méxima
en s ~ 1 disminuye, ver por ejemplo los casos £ = 10, £ = 2.86, £ = 0.95y £ = 0.48.
Finalmente, acercdndonos al régimen localizado la P(s) deja de presentar cambios
significativos con diferentes valores de «, pues el desorden de la regién interna es tan
fuerte que el hecho de acoplar el sistema al exterior, no afecta significativamente sus
propiedades estadisticas.
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Figura 4.5: Distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para el 1DAM
acoplado al exterior por una terminal con magnitudes v. El pardmetro de desorden & se indica
en cada panel.
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Figura 4.6: Distribucidon de espaciamientos entre energias consecutivas P(s) para el 1DAM acoplado
al exterior por dos terminales con magnitudes v* = v® = ~. El pardmetro de desorden & esta
indicado en los paneles.



Capitulo 4: Distribucion de espaciamientos para el 1DAM abierto 37

v=0.01 v=0.1 vY=2 0 v= 100
. . —

= ’Y:l
S I S R B T e 1 m T m 1]
22 - T T . 1
3 g l T T /‘ b 157100
0_' A Y T H Y i . W R Y T N W N T
1

o

O W N O W OO W OO W

o O

P(s)

P(s)

P(s)

=)
—
[\

Figura 4.7: Panorama general de la distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas,
P(s), para el 1IDAM acoplado por una (histograma color negro) y dos terminales (histograma color
azul) recorriendo los tres regimens de transporte, senalados por los recuadros rojos, indicando el
pardametro de desorden &.

Luego, acoplamos el sistema interno a dos terminales con magnitudes v* y 7, los
valores asignados a dichas magnitudes fueron v* = % = ~, consideramos los mismos
valores para & y 7 usados en el caso anterior. En la Fig. 4.6 se muestra las curvas
resultantes. Es evidente que la P(s) sigue siendo afectada significativamente alrededor
del régimen difusivo cuando se acopla el sistema con la magnitud de acoplamiento
perfecto. Comparando con las curvas obtenidas para una terminal acoplada, se puede
notar que el desplazamiento en s = 0 es mayor, y por tanto y la altura maxima en
s ~ 1 es menor cuando se acoplan dos terminales. En la siguiente seccién haremos
un analisis mas detallado de esta cuestion.

Para ser mas ilustrativos con nuestro estudio, presentamos en la Fig. 4.7 un
panorama general de la distribucién de espaciamientos entre resonancias consecuti-
vas, P(s), para el IDAM dispersivo que transita desde el régimen balistico (£ = 100),
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pasando por el régimen difusivo o cadtico (£ = 0.62) hasta llegar al régimen localizado
(¢ = le —3), como se puede apreciar en los recuadros enmarcados de color rojo. Esto
para una y dos terminales acopladas, v y/o 4% respectivamente.

Es necesario destacar la importancia de este resultado, pues dado el panorama de
la Fig. 4.7 para el 1DAM, es posible conocer la distribucion de espaciamientos entre
resonancias consecutivas en los diferentes regimenes de transporte, cuando el sistema
se acopla al exterior a una o dos terminales con magnitudes ~.

4.3 Desplazamiento Ap para el IDAM

En las Figs. 4.5 y 4.6 se mostraron histogramas de espaciamientos P(s) para IDAM
abierto, es evidente que el hecho de acoplar al exterior, causa un desplazamiento de
los histogramas en s = 0 respecto al sistema cerrado. En la Seccién 3.2.1 ya se
introdujo la cantidad Ap() para medir el desplazamiento en s = 0 del GOE, en esta
seccion utilizaremos la misma cantidad que permite cuantificar dicho desplazamiento
en el régimen difusivo del 1IDAM. Alejandose del régimen difusivo, & — 0, se debe
considerar que la funcion P(s) deja de ser cero en s = 0 cuando el sistema estd
cerrado. En este caso, es necesario realizar un conteo de los niimeros que caen en
el intervalo [0,1 x 1073] con el sistema cerrado. Al realizar el producto del conteo,
Neonteo, con la longitud del intervalo, 1 x 1073, obtenemos un area, A;, que podemos
usar como referencia para medir el desplazamieno Ap() cuando se acopla el sistema
al exterior. Por lo tanto, Ap(g) serd proporcional a la diferencia entre el area del
sistema abierto A, y el area de del sistema cerrado Ay,
Ay — A4

N
siendo N el niimero total de datos que conforman el histograma, en particular usamos
N = 1.002.000.

El desplazamiento Ap(g) como funcién del acoplamiento v del 1IDAM de tamaiio
L = 1000 con una terminal acoplada al exterior se reporta en la Fig. 4.8. Alrededor
del régimen difusivo (£ ~ 1) se observa que el desplazamiento es méximo en v = 2,
es decir, cuando el acoplamiento es perfecto; para magnitudes de acoplamiento v < 2
y v > 2, Ap(g) disminuye significativamente.

En el régimen balistico, cuando ¢ < 1; por ejemplo & = 1000 no hay cambios
representativos, y por tanto el desplazamiento Apy) es cero cuando se acopla el
sistema al exterior, es por ello que sélo calculamos el desplazamiento Ap(y desde
¢ = 10, cerca al régimen cadtico, donde ya se evidencian cambios por efecto del
acoplamiento.

Por 1ltimo, cerca al régimen localizado (§ < 1) el desplazamiento Ap( comienza
a tener un comportamiento fluctuante; por ejemplo en £ = 0.009, para todo v, Ap()
estd por debajo de 0. Por otra parte, en £ = 9.5e—4 y en £ = 9e—6 el desplazamiento
tiene un comportamiento irregular, dificil de analizar.

Ap) = (4.1)
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Figura 4.8: Desplazamiento Ap gy de la distribucion de espaciamientos P(s) en s =0 como funcion
del acoplamiento v para el 1DAM, de tamaiio L = 100, acoplado al exterior por una terminal.
Se consideraron 10 valores para el pardametro de desorden &, alrededor de los tres regimenes de
transporte.

En la Fig. 4.9 se presenta el desplazamiento Ap () como funcién del acoplamiento ~y
del 1IDAM de tamano L = 1000 acoplado al exterior con dos terminales. Al comparar
el rango de Ap(g en las Figs. 4.8 y 4.9, es evidente que la magnitud del desplaza-
miento alrededor del régimen difusivo es mayor cuando el sistema esta acoplado a dos
terminales. En el regimen localizado ocurre el mismo fenémeno que con una terminal
acoplada.

Para comprobar si la cantidad Ap(g cuantifica correctamente el desplazamiento
de la P(s) en s = 0 generado por el acoplamiento, utilizamos la expresién analitica
(3.3) que describe la P(s) del 1IDAM en el régimen difusivo (ver Fig. 4.3) y permite
calcular tedricamente el desplazamiento en s = 0; luego, compararamos con los val-
ores de Ap() obtenidos de los histogramas. En la Fig. 4.10 mostramos la cantidad
Ap(g) obtenida (i) de forma teérica para diferentes magnitudes v y (ii) de forma
numérica como se menciono en la Seccion 3.2.1, observamos que ambas curvas tienen
un comportamiento semejante, lo cual indica que la cantidad Ap() propuesta en éste
trabajo cuantifica adecuadamente el desplazamiento de la P(s) en s = 0.
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Figura 4.9: Deplazamiento Ap gy de la distribucion de espaciamientos P(s) en s =0 como funcion
del acoplamiento v para el 1DAM acoplado al exterior por dos terminales. Se consideraron 8 valores

para el pardametro de desorden &, alrededor de los tres reimenes de transporte.

calculado usando un alambre de tamano L = 100 y 2 x 10* realizaciones.
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Figura 4.10: Comparacién de la cantidad Ap ) obtenida de las curvas numéricas con el desplaza-
miento Ap ) dado por las curvas tedricas de la Fig. 4.5.
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Conclusiones

En esta tesis se realizé un estudio de las propiedades estadisticas de los espaci-
amientos entre resonancias consecutivas de sistemas desordenados acoplados al exte-
rior (continuo de estados), en los tres regimenes de transporte (balistico, difusivo y
localizado). Con este fin utilizamos el Hamiltoniano efectivo no hermitico del 1IDAM
que nos permitié conectar el sistema interno al continuo.

En primer lugar, se estudiaron las propiedades espectrales del 1IDAM cerrado.
Para ello se verificaron los resultados reportados en [18] donde se muestra que la
distribucién de espaciamientos, P(s), en los tres regimenes de transporte es invariante
una vez que se ha fijado el pardmetro £ (escalamiento de un sélo parametro). También
caracterizamos el sistema con la distribucién de Izrailev, que permite relacionar el
parametro de desorden & con el grado de repulsion entre niveles 5. Adicionalmente,
se analiz6 la conductancia, comprobando los resultados reportados en [21] en los que
se evidencia que la cantidad (—In G) decrece linealmente con el tamano del alambre
L, dicha cantidad puede ser independiente de L si fijamos la razén [, /L, entonces
(—In @) incrementa cuando dicha razén también lo hace, es decir cuando el desorden
tiende a ser débil.

Luego, se utiliz6 como referente la expresién analitica de [20] para la distribucion
de espaciamientos entre resonancias consecutivas, P(s), del ensamble Gaussiano GOE
de matrices aleatorias acoplado al exterior por una terminal, ver Ec. (3.3), con mag-
nitud de acoplamiento 1/7. Se realizé6 una extension de este estudio en dos aspec-
tos. Primero, mostramos graficamente el comportamiento de las curvas P(s) para
diferentes valores de acoplamiento 1/7, ver Fig. 3.1. Segundo, encontramos que la
expresion analitica propuesta en [20] para GOE, también describe satisfactoriamente
la P(s) del 1IDAM acoplado al exterior por una terminal en el régimen difusivo. No
obstante, en el transcurso de este estudio exhaustivo, cuyo objetivo era comparar la
P(s) del GOE con la del 1DAM, se verific6 que es necesario redefinir el acoplamiento
para el GOE con la magnitud & = v/v/L, cuando se utiliza el Hamiltoniano efectivo
de la Ec. (1.3), pues se espera que la P(s) dependa solamente de dos pardmetros (£
y 7v) cuando el tamafio del sistema L es mucho mayor que el nimero de terminales
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acopladas. Sin embargo nosotros realizamos un estudio numérico en el que conside-
ramos que para 1 y 2 terminales acopladas, un tamafio muy grande esté representado
por L > 100.

Otro aspecto importante a resaltar en esta parte es que la relacién que existe entre
las magnitudes de acoplamiento 1/n y k para el GOE, es diferente a la relaciéon que
guardan las magnitudes 1/n y v para el IDAM, ver Fig. 4.4. Por lo tanto no se puede
predecir la P(s) del 1IDAM usando el acoplamiento del GOE.

Ademas, la cantidad Ap(g) que hemos propuesto permite hacer un andlisis cuan-
titativo del desplazamiento en s = 0 causado por el acoplamiento. En el régimen
difusivo, es evidente que el acoplamiento es perfecto cuando ocurre el maximo de-
splazamiento. Esta cantidad fue ttil para analizar los sistemas GOE y 1DAM, sin
embargo podria ser utilizada con otros sistemas desordenados que se respresentan con
matrices aleatorias.

Centrandonos en el 1IDAM, se mostr6 que cuando se abre el sistema, la distribucién
de espaciamientos, P(s), sigue siendo invariante una vez que el pardmetro de desorden
¢ = lo/ L tiene un valor fijo. También, nuestro estudio proporciona un panorama gen-
eral que permite caracterizar la P(s) del IDAM acoplado a 1 y 2 terminales con mag-
nitudes v, en los diferentes regimenes de transporte determinados por el parametro
€. Observamos que el efecto mas relevante de la cantidad P(s) en el régimen difusivo
es el desplazamiento que ocurre s = 0. En el régimen localizado se espera que el
acoplamiento al exterior ni tenga efecto en la P(s), ya que el sistema interno presenta
un desorden muy fuerte (y por tanto se encuentra en una fase aislante con autoes-
tados exponencialmente localizados). Respecto al régimen balistico fué sorprendente
que la P(s) no mostrara cambios importantes debido al acoplamiento. Sin embargo
reportamos este resultado dejando abierta la discusion de este aspecto, considerando
la posibilidad de que otra cantidad pueda detectar el efecto del acoplamiento en éste
régimen. Esperamos en un futuro detallar esta cuestion.



Apéndice A
Figuras complementarias

A continuacién se anexan las Figuras referentes a los resultados reproducidos en
el Capitulo 2. También se presentan Figuras complementarias al estudio realizado
del sistema GOE.
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Figura A.1: Los histogramas corresponden a los datos numéricos de L = 1000 y las curvas suaves a
la distribucion de Izrailev. Cada histograma esta dividido en 80 bins y 120 realizaciones de desorden
que son acumuladas. En cada panel se muestra el valor de £ y 8 que minimizan el valor de la
estadistica x*. FIG 9.4 de [18].
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Figura A.2: Promedio del logaritmo de la conductancia (—InG) como funcién de L para el 1DAM,
considerando energias E =0,0.1,0.25 y 1. FIG 2.8 de [21].
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Figura A.3: Distribucion de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para GOE, con
alambres de tamano L =50, 100, 200, 400, 500 y 1000, acoplados al exterior por un canal con
magnitudes k mostrados en cada panel. Cada histograma estd dividido en 80 bins, considerando
para los cdlculos 108 datos.
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Figura A.J: Distribucién de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para GOE con
diferentes tamamnios L, acoplados al exterior por un canal con magnitud k. Cada histograma estd
dividido en 80 bins.
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— L=50

Figura A.5: Distribucidn de espaciamientos entre resonancias consecutivas P(s) para GOE con

diferentes tamanos L, acoplados al exterior por dos canales con magnitudes k. Cada histograma
estd dividido en 80 bins.
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