Benemérita Universidad Autonoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

Simetrias del operador hamiltoniano y operadores conservados

Tesis presentada al
Colegio de Fisica
como requisito parcial para la obtencion del grado de
Licenciado en Fisica
por

José Emmanuel Herrera Flores

asesorado por

Dr. Gerardo F. Torres del Castillo

Puebla Pue.
Enero 2016






Benemérita Universidad Autonoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

Simetrias del operador hamiltoniano y operadores conservados

Tesis presentada al
Colegio de Fisica
como requisito parcial para la obtencion del grado de
Licenciado en Fisica
por

José Emmanuel Herrera Flores

asesorado por

Dr. Gerardo F. Torres del Castillo

Puebla Pue.
Enero 2016






Titulo: Simetrias del operador hamiltoniano y operadores conservados
Estudiante:JOSE EMMANUEL HERRERA FLORES

COMITE

Dra. Mercedes P. Velazquez Quesada
Presidente

Dr. Gilberto Silva Ortigoza
Secretario

Dr. Cupatitzio Ramirez Romero
Vocal

Dr. Roberto Cartas Fuentevilla
Vocal

Dr. Gerardo F. Torres del Castillo
Asesor






Indice general

Agradecimientos v
Resumen VII
Introduccién X

1. Simetrias en la mecanica clasica hamiltoniana y en la mecanica cuantica 1
1.1. Mecénica clasica hamiltoniana . . . . . . . . . . . ... 1
1.1.1. Paréntesis de Poisson . . . . . . . . . .. 2

1.1.2. Transformaciones candénicas . . . . . . . . . . . . . . .. 3

1.1.3. Simetrias en la mecdnica clasica hamiltoniana . . . . . . . .. ... .. ... .... 5

1.2. Mecédnica cudntica . . . . . . . . . 7

1.2.1. Operadores . . . . . . . . . o e 7
1.2.2. Operador de evolucién y ecuacién de Schrodinger . . . . . . . . .. ... ... L. 10
1.2.3. Imagen de Schrodinger e imagen de Heisenberg . . . . . . . . . ... .. ... ... 12
1.2.4. Simetrias en la mecdnica cudntica . . . . . ... ... Lo 13
2. Simetrias del hamiltoniano y operadores conservados 17
2.1. Ejemplos . . . .. e e 18
2.1.1. Transformaciones de Galileo . . . . . . . . . .. ... L o 19

2.1.2. Transformaciones de simetria generadas por una constante de movimiento determi-
nada . . ... . e e 19
2.1.3. Un sistema tridimensional . . . . . . . . .. .. 0oL oo 21
2.1.4. Invariancia de un operador hamiltoniano . . . . . . . .. ... .. . 0oL 23
3. Conclusiones 25
A. Apéndice A 27
B. Apéndice B 29

111






Agradecimientos

A mi familia, por su inmenso apoyo, porque, aunque muchas veces estuve ausente, ellos siempre
estuvieron alli incondicionalmente. Por confiar en mi y en todo lo que hago, a pesar de que en algunas
ocasiones no tome la decisién correcta. Por sus consejos y reganos, los cuales valoro bastante, ya que
gracias a ellos he crecido.

A mis amigos. En especial a Angel, Berenice, Jorge y Juan, por su madurez que ha dejado huella en
mi persona. Porque con sus anécdotas, comentarios, consejos y demas han hecho mas liviano el camino.

A todos los profesores con los que convivi a lo largo de la carrera. Principalmente le agradezco al
Dr. Gerardo Torres del Castillo que, ademds de haberme aceptado en este proyecto, ha sido una persona
fundamental en mi formacién, que me ha motivado dia a dia con su pasién hacia la ciencia y dedicacién
que va mas alla de lo profesional.

A la VIEP por el apoyo econémico a través del proyecto Aplicaciones de las transformaciones candéni-
cas.

Un agradecimiento especial a los miembros del jurado, que con sus observaciones y comentarios ayu-
daron a mejorar este trabajo.

Finalmente a ti, Lilia, por tu grata compania, por tus consejos sensatos, por alentarme, por tus
atenciones y reganos. Por esa sonrisa que me alegra el dia. Sabes que siempre me hardn falta palabras
para decirte lo mucho que estoy agradecido. Risa y misa cuando estoy contigo. ..






Resumen

Se estudia la invariancia del operador hamiltoniano bajo una transformacién unitaria que puede
depender del tiempo. Se da una definicién general que contenga estos casos. Ademas, se muestran también
dos resultados importantes en el marco de la mecédnica cudntica, los cuales relacionan simetrias con
cantidades conservadas, andlogos a los existentes en la mecanica clésica.
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Introduccion

A finales del siglo XVII Isaac Newton publicé su obra Principia Mathematica la cual marcé un
cambio no solo para la mecanica clésica sino para la ciencia en general; en esta obra Newton recopild sus
conocimientos sobre mecénica y calculo. Sin embargo al paso de los anos la mecénica clasica ha sido
abordada a través de distintas formulaciones (con el mismo contenido fisico) que simplifican la solucién
de muchos problemas fisicos; entre estas formulaciones se encuentran la lagrangiana y la hamiltoniana
introducidas por Joseph Louis Lagrange en 1788 y William R. Hamilton en 1833, respectivamente.

Por una parte, la mecénica lagrangiana es mas fundamental, ya que se basa en principios variacionales
y es la que se adapta de forma mas directa al contexto de la relatividad general. Por otra parte, la mecanica
hamiltoniana se basa directamente con el concepto de energia y es la que estd méas estrechamente ligada
con la mecanica cuantica.

Al igual como ocurre con la mecédnica cldsica, la mecdnica cudntica también se puede abordar de dos
formas fundamentales equivalentes entre si, a través de la formulacién ondulatoria de Schrédinger y a
través de la formulacién matricial de Heisenberg. La primera, auxilidandose principalmente de la ecuacion
de Schrédinger, describe el movimiento en el espacio de la onda de probabilidad asociada a una particula
(por ejemplo un electrén). Mientras que la mecdnica matricial, desarrollada por Werner Heisenberg,
interpreta determinadas propiedades de las particulas (por ejemplo el espin) en términos de matrices.

Saber qué formalismo emplear depende de cada problema fisico con el que se esté trabajando; sin
embargo, aun con la eleccion del formalismo apropiado en ciertas ocasiones resulta complicado o laborioso
resolver estos problemas mediante los métodos tradicionales, por ello se recurre a ciertas alternativas para
hacerlo (ver por ejemplo, Ref. [8]). Una de estas alternativas es a través del uso de simetrias.

Cuando un sistema fisico permanece inalterado bajo una transformaciéon en una o mas de sus coor-
denadas se dice que existe una simetria. Estas transformaciones pueden ser una variedad de operaciones
en las coordenadas, por ejemplo traslaciones o rotaciones. Sin embargo, éstas pueden ser algo abstracto
que no tenga relacion directa con un cambio geométrico.

El estudio de las simetrias juega un papel importante en la fisica, desde basicas formulaciones de
principios fundamentales hasta aplicaciones concretas. En la mecédnica clasica hamiltoniana, un grupo de
transformaciones candnicas de la funcién hamiltoniana esta asociado con una cantidad conservada. En el
caso de la mecanica cuantica el estudio de las simetrias continuas que se halla usualmente se limita a un
conjunto pequeno de ellas, como lo son las rotaciones y traslaciones (espaciales y temporales), dejando a
un lado las transformaciones que involucran al tiempo (como el caso de las transformaciones de Galileo
1,

En este trabajo se tratard de establecer una relacién entre simetrias del operador hamiltoniano y
cualquier tipo de transformaciones (que involucren al tiempo o no), y por supuesto esto requiere de una
definicién de simetria para un operador hamiltoniano cualquiera que se simplifique para el caso en el que
la constante de movimiento no dependa explicitamente del tiempo.

El primer capitulo se divide en dos secciones principales. En la primera se establecen todos los funda-
mentos de la mecdnica hamiltoniana para entender de manera completa un resultado importante: Si H es
inwvariante bajo una familia uniparamétrica de transformaciones candnicas entonces el generador de dicha
familia se conserva. Mientras que la segunda seccion esta enfocada en entender las bases de la mecénica
cudntica que conducen al estudio de las simetrias, con la restriccién de que el generador de dichas si-
metrias no dependa del tiempo. Por supuesto, este caso no es el mas general ya que existen simetrias que
dependen del tiempo que son interesantes; asi, en el segundo capitulo se presenta una definiciéon general

LCabe mencionar que en las Refs. [2,5,10] se trata también el caso de las transformaciones de Galileo.

X



e Introduccion

sobre la simetria en el operador hamiltoniano y operadores conservados. Ademas, al final de este capitulo
se muestran algunos ejemplos que involucran constantes de movimiento dependientes del tiempo.



Capitulo 1

Simetrias en la mecanica clasica
hamiltoniana y en la mecanica
cuantica

Dentro de los formalismos més importantes en la mecédnica clasica se encuentran el formalismo de
Lagrange y de Hamilton. El formalismo de Lagrange se basa en resolver n! ecuaciones de segundo orden
(ecuaciones de Lagrange) para obtener las ecuaciones de movimiento; mientras que el formalismo de
Hamilton consiste en resolver 2n ecuaciones de primer orden, lo que parece contraproducente. No obstante,
existen ventajas al trabajar con el enfoque hamiltoniano; por ejemplo, el conjunto de transformaciones que
dejan invariantes las ecuaciones de Hamilton es mas amplio que el que existe en la mecanica lagrangiana.
Otra caracteristica importante es que, en gran parte, el formalismo en la mecdnica hamiltoniana es
bastante parecido al de la mecanica cudntica lo cual es una ventaja para el estudio de esta tltima.

1.1. Mecanica clasica hamiltoniana

Histéricamente, la formulacién lagrangiana se creé antes de la hamiltoniana. Ambas formulaciones
tienen un parecido en comun, este es, a partir de una funcién real se puede obtener las ecuaciones de
movimiento. Mas aun el enfoque hamiltoniano es posible desarrollarlo a partir del lagrangiano como un
cambio de las variables g;, ¢; y t a las variables ¢;, p; y t. En efecto, en la mecanica lagrangiana un sistema
con n grados de libertad puede ser descrito a través de las n ecuaciones de movimiento:

d 0L 0L
—— - — =0, i=1,..,n. 1.1
490 a, (-0
conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange, donde L (g;,q;,t)? es la funcién lagrangiana.

Por otro lado, las variables p; se conocen como momentos generalizados conjugados a ¢; vy se definen
como:

)
Pr= 94

i=1,..,n. (1.2)

Ahora, definimos la funcién H, conocida como funcion hamiltoniana o simplemente como hamiltonia-
na, de la siguiente manera:

n
H (gi,pit) = Y pidi — L = pigi — L, (1.3)
=1

IDonde n es el nimero de grados de libertad del sistema fisico.
2L (gi, i, t) es la forma corta de denotar L (q1,q2, -, Gns 1, G2, -y Gns t)-
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en la segunda igualdad de la ecuacién anterior hemos empleado la convenciéon de suma para indices
repetidos, la cual emplearemos de ahora en adelante.
Puesto que H = H (q;,p;,t), su diferencial es:

OH OH OH
dH = —dg; + =——dp; + —dt 1.4
A o AT (14)
pero de las ecuaciones (1.1), (1.2) y de la definicién (1.3) tenemos que:
L
dH = ¢;dp; — pidg; — %dt (1.5)

comparando las ecuaciones (1.4) y (1.5) tenemos que:

oOH
= q; 1.
o~ 0 (1.6a)
OH )
oH oL
5= o (1.7)

para i = 1,...,n. A las 2n ecuaciones de primer orden (1.6) se les conoce como ecuaciones de Hamilton.

1.1.1. Paréntesis de Poisson

Hallemos la derivada total con respecto al tiempo de una funcién®, f, que depende de las variables g;,
piyt

df _ of of. of .
dt N ot + 8qiql+ (9pipz
0 of oH Of 0H
- 9o f (1.8)

ot " 0q; Op; s Oai

La estructura matemadtica de los ultimos dos términos de la ecuacién anterior ocurren frecuentemente
en la mécanica hamiltoniana, por ello definimos el paréntesis de Poisson de dos funciones, f y g, de la
siguiente manera:

(r.gr2 0000 009
9 _3% Op; Op; 3(11.

Dada la definicién de los paréntesis de Poisson se pueden demostrar facilmente las siguientes propie-
dades:

(1.9)

{f.9}=—{9./} (1.10a)
{f.g+nt={f g} +{f.h} (1.10b)
{f.gh}y ={f.g}h+g{f,h} (1.10¢)

{f,c}=0, VeeR. (1.10d)
{£:{g. 03} +{g.{h. f1} +{h.{f,9}} =0 (1.10e)

SDQ ahora en adelante todas las funciones que se empleen en la secciéon 1.1 serdn funcién de las variables g; 1 t, a
iy Pi Y Uy
menos que se especiﬁque lo contrario.
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a esta ultima propiedad se le conoce como identidad de Jacobi.
Ademas, los parentesis de Poisson fundamentales son:

{gi,q;} =0, {pipj} =0, {a,p;} =0
donde, 0;; es la delta de Kronecker. Estos parentesis fundamentales junto con las propiedades (1.10)

pueden ser empleados para calcular los pdrentesis de Poisson sin tener que recurrir a la definicién (1.9).
Una vez definido el paréntesis de Poisson podemos escribir la ecuacién (1.8) como:

df _of
- == H 1.11
=Sy, (111)
asi, f es una constante de movimiento o cantidad conservada si:
0
—8{ +{f,H} =0, (1.12)

en particular si H no depende explicitamente del tiempo entonces serda una constante de movimiento.

1.1.2. Transformaciones canonicas

El lenguaje matematico que se emplea en la fisica nos ayuda a describir de una manera accesible
los fenémenos que ocurren en la naturaleza. Por ello, la eleccién de las coordenadas es independiente
del sistema fisico, siempre y cuando éstas lo describan en su totalidad. En la mecanica lagrangiana
las transformaciones del tipo Q; = Q;(g;j,t) (transformaciones puntuales) generan otro conjunto de
coordenadas generalizadas; de hecho, estas transformaciones mantienen la forma de las ecuaciones de
Lagrange mediante la relacién L'(Q;, Qs, t) = L(qi, gi,t). De la misma manera como ocurre en la mecanica
lagrangiana, en la mecdnica hamiltoniana nos interesan cambios en el sistema de coordenadas que dejen
invariante las ecuaciones de movimiento.

Consideremos un sistema descrito por la hamiltoniana H (g;, p;, t), deseamos encontrar transforma-
ciones,

Qi = Qi (qj,pj.t) v Pi = Pi(q5,pj,1) (1.13)

que mantengan la forma de las ecuaciones (1.6). El conjunto que contiene este tipo de transformaciones
es mucho més extenso que el que contiene a las transformaciones puntuales, pues ademas de involucrar a
las posiciones y al tiempo también se toman en cuenta los momentos. Como ya se menciond la restriccion
principal que le ponemos a las transformaciones dadas por (1.13) es que dejen invariantes a las ecuaciones
de Hamilton, es decir:

0K .
0K .

=_P 1.14
aq. ~ " (1-140)

donde K es alguna funcién de Q;, P; y t que, en principio, no esperamos que se relacione con H de la
manera en que lo hacfan L' y L.
La condicién impuesta por las ecuaciones (1.14) se satisface si existe una funcién F' tal que:

pidg; — P,dQ; + (K — H)dt = dF, (1.15)

donde F' es conocida como funcidn generatriz.
A las transformaciones que cumplen con la ecuacién (1.15) se les conoce como transformaciones
candnicas. Ademas, si la transformaciéon dada cumple con (1.15) entonces:

{Qi,Q;} =0 (1.16a)

{P;, P} =0 (1.16b)
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{Qi, Pj} = 0y (1.16¢)

Las transformaciones canénicas no son las transformaciones méas generales que dejan invariante a las

ecuaciones de movimiento (ver Ref. [7]); sin embargo, una buena razén para considerar solo este tipo de

transformaciones es debido a que el paréntesis de Poisson es invariante bajo estas transformaciones, es
decir:

of 09 0f dg _ Of dg  Of g

0q; Opi  Opi dqi  0Q; OP;  OP; 0Q;
En general, la funcién F' depende de 2n + 1 variables, esta funcion genera las transformaciones dadas
por (1.13), pero para que esto suceda es necesario expresarla como una combinacién de n variables
viejas, n variables nuevas y de t. Las funciones generatrices méds comunes son Fy (g;, Q;,t), F» (i, Py, t),
Fs5 (pi, Qi,t) y Fy (pi, P, t); aunque, la eleccién de las variables es arbitraria, siempre y cuando éstas sean
funcionalmente independientes.
A su vez, si conocemos la funcion F' se pueden obtener las transformaciones que genera a partir de
(1.15). En efecto, supongamos que F' es funcién de ¢;, Q; y t (F = F), asf su diferencial estd dada por:

(1.17)

dF; = %—l;ldqq; + ggli dQ; + %dt, (1.18)
entonces de (1.15) y (1.18) tenemos que:
pi = %2, (1.19a)
P = —%, (1.19b)
K—H= %. (1.20)

Si F depende de otras variables las ecuaciones (1.19) cambiardn?, pero la ecuacién (1.20) se mantendré sin
importar cudles sean las variables de las que dependa F', es decir:
oF
K—-—H=— 1.21
at ) ( )

esta ecuacién es importante ya que de aqui podemos hallar K.

Familias uniparamétricas de transformaciones canénicas

Las transformaciones candnicas que consideramos anteriormente son pasivas, ya que no afectan a los
cuerpos que conforman el sistema sino solo a su descripcién. No obstante, se pueden considerar trans-
formaciones candnicas activas, es decir, que afecten a los cuerpos del espacio (por ejemplo, traslaciones
espaciales).

Consideremos familias uniparamétricas de transformaciones candnicas, es decir, transformaciones
canédnicas de la forma:

Qi = Qi (q5,pj.t,8) y Pi = P;(q;,pj4,t,5) (1.22)

donde s es un parametro real contenido en alguna vecindad abierta del cero. Ademds imponemos que en
s = 0 se cumpla que:

P; (g5, pj,t,0) = p; (1.23b)

4Las ecuaciones analogas pueden hallarse mediante el uso de transformadas de Legendre en (1.15) y siguiendo un proceso
similar al que se empled para hallar (1.19a) y (1.19b)




CAPITULO 1. SIMETRIAS EN LA MECANICA CLASICA HAMILTONIANA Y EN
~ LA MECANICA CUANTICA
1.1. MECANICA CLASICA HAMILTONIANA

es decir, que se reduzcan a la transformacion identidad.
Puesto que las transformaciones dadas por (1.22) son candnicas se cumple (1.15), derivando esta
ecuacion con respecto a s y evaluando en s = 0,

— dg; — pid —| dt=d| —+—
0s |,_g &—p < 0s s—0> + 0s |,y (85 3—0)
o bien:
OP; 0Q; 0K OF 0Q;
- — dg; dp; + — dt=d| — i ——— .
0s |._ G+ 0s |, pit 0s |,_, <88 =0 Pi 5s <=0
Definiendo:
_OF 0Q;
G= 0s |,_, pi 0s |,_,
se tiene que:
OF; 0Q; 0K
- — dg; dp; + — dt =d 1.24
0s |._ ¢t 0s |, pit 0s |,_o ¢ ( )

donde G es el generador de las transformaciones (1.22).
De (1.24) podemos percatarnos de dos puntos importantes, el primero es que la funcién generatriz,
G, es funcién de g;, p; y t, v el segundo:

oP,| G
ds |, = faqi (1.25a)
0Q; oG
= 1.2
0s |,_y Opi (1.25b)
oK oG
E o = E (125C)

Similarmente, dada una funcién diferenciable arbitraria, G, existe un grupo de transformaciones
candnicas tal que:

0Q; _0G
0s |,_g - Ops
OP; _ oG
9s |_y  Oq

Finalmente, es importante destacar que para una transformacién canénica la diferencia K — H queda
determinada hasta una funcién aditiva de ¢, y s para el caso de una familia de transformaciones canoénicas,
la cual afecta a Fy,y G.

1.1.3. Simetrias en la mecanica cldsica hamiltoniana

Hemos visto que las transformaciones candnicas relacionan representaciones equivalentes de un sistema
dado. El cambio de una representacién a otra involucra una redefinicion de la hamiltoniana, la cual
estd determinada hasta una funciéon aditiva de ¢. Existen transformaciones candnicas que mantienen
la forma de ciertas hamiltonianas; dicho de otra manera, una hamiltoniana H es invariante bajo una
transformacién canénica Q; = Q; (¢;,p;,t), P; = P; (gj,p;,1) si:

K (qi, pi,t) = H (Qi, P, 1) (1.26)

donde K es la nueva hamiltoniana. Se dice que dicha transformacién candnica es una simetria del sistema,
puesto que la hamiltoniana, que determina el comportamiento del sistema, no sufre un cambio significativo
ante dicha transformacion.
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Por ejemplo, la hamiltoniana:

2

H=2"1mgq
2m

es invariante bajo la transformacién canodnica:

Q=q—vt, P=p—mv

donde v es un pardmetro real. En efecto, para ello note que:

pdg — PdQ + (K — H)dt = pdq— (p—mw)(dg —odt) + (K — H)dt
= mudg + vpdt — mo?dt 4+ (K — H)dt

1 1
= d (qu — 2mv2t) + (K —H+vp— 2mv2> dt

Asf la nueva hamiltoniana debe estar dada por K = H — vp + %mv2 + f (t,v) (recordando que K queda
determinada hasta una funcién de ¢ y del pardmetro), entonces:

2
1
K = p—+mgqfvp+fm02+f(t,v)
2m 2

B (P +mv)? 1
= T—&-mg(Q—i—vt)—U(P—i—mv)—i—imvg—l—f(t,v)
2

P 1 1
= — + Pv+ —mv* +mgQ + mgvt —vP — mv* + —muv? + f (t,v)
2m 2 2
2

P
= — +mgQ + mgvt + f (t,v)
2m

= H(Q,Pt)+mguvt+ f(t,v).

Y eligiendo f (t,v) = —mguvt se cumple la condicién (1.26).

En la subseccion anterior fijamos nuestra atencion en cierto tipo de transformaciones canodnicas, las
familias uniparamétricas de transformaciones candnicas. El interés especial que se tiene en este tipo de
transformaciones es que la invariancia de una hamiltoniana bajo estas transformaciones esta relacionada
con una constante de movimiento.

Proposicién 1.1. Si la hamiltoniana, H, es invariante bajo una familia uniparamétrica de transforma-
ciones candnicas generada por G, entonces G es una constante de movimiento.

Prueba: Sea Q; = Q; (¢j,p;,t, )y Pi = P; (gj,p;,t, s) una familia de transformaciones canénicas generada
por G, ademés, H es invariante bajo dicha familia, es decir:

K(Qiapi7t75) = H(th’ut)

Ahora hallemos la derivada total con respecto al tiempo de G:

aG _ oa. oG oG
& = g o ot
_ (_om| YoH  oQ) (_oH\ 0K
- s s=0 apl s s=0 8% s s=0
0 oK
- 7%H(Q’L(q]apjvtas)aR(QJap]at75)7t) S:0+ gszo

= 0.

. G es una constante de movimiento.
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Ejemplo

Vimos que la familia uniparamétrica de transformaciones canoénicas:

Q=q—vt, P=p—mv
deja invariante a la hamiltoniana:

2

H:L+mgq
2m

Hallemos la funcién generatriz de dicha transformacién mediante las ecuaciones (1.25),

oG 0Q . oG __or oG 0K

= = = —_— = - — =m, —_— = — = —p — mgt.
ap  ovl,, = dq o, _, o0~ ov|,_, ™

Por tanto, G = mq — tp — %mgtz, que en efecto es una constante de movimiento.

Reciprocamente al resultado de la proposicién 1.1, cualquier constante de movimiento, G, es la funcién
generatriz de un grupo uniparamétrico de transformaciones candnicas que dejan invariante a la funcién
hamiltoniana.

1.2. Mecanica cuantica

A finales del siglo XIX se creia que ya todo estaba hecho en la fisica, que los conocimientos que se tenfan
hasta ese momento bastaban para explicar todo fenémeno y que el desarrollo en la fisica habia alcanzado
su limite. No obstante, a inicios del siglo XX la falla de la fisica clasica para explicar algunos experimentos
que involucraban fenémenos microscépicos demostré lo contrario. Asi, habia la necesidad de crear una
nueva teoria que pudiese explicar dichos experimentos. Fue asi como nacié la mecanica cudntica, con la
mecdnica matricial (1925) y la mecdnica ondulatoria (1926) desarrolladas por Heisenberg y Schrédinger,
respectivamente. Mas tarde Dirac introdujo una formulacién mas general en la cual se tratan objetos
abstractos a los que llamoé kets y bras. La representacion del formalismo de Dirac en una base continua
nos regresa a la mecdnica ondulatoria de Schrodinger, mientras que la formulacién matricial de Heisenberg
puede ser obtenida por la representacién del formalismo de Dirac en una base discreta. Para los fines de
este trabajo haremos uso de la formulacién de Dirac.

Representaremos los estados de un sistema cuantico mediante rayos y estos a su vez por vectores que
son elementos de un espacio lineal, el espacio de Hilbert H sobre el campo de los numeros complejos C.
A estos vectores, que llamaremos kets de estado o simplemente kets, los denotaremos por |1)).

Ademds, a cada ket |¢)) le asociamos, en una relacién uno a uno, un vector dual ()| que llamaremos
bra, este bra pertenece a un espacio de Hilbert H* que es el dual del espacio de Hilbert .

Sean [¢) y |¢), denotamos el producto escalar de estos kets como (¢ | ¢) el cual tiene la propiedad:

(Wlo)=(|¥)",

donde * denota el complejo conjugado. Este producto escalar representa la proyeccién de |¢) en |i)).

1.2.1. Operadores

Los cambios de los estados de un sistema cudntico son causados por operadores, por ejemplo la
evolucién temporal del sistema. Consideremos un operador lineal A® | es decir, dados los estados [1) y
|¢) v a,b € C, se cumple que:

Alaly) +0[0)) = aAly) +bA[)) . (1.27)

5 Aunque existen operadores antilineales, como es el caso del operador de inversién temporal, que tienen la propiedad:
B(a|) +bl¢)) =a"Blyp) +b"B|g),

solo haremos uso de operadores lineales.
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Conmutadores

Si Ay B son dos operadores definimos el conmutador de estos operadores como:

[A,B] = AB — BA. (1.28)

Si [A, B] = 0% entonces A y B conmutan, es decir, AB = BA.
De la definicién (1.28) es facil verificar las siguientes propiedades:

[A,B] = —[B, 4] (1.29a)

[A,B+C] =[A,B] + A, C] (1.29b)

[A, BC] = [A, B|C + B[A, C] (1.29¢)
[A,a) =0, VaeC (1.29d)
[A,[B,C]] + [B,[C, A]] +[C,[A, B]] = 0 (1.29¢)

a esta tltima propiedad, al igual que (1.10e), se le conoce como identidad de Jacobi.
Postulamos que las componentes del operador posicién y del operador momento cumplen con las
siguientes reglas de conmutacion:

[zi, 2] =0, (1.30a)
[pi,pj] =0, (1.30b)
[, ] = ihdjr, (1.30c)

donde ¢ es la unidad imaginaria, ki es la constante de Planck normalizada (h/2w). Note el gran parecido
entre el dlgebra de los conmutadores y de los paréntesis de Poisson, esta analogia nos prevé una conexién
entre la mecédnica clasica y la cuantica. De hecho, para cantidades que poseen su andlogo clésico, la
ecuacioén clasica correcta se puede obtener de la ecuacion correspondiente en mecanica cuantica empleando
el ansatz":

1
A continuacién presentamos dos proposiciones importantes.
Proposicién 1.2. Si A y B son dos operadores que conmutan con [A, B], entonces:

e =ee e

Proposicion 1.3. Si A y B son dos operadores y A una constante, entonces:
A2 A3
eMBe ™™ = B+ \[A,B] + or [ 14, Bl + a [A, [A, [A,B]]] + - (1.33)

(Ver Ref. [4] Cap. 3, Sec. 4.)

SDonde 0 es el operador nulo €l cual tiene la propiedad de ser neutro aditivo, es decir, A+ 0 = A.
"La palabra ansatz proviene del alemdn y se emplea para referirnos a una consideracién matematica empleada para
describir un determinado fenémeno, postulada con el fin de ayudar provisionalmente a resolver una ecuacién u otro problema.
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Operadores hermiteanos

Sea el operador A, denotamos a su adjunto hermiteano por Af, que tiene como propiedad de que para
cualesquiera dos kets, [¢) y |@),

(W|AT[¢) = (d|Alv)". (1.34)
Por lo tanto, la correspondencia entre un ket al aplicarle un operador A y su dual es:
Ala) =8) «— (o] AT = (5].

A partir de (1.34) se pueden demostrar las siguientes propiedades:

(ad)" = a* At (1.35a)
(AT)T —A (1.35b)
(A+ B) = At + Bt (1.35¢)
(AB)" = Bf At (1.35d)
(At = (ah)" (1.35¢)

Ademés, se dice que un operador, A, es hermiteano si A" = A, o bien:

(W1Alo) = (o] Al¢)". (1.36)

El resultado posible de una medicién de la variable fisica A, representada por el operador A, es uno de
los eigenvalores® de dicho operador. Por ello, una de las razones por la cual los operadores hermiteanos
son empleados en la mecanica cuantica es debido a que sus eigenvalores son niimeros reales, lo que significa
que un operador hermiteano representa una cantidad fisica medible consistente.

Ejemplos de operadores hermiteanos que se emplean frecuentemente en la mecanica cuantica son el
operador de posicion r, el operador de momento p y sus respectivas componentes (para una demostracién
elemental de este hecho consulte Ref. [11] Sec. 2.9).

Operadores unitarios

Sea A un operador, el operador inverso (si este existe) A~!, se caracteriza por:

AA = A71A =1,

donde 1 es el operador identidad °.
Por otra parte, U es un operador unitario si:

Ulv =uut =1, (1.37)
es decir UT = U1,

8Decimos que [) es un eigenket del operador A si ocurre:

Alp) =aly) v |$) #0,

al nimero a € C se le denémina eigenvalor.
9El operador identidad 1, tiene como propiedades:

L) =[¢) ylA=A1=A

note que de la segunda propiedad tenemos que cualquier operador conmuta con el operador identidad.
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Los operadores unitarios son de gran importancia en la mecanica cudntica ya que describen operaciones
de simetria y evolucién temporal. Una de las formas mds interesantes de expresar un operador unitario
es a través de un operador hermiteano,

U=e 754, (1.38)

donde s es un parametro real y A un operador hermiteano. Para ver que U es un operador unitario note
que:

[e’e) . n T oo . n
Ut = (e*%sA)T _ (Zil (;s) A”) - Z% (;s> A" — e%SA’

n=0 n=0

asi, empleando (1.32): UTU = UUT = 1, lo cual muestra que en efecto se trata de un operador unitario.
Gracias a los operadores unitarios podemos considerar transformaciones unitarias de estados y ope-
radores,

Uly) =), (1.39)

UTAU = A'. (1.40)

Estas transformaciones destacan en la mecanica cuantica debido a que dejan invariantes ciertas cantidades
que son importantes, tales como el producto escalar o los eigenvalores de un operador. Una transformacién
unitaria es analoga a la rotacién del cédlculo vectorial elemental.

1.2.2. Operador de evolucion y ecuacién de Schrodinger

Postulamos que la evolucion del estado de un sistema cuantico es a través de un operador unitario
U (t,tp), conocido como operador de evolucién temporal, de tal manera que:

|9 () = U (t,t0) v (to)) (1.41)

dicho operador debe cumplir:
U (to7 to) = 1, (1423,)
U (ta,t1) U (t1,t0) = U (ta,tp) - (1.42b)

De dichas propiedades tenemos que:

U (t,t0) U (to, t) = U (to,t) U (t,to) = 1,

por lo que:

U™ (t,to) = U (tg,t) . (1.43)

Por otro lado, debido a que U (¢, ) es unitario se cumple que U (¢,to) UT (t,to) = 1, si derivamos esta
ecuacién con respecto a t se tiene:

oUu out

Ahora, hallemos la derivada con respecto al tiempo de | (t)),

dly @) U (t,to)
dt o 9 (to))
= WUT (t,t0) U (t, o) |1 (to))
U (t,to)

- TUT (t,to) [ (1)) (1.45)

1N
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Definimos al operador hermiteano H'° como:

H(t) = ih%UT (t,10), (1.46)
note que H solamente depende de t'!.
Asi, podemos reescribir (1.45) como:
Ldfy(t
in 2O ) 1), (L47)

a dicha ecuacion se le conoce como ecuacion de Schrodinger. El operador H es andlogo a la funcién
hamiltoniana por lo que se le conoce como operador hamiltoniano; este operador es caracteristico de cada
sistema, usualmente se construye guiandose a través de alguna expresion clésica.

De la ecuacién (1.41) se puede ver claramente que la ecuacién de Schrodinger es determinista, ya
que especificando una condicién inicial (|¢ (t))) se determina una tnica solucién (| (t))) para tiempos
posteriores.

Debido a que generalmente se conoce H y no U podemos preguntarnos ;cémo podemos hallar U dado
H? Para responder esto note que de (1.46) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:

U (t,ty) i
TO =~ H®)U (t 1), (1.48)

con la condicién inicial U (to,t9) = 1.
Si H no depende explicitamente de ¢ se puede verificar que la solucién de (1.48) estd dada por:

U (t,tg) = e wlt=to)H (1.49)

Por otra parte, si H depende explicitamente de ¢ existen dos casos (ver Ref. [6]):

e El operador H conmuta para diferentes valores de t. En este caso la solucién de (1.48) es:

U (t,t9) = exp {; /t: dt'H (t’)] . (1.50)

e El operador H no conmuta para valores distintos de t. La solucién de (1.48) es:

U (t,t0) :1+i (;)n/ttdtl /ttl dt2«~/ttn1 dtnH (t1) H (t2) -~ H (1), (1.51)

n=1

la cual se conoce como serie de Dyson.

10Note que:

ouU t out ouU
H =—in( =U") =—-inU =ih—U't = H,
ot ot ot

por lo que H es hermiteano.

1De (1.42b) se tiene U (t,to) = U (t,t1) U (1, t0)

ou (t7t0) _ ou (tytl) U

= t1,t
at ot (t1, t0)
= al (tt’ o) t (t,t0) U (t,t0) = z’haUgt’tl)UT (t,t1) U (¢, to)
t
inU L) gy =@Vt gy

ot ot

por tanto H no depende del segundo argumento de U, es decir, H es solo funcién de t¢.
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1.2.3. Imagen de Schrodinger e imagen de Heisenberg

En la mecédnica cudntica existen diferentes representaciones, estas estan relacionadas a través de
transformaciones unitarias, y difieren una de otra por la manera en que se trata la evolucién temporal
del sistema. Dentro de las representaciones mas trascendentes se encuentran la de Schrodinger y la de
Heisenberg.

En la subseccion anterior postulamos que la evolucién de un estado estd dada por un operador unitario,
a esta formulacion se le conoce como imagen de Schridinger. Asi, un ket en esta representacion es,

[¥ (@) g = U (tto) [¢ (o)) , (1.52)

donde el subindice S indica Schrodinger.
Existe una representacion distinta conocida como imagen de Heisenberg, en esta representaciéon los
estados son fijos en el tiempo,

¥ (&) = |9 (to)) (1.53)

donde H denota Heisenberg.

En la mayoria de los textos se menciona que otra diferencia entre ambas representaciones esta en
considerar operadores constantes en la imagen de Schrédinger y operadores que varian con el tiempo
para el caso de la imagen de Heisenberg; lo cual es falso, ya que un operador A(®)2 dado en la imagen
de Schrodinger puede depender explicitamente del tiempo. Entonces, la verdadera diferencia es que en
la imagen de Heisenberg la evolucién unicamente se refleja en los operadores, es decir, la transformacién
unitaria ahora se le aplica a los operadores. Una vez aclarado esto, definimos a los operadores en la imagen
de Heisenberg como,

AU (1) = UT (¢, t0) A () U (¢, t0) . (1.54)
Como caso especial tenemos al operador H, si éste no depende explicitamente de ¢ entonces el operador
en ambas imdgenes coincide, esto es, H) = H.

A pesar de que las imagenes de Schrodinger y de Heisenberg son equivalentes, ya que podemos usar
cualquiera de estas para describir un sistema cuédntico, la formulacién de Heisenberg resulta mas adecuada
para tratar temas relacionados con simetrias y leyes de conservacién.

Cabe destacar que el valor esperado'® en ambas imégenes es el mismo, en efecto:

s(vO |49 [0 @) = (¥ (t0) |UT (t:10) AOU (t.10) [0 () = (v () |49 [0 ()

Ecuacion de movimiento de Heisenberg

Hallemos la evoluciéon temporal de un operador en la imagen de Heisenberg,

dAH) out 0A) oU
= 22 A T2 TAS) 2=
a g AU U U UAT S,
(H)
- tutppriaeu . 27 Lytaeputny
ih ot ih
1 JAU)
_ g 9T L () ()
in R TR
(H)
= agt +% {A(H),H(H)} (1.55)

12 Aunque a lo largo de esta subseccién emplearemos esta notacién para enfatizar que el operador se encuentra en la
imagen de Schrédinger, fuera de la subseccién omitiremos el superindice.
13E] valor esperado de un operador A se define como:

(A)=(¢1A]9)

donde |¢) es un ket arbitrario. Observe que el valor esperado depende de la eleccién de este ket.
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donde hicimos uso de (1.48) y su adjunto hermiteano y a‘gtH) =Uf ag(ts) U. A (1.55) se le conoce como
ecuacion de movimiento de Heisenberyg.

El parecido que tiene la ecuaciéon de Heisenberg con (1.11) obtenida en el contexto de la mecénica
hamiltoniana, nuevamente nos habla del vinculo entre la mecanica hamiltoniana y la mecanica cuantica.
Asi, podemos emplear el ansatz (1.31) para obtener (1.11) a partir de (1.55) teniendo las consideraciones
pertinentes.

Por otra parte, A%) se conserva (es una constante de movimiento) si:

dAt)
o =0 (1.56)
La ecuacién anterior equivale a:
0A®) 1
— {Aw),H} —0, (1.57)

es decir, no importa en qué imagen se encuentren los operadores para poder determinar si se conservan
0 no, lo cual, como se vera después, resulta conveniente.

1.2.4. Simetrias en la mecanica cuantica

El estudio de las simetrias continuas resulta imprescindible, pues ademds ser una herramienta eficaz
para obtener la solucién de algunos problemas, estan relacionadas con cantidades conservadas.

Las cantidades medibles del sistema (eigenvalores, valor medio, etc.) son cruciales en el marco de la
mecanica cuantica ya que gracias a ellas podemos tener informacion del sistema; por ello, el hecho de
que no cambien bajo una operacién de simetria es fundamental. Lo que significa que tales operaciones
pueden ser descritas por transformaciones unitarias.

Dicho lo anterior, sea Uy un operador unitario,

U, = e 154, (1.58)

donde s es un pardametro real y A un operador hermiteano. Consideremos que A no depende explicitamente
del tiempo y por lo tanto tampoco U,'4.
Las transformaciones unitarias dadas por (1.58), cumplen con las siguientes propiedades,

i) Sean U, y U, con r,s € R, entonces U,.; s = U,Us también es una transformacién unitaria.

it) Sean U,., Us y U; con r,s, t € R, entonces U, 1 Uy = U,.Ugyy. Asi, las transformaciones unitarias son
asociativas.

i11) Para Uy = 1 se cumple que UpgUs = UsUy = U con s € R.

iv) Dado s € R existe —s € R tal que U;U_s = U_ U, = Uy.

Por lo tanto las transformaciones (1.58) forman un grupo y al operador A se le conoce como el generador
del grupo de transformaciones unitarias.
Por otro lado, decimos que H es invariante bajo el grupo de transformaciones unitarias (1.58) si:

UIHU, = H. (1.59)

De manera similar a lo que ocurre en la mecénica clésica, la invariancia en el hamiltoniano esta rela-
cionada con una cantidad conservada, como se vera a continuacién.

Proposicion 1.4. Si H es invariante bajo el grupo de transformaciones unitarias generado por A,
entonces A es una constante de movimiento.

14E] caso en el que A depende explicitamente del tiempo serd tratado en el siguiente capitulo.
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Prueba: Empleando (1.33) se tiene que:

) ; 18 1S 2 i °
it~ P+ o () laa+ g (5 ) A A+

Por otra parte, como H es invariante bajo el grupo de transformaciones generado por A entonces:

eEsAHe—EsA - H

b

por tanto, [A, H] = 0, [A,[A, H]] = 0, [A,[A, [A, H]]] = 0, etc. En particular [A, H] = 0 y como A no

depende explicitamente del tiempo, se tiene que:
dA
20
dt

. A es una constante de movimiento.
Similarmente, si A es un operador hermiteano que no depende explicitamente del tiempo y ademaés
se conserva, entonces H es invariante bajo el grupo de transformaciones unitarias generado por A,
Con el fin de entender mejor los conceptos anteriores veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Consideremos el operador,

1 mw?
H:%(l’fv*pf/)JrT(zeryQ)’

que corresponde al oscilador arménico cuantico bidimensional.
Ademads, consideremos la componente en z del operador momento angular orbital,

L, = TPy — YPx

que es una constante de movimiento para H, en efecto,

1 2
[H L] = |5 (mz+py) + % (#* + %), 2py — yps

1 mw?
= 5 {2 apy] = [y o]} + = {[v% 2] — 2% ypa]}

1
= 2m {pm [p.’IH 17] Dy + [p-’ta x] PzDPy — [pya y] PxPy — Dy [py7 y] pm}
mwQ
+— Azl ]y +ayly.py] —ylo,pe] o —y 2, pal}
mwQ
2

= 5 {—ihpypy — thppy + thpLpy + thppy } + {ihxy + ihay — ihay — ihay}

= 0.

Ahora, hallemos los conmutadores de L. con z, ¥, pz ¥ Dy,

(L, 2] = [xpy — Ypa, ¥| = —y [pa, 7] = ihy,
[L.,y] = [xpy — ype, y] = ©[py, y] = —iha,
[Lvaﬁf] = [‘rpy - ypx,px] = Dy [337]7;5] = ihpy,

[L.,py] = [xpy — YDz, Py = —Da [y, 7] = —ilp,.

15La prueba es similar a la proposicién 1.4.
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Por otro lado, podemos hallar la accién de exp (—%aLz) sobre el operador x con la ayuda de (1.33),

; N N
igL.  —iaL. Xe’ 1 [« 1 [
ertrpeT n® _$+%[Lz’x]+§ (h) [Lz;[LzJC]]‘Fg (h) [L.,[L., L. x]]] +---

Ahora, calculemos algunos conmutadores de la expresién anterior.

(L2, [Layz]] = [L.,ihy] = — (Zh)2 €z,
[La (L, [Lay0ll] = [Lay = B 2] = = 1)y,

(Las (L (L [Lesall)] = [Lai = () y] = (i)' o,

etc., entonces,

. . 2 . 3 . 4
; 1 1 1
enolagewal:  — g4 %ihy ~ 5 <Z§> (ih)? z — 30 (zha) (ih) y + 1 (Z}?) (i) e+
- a2 a3 a4 Oé5
S TR TR TR T

Oé2 a4 a3 a5
= (1—2'+Zﬂ+)x—(a—y+5'+>y

= cos(a)z —sin(a)y
Similarmente,

erleye=iols = cog () y + sin (@) z,

e%O‘LZpIe_%O‘LZ = cos (@) py — sin («) py,
e%"‘szye*TiaLz = cos (a) py + sin (@) pg.

Empleando los resultados anteriores es facil hallar la aplicacion de exp (—%aLZ) al operador H que, de
acuerdo a la proposicién 1.4, debe permanecer invariante. Ademads, la conservacién de L, nos dice que el
sistema es invariante ante rotaciones espaciales alrededor del eje z.

1=






Capitulo 2

Simetrias del hamiltoniano y
operadores conservados

Tradicionalmente en los textos de mecédnica cudntica se consideran solo constantes de movimiento que
no dependen explicitamente del tiempo. Para este caso vimos que si el operador H permanece invariante
ante un grupo de transformaciones unitarias entonces el generador se conserva. Sin embargo, existen
transformaciones que dependen explicitamente del tiempo, como las transformaciones de Galileo (ver
Refs. [2,5,10]), para las que, evidentemente, la definicién de invariancia tradicional no es adecuada (ya
que no conmutan con el operador hamiltoniano).

Sea U un operador unitario, decimos que H es invariante bajo U si,

U
o’
note que si U no depende del tiempo (2.1) se reduce a (1.59).
Ademds, de (2.1) se deduce que si |t (t)) es solucién de la ecuacién de Schrodinger (ecuacién (1.45))
entonces U |4 (1)) también lo es; en efecto,

U'HU = H +ihU (2.1)

nd _ 59U L rdY ()
ih (U (1)) = ihm W (1)) + iU —2==

U
ih—o ¥ (1) + UH [ (¢))

{maag + UH} 0 (1))

= HUIY ()

A continuacién se muestran dos resultados importantes que relacionan simetrias con cantidades con-
servadas, similar a lo que vimos en la mecénica hamiltoniana. (Ver Ref. [9].)

Proposicion 2.1. Si el operador hamiltoniano es invariante bajo una familia uniparamétrica de trans-
formaciones unitarias, U, entonces,

)

s=0

oU.
A= [ut
ih (US s )

(2.2)

se conserva. (Considerando que Uy es el operador identidad.)

Prueba: Puesto que H es invariante bajo Uy se tiene que,

UlHU, = H + ihUg%

derivando dicha ecuacién con respecto a s y evaluando en s = 0 se obtiene,
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CONSERVADOS

2.1. EJEMPLOS

1 1 L0 (1
o bien,

04 1
— 4+ —[A Hl=0.
ot + ih [4, H]

.. A es una constante de movimiento.

Proposicién 2.2. Si A es un operador hermiteano que se conserva, entonces H es invariante bajo el
. L. . . . _ i .
grupo uniparamétrico de transformaciones unitarias U = e~ %54, donde s es un pardmetro real.

Prueba: Calculemos la parcial de U con respecto al tiempo,

oU 0 _igA

= _—e &®°

ot ot

0 [ 1 i \" .
= at{;)m(‘ﬁ) A}

_ Si}; _i " oAr
- W \TRn%) ot

n=0
Por otro lado, como A se conserva entonces A™ también se conserval, asi:
QA" 1
=——1[A", H]|.
ot ih A", H]
Luego,
ou 11 i \"
ot zhzn!< 55) 4", H
n=0
11 i \" =1 i \"
= —— — | —= A"H - H — | —= A"
43 () a3 () )
1
= ——{UH - HU
entonces:
—iha—U =UH — HU,
ot
o bien,
oU

U'HU = H + ihUTE.

. H es invariante bajo la transformacién U = e~ #54.
Es importante notar que en la proposicién 2.1 solo basta con que H sea invariante bajo una familia

de transformaciones unitarias y no necesariamente bajo un grupo, tal y como ocurre en el caso clésico.

2.1. Ejemplos

A continuacién se muestran varios ejemplos en los que se aplican los resultados obtenidos en el apartado

anterior.

1Ver Apéndice A.
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CAPITULO 2. SIMETRIAS DEL HAMILTONIANO Y OPERADORES
CONSERVADOS
2.1. EJEMPLOS

2.1.1. Transformaciones de Galileo

Las transformaciones de Galileo se caracterizan por,

UlzU, =z — vt (2.3a)

UlpU, = p—mu (2.3b)

donde v es el parametro real que representa la velocidad relativa entre dos sistemas de referencia inerciales
y m la masa de la particula.

Por otra parte, derivando las ecuaciones (2.3) con respecto a v y evaluando en cero (considerando
(2.2)), obtenemos:

1

——[A,x] = —t
7 [Aa] )
1

A = —
7 [Apl=—m,

de las cuales se deduce que:
A=mz—pt+ f(t), (2.4)

donde f es una funcion de valores reales. Note que f no puede ser determinada a través de las ecuaciones
(2.3). El valor de la funcién puede ser elegido exigiendo que A sea una constante de movimiento para
determinado operador H; por ejemplo, en el caso de una particula libre basta que f = 0 para que A sea
una constante de movimiento.

Ahora, hallemos un caso mas general en el que f no es cero; para ello, consideremos que H es de la
forma,

1
H=_—p" +V (xt
5P TV (2,1)

Para que A se conserve se debe cumplir:

df ¢
— 4+ — [V (x,¢ =0
3 TV (@).p
lo que conduce a:
1df
Vix,t) = —=—u.
(@,t) = -3 5
Si elegimos f (t) = %mgt2 con g constante, tenemos que V (z,t) = —mgx, que corresponde a un

campo uniforme.

2.1.2. Transformaciones de simetria generadas por una constante de movi-
miento determinada

Sea el operador hermiteano A:

2 2
A= ;—me‘w + % (zp + pz) + —m;[’ z?e, (2.5)

éste operador es una constante de movimiento si elegimos al operador hamiltoniano como:

2 2
H= pief?yt + Mo 22e2t.
2m 2
En efecto, primero note que la parcial de A con respecto a t es:
A _ Y 2 oyt 2.2 24t

— = e mwiz?e®t.
o P + ymwg
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CAPITULO 2. SIMETRIAS DEL HAMILTONIANO Y OPERADORES
CONSERVADOS
2.1. EJEMPLOS

Por otro lado, el conmutador entre A y H es:

2 2 2 2
[A,H] _ B’;ﬂe—m + g (xp—f—pw) n m;Jo x262fyt72pime—2'yt + m;uo 2227t

l(l’p—Fpl’) ﬁe—Q'yt_’_ 0$2€2'yf
2 "2m 2

O o 2 lL‘*’g 29t 2
= 53¢ [xp—i—px,p]—I—Q 5 © [xp + px, 2°]

2
Vo =2yt (fi52 YMWy oyt 2

= e v (4zhp ) —I—Te v (—417133 )

= ihpoe — ihymwiz?e® .

m

Entonces:

8A

3t

Calculemos la accion de Ug = exp (f%sA) en los operadores = y p con la ayuda de (1.33). Para p se
tiene que:

1
[A H| = lp2€_27t + ymwize® 't + = (m ple 27t — zhvmw2x2e2“’t) =0.
m i

vt =p+ y A+ g (3) WA+ g (5) MA@+ (2:6)

Calculemos algunos de los conmutadores:

2 2
[A,p] = [;;ne_m—f—g(xp+px)+m;)0x2e2”,p}
2
¥ mw,
= Doy pounl + e o2

2
- % (2ihp) + %ew (2iha)

= ik (yp + mwje*'z),

(A, [A,p]] = [A,ih(yp+mwiez)]
= ih{y[A p] + mwie" [A,z]}

= ih {'yiﬁ (,yp + mwgeQ’%) + mw2e?'ih (_ﬁe—%t _ ’Yl’) }
m

= (ih)* (v* - wd) p,

A, 14 1A = [4,GR) (42— «f) D)

(Zh) (7 - Wo) [A, p]

(ih)? (v* = wg) ih (vp + mwie* ' x)
(in)* (v’ = wg) (vp + mwie® '),

A, 1A, 1A A = [4 G0 (72 = wd) (9 + mude?'a)]
ih)’ (’y —wo) [A, p+mw2 2yt ]
3(7 —w)zh(w —wo)p
zh4( ) D.

I
o =
.
St
\_/\_/\_/




CAPITULO 2. SIMETRIAS DEL HAMILTONIANO Y OPERADORES
CONSERVADOS
2.1. EJEMPLOS

Consideremos solo los términos con potencias impares en s:

s 1 [is\® . 3 1 (is\° . s 2
Sr = {h”‘“rg;(h) (ih) (72—w8)+5!(h> (ih)” (v —w§)” + -+ ¢ (yp + mwie®'x)

2n+1 2n+1
Z @n i ( wg—w) }(W“”wz )
1 . \/272 ) 2 2t
———————15I wjy —Y° s ('yp—l—mw ac)
VwE — 2 ( 0

Ahora, consideremos los términos con potencias pares en s:

Sp

Il
——
—
| =
N
S
N———

o
~
>t
S~—
—
D
o
|
€
Sho
SN—
+
B =
N
~
| &
N———
=
~
>t
S~—
—
D
|
€
Sho
SN—
o
+
——
=

I
—N
—
| %,
—~
&
S
=2
o
SN—
+
| %
—
&

o
I
2
2
SN—
S
+
——
i

I \
— L[]
S \
N N
| 3
«2[0 gg @,
@ = 3

~_
= T~
N
\
-2
[\v}
~_
[\&}
3
——
=

Por tanto:
T 2 2 1 : 2 2 2t
UlpUg = cos wy =% s | p— —=—=sin wi—%s (’prrmwe )
wWo =7
Siguiendo la idea que se tuvo para hallar UlpUy, para el operador z se tiene que:
T 1 i P —2yt
Ul2zU, = cos wd—9%s| o+ ———=sin wd—92s (—e + 'y:r) .
VwE — 2 m

Finalmente, de acuerdo a la proposicién 2.2 estas transformaciones deben ser una simetria para el
operador H.

2.1.3. Un sistema tridimensional

4B 2 + B\’ + p?
— - —2
Dz % Yy Py 2% 2

el cual corresponde a una particula cargada de masa m y carga eléctrica e en un campo magnético
uniforme B en la direccién z.

Sea el operador Hamiltoniano:

H =

Y

1
2m
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CAPITULO 2. SIMETRIAS DEL HAMILTONIANO Y OPERADORES

CONSERVADOS
2.1. EJEMPLOS

Ademas, consideremos el operador hermiteano:

1 c 1 c
A==z - — — (= —_ i
(295 epr> cos (wt) <2y+ eBpw) sin (wt) ,

donde w = eB/mc. Dicho operador es una constante de movimiento para el operador H, en efecto:

cos (wt) | 1 eB \? g eB \?
A H = 5 T o - 5 5 T o
14, H] 2m {2 [x, (p o y) eB 1Y (p o y)
_sin(wt) [1 _eBN L _eBY
2m 2 |¥\Pv T e eB |Po\Pv T o
cos (wt) |1 B c eB 1 [eB\’
= — | 2ihp, hy | — — | ——thp, — = ( — | 2ih
2m {2(2p—|— Zy) 6B< c P 4(6 Zy)}
sin(wt) | 1 /. eB . 1 /eB\” .
_ o {2 <2thy — —ihx 7B (C’thy — Z (C 22hx> }

o bien:

A
24

o A H] =0,

Ahora, calculemos los conmutadores del operador A con los operadores x, y, p, y py (para los opera-
dores z y p, son evidentemente iguales a cero):

A, 2]

[A, pa]

[(;x - ;pr> cos (wt) — (;y + e;,pm) sin (wt) 4
—sin (wt) e% [P, ]
— sin (wt) eiB (—ih)

ihsin (wt)

(3 )= (i
— cos (wt) — [py. 4]
5 (i)

ih cos (wt) %,
e

1 c 1 c
5%~ cgPy | cos (wt) — 2Y + B

Bpx) sin (wt) 729:1,}
cos (wt)

2

. cos (wt)
ih 5

eB’
echx) sin (wt) 7y}

— cos (wt)

[z, D]
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CAPITULO 2. SIMETRIAS DEL HAMILTONIANO Y OPERADORES
CONSERVADOS
2.1. EJEMPLOS

Al = |(3o- Spm ) osten  (Gu+ o ) sinte) )

Empleando la ecuacién (1.33) se tiene que la accién de U = exp (—%SA) en los operadores x, y, p, ¥
Dy €s:

UlaU, =z — %sin(wt) =x— %sin(wt)7

sc s
UlyU, =y — —p 8 (wt) =y — > cos (wt),
.I_ S
UlpUs = ps — 5 cos (wt),

Ulp,Us = py, + ;sin (wt).

De acuerdo con la proposicién 2.2 estas transformaciones deben ser una simetria para el operador H.

2.1.4. Invariancia de un operador hamiltoniano

Consideremos el siguiente operador hermiteano,

t kt3
A=zx— —p+ — 2.7
T——pt o (2.7)

dicho operador es una constante de movimiento si elegimos H como
H= g2kt (2.8)
= —p° —ktx .
om? )

donde k es una constante. ‘
Empleando (1.33) es facil verificar que la accién de Uy, = e~ 794 en los operadores  y p es:

lp
U;asUp =z— - (2.9a)
UépUp =p—p (2.9b)

Por otro lado, hallemos el segundo término de (2.1). Primero simplifiquemos el operador e~ ro(-etA)
mediante el uso de (1.32) y de

‘ ‘ 2 3 | tp?
; ; o ¢ kt 1 tp
700 —ppAl = 5 |8 - —p o = e
{h@% n } 2 {xm m’ 3w T Thm
por tanto,
ef%@(*IJFA) = e%pmei%pAe%%
o bien,

i tsuz i

U, = eTFOA = o Tm o hPTeTRO(-TTA) (2.10)

Luego, derivando U, con respecto a t,
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CAPITULO 2. SIMETRIAS DEL HAMILTONIANO Y OPERADORES
CONSERVADOS
2.1. EJEMPLOS

U, 2 0
78;0 = —%ép—mU —&-e_ﬁﬁe_f@x%e_ﬂj( z+A), (2.11)

Ahora, hallemos %e*%@(’”“‘) teniendo en cuenta que,

) 1 Kkt t kt?
8t( $+A) —ZL’+A:| = {—mp+m7—mp+3m =0
por lo que?,
Ot Ay =n(at A Ot (2.12)
entonces,
9 1/ i\"0
Yo te(—zt+A) Bl (N Z— n
ot " Zon'( hp) AR
— Zn'(_hp) n(—z+ A) 15(—“14)
n=0 "
= ffp e*ﬁp(*wﬂl)a (—z + A)
sustituyendo en (2.11),
ou,, i o2 i 0
== Xy, - U~ (x4 A 2.1
o = hamte R A (213)
por tanto,
, ouU, ©° 0 > P kt?p
W2 = — Ay=-—-= : 2.14
ZU@(’% 2m +8t($+) 2m mp+m (2.14)

Finalmente, calculemos la accién de U, sobre H empleando las ecuaciones (2.3),

1
_ t
USHU, = o -UlpU,UlpU, = ktUlaU,,
1 kt?p
3 P =) (p—p) = kte + —
1 2 kt?
= —p°— ﬁp + Y kta +
2m 2m m
1 2 kt?
= | —p* —ktz ) + L ﬁp + e
2m 2m  m m
ou,
= H+ihUl—£
e 5t

Es decir, H es invariante bajo el grupo uniparamétrico de transformaciones unitarias U,,.

Cabe senalar que el segundo término de la ecuacién (2.1) en general no siempre se puede calcular
de forma directa, sin embargo, en ciertas ocasiones se pueden emplear otras herramientas para poder
hallarlo tal y como se hizo en este ejemplo.

2Ver Apéndice B.
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Capitulo 3

Conclusiones

El estudio de las simetrias en la fisica merece atencién especial, ya que las leyes fundamentales resultan
de ellas, ademéas de ayudarnos a comprender mejor ciertos aspectos del sistema con el que se esté tra-
bajando. Otra caracteristica importante es que nos provee herramientas que nos facilitan la solucion de
ciertos problemas, como resolver una ecuacién de manera sencilla. Existen simetrias discretas (inversién
temporal, espacial, etc.) y continuas (rotaciones, traslaciones, etc), pero estas tltimas son las que resultan
mas interesantes pues estan relacionadas con cantidades conservadas.

En el caso de la mecanica clasica si la hamiltoniana es invariante ante una familia uniparamétrica de
transformaciones candnicas entonces el generador de dichas transformaciones se conserva, y de manera
equivalente toda cantidad conservada genera un grupo uniparamétrico de transformaciones candnicas
que dejan invariante a la hamiltoniana. En contraste, en la mecanica cudntica el estudio de las simetrias
(en la mayorfa de los textos tradicionales) solo se restringe a aquellas que son generadas por cantidades
conservadas no dependientes del tiempo, en este caso basta con que esta cantidad conmute con el operador
hamiltoniano para que la condicién de invariancia se cumpla. No obstante, este no es el caso més general.

Precisamente, el objetivo principal de este trabajo fue dar una definiciéon de invariancia en el hamilto-
niano bajo una transformacién unitaria que pudiese depender del tiempo (ver (2.1)). Como vimos dicha
definicién se reduce al caso en el que las transformaciones no dependen del tiempo. Andlogamente al
caso clasico, cualquier invariancia del operador hamiltoniano esta relacionada con una cantidad conser-
vada (ecuacién (2.2)); ademds, para garantizar la existencia de esta cantidad conservada basta con que
el operador hamiltoniano sea invariante bajo una familia uniparamétrica de transformaciones unitarias
y 1o necesariamente bajo un grupo. Similarmente, todo operador que satisface (1.56) genera un grupo
uniparamétrico de transformaciones unitarias que son una simetria para H. Como puede observarse, las
pruebas de estos resultados fundamentales son mas sencillas que en el caso clésico, lo cual se debe en parte
a que tanto las cantidades conservadas como las transformaciones corresponden a operadores. Por otra
parte, hallar explicitamente el operador AU | 86(,{55 para verificar si el operador hamiltoniano es invariante
bajo una transformacién dada no siempre es posible; sin embargo, existen casos en los que empleando
ciertos métodos el célculo puede resultar sencillo, tal y como ocurrié con el ejemplo 2.1.4.

Y=






Apéndice A

Proposicién A.1. Si A es una constante de movimiento, entonces A™ (n € N\ {1}) también lo es.
Prueba: Probémoslo por induccion.

i) Paran = 2:

OA? 0A 0A
o~ YTl
1
7

1

= ——A[AH|——=[AHA
—A[AH] — = [A,H]
1

= ——[A%H
Zh[’]

o bien:

0A% 1 .,
W+%[A,H]_O

Por tanto, se cumple para n = 2.

ii) Supongamos que se cumple para n — 1, es decir:

An—l 1
- [A H] =0,

Probémoslo para n:

aAn _ (9 n—1
ot E(AA )

94 9Am1
_ A1y
ot ATy

_i n—l_l n—1
<A H] A A A ]
_ _i n—1
= (A4 H]

1 n
= —mAn A

o bien:

oA | 1
ot in

(A", H] =0

Asi, se cumple para n.

. A™ es una constante de movimiento.
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Apéndice B

Proposicién B.1. Si [%—?73} = 0, entonces:

OB" _ o 10B

—— =n
ot ot
Prueba: Podemos demostrar la proposicién por induccién.

i) Paran =2:

OB2 0B 0B
o - Batal
0B
= 2B—.
ot

Por tanto, se cumple para n = 2.

ii) Supongamos que se cumple para n — 1, es decir:

Probémoslo para n:
- as
= (n71)B”*1%—f+3”*1%§
B
= nB”flaa—t.

Asi, se cumple para n.
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