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Resumen

Un campo 6ptico parcialmente coherente puede representarse como una superposiciéon de modos
completamente coherentes y no correlacionados entre si. Dicha representacion ha permitido generar
experimentalmente una amplia gama de campos incluyendo voértices parcialmente coherentes. En
particular los, asi llamados, modos de Bessel han sido aplicados para generar vortices invariantes
en propagacién. Sin embargo, la invariancia de la coherencia ante propagacién puede no implicar
la invariancia de otras propiedades del campo. En este trabajo investigamos la evolucién de la
distribucion de polarizaciéon transversal de un vortice parcialmente coherente, con estructura modal
Bessel, al propagarse en el espacio libre. Para ello empleamos un método in silico basado en la
medicion de los pardmetros de Stokes con resolucién espacial y a partir de ellos determinar los
estados de polarizaciéon en toda la seccion transversal del campo. Este método conocido como
Polarimetria de Stokes se aplica a las intensidades de vortices generados a partir de un ensamble
de realizaciones del campo, en el plano de observaciéon. Los resultados revelan que en general la
polarizaciéon no es invariante ante propagacion, los estados de polarizaciéon en la seccion transversal
del campo cambian en propagacion, pero en la vecindad de la singularidad correspondiente a la
region de minimos de intensidad, la polarizaciéon es completamente lineal y uniforme. Analizamos
algunas posibles causas y consecuencias de este fenémeno.



Capitulo 1

Introduccion

A principios de los afios sesenta, con la invencion del ldser (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation, por sus siglas en ingles LASER), el campo de la fisica del laser determino
que la luz que emite posee propiedades tinicas como coherencia, direccionalidad, monocromaticidad
e intensidad. Ademas, al pasar de los afios, sus aplicaciones permitieron tener grandes aplicaciones
tanto en la ciencia como en la vida cotidiana. Por ejemplo, fue posible estudiar con mayor deteni-
miento la presion de la radiacion utilizando haces de luz intensos y colimados [1].

La estructuracion de la luz laser para atrapar y manipular particulas dieléctricas dio origen a las
“pinzas dpticas”, dada la capacidad de la luz para ejercer fuerza o presion de radiacion, desarrolla-
das originalmente en la década de los sesenta en los trabajos pioneros de Arthur Ashkin [2]. Para
1986, poco después de sus primeras implementaciones, Ashkin se dio cuenta de inmediato de su
posible aplicabilidad a los sistemas biologicos, lo que lo llevo a orientar sus futuras investigaciones
en dicha area [1].

Por otra parte, en 1989, Pierre Coullet y colaboradores encontraron las soluciones con vortice a
partir de las ecuaciones de Maxwell-Bloch dando origen al concepto de wvdrtice dptico, inspirados
en los vortices hidrodindmicos [3]. Como nota, la analogia entre la fisica del laser y la fisica de
los fluidos/superfluidos ya se reconocia en 1970, al reducir las ecuaciones de laser a ecuaciones
complejas de Ginzburg-Landau. Por ello, muchas de las caracteristicas hidrodindmicas se estu-
diaron analogamente en campos 6pticos y se observaron en sistemas de laser. Una caracteristica
importante de un vortice éptico es que tiene una fase helicoidal con una singularidad y posee carga
topologica, que fisicamente se manifiestan como un cero de intensidad en el punto singular y una
region oscura en la vecindad de tal punto [4].

En 1992, Les Allen y colaboradores propusieron el momento angular orbital en haces con vortice
que se propagan en la aproximacion paraxial [5], lo que revel6 una nueva comprension de la co-
nexién entre la 6ptica macroscoépica y los efectos cuanticos. Por ende, los haces con vortice estan
caracterizados por el factor de Hilbert (exp (i0)), por ejemplo, los modos Laguerre-Gaussiano pue-
den transportar el momento angular orbital equivalente a ¢ por fotéon (¢ es un ntmero entero), y
este momento angular puede ser mucho mayor que el momento angular del espin relacionado con
el giro del foton [4].

Para el ano 2010, ya existia un gran avance de las teorias sobre la manipulaciéon de particulas
clasicas (como las aportadas por el grupo de Dholakia en 2002 [6]) y aplicaciones cuanticas (como
el entrelazamiento de los estados de momento angular orbital de los fotones propuesta por el grupo
de Zeilinger en 2001 [7]). También se destacaron aplicaciones en astrometria (como lo publicado
por Harwit en 2003 [8]), microscopia (en 2005 el grupo de Ritsch-Marte publico el uso del momento
angular orbital en microscopia [9]) y aplicaciones biomédicas (Zhuang publico en 2003 como usar
haces con vortice para ensamblar ADN [10]). Méas aun, para el uso de comunicaciones opticas (por
ejemplo, la tecnologia para codificar propuesta por Barreiro y su grupo en 2008 [11]).

En la actualidad, se han continuado desarrollando las teorias que caracterizan vortices y sus dife-



Introduccion

rentes aplicaciones, incluso los métodos de generacion con el fin de controlar y definir sus variables
caracteristicas [4]. Estudios han demostrado que los campos que portan vortice ocurren en siste-
mas coherentes, que tienen una fase bien definida, o parcialmente coherentes donde se requieren
herramientas estadisticas para cuantificar los efectos de las fases aleatorias [12]. Aunque, el pro-
blema de la elaboracién experimental de una fuente secundaria, con propiedades estadisticas de
coherencia y polarizaciéon controladas, es un problema abierto. Debido a que comercialmente no
existen fuentes Opticas parcialmente coherentes que posean propiedades estadisticas controlables
[13], por ejemplo, la fuente comunmente utilizada en la practica optica es el laser de gas cuya
radiacion es casi completamente coherente y polarizada [14]. Ya han demostrado que se puede
emplear el modulador espacial de luz (SLM) de cristal liquido (LC) controlado por computado-
ra para este fin. De modo que, para generar el vortice parcialmente coherente es posible utilizar
un sistema optico de Transformada de Fourier con un LC-SLM controlado por computadora en
su entrada. Sin embargo, no todos los vortices parcialmente coherentes generados mediante esta
técnica mantienen su forma, es decir, el sistema esta limitado por difraccién y en consecuencia el
vortice puede cambiar al propagarse en el espacio [13].

En particular, estudios previos ya han presentado una nueva familia de vortices 6pticos que se pro-
pagan de forma adifraccional dentro de ciertos limites. Esto fue posible mediante la teoria conocida
como “Representacion en Modos Coherentes”, en donde el campo puede representarse como una
superposicion incoherente de modos ortogonales no correlacionados entre si pero completamente
correlacionados con ellos mismos [15]. Con esta técnica es posible la realizacion de una fuente
secundaria parcialmente coherente con vortice, con estructura modal Bessel, la cual se puede gene-
rar aproximadamente por medio de un sistema 6ptico de Transformada de Fourier que incorpora
a un LC-SLM, controlado por computadora que opera en modo de modulaciéon de solo fase. En
este caso, el campo de entrada es un haz Gaussiano completamente coherente con un ancho de
haz controlable en la region transversal, para modificar la coherencia del vortice optico [13]. Esto
significa que se han explorado las propiedades teéricas y practicas de los vortices 6pticos formados
con luz parcialmente coherente [12].

Por otra parte, un resultado fundamental en Optica indica que la polarizacion de un haz de luz,
en general, cambia mientras el haz se propaga en el espacio libre [16]. Entonces, en general, un
campo 6Optico parcialmente coherente sufrird cambios de polarizaciéon al propagarse. Por lo que es
posible suponer que para un vortice 6ptico parcialmente coherente invariante en propagacion, su
polarizacién sufra cambios en propagacion.

Por estas razones, se decidi6 realizar via in silico la caracterizacion polarimétrica de una fuente
secundaria con vortice parcialmente coherente, con estructura modal Bessel, utilizando la técnica
de “Polarimetria de Stokes”. La finalidad de este trabajo es determinar los estados de polarizacion
del vortice optico la region transversal del campo 6ptico, en el plano del haz Gaussiano modulado
y en el plano de Fourier. Asimismo, esta técnica polarimétrica nos permitira analizar la polariza-
cion que posee el vortice optico tanto en su anillo como en la singularidad de fase o nicleo, para
identificar posibles cambios en términos de su coherencia y carga topologica.




Capitulo 2

Coherencia y polarizaciéon de campos
Opticos

Basicamente, todos los procesos épticos tienen caracter aleatorio, la razén de ello es posible
justificarlo considerando el proceso de formacion de iméagenes. Primero, la radiacion 6ptica generada
por cualquier fuente real tiene un caréacter aleatorio, si se trata de una fuente térmica la luz que
emite se debe al movimiento caotico de las moléculas, en caso de un laser continuo su luz emitida se
determina por las transiciones cuanticas de los electrones. Luego, la luz al propagarse en un medio
sufre cambios por las fluctuaciones aleatorias de las caracteristicas dpticas del medio. Prosiguiendo,
la interaccion de la luz con la materia tiene un caracter estadistico. Por tltimo, cualquier detector
de luz posee ruidos internos propios que causan alteraciones aleatorias a la imagen registrada.
Por ende, todos los factores mencionados influyen en la calidad de la imagen formada por un
sistema Optico. No obstante, hay modelos matematicos adecuados de los procesos de generacion,
propagacion y deteccion de radiacion 6ptica. El desarrollo de tales modelos, expresados en términos
de estadisticas matematica, constituye precisamente el objetivo principal de la Optica Estadistica
[17]. De modo que es necesario revisar parte de la teorfa de probabilidad y estadistica para estudiar
a la luz como un proceso estocastico [18].

2.1. Proceso estocastico y caracteristicas estadisticas

Cuando uno estudia experimentos aleatorios es necesario considerar la teoria de probabilidad
para comprender sus resultados, pues pueden ser representados por variables aleatorias. Aunque,
por lo general, el enfoque de las variables aleatorias se aplica a los problemas aleatorios que no son
necesariamente en funciéon de un parametro temporal [19], varias aplicaciones practicas de la pro-
babilidad tienen que ver con procesos aleatorios que evolucionan en la dimensién espacio-temporal,
suponiendo que no presentan alguna restricciéon para que la evoluciéon del proceso pueda continuar
[20].

Sabemos que las variables aleatorias son el mapeo de algin evento s € S, donde S es algin espacio
muestral, para algan valor real X(s) [19]. En consecuencia, una variable aleatoria X (s) es una
funcion del tiempo si X (s,t) o X[s(t)], con t € T siendo T el pardmetro del conjunto del proceso.
Por ende, el ensamble o familia de todas las variables aleatorias definidas sobre un espacio de pro-
babilidad dado, indexada por el pardmetro temporal t, se le denomina proceso aleatorio o proceso
estocdstico [19, 21].

De esta manera, el concepto de un proceso aleatorio o estocdstico, debe representar una genera-
lizaciéon de la idea de un conjunto de variables aleatorias {X;, Xa,..}, cuando el conjunto ya no
es contable y las variables forman un continuo [18]. Por lo tanto, por simplicidad, los procesos
estocasticos que trataremos se limitan a evolucionar en una sola dimensién, siendo la dimension



Coherencia y polarizacion de campos pticos
2.1 Proceso estocastico y caracteristicas estadisticas

temporal a la cual le asociamos por definicion el tiempo t [20].

Definiciéon 2.1 Sea un espacio de probabilidades (S, F,P), donde S es el espacio muestral de
todos los posibles resultados s tal que s € S, F es el campo o espacio de eventos donde se define el
algebra, por ejemplo, el campo de ntimeros reales R, y P una funcién de medida de probabilidad.
Un proceso aleatorio o estocdstico es cualquier ensamble de variables aleatorias X asociadas a even-
tos s, definidas en el espacio de probabilidades, tal que {X(s1,...,s;j;t1,...,t;)| 0 <t; € T} siendo
t; la variable dependiente del tiempo definido en un conjunto indice temporal T'. Donde j puede
determinar si el proceso es discreto o continuo, también, si la cantidad de eventos son contables o
incontables [19, 20, 22].

En la vida real, uno no esta tan interesado en los resultados de los eventos s en el espacio muestral
S, sino en los resultados numéricos reales asociados a dichos eventos, porque se pueden obtener las
medidas correspondientes a sus probabilidades. De acuerdo con la definicion de un proceso esto-
castico, denotamos al proceso como X (t) = {X1(t1), ..., X;(t;)}, siendo ¢; el tiempo, donde X (t;)
es una realizacién muestral para cualquier punto s en el espacio muestral S [19, 20]. De modo
que, a dichas variables aleatorias del proceso se le asocian funciones muéstrales, denotadas como
xj(t;) = X,(t;). Por lo tanto, un proceso estocastico se puede definir como el conjunto de todas las
funciones muéstrales posibles X (¢) = {z1(¢1),...,z;(t;)} = {z(¢)}, con la medida correspondiente
de sus probabilidades [17].

Las principales caracteristicas de un proceso estocastico son: Primero, el espacio de estado corres-
ponde al dominio de todas las variables aleatorias X;, puede ser discreto o continuo. Segundo,
los parametros del conjunto de eventos aleatorios, por ejemplo, dependiendo en la cantidad de
elementos en T los procesos estocasticos tendran componentes finitas o infinitas. Por ultimo, las
relaciones de dependencia entre varias variables aleatorias X, es decir, la existencia de una distri-
bucion conjunta descrita por probabilidades o densidades de probabilidad que definen por completo
el sistema [20, 22].

Si consideremos algtin proceso estocéastico es discreto, entonces la funcién de distribucién de pro-
babilidad conjunta, denotada por F' de j-ésimo orden, es tal que

FXl,,..,Xj (.Tl, ...,LEj;th ...,tj) = P(Xl S I, ...,Xj S il'j). (21)

Aun mas, si el proceso estocéstico es continuo, se define la densidad de probabilidad conjunta p,
como

o7
‘FXl,.A.,Xj(xly--~;37j§t1a-~-,tj)- (22)

le,...,Xj (.731, ceey Tjg tl, ...,tj) = 81[,‘1 - ax]

Continuando con el caso continuo, nos permite definir la esperanza matematica y varianza del
proceso estocastico, como:

BX (0] = mx () = | " e t)px (. t)da,
. - (2.3)
VarlX(o)] = o4 = [ le(0) — mx (0 px (o )

Cuando las esperanzas y varianzas coinciden entre realizaciones, se tiene una propiedad importante
para poder distinguirlas. Para ello, sean dos observables X (t1) y X2(¢2) de un proceso estocéstico
con sus funciones muéstrales x1(t1) y z2(t2) respectivamente, definidos en el mismo espacio de
probabilidad, requerimos aplicar la funcién de correlacion [17, 19, 21], esto es

oo

F(l’l,mg;tl,tg) = E[Xl(tl)XQ(tQ)] = / xl(tl)xz(tg)le7X2(l'1,I'Q;tl,tg)dl’ldl’g. (24)

— 00

Observamos, si los tiempos t1 y t2 son muy cercanos, entonces las variables aleatoria X; y X5 son
muy correlacionados, debido a que la funcién muestra no puede cambiar tan rapido para ser muy
diferente. Caso contrario, si los tiempos 1 y t2 son muy lejanos, obtendriamos poca correlacion entre
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los valores de las variables aleatorias X; y Xs5. Notamos que hasta ahora las funciones muéstrales
z(t) tienen valores reales, pero puede darse el caso que proceso estocastico requiera de asociarlo
con numeros complejos y deben considerar sus conjugados [17].

2.1.1. Estacionariedad y ergodicidad

Es posible simplificar la descripcion de un proceso estocastico si satisface ciertas condiciones
como estacionariedad y ergodicidad. Un proceso estacionario esta definido en uno de los dos sentidos
estricto o amplio. Para el caso de un proceso estacionario en el sentido estricto se debe cumplir que
todas sus funciones de distribucion de probabilidad conjuntas son invariantes bajo transformaciones
de desplazamiento en el tiempo. Para el caso discreto, la funcion de distribucion de probabilidad
conjunta F' deberé satisfacer que

FXl,‘.A,Xj ({L‘l, ...,,Tj;tl, ,tj) = FXI,u-,Xj ({El, ...,(Ej;tl -7, ...,tj — T)) (25)

Cuando las funciones de distribucién de probabilidad conjunta son diferenciables, tenemos el caso
continua y se tiene una misma condiciéon para las densidades de probabilidad conjunta p, esto es:

le,‘..,Xj ({L‘l, ...,,Tj;tl, 7tj) = le,A.jo (331, ...7£L'j;t1 -7, ,tj — T)) (26)

Donde 7 es cualquier valor definido en el mismo dominio que t;.
Pero para llamarlo un proceso estacionario en el sentido amplio se tienen que cumplir las siguientes
condiciones, siendo X = {X1,..., X; }:

1) mx(t) = E[X ()] = const.
2) 0%(t) = Var[X(t)] = E[X?(t)] — E[X(t)]* = const. (2.7)
3) Ix(t1,t2) = E[Xq(t1) X5 (t2)] = E[X1(t1) X5 (01 +7)] =Tx(7), 7 =t2 — 11.

Notamos que la tltima propiedad esta asociada con la funcion de correlacion que resulta muy
importante para otros analisis [17, 19, 21].

Por dltimo, se le denomina proceso ergodico a un proceso estocastico si todos los promedios de
tiempo son equivalentes a los promedios estadisticos correspondientes [19]. En otras palabras,
un proceso aleatorio se le denomina ergodico solamente si es estacionario en el sentido estricto.
Asimismo, si el promedio sobre el conjunto {z(t)} es igual al promedio en el tiempo de la funciéon
muestra z(t) [17], esto es

EIX(0)] = mx(t) = lim ~ / (bt (2.8)

Es decir, un proceso aleatorio ergbdico es un proceso estacionario donde cada elemento del ensamble
se comporta estadisticamente de manera similar que el propio conjunto. De modo que, es posible
determinar el comportamiento estadistico del conjunto examinando solo con una funcién muestral
tipica [21].

2.2. Funcién de correlaciéon y grado de coherencia

Dado la complejidad de describir procesos estocésticos especificando todas sus funciones de
distribucion finitas o sus densidades de probabilidad, se opta por aplicar la teoria de las funciones
de momentos [23]. Pues puede utilizarse para encontrar los momentos de una variable aleatoria
[19] v, a partir de estos momentos, podemos obtener lo que se denomina correlacién. Habitualmente
estamos mas familiarizados con los momentos de primer orden, es decir, el promedio. AGn mas,
si obtenemos el segundo orden, obtenemos la varianza [23]. Pero dependen de algtn valor, por
ejemplo, u siendo un parametro real. Sin embargo, hay una forma alternativa de encontrar los
momentos de una variable aleatoria que se introduce a continuacion [19].
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2.2.1. Funcidén caracteristica

La funcion caracteristica de una variable aleatoria es una poderosa herramienta para analizar
la distribucién de sumas de variables aleatorias independientes. De la misma manera que la fun-
ci6n generadora de momentos se relaciona con la transformada de Laplace, tenemos que la funcion
caracteristica se asocia con la transformada de Fourier [18, 22].

Definicion 2.2.1 Consideremos a X como un variable aleatoria. La funcién caracteristica, deno-
tada por ¢x, esta definida como

dx(w) = E[e“"X}, (2.9)

donde w es una variable de frecuencia, pero no asociado alguna caracteristica fisica. De modo que
la funcion caracteristica es una funcion compleja, ¢ : R — C [19, 21, 22].
Para el caso en que X es una variable discreta, la funcion caracteristica se expresara como [19, 21]

dx (W) = Z e px (). (2.10)

Si X es una variable aleatoria continua tendra asociada una funcién de densidad de probabilidad
px (z), en consecuencia la funcion caracteristica [18, 19, 21, 22], sera tal que

ox@) = [ o (2.11)

—0o0

Notamos que si para todo w € R, entonces se satisface que

Px(—w) = o (w). (2.12)

Ademas, para este caso de continuidad, podemos observar que la funcién caracteristica siempre
existe como una funcién ordinaria, porque es simplemente la transformada de Fourier de una
funcion absolutamente integrable [18, 22].

2.2.2. Funcién de correlacion

En la Seccién 2,1, comentamos que el promedio y la varianza pueden coincidir entre reali-
zaciones, por lo que no siempre proporcionan la informaciéon completa de todo lo que ocurre en
la dindmica de algtn sistema o proceso. Por ello, se busca alguna cantidad que permita medir la
influencia de un valor de z a un tiempo t; sobre el valor z al tiempo ¢; + 7, con 7 = t5 — t; [24].
Primero, la funcién de auto-correlaciéon es una medida de similitud entre dos observaciones de un
proceso aleatorio, X (t) = {Xj(t;)}, en diferentes puntos del tiempo ¢; y t; + 7. Asi, la funcion de
auto-correlacion de X (¢1) y X (t1 + 7) se denota por Rxx(t1,t+ 7) y se define como:

RXX(tlatl +T) = E[X(tl)X*(tl +T)], (213)

donde el parametro 7 se denomina a veces como tiempo de retardo (o tiempo de retraso). [21]
La cual satisface las siguientes propiedades principales:

1) |Rxx(7)| < Rxx(0)
2) Rxx(7) = Rxx(-7) (2.14)
3) Rxx(0) = E[X*(t)]

Sean X (t) y Y (t) dos procesos aleatorios, definidos en el mismo espacio de probabilidad y con
medias mx (t) y my (t), respectivamente. La funcion de correlacion cruzada Rxy (t1,t1 +7) de los
dos procesos aleatorios [21] y se define como [19, 21]:

ny(tl,h + T) = E[X(tl)Y(tl + T)] (2.15)
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La funcién de correlacion cruzada mide esencialmente la similitud de dos procesos diferentes (o
sefiales) cuando uno de ellos se desplaza en el tiempo con respecto al otro. Donde sus propiedades
son anélogas a las de la funcién de auto-correlacion [21].

Algunas de las propiedades relevantes que satisface la funcion de correlacion cruzada son [19, 21]:

1) Rxvy(t1,t1 4+ 7) =0 entonces son ortogonales.
2) Rxy (1) = Ryx(-7) (2.16)

3) [Rxy(T)| = v/ Rxx(0)Ryy(0)

Por otra parte, las funciones aleatorias en el tiempo suelen tener la propiedad de que el caracter
de las fluctuaciones no cambia con el tiempo, aunque cualquier realizacion del ensamble X (t)
cambie continuamente en el tiempo. Recordamos, llamamos a un proceso aleatorio estacionario si
todas las densidades de probabilidad px, que gobiernan las fluctuaciones, son invariantes bajo una
traslacion arbitraria del origen del tiempo [18]. Por ello, conocer su funcién de correlacion es de
gran importancia, la cual es denotada por la funciéon T' [17, 18] y definida como

Tx(r) = BIX(0) X" (t1 +7)], 7 = ta — t1. (2.17)

Ademaés, si consideramos dos realizaciones en distintos tiempos, pueden no ser necesariamente
iguales a pesar de que su varianza y valor esperado sean equivalentes. Por lo tanto, su funcién de
correlacion [17, 18] sera tal que

o0

Fx(tl,tQ) = E[Xl(tl)XQ(tQ)} = / xl(tl)l'z(tg)px(fbl,.’£27t1.t2)d(£1d$2. (218)

— 00

También, en caso de ser un proceso estocastico complejo Z(t), la funciéon de correlacion T' esta
definida como

Lz(t1,t2) = E[Z{ (1) Z2(t2)] = /Zik(fl)zz(tz)P(Zl(tz)aZz(tl))d221 (t1)d?z2(t2), (2.19)

donde z hace referencia a ser complejo, p es la densidad de probabilidad y d?z = dxdy. Por ende,
debe satisfacer la condicion de Hermiticidad, esto es

Tty —t1) = T*(ty — ta). (2.20)

Notamos, cuando z(t) es tal que su media mx(t) es independiente de ¢ y su funcién de auto-
correlacion depende de t y ¢t + 7 s6lo a través de la diferencia de los dos argumentos temporales,
se dice que el proceso es estacionario en sentido amplio [18]. Por supuesto, se puede extrapolar en
el sentido de una funcion de correlacion-cruzada. Incluso, pueden ser aplicados a senales analiticas
de un método analogo [17, 18].

2.2.3. Senal analitica y senal 6ptica

En el anélisis de senales, la idea de una transformacién es aproximar adecuadamente las seniales,

que suelen tener perfiles de amplitud arbitrarios y dificiles de analizar en su forma original, en tér-
minos de sefiales base bien definidas (como las sefiales coseno y seno). De este modo, interpretarlas
es mas facil, al igual que analizarlas, transmitirlas y registrarlas [25].
Normalmente, hay dos dominios tedricos que describen las seriales aleatorias, el primero es el domi-
nio temporal y el segundo es el dominio frecuencia. Es decir, dada una sefial aleatoria (un proceso
estocastico) real z(t), podemos definir una transformacion lineal tal que se obtiene el segundo
dominio que corresponde a las frecuencias w, esto es

2(t) 22, 2, (2.21)
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donde al operador F' se le conoce como la transformada de Fourier de x, es decir, T es el espectro
de Fourier de z [25, 26, 27].

Consideremos que la variable real ¢t esta definida en el rango —oco < t < o0, entonces podemos
suponer que la funcion z(t) satisface una integrable cuadrdtica, esto es

/OO lz(t)]?dt < oo. (2.22)

— 00

De modo que, la transformada de Fourier de x sera
Z(w) = / x(t)e? ™ dt. (2.23)

Anéalogamente, es posible obtener su transformada inversa de Fourier, esto es

w(t) <O 5, (2.24)

Lo cual permite representar a la funcion z(t) como una transformada de Fourier de Z, es decir

(o9}
x(t) = / T(w)e 2™ @ldy, (2.25)
— 00

Observamos que es conveniente considerar sefiales definidas para todos los instantes de ¢, —oco < t <
400, en lugar de so6lo para t positivo, debido a que facilita el calculo matematico correspondiente
que permite emplear el anélisis de Fourier. Aun asi, cuando se le aplica un sentido fisico a la variable
t como el tiempo (y a la variable w con la frecuencia angular), todas las definiciones anteriores solo
se reajustan con facilidad considerando algunas propiedades del calculo [18, 25, 26].

Dada la naturalidad de la frecuencia, podemos realizar una generalizaciéon de lo expuesto con
anterioridad al caso de variables complejas, ya que no habria perdida de informacion. Asi, sea z(t)
una funcién compleja, entonces

z(t) = /00 2(w)e 2™t dy, (2.26)

donde

(2.27)

(W) = Z(w)  cuando w >0
W= 0 cuandow <0

Asi, a la funcion z(t) se le denomina senal analitica compleja [18, 25].
Teorema de Plancherel Sea z(t) una funcion indefinidamente diferenciable, entonces [25]

[z = [[Z(w)]l (2.28)

Si consideramos el teorema de Plancherel, podemos concluir que la funciéon Z(w) también satisface
una integrable cuadratica y es una funcién Hermitica, T(—w) = T*(w). Andlogamente, se sigue que
Z(w) es una funcién Hermitica y también es una integrable cuadratica [18, 25].

Observemos que siendo #(¢) una funcién Hermitica, podemos expresar la ecuacion (2.25) de la
siguiente forma

x(t) = /000 a(w) cos [p(w) — 2rwt]dw. (2.29)

donde 4
a(w)e?@) = 22(w), [a(w), p(w) son reales|. (2.30)

Entonces, la senal analitica compleja z(w) se puede expresar como

1 [ .
z(t) = 5/0 a(w)ellP@=2metl gy, (2.31)
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Notamos que las variables espaciales son implicitas dado que solo se estan considerando procesos
estocasticos, de modo que las seniales x y z dependen solamente del tiempo. Por otra parte, que la
sefial analitica compleja (2.31) es una generalizacion natural de la representacion compleja que se
utiliza frecuentemente en relacion con los campos de onda monocromdticos reales [18].

Veamos el caso de un tipo de senal en particular, consideremos un campo electromagnético cuasi-
monocromdtico estacionario (como el haz de un laser de gas), en un punto del espacio r = (z,y, z),
dado un momento t y linealmente polarizado, que puede representarse por la expresion:

V(r,t) = A(r,t) cos [2mwot + ¢(r, t)], (2.32)

donde A es la amplitud y ¢ la fase, recalcando que cambian lentamente con el tiempo ¢ en contraste
a la frecuencia w.
Sin embargo, tiene mayor ventaja trabajar con su expresion compleja y como no representa ninguna
alteracion en la interpretacion fisica del fenémeno, se tiene que la expresion (2.32) se puede expresar
como

V(r,t) = A(r,t)e’® Tt gi2meot (2.33)

Observamos que el termino 2“0t tendra que ser igual en cualquier punto del espacio. Sin embargo,
el resto de los términos describen una envolvente compleja tal que

Ulr,t) = A(r, t)e’?®t) (2.34)

donde la funciéon U(r,t) se le denomina senal dptica [17, 18].

2.2.4. Coherencia éptica

Todos los campos electromagnéticos que se encuentran en la naturaleza llevan asociadas al-
gunas fluctuaciones, aunque por regla general son demasiado rapidas las fluctuaciones para ser
observadas directamente. Sin embargo, deducir su existencia es posible a partir de ciertos experi-
mentos adecuados, siendo aquellos que proporcionen informacién sobre las correlaciones entre las
fluctuaciones en dos o més puntos del espacio-tiempo [18].

Las manifestaciones mas sencillas de las correlaciones en los campos 6pticos son los conocidos
efectos de interferencia, que surgen cuando se superponen dos haces de luz que proceden de la
misma fuente y dan la posibilidad de generar franjas de intensidad [18, 28]. En oOptica fisica, el
término coherencia ha sido utilizado con regularidad para referirse a la capacidad de la radiacion
electromagnética para producir fenémenos de interferencia. Hoy en dia, la nocién de coherencia
se define por las propiedades de correlacion entre las cantidades de un campo 6ptico. Debido a
razones historicas, existen dos casos limite de una descripciéon més general: la coherencia temporal
y la espacial. Ademas, sus realizaciones experimentales no representan gran complejidad [28, 29].
Dado que la luz monocromdtica es una idealizacion teodrica, tal que no es posible encontrarla
en la naturaleza o reproducirla en un laboratorio. Suponemos un campo electromagnético cuasi-
monocromdtico, es decir, un campo cuyas fluctuaciones pueden representarse como un proceso
aleatorio estacionario, donde su perfiodo medio y su tiempo de correlaciéon son mucho mas cortos
que el intervalo promedio necesario para realizar una observacién. En otras palabras, para la luz
cuasi-monocromética su amplitud y fase, dependientes del tiempo y flucttian aleatoriamente, varia-
ran muy lentamente en cualquier intervalo de tiempo At, siendo corto comparado con el reciproco
del ancho de banda Aw de la luz. Ademés, podemos definir la propiedad de que su ancho de banda
efectivo Aw es mucho menor que su frecuencia media @, lo que implica que el haz sea estable a
una escala macroscopica [30].

Partimos primero del concepto de coherencia temporal, consideramos un campo electromagnético
cuasi-monocromdtico en forma de haz que emerge de una fuente de luz S. Posteriormente, dicho
campo se propaga en un interferdmetro de Michelson donde el campo pasa por una placa semi-
transparente que acttia como un divisor de haz D ubicada en el punto P, generandose dos haces de
luz con menor amplitud, cada uno de estos haces incide sobre los espejos M7 y M reciprocamente,

10
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por efecto del espejo cada haz de luz vuelve a pasar por el divisor de haz D y los campos resultan-
tes se superponen en el plano de observacion B (ver Figura 2.1). De modo que obtendremos una
diferencia de camino dptico Al = cAt = c¢(ta — t1), donde c es la velocidad de la luz en el vacio
[18, 30].

Ll My

B

Figura 2.1: Diagrama ilustrativo del interferdmetro de Michelson donde S es la fuente, D el divisor
de haz, M espejos y B el plano de observacion [18].

Para el caso en que Al es lo suficientemente pequeno se obtendran franjas de interferencia en el
plano de observacion 8. Asi, dicho resultado corresponde a la manifestacion de coherencia temporal,
es decir, debido a un retraso temporal At siempre y cuando

1
AtAw < 1= At = N (2.35)
Una posible explicacion del por qué ocurre el efecto de coherencia temporal es partiendo del concep-
to de correlacion, donde una funcién muestral de una perturbacién luminosa cuasi-monocromética
(siendo un proceso aleatorio estacionario) puede representarse como una sucesiéon de trenes de on-
das lentamente modulados, cuya frecuencia media coincide con la frecuencia media de la luz y cuya
duracién es del orden del reciproco del ancho de banda de la luz, es decir, del orden del tiempo de
coherencia. Cuando dicho campo pasa por el divisor D del haz del interferometro de Michelson, se
divide cada tren de ondas en dos trenes de ondas con la misma forma general pero de amplitudes
reducidas. Los trenes de ondas de los dos haces parciales, al incidir en el plano de observacién B,
se superponen después de haber introducido un tiempo de retardo entre ellos. Notamos que habra
una fuerte correlacion entre las fluctuaciones de los dos haces en B, si el tiempo de retardo intro-
ducido es corto comparado con 1/Aw, es decir, corto comparado con el tiempo de coherencia de
la luz. Caso contrario, habré una débil correlacion entre ellos cuando el retardo sea mucho mayor
que 1/Aw. La formacion o la ausencia de franjas de interferencia en el plano de observacion B
estd directamente relacionada con la correlacion o la falta de correlacion, respectivamente, entre
las fluctuaciones de los dos haces parciales que llegan a B [18].

11
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Por otra parte, considerando otro tipo de experimento de interferencia, el experimento de interfe-
rencia de Young con un campo electromagnético cuasi-monocromdtico proveniente de una fuente
S pero ahora es luz térmica extendida [18], ver Figura 2.2. La luz emitida por la fuente térmica
extendida pasa por dos aberturas situadas en P; y P, colocadas en el plano 2 de forma transversal
y muy cercanas al eje de simetria axial, lo que resulta en dos ondas esféricas [18, 29]. Asi, en el
plano de observacion B resultaran franjas de interferencia al superponerse las dos ondas esféricas,
cuyo resultado es descrito por coherencia espacial al existir una correlacién por la separacién entre
las aberturas [18, 29].

Py
—A8
As
- R . Q P
S
P,
s B

Figura 2.2: Diagrama ilustrativo del experimento de interferencia de Young donde S es la fuente,
Py y Py son aberturas en el plano 2 y B el plano de observacion [18].

Si suponemos que la fuente S tiene la forma de un cuadrado de lados As y su separacién entre
el plano 2 es lo suficientemente grande, se tiene una condicién para que aparezcan franjas de
interferencia en el plano de observacion 9 cerca del punto P. Dicha condiciéon esta dada como

AOAs < &, (2.36)

donde A es el angulo formado entre la separacion de las aberturas P; y P> con la fuente S como
origen, y A = ¢/ es la longitud de onda media de la luz. Para poder observar franjas en la vecindad
de P, considerando que la distancia entre el plano de la fuente y el plano que contiene las aberturas
estd denotada por R, las dos aberturas deben estar situadas dentro de una region alrededor del
punto axial @) en el plano 2. Lo que nos permite determinar un area efectiva AA para observar
franjas, denominada drea de coherencia, dada por

AA =~ (RAG)? (2.37)

Aun mas, el area de coherencia puede ser independiente de la distancia R si se considera el dngulo
solido AL, de modo que

AQ~ (A\/As)” = AA ~ R2AQ. (2.38)

Cada punto de la fuente da lugar a un patron de interferencia en el plano de observacion, dado que
se puede suponer que las fluctuaciones de la luz procedentes de diferentes puntos de una fuente
térmica son independientes entre si, por lo tanto, no tienen una relacion de fase fija entre si. La
distribucién de la intensidad en el plano B se obtiene sumando, en cada punto, las intensidades de
los patrones individuales generados por los diferentes puntos de la fuente S [18].
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2.2.5. Grado de coherencia complejo de una senal analitica

Cualquier haz de luz que sea experimentalmente realizable, puede ser descrito por una funcién
fluctuante del tiempo, siendo un elemento propio de un ensamble que consta de todas las posibles
realizaciones del campo. Para analizar el campo es més conveniente considerarlo en términos de
una sefial analitica asociada V(r,t), con r un vector de posicién y t el tiempo. Notamos que
esta funcién puede representar, por ejemplo, una componente cartesiana del campo eléctrico o del
potencial vectorial. Por lo que, por el momento, no especificaremos la naturaleza de V con mas
detalle, ya que el anélisis principal es independiente de cualquier eleccién particular de la variable
del campo. Suponemos que la luz cuasi-monocromdtica puede ser representada por un ensamble
estacionario estéatico de una sefial analitica V' (r,t), recordando que el ancho de banda Aw efectivo
es mas pequeno comparado con el promedio de su frecuencia w, esto es

A
=Rl (2.39)
w

No obstante, medir a V' en funcién del tiempo es casi imposible con los detectores 6pticos con-
vencionalmente usados dadas las altas frecuencias de vibracion dptica. Pero si se pueden realizar
célculos de las correlaciones del campo en dos o més puntos en el espacio-tiempo en términos de
valores de intensidad, siempre y cuando se consideren tales mediciones cuando el campo 6ptico sea
un haz de luz cuasi-monocromatico bien colimado.

Las ondas del campo en consideraciéon suponemos que pasan a través de dos aberturas de una
pantalla opaca 2, situados en los puntos Pi(ry) y Pa(ry) separadas entre ellas por una distancia
a, ver Figura 2.3, notamos que se trata del experimento de interferencia de Young. De modo que
en el plano de observacién ‘B resultara una distribucién de intensidad debido a la superposicion de
la luz emergida por las dos aberturas, donde el campo instantdneo en el punto P es expresada con
buena aproximacién como

V(I‘,t) = K1V(I‘17t - tl) + KQV(I‘Q,t — t2), con ty = Rl/C Yy tg = RQ/C, (240)

siendo los tiempos t; y t2 que necesita la luz para viajar desde las aberturas en P; y P, al punto P
en el plano de observacion B, respectivamente. Ademas, las aberturas P; y P, estan una distancia
Ry y Ry del punto P en el plano de observacion 28, respectivamente. Siendo c¢ la velocidad de luz
en el vacio, los factores constantes K7 y K5 son imaginarios de acuerdo con la teoria de difraccion,
que dependen del tamano de las aberturas y la geometria. Notamos que el tiempo ¢ implica que la
luz es emitida simultaneamente de las aberturas en Py y P> [18].

P(r)

pr
r

o R

Figura 2.3: Diagrama de la notacion relacionada al experimento de interferencia de Young [18].
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Si consideramos el promedio de la intensidad I(r,t) sobre todo el ensamble de diferentes realiza-
ciones del campo [18], puede ser definido como

(I(r, 1)) = (V*(r,t)V(r,1))
= |K1[2(I(ry,t —t1)) + | Ko (I(ra, t —ts)) (2.41)
+ 2R€{KTK2<V*(I‘1,15 — tl)V(rQ, t— t2)>}.

Sin embargo, de acuerdo a lo descrito en la Figura 2.3, los trenes de ondas procedentes de las dos
aberturas que inciden en un mismo punto lejano al eje simétrico de la pantalla son diferentes, es
decir, cuando las dos ondas se superponen estan desplazadas en el tiempo. Para tratar este caso
més general, se introduce la nocion de coherencia espacio-temporal [29]. Por ende, se recurre a la
funcion de correlacion cruzada del proceso estocastico V(r,t) [18, 29], descrito de la forma:

F(I‘hrg;tl,tg) = <V*(I‘1,t1)V(I‘2,t2)>. (242)

También, si consideramos que el campo es ergddico el promedio del ensamble serd independiente del
tiempo, asi la funcion de correlaciéon cruzada del ensamble dependeré de la diferencia 7 =t — 1,
esto es:

[(ry,re;7) = (V¥(r1,t)V(re, t + 7)) = hm ﬁ/ V*(ry,t)V (ra, t + 7)dt, (2.43)
T—00

De modo que la expresion (2.41), queda expresada como

(I(r,t)) =K1 (I(r1,t)) + [Ka|*(I(r2,1))

2.44
+ 2Re{ K] KoI'(r1,r9;t1 — t2)}, ( :

donde el ultimo término denota la superposicion de los haces y da como resultado la interferencia.
Incluso, la expresion (2.44) es mas conocida como la funcion de coherencia mutua (Wolf, 1955),
siendo una cantidad central de la teoria elemental de la coherencia optica [18].

Veamos un caso més, ahora podemos representar el promedio de la intensidad en un punto r como

(I(r,t)) = (V*(r,t)V(r,t)) = I(r,r;0). (2.45)
Pero es conveniente normalizar la funcién de coherencia mutua, de modo que tenemos que
(I‘ r ) F(I‘l,rg;’r)
T =
T ey, 1 0)[ 12T (3, 23 0)] 72
(2.46)
['(ry,re;7)

- [(I(r1, )]V2[(I(ra, t))]1/2"

Notamos que hasta ahora, estas deducciones son posibles por considerar el experimento de in-
terferencia de Young con un campo electromagnético cuasi-monocromatico y cuyos resultados de
interferencia son descritos por coherencia (o coherencia parcial) espacial. Es decir, siendo conse-
cuencia de que la luz es emitida de las aberturas en P; y P, simultaneamente al tiempo t y solo
dependa del camino 6ptico hacia el punto P. Por lo tanto, la funcion 7(rq,rs,7) es denominada
como el grado de coherencia compleja de las vibraciones de la luz en los puntos P;(r1) y Pa(r2).
Ademas, el grado de coherencia compleja satisface la desigualdad [18, 29]

0 < |y(ry,re,7)| <1, para todos los valores de ri, r1 y T. (2.47)

Por otro lado, si retomamos la sefial analitica V (r,¢) que representa una fluctuaciéon éptica en el
espacio-tiempo, considerando que el campo 6ptico es estacionario (al menos en el sentido amplio)
y ergodico, podemos representar a V(r,t) como una integral de Fourier, esto es

V(nt)z/ Vi(r,w)e 2 “tdu. (2.48)
0
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Ahora, la funcion de densidad espectral cruzada W (ry,rz,w) de las ligeras perturbaciones en los
puntos ri y re en la frecuencia w puede ser descrita del siguiente modo:

(V*(ry,w)V (re,w)) = W(ry, ra, w)d(w — w'), (2.49)

donde el lado izquierdo de la ecuacion (2.49) es el promedio tomado de todas las realizaciones del
campo y del derecho ¢ es la funcién delta de Dirac.

Considerando que al campo Optico estacionario V(r,t) esta definido en algtin dominio cerrado
finito D en el espacio libre, con su funciéon de coherencia mutua I'(rq,rs, 7). Suponemos que la
funciéon I'(rq,rg, 7) decrece tan rapido con 7 a medida que || — oo para asegurar que la funcion
de coherencia mutua sea absolutamente integrable con respecto a 7, para todos los puntos ry € D
y r2 € D [18]. Es decir, debe satisfacer la expresion

/ IT(ry,re, 7)|dr < c0. (2.50)

— 00

Posteriormente, tomando en cuenta el teorema integral de Fourier, la funcién de coherencia mutua
I'(ry,ry, 7) tiene una transformada de Fourier, denominada la funcion de densidad espectral cruzada
W(ry,re,w), tal que

W(ry,ro,w) = / [(ry,re, 7)e*™ 7 dr, (2.51)
donde W (ry,rs,w) es continua en w [18].
Ademas, el absoluto integrable de la funciéon de coherencia mutua I'(ry,ro, 7) implica su cuadrado
integrable, esto es

oo
/ IT(ry,re,7)%dr < cc. (2.52)
— 00

En consecuencia, por la relacion de Parseval, la funcion de densidad espectral cruzada W (ry, ra, w)
es de cuadrado integrable con respecto w, es decir

A |W (r1, 12, w)|2dw < oco. (2.53)

Por lo tanto, la expresion (3.3) es invertible, tal que
[(ry,re,7) = / W(ry, 1o, w)e* ™ dw, (2.54)
0

observamos que el limite inferior de la integral es 0 porque la funcién de coherencia mutua es una
senal analitica. El resultado anterior se le conoce como la generalizacién del teorema de Wiener-
Khintchine, es decir, la funciéon de coherencia mutua y la funcién de densidad espectral cruzada
estan relacionadas por medio de la transformada de Fourier [18].

Otro dato relevante es el siguiente, si consideramos el caso especial donde los dos puntos ry y ra
son iguales, la funcion de densidad espectral cruzada es representada por la densidad espectral (o
también llamada como el espectro de potencia) de la luz, es decir,

S(r,w) =W(r,r,w). (2.55)

Por supuesto, satisfacen ciertas propiedades: Primero, la funcion de densidad espectral cruzada
satisface la propiedad Hermitica y ademéas cumple con la definicién de funcién no negativa. Por lo
que implica que la densidad espectral es no negativa, es decir

S(r,w) > 0. (2.56)
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También, normalizando la funcion de densidad espectral cruzada, se obtiene que

W(ry,ro,w)
[W(ry,r1,w)]/2[W (ra, v, w)] /2
B W(ry,ra,w)
[S(r1,w)]V2[S (g, w)]1/2

,LL(I‘l, ra, w) =
(2.57)

Donde el termino p(ry, re,w) se le denomina como el grado de coherencia espectral a frecuencia w
y satisface la desigualdad:

0 < |u(ry,ro,w) < 1. (2.58)

Como observacion, a pesar de que exista cierta analogia entre las definiciones de los grados comple-
jos de coherencia v y u, incluso el hecho de que las funciones I' y W forman un par de transformadas
de Fourier. No implica que v y i, en general, sean transformadas de Fourier entre si [18].

2.3. La propagacion de la coherencia mutua en el espacio
libre

Retomando una funciéon muestral del proceso aleatorio real que caracteriza la perturbacion
luminosa fluctuante en la posicién r al tiempo ¢, puede considerarse como una senal analitica
compleja V(r, t) y, ademés, consideramos al campo como estacionario al menos en el sentido amplio
y ergodico. Siidentificamos a V' con una componente cartesiana, por ejemplo, de un campo eléctrico
o de un potencial vectorial, obedecera a la ecuacion de onda en el espacio libre:

1 0%V (r,t)
-2

2 —
v V(I‘,t) - c 8t2 )

(2.59)
con c siendo la constante de la velocidad de la luz en el vacio.
Uno puede llegar a esta deduccion partiendo de que podemos representar a V(r,¢) como una

integral de Fourier, es decir, satisface la expresion (2.48). Si a dicha ecuacion le aplicamos el
operador V2 — (1/¢?)5?/9t? a ambas lados [18], obtenemos

2 _ l@QV(r,t) I R T 277 —27iwt
VeV(r,t) 2 oz T, [V V(r,w)+ kV(r,w)|e dw. (2.60)

Pero se sabe que V satisface la ecuacion de Helmholtz, esto es
V2V (r,w) + k*V (r,w) = 0, (2.61)

donde V? es operador Laplaciano y k = 2mw/c. Asi, se llega a la ecuacion (2.59), lo que muestra
que la sefial analitica compleja V (r,t) satisface la ecuacion de onda.

Por otra parte, si consideramos el conjugado complejo de V' evaluado respecto a un punto r; a un
tiempo t; y multiplicando por V (ra,t2) ambos lados de la ecuacion (2.59), tenemos que

1 92

V% [V* (rl, tl)V(I'Q, tg)} = C—Qa—t% [V*(I‘l, tl)V(I‘Q, tg)] . (262)

Luego, si consideramos el promedio del ensamble sobre las diferentes realizaciones del campo,
entonces obtenemos en ambos lados de la expresion (2.62) lo siguiente

1 02

VIV (ry, 1)V (re, t2)) = Cfga*ﬁw*(rl,tl)‘/(rz,tz)) (2.63)
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Asimismo, dado que el campo es estadisticamente estacionario (al menos en el sentido amplio)
y ergodico, es posible utilizar la definicion (2.42) de la funcién de correlacion de segundo orden,
obteniendo la ecuacion:

V%F(I‘l, 1'277') =

1 0°T
—QM, con T =1ty — 1. (2.64)

or?

Anéalogamente, por un proceso estricto muy similar, en el caso de considerar ahora desde el punto
ro se obtiene que

1 9°I'(ry,ro,7)
c2 o2

Por lo tanto, encontramos el resultado de que en el espacio libre la funcion de correlacion de segundo
orden I'(ry, ry, 7) de un campo 6ptico obedece a las dos ecuaciones de onda (2.64) y (2.65).

Nos percatamos de que con las consideraciones y las relaciones en (2.50), a partir de las ecuaciones
(2.64) y (2.65) obtenemos las siguientes expresiones:

Vil'(ry,re,7) = , con T =ty —ty. (2.65)

V2W (r1,ro,w) + E2W (ry,rs,w) = 0, (2.66)

VaW (r1,ro,w) + k2W (ry,ra,w) = 0. (2.67)

Donde se demuestra que la funcion de densidad espectral cruzada W (ry,rs,w) también satisface
la ecuacion de Helmholtz en el espacio libre.

De modo que el problema de determinar la funcién de coherencia mutua y la densidad espectral
cruzada en cualquier par de puntos en un dominio en el espacio libre, delimitado por una superficie
cerrada, ahora se reduce a un problema estandar en la teoria de ecuaciones diferenciales parcia-
les. Por consiguiente, para resolver tales problemas son bien conocidas numerosas técnicas, tanto
exactas como aproximadas [18, 30].

2.4. Estado de polarizacion

Es sabido que la luz, emitida por fuentes de radiaciones térmicas y fuentes de laser, fluctua
tanto espacialmente como temporalmente. Para el caso de las fuentes térmicas de luz habituales,
las fluctuaciones espaciales se originan desde del tamano finito de la fuente y en la incoherencia
espacial de las ondas emitidas desde las distintas partes de la fuente, ademaés, las fluctuaciones
temporales se deben al amplio espectro de cuerpo negro emitido por dicha fuente. Si nos limitamos
a luz estrictamente monocromatica, en el sentido de trenes de ondas infinitamente largos, es decir,
de ancho espectral cero, estd debe ser completamente polarizada.

Sin embargo, una fuente fisica real tiene un ancho de banda de frecuencia finito, aunque el espectro
de frecuencia puede ser bastante estrecho, razén por el cual se estudian principalmente las ondas
cuasi-monocrométicas. Asumimos que el ancho de banda de la luz, concretamente el ancho de su
espectro de potencia Aw, es muy pequefio en comparaciéon con la frecuencia central wy (Aw < wy).
Una senal cuasi-monocromética puede resultar de la superposiciéon de un gran nimero de pulsos
estadisticamente independientes, cronometrados aleatoriamente con la misma frecuencia central.
El concepto de polarizacion parcial se vuelve significativo para tal onda cuasi-monocromaética [31].

2.4.1. Polarizacién

Sabemos que el plano de polarizacion esta perfectamente bien definido, siendo el plano geomé-
trico que contiene un vector que describe la direccién de vibraciéon y la direcciéon de propagacion,
dicho vector se denomina como“vector de polarizacion”. El cual es caracterizado por su geometria
en el plano de polarizacién como “lineal”; “circular” y “eliptica”. Dado que cualquier fenémeno de
polarizacién implica un movimiento ondulatorio transversal, cualquier descripciéon matematica de
ellos requiere una teorfa vectorial, por ejemplo, el vector magnético o eléctrico.
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Antes de la teoria electromagnética y del conocimiento de que estaban involucrados dos vectores
en la descripcion de la luz, en términos de un “vector de luz”. Posteriormente, se encontré que para
el vector de luz tal como lo definieron, solo la componente en el plano de incidencia se reflejaba
desde un dieléctrico cuando la luz incidia en el angulo de Brewster. Por tanto, el “vector de luz”
correspondia a lo que posteriormente surgié como componente magnética. Sélo relativamente hace
poco tiempo, debido a su papel dominante en la medicién 6éptica, el vector eléctrico se ha visto
favorecido en la descripcion de los fenomenos de polarizacion.

Por otro lado, se observa que dos haces de luz aparentemente idénticos con el mismo rango de fre-
cuencia y distribuciéon de intensidad, dentro de ese rango, pueden interactuar de manera diferente
con ciertos elementos 6pticos. La diferencia generalmente se manifiesta después de la interaccion
como una desigualdad de las intensidades de los haces, un cambio en su direccién de propagacion,
una modificaciéon de sus espectros o una combinacion de estos. Esta caracteristica de la luz, a la
que es sensible el elemento 6ptico, se conoce como polarizacion.

Ya que se ha establecido el uso del vector eléctrico para realizar los analisis pertinentes en haces
de luz. Veamos que las caracteristicas de orientacion de este vector en el tiempo y el espacio se
denominan polarizaciéon de la onda. Si fijamos nuestra atencién en un punto particular a medida
que pasa la onda, el lugar geométrico de la punta del vector eléctrico en ese punto es una medida
de la polarizacion. Por ejemplo, para la onda clésica, este lugar es una linea recta y, por lo tanto,
se dice que la onda esta polarizada linealmente. La orientacion angular de la linea recta se conoce
como la direcciéon de vibracién de la onda [32].

Christian Huygens fue el primero en proponer que la luz no era una cantidad escalar, basandose en
sus trabajos sobre la propagacion de la luz a través de los cristales, sino que tendria una naturaleza
vectorial denominada polarizacion. Si seguimos la mecénica y equiparamos un medio 6ptico a un
medio elastico isotropo, deberia ser capaz de admitir tres oscilaciones independientes. Por lo tanto,
en un sistema cartesiano se necesitan tres ecuaciones de onda independientes para describir la
propagacion de la perturbacion optica: uy,(r,t), uy(r,t) y u;(r,t). Donde las componentes u,(r,t)
y uy(r,t) son las componentes transversales, u,(r,t) corresponderia a la componente longitudinal;
esto cuando la propagacion sea en la direccion z. Sin embargo, en 1818, Fresnel y Arago realizaron
una serie de investigaciones sobre el experimento de interferencia de Young al utilizar luz polariza-
da. Concluyendo que la componente longitudinal u, (7, t) no existia. Es decir, la luz estaba formada
unicamente por las componentes transversales u,(r,t) y u,(r,t) [33].

2.4.2. Estados de polarizacién a partir elipse de polarizaciéon

Suponemos que el campo eléctrico de un haz de luz uniforme electromagnético plano se propaga
en la direccion positiva del eje z del sistema de coordenadas cartesianas. También suponemos que el
campo posee un espectro de potencia de banda estrecha de anchura Aw < wg que es su frecuencia
central [31]. A partir de que la luz consiste en tinicamente dos componentes transversales que son
perpendiculares entre ellas y se propagan en una direccién z [33]. Sabemos por convencion que
podemos expresar el campo éptico en forma compleja, pues facilita el analisis matematico de dicho
campo, entonces si el campo 6ptico transversal se propaga en la direccion z [29], tenemos que

E(z,t) = Ey(2, 1)@ 4 Ey(2,1)) = Eope! 043 4 By, et0Feng, (2.68)

Donde 0 = wt — kz es el propagador siendo w la frecuencia angular, k£ el niimero de onda definido
como k = 2w /A y X la longitud de onda. Luego, Eo, y Eo, corresponden a las amplitudes méximas
correspondientes a cada componente de vibraciéon, ademas ¢, y ¢, denotan una fase arbitraria
independiente del tiempo para cada eje [29, 32, 33].

Si consideremos la representacion real de cada componente del campo eléctrico E(z,t), se obtiene
que

E, := Re|E;(z,t)] = Eoy cos (0 + ¢y), E, := Re[Ey(z,t)] = Eoycos (0 + ¢y), (2.69)
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que describen un lugar geométrico de puntos en el espacio. Notamos que, en todo momento, las
amplitudes y los factores de fase fluctiian lentamente en comparacion con las rapidas vibraciones
de los cosinusoides [32, 33].

Considerando propiedades trigonométricas, reescribimos las expresiones (2.69), obteniendo las si-
guientes ecuaciones

EEI = cos (#) cos (¢5) — sin (0) sin (¢s ), (2.70)

Ox

EE—y = cos () cos (¢y) — sin (0) sin (¢y). (2.71)
Oy

Si despejamos el término sin (0) de la expresion (2.71), lo sustituimos en la expresion (2.70) y
simplificando la expresion resultante con algunas operaciones algebraicas (andlogamente para el
caso del término cos (¢)) [33]. Obtenemos las siguientes expresiones:

EE; sin (¢y) — EE,OZ sin (¢,) = cos (0) sin (¢, — ¢), (2.72)
Ey E, . _ B
Fou cos (ff)y) - Eioi, cos (¢5) = sin (0) sm(qﬁy br)- (2.73)

Finalmente, las expresiones anteriores las elevamos al cuadrado y las sumamos, resultando en la
ecuacion siguiente [31, 32, 33]:

E2(t)  ELt) _E,(t)E,t .
Eg(w) + EJ&/ -2 EgojEzy( ) cos (¢) = sin? (¢), donde ¢ = by — bz (2.74)

Asi la ecuacion (2.74) es denotada como la elipse de polarizacidn, pues muestra que en cualquier
instante de tiempo el lugar geométrico de los puntos descritos por el campo 6ptico a medida
que se propaga es una elipse. Notamos que la presencia del producto cruzado es simplemente
un reflejo del hecho de que los ejes de referencia no coinciden con los ejes mayor y menor de la
elipse. Observamos que el propagador se elimina entre las componentes transversales, es decir, solo
depende de los términos Ey,, Eoy, ¢, ¥ ¢y para describir toda la elipse [32, 33].

Notamos que la elipse de polarizacion descrita en (2.74) es referente al caso de radiacion cuasi-
monocromatica, pues las cantidades de amplitudes Ey y fases ¢ varian lentamente en funcion del
tiempo siendo constantes. Por otra parte, el termino E, (t) E, (¢) implica que la elipse de polarizacién
del campo eléctrico en general este rotado a un angulo ¢ [31, 32].

De modo que el angulo ¥ se le denomina dngulo azimutal (o dngulo de rotacidn), el cual se puede
calcular a partir de de la siguiente ecuacion:

QEOZEOy

tan (2’(/J> = ﬂ COS ((b), (275)
&4 Y

donde el angulo ¥ se encuentra definido en el rango 0 < ¢ < 7.
Asi, otro parametro importante es el dngulo de elipticidad x y se obtiene a partir de la siguiente
expresion: B B
. Oz 0y .

sin (2y) = L 1 B2, sin (¢), (2.76)
donde el angulo x esta definido en el rango —(7/4) < x < 7/4 [31, 32, 33].
Esto permite considerar parametros mas convenientes para describir la elipse de polarizacion,
observar la Figura 2.4, es decir: (1) la intensidad total Iy = Eg, + Ef, que determina el tamario
de la elipse, (2) el angulo de elipticidad y definido a partir del arcotangente entre el radio mayor
y el radio menor de la elipse, (3) el angulo azimutal 1) que esta entre el eje x y el eje mayor de la
elipse, y por ultimo (4) el sentido de rotacion del punto final del campo eléctrico [31, 32].
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Figura 2.4: Diagrama de los pardmetros que describen la elipse de polarizacion. La luz se propaga
en direccion fuera del papel [31, 33].

En general, se puede decir que la luz completamente polarizada tiende a ser descrita con una
polarizacién eliptica. Sin embargo, a partir de la ecuacion (2.74), observamos que de acuerdo con
los valores que tomen FEy,, Eo, y ¢ resultaran formas especiales o formas degeneradas de la elipse
de polarizacién, siendo encontradas continuamente en el estudio de la luz polarizada. Por lo que
se tendréan los siguientes casos:

L

IL.

111

Cuando Ey, es cero solamente, tenemos que solo hay oscilaciéon del campo eléctrico en la
direccion x y se le denota como polarizacion lineal horizontal. De manera analoga, en el caso
cuando Ejy, equivale a cero y la otra componente es distinta de cero, se denomina polarizacion
lineal vertical.

Si¢p=0o0¢=m,laecuacion (2.70) se reescribe como:
2
x

E? E,E
Y po T (2.77)

+ o F =
qul E()x E()y

Eg,
Notamos que el lado izquierdo de la ecuacion (2.73) corresponde a la forma de un binomio
al cuadrado perfecto y al estar igualado a cero, podemos reducir la expresién como

B, = i(g‘z)& (2.78)

Observamos que corresponde a la ecuacion de una linea recta con una pendiente +(Ey,/Eo,)
donde su signo es determinado por el valor de ¢ (si es 0 serd una pendiente positiva, si es
7 sera una pendiente negativa). Como caso particular, cuando Ey, = Ey, obtendremos una
polarizacion lineal a £45°.

Para el caso de que ¢ = 7/2 0 ¢ = 37w/2, la ecuacion (2.70) se reduce a la siguiente expresion

E; By
Eg,  Eg,

1. (2.79)

Siendo la ecuacion estandar de una elipse, idéntica para los dos casos de ¢ = 7/2y ¢ = 3m/2.
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IV. Considerando que ¢ = 7/2 0 ¢ = 37/2, también tomamos que Ey, = Ey, = Ey. La ecuacion
(2.70) se reduce a
E; | B
—= 4+ ==1. 2.80
BB (2:80)
Lo cual corresponde a la ecuaciéon de un circulo. En un sentido de reloj, se le denota polari-
zacidn circular a derecha para el caso de ¢ = w/2 y polarizacion circular a izquierda para el
caso de ¢ = 37/2.

Observamos que a partir de la expresion (2.79) y (2.80) no es posible determinar a qué valor de &
corresponde. Por ello, otra forma de determinar si es a derecha o a izquierda es considerando lo
siguiente: Si sin (¢) > 0, es decir, 0 < x < /4 entonces es a derecha. Caso contrario, si sin (¢) < 0,
es decir, —(m/4) < x = 0 entonces es a izquierda. También, existen métodos experimentales que lo
permiten determinar, pero en este texto no se abordaran [33].

Aun asi, se muestran en la Figura 2.5 los posibles valores que puede tener el dngulo azimutal,
que definen los caminos trazados por la punta del vector eléctrico giratorio durante un periodo del
campo de ondas. Suponiendo que el vector se propaga hacia fuera de la hoja por ello denotamos
la fase con ¢’. Tenemos dos casos donde puede ser lineal cuando (a) ¢ = 0y (e) ¢ = 7. Los
demaés casos son elipticos pero tiene cierta orientacion cuando (b) 0 < ¢ < 7/2, (¢) ¢ = 7/2, (d)
m/2<¢<m (f)m<¢d<3r/2,(g) ¢ =3m/2y (h) 37/2 < ¢ < 27. Y se tendra solo polarizacion
circular cuando ¢ = /2 0 ¢ = 31/2 si Ey, = Ey, [31, 33].

Figura 2.5: Diagrama de Lissajous para la elipse de polarizacion. La luz se propaga en direccion
fuera del papel [31].
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No obstante, de acuerdo al supuesto de que la onda forma una banda estrecha alrededor de una
gran frecuencia central, notamos que una sola realizacion de la senal analitica estocastica no posee
un significado fisico relevante, por lo que muchos de los problemas significativos se reducen a
la determinacion de la correlacién del campo en diferentes puntos espacio-temporales. Esto es
consecuencia directa al hecho de que el vector eléctrico E(r,t), en un punto determinado por la
posicion del vector r y en el tiempo ¢, es una funcién rapidamente fluctuante del tiempo. Ademas, las
fluctuaciones en dos puntos cualesquiera, generalmente, no seran las mismas. Por ende, suponemos
que las fluctuaciones pueden ser descritas por un ensamble que es estacionario, al menos en el
sentido amplio, ergodico y que tiene media cero, lo que permite una descripcion estadistica de las
fluctuaciones de un campo Optico parcialmente polarizado [31].

2.5. Matriz de densidad espectral cruzada de un haz electro-
magnético estocastico

Suponiendo que las fluctuaciones de los vectores de campo eléctrico y magnético se caracteri-
zan por ensambles estadisticamente estacionarios, al menos en sentido amplio. La cantidad bésica
de la teoria unificada de coherencia y polarizacion de haces electromagnéticos estocasticamente
estacionarios, es la denominada matriz de densidad espectral cruzada eléctrica W(ry,ra,w). Sien-
do introducida formalmente como la transformada de Fourier de la matriz de coherencia mutua
eléctrica

(E(r1,t)Ey(ra,t + 7)) (EX(ry,t)Ey(r2,t + T)q

(rira,7) = [(E;(rht)EI(rg,t +1)) (B (v, ) Ey(ra, £+ 7)) (2.81)

donde E, y E, son las componentes complejas del campo vectorial eléctrico E(r,w), representadas
como sefiales analiticas [30].
Retomando la densidad espectral cruzada, tenemos que

_ Www(rlar%w) me(rlar27w) _i > WT
W(ry,re,w) = |:Wy$(1‘1,r2,(U) W, (rrra,w)| — 27 70011(1‘17['277—)6 dr. (2.82)

Por otra parte, la matriz de densidad espectral cruzada también puede ser expresada como una
matriz de correlacion, esto es

W (e, r0,0) = Wiy (r1,12,0)] = [gg< ) Ze(rs,wh (B, @) Byl w)

o(r1,w)Er(r2,w)) (B (r1,w)Ey(rz,w)) |’ (2.83)

donde E,(r,w) y Ey(r,w) son elementos de ensambles estadisticos adecuadamente construidos
[30, 31].

A partir de las representaciones anteriores, consideremos un haz electromagnético estocéstico siendo
estadisticamente estacionario que se propaga a lo largo del eje z y pasa a través de una rendija con
dos orificios, como se muestra en la Figura 2.6. Siendo expresado como un ensamble {E(r,w)},
donde cada realizacion esta en términos de sus componentes F(p1,w) v E(p2,w), tal que

E(r,w) = K1 E(p1,w)e*® + Ky E(pg,w)ett Bz, (2.84)

con K y K constantes, k el numero de onda, R; y Ro la distancia entre los orificios y el punto
P [30].

Podemos definir el grado de coherencia espectral de las fluctuaciones del campo eléctrico mediante
la expresion siguiente

n(p1, p2,w) = Te[W (1, p2,w)] _ Tr[W (p1, p2,w)]
o VT [W(p1, p1,w)]/Te[W(pz, p2,w)]  /S(p1,w)/S(p2,w
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donde S(p,w) es la densidad espectral y la podemos identificar con la densidad de energia eléctrica
promedio en ese punto. Ademas, debe satisfacer la desigualdad [17, 30]

Ry

O2(p2)

A B

Figura 2.6: Diagrama de un haz electromagnético estocdstico a través del experimento de interfe-
rencia de Young [30].

Observamos que el grado de coherencia depende solamente de W, y W,,,,, los cuales componen a
Tr(W) y es debido a que las componentes del campo eléctrico son mutuamente ortogonales por lo
cual no interfieren; este se justifica con la ley de interferencia de Fresnel-Arago [30]. De modo que
los elementos de la matriz de densidad espectral cruzada Wy, y Wy, contribuyen a las propiedades
de polarizacion, especificamente en el grado de polarizacion espectral P(r,w) [30, 31, 34], esto es

P(r,w) = \/ 1- L[l?‘r‘?;%(ii)ﬁ)j (2.87)

Notamos que el determinante Det(WW) es donde tendremos incluidos los términos W, y Wy,. Por
lo que se concluye que el grado espectral de coherencia depende del comportamiento del campo
eléctrico en dos puntos, en cambio el grado espectral de polarizaciéon depende del comportamiento
del campo eléctrico en un solo punto. Aun mas, el grado de polarizacion de la luz esta definido como
la relacion entre la intensidad de la parte polarizada y la intensidad total en el punto considerado,
es decir, como la parte del campo que esta polarizada en una direccion especifica [30].

2.6. Evoluciéon de la polarizaciéon de haces de luz al propa-
garse

Suponemos que un campo 6ptico se puede describir como un proceso estocéstico estacionario,
propagandose en el espacio libre como un haz a lo largo del eje z y cuya densidad espectral cruzada,
denominada tensor espectral cruzado eléctrico |16, 18], es descrita como

1 o0
Wi (o s 200) /<E;‘<pa7za,t>xEj<p’a,za,t+7>>exp(z‘m)dn (2.88)

:% .

donde F;(pa, za,t) es la i-ésima componente de la representacion de la sefial analitica del campo
eléctrico en un punto r, = (pg,t) en el tiempo ¢; i,7 = 1,2 designan las componentes = y y
respectivamente, ver Figura 2.7. Recordamos que los paréntesis angulares denotan el promedio
sobre todas las realizaciones del ensamble.
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Figura 2.7: Esquema de la notacion usada [16].

Luego, de acuerdo con la condiciéon de que se propaga como un haz el campo 6ptico, utilizamos la
aproximacion paraxial para describir la propagacion. Es decir, el tensor espectral cruzado en algin
plano z = z, tal que 2, > z,, estd dado como

Wij(ps 'y 26, w0) = //Wij(PmP/a,Za,w)

X K*(pb — Pay b — Zavw) X K(p/b - p/avzb - Zaaw)dQPadQ Ia~

(2.89)

Siendo K (pp— pa, 2o — za,w) €l kernel para la propagacion paraxial de la luz de frecuencia w descrito
por la ecuacion

K(py = pas 2 — Za,w) = X exp (2.90)

_ ik exp [ik(zp — 24)] ik(pp — pa)Q}
27 2b — Zq 2(zp — 24) 17

donde k = w/ec.
Ademas, tenemos que la matriz de coherencia para algin punto estd relacionada con el tensor
espectral cruzado eléctrico W;;, esto es

Jij(P,Z,W) = Wij(papvsz)' (291)

Por lo que el grado de polarizacion del campo se puede describir en términos de la matriz de
coherencia (2.91) [16, 18], como

(2.92)

4Det[J;;(p, z,w)] )1/2
{Tr(Jii(p, 2, w)}2 )7

donde Det[J;;] es el determinante y Tr[J;;] es la traza de la matriz de coherencia J;;.
Ahora continuamos considerando un modelo simple que describe haz de luz parcialmente coherente

y con polarizacién parcial propagandose a lo largo del eje z. Cuando en el plano de la fuente sea
Zz = z,, €l tensor espectral cruzado eléctrico sera diagonal y de la forma

(pafp’a)Q} 0
, } , (2.93)

P(p, z,w) = (1 -

exp [— 503
(Pa—p"4)

Wij(Par P 4> Zasw) = 1(pa, p' o, w) X
0 exp [— 32

siendo l; y ls son constantes positivas.
Observamos que para que la expresion (2.93) pueda ser equivalente a la expresion (2.91), particu-
larmente debemos tener que p, = p,, lo que resulta en la matriz de coherencia siguiente

1 0
Jij(paazzmw) = I(paapaaw) {0 1:| . (294)

Por lo tanto, sustituyendo (2.94) en (2.92), su grado de polarizacion sera tal que

P(pa,z,w) = 0. (2.95)
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De modo que la luz en todos los puntos del plano de la fuente esta completamente no-polarizada.
Por otra parte, si consideramos que la funcion I(p,, p’,,w) puede ser descrita como

2 12
I(pa, p gyw) = Sa(w) exp < — W), (2.96)
donde oy S, (w) son cantidades positivas, pero suponiendo que « es independiente de la frecuencia
angular w. Notamos que las ecuaciones (2.93) y (2.96), son una generalizacién natural de una
fuente del modelo de Schell-Gaussiano; siendo un modelo con bastantes aplicaciones en el estudio
de haces de luz parcialmente coherentes.

Continuando con el anélisis, con el fin de obtener la matriz de coherencia y grado de polarizacién
en cualquier plano z = z;, (2, > 2,), se tiene que seguir los siguientes pasos. Primero, la ecuacion
(2.96) la sustituimos en (2.93). Después, lo que resulte junto con la expresion (2.90) se sustituyen en

la ecuacion (2.89). Por ltimo, después de rigurosos calculos, se obtiene las siguientes expresiones:

N _ A(py, 2, w) 0
o zni0) = Sl |10 0 (2.97)
|A(,0b, 2b, w) - B(pb> Zb; w)‘
Ppp, zp,w) = . 2.98
(pb b ) A(pb7zb7w) +B(pb7zb7w) ( )
Siendo A(py, zp,w) v B(pp, 2p,w) definidas como
A(pp, 2p,w) = exp [f i} (2.99)
P B () 20283 (z) 1’ '
1 s
B = - . 2.1
(Pbs 2, W) 63(217) exp { 20425%(21])} (2.100)
Donde
24 2 2= 2.101
B; = +W+Wgagv (i=1,2). (2.101)

De manera que estos resultados demuestran de manera contundente que la polarizacién de un haz
de luz en general cambia mientras el haz se propague en el espacio libre. Sin embargo, es importante
enfatizar que los resultados obtenidos estdn basados en un modelo especifico y esté claro que uno
esperaria algin cambio en la polarizacion durante la propagacion siempre que las propiedades de
coherencia de la fuente dependan de la polarizacion [16].
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Capitulo 3

Fuente secundaria parcialmente
coherente con vortice

Hasta ahora, en este trabajo, aun no se han establecido las condiciones de como son generadas

las fluctuaciones del campo 6ptico, es decir, ya sabemos que las fuentes del campo emiten radia-
ci6n por medio de un mecanismo que nunca es estrictamente determinista y solo puede describirse
en términos estadisticos [30]. Por otra parte, para algunas aplicaciones opticas es méas favorable
utilizar un haz de luz parcialmente coherente con propiedades estadisticas especificas, debido a
la versatilidad que permite a la iluminaciéon aumentar la resolucién espacial en imagenes 6pticas,
obtener los efectos de propagacion libre de difraccion y auto-reconstruccion en la conformacion
del haz, o para mejorar la profundidad de enfoque en el atrapamiento dptico tridimensional y
micromanipulacion. No obstante, en la actualidad comercialmente no existen fuentes épticas par-
cialmente coherentes que posean propiedades estadisticas variables [13]. La fuente comtinmente
utilizada en la practica éptica es el laser de gas, cuya radiacién es casi completamente coherente y
completamente polarizada [14].
Por tanto, surge el problema de la elaboracion experimental de una fuente secundaria con pro-
piedades de coherencia y polarizacién de la radiacion laser. Para resolver el problema anterior, se
pueden utilizar los siguientes enfoques. El primer enfoque, es partiendo de una fuente primaria
comercialmente disponible completamente incoherente e intentar obtener el resultado deseado de-
bido a los llamados cambios inducidos por correlacién del campo en la propagaciéon. Un segundo
enfoque, permite obtener el resultado deseado debido a la modulacion de la fuente primaria comer-
cialmente disponible completamente coherente mediante el uso de una pantalla dinamica de fase
aleatoria. Empero, estos dos enfoques no permiten elegir libremente la estructura estadistica de la
fuente secundaria generada. Por ultimo, hay un tercer enfoque el cual consiste en generar la fuente
deseada en forma de una superposicion incoherente (la suma de intensidades ponderadas) de modos
completamente coherentes y fisicamente realizables. Al cambiar el conjunto de modos coherentes,
se puede variar la estructura estadistica de la fuente generada y al cambiar las ponderaciones de
los modos, se puede variar su grado de coherencia [13]. Se ha demostrado que tales alteraciones se
pueden realizar por medio del modulador espacial de luz (SLM) de cristal liquido (LC) controlado
por computadora [14].

3.1. Vértices 6pticos parcialmente coherentes

En las ultimas décadas, dentro del érea de 6ptica ha habido gran interés en los vdrtices dpticos
debido en parte a las técnicas holograficas o litograficas generadas por computadora que facilitan
el crear vortices al emplear un haz de laser. Los vortices 6pticos se caracterizan por un nicleo
oscuro de intensidad (baja intensidad cercana a cero) y una fase armonica azimutal bien definida
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con una singularidad, ademés, pueden considerarse como haces opticos coherentes. No obstante, en
el régimen de transiciéon de luz parcialmente coherente, se deben tener en cuenta las propiedades
estadisticas de la luz para cuantificar las propiedades de la fase completa. Sabemos que la evolucion
espacio-temporal de una onda se rige por la topologia de su frente de onda, por ejemplo, para una
onda que tiene un frente de onda helicoidal puede denominarse “onda con vortice” debido a la
circulaciéon del momento angular alrededor del eje de la hélice. Recientemente, varios grupos de
la comunidad cientifica han explorado las propiedades teéricas y practicas de los vortices 6pticos
formados con luz parcialmente coherente, por ejemplo, para transportar modos de vortice 6ptico.
Aun mas, fue posible predecir que se producirian ceros con y sin una estructura de fase con vortice
en la funcién de correlacion de dos puntos [12].

En adelante, nos centramos en estudiar a un vértice 6éptico parcialmente coherente como un campo
que posee un frente de onda helicoidal y una singularidad en este frente de onda. En particular, la
fase de un vortice 6ptico presenta valores que fluctiian espacialmente teniendo efectos en la distri-
bucién de intensidad y los estados de polarizacion en la seccion transversal del campo. Fisicamente
un vortice tiene la propiedad de que la intensidad asociada al campo es de forma anular con un
cero en el origen. Tal campo es descrito mateméticamente por una funcién exponencial compleja
cuya fase es repetida en intervalos de [0, 2], dentro de un ciclo cerrado, por un numero entero v
conocido como carga topologica [4].

Definicion 3.1 La carga topologica de una singularidad para la distribucion de fase ® viene dada
por

v= % X ﬁvtﬁ(r)dr, (3.1)

donde C' es un camino cerrado que rodea la singularidad [4].
Adicionalmente, utilizaremos el tercer enfoque (ya mencionado anteriormente) aplicando una téc-
nica para generar un tipo de fuente secundaria parcialmente coherente, es decir, un vortice dptico
parcialmente coherente con estructura modal de Bessel [13].

3.1.1. Fuente secundaria parcialmente coherente en modos Bessel con
vortice

En estudios recientes, ya se han introducido una nueva familia de vortices 6pticos que se pro-
pagan sin difraccion. Es decir, cualquier miembro de esta familia es un haz parcialmente coherente
que puede representarse como una superposicion incoherente (la suma de intensidades ponderadas)
de modos de Bessel ortogonales totalmente coherentes, con el mismo frente de onda helicoidal [15].
Suponemos que la funcién de densidad espectral cruzada W (ry,rs,w) es una funcién continua de
r; y r2 en todo el dominio D. Entonces el termino |W (ry,rs,w)|? necesariamente estara acotado
en el domino D, teniendo que

/D /D |W(r1,r2,w)|2d3r1d3r2 < 00. (32)

Adicionalmente, recordamos que la funciéon de densidad espectral cruzada W (ry,ro,w) satisface la
condicion:

W(rl,rg,w) = W*(rl,rg,w). (33)

Incluso, es una funcién definida no negativa en el sentido que

[ [ W e sednde > o (3.4)
D JD

donde f(r) es cualquier funciéon de cuadrado integrable [18]. Como nota, omitimos la dependencia
explicita de las magnitudes consideradas con respecto a la frecuencia optica por brevedad de la
notacion.
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De acuerdo con la condicion (3.2), implica que la funcion de densidad espectral cruzada es un nicleo
de Hilbert-Schmidt. Ademaés, las ecuaciones (3.3) y (3.4) muestran que el nticleo es hermitiano y de-
finido no negativo, respectivamente [18]. En consecuencia, la densidad espectral cruzada W (ry,rs)
puede ser representada por la version multidimensional del teorema de Mercer [13, 15, 18], como

W(ri,ra) =Y Al (r1)@n(ra). (35)

Donde A, son los eigenvalores y ¢, (r1) son las eigenfunciones de la ecuacion integral homogénea
de Fredholm de segunda clase [13, 15]:

/D W(r1,r2)pn(r1)dry = Appn(ra). (3.6)

Es de suma importancia que todos los eigenvalores A, sean necesariamente reales y no negativos,

es decir
Ar = A, > 0. (3.7)

Y las eigenfunciones pueden ser escogidas de un conjunto ortonormal, esto es
o0
/ @ (1) @m (r)dr = Oppm, (3.8)
—00

siendo 0y, la delta de Kronecker [13].

Para describir esta representacion se consideran las definiciones basicas de la teoria de la coherencia
en el dominio espacio-frecuencial [13]. Por otra parte, consideremos el campo estocéstico donde
cada una de sus realizaciones son de la forma

E(r) =) capu(r), (3.9)

n

donde @, (r) puede estar asociado con un modo completamente coherente del campo y ¢, son
variables aleatorias que satisfacen la condicion (¢} cy) = Apdpn m siendo 0y, ., la delta de Kronecker.
De modo que podemos reescribir la densidad espectral cruzada de un campo como

W(ri,r) = (E*(r1)E(r2)) = )Y (chem)@n(t1)pn(ra), (3.10)

como ya se ha mencionado con anterioridad en esta sesiéon, los brakets denotan el promedio esta-
distico sobre el ensamble de realizaciones aleatorias [15].
Ademas, se eligen ¢, como funciones de Bessel con el mismo factor exponencial azimutal, esto es

_ M
on(r) = Va1 ()

De acuerdo a estas consideraciones, podemos reescribir la expresion (3.10) como

Jv(au,nrl/a)Jy (av,nTQ/a)
ma?Jg i ()

exp (ivd), 0<r <a. (3.11)

x exp [iv(02 — 61)], (3.12)

W(ry,ra) = Z An

notamos que el termino exponencial de la expresion (3.12) determina una fase helicoidal asociada
a un vdrtice dptico con carga topologica v para cada modo ¢, (r) [13, 15].

Asimismo, la intensidad espectral S(r) correspondiente al campo obtenido de la ecuacion (3.18)
cuando r; = rs =r es tal que

Sr)=>"x ulavnr/a) (3.13)

" 7ra2J3+1 (aym)’
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De acuerdo a la teorfa de coherencia 6ptica, las propiedades de coherencia de la luz se caracterizan
por la distribucién de los valores propios A,. Esto es, cuanto mas uniforme sea la difusion de esta
distribucion méas incoherente seré la luz. En caso contrario, cuanto mayor sea la concentracion de
la distribucién de los valores propios A, sobre el valor méximo mayor seré la coherencia de la luz.
Por tanto, el campo dado por (3.12) con los valores arbitrarios de )\, describe una clase de fuente
secundaria parcialmente coherente que puede denominarse fuente con vdrtice con estructura modal
Bessel; siendo la representacion de modos coherentes del campo en consideracion [15].

3.2. Campos parcialmente coherentes invariantes en propa-
gacién

Los campos invariantes en propagacion, o no-difractantes introducidos por J. Durnin, son una
clase de campos para los cuales la distribuciéon de intensidad transversal permanece exactamente
igual durante su propagacion. El tratamiento original de Durnin se realizé con el enfoque escalar
asumiendo una coherencia total y, por lo tanto, se ha extendido mediante analisis electromagnéticos
de campos completamente coherentes, asi como mediante el analisis escalar de campos parcialmen-
te coherentes [35].

Hay varias formas diferentes de producir campos espacialmente parcialmente coherentes. Mientras
que uno de los primeros experimentos se utilizé un laser y una celda acusto-6ptica, los experimentos
posteriores utilizaron un laser y una placa giratoria de vidrio esmerilado (RGGP) para producir
campos con la coherencia espacial parcial deseada. Los métodos mas modernos implican el uso de
un laser y un modulador de luz espacial (SLM) o un RGGP en combinacién con un SLM para
lograr el proposito [36].

Probablemente la definicién mas natural de propagacién invariante es la condicion de que la den-
sidad espectral cruzada W (r,w), con r = (z,y, z), permanezca exactamente igual en cada plano
transversal z = constante, es decir,

W(z,y,z+ Az;w) = W(z,y, z;w) (3.14)
para todos los valores de Az. La condicion (3,14) también puede expresarse en la forma
%W(m,y, z;w) =0, (3.15)

que a veces es mas adecuada [37, 38].

Para un campo de ondas escalares parcialmente coherente, consideramos que se propaga dentro de
la mitad del espacio z > 0. Su densidad espectral cruzada en los puntos r; y ro podra ser descrita
como

W (ry,ra,w) ://W(r’l,rlg,w)K*(rl,r'l,w)K(rg,r'g,w)d2r’1d2r/2. (3.16)

Donde denotamos la densidad espectral cruzada en el plano z = 0 como W (r'1,1’s,w) y K(r,r’,w)
como el propagador en el espacio libre, una funcién de transmision, de la ecuacion de Helmholtz
[18, 39].

De modo que a partir de la ecuacion (3.16) uno podria demostrar que es invariante espacialmente
en propagacion. Sin embargo, para no calcular directamente la expresion (3.16) en términos de
W y su propagador K, en el siguiente capitulo abordaremos un método que simplifica el célculo
mediante la expansion de Mercer.

3.3. Técnica de generacién para una fuente secundaria par-
cialmente coherente con estructura modal Bessel

A continuacion, describimos matematicamente la generacién de un vortice parcialmente cohe-
rente empleando la técnica de “Representacion en Modos Coherentes” descrita en el Capitulo 3,
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Seccion 3.1.1. En la representacion en modos coherentes la densidad espectral se expresa como
una superposicion incoherente de modos completamente coherentes pero no correlacionados entre
si. Para ello consideramos un sistema experimental como el que se muestra en la Figura 3.1.

Expansor
Laser de haz

n(\l\z
/S

Lente

LC-SLM

Camara

ceh Ordenador

Figura 3.1: Esquema del sistema dptico para generar una fuente con vdrtice parcialmente coherente

[13].

En este sistema, se considera un haz laser expandido y colimado que ilumina un modulador espacial
de luz de cristal liguido (LC-SLM por sus siglas en inglés), donde el SLM debe ser de reflexion
y que opere en el modo de solo fase. En dicho modulador se despliega un holograma digital con
dependencia temporal al que nos referiremos como senales de video de control, que consta de una
serie de modos en forma de anillos concéntricos, adecuadamente distribuidos, portando un vértice
de carga topologica v y con fase aleatoria en el tiempo en la coordenada angular. Luego, la luz mo-
dulada del laser pasa por un sistema 2f de transformada de Fourier en cuyo plano focal posterior,
por la hipoétesis ergodica, la intensidad 6ptica se obtiene al calcular el promedio en el ensamble de
realizaciones espaciales [13].
Para poder realizar lo descrito anteriormente, para modular la luz y su desplazamiento conside-
ramos la Transmitancia de amplitud compleja [40], definida en un dominio circular de radio R
en el plano donde se ubica el modulador y contiene un conjunto de N anillos concéntricos bien
separados. Cada uno de los anillos son de radio p,, y ancho Ap,, con transmitancia de fase en el
interior dada por

tnlp) = expi(ve + )], (3.17)

donde p = (p, @), v es un entero y 1, son las variables aleatorias distribuidas uniformemente en el
rango de [0, 27]. Ademés, v, es la variable aleatoria con distribuciéon uniforme que garantiza que
el proceso sea estocastico y estacionario, al menos en el sentido amplio. También suponemos que
los anillos complementarios entre los principales tienen la transmitancia de fase comian dada por

k
t'(p) = exp <z?$6x>, (3.18)
siendo k el namero de onda de iluminacion, f es la longitud focal de la lente y x{, es una constante
debidamente escogida. Observamos que la transmitancia t/,(p) se denomina portadora lineal que da
como resultado en la desviaciéon de la amplitud de luz que pasa a través de los anillos complemen-
tarios de la direccién axial y, por lo tanto, puede omitirse de nuestras consideraciones posteriores.
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Por lo tanto, si tomamos p, = aynR/av N ¥ Apn = b/pn con a, , las n-ésimas raices (ceros) de
la funcién Bessel. Luego, suponiendo que los anillos principales son lo suficientemente delgados
(b < 1), se puede usar la siguiente aproximacion para la transmitancia total

N
o) x 3 —8(p = S22 R explitv + ), (319)

Qay Qy N

donde § denota la funcién de delta de Dirac [13].

Consideramos que el sistema es iluminado por un haz Gaussiano completamente coherente con un
punto de tamano variable en la regiéon o (o0 < R). Por lo tanto, el campo optico de entrada puede
ser descrito como

P\ e 1
bt = (~2) 3 Lol

n=1

MR) exp [i(vp + ¥n)]. (3.20)
N

U7

Posteriormente, recordando que la lente convergente tiene un punto focal en el plano de entrada y
otro punto focal en el plano de salida mostrados en la Figura 3.2, los campos que estén situados
en dichos plano respectivamente estaran relacionados por la transformada de Fourier, la cual puede
ser expresada en coordenadas polares, esto es

E(r)= /000 /027r E(p, ) exp [ - i;,or cos (¢ — 9)} pdpdep. (3.21)

Plano de entrada | | Plano de salida |
N //

A

- ,
f f 17

p=(p9) r=(r6)

Figura 3.2: Esquema de los planos focales de una lente convergente.

Teniendo en cuenta debidamente las propiedades de filtrado de la funcién de delta de Dirac y la
relacién de Bessel:

F—UV

v
T or

Jy(x) /0 i exp (ivy) exp [iz cos (p)]. (3.22)

Al sustituir la expresion (3.20) en (3.21), encontramos la siguiente expresion

N
ayn, R\2 k a
E(r) o exp (iv) Z exp (ity,) exp [ - ( i —) ]Ju (7 v Rr). (3.23)
n=1 aV7N o f aV,N
Recordamos que las propiedades estadisticas de segundo orden (varianza y funcién de correlacion)
de una fuente plana aleatoria (primaria o secundaria) se pueden caracterizar completamente por la

31



Fuente secundaria parcialmente coherente con vértice
3.3 Técnica de generacion para una fuente secundaria parcialmente coherente con estructura
modal Bessel

densidad espectral cruzada W (ry,re) = (E*(r1)E(r2)). Entonces la densidad espectral del campo
a la salida del sistema 6ptico en consideraciéon es de la forma

N N

W (ry,r2) o exp [iv(0z2 — 01)] Z Z exp (=) exp (iPm))

n=1m=1

Xexp{f(aym )26 { (O‘V’"Eﬂ (3.24)

ay N O Qy N O

x J, (fa:;er)Jl,(;Z:ZRrg).

A partir de aqui, tomamos algunas consideraciones que nos permitiran simplificar la expresion
(3.24). Notamos que dada la independencia estadistica de las variables v, y ¥,,, es posible consi-
derar la siguiente relacion

(exp (—ithn) exp (%)) = Gpm- (3.25)

Ademas, introducimos el termino: 79 = (fay, n)/(kR).
De modo que la densidad espectral cruzada (3.24) sera reescrita de forma que

a ayn RN\2
W (ry,r2) o exp [iv(02 — 61)] Zexp{—?( ”"—) ]
n=1 N O (3.26)
X Ju (au,nE) JIJ (au,nrj) .
To To
Reagrupando términos, podemos expresarla como
Oéu nI‘1/7’0) (Olu nI‘2/7"0) .
W(rq1,ra) exp [iv(f2 — 61)], (3.27)
g Ty Ju-l—l(ali Tb)
donde B2
= J2 4 (i 2( Lo 27, 3.28
fin = Ts () exp | = 2( 222 (3.28)

Asi finalmente, la expresion (3.27) representa una suma finita que se aproxima a la densidad
espectral cruzada (3.12), con una p, especificada por (3.28). Por otro lado, cuando r;y = ry =r
obtenemos la densidad espectral S(r) como [13],

S(r) = W(r,x) = (E®)). (3.29)

Por ende, al sustituir (3.27) en (3.29), se obtiene que

S(r) « 1 i J2 (v nr/T0) €Xp [ - Z(QV’H E)? (3.30)

ay N O

La caracteristica clave de la propuesta consiste en la aplicaciéon de desplazamientos de fase alea-
torios dindmicos estadisticamente independientes en diferentes zonas anulares que da lugar a la
destruccion parcial de la coherencia en la direccion radial. Ademas, esto permite variar el grado de
coherencia de la fuente generada de forma muy sencilla cambiando la anchura de la fuente primaria.
En la Figura 3.3 se muestra la intensidad resultante a partir de la ecuaciéon (3.30) para varias
combinaciones de v y de relaciéon o/ R, publicadas en "Generation of a partially coherent secondary
source with Bessel-mode vortex structure by liquid crystal spatial light modulator" [13].
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o/R=0.25

v=l

v=10|

o/R=0.50

-1 05 [] 05 1

Coordenadas normalizades r/r,

a/R=1.00

a/R=0.25 o/R=0.50 0o/R=1.00

Coordenadas normalizadas rfr,

Figura 3.3: Densidad espectral S(r), obtenida a partir de la ecuacion (3.30), para varias combina-
ciones de v y de relacion o/R. Derecha, resultados tedricos, izquierda, resultados experimentales

[13].

33



Capitulo 4

Evolucion de la polarizaciéon de un
vortice en propagacion

Cuando uno se adentra en el estudio de la propagacion de un haz de luz, por lo general, se
asume que su estado de polarizacién del dicho campo es invariante a medida que el haz se propaga
en el espacio libre. Esto es cierto cuando se trabaja en la aproximaciéon de campos tipo haz o
paraxial, la cual impone ciertas condiciones, como por ejemplo considerar el hecho de que el campo
es completamente coherente y polarizado. Sin embargo, la polarizacién parcial de un haz de luz
implica que los dos componentes del vector de campo eléctrico perpendiculares a la direccion
de propagacion del haz estan parcialmente correlacionados. A continuaciéon describiremos el caso
de la generacién de un campo parcialmente coherente y parcialmente polarizado, en términos de
modos fundamentales que se consideran completamente coherentes. Analizando detenidamente esta
idea, notamos que es importante darse cuenta de que los haces de luz no necesitan ser generados
por fuentes espacialmente coherentes. De hecho, en la actualidad ya se han realizado muchas
investigaciones, tanto tedricas como experimentales, sobre los haces de luz generados por fuentes
parcialmente coherentes [16].

4.1. Propagacioén de vortices 6pticos parcialmente coherentes

Retomando lo descrito en la Seccién 2.3 y la Seccién 3.1.1, consideremos que las correlaciones
entre dos campos esta dada por la densidad espectral cruzada (3.12), con direccién positiva z normal
al plano (r, 8). Por consiguiente, si suponemos que ya se conoce la densidad espectral cruzada para
z = 0, siendo expresada por (3.12), ahora para algin punto del plano z = 21 (21 > 0) se quiere
conocer la densidad espectral cruzada W (ry,rs,21). Para ello empleamos la representacion de
modos coherentes, de manera analoga a la expresion (3.5), con nuevos modos ¢, (r, z1), tal que

W(ry,re,21) = Z/\nap;:(rhzl)cpn(rg,zl). (4.1)

Asi cada nuevo modo ¢, (r,z1) puede ser descrito expandiendo cada realizacion del campo, en
el dominio frecuencia espacial, en forma de un espectro angular de ondas planas. Entonces, cada
modo ¢, (r, z1) tendra una representacion en coordenadas cilindricas (r, 0, z1) [15, 38], tal que

2 pk/27
ontez)= [ [ 6ulp.0,0)exp [iz0 /I = g x explizmpr cos (6 — O)pdpd, (1.2
0 0
donde or
(ﬁn (p> (;57 O) = / / Pn (T7 97 0) exXp [—’6'27Tp7° cos (¢ - 9)]Td7"d9 (43)
0 0
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siendo el espectro angular del modo inicial ¢, (r,0) en términos de las coordenadas polares (p, ¢)
y siendo k el niimero de onda.
Si consideramos la siguiente relacion de Bessel:

’1:71/

2
Ju(x) = 271_/0 exp (ivy) exp [ix cos (1)]d. (4.4)

Asimismo, tomamos en consideraciéon la propiedad de depuracion de la funcién delta de Dirac:
a/ J(ar)J,(a'r)rdr = §(a — o). (4.5)
0

Al sustituir la ecuacion (3.11) en la expresion (4.3), resolviendo la integral con las consideraciones
anteriores, obtenemos que

Balpr 6,0) = -2 () 5(p—Sum). (4.6)

o 2rady 41 (awn) 2ma

Posteriormente, sustituyendo (4.6) en la ecuacion (4.2), calculando la integral y realizando algunos
pasos algebraicos, resulta que

exp {izl k2 — (oz,,,n/a)ﬂ
ﬁaJV+l(aV,n)

Finalmente, podemos reescribir la densidad espectral cruzada (4.1) con cada modo ¢, (r, z1), como

onlr,z1) = J, (ang) exp (ivh). (4.7)

, () Jo (wn 2)
W(ry,r2,21) = exp [iv(02 — 01)] zn: An 7ra2JV2+1(a,,,n) : (4.8)
Notamos que al comparar las ecuaciones (3.12) y (4.8), tenemos que
W(ry,re,0) = W(ry,ra, 21). (4.9)

Siendo un resultado de gran importancia, pues implica que se puede definir a W (ry,rs,0) como el
concepto de un campo parcialmente coherente invariante en propagacion o libre de difraccion. A
partir de la expresion (4,8) es posible definir una familia de vortices parcialmente coherentes sin
difraccion [15].

4.2. Caracterizacién polimétrica mediante polarimetria de
Stokes

Cuando un haz de luz se propaga por el espacio libre hay ciertas limitaciones en su estudio, ya
establecidas en la literatura. Para algin plano transversal a la direcciéon de propagacién el vector
eléctrico traza una elipse (o alguna forma especial de la misma como un circulo o una linea recta)
en un intervalo de tiempo del orden de 10~'s, siendo este periodo de tiempo extremadamente
corto para estudiar el trazado de la elipse de polarizaciéon durante su propagacion y sélo es correcta
en un instante de tiempo determinado. Siendo una limitaciéon seria que en la naturaleza la luz es
a menudo no polarizada o parcialmente polarizada [33].

Como es sabido la luz parcialmente polarizada se puede considerar compuesta por dos componen-
tes: totalmente polarizadas y no polarizadas. Un posible método de analisis es utilizar el calculo de
Jones para tratar las componentes totalmente polarizadas y la otra componente es tratada con las
propiedades conocidas de la luz no polarizada. Sin embargo, dado que el calculo de Jones solo puede
tratar la descripcion de haces perfectamente polarizados, es necesario otro conjunto de parametros
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que puedan describir los estados de polarizacion de campos parcialmente coherentes [32].
Asimismo, estas limitaciones condicionan a que se considere una descripciéon alternativa que re-
presente la luz polarizada en términos de observables [33]. Por fortuna, ya se han descrito este
tipo de conjunto de parametros que pueden describir haces de luz cuando son parcialmente cohe-
rentes. Siendo establecidos por George G. Stokes, son los denominados pardmetros de Stokes y se
pueden agrupar para formar un vector conocido como wvector de Stokes. Notamos que este vector
no reemplaza al vector de Jones, sino que lo complementa [32].

4.2.1. Parametros de Stokes

Consideremos un campo electromagnético, no necesariamente monocromaético, que se propaga
en una direccion z, donde sus fluctuaciones son caracterizadas por un proceso estocastico estadis-
ticamente estacionario, al menos en el sentido amplio [31]. De modo que para cada realizacion a
un tiempo t se describe una senal analftica en términos de sus componentes como

E,(t) = Eop(t)elwtt o], E,(t) = Eo,(t)e!tHou®l, (4.10)

Donde Eo;(t) y Eoy(t) son las amplitudes instantdneas reales para cada componente, w es la
frecuencia angular instantanea, ¢,(t) y ¢,(t) son términos de fase instantaneos. Dado que en todo
momento las amplitudes y factores de fase fluctian lentamente en comparaciéon con las rapidas
vibraciones de los cosinusoides, podemos tener una expresion similar a la elipse de polarizacion que
es valida solo en un instante de tiempo dada como

B0 | B 05,0
B0 " By®  Ewul®En ()

donde 6(t) = ¢, (t) — ¢ (t) [33].

En vista de la periodicidad de E,(t) y E,(t), necesitamos promediar (4.11) s6lo a lo largo de
un tnico periodo de oscilacion, pues esto corresponde a lo observable del campo 6ptico [33], asi
tenemos que [31, 33]

cos [¢(1)] = sin® [¢(1)], (4.11)

2 E2
%g» L Eyg» B 2<E§§i)£z(t)> cos (6) = sin (6). o)

Observamos que el termino (E,(t)E,(t)) satisface la ecuacion (2.8), es decir es por ser un proceso
ergodico [33], tal que
1 T
(Ex(t)Ey(t)) = lim — / E.(t)E,(t)dt. (4.13)
0

De acuerdo a la definiciéon para las componentes ortogonales reales del vector del campo eléctrico,
sus valores promedios estan dados por

T e e ) (414)

Al sustituir (4.14) en (4.12) o resolviendo (4.13), se encuentra que

(BB, 1)) = Do es(0), (4.19)

De modo que de la ecuacion (4.12), se puede reescribir si se multiplica por un factor 4E§mE§y, sus-
tituyendo los promedios de las expresiones (4.14) y (4.15), por altimo realizando una simplificacion
algebraica se deduce la siguiente ecuacion [31, 33]:

(Egz + E(%y)2 - (Ega: - Egy)z - [2EOwEOy COs (¢)]2 = [2EOIEOy sin (¢)]2 (416)
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Lo que nos permite renombrar los términos en paréntesis de la expresion (4.16) de la siguiente
manera

So = |E(t)” + | By (1) = EF, + Eg,, (4.17)
Sy = |E.(t)|* — |Ey(t)]* = Eg, — Eg,, (4.18)
Sy = 2| B, (t)]| B, (£)] cos (¢) = 2Eo, Foy cos (¢), (4.19)
S5 = 2| B, ()| B, (1)| sin (¢) = 2o, Fo, sin (). (4.20)

Observamos que los promedios temporales son independientes del instante de tiempo en el que
se toma el promedio, pues son procesos aleatorios estacionarios [31]. Ademaés, los parametros son
cantidades reales expresados en términos de intensidades pues son simplemente los observables de
la elipse de polarizacion, por tanto, del campo 6ptico. Por ultimo, los parametros Sy, S1, S2 v S3
son denominados como los pardmetros de Stokes para el plano de una onda [33].

Sabemos que el cuadrado de Sy es la intensidad total del campo, de modo que podemos establecer
la siguiente ecuacion:

Sg =57+ 55+ 53, (4.21)

siempre y cuando sea polarizacién completa o una onda monocromética [31].

Si consideramos luz parcialmente polarizada, vemos que las relaciones dadas por (4.17-4.20) siguen
siendo validas para intervalos de tiempo muy cortos; ya que las amplitudes y las fases fluctiian
lentamente. Empleando la desigualdad de Schwarz, se puede demostrar que para cualquier estado
de la luz polarizada los pardmetros siempre satisfacen la relacion [33]:

Sg > S7+ 55+ 55 (4.22)

Veamos que cada parametro describe una caracteristica: Sy permite describir la intensidad total,
S1 especifica la polarizacion lineal horizontal o vertical, So detalla la polarizacién a £45° y por
tltimo S5 determina si es polarizacion circular a derecha o izquierda [33]. Un punto mas, pero
no menos importante, es el hecho que los parametros de Stokes tienen la dimensionalidad de
intensidad (o irradiancia), que es una cantidad basada en el Sistema Internacional de Unidades
(SI) cuya unidad es vatios por estereorradian. El uso predominante es omitir un factor dimensional
constante €yc/2 = %(€o/wp)'/?, la impedancia de espacio libre, comtin en los cuatro pardmetros,
en consecuencia, los parametros de Stokes son adimensionales [31].

Como una observacion, el dngulo azimutal ¢ y angulo de elipticidad x que se introdujeron en
las ecuaciones (2.71) y (2.72) reciprocamente, pueden ahora ser determinados en términos de los
parametros de Stokes [31, 33], esto es

tan (2¢) = % 0<v<m, (4.23)
. Ss T s
= — —— < < —. .
sin (2x) Sy’ 1SXS g (4.24)

4.2.2. La matriz columna de Stokes

Es de esperarse que estos parametros puedan expresarse en otras representaciones. De modo
que los parametros de Stokes pueden expresarse matematicamente de forma matricial. Para la
representacion se considera en coordenadas polares, por lo que las componentes del campo 6ptico
son de la siguiente forma:

E,(t) = Eope'™' ) = B,el«hj, (4.25)
Ey(t) = Ep,el@ttod) = et (4.26)
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donde E, = Fy,el":) y B, = Ep, (1%,

De modo que los parametros de Stokes quedan descritos de la siguiente manera
So = E.E} + EyE} = Ej, + Ej,, (
S1 = EIE; - EyE; = Ega: - Egyv (
Sy = E. B, + E E; = 2Ey, Fy, cos (¢), (4.29
S3 = z(EaUE’yk — EyE}) = 2Eo, Eoy sin (¢). (

Finalmente, podemos representar los parametros de Stokes con la notaciéon matricial, tal que

_ Si| E5, — Egy
S = So| | 2Ep.Eoy cos (¢) (431)
53 2E0IE0y sin (¢)

Notamos que esta estructura matematica de matriz columna es anéloga a la de un vector, por ello
se acostumbra a referirse a esta representacion (4.31) como el vector de Stokes [33].

Ahora, a partir del vector de Stokes es posible determinar cuales son los estados de polarizacién con
mayor facilidad, en lugar de determinarlos directamente de la ecuacién de la elipse de polarizacion,
siendo [31, 33]:

I) Luz linealmente polarizada horizontal
Consideramos para este caso que sea Ep, = 0 tal que toda la intensidad total es Ip, = EZ,,
entonces

E2, 1
2

S = ng = Ios (1) (4.32)
0 0

IT) Luz linealmente polarizada vertical
Consideramos para este caso que sea Ep, = 0 tal que toda la intensidad total es o, = Egy,

entonces
E?2 1
—E(%y -1
S= |7, =1n | (4.33)
0 0

IIT) Luz linealmente polarizada a +45°
Consideramos para este caso que sea Ey, = Foy = Ey y donde el angulo ¢ = 0° tal que toda
la intensidad total serd Iy = 2E3, entonces

2E3
0

0

(4.34)

IV) Luz linealmente polarizada a —45°
Consideramos para este caso que sea Ey, = Ey, = Ey y donde el angulo ¢ = 180° tal que
toda la intensidad total sera Iy = 2E2, entonces

2E2 1
0 0

S=| yp| =l | (4.35)
0 0
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V) Luz circularmente polarizada a derecha
Consideramos para este caso que sea Ey, = Eo, = Ey y donde el angulo ¢ = 90° tal que
toda la intensidad total sera Iy = 2EZ, entonces

(4.36)

VI) Luz circularmente polarizada a izquierda
Consideramos para este caso que sea Fy, = Fo, = Ey y donde el angulo ¢ = —90° tal que
toda la intensidad total sera Iy = 2F32, entonces

2E72 1
0 0
—2E? -1

4.3. Polarimetria de Stokes

Como se ha mostrado los parametros de polarizaciéon de Stokes son una formulacién de inten-
sidad del estado de polarizacion de un haz 6ptico, lo que facilita su medicion directa [33]. En
esta seccion, consideraremos un haz de luz que incide en un detector cuyo tiempo de respuesta es
mucho mayor que el tiempo de coherencia debido a las capacidades tecnolégicas del detector, pues
normalmente operan a 60H z y es mucho mayor que las frecuencias de las fluctuaciones del campo.
En la actualidad, hay varias técnicas que han evolucionado a lo largo de los anos para evaluar los
cuatro elementos del vector de Stokes, siendo métodos que aprovechan cambios sobre la intensidad
del haz de luz incidente al emplear elementos 6pticos; como compensadores, polarizadores y rota-
dores [31]. Sin embargo, la técnica clasica para su medicion consta de hacer pasar un haz 6ptico
a través de dos elementos 6pticos conocidos como retardador y polarizador. En concreto, el campo
incidente se describe en términos de sus componentes, y el campo que emerge de los elementos
polarizadores se utiliza para determinar la intensidad del haz emergente [33].

4.3.1. Procedimiento de Stokes
Partimos considerando un haz 6ptico monocromético, cuyas componentes son descritas como:
E,(t) = Egpe'®= e, E,(t) = Egye®ve't. (4.38)

Para medir los pardmetros de Stokes, el campo se hace propagar a través de un elemento de desfase,
con la propiedad de que la fase de la componente F, se adelanta en ¢/2 y la fase de la componente
E, se retrasa en ¢/2. De modo que, las componentes que emergen de la componente del elemento
de desfase, denotadas por £} y Ej, son tal que

E, = E,e'?/?, E) = Eye /2, (4.39)

Este elemento 6ptico que produce un desfase se le denomina retardador.

Posteriormente el campo, descrito por las componentes (4.40), se hace incidir sobre otro elemento
optico denominado polarizador, con la propiedad de que el campo 6ptico se transmite sélo a lo
largo de un eje conocido como eje de transmision. Es decir, el eje de transmisiéon del polarizador
esta en un 4dngulo 0, donde solo las componentes de E. y Eg’j en esta direccion pueden transmitirse
perfectamente; donde en cualquier otro angulo las componentes tenderan a cero. Asi, el campo
emergente del polarizador seré tal que

E = E; cos (0) + E, sin (). (4.40)
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Recordando que la intensidad del haz de luz es definido por el producto del campo por su conjugado
complejo, que denotamos como: I(6, ¢) = E - E*. Entonces, sustituyendo (4.40) en (4.41), tenemos
que la intensidad seré

1(6,¢) = E,E} cos® (0) + E, E} sin® (6)

, . (4.41)

+ EXE e sin (0) cos (0) + E.E; ' sin (6) cos ().
Notamos que es posible reescribir la expresion (4.42), usando propiedades trigonométricas de an-
gulos medios, como

1
10,9) = SUEE; + ByEy) + (Eo By — By By) cos (20) (4.42)

+ (E-Ey + B, E}) cos (¢) sin (20) + i(E, B, — E, E}) sin (¢) sin (20)].

Observamos que en la expresion (4.43) hay términos agrupados que coinciden con las ecuaciones
definidas en (4.27-30), sustituyendo tenemos que

100, ¢) = %[SO + S cos (26) + S5 cos (@) sin (20) + S5 sin (¢) sin (26)]. (4.43)

La ecuacion (4.44) es la famosa formula de intensidad de Stokes para medir los cuatro parametros
de Stokes [33].

Para medir los tres primeros parametros de Stokes se retira el retardador (¢ = 0°) y girando el
angulo 0 del eje de transmision del polarizador a 0°, +45°, +90° y +135°, respectivamente. El
altimo parametro, Sz, se mide reinsertando el retardador de un cuarto de onda (¢ = 90°) en el
camino 6ptico y ajustando el eje de transmision del polarizador a § = +45° y § = +135° [33]. Por
consiguiente, se obtienen las siguientes intensidades [31, 33]:

1(0°,0°) = %[so + 5] (4.44)
1(45°,0°) = %[so + S, (4.45)
1(90°,0°) = %[SO — 51, (4.46)

1(45°,90°) = %[So + 5], (4.47)
1(135°,0°) = %[so _ 5] (4.48)
1(135°,90°) — %[so _ Sy, (4.49)

Que corresponden a la polarizacion: lineal horizontal, lineal diagonal a +45°, lineal vertical, circular
a derecha, lineal diagonal a +135° y circular a izquierda; respectivamente.

A partir de las intensidades (4.45-4.50), podemos medir los cuatro parametros de Stokes como
[31, 33]:

So = 1(0°,0°) + I(90°,0°), (4.50)
Sy = I(0°,0°) — I(90°,0°), (4.51)
Sy = I(45°,0°) — I(135°,0°), (4.52)
Sy = I(45°,90°) — I(135°,90°). (4.53)

Recalcamos que se esta suponiendo un campo electromagnético que se propaga en una direccioén z,
cuyas sus fluctuaciones son caracterizadas por un proceso estocéstico estadisticamente estacionario
(al menos en el sentido amplio), de modo que (6, ¢) es una intensidad promedio. Sin embargo,
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el uso de los parametros de Stokes permite tratar directamente con las cantidades medidas en un
experimento Optico para describir la luz polarizada en lugar de la formulacion de amplitud. Es
decir, se realiza el analisis en el dominio de la amplitud, cuyos resultados permiten determinar
los parametros de Stokes, utilizando las ecuaciones (4.51-4.54) [33]. Observemos que los posibles
errores asociados con este método de mediciéon pueden deberse a la desalineacién del eje rapi-
do del retardador, las propiedades internas (absorcién) del material birrefringente y el detector
parcialmente polarizado [31].

4.3.2. Procedimiento de Collett

Otra técnica experimental es la siguiente que consiste en simplificar el procedimiento de Stokes
al retirar el uso del compensador en dicho procedimiento. Pues solo requiere de un polarizador
circular, construido a partir un retardador de cuarto de onda y un polarizador lineal, cuyo eje de
transmision es a 45° con respecto al eje horizontal, colocado en una montura rotatoria. O por otra
parte, utilizar un polarizador circular con la propiedad de que por un lado se comporta como un
polarizador circular, mientras que por el otro lado se comporta como un polarizador lineal [41].
Analogamente, los parametros de Stokes se miden en valores seleccionados del dngulo de rotacion.
Luego, el polarizador circular se gira 180° sobre su eje perpendicular al eje de propagaciéon y los
parametros de Stokes se miden nuevamente en valores seleccionados del angulo de rotaciéon. En
consecuencia, se obtendré la intensidad promedio de salida que emerge del polarizador circular es

10). = %[50 — sin (20)S; + S5 cos (20), (4.54)

donde el subindice ¢ hace referencia que se esté describiendo con el lado circular del polarizador.
Suponiendo el polarizador circular con la propiedad ser un polarizador circular de un lado y del
otro lado se comporta como un polarizador lineal, cuando es ocupado su lado lineal notamos que
dependeré solo de los estados lineales de los parametros de Stokes. Asi, la intensidad promedio de
salida del polarizador lineal estaréd dada como

I(0) = %(50 + 53), (4.55)

donde el subindice [ hace referencia al lado lineal del polarizador.

Por lo tanto, la intensidad depende tinicamente de la componente polarizada circularmente del haz
de luz, independientemente del dngulo de rotacion. De modo que los pardmetros de Stokes pueden
ser medido como

So = 1(0°)c + 1(90°)., (4.56)
Sy = I1(0°)e + 1(90°), — 21(90°),, (4.57)
Sy = I(0°). — I(90°)., (4.58)
Sy = 2I(0°), — I(0°), — 1(90°)... (4.59)

Para este procedimiento el posible error mas significativo viene del polarizador, en cuestiéon de
calibracion, por ello no es posible obtener los cuatro pardmetros de Stokes simultaneamente [31,
41].

Con el proposito de utilizar la polarimetria en el siguiente capitulo, no sera necesario adentrarnos en
estudios adicionales sobre procedimientos de medicién de los parametros de Stokes. Sera suficiente
considerar lo expuesto en la Seccién 4.3.1, pues permite utilizar las seis mediciones de intensidad
posibles para determinar dichos parametros. La razoén de introducir el procedimiento de Collet es
por comparativa y demostraciéon que es posible utilizar otros procedimientos de medicion.
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Capitulo 5

Resultados y simulaciones numéricas

En este capitulo describiremos los resultados obtenidos en la sintesis numérica de la caracte-
rizacion polarimétrica de un vortice 6ptico parcialmente coherente con estructura modal Bessel,
en propagacion en el dominio espacial. En la Figura 5.1 se ejemplifica el esquema que utilizamos
para la sintesis numérica de la fuente generada.

TF

N N
2
B) = exp (22) Y o ofp-Snr)esplivprinl.| o [E0) x expd) Y. expliy)exp [~ (2a8) ], (Enr).
n=1

Distribuciones de fase
en el plano de salida

Aun
n=1

Distribuciones de fase
en el plano de entrada

Distribuciones
de intensidad

Distribuciones
de intensidad

| )
1 1

Vértice parcialmente Vértice parcialmente
coherente coherente

Figura 5.1: Esquema general de la sintesis numérica de una fuente secundaria con vdrtice parcial-
mente coherente.
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Hacemos notar que la sintesis numérica que llevamos a cabo requirié de emplear codigos en Matlab,
disponibles en el Laboratorio de Optica de Fourier de la Facultad de Ciencias Fisico Matemdticas,
que permiten realizar un analisis numérico considerando los elementos 6pticos disponibles en el
laboratorio. En particular, fue necesario realizar una simulacién numérica de la generacién de una
fuente secundaria parcialmente coherente con estructura modal Bessel. Es decir, hicimos uso de
un c6digo que nos permite sintetizar numéricamente un voértice 6ptico parcialmente coherente con
estructura modal Bessel, un c6digo para calcular las intensidades para la polarimetria y un cédigo
para aplicar la técnica de polarimetria de Stokes al campo. De modo que, codificamos un ensamble
de senales de control y al realizarle una trasformada de Fourier a cada realizaciéon, es posible
calcular sus promedios, para asi obtener un wvdrtice dptico parcialmente coherente en el plano de
Fourier. A partir de este sistema, realizamos la caracterizacion polimétrica correspondiente a los
campos 6pticos de interés.

5.1. Metodologia de la sintesis numérica para la caracteriza-
cion polarimétrica de la fuente generada

A continuacion se detalla el procedimiento que seguimos para realizar la simulacion numérica de
la caracterizacion polarimétrica de un vortice parcialmente coherente con estructura modal Bessel,
dicho procedimiento se divide en varias etapas. En la primera etapa, planteamos el procedimiento
para la simulaciéon donde determinamos las condiciones y parametros iniciales, por ejemplo, la carga
topologica v, la razon o/R, las raices de la funcion Bessel, el grosor del los anillos moduladores y
tamano de las imagenes generadas.

Prosiguiendo, la segunda etapa consiste en la sintesis numérica del campo éptico resultante al
modular la fase del haz Guassiano, a partir de un conjunto de mascaras de fase que denominamos
senales de control. Para eso, definimos las mascaras de fase, considerando la ecuacion (3.19) y la fase
de un haz Guassiano, como una superposiciéon incoherente de anillos moduladores completamente
coherentes pero no correlacionados entre si [13]. Aun mas, para mostrar de manera efectiva las
senales de control, optamos por truncar el ntimero de anillos moduladores en N = 40, con una
fase aleatoria para cada anillo. También, requerimos de una portadora de fondo en la senal para
desplazar los efectos de difraccién producidos por la separaciéon entre los anillos moduladores, donde
la expresion (3.18) describe a la portadora. Para cada una de las senales de control simuladas se
le calcula su campo 6ptico descrito por (3.20), denominado como una realizacion, ademas, a partir
de la densidad espectral S(p) = (|E(p)|?) obtenemos su distribucién de intensidad del campo.
Finalmente, al completar el ensamble se realiza un promedio de las distribuciones de intensidad
del campo.

Para la tercera etapa, realizamos numéricamente la caracterizacion polarimétrica del vortice 6ptico
discreto (ya promediado), como se muestra en la Figura 5.2. Con el fin de analizar los posibles
cambios de los estados de polarizaciéon en la seccion transversal del campo, implementamos la
técnica de polarimetria de Stokes, es decir, considerando el procedimiento de Stokes determinamos
los parametros de Stokes mediante intensidades. De acuerdo a la sintesis numérica del vortice se
calculan los promedios de la parte real y la parte imaginaria. A partir de los cuales se obtienen las
componentes cartesianas del campo, dichas componentes se someten a la accién de las matrices de
Jones programadas en el c6digo para calcular secuencialmente el campo que simula pasar a través
del polarizador y placa de onda. Con ello se consiguen las seis mediciones de intensidad descritas
en la Secciéon 4.3.1, siendo empleadas en el siguiente programa de polarimetria. En este caso se
cargan las intensidades y se convierten a valores en escala de grises. Posteriormente, los parametros
de Stokes se calculan y a partir de ellos se obtienen los angulos de la elipse de polarizacién para
cada punto en la seccion transversal del campo. Por ultimo, los resultados se grafican en donde se
incluyen el calculo de las elipses de polarizacion y se genera un mapa de fases, que para efectos de
visualizacioén se superpone con la intensidad final.
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Campo de
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polarimétrica

Calculo de

intensidades

Mapa de elipses
de polarizacion

Horizontal Vertical

p=(pe) L

Figura 5.2: Esquema de la caracterizacion polarimétrica a simular correspondiente al plano de
entrada.

Continuando, pasamos a la cuarta etapa donde a cada mascara de fase se le realiza una trans-
formada de Fourier, lo que permite obtener la sintesis numérica del vortice 6ptico en el dominio
espacio-frecuencia. Es decir, para generar un campo 6ptico con una densidad espectral cruzada
W (r1,r2), dada por la ecuacion (3.27), es necesario calcular la transformada de Fourier de cada
elemento del ensamble que corresponden a las mascaras de fase en el plano de entrada, a transfor-
mada de Fourier de cada elemento del ensamble en el plano de entrada es empleada para generar el
promedio del campo en el plano de Fourier. Adicionalmente, fue necesario simular numéricamen-
te un diafragma para filtrar los efectos de difracciéon producidos por la separacion de los anillos
moduladores, sin embargo, no se incluyen en los esquemas por simplicidad. En la Figura 5.3 se
ejemplifica que para cada realizacién del ensamble tiene asociado una distribucion de fase, en los
planos de entrada y salida del sistema de transformada de Fourier, corresponde al caso de v = 30
con o/R = 1.00.

Finalmente, para la quinta etapa una vez obtenida la sintesis numérica de un voértice 6ptico parcial-
mente coherente con estructura modal Bessel, cuya densidad espectral es aproximada a la expresion
(3.30). Analogamente a la tercera etapa, simulamos la caracterizacion polarimétrica del campo ge-
nerado al aplicar la transformada de Fourier, como se ejemplifica en la Figura 5.4. Por lo tanto,
siguiendo el mismo procedimiento que en la tercera etapa, a su ensamble S(r) = (|E(r)|?) asociado
se le calculan los promedios de la parte real y la parte imaginaria a partir de los cuales se obtienen
las componentes cartesianas del campo. Luego a dichas componentes se someten a la accion de las
matrices de Jones programadas, asi resultando las seis mediciones de intensidad. Con el siguiente
programa de polarimetria se prosigui6 a calcular los parametros de Stokes, posteriormente se obtie-
nen las elipses de polarizacion, después se grafican los resultados. Finalmente resulta una imagen
que incluyen las superposiciones de valores de intensidad o fase con las elipses de polarizacion.
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Figura 5.3: Distribucion de fase de los campos obtenidos en el sistema de transformada de Fourier
de una realizacion, para v =30 con o/R = 1.00.
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Figura 5.4: Esquema de la caracterizacion polarimétrica a simular correspondiente al plano de
salida.
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De forma concisa, en la Figura 5.5, mostramos la metodologia descrita con anterioridad que segui-
mos para la caracterizacion polarimétrica de una fuente secundaria con vortice 6ptico parcialmente
coherente con estructura modal Bessel.
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Figura 5.5: Diagrama del proceso de sintesis numérica y la caracterizacion polarimétrica de
vdrtice dptico parcialmente coherente.
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5.2. Resultados

5.2.1. Generacion del campo en el plano de entrada

Para nuestro caso, tomamos en consideraciéon cargas topologicas de v = 10, 20, 30y varios va-
lores de la razén /R = 0.25, 0.50, 1.00, ademas, fueron generadas 90 realizaciones. Comenzamos
con los resultados de la simulacién del campo que ha sido modulada su fase. Como se menciono en
la segunda etapa de simulacion, consideramos que la intensidad puede ser calculada sustituyendo
a (3.20) en la expresion (3.29) y posteriormente obtuvimos su densidad espectral S(p), por ende,
obtuvimos los siguientes resultados correspondientes a la densidad espectral en la Figura 5.6.1
es un caso particular para una carga topologica v = 30 con 0/R = 1,00 y en la Figura 5.6.2 los
demas casos realizados. Hacemos notar que para cada carga topologica v se mantiene la misma
distribucion de intensidad a lo largo de la fila, pero en cada columna solo se esta limitando la
cantidad de anillos moduladores en la mascara de fase.

Figura 5.6.1: Resultado de la simulacion del vortice discreto gemerado para una carga topoldgica

v=230yo/R=1,00.
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6/R=0.25 o/R=0.50 o/R=1.00

v=10

v=20

v=30

Coordenadas normalizadas p/p,,

Figura 5.6.2: Resultados de la simulacion del vortice de entrada generado para distintas cargas
topoldgicas v y distintos valores de o/R.
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5.2.2. Generacion del campo en el plano de Fourier

Proseguimos con el caso de los resultados de la simulaciéon del campo descrito por la expresion
(5.14). Es decir, el caso del vortice generado en el plano de Fourier recordamos que las intensidades
obtenidas son el promedio de las transformadas de Fourier de cada elemento del ensamble del
vortice 6ptico discreto. Por lo tanto, obtuvimos los siguientes resultados; en la Figura 5.7.1 es un
caso particular para una carga topologica v = 30 con o/R = 1,00, en la Figura 5.7.2 son para
cada caso de las diferentes cargas topologicas v y distintos valores de o/R. Observar que a lo largo
de las columnas hay aumento del radio interior de la mancha oscura del centro del vortice como
resultado del aumento de la carga topoldgica. Por otro lado, la figura también muestra a lo largo
de las filas se produjo una disminucién del radio interior al disminuir la coherencia de la fuente
para cualquier carga topologica dada.

Figura 5.7.1: Resultado de la simulacion del vortice dptico generado para una carga topoldgica
v=230yo/R=1,00.
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o/R=0.25 o/R=0.50 o/R=1.00

v=10

v=20§

Coordenadas normalizadas r /1

Figura 5.7.2: Resultados de la simulacion del vortice dptico generado para distintas cargas topolo-
gicas v y distintos valores de o/R.
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Adicionalmente, en las siguientes grafica del perfil de intensidad normalizado, mostradas en la
Figura 5.8, en la imagen se compara cémo es su distribuciéon de intensidad para la carga topologica
v =10 con /R = 1.00. Asimismo como podemos observar, el campo en consideracion tiene una
distribucién de intensidad total con forma anular y una regién central oscura, cuyo radio aumenta
con el aumento de la carga topologica v. Ademés, el anillo externo de intensidad cero corresponde al
limite superior de la coordenada radial r, y la irregularidad de las curvas calculadas en comparacion
con el caso contintio presentado en “Generation of a partially coherent secondary source with Bessel-
mode vortex structure by liquid crystal spatial light modulator” [13] que se debe a la aproximacion
de suma finita de la expresion (3.30).

1

v=10

- o

Intensidad normalizada

0
0 0D1020304050607 0809 1
Distancia radial relativa, r/r,

v=10

Normalized intensity
=
(&)

0
0 0.5 1

Relative radial distance, p/a

Figura 5.8: Intensidad espectral S(r) normalizada y sus correspondientes patrones 2D para diferen-
tes valores de carga topoldgica v con o/R = 1.00, en el plano de Fourier. Arriba, numéricamente,
abajo, tedricamente [15].

Podemos notar que en las graficas del perfil de intensidad para los resultados numéricos (mostrados
en la parte derecha de la Figura 5.8) parecieran indicar que no estén normalizadas, es decir,
que la intensidad méaxima registrada del vortice 6ptico no llega al valor 1 en comparaciéon a lo
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registrado en los resultados tedricos (mostrados en el lado izquierdo de la Figura 5.8). La razon
principal de lo anterior se debe a los efectos producidos por la difraccion de la luz al pasar a través
de las separacion entre los anillos moduladores, aunque son filtrados con la portadora lineal, aun
esta presente dicha difracciéon en los resultados obtenidos de la simulaciéon. Incluso, sus méximos
en intensidad son mayores a los propios del vortice 6ptico parcialmente coherente.

5.2.3. Polarimetria del campo de entrada

Por otra parte, la caracterizacion polarimétrica del campo dado por la ecuacion (3.20) y del
campo en el plano de Fourier definido por (3.23), para cada carga topologica v y razon o/ R. Consis-
ti6 en calcular las intensidades del campo de interés correspondientes a los estados de polarizacion:
lineal horizontal, lineal vertical, lineal diagonal a +45°, lineal diagonal a +135°, circular a derecha
y circular a izquierda. En la Figura 5.9 se ejemplifica los estados de polarizacion para el caso del
vortice optico con densidad espectral (3.30) de carga topologica v = 30 y razén o/R = 1.00, en el
plano de Fourier.

Diagonal Anti-diagonal

A derecha A izquierda

Figura 5.9: Intensidades correspondientes a la parte polarizada de un vortice optico parcialmente
coherente con carga topoldgica v = 30 y o /R = 1.00, empleados en el cdlculo de los pardmetros de
Stokes.
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Lo que se puede observar en la Figura 5.9, son las regiones anulares con mayor intensidad que estan
asociadas a su estado de polarizacion correspondiente. Sin embargo, esos maximos de intensidad
mostrados en la imagen no corresponden a los valores maximos del vortice 6ptico, pues se estan
simulando con la suposicién de que estan pasando por un polarizador y un retardador. También
es posible observar parte de la luz parasita proveniente de los efectos de difraccion (previamente
mencionados) asociados al estado de polarizacion correspondiente.

Partiendo de la aproximacion del campo eléctrico descrito por la expresion (3.20), generado a partir
de codificar varias méascaras de fase, obtuvimos las siguientes distribuciones de intensidad mostradas
en la Figura 5.10. Notamos que teoricamente se ha observado que el cociente o/ R es un parametro
que controla la coherencia del campo resultante. Fisicamente esto corresponde a iluminar cierto
nimero de anillos desplegados en el dominio de entrada y numéricamente corresponde a desplegar
una cantidad especifica de anillos siempre que o corresponda al caso simulado (en nuestro caso,
corresponde a 40 anillos maximos). Y a partir de los estados de polarizaciéon de cada caso, fueron
determinados los pardmetros de Stokes andlogamente para cada situacion. Comparando la Figuras
5.6.2 con la Figura 5.10, en general, es posible observar que los estados de polarizacién dentro del
vortice son arbitrarios, mientras que fuera corresponden a la polarizacién lineal de la onda plana
portadora.
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Figura 5.10: Resultados de la caracterizacion polarimétrica del vortice dptico en el plano de entrada

para diferentes valores de carga topoldgica v y distintas razones de o/R.
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5.2.4. Polarimetria del vortice en el plano de Fourier

Para el siguiente caso, los resultados obtenidos de la caracterizacion polarimétrica en la regiéon
del plano de Fourier de la fuente secundaria con voértice se muestran en la Figura 5.11. Anélo-
gamente, se muestran para las distintas cargas topologicas v y a diferentes razones de o/R. Por
simplicidad y evitar pérdida de informacion visual, en la Figura 5.11 no se marcan el radio externo
del vortice, la vecindad de la singularidad y su primer cero. En la Seccién 5.3 analizamos con
mas detalle los estados de polarizacion encontrados en la region de la vecindad de la singularidad
y la zona anular de mayor intensidad del vortice 6ptico.

0/R=0.25 o/R=0.50 0o/R=1.00
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Figura 5.11: Resultados de la caracterizacion polarimétrica del vortice dptico parcialmente coherente
con estructura modal Bessel, para diferentes valores de carga topoldgica v y distintas razones de
o/R en el plano de Fourier.
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5.3. Analisis de resultados

Recalcamos que para generar una fuente parcialmente coherente con vortice partimos de una

construccion matematica a partir de modos coherentes que puede ser representada en modos Bessel,
entonces los modos corresponden a funciones de Bessel multiplicadas por exponenciales complejas y
estos modos se superponen en el plano de Fourier y generan el vortice, donde su densidad espectral
cruzada W esta definida por la ecuacion (3.27).
Comenzamos analizando los resultados de la caracterizaciéon polarimétrica del campo de entrada.
Observamos que para el vortice éptico discreto en sus estructuras anulares presento estados de
polarizacién lineales con orientaciones aleatorias, mientras que fuera de los anillos hay estados de
polarizacién lineales con un patrén bien definido por la portadora. Por ejemplo, como se puede
observar para una carga topologica v = 20y /R = 0.50 en la Figura 5.12.
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Figura 5.12: Caracterizacion polarimétrica del vdrtice optico discreto con carga topoldgica v = 30
yo/R=0.50.
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Sin embargo, no es suficiente con solo ver un caso particular, por esa razon en la Figura 5.13 se
comparan los resultados para una carga topologica v = 30 a distintos valores de o/R. También se
observa un nimero distinto de anillos desplegados a lo largo de cada columna y esto se justifica con
las siguientes condiciones. Primero, debido al hecho de que tedricamente la coherencia del campo
puede modificarse cambiando el niimero de modos coherentes que sintetizan el vortice con la razéon
o/R. Segundo, fisicamente esto corresponde a iluminar solo una regiéon del modulador cambiando
la anchura o de la fuente primaria de tal forma que solo los anillos iluminados sintetizan al vortice.
Tercero, numéricamente esto se logra controlando el nimero de anillos que se despliegan (recorda-
mos que nuestro caso son 40 anillos maximos). También, es importante recalcar que la informacion
de la portadora que esta en los espacios entre los anillos es independiente de la coherencia o carga
topologica que posea la fuente secundaria.
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Figura 5.13: Caracterizacion polarimétrica del vdrtice dptico discreto con carga topoldgica v = 30
y distintas razones de o/R.

En el caso de fijar la razon o/R y distintos valores de carga topologica v, por ejemplo, para
o/R = 0.50 para cualquier caso de la Figura 5.14 partiendo del centro de la imagen de la
distribucion de intensidad, sucede que el radio interno del primer anillo aumenta conforme aumenta
la carga topologica v. Este resultado es de esperarse, pues la ecuacion (3.20) depende de los ceros
de la funcion Bessel que varian entre cada carga topologica v, es decir, las distancias entre las

rafces de la funciéon cambian con cada valor de la carga topologica v.
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Figura 5.14: Caracterizacion polarimétrica del vdrtice dptico discreto con razén o/R = 0.50 y
diferentes valores de carga topoldgica v.
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Analizamos ahora el campo generado en el plano de Fourier, sintetizado a partir de la densidad
espectral cruzada (3.27). Veamos de manera particular la caracterizacion polimétrica del vortice
optico en el plano de Fourier con carga topoléogica v = 30 con o/R = 0.50, mostrado en la Figura
5.15. Observamos que tiene una region bien definida que se asemeja a un mancha oscura en el
centro del vortice 6ptico, ha esta region la denominamos como la vecindad de la singularidad con
un radio interior, luego una zona donde la distribucién de intensidad tiene valores muy grandes
comparados a la zona anterior y luego la regién del anillo externo de intensidad cercana a cero que
corresponde al limite superior de la coordenada radial r. Recordamos que la singularidad es un
punto ubicado en el centro del vortice donde la fase no esta definida.
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Figura 5.15: Caracterizacion polarimétrica de una fuente con vdrtice parcialmente coherente con
estructura modal Bessel con carga topoldgica v =30 y o/R = 0.50 en el plano de Fourier.

Luego, retomando los resultados obtenidos en la Figura 5.7.2 y la Figura 5.8, se puede observar
que hay una disminucion del radio interior al disminuir la coherencia de la fuente (al aumentar la
razon o/R) para cualquier carga topologica dada, cuyo comportamiento también se demuestra en
[13]. En comparacion con lo expuesto en [13] y [15], ocupamos cargas topologicas mayores obte-
niendo resultados similares. A modo de ejemplo, consideramos los casos para una carga topologica
v = 30, mostrados en la Figura 5.16.
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Figura 5.16: Caracterizacion polarimétrica de una fuente con vdrtice parcialmente coherente con
estructura modal Bessel con carga topoldgica v = 30 y distintas razones de o/R en el plano de
Fourier.

Por otro lado, cuando fijamos la razén o/ R para distintos valores de la carga topologica v, tal como
el caso de la Figura 5.17, se puede observar que hay aumento del radio interior del vortice como
resultado del aumento de la carga topolégica. Estos resultados estan en total correspondencia con
los resultados ya expuestos en [13] y [15].
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Figura 5.17: Caracterizacion polarimétrica de una fuente con vdrtice parcialmente coherente con
estructura modal Bessel con diferentes cargas topoldgicas v y o/R = 0.50 en el plano de Fourier.

Por dltimo, tomando como referencia la Figura 5.15 hasta la Figura 5.17 y partiendo del centro
de cada grafica, se observa que en la regién correspondiente a la vecindad de la singularidad del
vortice encontramos que los estados de polarizaciéon en dicha zona corresponden a polarizacion
lineal horizontal, ademés al variar la carga topologica y/o la coherencia de la fuente se mantienen
dicha polarizacion. En la zona anular del vortice optico los estados de polarizacion son lineales
pero su orientacion es aleatoria.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado a la luz como un proceso aleatorio o estocastico, hemos hecho
este anélisis usando la teoria de coherencia en el dominio espacio-frecuencia en donde la densidad
espectral cruzada W es la cantidad fundamental. En particular, estudiamos a un wvdrtice dptico
parcialmente coherente como un campo que posee un frente de onda helicoidal y una singularidad
en este frente de onda. Especialmente, la fase de un vortice optico presenta valores que fluctiian
aleatoriamente teniendo efectos en la distribucion de intensidad y los estados de polarizacion en la
seccion transversal del campo. Ademas, estudiamos el estado de polarizaciéon como el vector que
caracteriza a la superposicion de las componentes del campo 6ptico, el cual define la direcciéon de
oscilacion preferente del campo y en general corresponde a una elipse definida por los dngulos de
elipticidad x y el d4ngulo de orientacion azimutal .

La teoria de “Representacion en modos coherentes” y un sistema 6ptico predefinido nos permitio
desarrollar una metodologia para sintetizar numéricamente el vortice 6ptico parcialmente coheren-
te, es decir, la generacion numérica de un ensamble de realizaciones que representan a un voértice
con estructura modal Bessel. Posteriormente, aplicamos la técnica “Polarimetria de Stokes” en la
secciéon transversal completa del haz para caracterizar in silico la polarizaciéon de dicho vértice
optico generado.

Por ende, concluimos los siguientes elementos fundamentales. Aun cuando el vortice parcialmente
coherente es invariante en propagacion en el sentido de que preserva su distribuciéon de intensidad
transversal, en especial, preserva los estados de polarizaciéon lineal pero no las orientaciones.
Esto significa que la polarizacion del vortice es invariante en la elipticidad en el sentido de
que preserva el estado de polarizacion lineal, mientras que el angulo de orientacién azimutal
1 en general sufre cambios. En este sentido el vortice generado es invariante en propagacion,
invariante en elipticidad, parcialmente coherente y parcialmente polarizado. En particular, en la
vecindad de la singularidad del voértice 6ptico, en la regiéon obscura del vortice, los estados de
polarizacién son lineales y completamente uniformes en la direcciéon horizontal. En contraparte,
en la seccién transversal de mayor intensidad del vortice los estados de polarizacién son lineales,
pero con orientacién arbitraria. Consideramos que la no invariancia del dngulo azimutal ¢ es
una manifestacion de la aleatoriedad de las fases en el plano de entrada. Esto se debe a que las
relaciones de fase entre los anillos del vortice son aleatorias y afectan la diferencia de fase entre
las componentes del vortice. Por lo tanto, afectan los estados de polarizacion horizontal, vertical,
diagonal y antidiagonal, en términos los cuales estan definidos los parametros S1 y S, los cuales
definen a su vez el angulo de orientacién azimutal . Por otro lado, la invariancia de la eliptici-
dad es una manifestacion de la conservacion de energia total entre los modos y la polarizacion
circular constante, parametros Sy y S3, en términos de los cuales se expresa el angulo de elipticidad.
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Conclusiones

Analizamos el efecto de la carga topologica v y el grado de coherencia en los resultados obteni-
dos concluyendo que la coherencia tiende a disminuir el crecimiento del radio interno del voértice
generado por el aumento de la carga topoldgica. Por consiguiente, encontramos que v tiende a
aumentar el radio interno que delimita la regién circundante de la vecindad del vortice mientras
que o contrarresta este efecto al disminuir el radio interno.

Hasta donde sabemos el fenomeno de la homogenizacion de la polarizacion en la vecindad de la sin-
gularidad del vortice parcialmente coherente no ha sido reportado atn en la literatura. Aqui hemos
demostrado numéricamente que es posible sintetizar un vortice parcialmente coherente, invarian-
te en propagacién, parcialmente polarizado, cuya polarizaciéon en la vecindad de la singularidad
puede estructurarse como completamente lineal y uniforme. Empero, hasta aqui hemos demostra-
do un nuevo fenémeno con potenciales aplicaciones en atrapamiento y micromanpulacion 6ptica,
microscopia, formacién de iméagenes de polarizacion entre otras.
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A.1. Realizaciones por pasos

A base de la definicion 2,1, suponemos un proceso aleatorio X; definido en algtin espacio de
probabilidad (2, F, P). De igual manera, suponemos que para cada w €  fija encontramos una
realizacion de dicha variable para todas las t's: {X;(w)}. Es decir, para cada w tenemos un conjunto
de valores representativos de la realizacion del proceso estocastico, asi una realizacién del proceso
aleatorio es un paso del procesos estocasticos, esto es, t — X;(w) [22].

Por otra parte, suponiendo que del proceso se conocen todas las posibles probabilidades conjun-
tas del sistema, de modo que podemos asumir que es un proceso estocdstico separable. Podemos
ejemplificarlo considerando un simple proceso estocastico; el de la independencia completa, esto

es:
p(xitis ..z, t;) :HP(%‘,E) (A1)

Lo descrito con anterioridad nos permitira describir los siguientes procesos, que son los méas bésicos
para describir algiin proceso estocastico conocido en los fendmenos naturales [24].

A.2. Pruebas y proceso de Bernoulli

Nos referimos a pruebas de Bernoulli como el experimento propuesto por el mateméatico Jakob

Bernoulli, el cual consiste en repeticiones independientes de un experimento con dos resultados;
como una serie de lanzamientos de monedas o el acertar y fallar [19, 21, 42]. De modo que, un
proceso de Bernoulli es una secuencia de variables aleatorias binarias independientes idénticamente
distribuidas [43]. Es decir, se asume que los eventos son independientes y tienen las misma proba-
bilidad de ocurrencia, por lo que la probabilidad de acertar se denota por p y de fallar por (1 — p)
[19, 21]. Incluso, visualizamos un proceso de Bernoulli evolucionando en un tiempo discreto [43],
es claramente estacionario (y ergodico) [42].
Como es de esperarse podemos realizar un analisis probabilistico, asi la probabilidad de que el
evento X ocurra k-veces en n-pruebas independientes y estara definida por su funcidn de proba-
bilidad de masa (es decir, tiene solo un nimero finito o contable de posibles valores de muestra),
esto es

Px(X,) =p*(1—p)" " (A.2)
Siendo X, es la variable aleatoria independiente de Bernoulli, tal que
1 conp
X, = . (A.3)
0 conl—p
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Por lo que, estamos asociando los eventos de las pruebas de Bernoulli con una variable aleatoria
X, tal que cuando el resultado del ensayo es un éxito definimos X,, = 1 y cuando el resultado es un
fracaso definimos X,, = 0 [19, 21, 43]. De modo que, un proceso de Bernoulli se puede visualizar
como en la Figura A.1.

PX(AXn)

> X,

0 1

Figura A.1: Diagrama ilustrativo del proceso de Bernoulli. [21]

Por otro lado, como se ha visto anteriormente, notamos que su probabilidad asociada p es un valor
constante para Px (X,,), por consecuencia su densidad de probabilidad sera uniforme. Asi también
su media, varianza y funcién gamma corresponderan a valores constantes. Como se muestra a
continuacion [19, 21]:

mx, X, = P para ni = nz
3) I'x(t1,t2) = 1hm2 ) )
KX, 1X,, =p~parani#ng

A.3. Pruebas y proceso de Poisson

Este proceso es nombrado asi en honor a Siméon-Denis Poisson. Continuando con un espacio
de probabilidades (92, F,P), el proceso de Poisson es un proceso aleatorio discreto que modela
el tiempo de una llegada al ingresar a un sistema. Sin embargo, las llegadas pueden ocurrir en
momentos positivos arbitrarios y la probabilidad de una llegada en cualquier instante particular es
cero. Asi, se vuelve més conveniente definir un proceso de Poisson en términos de una secuencia
de tiempos entre llegadas X;(t); denominado proceso de llegadas o proceso de conteo [19, 21, 22].
Siendo asi las pruebas de Poisson aplicadas en situaciones como: en la deteccion de errores en
equipos en un sistema o en la emision de electrones a un foto-detector o la llegada de llamadas
telefonicas, etc [19, 21, 22]. Existen dos formas de definir a un proceso de Poisson, los cuales son:
Definicion A.3.1 Sera un proceso de Poisson si dado un proceso de conteo {X;(¢)} en el cual
el nimero de eventos en cualquier intervalo de longitud At tiene una distribucion de Poisson con
media At. Esto es, para todo t, At > 0,

(AA)"

PIXi(t+ At) = Xi(t) = n] = ==, n=0,1,2,... (A.5)
n.

62



Apéndice
A .4 Proceso de Gauss

Donde t < At son variables del tiempo, A se llama tasa del proceso asi AAt es el niimero esperado
de llegadas en ese intervalo [21].

Definicion A.3.2 El proceso de Poisson {X;(t)} se define a partir de un proceso de conteo con
incrementos estacionarios e independientes, de manera que para una tasa A > 0 se cumplen las
siguientes condiciones:

L P[Xi(t+ At) — X;i(t) = 1] = AAt + o(At).
I PIXi(t+ At) — Xi(t) > 2] = o(Ab).
L PX;(t + At) — Xi(t) = 0] = 1 — AAt + o(Ab).

Donde t < At son variables del tiempo, A se llama tasa del proceso asi AAt es el niimero esperado
de llegadas en ese intervalo. Ademas, la funcion o(At) tienda a cero mas rapido que At [21].

Por otra parte, observamos que dadas las dos definiciones anteriores es importante resaltar lo
siguiente. Primero notamos que, al ser descrito por un proceso de conteo, se tiene que sus elementos
{X;(t), t > 0} para cada conjunto de instantes de tiempo to =0 < ¢; < ... < t,, los incrementos de
la forma X;(¢,) — X;(t,—1) son idénticamente distribuidos. Asi para los incrementos estacionarios
e independientes del proceso para algin ty < t,, su media sea de la forma

E[Xl(tk)] = mx(tl)tk = E[Xi(l)]ﬁk. (A6)
De igual manera, se obtiene que su varianza es tal que:
ok, (tr) = 0%, (t1)te = Var[X;(1)]ts. (A7)

De modo que, se destaca que para cada X; evaluado en t; es estacionario, pero al variar ¢, el
proceso de Poisson deja de ser estacionario en el sentido amplio, atin més se corrobora que se
tendra:

1) mx(t) = M.
2) ox(t) = M. (A.8)
3) I'x(t1,t2) = Ntyty + A[min(t1,t2)], debido a la desigualdad posible entre t1 y to.

Asi, de acuerdo a la Definicion A.3.1 se deduce que la funcion de densidad asociada al proceso
de Poisson,

px (@) = > PLXG(1))ow, (A.9)

no satisface con la definiciéon de estacionariedad en el sentido estricto. Por ende, el proceso de
Poisson no es estacionario [19, 21, 22].

A.4. Proceso de Gauss

Se le considera uno de los procesos estocasticos mas estudiados e importantes por su eficiencia
y recurrencia para modelar procesos aleatorios. Se puede considerar para un proceso de Gauss que
las principales cualidades son: primero permite realizar un analisis estadistico de manera analitica
y segundo se justifica matematicamente empleando el teorema de limite central para modelar
resultados de problemas del ambito fisico desde un punto probabilistico. Prosigamos a definir el
proceso de Gauss [19, 21].
Definicion A.4 Un proceso Gaussiano {X;(t); t € T} es un proceso estocéstico, tal que para
todos los k-coeficientes reales a,, y la seleccién de los k-tiempos t,, € T el conjunto de variables
aleatorias ) a,X(t,) es un conjunto mutuamente Gaussiano.
Veamos que nos referimos a mutuamente Gaussiano, al hecho de que las k-variables aleatorias
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X (t,) pueden tener mutuamente una funciéon de densidad de probabilidad [17, 19, 21, 43], tal
que

1 1 -

exp | — =(x — C T — , A.10
donde px es un vector de las funciones promedio de X (t,), Cxx es la matriz de funciones de
auto-covarianzas, a X lo consideraremos un vector de las X (t,,) [19, 21].
Notamos que si X (t,,) es mutuamente no correlacionado y tienen diferentes varianzas, entonces se
tiene que

an ((En) =

2 5=
1) Cxx(,ti,tj) = {Jk J

0 otro caso

(A.11)

2,) = 1 . " x—uX (tr)]?
2) fx,(xn) (QW)H/Z(szl Uk) e p[ ;::1

De modo que podemos enunciar dos propiedades muy importantes:

Propiedad 1: Un proceso Gaussiano es tanto estacionario en el estricto como el sentido amplio,
por ello no se especifica que estacionariedad tiene.

Propiedad 2: Si en la entrada de un sistema lineal acttia un proceso de Gaussiano X;(t), el proceso
de salida Y;(¢) de dicho sistema también es un proceso Gaussiano [17, 19, 21, 43].

A.5. El teorema de van Cittert-Zernike

Considerando una onda de luz que emerge de un sistema 6ptico, asumiendo que el proceso es
estacionario, al menos en sentido amplio, y también ergddico. Es posible para casos particulares,
considerando superficies, deducir las ecuaciones relativas a la propagacion de la funcion de densidad
espectral cruzada y la funcién de coherencia mutua, siendo consecuencias exactas de las ecuaciones
diferenciales satisfechas por estas funciones de correlacion.

Sin embargo, tales formulas tienen un uso limitado ya que requieren el conocimiento de las funcio-
nes de Green asociadas con tales superficies y, a excepciéon de las formas geométricas mas simples,
las funciones de Green no se pueden obtener de forma cerrada. A pesar de ello, es posible derivar
una ley de propagacion aproximada que sea bastante adecuada para muchas situaciones que se
encuentran con frecuencia en la practica. La ley aproximada, puede, en cierto sentido, considerarse
como una contrapartida del conocido principio de Huygens-Fresnel para la propagacion de la luz
monocromatica.

Uno de los teoremas centrales de la teoria elemental de la coherencia parcial fue formulado por
van Cittert (1934) y posteriormente, de forma mas general, por Zernike (1938). Expresa las corre-
laciones de campo en dos puntos del campo, generadas por una fuente plana, casi monocromatica,
espacialmente incoherente. Consiste en la siguiente formula, a veces llamada ley de propagacion de
Zernike para la intensidad mutua:

I(r M) o P A12
lar2 271_ r17r2 RlRQ r ro. ( . )

Donde I'(rq,r2,0) es la intensidad mutua J(rl, r3), con k = 277 /c.

Supongamos ahora que la superficie abierta A coincide con la superficie radiante o de una fuente
secundaria cuasi-monocromatica, plana y espacialmente incoherente. Entonces, para dos puntos
cuales quiera S1(r'y) y S1(r'1) en o, tenemos que

J(I‘ 1,1‘2)_I(I‘ 1)5(2)( 2—1‘1) (A13)

Siendo I(r’) una medicion de la intensidad en el punto r’ y §(*) es la funcion delta de Dirac en dos
dimensiones. Notamos si las correlaciones se extienden sobre distancias que no son mayores que una
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longitud de onda media y si las dimensiones lineales de dicha fuente son grandes en comparacion
con la longitud de onda media, como suponemos ahora, la idealizaciéon expresada por la funcion
delta de Dirac, por lo general conduce a una buena aproximacion de la intensidad mutua del campo.
De modo que, la expresion (A.13) se reescribe como

L\ 2 , eik(R2s—Rus) 0
J(I‘l,rQ) = (%) LI(I‘ )md r, (A14)

donde R;s y Rag son las distancias desde un punto S(r’) en la fuente hasta los puntos Pi(r1) y
Py(r3), respectivamente como se muestra en Figura A-2.

Py(ry)

Py(ry)

Fuente plana
incoherente o

Figura A.2: Ilustrando la notacion relacionada con el teorema de van Cittert-Zernike.

Si normalizamos la ecuacion (A.14), obtenemos la siguiente expresion para el grado complejo (de
igual tiempo) de coherencia del campo generado por nuestra fuente espacialmente incoherente a:

1 N I eiE(st—Rm) 2y A
1 = - - 1
](rlarQ) [I(r1)}1/2[1(r2)]1/2 (27‘_) /U (r) RlSRQS r 1) ( 5)
con la intensidad del campo en el punto P;(r;)
E 2 I(I‘/) 2 .
I(r;) = J(ri,r;) = ( — / d*r’, (i=1,2). (A.16)
(271') o R?S

Por lo tanto, la expresion (A.16) es la formulacion matematica del teorema de van Cittert-Zernike.
Pues expresa el grado de coherencia de igual tiempo en dos puntos Pi(ry) y P(rs) en el campo
generado por una fuente cuasi-monocromética plana o, espacialmente incoherente, en términos de
la distribucion de intensidad I(r’) a través de la fuente y las intensidades I(rq) e I(r2) en los dos
puntos del campo.

Como dato importante, la integral que aparece en la expresion (A.16) tiene la misma forma que
la que se encuentra con frecuencia, mediante otras deducciones, en los célculos de patrones de
difraccion sobre la base de la teoria de difraccion de Huygens-Fresnel-Kirchhoff. Mas especifica-
mente, el teorema de van Cittert-Zernike implica que, bajo las condiciones establecidas, el grado
de coherencia de igual tiempo j(r1,r2), es igual a la amplitud compleja normalizada en un cierto
patron de difraccion [18, 30].
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A.6. Polarizacién de un haz electromagnético cuasimonocro-
matico

Consideremos un campo electromagnético cuasimonocromético que se propaga en una direc-
cién z, donde sus fluctuaciones son caracterizadas por un ensamble estadisticamente estacionario,
al menos en el sentido amplio. De modo que lo podemos expresar como una senial analitica compleja
en un punto P, donde sus componentes del campo eléctrico estan en direcciones mutuamente orto-
gonales y son perpendiculares a la direcciéon de propagacion. Asi sus componentes estan expresadas
como:

E,(t) = Egg(t)eiler=1, E,(t) = Eo,(t)elle=(0=et, (A.17)

Donde las Ej representan las amplitudes, @ es la frecuencia promedio y ¢ es una funcion de fase
que por ser una senal cuasimonocromatica, cambia lentamente con el tiempo en intervalos que son
cortos en relaciéon con el tiempo de coherencia t, ~ 27/ Aw, donde Aw viene siendo la banda ancha
efectiva de la luz.

Las propiedades de correlacion de segundo orden del campo eléctrico en un punto O pueden ca-
racterizarse por una matriz de correlacion de 2 x 2, es decir,

C [(EEOE)) (BB, )] [Jor Jay
J= (Ey (1) Ex(t)) <E;(t)Ey(t)>] - {JW JyJ~ (A.18)

Esta matriz J es comtinmente conocida como la matriz de polarizacion; siendo una matriz de
correlaciones de igual tiempo.

Observamos, que la traza de la matriz: Tr(J) = J,, + Jyyy, indica la intensidad de la onda de luz.
Para el caso de la no-diagonal, cumple con la propiedad Hermitica (J Xy = Jyx) v determina la
correlacion entre las componentes del campo eléctrico. Més aun, son definidos no-negativamente,
es decir dados dos constantes ¢y y co se tiene que

cicrdr +c5cadyy + cicad gy + c5c1dyz > 0. (A.19)
Aplicando la condicién Hermitica, se obtiene que

Tyl < VI oo/ Ty (A.20)

Lo que nos permite determinar un coeficiente de correlacién entre las dos componentes del campo,
tal que

Juy
T R A.21
L i o A2
Por lo tanto, de las ecuaciones (A.20) y (A.21) obtenemos la desigualdad
0 < fimy| < 1. (A.22)

Recalcando que el extremo 0 representa ausencia de correlaciéon y el extremo 1 corresponde a
correlacion completa [30].

A.7. Grado de polarizaciéon

Existe una relacion entre la intensidad de la parte polarizada y la intensidad total, a la cual se
le denomina grado de polarizacion. De modo que la parte polarizada en conjunto con el grado de
polarizaciéon representan el estado de polarizacion para algin haz de luz. Por lo general cambia el
estado de polarizacién a medida que el haz se propaga o se dispersa al interactuar con un sistema
fisico, justo estos cambios son de gran interés practico porque proporcionan informaciéon sobre
dicho sistema fisico.
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Consideremos que la matriz de polarizacion (A.18) puede ser expresada como la superposicion
de la componente donde toda la luz es completamente polarizada y la componente donde no es
polarizada, es decir,

B D 1 0] _[A+B D
S R A - A
J=I0d {D* C] {o 1} [ D* A+C]’ (4.23)

donde la notacion (p) denota polarizada y (u) no polarizada. Ademéas, A, B y C son mayores o
iguales a cero. Y el determinante de J®) es tal que Det(J()) = 0.

Observamos que los términos A, B, C y D se pueden deducir realizando algunos pasos algebraicos
al empelar las definiciones de determinante Det y traza Tr de la matriz J. Esto implica que
cualquier haz de luz estadisticamente estacionario puede, en cada punto, considerarse como la suma
de dos haces de luz, uno de los cuales esta completamente polarizado y el otro completamente no
polarizado.

Por otra parte, retomando la definicién de la matriz de polarizacion, su traza es proporcional a la
densidad de energia eléctrica promedio y, por lo tanto, puede considerarse como una medida de la
intensidad de la luz. De modo que, a partir de las expresiones en (A.23) se deduce que las trazas
de cada componente de la matriz J son tal que:

Tr(JP) = \/[Tr(J)]2 — 4Det(J), (A.24)
Tr(J™) = Tr(J) — /[Tr(J)]2 — 4Det(J). (A.25)

A partir de estas ecuaciones, podemos obtener la expresion de la definicion del grado de polarizacion
como la porcién entre la intensidad de la porcion polarizada I®) y la intensidad total I en el punto
considerado, esto es

O 4Det(J

==V moe

(A.26)

Observamos que el grado de polarizacion es independiente de la posicion que uno determine (en
plano x — y). Aun maés, satisface la desigualdad

0<P<I. (A.27)

Solo siempre y cuando se cumpla la relacion de Hermiticidad J3, = J,. [30, 31, 33].

A.8. Parametros globales para caracterizar polarizaciéon total

Por otro lado, para describir mediante un solo ntimero la estructura de polarizacién transversal
de un haz, se ha definido en la literatura el llamado grado estandar de polarizaciéon de un haz gene-
ral, P, (definido en términos de Stokes parametros) cuyo procedimiento de determinaciéon implica
mediciones de la irradiancia (intensidad promedio) del haz integrado sobre el area de deteccion
completa. Sin embargo, para haces totalmente polarizados no uniformemente, este parametro no
es apropiado: obsérvese, por ejemplo, que P es igual a cero para haces totalmente polarizados
radialmente. En consecuencia, en tales casos seria ttil introducir nuevos parametros generales para
caracterizar adecuadamente la distribucion de la polarizaciéon sobre el area de la secciéon transversal
[44].

Consideremos un haz paraxial cuasimonocromatico propagandose a lo largo del eje z. El vector del
campo eléctrico transversal, E, asociado a un haz polarizado no uniforme, puede ser descrito en el
plano de coordenadas polares como

B(r,0) — Ep] — Fo(r,0) E gzﬂ , (A.28)
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donde s y p denotan las componentes ortogonales del campo transversal al eje z, f y ¢ son funciones
deterministas, Fy es un proceso estocéstico, finalmente r y 6 son coordenadas polares [34, 44].
Tomemos los vectores unitarios ortogonales ugr y ug en las direccion radial y azimutal, reciproca-
mente, esto es

up = [cos (0), sin (6)] (A.29)
up = [—sin (), cos (9)]. (A.30)

De modo que la expresion (4,61), la podemos reescribir tal que
E(r,0) = (E-ug)ug + (E-ugp)ug = Eg(r,0) + Eg(r,0). (A.31)

Notamos que cada término de la ecuacion (A.31) representaria el campo a la salida de un dispositivo
optico que solo transmite componentes radiales o azimutales del campo de entrada; siendo un campo
ER polarizado radialmente y Egy polarizado azimutalmente.

En cada punto del perfil transversal del haz, es posible evaluar el porcentaje de la irradiancia (que
debe ser local) asociada a la componente radial y azimutal mediante las siguientes relaciones:

o (Ba(r0))
pr(r,0) = TEC.OP (A.32)
,09(1‘79) _ <|E9<I‘,9)‘ > (A33)

(IB(r, 0)]%)

Recordando que los “brackets” denotan el promedio del ensamble. Teniendo esto en cuenta, el
contenido de polarizaciéon radial y azimutal de un campo totalmente polarizado no uniformemente
puede caracterizarse promediando las expresiones (A.32) y (A.33) sobre la region del perfil del haz
donde la irradiancia es significativa, de modo que obtenemos

. fo 0 9)<|E(r,0)|2>rdrd9 fo 0 9) (r,0)rdrdd (A.34)
fo (| E(r, §)[?)rdrdd fo O)rdrdd '

N )<\E( 0)*rdrdo _ [* [} pe r 9) (r,0)rdrd) (A.35)
fo o ([E(r, 0)[?)rdrdo I O)rdrd) '

Donde I(r, ) consiste en la irradiancia en cada punto de la seccion transversal del haz.
Otras expresiones importantes son las dispersiones de los valores pg y pg a lo largo del perfil del
haz, las cueles serian denotadas por las ecuaciones siguientes

9 — pr)?I(r, O)rdrdd
0% = Jo 0 ) pR] (v, O)rdr ’ (A.36)
fo 0)rdrdd
9 2I(r,0)rd d9
o2 = I Jo" ) 09] (r, O)rdr (A.37)
fo 0)rdrdo

Veamos que 012% y 03 representan la varianza de pr y pg a través de la seccion transversal del campo,
con el valor local de la irradiancia comportandose como una funcién de densidad. Notamos que si
el valor de 0% o 03 es equivalente a cero, significarfa que el haz esta polarizado uniformemente.
En consecuencia, los parametros 0% y o3 caracterizan globalmente la uniformidad del contenido
de polarizaciéon radial y azimutal sobre el frente de onda.

Atn mas, los términos pr v pe estan definidos en el rango de 0 a 1, siendo el valor 1 cuando sea
completamente radial o azimutal el haz, y deben satisfacer la relacion

PR+ pg = 1. (A.38)
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Lo que implica que el contenido de polarizacién radial y azimutal de un haz debe entenderse
como propiedades complementarias. En la practica, bastaria entonces con determinar uno de estos
parametros.

Veamos que las ecuaciones descritas anteriormente, en esta misma seccion, pueden ser expresados
en términos de los parametros de Stokes. Para ello, tomamos en cuenta las ecuaciones (A.28) y
(A.31) para denotar las componentes de campo eléctrico como

Er(r,0) = (E-ug)ur = Ey(f cos () + gsin (6)), (A.39)
Ey(r,0) = (E-ug)ug = Eo(—fsin(0) + gcos (0)). (A.40)

Entonces los promedios del ensamble para cada componente resulta ser

(IEr|?) = Io[cos® (O)(If[?) + sin® (0)(|g[*) + 2sin (6) cos () Re((f*g))],

—~

A.41)

([Eo[*) = ITo[sin® (0) (| fI*) + cos® (6)(lg|*) — 2sin (9) cos () Re({f"g))]. (A.42)
Ocupando las identidades trigonométricas de angulo doble:
cos? (z) = 1—1—#5(23:)7 (A.43)
sin? (z) = 1‘%5(23”) (A.44)
sin (2z) = 2sin () cos (). (A.45)

Siendo Iy = (| Ep|?), podemos reescribir y agrupar los términos de las expresiones (A.41) y (A.42)
de la siguiente forma

(BaP?) = 2512 + Todla) + 2D 10(1112) — Iy(1af2) +sin (20) (2P a6
(Bol2) = (£ + Tolol®) — 22 (1041 £12) — 1y(lgP2)) — sin (20) (RS9 - (5

Nos podemos percatar que los términos en paréntesis, de las ecuaciones (A.46) (A.47), corresponden
a los tres primeros pardmetros de Stokes, es decir,

1 cos (260 sin (260

(IBrl?) = 550 + 2( Js, + mé s, (A.48)
1 cos (260 sin (260

(o) = 555 - =g, W), (A.19)

Donde los parametros convencionales de Stokes se determinan en cada punto (r, ) del perfil del
haz transversal.
Ahora podemos reescribir las expresiones (A.34) y (A.35) en términos de los parametros de Stokes,
para ello sustituimos (A.48) y (A.49) en las ecuaciones (A.32) y (A.33) respectivamente, finalmente
se sustituyen en las expresiones de pr y pg. Por ende después de algunos pasos algébricos simples,
obtenemos que

27
PR=5 " 5p0 / / cos (20)S1(r, ) + sin (260)Sa(r, 0)]rdrdd, (A.50)

1,
2
1 2m
=5 oo /0 /O [c0s (20)S1 (x, 0) + sin (20)Sa(x, 0)]rdrdo. (A51)
Donde Pw = [;* 027r So(r, @)rdrdd denota la potencia total del haz. Recordamos que I(r,0) =
(|E[?) = So(r,0).
Con lo expuesto anteriormente, podemos ir concluyendo lo siguiente. Como es bastante evidente en
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(A.50-51), pr v pe no dependen del parametro local de Stokes S3 pues no aporta informaciéon para
caracterizar el contenido de polarizacién radial o azimutal de un haz. También, de acuerdo con la
definicion (4,64) ya se estéd estableciendo que este comportamiento deberia esperarse fisicamente,
porque S3 es igual a cero para cualquier campo polarizado radialmente (o azimutalmente). Ademaés,
como dato, esto también se aplica al caso particular de un haz polarizado radialmente con frente
de onda de vortice. En tal caso, el factor de fase global que define la carga topologica no altera
el término de fase relativo entre las componentes transversales, en consecuencia, el parametro Ss
permanece igual a cero [34, 44].
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