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Introduccion

La geometria conforme surge histéricamente con el estudio de las transformaciones en su-
perficies diferenciables en R3 que preservan angulos orientados. Posteriormente al generalizar
este estudio a variedades de Riemann, la teoria requiere de algunos conceptos y resultados de
la geometria diferencial (donde la conexién de Levi-Civita constituye una herramienta bésica),
topologia diferencial, en el caso particular de superficies de Riemann (variedades diferenciables
de dimensién 1 compleja) se requiere de algunos elementos de topologia algebraica, algunas de
estas herramientas se agregan en los apéndices. Por supuesto, un estudio mas avanzado de esta
teoria requiere de profundizar en estas teorias y algunas otras como se puede uno percatar al
revisar la literatura maés reciente. En esta tesis se aborda el estudio de la geometria de las va-
riedades conformes desde el punto de vista de Riemann junto con el enfoque de geometria de
Klein, el cual tiene como principio unificador el estudio de las propiedades de un espacio que
quedan invariantes bajo la accién de su grupo de automorfismos, es decir, la geometria en el
sentido de Klein es, pues, un par (X, G) donde X es una variedad y G es un grupo de Lie que
actla transitivamente sobre X.

Los principales objetivos son, hacer un estudio de las variedades que aceptan una estructu-
ra conforme y de las variedades que aceptan una estructura de Mobius, asi como estudiar la
estrecha relacion entre ellas, la cual estda garantizada por un teorema de Liouville, y también
daremos un breve estudio de representacién de variedades con tales estructuras.

Cabe destacar que en cada capitulo se comienza con el caso preliminar al de variedades dife-
renciables, que son las superficies, ya que de estas fueron la motivacion para estudiar geometria
conforme en dimensién superior.

Ademas los resultados que se desarrollan en este trabajo fueron extraidos principalmente de las
referencias [0], [8], [12] y [15].

El primer capitulo es un compendio de las definiciones y los resultados basicos de nuestros
temas de estudio, como son las variedades, asi como de los conceptos métricos en ellas y las trans-
formaciones adecuadas que nos permitirdn junto con los conceptos métricos dar la estructura
que deseamos. Para la escritura de este capitulo fueron utilizadas principalmente las referencias
[, [, [10, [11] y [,

En el segundo capitulo nos centramos en el contexto de las variedades de Riemann conformes.
En contraste con la geometria métrica de Riemann, una estructura conforme distingue toda una
familia de métricas de Riemann isométricas salvo un factor de escala, con esto obtenemos una
herramienta muy fuerte que es la isotropia. Para adquirir més estructura en nuestras variedades
introducimos el enfoque de Klein de geometria y asi obtener otra gran herramienta que es la
homogeneidad. Con estas dos herramientas damos modelos de geometria conforme, que incluyen
a las geometrias euclidianas y no euclidianas, cabe destacar que no son las tnicas geometrias,
hay mas, pero no profundizaremos en ellas solo se mencionan. La elaboraciéon de este capitulo
fue hecha con base en las referencias [1], [4], [5], [11], [12] v [15].

En el tercer y ultimo capitulo estudiamos a las variedades con estructuras conformemente
planas desde el punto de vista de la geometria de Riemann y de la teoria de los grupos de
Klein, lo cual nos permite introducir la estructura de Mobius que a su vez esta estrechamente
relacionada con las estructuras conformes. Esto se garantiza con un resultado fundamental de
esta teoria que es el teorema de Liouville. Con este resultado podemos clasificar a los grupos
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que actian en el modelo principal (conformemente plano) que es la esfera unitaria S™ y ademds
nos permitira representar algunas variedades por medio del cociente de regiones por los grupos
que actian en estas regiones de manera propiamente discontinua al estilo de la representacion
clasica de superficies de Riemann via los grupos de Klein, pero estas estructuras de Mobius
son en cierta manera més finas que las conformes y tienen como limite ideal a las variedades
hiperbdlicas. Para la elaboracién de este capitulo utilizamos las referencias [1], [3], [5], [8], [13]
y [15] .

Como se mencioné al principio, para este trabajo son necesarias la geometria diferencial de
variedades y la la teorfa de espacios cubrientes (de forma introductoria), es por eso que hemos
agregado dos apéndices basados en las referencias [6], [11] y [16].

Figura 1: Significado de flechas

— Conceptos en la teorfa

p—> Generalizacion de conceptos

> Teoremas y conceptos que subyacen de
Conexién con la geometria conforme
>—q Teorias complementarias para el estudio de

he==d Preguntas para estudios posteriores
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Figura 2: Mapa estructural de la tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

Se comienza por revisar algunos resultados importantes sobre curvas y superficies en el espa-
cio euclidiano de dimension 3, que es el caso preliminar de los conceptos de curvas en variedades
diferenciables. Se da la definicién de variedad diferenciable y repasamos sus propiedades funda-
mentales, se da también un teorema muy importante que es el teorema de encaje de Hassler
Whitney, que garantiza que toda variedad diferenciable se puede encajar en un R si la di-
mension N es suficientemente grande. Como el propésito es hacer geometria conforme en las
variedades, es necesario introducir el concepto de métrica de Riemann. Se da un resultado
que nos asegura que toda variedad diferenciable acepta una métrica de Riemann. Para definir
las transformaciones conformes entre las variedades diferenciables se toma en cuenta que po-
demos encajar toda variedad diferenciable en un RY adecuado, entonces las transformaciones
conformes deben ser transformaciones de RY en sf mismo, por lo tanto se da un breve estudio
de las transformaciones de Mobius en R, las cuales son transformaciones conformes y con lo
que se finaliza este capitulo. Estos temas preliminares son fundamentales para poder desarrollar
este trabajo.

1.1. Superficies Regulares y Variedades Diferenciables

El estudio diferenciable de las curvas y superficies en R? fue motivado por la bisqueda de
entendimiento de ciertas dindmicas como la del calor, de los fluidos, del movimiento de los
cuerpos celestes, asi como por la construccién de mapas terrestres, de caminos, etc., lo cual
constituyd entre otras cosas los primeros resultados en la geometria diferencial. En lo que sigue,
se hard un recuento de algunos elementos de esta teoria.

Definicién 1.1.1. Sea I = [a,b] C R un intervalo. Una curva parametrizada en R3 es una
transformacion vy : I — R3 diferenciable de clase C*. La curva es reqular si v'(t) # 0 para
todot € 1.

Una definicién més general de curva parametrizada en R? exige solo que « sea continua,
mientras que para curvas regulares se impone tnicamente que sea de clase C'. Sin embargo,
para nuestros propdésitos (y salvo mencién expresa de lo contrario) solo serédn consideradas curvas

de clase C'*°.
Supongamos que tenemos una curva parametrizada en R3 dada de la forma:

() = (), 72(t), 73 (1)),

cont €I =[a,b] ylas v,;(t) son funciones suaves de ¢. El vector tangente a la curva y o vector
velocidad de la curva en el instante ¢ es el vector

o) = (G0 D20, ).
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La longitud de arco de esta curva parametrizada es

b b
z:/ M(v(t),v(t))dt:/ ()| dt, (1.1)

donde (—, —) : R3 x R?® — R es el producto interior usual en R3. Es decir, la longitud de arco de
la curva parametrizada esta definida como la integral de a a b de la norma del vector velocidad
de la curva.

Cabe destacar que la longitud de arco, es independiente de la parametrizacién escogida.
Supongamos que dadas dos curvas parametrizadas () = (7(¢),72(t),73(t)), «a(t) =
(a1 (t), aa(t), as(t)) se intersectan en un punto cuando t = tg (es decir, v;(tg) = «;(tog) para

cada i = 1,2,3). Sean
_(dm dve dvs
'U(t) - < dt (t0)7 dt (to)? dt (t0)> )

wit) = (S, B2 a0). 2 w)).

los vectores velocidad de v y « en el instante ¢y respectivamente. El angulo entre las dos curvas
parametrizadas en a(tg) es el dngulo 0 < £ <« tal que

cos(e) = L2

[v]fw]
El conocimiento de estas relaciones proporciona una base para el cdlculo de longitudes de
arco, angulos entre curvas, areas de superficies y volumenes de ciertos solidos, que son los

conceptos centrales que subyacen en la geometria y esto es de mucha importancia para este
estudio.

Ahora se da la definicién de superficie regular.

Definicién 1.1.2. Un subconjunto S C R® es una superficie regqular si, para cada p € S, existe
una vecindad V en R? y una transformacion f : U — V. N S de un conjunto abierto U C R?
sobre VNS C R3 tal que

1. f es diferenciable. Esto significa que si escribimos

f(u,v) = (az(u,v),y(u, U),Z(U,’U)), (ua U) ey,

las transformaciones x(u,v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas parciales continuas de todos
los ordenes en U

2. f es homeomorfismo. Como f es continua por la Condicion 1, esto significa que tiene
una inversa f~1 : VNS — U que es continua; esto es, f~1 es la restriccion de la
transformacion continua F : W C R3 — R? definida sobre un conjunto abierto W que
contenga a VN S.

8. Para cada q € U, la diferencial
df, : R*> — R?

€s Uuno a uno.

La transformacién f se llama parametrizacién o un sistema de coordenadas (locales) en (una
vecindad de) p. La vecindad V' NS de p en S se llama una vecindad coordenada. A (u,v) se les
conoce como coordenadas para la superficie o parametros de la superficie.
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Para dar a la condicién 3 una forma més familiar, hay que recordar que la matriz asociada a
la transformacion lineal df, es la matriz

(9) (q)
(q) (q)
ou (9) v (q)

Asi la condicién 3 de la definicién puede expresarse entonces pidiendo que los vectores
columna de esta matriz sean linealmente independientes, o de manera equivalente que el producto
vectorial de estos vectores sea distinto de cero; o también, que uno de los menores cuadrados de
orden 2 de la matriz [df,], esto es, uno de los jacobianos

ANwy) _ . (%) %)\ 2 Oz,2)
9(u,v) - det <§Z(q> (q))’ (u,v)” O(u,v)’ (1.2)

Qﬁ:‘w‘m
RN
ST

[dfq} =

ek
8y
ov
sea distinto de cero.

Un mismo punto de S puede pertenecer a distintas vecindades coordenadas. Més auin, otros
sistemas de coordenadas pueden escogerse en una vecindad de p. Para que la definicién [1.1.2
tenga sentido, es necesario que no dependa del sistema de coordenadas escogido. En otras pa-
labras, debe mostrarse que cuando p pertenece a dos vecindades coordenadas, con parametros
(u,v) y (A ), es posible pasar de uno de estos pares de coordenadas al otro por medio de

una transformacion diferenciable. Este problema se soluciona con el siguiente resultado, cuya
demostracién se puede encontrar en [10, Pag. 70-71].

Proposicién 1.1.3. Sea p un punto de una superficie regular S, y sean f : U — S y g :
V — S dos parametrizaciones de S tales que p € f(U)Ng(V) = W entonces la transformacidn
h=/f1log:g (W) — f=XW) es un difeomorfismo; esto es, h es diferenciable y h=!
es también diferenciable. A h se le denomina como cambio de pardmetros o cambio de
coordenadas.

En otras palabras, si f y g estan dadas por
flu,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U
9 1) = (@(X ), y(As 1), 2\ ), (A, p) €V,
entonces el cambio de coordenadas h, dado por
u=u(X ), v=ov(\p), \p €g™ (W),

tiene la propiedad de que las funciones u y v tienen derivadas parciales continuas de todos los
ordenes, y h puede invertirse, obteniendo

A= /\(’U,,?)), = u(u,v), (u,v) € fﬁl(W)a
donde las funciones A y p también tienen derivadas parciales de todos los 6rdenes. Como

A(u,v) I\ )

oA p) Ouw) 7
(véase[1.2) esto implica que los jacobianos de h y h~! nunca se anulan. En la demostracién de
la proposicién se hace uso esencial del hecho de que la inversa de una parametrizacién es
continua.

La propiedad que se acaba de enunciar nos dice que cuando dos parametrizaciones se
intersectan lo hacen de manera diferenciable, de tal suerte que si nos moviesemos por la
superficie no nos dariamos cuenta del paso de una a otra. Esta propiedad serda fundamental
para comprender la definicién del concepto de variedad diferenciable.

Ahora del curso de geometria diferencial, es bien sabido que las superficies en el espacio se dan
en tres formas diferentes:
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1. (el mds simple) como la grifica de una funcién de dos variables
2= f(z,y);

2. maés generalmente como como la superficie de nivel de una funcién del espacio a la recta

real
F(z,y,2) = 0;

3. por ecuaciones paramétricas (andlogas a los de una curva)
z=z(u,v) y=yluv) z=z(u,v),
donde el par (u,v) recorre una regién del plano.

Definiciéon 1.1.4. Se dice que una superficie dada por la ecuacién F(x,y,z) = 0, tiene un
punto no singular p = (xo, Yo, 20) (i-e. se satisface que F(xg,yo,20) = 0) en la superficie, si el
gradiente de F' en p es distinto de cero, esto es

oF OF

oOF
w70

en T =0,y =1yo, 2 =20 y donde los e;, 1 =1,2,3 son los vectores bdsicos en R3.

Por el Teorema de la Funcién Implicita, si decimos que %—I: ) = 0, entonces cerca del punto

| Z0,Y0,20
p de la superficie, la ecuacién F(x,y,z) = 0 puede ser resu(elt; para z como una transformacién
(CY) de z e y, es decir, existe una transformacién (C!) z = f(x,y), tal que 20 = f(zo,%0),
y , en una vecindad del punto (que esté contenida en la regién de definicién de F') (xg,yo),
F(z,y, f(z,y)) = 0. De la definicién y el Teorema de la Funcién Implicita se sigue que
alrededor de un punto no singular de la superficie dada por la ecuacién F(x,y,z) = 0, se tiene
que existe una vecindad del punto para la cual la pieza que encierra la vecindad es la grafica de
una transformacion. Por lo tanto localmente, es decir, en una vecindad de un punto no singular,
la superficie estd dada por las ecuaciones paramétricas z = f(u,v), * = u, y = v (alrededor del
punto zp = ug, Yo = Vo). Esto se expresa a menudo como sigue: en una vecindad de un punto
no singular de una superficie existen coordenadas locales u,v.

Supongamos ahora que una superficie estd dada de forma paramétrica

x=zxz(u,v) y=yuv) z==z(u,v). (1.3)

Definicién 1.1.5. Un punto p = (x0,Yo0,20) = (x(ug,v0),y(uo, vo), z(uo,vo)) en la superficie
dada por[I.3, se dice que es no singular si la matriz

oz Oy 0Oz
A= ( Ju g gu> (1.4)
ov v ov ('UIO»'UO)

tiene rango 2.

El siguiente teorema dice que las definiciones y son localmente equivalentes, la de-
mostracién de este hecho se encuentra en [12], Pag.64].

Teorema 1.1.6. Si una superficie esta dada de forma paramétrica (como en y el puntop =
(0, Yo, 20) correspondiente a (ug,vo) es no singular, entonces existe una ecuacion F(x,y,z) =0
que define a la superficie en una vecindad de p y que tiene la propiedad de que (grad F)(mo,yo,z(u) =+
0.

Por lo tanto estas tres definiciones de superficies mencionadas son equivalentes localmente, en
la vecindad de un punto no singular.

Por un vector tangente a una superficie S, en un punto p € S, entendemos un vector
tangente o/(0) de una curva parametrizada diferenciable « : (—g,¢) — S con «(0) = p.

8
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Proposicién 1.1.7. Sea f : U C R? — S una parametrizacion de una superficie reqular S y
sea q € U. El subespacio vectorial de dimension 2,

df,(R?) c R?
coincide con el conjunto de vectores tangentes a S en f(q).

Este hecho se encuentra demostrado en [10, P4g. 83]. En esta proposicién, el plano df,(R?) que
pasa por f(g) = p, no depende de la parametrizacién f. Este plano sera llamado el plano tan-
gente a S en p y se denotard por 73,5. La eleccién de la parametrizacién f determina una base
%(q), % (¢)} de T;,S, lamada la base asociada a f. A veces conviene escribir af = fu, g{j = fo.
Hasta aqui se ha visto a las superficies desde el punto de vista de la diferenciabili-
dad. Pero una pregunta natural que surge es ;como podemos medir longitudes de curva,
angulos entre de vectores tangentes en las superficies, etc.? Para responder esta pregunta
tenemos que hablar un poco de la métrica en una superficie del espacio. Sea S una superficie
regular. El producto interior de R® O S induce en cada plano tangente un producto interior,
denotado por (—,—),: si vi,v2 € T,S C R3, entonces (v1,v2), es igual al producto interior
de vy,vy en R3. A este producto interior que es una forma bilineal simétrica (es decir,
(vi,v2)p = (V2,v1)p ¥ (v1,V2)p es lineal en vy y v2) le corresponde una forma cuadratica

I, : T,S — R definida por I,(v) = (v,v), = |[v|* > 0. (1.5)

Definicién 1.1.8. A la forma cuadrdtica I, definida sobre T},S por medio de la ecuacz’o’n
se le conoce como la primera forma fundamental de la superficie reqular S CR3 enp € S.

Por consiguiente, la primera forma fundamental simplemente expresa que la superficie S hereda
el producto interior natural de R?. Geométricamente, como se vera en un momento, la primera
forma fundamental nos permite medir sobre la superficie sin volver a referirnos al espacio am-
biente R® en el cual se sitia la superficie. Ahora expresamos la primera forma fundamental en la
base {% = fu, ‘35 = f,} asociada a la parametrizacién f(u,v) en p. Ya que un vector tangente
v € T,S es el vector tangente a una curva parametrizada a(t) = f(u(t),v(t)), t € (—¢,¢), con

a(0) = p = f(uo,vo), obtenemos

I(a'(0)) = (d/(0),d/(0)),
= <fu+fuv fuu+fu >
= <fuafu> ( +2<fu7fv>puv +<fv7fv> ( )

= E(u ) +2Fu'v' + G(v ) , (1.6)
donde los valores de las transformaciones involucradas se calculan para t =0, y

E(UO’UO) = <fuafu>pa
F(u07U0) = <fuafv>pv (1'7)
G(UO?UO) = <fvafv>p7

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {f,, f,} de T,,S. Si p recorre la
vecindad coordenada correspondiente a f(u,v), obtenemos funciones E(u,v), F(u,v), G(u,v)
que son diferenciables en esa vecindad.

Como se menciono antes, la importancia de la primera forma fundamental I, radica en el hecho
de que conociendo I, podemos hablar de conceptos métricos en una superficie regular sin volver
a referirnos al espacio ambiente R3. Asi, la longitud de arco ! de una curva parametrizada

a: I — S estd dada por
b b
- / S (0 () dt = / o (1) dt. (1.8)
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En particular, si a(t) = f(u(t),v(t)) estd contenida en una vecindad coordenada correspon-
diente a la parametrizacién f(u,v), podemos calcular la longitud de arco de « entre, digamos
0yt por

l= / t VEW)? + 2Fu'v' + G(v')2dL. (1.9)
0

También, el angulo £ con el que dos curvas regulares parametrizadas o : I — S f: 1 — S se
intersectan en t = ty esta dado por

o/ (t0). B (1)
S = )17 (o)

En particular, el dngulo 9 de las curvas coordenadas de una parametrizacién f(u,v) es

cos(9) = fur fo) __F

Ll VEG

Esto implica que las curvas coordenadas de una parametrizacion son ortogonales si y solo
si F(u,v) = 0 para todo (u,v). Tal parametrizacién se llama una parametrizacién ortogonal.

Observacién 1.1.9. Debido a la ecuacio’n muchos matemdticos hablan acerca del elemento
de longitud de arco ds de S, y escriben

ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, (1.10)

lo que significa que si a(t) = f(u(t),v(t)) es una curva sobre S y 1 es su longitud de arco entonces

ds\ > du\? du dv dv\”
— ) =F|— 2F | — — G|l—| .
(@) == (@) ~r (&) (&) ()
También se dice que[I.10 es la métrica inducida en la superficie.

En resumen, se ha tratando a las superficies S C R® como una unién de conjuntos abiertos
de R?, organizados de tal manera que cuando dos de estos conjuntos abiertos se intersectan, el
cambio de uno al otro se puede hacer de una manera diferenciable. Como consecuencia, tiene
sentido hablar de transformaciones diferenciables entre superficies regulares y, asi poder, aplicar
los métodos del célculo diferencial. Por lo tanto, estamos muy cémodos tratando con subespacios
de R3, pero ;que pasa si tratamos ahora con espacios métricos o topoldgicos arbitrarios, tenemos
estas mismas ventajas? La respuesta a esta pregunta, es, que debemos tratar con mas cuidado
a estos espacios arbitrarios y si queremos tener las mismas ventajas debemos exigirle a nuestros
espacios algunas cualidades, para aclarar esto conviene que se introduzca el concepto de las
variedades diferenciables. He aqui las definiciones que constituyen a tal objeto matematico.

Definicién 1.1.10. Una variedad M de dimension n es un espacio topoldgico de Hausdorff
con base numerable, tal que para todo punto p € M existe una vecindad U, que es homeomorfa
a un subconjunto abierto V- de R™. Tal homeomorfismo

f:U, —V
se le llama carta (o coordenada).
Definicién 1.1.11. Si M es una variedad, a:
1. Uy se le llama dominio de la carta.

2. (Up, f) se le llama sistema de coordenadas (o entorno coordenado) sobre U,.

10



Preliminares

a) Sea p; : R" — R, definida por p;(z1,...,2,) = x;, entonces a ¢ = p; o f :
U, — R, se le llamara coordenada i—ésima. También se usara la notacion (Up, f =
(qla EERE) QTL))

3.8 f: U, —V,aV = f(U,) se llama tmagen de la carta f.
4. (V, f=1) se le llama parametrizacién de U,.

Definicién 1.1.12. Dos cartas {U,, fo} y {Us, f3} sobre M son compatibles si Uy, N Ug = 0)
o bien si Uy NUg # 0, los conjuntos fo(Us NUg) y f3(Us NUg) son abiertos en R™ y las
transformaciones

vap = fp o fo't fa(UaNUs) — f5(Ua NUs)
PBa = fa © fﬁ_1: fﬁ(Uoz N Uﬁ) — fa(Ua N Uﬂ)
son difeomorfismos. A estas transformaciones se les llama cambios de coordenadas.

Definicién 1.1.13. Un atlas diferenciable sobre una variedad M es una familia de cartas A =
{Uaw, fo}acr que satisface las siguientes propiedades:

1. M =U,e; Ua.
2. Para cada o, B las cartas {Uq, fo} y {Us, fa} son compatibles.

8. Diremos que el atlas A determina una estructura diferenciable sobre M si es mazimal para
las condiciones anteriores.

Como sobre un mismo conjunto es posible definir diferentes atlas, jcémo saber si determinan la
misma estructura diferenciable (atlas maximal)?

Definiciéon 1.1.14. Dos atlas diferenciables Ay y Ay sobre un conjunto M se dice que son
equivalentes si determinan la misma estructura diferenciable sobre M.

Utilizando la compatibilidad de las cartas es facil probar que los atlas A; y A son equivalentes
si, y solo si, A; U Ay constituye un atlas diferenciable.
Llegamos ahora al concepto central de esta seccién.

Definicién 1.1.15. Una variedad diferenciable de dimension n es un par (M, A) formado por
un espacio topologico de Hausdorff con base numerable M y una estructura diferenciable n-
dimensional A sobre M.

O también, podemos definir variedad diferenciable de la siguiente manera:

Definicién 1.1.16. Una wvariedad diferenciable real de clase C” con r > 0 de dimension n
es un espacio topolégico conexo Hausdorff M con base numerable, junto con una familia de
transformaciones homeomorfas xo : Vo, — M donde V,, C R™ es un abierto y tal que

1. U, za(Va) = M.

2. Para cada par a,f con xo(Vy) Nag(Vg) = W # 0, se tiene que I’;l(W)7l’El(W) son
abiertos en R™, y x;l 0 Ta, Tyt 0w son transformaciones diferenciables de clase C™.

3. {Va, o} es mazimal relativa a las condiciones 1y 2.

La condicién de maximalidad que aparece en la definicién anterior es puramente técnica y
podria eliminarse, ya que es facil demostrar que cualquier atlas se puede completar a un atlas
maximal de manera tnica, es decir, todo atlas diferenciable sobre un conjunto estéd contenido
en exactamente un atlas maximal. En efecto, si M es un espacio topoldgico de Hausdorff con
base numerable y con una familia A = {U,, fa tacr que satisface 1y 2 de la definicién anterior
y {VV, 77} es otra carta que no pertenece a A, decimos que esta carta es compatible con A si

11
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para cualquier « € I se cumple que W N U, # (), y las transformaciones no f;'y fo on~! son

diferenciables en fo,(W NU,) y en n(W N U,) respectivamente. Es decir, es posible maximizar
a A anadiendo las cartas compatibles con A. Asi pues, para definir una estructura diferenciable
no necesitamos especificar un atlas maximal sobre M, sino simplemente un atlas diferenciable.
Una comparacién entre la definicion y la definicién de superficie regular en R3
muestra que el punto esencial (excepto por el cambio de dimensién de 2 a n) era distinguir la
propiedad fundamental del cambio de pardmetros (que es un Teorema para superficies en R?) e
incorporarlo como un axioma. Esto es precisamente la condicién 2 en la definicién [[.1.16] Como
veremos mas adelante, esta es la condiciéon que nos permite llevar todas las ideas del calculo
diferencial en R™ a variedades diferenciables.

Pero una pregunta natural podria ser ;por que se le exige al espacio topoldgico que sea
Hausdorff y con base numerable?

La respuesta a la primera parte de la pregunta es: si queremos desarrollar un célculo diferencial
sobre variedades necesitamos introducir el concepto de limite, y el axioma de separacién de
Hausdorff (73) es el que precisamente nos asegura la unicidad de dicho limite. Por esta razén es
que partimos de un espacio topoldgico de Hausdorff para dotarlo de una estructura diferenciable.
Exigir esta propiedad es bastante natural, ya que R” la satisface y, en consecuencia, cualquier
variedad M C R™, que este dotada de la topologia relativa, también la satisface.

Ahora, jqué podemos decir acerca de la exigencia de que el espacio topolégico M tenga base
numerable (segundo axioma de numerabilidad)? La razén para aceptar esta restriccion, es para
poder garantizar la existencia de familias especiales de funciones diferenciables definidas en M
y con valores en R, denominadas particiones diferenciables de la unidad, que resulta ser una
herramienta extraordinariamente ttil para construir objetos globales a partir de otros definidos
localmente, lo cual sera fundamental en nuestro trabajo.

Con ayuda de estas dos exigencias sobre el espacio topoldgico podemos ahora si, hacer
calculo diferencial en las variedades y en consecuencia se puede hacer geometria en ellas, en
particular se puede hacer el cilculo de longitudes de arcos; medir el dangulo entre dos curvas
que se intersectan, etc.

Ejemplo 1.1.17. R" es una variedad, considerando como carta global la funcion identidad.

Ejemplo 1.1.18. La esfera S™ = {z € R"™! | |z| < 1}, con su topologia heredada de R™*!, es
una variedad n-dimensional que al menos tiene dos cartas. Estas son:
Cy = {U1,ay}, con Uy = S™ —{eni1 = (0,...,0,1)} y el difeomorfismo o, esta definido

como:

ay(z) =ay[(z1,.. ., 2051)] = < 1 N Ty, )

[
1- LTn+1 1- LTn+1

cuya inversa estd dada por:

211 2Un y%+~~~+yi—1)

-1
@ e = ey ,
DRI (1+y%+m+yg T4+ 2 1+ + - F42

Andlogamente, la sequnda carta, ahora sin el polo sur, esta dada por:

Cy = {Us,a_}, con Uy = S™ — {—ep11 = (0,...,—1)} y el difeomorfismo a_ esta definido
como:
o o Z1 Ln
a_(z)=a_[(z1,.. ., Tni1)] (1+1‘n+1’”.’1+xn+1>

cuya inversa estd dada por:

@_1[(y1-..y)]_( 291 2n 1y%...yi>.

Entonces S™ = Uy UUy y ay y a_ son difeomorfismos. Recordar que oy es la proyeccion
estereogrdfica desde es polo norte y a_ desde es polo sur.

12
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Ejemplo 1.1.19. FEl espacio proyectivo real PR™ que es el conjunto de todas la lineas rectas
en R™"*L tales que pasan por el origen 0 € R™"* L. Sea (x1,...,2,41) € R se observa, para
empezar, que PR™ es el espacio cociente de R — {0} por la relacion de equivalencia

(1, Tpt1) ~ (A1, .., AZpg1), AER A AD.

Los puntos de PR™ son denotados por [x1,...,Zn11]. Se observa que, si x; # 0
RES! Ti—1 1 Tit1 Tn+41
[zl,...,$n+1]— Ty e ey s 4 geeny
T £ T; T

Se definen los subconjuntos Vi,..., V41, de PR™, por
‘/% :{[Ilw"a‘rn—i—l} lﬁ?éo}, 7/:1,,TZ+1

Geométricamente, V; es el conjunto de todas las lineas rectas reales en R™"1 que pasan por
el origen y que no pertenecen al hiperplano x; = 0. Ahora se muestra que podemos tomar a los
Vi’s como vecindades coordenadas, donde las coordenadas en V; son

x1 Ti—1 Tit1 Tn41
- )y'L—].: 7i: )"‘?y’ﬂ: .

Y1 = 5.

Para estas vecindades se definen las transformaciones
fi R —V;

por
fi(y17" 7yn) = [yh"'7yi71713yi7"'7yn]7 (y17"‘7yn> S Rn

Veamos que la familia {(R™, f;)} es una estructura diferenciable en PR™. De hecho, cualquiera
que sea la transformacion f; es claramente biyectiva, mientras que

U fi(R™) = PR".

i
Resta demostrar que fi_l(Vi NV;) es un conjunto abierto de R™ y que fj_1 o f; son diferenciables
para cada j =1,...,n+ 1. Ahora sii > j, los puntos en fi_l(Vi NV;) son de la forma

{(y1, - yn) €R™ :y; # 0}

Por lo tanto fl-_l(Vi NV;) son conjuntos abiertos en R™ y suponiendo que i > j (el caso j > i
es similar),

o filyns o yn) = v vien Lt )
- g [yl LY e g 1w y]
Polyy oy oy oy Ty
_ <y1 Yj-1 Yjt1 yi-1 1y yn>
T w w w ww  w)

Que es una transformacion diferenciable. Por lo tanto PR™ es una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.1.20. Se G un grupo y M una variedad diferenciable. Se dice que G actia en M si
existe una transformacion o : G x M — M, a(g,p) := g(p) que satisface:

1. ale,p)=pVpeM;
2. a(gh,p) = a(g,a(h,p)) ¥V g,h € G,V pe M.

13
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La accion es propiamente discontinua si para cada p € M tiene una vecindad U C M tal que
UngU)=0 Vg#e.

Cuando G actia en M, la accion determina una relacion de equivalencia ~ en M, en la que si
g € G entonces p1 ~ pa si y solo si pa = g(p1).

Se denota al espacio cociente de M sobre la relacion de equivalencia como M /G. La transfor-
macion m : M — M /G, dado por w(p) = G(p) = {¢g € M : p ~ q} (a G(p) se le llama la
orbita de p) es la proyeccion natural de M en M /G.

Sea M una variedad diferenciable y sea o : G x M — M una accion propiamente discontinua.
Se muestra ahora que M /G tiene una estructura diferenciable con respecto de la proyeccion
natural ™ que es un difeomorfismo local.

Para cada p € M escogemos una parametrizacion x : V. —s M de p tal que x(V) C U donde U
es una vecindad de p tal que U N g(U) =0, g # e.

Como ), es inyectiva, entonces

V— L a(V)CU

e
m(U)cM/G

y = T, ox es inyectiva, entonces la familia {(V,y)} claramente cubre a M /G. Para que esta
familia sea una estructura diferenciable en M /G es suficiente probar que dadas dos transfor-
maciones y1 : Vi — M /G yy : Vo — M /G con la cualidad de que si

y1(V1) Ny2(Va) # 0,

entonces yl_l oyo es diferenciable.

Para esto, sea m; la restriccion de m a x;(V;), i = 1,2. Sea ¢ € y1 (V1) Nya (Vo) y sea r =
zy ' omyt(q). Sea W C Vi una vecindad de r tal que o o x2(W) C y1 (V1) Nya(Va). Entonces,
la restriccion a W esta dada por

(yr ' 0wy =21 om oM oms.
Por lo tanto se tiene que 7rfl omo es diferenciable en po = w;l(q). Sea p1 = 77{1 o ma(pa).
Entonces p1 y p2 son equivalentes en M, de aqui que exista una g € G tal que g(ps) = p1.
Se sigue fdcilmente que la restriccion 71'1_1 0Ty |ay(w) coincide con oy |u,wy, que prueba que

ﬂ'fl oy es diferenciable en pa, como se deseaba.

Ahora se define lo que se conoce como transformaciones diferenciables, se comienza por el caso
mas sencillo que se puede presentar, cuando el conjunto de llegada es el conjunto de los niimeros
reales. Sea f: M — R trasformacion, sea p un punto de su dominio y consideremos (U, ¢) una
carta en M cuyo dominio contiene a p. Entonces la transformaciéon F = fop~!: o(U) — R
se denomina la representante local o representante en coordenadas de f.

Definicién 1.1.21. Una transformacion f : M — R es diferenciable en un punto p de su
dominio si una representante local F = f o o1 (y, por tanto, todas) es diferenciable en o(p).

La razén de que la definicién anterior sea la correcta puede encontrarse en el siguiente razona-
miento. Sean (U, ¢) y (V, 1) dos cartas en M cuyos dominios contienen al punto p, y consideremos
F = fop~!lyG= foy!las representantes locales respectivas. Entonces, utilizando el cambio
de cartas, podemos comprobar que F = G o (10 1), por lo que F es diferenciable en o(p) si,
y solo si, G es diferenciable en 1 (p). El conjunto de todas las transformaciones (reales) diferen-
ciables definidas en M es denotado por C°°(M) y es facil ver que admite estructura de anillo
conmutativo.

Ahora el caso general.
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Definicién 1.1.22. Sean M™ y N* dos variedades diferenciables. Una transformacion f :
M — N se dice que es diferenciable en un punto p € M si, dada una parametrizacion v : 'V C
R¥ — N en f(p), existe una parametrizacion ¢ : U C R™ en p tal que f(o(U)) C (V) y la
transformacion

F=¢y lofop:R" —R*

es diferenciable en ¢~1(p). La transformacion se dice diferenciable en M, si lo es en todos los
puntos de M.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

M—tonN
[
n Rk
F

Se sigue de la condicién 2 de la definicién [I.1.16] que lo anterior es independiente de la para-
metrizacién escogida. La transformaciéon F' es llamada la expresiéon de f en las parametrizaciones

ey

Definicién 1.1.23. Una transformacion f: M — N se dice que es un difeomorfismo si es
biyectiva, diferenciable y con inversa diferenciable. En tal caso, las variedades M y N se dice
que son difeomorfas. f se dice que es un difeomorfismo local en p € M si existen vecindades
UdepyV de f(p) tal que f: U — V es un difeomorfismo.

Para superficies en R, un vector tangente en un punto p de la superficie estd definido como la
velocidad en R® de una curva en la superficie que pasa a través de p.

Ahora para variedades sea « : (—e,e) — M una curva diferenciable en M, con «(0) = p,
escribimos

Ky(M)={a:(—e,e) — M : « es diferenciable y «(0) = p}.

K,(M) es el conjunto de curvas contenidas M que pasan por p. Establecemos en K, (M) una
relacién de equivalencia ~ como sigue. Dos curvas a y 7 son equivalentes si para alguna carta
(U, @) de p se verifica

d

dt

d

= %(%007)

(poa)

t=0 t=0

Es decir, las curvas son equivalentes si coinciden los vectores tangentes en R™ de ambas curvas
vistas en coordenadas. Es facil ver que esta definicion es independiente del sistema coordenado
escogido.

Se establece la definicién de vector tangente de la siguiente manera.

Definicién 1.1.24. Llamaremos vector tangente a M en p (como clase de curvas) a cada una
de las clases de equivalencia definidas por ~ en K,(M).

Asi, denotaremos por
[l ={y € K,(M) : 3¢ carta tal que o ~ v}

al vector tangente representado por la curva «, esto es, la clase de equivalencia de «. En conse-
cuencia,

Definicién 1.1.25. Se llama espacio tangente a M en p al conjunto de vectores wvelocidad
K,(M)/ ~=T,M.
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Por simplicidad de notacién escribiremos o’(0) = [a].  Se introduce un nuevo concepto de
vector tangente basando en la existencia de un modo de derivar transformaciones para cada
vector tangente a M en p; es lo que generaliza la derivada direccional en R™. Mas concretamente,
sea a € K,(M) y sea [a] su vector tangente asociado. Si f : M — R es una transformacién
diferenciable entonces podemos considerar f o« : (—¢,&) — R y calcular

d
F 0|

A este numero real lo llamaremos derivada direccional de f en la direccién del vector tangente
[a]. Esta derivada es independiente del representante escogido en la clase [a]. Esto es, si o ~

entonces < (f o a)(t)|t=0 = 4(f o'y)(t)|t=0.

Consideremos el conjunto C°(M) = {f : M — R : f es diferenciable}. De manera natural,
en este conjunto se pueden definir las operaciones f +g¢, fgy af, siendo f,g € C*°(M)y a € R.
De hecho, (C*°(M), +, -R) tiene estructura de espacio vectorial. Si se fija un vector tangente en
p, [@] = vy, se define la transformacién: o/(0) : C*>°(M) — R dada por

d
O)(f) = Z(fea)t)] ., feC™(M). (1.11)
t=0
La transformacién verifica las siguientes propiedades:

1. es R—lineal
o/ (0)(af +bg) = aa’(0)(f) +ba'(0)(g) Vf.g € C=(M) a,b€R.
2. Verifica la regla de Leibniz del producto en p
a'(0)(fg) = ' (0)(f) - g(p) + f(p) - &' (0)(9) Vf,g € C=(M).

Ahora se establece otra definicién de vector tangente

Definicién 1.1.26. Sea M wuna variedad diferenciable. El vector tangente a la curva o en
t =0 es una transformacion o'(0) : C*°(M) — R dada por

d
O)(f) =vp(f) = Z(foa)t) , feC™(M), (1.12)
t=0
tal que
1. es R—Ilineal
2. Verifica la regla de Leibniz del producto en p

Un vector tangente en p es el vector tangente a t = 0 de alguna curva o : (—e,e) — M con
a(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se indicard por T,M.

Obviamente, cada vector tangente segin la anterior definiciéon proporciona un vector tangente
como derivacién. Mas atn, el reciproco también es cierto. Esto es, si se tiene un vector tangente
como derivacién o' (0)(f) entonces existe un tinico vector tangente [a] tal que:

SO =yl = G(foan)| , vfeo.

t=0
Existe una manera natural de asociar a cada sistema coordenado (U, = (q1,...,qn)), n
vectores tangentes en p a M. En efecto, fijado i € {1,...,n} consideremos el vector e; =

o,..., 10 0) € R™. Definimos la recta r;:

Ti:R—>Rn
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t— o(p) + te;.
Se toma la preimagen por ¢ de la recta r; anterior:

a;:(—ee) — M

t— o~ p(p) + te;).

Se obtiene asi n vectores tangentes en p, (o], ¢ = 1,...,n, para cada sistema coordenado.
Observemos que

d d

%(%’ o a;)(t) o @(@(p) +te;) o €i-

Es decir, el vector de R™ asociado al vector tangente por coordenadas [a;] mediante (U, ) vuelve

a ser e;.
Observemos ademds que en este caso la derivacién asociada a v, = [a;] es

a)(0) : (M) — R

of O(fop™!)

94 (p) := oz, (¢(p)).

f—

En efecto:

= L(fop ™ olpoa®)

(foa))| =5

L
—~
(=]
S~—"
—~
~
S~—"

Il

S

t=0

e o) 0w (el + 1)

I
M=

1 t=0

= 25 oo

= M) ),

.
Il

t=0

<.
Il

donde ¢; = p; o ¢ (ver definicién [1.1.11) y &;; es la delta de Kronecker. Esto justifica que de

ahora en adelante se siga la notacién «;(0) = %’ siempre que v, = [o;]. En resumen, fijado
“lp

un sistema coordenado (U, ¢ = (q1,--.,¢,)) hemos obtenido n derivaciones en p,
0 oo .
C®°(M) — R i=1,...,n.
9q;
P
of
—
f o (p)

El conjunto T}, M, con las siguientes operaciones:
la suma, sean vy, w, € T, M
vp+wy : C°(M) — R

= up(f) +wp(f),

y el producto por un escalar A € R
Avp : C°(M) :— R
[ Avp(f).
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Forman un espacio vectorial de dimensién n. Y para cada sistema coordenado (U, =

(q1,---,4qn)) de p € M se tiene que B = {8%1 ey %’p} es una base de T, M. Ademds, si

p

= 0
Up = § U;D(qi) aq
i=1 ’

Con esta idea de espacio tangente podemos ahora extender a variedades diferenciables la no-
cién de diferencial entre transformaciones diferenciables, mediante el siguiente resultado cuya
demostracién se encuentra en [I1l, Pag. 9].

vp € T, M entonces

(1.13)

P

Proposicion 1.1.27. Sea M y N dos variedades diferenciables de dimension n y k respecti-
vamente y sea ¢ : M — N una transformacion diferenciable para cada p € M y para cada
v € T,M, escogemos una curva diferenciable a : (—e,e) — M con a(0) = p, &'(0) = v.
Tomamos B = ¢ o «. La transformacion

dgop : TpM — T¢(p)N
dada por dy,(v) = £'(0) es una transformacion lineal que no depende de la eleccion de .

La demostracién de esta proposicién se encuentra en [I1], Pagina 9]. Ahora con esta proposicién
se puede definir el concepto de diferencial en variedades diferenciables.

Definicién 1.1.28. A la transformacion lineal de, definida en la proposicion [1.1.27 anterior
es llamada la diferencial de ¢ en p.

Si ¢ es un difeomorfismo entonces dy,, es un isomorfismo para cada p € M.
El siguiente teorema proporciona una manera para identificar difeomorfismos locales, y cuya
demostracién es una aplicacién del teorema de la funcién inversa en R™.

Teorema 1.1.29. Sea ¢ : M — N una transformacion diferenciable y sea p € M tal que
dep : TyM — T, N es un isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo local.

Ahora se enuncia el concepto de subvariedad.

Definicién 1.1.30. Sea M y N dos variedades diferenciables de dimension n y m respectiva-
mente. Una transformacion ¢ : M — N se dice una tnmersion si dp, : T,M — Ty, N
es inyectiva para todo p € M. Si ademds, ¢ es un homeomorfismo sobre o(M) C N, donde
w(M) tiene la topologia inducida por N, decimos entonces que ¢ es un encagje. Si M C N y la
inclusion i : M — N es un encaje, decimos que M es una subvariedad de N.

Si ¢ : M — N es una inmersién, entonces n < m (donde n y m son las dimensiones de M y
N respectivamente), la diferencia m — n es llamada la codimensién de la inmersién.

Ejemplo 1.1.31. Es claro que una superficie reqular S C R3 tiene una estructura diferenciable
dada por sus parametrizaciones fo : Uy, — S. Con tal estructura las transformaciones f, son
diferenciables y, en realidad, son encajes de U, en S, esto es consecuencia inmediata de las
condiciones 1y 2 de la definicion[I.1.9 de superficie reqular-.

Ahora se observa que la inclusion i : S — R> es un encaje, esto es, que S es una subvariedad de
R3. En efecto, i es diferenciable, por que para todo p € S existe una parametrizacion f : U — S
de S en p y una parametrizacion Id : V C R® — V de R? en i(p) (V es una vecindad de p en
R3 y Id es la identidad en R?) tal que Id~'oio f = f es diferenciable. Ademds por la condicién 2
de[I.1.3 se tiene que i es una inmersion y por 1 de[I.1.4 es un homeomorfismo sobre su imagen,
y asi tenemos que S es una subvariedad de R?

Dada una transformacion diferenciable entre dos variedades f : M — N, tenemos que la
diferencial df, : T,M — T,;N que es una transformacién lineal que depende del punto p de
M, asi que al cambiar de punto se obtiene, mediante la diferencial de f, otra transformacion
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lineal entre los espacios tangentes correspondientes. Esto motiva a definir una transformacion
del conjunto de todos los vectores tangentes a M en el conjunto de todos los vectores tangentes
a N. Para tal fin, sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea

T™M = |J T,M = {(p,v) e M xR"|pe M, v € T,M}. (1.14)
peEM

Se dard a T'M una estructura diferenciable (de dimensién 2n); con tal estructura T'M es llamado
haz tangente de M (fibrado tangente de M).
Sea {V4, Zo} una estructura diferenciable maximal en M. Denotamos por (z¢,...,z%) las coor-

denadas de V,, y por {8%, . (rga } la bases asociadas a los espacios tangentes de z,, (V). Para
1 n

cada «, definimos
Yo : Va X R* — TM,

por
n
e} o _ o o 0
Yo (2T, X 01,y ) = | za(2f, .o 2, Viga |
i=1 @

v=(v1,...,v,) € R" y la segunda entrada de la parte derecha de la igualdad es tomada en el
sentido de la ecuacion Geométricamente, esto significa que estamos tomando coordenadas
de un punto (p,v) € TM las coordenadas de z¢,...,z% de p junto con las coordenadas de v en
la base {%, e %}.

Se muestra ahora que {(V, X R™ y,)} es una estructura diferenciable en TM. Dado que
Uaa(Va) = My (dza)q(R™) = T, ()M, q € Vi, se tiene que

U va(Va x R™) = TM.

Que verifica la condicién (1) de la definicién [1.1.16] Ahora sea
(p,v) € Ya(Va x R") Nys(Vs x R"),

entonces
(p,’U) = (xa(Qa)adxa(Ua)) = (xB(QB)adx,@(UB))v
donde g, € Vy, g3 € V3, v4,v5 € R™. Por lo tanto,

yﬁ_l ° Ya(qa,va) = yg_l(z(x(%c)vdl’a(va)) =

= ((9351 Oma)(Qa)vd(mgl 0 Zq)(Va))-

Dado que xgl o x, es diferenciable, d(x;l o x,) es asl. Se sigue de aqui que yﬁ_l 0 Yo €8

diferenciable, y con esto se verifica la condicién (2) de la definicién y se completa la
prueba.

Asi TM es localmente difeomorfo a M x R™ ; de hecho, dos variedades arbitrarias de la misma
dimensién n son localmente difeomorfas (por ser difeomorfas a R™ localmente). Sin embargo,
no son necesariamente globalmente difeomorfas. Por lo tanto T'M es una variedad diferenciable
de dimensién 2n. Ahora, retomando las variedades M C R”, N C R™ y f, una transformacién
diferenciable entre ellas, podemos definir

df : TM — TN

df (p,v) = (f(p), dfp(v)).

Luego se define la proyeccién
m:TM—M
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dada por
m(p,v) = p,

entonces se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama

™ TN

-

De lo anterior se observa que M esta inmerso en R?".
Por lo anterior surge de manera natural la siguiente pregunta ; Cuando una variedad esta enca-
jada en un RV? La respuesta a esta pregunta es el teorema de encaje de Hassler Whitney,
que garantiza que toda variedad diferenciable se puede encajar en un RY si la dimensién N es
suficientemente grande.

Teorema 1.1.32. Sea M wuna variedad diferenciable de clase C" con r > 0 de dimension n,
entonces existe un difeomorfismo
2n+1
T: M — R

tal que T(M) es cerrado en R?"H1,

Una demostracién detallada de este importante hecho se encuentra en [7, Capitulo 6]. Con
este resultado se termina esta seccién.

1.2. Meétricas de Riemann

En la seccién anterior se observo que dada una superficie S C R?, la definicién del producto
interno en cada punto p € S nos conduce, a una forma cuadrética I, , llamada primera
forma fundamental de S en p, definida en el plano tangente T,,S por I, (v) = (v,v),, conv € T,,S
y a partir de esto se tiene una manera natural de medir en S. La definicién de (—, —), permite
medir no sélo las longitudes de curvas en S sino también el area de los dominios de .S, asi como
angulos entre dos curvas y todas las otras ideas métricas usadas en geometria.

De manera andloga usando el producto interior candnico (—, —>E| en R™. Se puede definir la
métrica como d(k, 1) = v/{k — p, k — p) (K, u € R™), y a partir del producto interior (—, —) se
puede obtener las mismas ideas ”"métricas” que se mencionaron para el caso de superficies. Estas
ideas, nos llevan a la siguiente definicion.

Definicién 1.2.1. Una métrica de Riemann en una region D de R™ es una forma cuadrdtica
definida positiva con dominio en el espacio tangente T,R"™ conp € D y dependiendo suavemente
de la variacion de p en D.

Esta definiciéon queda mas clara si se enuncia de la siguiente forma, pero ademas se escribe en
el contexto de variedades diferenciables, puesto que una variedad diferenciable se puede encajar
en un R” (por el Teorema de Hassler Whitney [1.1.32).

Definiciéon 1.2.2. Sea M wuna variedad diferenciable de clase C™ con r > 0 de dimension
n. Una métrica de Riemann es una transformacion que asocia a cada p € M un funcional

9(= =)o = (=
9(—=)p : TpM x T,M — R,

conp € M, de modo que cumple las siguientes condiciones:

L (—, =) :R™® x R®* — R, que se define para cualquiera sean k = (z1,...,%n), t = (Y1,--.,Yn) € R", como

n
(ko) =Y miyi.
i=1
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1. (—,—)p es un producto interior,(es decir, una forma simétrica, bilineal y definida positiva)
para cada p € M.

2. (—,—)p varia diferencialmente en el siguiente sentido:
Si f : U C R* — M es un sistema de coordenadas en un entorno de p, con
flz1,...,xn) = q € f(U) y %(q) = dfy(0,...,1,0,...,0), entonces la funcion g;; :
U — R definida por

9ij (X1, an) = <56%(Q)7 (9ij(Q)>q’

es diferenciable.

Esta definiciéon no depende de la eleccién del sistema coordenado.
Las funciones g;; son llamadas expresiones de la métrica de Riemann en el sistema coordenado f
y la matriz G = (g;;) es la representacion de la métrica de Riemann. Como f es un difeomorfismo
se tiene que df; : R" — T, M es un isomorfismo y asi la matriz G = (g,5) es invertible. Por
tanto, toda métrica de Riemann tiene su matriz de representacién invertible.
Nota. Para definir una métrica de Riemann en un dominio 7, M de R™ es suficiente mostrar
las funciones matriciales g;; o la matriz G = (g;;).

Entonces en una variedad diferenciable M de clase C" con r > 0 de dimensién n se puede
definir el producto interior de la siguiente forma

(u,v) = Z gijuivi = (Gv, w), (1.15)

ij=1

donde G = (g;;) es la matriz que representacién de la métrica de Riemann.
Esta definicién aparece de manera natural al realizar un cambio de coordenadas. En efecto,
sean ¢ = (x1,...,&,) ¥ 2 = (21,...,2,) tal que z(t) = z(2(t)), esto es,

x(t) = (@1(21(t), ...y 2n(8), . o, 2 (21(E), . . ., 20 (1)),

entonces: N
d.]?i 8$i 82?]'
= —= |, paratodoi=1,2,...,n.
Denotando v = (vf,...,v2) y v*¥ = (v{,...,vZ), donde v¥ = % y p? = i e tiene que:
" (dai\
V7| = (0¥, 0") = £
ol = o) = 3 (%)
i=1
Como )
dz; 2 i: o, i _ n ox; P zn: ox; A
dt 0z 7 = 0z; 7 Dz, ¥
n n
> (i)
J,
=\ Oz, " 0z
entonces
n n n
1= 33 (35 )
i=1 j=1 \k=1 0z; Ozx

conmutando sumandos

=30 (30 20 ) s
o - sz azk k73

21



Capitulo 1

Haciendo un cambio de k por i e ¢ por k obtenemos:

e = 3 Zﬁ”wkzﬁ
0zj 0z Vil

,j=1

definiendo g;; = > ;_, %ﬁ’“ %“;’“ se tiene finalmente que
J

[[v®]] = (v*, 0" Z GijV; (Gv*,v®).

1,j=1

Queda claro que un cambio en el sistema de coordenadas no altera las métricas. En efecto, si
1
v = GZw tenemos que:

(v,v) = (G%w,G%uﬁ = (Gw,w) = (w,w).

(9ij(2)) y en las

Si en el dominio T,M C R™ esta definida una métrica de Riemann G(z) =
t € [a, b], entonces la

coordenadas de z estd definida una curva suave z; = 2;(t), i=1,...,n,
longitud de curva se define por:

dZi de
g
9i5(2(0) 57 <

Estas métricas son de mucha importancia puesto que nos sirven para medir distancias, lon-
gitudes de curva, medida de dngulos entre curvas, etc. En nuestras variedades.
Para el caso de superficies tenemos que la primer forma fundamental es la métrica inducida
en la superficie, y estd es una métrica de Riemann cuya matriz asociada es

E F
(9ij) = G = (F G) : (1.16)
O més explicito se tiene que los

ij = (fais fai), conxt =uyaz? =0, (1.17)
como se observo en [1.6]y Ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2.3. 1. Coordenadas cartesianas v = (x1,...,2,) en R™. La matriz G(x)
en las coordenadas de x tiene la forma G(z) = Id,, donde Id, es la matriz identidad
n x n. Consideremos la transformacion identidad de R™. Luego la matriz Jacobiana es la
matriz identidad Id,. Por lo tanto la longitud de una curva suave y(t) = (x1(t), ..., zn(t))

estd dada por
dxl dx,, 2
= : — | dt.
/V +<M)

2. Coordenadas polares (r,0) en R%. La matriz G(x) en coordenadas cartesianas (z1,x2)

tiene la forma G(x) = (é (1)

> = Ida, es decir g;; = ;5. El cambio de coordenadas esta

dado por

x1 =rcosb,

To =rsinf r>0, 0<6<2m.

Luego la matriz Jacobiana de esta transformacion es
__ (cosf —rsind
sinf rcosf )
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1
0
una curva suave Y(t) = (r(t),0(t)) en el sistema polar. Escribamos a | ' (t) | como

dr
WG = (E ©)G0) (35)

— oy () -(L) (D)
l—/\/ +r? Zf) .

. Coordenadas esféricas (r,0,¢) en R3. Sean (r1,2,23) coordenadas cartesianas. El
cambio de coordenadas esféricas esta dado por

Por lo tanto G(r,0) esta dada por A'Idy A = ( 72) . Calculemos ahora la longitud | de

Luego

r1 =rcosb,
ZTo = T COS psinf,
r3 = rsinpsinf r>0, 0<0<2r 0< < 2m.
La matriz Jacobiana es

cos 6 —rsinf 0
A= [cospsinf rcospcosf —rsingsinf
sinpsin® rsinpcosd —rcospsinf

Por lo tanto

1 0 0
G(r,0,p) =0 r? 0
0 0 r2sin?@
Y la longitud de una curva y(t r(t),0(t), o(t)) estd dada por

d9 2 dy 2
_ 2 «in2
l = /\/ dt) + r2 ¢in 9<dt) dt.

. Coordenadas cilindricas (r,p,z) en R3.
Consideremos el siguiente cambio de coordenadas:
Tl =z,
Ty = T COS P,

T3 =rsine r>0, —co<z<oo 0<p<<2m.

La matriz Jacobiana es

0 0 1
A= |cosp —rsing 0
sinp rcose 0

Por lo tanto

1 0 0
G(r,0,0)=10 r* 0
0 0 1

Y la longitud de una curva y(t ,o(t),2(t)) estd dada por

z-m o (5 (5)
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Con frecuencia, en lugar de la matriz G = (g;;) de la métrica de Riemann se escribird la
diferencial de la longitud de curva dl o su cuadrado di?.

Ejemplo 1.2.4. Sea C = CU {oo}, se sabe que la esfera unitaria,
S?={zcR®:|z| =1},

llamada esfera de Riemann, es el modelo requerido para incluir al punto al infinito. FEsto via la
conocida proyeccion estereogrifica que se define por la transformacion

$:S%— {es} — C,

dada por

X +Z£L'2
(71,22, 73) —> 1 2a =%,
— 43

con 1nversa

ne:) — <QR€<Z) 20m(2) |z|2—1>

|22 +174(J]z[2+ 1) |22 + 1

2tz z2—z |2]*—-1 (1.18)
A2 |22+ ’

Es 1itil obtener, en términos de z y z', puntos del plano complejo, una férmula de la distancia
entre sus proyecciones en la esfera. Si denotamos éstas por (x1,x2,x3) y (x}, x5, x%), se tiene

(1 — )2 + (x2 — 2b)? + (23 — 23)% = 2 — 2(@12) + 22 + 232%). (1.19)
Ahora usando cada coordenada de[1.18, y sustituyéndolas en[1.19 se sigue que

/ / /
T1T7 + Toxy + X3X3 =

[ 2tz 2+ 2 z—Z 2 — 2 N |22 —1 |22 -1
S\ +1) 2 +1 lzI2+1/) \|Z]2+1 lzI2+1/) \ |2+ 1
222 42z + |22 P - 2P - PP+
(1+2[*)(1 +|2[?) a
—2(z = 2)(Z—2) + (1 + [2*)(1 +[']%)
(1 +[2) (1 +2']?)
(el dltimo paso equipara numerador y denominador).
Por consiguiente,

2z — 2'|?
$—$/2+$—l‘/2+1‘—.’1’}/2=2—2(1— —
( 1 1) ( 2 2) ( 3 3) (1+|Z|2)(1+|21|2)

4]z — 2'|?
T+ P+ 1217

Esta nueva formula de distancia en C es particularmente novedosa y util por incluir el punto al
infinito. En este caso, si 2’ = oo, se tiene

11Ty + T2l + 13T = |2 ~ 1,
2|2+ 1
por lo que
/N2 1\2 2 _ |Z|2_1 _ 4
(w1 —27)” + (z2 — 25)° + (23 — x3) _2_2<|z|2+1 - 1+ |22
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Figura 1.1: Métrica cordal.

Estos cdlculos inducen la métrica buscada en C.

Se define la métrica cordal en el plano complejo extendido de la siguiente manera

2|21 —22]

do(z1,22) 1= (1.20)
2

m, S1 29 = OQ.

Como S? es un subespacio métrico de R3, esta distancia define en efecto una métrica en C. El
término cordal proviene de que mide cuerdas en la esfera

dc (21, 22) = [H(z1) — II(22)].
Y esta métrica es una métrica de Riemann. Que se conoce como métrica cordal.

Ejemplo 1.2.5. Sea M la variedad definida por el siguiente conjunto:
M={zeC: Im(z) >0} =H.

Usamos la parametrizacion identidad, ademds T,M = C, con p € M. Definimos la transforma-
cion:

(= —)p:CxC—R,
definida por:

1

(z1,22)p = mRG(Zl)Re(ZQ) + Im(z1)Im(z2).

Sea ¢ = (q1,q2) € M, entonces

0
&ri

Luego g;; : M — R definidas por

q =dfqe; = e;, para todo i =1,2, donde x1 = Re(z) y x2 = Im(z).

gij(l’l,IEQ) = ;2<61,62> = W(sij,
son diferenciables en M. Por lo tanto, M es una variedad de Riemann con la expresion de la
métrica:

G(p) = W(MQ)'

Esta métrica es conocida como la métrica hiperbdlica en el semiplano superior M = H.
Sabemos ademds que el interior del circulo unitario B> = {z € C: | z|< 1} se envia en H, por
medio de la transformacién n : B> — H definida por

a2+
n(z)= 2 V2

_72/3

5‘& &‘“
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1 )

0

Figura 1.2: transformacién de B? en H

Esta transformacion es holomorfa con inversa holomorfa y por tanto conformeﬂ es decir, trans-
formamos de manera conforme a B% en H. Ademds podemos transferir nuestra elemento de
longitud de arco

1

ds:m

| dz |
en H a un elemento de longitud de arco en B? mediante n. Si consideramos una curva f :
[a,b] — B? entonces la longitud de arco de esta curva en B? es es igual a la longitud de arco
de la composicion no f : [a,b] — H den y f, es decir,

g (f) = L (no f) :/ Ly

o Im(2)
a 1 /
B /b Tmmo fay | (e /)@ lat
a 1 / /
- /b Ty | VIS @) ] dt
1 /
N /fm(n(z))ln(z)ndz.
Haciendo cdlculos obtenemos que
_ %z+ % 1 ep
Im(n(z)) = Im (122\%> BTk
y 2
| n/(2) |= TR
por lo tanto
1 o2
WM(Z) = T E

Luego la métrica de Riemann el B? es la inducida por el elemento de longitud de arco

4
ds® = 2\dz|2.

(1=1z2%)

Supongamos que las funciones g;; = g;i(2), ¢, j = 1,...,n son tales, que la matriz G = (g;;) es
no singular, pero la forma g;;2;2; es indefinida. Entonces decimos que las funciones g;; definen
una métrica pseudo-Riemanniana. Como ejemplo se consideran a las métricas llamadas pseudo-
Euclidianas

2Una transformacién de variable compleja, holomorfa en un abierto A, es una transformacién conforme en
todos los puntos en los que la derivada es distinta de cero.
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Definicién 1.2.6. La métrica g;; = g;;(z) se llama pseudo-Euclidiana si existe un sistema de

coordenadas x = (T1,...,%n), T; = x;(z), det (g;) # 0, tal que
o O0x1 0x1 T O0xp, 0z, OTpy1 OTpyq 0x,, 0%y,
g” o 82’1 aZj 821 sz 82’7 aZj az, aZj '
En estas coordenadas, un cambio gj; =0sii#j g, =1sii<pyg,=-1sii>p+1,lo
que quiere decir que la matriz GG viene dada por
1 0
1
G= -1
0 -1

Tales coordenadas x se llaman pseudo-euclidianas.
En R"™ se puede definir una métrica pseudo-euclidiana definiendo el producto escalar entre dos

vectores K = (z1,...,Tn), b = (Y1,.-.,Yn) € R™, como
p n
(o) = iy — | D @i |
=1 i=p+1

para algtin p, 1 < p < n. De esta manera las coordenadas x en R” se vuelven pseudo-euclidianas
y R™ con esta métrica se llama espacio pseudo-euclidiano y se denota por R}.

Ejemplo 1.2.7. Sean (z,vy, 2) coordenadas pseudo-euclidianas en R3 definamos las coordenadas
pseudo-esféricas (p,x,¢) en RS asi
T = psinhy
y = psinh x cos ¢
z = psinh xsin ¢ —co<p<oo, 0<xy<oo 0L <2

Entonces 2 —y? — 22 = p2 > 0 y por lo tanto las coordenadas estdin definidas en la region donde
se cumple la ultima desiqualdad, que es la parte interior del cono x2 = y? + 22. En esta region

ds® = dp? — p?dx? — p* sinh? ydy?. (1.21)
la métrica se llama métrica pseudo-esférica.

Definicién 1.2.8. Una variedad diferenciable M con una métrica de Riemann g (o Pseudo-
Riemanniana) es llamada una variedad de Riemann (o Pseudo-Riemanniana). Y se
denota por el par (M, g).

Definicién 1.2.9. Sean M y N wvariedades de Riemann. Un difeomorfismo f : M — N es
llamada una isometria si

(u,v)p = {dfp(u), dfy(v)) §(p), Para todop € M, u,v € T,M (1.22)

Definicién 1.2.10. Sean M y N variedades de Riemann. Un mapeo diferenciable f : M — N
es llamada una isometria local en p € M si existe una vecindad U C M de p tal que f : U —

f(U) es un difeomorfismo que satisface .

Como se menciono antes, la exigencia de que nuestra variedad M tenga base numerable es
para garantizar la existencia de las particiones diferenciables de la unidad, las cuales nos serviran
para demostrar el teorema central de esta seccién.
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Definicién 1.2.11. El soporte de una funcion diferenciable f : M — R es el siguiente con-
junto:

sop(f) = {p € M|f(p) # 0}.

Definicién 1.2.12. Una familia {U;}icr de abiertos de M es localmente finita si todo punto de
M tiene un entorno que intersecta a un nimero finito de elementos de {U;}icr.

Introducimos ahora el concepto de particién diferenciable de la unidad.

Definicién 1.2.13. Una coleccion {fo, : M — [0,1] C R},er de funciones diferenciables se
dice que es una particion (diferenciable) de la unidad si satisface las siguientes condiciones:

1. El soporte de f,, es compacto y estd contenido en un entorno coordenado.
2. La coleccion de los soportes {sop(fa)} es localmente finita.
3. Para todo puntop de M , Y fa(p) = 1.

Se dice que una particién de la unidad {fu}acs estd subordinada a un cubrimiento {U; }ier
si para cada a € I existe un ¢ tal que {sop(f)} C Ui;.

Note que en (3), para cada p € M, fo(p) = 0 excepto para un ntimero finito de de i’s de modo
que Y fa(p) es una suma finita para cada p.

Las particiones de la unidad se utilizan para construir soluciones globales a los problemas a
partir de las soluciones locales.

Culminamos esta seccién con el teorema que garantiza la existencia de una métrica de Rie-
mann en una variedad diferenciable, el camino para obtener la demostracién se basa en tres
lemas que son aplicaciones sencillas de las enunciadas particiones diferenciables de la unidad y
dos teoremas los cuales, uno garantizan la existencia de tales funciones en la variedad y el otro
garantiza que podemos extender funciones diferenciables de un conjunto cerrado en la variedad
a toda la variedad.

Los primeros dos lemas son validos sin el supuesto que M es paracompacta mientras que el
tercero es valido para cualquier espacio topologico paracompacto. Las demostraciones de estos
resultados pueden consultarse en [14, Apéndice (Particiones de la unidad) Pag.272-274]

Lema 1.2.14. Para cualesquiera sea p € M y para cada vecindad U de p, existe una funcion
diferenciable (de clase C™) en M y tal que

1.0< f<1len M,
2. flp)=1y
3. f=0 fuera de U.

Lema 1.2.15. Para cada subconjunto compacto K de M y para cada vecindad U de K, eziste
una funcion diferenciable f en M tal que

1. f>0en M;
2. f>0en K;
3.y f=0 fuera de U.

Lema 1.2.16. Sea {U;}icr un cubrimiento abierto localmente finito de M. Entonces existe un
refinamiento abierto localmente finito {V;}icr de {U;}ier tal que V; C U; para todo i € T

Ahora estamos en posicién de enunciar los dos teoremas prometidos, y cuyas demostraciones se
obtienen utilizando los lemas anteriores.

Teorema 1.2.17. Sea {U;} un cubrimiento abierto localmente finito de una variedad paracom-
pacta M tal que cada U; tiene clausura U; compacta. Entonces existe una particion de la unidad
fi subordinada a U;
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Sea f una funcién definida en un subconjunto F' de una variedad M. Decimos que f es dife-
renciable en F' si, para cada punto p € F, existe una funcién diferenciable f, en una vecindad
abierta V, de p tal que f = f, en FFNV,,.

Teorema 1.2.18. Sea F' un subconjunto cerrado de una variedad paracompacta M. Entonces
toda funcion diferenciable f definida en F puede ser extendida a una funcion diferenciable en
M

Con estos resultados en mente podemos ya enunciar y demostrar el teorema central de esta
seccion

Teorema 1.2.19. Una variedad diferenciable M de clase C" con r > 0 de dimension n tiene
una métrica de Riemann.

Demostracion. Sea {f,} una particién diferenciable de la unidad en M subordinada al cubri-
miento {V,,} de M formado por vecindades coordenadas. Esto significa que {V,} es un cubri-
miento localmente finito y {f,} es una familia de funciones diferenciables en M que satisfacen:

1. fo >0, fo =0 en el complemento del conjunto cerrado V.

2. Zael fa(p) =1 para todo p € M.

Podemos definir métricas de Riemann (—, —)® en cada V,: la métrica inducida por el sistema
de coordenadas locales. De aqui que si establecemos la forma bilineal en 7, M por

(w,0)p =D falp)(u,0)g, (1.23)

acl

para toda p € M, u,v € T, M. Tenemos que para cada p € M, solo un nimero finito de a € I,
fa(p) # 0, entonces la suma de la ecuacién es finita. Y por construccion es simétrica (ya
que cada (u,v)y lo es). Ahora para ver que (—, —), es definida positiva, hay que notar que cada
(u,v)5 1o es. Sea I’ el conjunto de todas las a € I tales que fo(p) # 0. Por definicién de una
particién de la unidad, 0 < fo(p) < 1. Por lo tanto, para toda u € T,M, (u,u), > 0. Ademds,
si (u, u), = 0, entonces al menos un sumando de es cero. De aqui que debe existir un « € [
tal que (u,u); =0, ya que (—, —)7 es definida positiva, tenemos que u = 0. De aqui que (u,u),
es definida positiva y por tanto una métrica de Riemann. O

1.3. Transformaciones de Mobius en R"

En las secciones anteriores se repasaron dos resultados muy importantes sobre las variedades
diferenciables. El primero es, que cualquier variedad esta inmersa en el espacio R™ para un n
adecuado, y el segundo es, que toda variedad diferenciable acepta una métrica de Riemann.
Estos hechos permiten hacer geometria en las variedades diferenciables, pero el objetivo de
este trabajo es introducirnos en la geometria conforme y para llevar acabo este propdsito
necesitamos de aquellas transformaciones de R™ en si mismo con la propiedad de ser conformes,
es decir, transformaciones con la propiedad de preservar angulos. Por esta razén es que se dedica
esta seccidn para estudiar a las transformaciones de Mobius en R™, que son las adecuadas para
nuestro objetivo (esto se aclara de manera precisa en el capitulo 3).

Ciertos subconjuntos de R™ que desempenan un papel importante en el presente trabajo
son:
H" ={z e R":z, >0},

B" ={z eR": |z| <1},
St ={zeR":|z|=1},
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S(a,r)={z eR":|z—al|=r}

P(a,t) ={z € R" : (z,a) =t} U {o0}.

Estos conjuntos son, el n-espacio hiperbdlico, la n-bola unitaria, la (n-1)-esfera unitaria, la

esfera con centro en a € R™, y de radio r > 0 y el plano con @ € R*, t € R, a # 0 y donde
(—, —) denota el producto punto usual en R", respectivamente.
También, es conveniente introducir el n-espacio real extendido: R™ = R™ U {oo}. Este espacio es
homeomorfo a S* C R*"*! (véase ejemplo . Suponemos que R es encajado en Rn+1 en
la forma del n-plano extendido {z € R+ Zn41 = 0}. Este puede ser transformado de manera
biyectiva sobre la esfera S™ haciendo que cada punto Z = (z,0) del plano R™ ¢ R™+! le corres-
ponda el tnico punto 7(Z) de interseccién de la linea recta que pasa por Ty e,4+1 = (0,...,0,1)
con la esfera S™. Esta transformacién 7 : R — S™ es llamada la proyeccion estereografica. La
cual puede ser escrita en la forma 7(Z) = Z 4+t (en41 — Z), donde ¢ € R es el ndmero tal que
|7 (Z)| = 1. Explicitamente,

22, 2z, |z]-1 :
(1ﬁ$|,...,1f|$|,1+‘$|) si x# o0
m(x) = (1.24)
(0,...,0,1) si x = oo.

Se observa en particular que 7 es inyectiva, lo cual permite dotar a R™ de una métrica, la
llamada métrica cordal: dc(z,y) =| m(x) — 7(y) | (comparar con el ejemplo [[.2.4). Lo que en
realidad estamos haciendo, es considerar la longitud de la cuerda que une a las proyecciones
de x e y. Se puede probar, aunque no se hara aqui, que la métrica cordal tiene una expresion
explicita en términos de la métrica Euclidiana, es decir, para cada z,y € R™ se tiene

2|z—y|

VireryATE S ByEe
do(z,y) == (1.25)
2

e si Y = 00.

Tn+1

€n+1

RTL

Figura 1.3: Proyeccién estereografica.

Observacion 1.3.1. Veamos que la topologia asi inducida en R™ coincide con la topologia
inducida por la métrica Euclidiana. Para esto, hay que probar que la transformacion identidad

Id: R} — R},
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es un homeomorfismo, donde R, es el espacio Euclidiano de dimension n provisto de la métrica
Euclidiana y RY es el mismo espacio con la métrica cordal.
Sean {xr} € R™ una sucesidn y un punto x € R", si

| z, — 2 |— 0 cuando k — oo,

entonces
| 7(z) — w(x) | = 0 cuando k — oo

ya que m es continua, lo cual prueba que la transformacion Id es continua también. Ahora w
tiene como tnversa al transformacion ¢ : S™ — R" definida por

X1 Ty N
<l—wn+1""’1—wn+1)’ st x#(0,...,0,1)
Y(z) =

00, st x=(0,...,0,1)

es también continua. Ahora por la continuidad de 1, si
do(zg,xz) = 0 cuando n — oo,
entonces | w(xy) —w(x)) |[= 0y
| Y(m(zk)) — Y(n(z)) |=| xx —x |= 0 cuando k — oo.
Por tanto Id es un homeomorfismo.

Ahora se considera a la esfera S(a,r) C R"™ con a € R”, y 0 < r. La reflexién (o inversién) en
S(a,r) es la transformacién ¢ : R"\{a} — R™ tal que

o(z) = a+ (T>2(xa). (1.26)

|z —al

En el caso especial S(0,1)(= S"71), esta férmula se reduce a

plz) = W

Si se denota esta reflexién especial por z*, se obtiene que la reflexién en cualquier S(a,r) es
de la forma

o) =a+7r*(x—a)*.

Esta transformacion no estd definida para x = a. Sin embargo, ¢ se puede extender a R™.
Como | ¢(z) | = 400 cuando = — a es natural definir a p(a) = 0o, y (o) = a.

Ahora, se considera el plano P(a,t) C R™. Por definicién, co se encuentra en todos
los planos. La reflexién en P(a,t) es la transformacién ¢ : R™ — R" definida de la manera
habitual, es decir,

Y(x) =z + Aa,

donde se elige el pardmetro real A, de modo que % (x4 ¢(z)) estd en P(a,t). Esto da la férmula
explicita
P(z) =z —2[{x,a) —t]a”, (1.27)

donde z € R"™, y es claro que 1)(00) = co. En [8, Pag.22], se muestra que ¢ y ¢ son continuas con
respecto a la métrica cordal en R™. Ambas reflexiones pueden interpretarse geométricamente.
En el caso de la esfera, si 2 # a, 0o, ¢(z), es el dnico punto en la semi recta determinada por a
y x tal que

|z —al-|p(z)—al=r"

31



Capitulo 1

Para el plano, si @ # oo, ¢(z), es el tnico punto en la recta ortogonal al plano P(a,t) que
pasa por x, tal que %(JU + ¢(x)) € P(a,t). Ademds, si escogemos al vector a tal que | a |= 1, el
parametro t es la distancia del plano al origen.

Debido al isomorfismo R™ = S"~1 podemos pensar en el plano P(a,t) como una es-
fera que pasa por co. Con estd convencién nos referimos indistintamente a S(a,r) y P(a,t)
como esferas.

Definicién 1.3.2. Una transformacion de Mébius en R™ es la composicion de un nimero finito
de reflexiones en esferas.

Claramente, cada transformaciéon de Mobius en R™ es un homeomorfismo de R™ en si mismo.
La composicién de dos transformaciones de Mébius es de nuevo una transformacién de Mébius
y de aqui que la inversa de una transformacién de Mobius es también una transformacion de
Mbbius ya que si ¢ = @ 0---0p,, (donde cada p; es una reflexién) entonces ¢! = ;1o -0 L.
Finalmente para cada reflexion ¢ se tiene que ¢?(x) = x y asf la transformacién identidad es
una transformacién de Mobius. De aqui obtenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.3.3. El grupo de transformaciones de Mobius en R™ es llamado el Grupo General
de Mobius, y es denotado por GM(R™).

Ejemplo 1.3.4. La traslacion T(z) = x + a con a € R™, es una transformacion de Mdébius,
pues es la composicion de la reflexidn en P(a,0) sequida de la reflexién en P(a,% | al|?). En
efecto si denotamos como 1 y Yo a cada una de estas reflexiones respectivamente tenemos que:

Wy 09 (z) oz = 2(z, a)a”)

= z—2{z,a)a” —2[{x — 2(z,a)a*,a) — % | a[*a*

= -2z a)a* —2(zx,a)a* +4(z,a)(a*, a)a*+ | a |* a*
= x+a.
Ejemplo 1.3.5. La homotecia T(x) = kx, con 0 < k es también una transformacidn de Mobius,

puesto que si consideramos ahora las reflexiones o1 y pa en S(0,1) y en S(0,Vk) respectiva-
mente, tenemos entonces

prop1(z) = 2 ($>

| [?
z |al*
|z [? ]z [?
= kx.

Ejemplo 1.3.6. Para el caso particular de R? que a su vez podemos identificar con C = R?
tenemos que la rotacion T(z) = €%z, con 0 # 2kn, k € Z, es la composicion de la reflexion en
P(i,0) sequida de la reflexion en P(ie'%,0).

1

Ejemplo 1.3.7. De igual manera la transformacion T : C — C definida como T'(z) = -, es

la composicion de la reflexion en P(i,0) sequida de la reflexion en S(0,1).

Ejemplo 1.3.8. Si ¢ y ¢* denotan las reflexiones en S(a,r) y S(0,1) respectivamente y si
Y(x) = rx + a, entonces

o=y Yt (1.28)

Como ¢ es una transformacion de Mobius, observamos que cualesquiera dos reflexiones en
esferas son conjugadas en el grupo GM(IR?).

32



Preliminares

~

Sea T una isometria Euclidiana en R? =2 C de la forma az +b con a,b € Cy | a |= 1, se
sigue del primer y tercer ejemplo que T € GM(R2). Mids aun las reflexiones que componen a T’
se realizan solamente en planos.

En [8, Pag. 23-26], se enuncian y demuestran lo siguientes teoremas que generaliza de manera
notable esta observacion.

Teorema 1.3.9. Toda isometria Euclidiana f en R™ es una composicion de a lo mds n + 1
reflexiones en planos. En particular, f € GM(R").

Hay una formulacién alternativa disponible, la cual es de mucha utilidad.

Teorema 1.3.10. Una funcion ¢ es una isometria Fuclidiana si, y solo si, es de la forma
o) = Az + x0, (1.29)

donde A es una matriz ortogonal y xog € R™.

Informacion mas detallada sobre isometrias Euclidianas esta disponible: por ejemplo, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 1.3.11. Sea A una matriz ortogonal cualesquiera, entonces existe una matriz ortogo-

nal @Q tal que
Ay 0

QAQ" = . , (1.30)

0 —1;
donde r,s,t son enteros no negativos y
cosl, —sinf
A= .
sinf,  cosO
Por lo tanto cualquier isometria euclidiana que fija el origen puede ser representado (con
una eleccién adecuada de una base ortonormal) por dicha matriz y esto muestra explicitamente
todos los tipos posibles de isometrias.

Volvemos ahora a discutir de nuevo la reflexién ¢. Parece claro que ¢ preserva orientacion ahora
veamos que esto es asi con el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.12. Toda reflexion preserva orientacion y es conforme.

Demostracion. Sea v la reflexién en el plano P(a,t). Entonces se puede observar directamente
de que ¢ es diferenciable y que 1! es la matriz constante simétrica (1i;) donde

2a;a;
i = 0ij — ——~

CIE
(0i; es la delta de Kronecker). Escribimos a

1/}/ =1I- ZQUJ
2a;a;

donde @, tiene los elementos e Ahora @, es simétrica y tal que Q2 = Q,, asf

W' () - (@) = (I = 2Qu)* = .

Esto muestra que 9'(x) es una matriz ortogonal y esto establece la conformidad de ).
Ahora sea D = det(¢’(z)). Como ¢'(x) es ortogonal, D # 0 (més ain D = +1). Ademds D
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es una transformacién continua del vector a € R™ — {0} y de aqui que sea una transformacién
continua de R™ — {0} en R — {0}. Como R™ — {0} es conexo (puesto que asumimos que n > 2)
entonces D tiene dos posibilidades, ser positivo para cada a € R™ — {0} o negativo para cada
a € R™ — {0}. Si a = e, entonces ¢ se convierte en

W(x1, .. xy) = (—x1 + 28, 20, ..., Ty),

y en este caso D = —1. Concluimos entonces que para cada a € R™ — {0}, D < 0 y asf cada
reflexion en el plano invierte la orientacién.

Un argumento similar nos sirve para el caso de las reflexiones en esferas. Primero, sea ¢ la
reflexién en S(0,1). Entonces para x # 0, los elementos de la matriz de ¢'(x) son

5ij 2131'563'

CIEN

asi
¢ (x) = || 721 - 2Qy).

Esto muestra (como antes) que ¢ es conforme en cada punto no nulo z.
Ahora sea D(x) el det[¢’(x)]. Como ¢(¢(z)) = x, la regla de la cadena nos da

D(¢(x))D(x) =1

y asi exactamente como arriba, D tiene dos posibilidades, ser positivo para cada z € R™ — {0}
o negativo para cada z € R™ — {0}. Tomamos x = e, entonces D(e;) = —1 y asi D(z) < 0 para
x € R™ — {0}. Por el ejemplo tenemos que cualesquiera dos reflexiones son conjugadas en
GM(RQ) por tanto mediante conjugaciéon como en tenemos el caso general, que demuestra
lo que queriamos. O

Con el Teorema anterior se observa que la composiciéon de un nimero par de reflexiones en
esferas preserva orientacién.
Consideremos ahora las transformaciones de Mdbius f € GM(R”) que son directamente confor-
mes (i.e., son conformes y preservan la orientacién en R"), definimos.

Definicién 1.3.13. El subgrupo de GM(R”) de las transformaciones de Mobius directamente
conformes es llamado el Grupo de Mdobius en R™. Este grupo es denotado por M(R™).

Se calcula una simple pero 1til férmula. Si o es la reflexién en la esfera S(a,r) entonces

0@ =0 | = -0 —(@—a)|
[ 1 Ae-ay-a), 1

"y=aP Tz—aPly—al Jz—aP

SIS

20,
_ _rly-al (131)
|z —ally—al
Esto muestra que
_ 2
I lo(@+h)—o@)| 7
h—0 | b | |z —al|?

y esto mide el aumento local de o en =x.
Puesto que nuestro interés es geométrico, valdria la pena revisar algunas propiedades geométricas
de las transformaciones de Mdbius, una de las mas importantes, es la siguiente propiedad

Teorema 1.3.14. Sea ¢ alguna transformacion de Mobius y ¥ cualquier esfera. Entonces p(X)
es también una esfera.
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La demostracién de esta propiedad puede consultarse en [8, Pag. 28], pero las ideas de esta
demostracién son las mismas a el caso R? = C.
Cualquier discusién detallada de la geometria de las transformaciones de Mébius depende esen-
cialmente del teorema y el hecho de que las transformaciones de Mobius son conformes.
Ahora para toda n, podemos identificar de manera natural a R**! con R x R mediante

(X1,Z2, .. Ty 1) = (X1, T2, ooy T, Tpg1)-

La inclusién i : R® < R""! puede escribirse entonces como i(x) = (x,0). Por comodidad,
escribiremos i(x) = .

Consideremos la reflexién ¢ en la esfera S(a, ), a € R™. Definimos ¢ como la reflexién en S(a, r).
De manera andloga, dada la reflexién 1 en el plano P(a,t), a € R™, sea 9 la reflexion en P(a,t).
Se tiene entonces para x € R"™,

o(i(x)) =¢(&) =a+ (lii&‘)z (Z—a) = <a+ (ng_a>2(x - a),O)

G(z) = a+ <|T~>2(;pa)

x—a|
a

() x —2[(x,a) — 1 e

Si se denota mediante [p(z)]j a la j-ésima coordenada de ¢, se sigue de las férmulas anteriores
que

2
[@lnt1 = ‘;1_:7";—1‘2, (1.32)
y ~
[¢($)]n+1 = Tni1, (133)

respectivamente. Por tanto, el plano z,4+; = 0 y los semi espacios z,4+1 > 0y 2,41 < 0 son
invariantes bajo ¢ y 1/;

En general, consideremos g € Gl\/[(]f%”)7 g =100y, donde ¢, es la reflexién en una esfera.
La transformacién g € GM(R”“), definida como § = 1 0 -+ - 0 @y, extiende a g. Ademds, esta
extension es tinica, pues si §; y o extienden a g, entonces (g2) ‘g1 fija al plano z,,+1 = 0(= R")
y mantiene invariante a H" 1. Se sigue del teorema 3.2.4 que se encuentra en [8, P4g.31], que
son iguales.

Definicién 1.3.15. La extensién de Poincaré de g € GM(R™), g = p10--- 0@, es
G=@1 0 0@, € GM(R™).

La construccién anterior (que se debe a Henri Poincaré) muestra que cualquier transformacién
de Mobius g en R™ tiene una extensién natural a una transformacién g en R™*L. Por tanto,
podemos identificar a GM(R™) como un subgrupo de GM(R™*1),

La construccién tiene una ventaja adicional: Permite demostrar usando que
2
M’ (1.34)
Yn+1Tn+1
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es invariante bajo cualquier extension de Poincaré. De este invariante, se sigue que las extensiones
de Poincaré son isometrias del espacio hiperbélico H**! con la métrica hiperbélica p dada por
el elemento de longitud de arco

| du |

ds = .
xn—‘—l

(1.35)

La demostracién de estas afirmaciones puede consultarse en [8, Pag. 34].

Observacién 1.3.16. Consideremos ahora a ¢ la reflexion en S(en1,v/2). Para x € R*1,

2
wo(z) = eny1 + |

m(fﬂ — en+1)-

Ahora, si x € R™,

wo(Z) ent1 + ((x1,...,2n,0) = (0,...,0,1))

2
1+ |z |?

211 2z, |z -1
I+ P [z PP [ 2
Esto muestra que la restriccion de pg a R™ es la proyeccion estereogrdfica considerada en|1.24)

La realizacion de la proyeccion estereogrdfica como una reflexion conduce a una prueba fdcil
de la férmula para la métrica cordal dada en[1.25 Six € R™, entonces

| @ —ens1 [= 14 |2 |2,

y esto junto con se obtiene (como antes) que

d(z,y) = |[7(@)—n(y) |
= | %o(Z) = »o(9) |
2|z —y|

(+ ]2 2)2 (14 [y 2

Observacion 1.3.17. Volvamos ahora a la reflexion g definida anteriormente. Si x € Rn+1
entonces

4 4(e (x — ent1))

2 n+1, n+1

x = 1+ +

|<P0()‘ \m—en+1\2 |x—en+1|2
4$n-‘,—l

= 1+ (1.36)

|2 —eng1 |

esto muestra que po manda al semi espacio T,11 < 0 en B"L. Si componemos previamente
con la reflexion o en el plano x,+1 = 0, entonces p = pg o 0 manda a el plano xn41 = 0 sobre
S™ y a H™! sobre B™tl. También, encontramos de que

i LPW) —e@) [ [wooa(y) —geooa(z) |
vor oy —a| e ly—a|

| vo(0(y)) = polo(x)) |
—o(z) |

| o(x) — ensr1 >
Si ahora nos fijamos en pero con x remplazado por o(x) obtenemos
I-[p@@) P = 1-]po(o(x)) [*
4z 41
| o(@) = entr [
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Yy ast tenemos que
i LPW) = (@) | 1= p(e) 2
e y—a| 21

Por lo tanto, se tiene que la métrica hiperbdlica p inducida por en H™"! se transforma
en la métrica inducida por el elemento de longitud de arco

21| d
ds = | dz |

= - 71 1.
1_|x‘2’ ( 37)

en B™"! y que las isometrias ¢ de H™1 transformadas por 1 — p o1 o o1 a isometrias de

B"*1 con esta métrica. Por tanto, si g € GM(R™), entonces ¢ o §o ¢~! mantiene invariante a
(p(Hn+1) _ Bn+1.

Por otra parte, si f € GM(R™) es tal que f(B"t') = B!, entonces ¢~ o f o mantiene
invariante ¢ H" 1. Sea ahora h = ¢! o fop|gn. Ahora se observa que h y o Lo foy extienden
ambas a h, y por la unicidad de la extension, h = ¢~ Lo fo. Se sigue por tanto que ¢~ o fop
es la extension de Poincaré de alguna h € GM(R™), y GM(R™) es conjugado en GM(R"1) al
subgrupo que mantiene invariante a B"t. Como ademds ¢ es composicion de un nimero par
de reflexiones, se sigue que M(R”) es conjugado en M(R”“) al subgrupo de transformaciones
de Mébius directamente conformes que mantienen invariante ¢ B"1.

Definicién 1.3.18. Se denotard a los grupos conjugados a GM(R”) Yy M(R”) mediante m =
o o, como GM(B") y M(B"*1) | respectivamente.

El siguiente resultado serd de mucha utilidad para la demostracién de el teorema de Liouville.
Puede consultarse la demostracién en [8, Pag.38].

Teorema 1.3.19. Sea ¢ una transformacién de Mdobius tal que ¢(0) = 0 y ¢(B™) = B™.
Entonces p(x) =z A, con A una matriz ortogonal.

Se sigue de este teorema el siguiente corolario.
Corolario 1.3.20. Para toda n € N, se tiene:
1. O(n+1) c GM(B™*!) ~ GM(R").
2. SO(n + 1) € M(B"1) ~ M(R™).

Se culmina esta seccion estableciendo la siguiente caracterizacién de las transformaciones de
Mébius, cuya demostracién puede consultarse en [8, Pédg.41], la cual es una forma general de
estas transformaciones

Teorema 1.3.21. Sea ¢ una transformacion de Mébius.

1. Si ¢(B™) = B™, entonces
p(z) = Alo(z)],

donde o es una reflexion en alguna esfera ortogonal a S"~' y A es una matriz ortogonal.

2. Si ¢(00) = 00, entonces
o(z) = r(Az) + o,

donde r > 0, xg € R™ y A es una matriz ortogonal.

3. Si ¢(o0) # 00, entonces
¢(x) = r(o(x))A + w0,

para algin r, xg, A y alguna reflexion o
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Capitulo 2

Estructuras Conformes

En este capitulo se estudia geometria en el sentido clasico: las geometrias que aqui se presentan

serdn analogos a la geometria euclidiana estandar, con conceptos de lineas rectas o geodésicas,
angulos y planos, una medida de la distancia, y un alto grado de homogeneidad. Es decir, se va
a capturar la estructura geométrica en una variedad utilizando una métrica de Riemann, puesto
que esta permite tener conceptos métricos en la variedad, ademéas de que se puede obtener el
conjunto de isometrias en la variedad, que tiene estructura de grupo. Es en este donde se requiere
la homogeneidad, es decir, para cualesquiera dos puntos de la variedad, debe haber al menos
una isometria que envie uno en otro. Ademads de la homogeneidad, las geometrias a considerar
en este capitulo deben satisfacer otra propiedad, la isotropia. Un espacio es isotrépico si, al fijar
un punto, son equivalentes todas sus direcciones por él.
Con la homogeneidad y la isotropia se puede hacer geometria, pero si se hace actuar el grupo de
isometrias en la variedad, y se presta atencién en los invariantes bajo esta accién obtendremos
mas estructura geométrica y asi utilizar los enfoques geométricos de Riemann y Klein para hacer
geometria conforme.

Se comienza por estudiar la conformidad en la superficies, pasando también por los espacios
vectoriales reales de dimensién finita, para con esto poder estudiar la conformidad en variedades,
cabe destacar que solo se esta trabajando con la geometria conforme, pero hay ejemplos de
geometrias no conformes, en las cuales no se profundiza, pero si se hard mencién de algunas de
ellas (al menos las de dimensién 3).

2.1. La forma conforme de la métrica en una Superficie

Se comienza con el estudio de estructuras conformes en las superficies.
Sea S C R? una superficie diferenciable regular parametrizada por

x:@l(uav)a y:902<uav)a Z:SD?)(U‘?U)? (21)

donde g = (u,v) € D C R? es un dominio de Jordan. Haciendo ¢ = (o1, pa,03) vy p = (7,y,2) =
©»(q), como ya se mencioné en los comentarios acerca de la definicién la regularidad de S
significa que la diferencial dp(q) : TqR2 — TPR3 es uno a uno. Entonces, como ya se observé el
producto interno (escalar) en R?® induce un producto interno (—, —)p en cada plano tangente
T,S := dp,(R?) de una superficie regular.

Definicién 2.1.1. La primera forma fundamental (forma cuadrética) I, : T,S — R dada por
I,(w) = (w,w), = [[w||*> > 0 toma la forma;

ds* = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?, (2.2)

respecto a la base {¢y,u} de T,S, donde E = {0y, 0u), F = (pu,p0v), G = (pu, pp) y W? :=
EG - F? > 0.
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Capitulo 2

Teorema 2.1.2. Si E,F,G funciones analiticas en D (representables en series de potencias
en (u,v)) valuadas en R. Entonces existen nuevas coordenadas w,z para S en términos de las
cuales la métrica inducida[2.4 toma la forma

ds* = f(w, 2)(dw? + dz?). (2.3)

Demostracion. Sea S la superficie regular parametrizada por x = ¢1(u,v), y = pa(u,v), z =
p3(u,v), donde ¢ = (u,v) puede variar en cualesquiera regién de Jordan del plano. Supongamos
que toda funcién ¢; con ¢ = 1,2, 3 es de clase C*°. Una curva « en S dada por u = u(t), v = v(t)
con a <t <b,y en términos del vector T = (x,y, z) el elemento de longitud de arco a lo largo
de a esta dado por

ds* = (dz,dz) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?. (2.4)

Como se vio en Queremos un sistema especial de coordenadas (w, z) en lugar de (u,v)
en términos de los cuales el elemento de la longitud de arco es

ds* = f(w, z)(dw? + dz?). (2.5)

Estas coordenadas se pueden encontrar en la proximidades de cualquier punto de S, ya que
W? = EG — F? es siempre positivo, asf se puede factorizar para obtener

d52:<fdu F;%W )(\Fdw \/éwd) (2.6)

Si podemos encontrar un factor de integracién o = o1 + io2 tal que

F+iW
o (VEdu+———dv | = dw + idz, 2.7
( ) 20

entonces

(\qu + \/Ede> = dw — idz (2.8)

y multiplicando estas dos ecuaciones tenemos que
| o |2 ds? = dw? + dz?, ds® =| o |72 dw? + d2°. (2.9)

Hacemos | o | 2= f(w, z) esta transformacién sirve. Puesto que es el conjugado (en el
sentido de los nimeros complejos) de nuestro problema ahora es el de la bisqueda de las
transformaciones w(u,v), z(u,v) y o(u,v) que satisfagan la ecuacién

F+ W ow 0z ow 0z
VEdu+ ——— = +idz = — +1— + | =—+1— 2.1
o ( du \/» dv) dw + idz ( ) du ( " 7 v) dv, ( O)

o equivalentemente

ow .0z F+iW ow .0z
Eliminando a o, tenemos
ow .0z ow .0z
(F+ W>(au “au) _E<av+’ay>’ (212)

que es equivalente a tener

ow 82 aw aw 0z 0z
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Por lo tanto 5 5 5 5
w w w w
0z  Foy, —Ey 0z _ GH, —F%
ou w D) w
, (2.13)
ow _EF-Fg  ow _F§-Gh
ou W T O w
donde las ecuaciones del lado derecho de se siguen de la multiplicacién de por (F—iW).
Si ahora también exigimos que la funciones w, z tengan segundas derivadas parciales continuas,
tendremos que

0%w B 0%w

oudv ~ dvou’
y

0%z B 0%z

oudv ~ Ovou’

y entonces de tenemos que L(w) = 0, L(z) = 0 donde L es el operador diferenciable dado
por

L0 | Fai By |, 0 |Fg -G (2.14)
v | VEG-—F?| Ou|EG-F? '

La ecuacién diferencial parcial L(f) = 0 es conocida como la ecuacién de Beltrami, y el
operador L como el operador de Beltrami. Por lo tanto el resultado es que w, z son soluciones
de la ecuacién de Beltrami. Por lo tanto la funcién ¢ es determinada usando 2111 Con esto
concluimos la demostracion. O

A las coordenadas con esta propiedad se les llama isotermas o conformes. De acuerdo a lo
anterior, f es diferenciable con f(w,z) > 0 en D.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el plano complejo C con coordenadas z = x + iy. La métrica
Euclidiana es ds®> = dx? + dy® = dzdZz sin duda tiene la forma conforme. dado que las trans-
formaciones de Mébius en C son analiticas (por tanto conformes) debemos esperar que van a
preservar la forma conforme de la métrica Fuclidiana; y de hecho si

az+b

= ad—be=1
w Cz+d,a C

es cualquier transformacion de Mébius, entonces

asi que
ds? = dzdz =| cz + d |* dwdw,

como se espemba.

Definicién 2.1.4. Sean Sy y S» superficies requlares en R3. Un difeomorfismo ¢ : S1 — Sy es
llamado una transformacion conforme si para todo p € S1 y todo vi,v2 € T},S1 tenemos

(dipp(v1), dpp(v2)) o) = A (P){V1, v2)p, (2.15)

donde \? es una funcion diferenciable que no se anula en Sy; en tal caso las superficies Sy y So
son llamadas conformes.

Definicién 2.1.5. Una transformacion ¢ : V. — Sy de una vecindad V de p € Sy en So es una
transformacion conforme local en p si existe una vecindad W de ¢(p) tal que ¢ : V. — W
es una transformacion conforme. Si para cada p € Sy, existe una transformacion conforme local
en p, la superficie S1 se dice que es localmente conforme a Ss.
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Capitulo 2

Fl significado geométrico de la definiciéon anterior, es que los dngulos son preservados por
transformaciones conformes. Efectivamente, sean o : I — Sy 8 : 1 — S dos curvas en S las
cuales se intersectan en, digamos, t = 0. Su dngulo € en t = 0 esta dado por

a,
cosﬁzw, 0<b<m.
la'[[ 8]

Una transformacién conforme ¢ : S; — S5 envia esas curvas en las curvas poa : I — So,

pofB: 1 — Sy, las cuales se intersectan para t = 0, haciendo un angulo #; dado por

(dp(a),dp(B)) Ao, B')
0, = = = 0
T ldp(a)ldp(B)] ~ NlafB] T

como se habfa afirmado.
En términos de los coeficientes de las primeras formas fundamentales se puede establecer la
conformidad local como sigue.

Proposicién 2.1.6. Sean z : U — S y T : U — S parametrizaciones tales que E1 = N> Es,
Fi = XN2Fy, Gy = M2G4 en U, donde A\? es una fyncio/n diferenciable que no se anula en U.
Entonces la transformacion ¢ = oz~ : 2(U) — S es una transformacion conforme local.

Demostracion. Sea p € x(U) y w € T,S. Entonces w es tangente a la curva z(a(t)) en t = 0,
donde «(t) = (u(t),v(t)) es una curva en U; Por tanto podemos escribir a w en t = 0 como

/ !
W = Ty + THV' .

Por definicién, el vector dy,(w) es el vector tangente a la curva Z o 27! o z((t)), es decir a
la curva Z(a(t)) en t = 0. Por lo tanto

dop(w) = Zyu' + T,0,
dado que
L(w) = By (v)? + 2Fu/v + G1(v)?,

y

Loy (dpp(w)) = Ba(u)? + 2Fpu’v’ + Go(v')?,
de aqui que

L(w) = N2 By (u')? + 202 Fou'v' + N2 Ga(v')?.

Luego
Ip(w) = /\QIw(p)(d‘/’p(w))

para toda p € z(U) y para todo w € T,5; de aqui que ¢ es una transformacién conforme
local. O

Es inmediato que la conformidad local entre superficies, es una relaciéon de equivalencia; es
decir, si 57 es localmente conforme a Sy y S5 es localmente conforme con S3, entonces S; es
localmente conforme con Ss.

La propiedad més importante de las transformaciones conformes estd dada por el siguiente
teorema.

Teorema 2.1.7. Cualesquiera dos superficies requlares son localmente conformes.

Demostracion. Por el teorema de coordenadas isotermas sabemos que podemos parametri-
zar una vecindad de cualquier punto de una superficie regular de tal manera que los coeficientes
de la primera forma fundamental son

E=f(w,2)>0, F=0, G= f(w,z).

Es decir, que ¢, ¢, son ortogonales, y esto nos implica que la superficie S; es localmente
conforme a un plano, de igual manera tenemos que Ss es localmente conforme a un plano, por
composicion tenemos que las superficies S7 y Sz son localmente conformes. O
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Estructuras Conformes

El siguiente resultado es un calculo de la curvatura de Gauss de una superficie de dimensién
3, en términos de las coordenadas isotermas (conformes) en la superficie.

Teorema 2.1.8. Siw, z son las coordenadas isotermas para una superficie en el espacio R, en
términos de las cuales la métrica inducida toma la forma

ds® = f(w,2)(dw? + dz?), (2.16)

entonces la curvatura de Gauss de la superficie esta dada por

1
K:—mAlnf(w,z)7 (2.17)

. 2 2 .
ademds el operador de Laplace toma la forma A = % + % respecto a las coordenadas isoter-
mas.

Demostracién. En notacién compleja la métrica ds? = f(w, z)(dw? + dz?), tiene la forma (ha-
ciendo ( = w + iz)

ds® = f(¢,)d¢dC. (2.18)
Se define el operador de Laplace con respecto de la métrica [2.1§] por
40 0
== 2.1
f0z0z (2.19)
De aqui que
© . 1[oos o0
9¢a¢ 2| Ow 0z
_1[i(®s #BN il 5
22\ 0w "owdz A
_L[e*8 .08 P8 OB
T4 8710 +26w82 B Zazﬁw + 82:]
1[0%8 0%
= 15wt 82} . (2.20)
Por lo tanto 26 o 52
Ag= b by _ 2.21
b= gur 52 (agac@ ’ (221)

Ahora teniendo esta forma del operador de Laplace para las coordenadas isotermas. Se puede
suponer que en términos de las coordenadas isotermas w, z, la superficie esta dada (localmente)
por

r(w,z) = (x = o1(w, 2), y = p2(w, 2), z=p3(w,z2)). (2.22)

Dado que la métrica en la superficie en términos de estas coordenadas esta dado por ds® =
f(w, 2)(dw? + dz?) tenemos que

(Pawy ") = (272 = f(w, 2), (ry,r.) =0. (2.23)

Diferenciando estas ecuaciones con respecto de w y z, obtenemos que

0
%% = (Pww, Tw) = (Twz, T2),
10f(w,
5% = <TZZ7TZ> = <Twz;rw>7 (224)
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<rwwarz> + <rwarwz> =0= <rwza7az> + <7ﬁw77ﬁzz>-
Definimos los vectores unitarios ey, es, n por
Tw Tz

€l = —F77——, 2= —F———7—vx, N= [61562]7 (225)
VI (w,z) f(w, z)
donde [—, —] es el producto vectorial en el espacio de dimensién 3. Por y las propiedades

del producto vectorial, el marco {e1, ea3,n} es ortonormal a cada punto en la superficie; ademds
los vectores son tangentes a la superficie, y el vector n es normal a esta. Por definicién, los
coeficientes de la segunda forma fundamental de la superficie son

bll =L= <rww7n>a b12 =M= <rwz>n>a b22 =N= <Tzz7n>~ (226)
Se sigue de y que relativo a la base {e1,es,n} las componentes de los vectores

Twws Twz, T2z SON las siguientes
o L of 1 9f I
o 2\ fow’ 2/f 0z’

(1 af 1 of
o= (279 7o) 220

_(_1‘9f 1 of N)
=T\ T Fow 2T o )

donde por supuesto que f = f(w, z). De aqui que

1 {(0f\? | [(of)°
<Tww7rzz> - <rwzarwz> :LN_M2 - ﬁ [(i) + ((95)) ] 5

de esto y de tenemos que
102
58710]; = <Twwza Tz> + <rwza rwz>

0

= 7<71ww7 Tz> - <Tww7 Tzz> + <rwzv Twz>

0z
10 1 {/af\?* [0f\?
— _5@—(LN—M2)+ﬁ (aw) +(E)z> 1 (2.28)

Se sabe que la curvatura de Gauss esta dada por
- det(b”) - LN — M2
det(fi;)  (f(w,2))*

Por lo tanto de [2.28] se obtiene

LN -M?> 1 [(9f\* [oFf\" 1
o Qf[(aw) () ] - ap
11 1 {/0Ff\* [0Ff\?
- _29{fA ‘H(w) +(3t) H 229
Por otro lado
1 1 0 o
s = 57 | (e 5m) )
1 flar1 far\* -1
7] w*(aw) 7

o L d(CRCH)
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De y se tiene que
LN — M? B 1
(f(w,2))*  2f(w,2)

Poeniendo la métrica [2.16] en notacién compleja la formula para la curvatura de Gauss
de la superficie con esta métrica esta dada por

K= Aln f(w, z).

K——z ” (In f) (2.31)
fo¢o¢ ' '
Con lo que se concluye la demostracién del teorema. O

Ejemplo 2.1.9. Para la esfera C=cu {0} se obtuvo la métrica que toma la forma en

su longitud de arco
4

ds? = —————|dz|?,
(EEav
ast se tiene que f(z,z) = W, luego
0 4 (1+22+y?)? —dx(1 + 22 +y?)
= ) =
Ox (1+224y2)2 4 (1422 4+y2)4
e+t 4y 4
(1+22+y2)2 1422492’
0? ! 4 0 —4x
B A SN B (N S
0x? (1422 +y?)? Ox \ 1+ 22 + y?

—4(1 + 2% + y?) + 822
(14224 y2)2

)

de manera andloga se tiene que

> 4 A1+ 2?4 y?) + 8y?
oy* T \(1+a?+y2)?) (1+a2+y?)?
Por[2.2]] se obtiene que
LN R
B S
0207 (1+ | 2 ]2)?
y por tanto
2 o2 (4222 -2
f@z’@z’( nf) 2 (14 ]2 [?)?

Ejemplo 2.1.10. Para el modelo hiperbdlico H = {z € C: Im(z) > 0} se tiene la métrica

1
ds* = T2 | dz |?
Entonces P .

Ahora supongamos que la superficie en el espacio de dimensién 3 tiene una métrica (en
términos de ciertas coordenadas locales) cuya forma conforme compleja esta dada por ds? =
f(z,z)dzdz. (Por el teorema las métricas de muchas superficies en el espacio euclidiano
de dimensién 3 pueden (a nivel local) ponerse en esta forma). Dado que f(z,Z) > 0 se puede
definir una nueva funcién ¢(z,%z) para la cual se pueda definir sin ambigiiedad a f(z,z) = e?.
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En términos de ¢, las formulas y para la curvatura de Gauss quedan de la siguiente
forma

o 06
020Z

Si K es constante, entonces las siguientes ecuaciones se conocen como ecuaciones de Liou-
ville:

1
K= —56_¢A¢, K = —2 (2.32)

0%¢ K 4
=——ec?.
020Z 2
Una pregunta natural que surge es ;existen superficies en el espacio Euclidiano de dimensién
3 cuyas métricas inducidas sean la cordal (esférica), o la Euclidiana o la hiperbdlica? Resulta
que la respuesta es afirmativa y se resume en el siguiente teorema.

Ap = —2Ke?,

(2.33)

Teorema 2.1.11. Una superficie en el espacio euclidiano de dimension 3 con métrica ds? =
f(z,2)dzdz, y con curvatura de Gauss constante K es localmente isométrica a:

1. la esfera si K > 0;
2. el plano FEuclidiano si K = 0;
3. el plano hiperbdlico si K < 0.

Demostracion. De con la hipétesis de que K es constante, se tiene que

9 ( K\ _ 0 [ _,8 o 90 09 99
0 = —([-=]==1¢e — | =e - — = —
Oz 2 0z 020z 0220z 0z 0z20%

_ e 0 (20 1 (08N
N 0z \ 022 2\ 0z ’
92 06\?
de manera que la transformacién ¢ (z) = azf — % (a—f) es analitica. Bajo un cambio de coor-

denadas z = g(w) la métrica toma la forma

2
ds* = f(z,%) 3—3) dwdw = f(w,®)dwdo.

Si luego se define (;B(w,u’)) por f(w,w) = 6437 resulta que

$(w, w) = ¢(2,2) +lnj—i Hn;%- (2.34)

Por supuesto, ya que é se definié por completo de manera andloga a ¢, la funcién 1/3(w) =

- N
g:ﬁ — % (g—f)) es también analitica (como una funcién de w). De esto y de [2.34) se tiene

" ”\ 2
" _ 2, 9 3 (g
B =v?+ L -5 (L)
donde ¢’ = j—i. Se quiere elegir la funcién g que satisface la ecuacion diferencial
g/// 3 g// 2 )
/!
2Z-3(Z) = vt (2.35)

Se puede demostrar usando la teoria de ecuaciones diferenciales que [2.35 tiene una solucién
analitica; no vamos a dar esta prueba (en la teorfa de funciones de variable compleja, el lado
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derecho de es conocida como la derivada de Schwarz). Con g escogida para satisfacer
2.35| se tiene que ¢(w) = 0, de donde

e ~ ~ 2
O%e~% 1 _s [ 0% oo
Tuz ~ 2 e 32 (aw =0 (2.36)

Si se pone a w = u+1iv, y se analiza el significado de en términos de la definicién original
2
del operador %, se tiene que es equivalente a

©le-

St

0%z 0 826_% %%
ouwdv 7 ouz  ow?
Se sigue de esta ecuacién que
et = a(u® +v*) + una transformacién de u y wv, (2.37)

que en la notacién compleja toma la forma

M1

€72 = qww + bw + bw + ¢,

donde a, ¢ son reales. De aqui con la nuevas coordenadas w,w la métrica estd dada por

dwdw

ds® = — — .
(aw® + bw 4 bw + ¢)?

(2.38)

De la primera férmula de (con el remplazo de ¢ por ¢), . se sigue que la curvatura
de Gauss es K = 4(ac — bb). Por medio de una transformaciéon de Mébius, la formula 38| puede
ser llevada a las formas:

1.%&]( 4(ac — bb) > 0

2. dzdz si K = 4(ac —bb) =0

3. (41R ‘dfd)g si K = 4(ac — bb) < 0

que son las formas de la métrica de la esfera, del plano Euclideo y la del plano hiperbdlico
respectivamente. O

Observacién 2.1.12. Ahora se considera a S una superficie de Riemann (es decir, una variedad
analitica de dimensidn uno compleja). Un atlas {U,, 24} ( que satisface la Definicidn
en una superficie de Riemann S es llamado conforme si las transformaciones

zgozyt 20Uy NUg) — 24 (Us NUB)

son holomorfas. Una carta (h: U — C) es compatible con un atlas conforme si al anadirla al
atlas, este es de nuevo un atlas conforme. Una estructura conforme es obtenida al agregar
todas las cartas compatibles con un atlas conforme.

Ademds se puede construir una superficie de Riemann simplemente conexa S Y un mapeo ¢ :
S —> S con las propiedades de ser holomorfa, un homeomorfismo local y la de levantar los
arcos Y| Estas propiedades estdn diciendo que (S ) es una superficie de Riemann simplemente
conexa que cubre a S, es decir, S es el espacio cubriente universal de S y tiene la propiedad de
que su grupo fundamental Hl(g,po) con punto base pg € S, sea el trivial.

1 Se dice que una transformacién continua p : Y — X tiene la propiedad, de levantar los arcos si para
todo arco o : [0,1] — X, y para todo yog € Y tal que p(yo) = o(0) existe un levantamiento 6 : [0,1] — Y de o
tal que 6(0) = yo; 6 es un arco en Y. Asi{ que 0 = po 6.
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Si S es una superficie de Riemann y 7 : S — S es su recubrimiento universal, se llama grupo
de recubrimiento T' de S (asociado a 7) al grupo de transformaciones biholomorfas = : S— 8§
tales que m oy =7 (lo que equivale a decir que p y v(p) tienen la misma proyeccion).

El grupo I' actia de manera propiamente discontinua y sin puntos fijos y S es conformemente
equivalente S >,/ T'. En sentido reciproco, dado cualquier grupo I' de transformaciones biholomorfas
v : 8 — S que actie de manera _propiamente discontinua y sin puntos fijos, S/T es una
superficie de Riemann y m : S — 8T es su recubrimiento universal. Dada una superficie de
Riemann S, su espacio cubriente universal S ha de ser una superficie de Riemann simplemente
conexa. El Teorema de uniformizacion de Poicaré y Koebe dice que toda superficie de Riemann
simplemente conexa es conformemente equivalente a uno y solo uno de los dominios candnicos,
es decir.

Teorema 2.1.13. (Teorema de Uniformizacion). Toda superficie de Riemann simplemente
coneza es conformemente equivalente a una y sélo una de las siguientes:

C; C; H={zeClIm(z) >0}

La demostracion de este teorema puede consultarse en [1, Capitulo 10, secciones 10-4 y 10-5].
$iS = (C entonces S es necesariamente (C ya que C solo puede ser espacio cubriente de si mismo
(El grupo de recubrimiento es trivial, es la dnica accidn sin puntos fijos).
$i S =C, el grupo de recubrimiento ha de estar formado necesariamente por transformaciones
del tipo v(z) = az + b para que no haya puntos fijos en C. Como ademds, el grupo debe actuar
de manera propiamente discontinua, I' ha de ser o bien el grupo trivial o bien debe tener uno o
dos generadores. Por tanto S tiene que ser conformemente equivalente a C, 0 a C— {0}, 0 a un
toro, respectivamente. Notese a modo de ilustracion que en el caso S = C — {0} podemos tomar
como transformacién cubriente a la funcion exponencial.

Por dltimo, todas aquellas superficies S que tienen como espacio cubriente universal al hemiplano
superior H (0 a A ={z € C:| z |< 1}) se llaman superficies hiperbdlicas.

Ahora entonces por le teorema de coordenadas isotermas[2.1.3, si S es una superficie de Riemann
podemos introducir en S una métrica de Riemann completa, y si la curvatura es constante, por
el teorema tenemos que la curvatura es positiva para cuando C es el espacio cubriente
universal de S, cero si C es el espacio cubrimiento universal de S y negativa en caso que H sea
el espacio cubriente universal de S.

Por todo lo revisado anteriormente se puede decir que los modelos geométricos en dimensién 2
son solo tres y son precisamente: el modelo geométrico esférico, el Euclidiano y el hiperbdlico
vy que ademads estos son modelos geométricos conformes, es decir, estos modelos tiene la
propiedad de preservar angulos bajo la acciéon de su grupo de isometrias.

2.2. Estructuras conformes en variedades diferenciables

Esta seccién esta basada principalmente en el articulo de Ravi S. Kulkarni [I5] y en el primer
capitulo del libro de Boris N. Apanasov [5].

Se comienza esta seccién definiendo lo que es un estructura conforme en un espacio vectorial
lo cual permitira definir las estructuras conformes en variedades.
Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita. Dos productos internos g1, g2 en V' se llaman
conformes si g1 = Ago para algin nimero real positivo .

Observacion 2.2.1. Estd relacion de conformidad entre productos internos es de equivalencia.
En efecto, sean g; productos internos, con i =1,2,3.

Reflexiva: g1 = g1 es decir, que A\=1 € R,..

Simétrica: Tenemos que g1 = A\gs entonces go = %gl con % eR,.

Transitiva: Supongamos que g1 = Aga y que go = X*g3 con A, \* € Ry, entonces go = %gl = \*gs
entonces g1 = A - XN*gs luego A - \* € Ry entonces g3 = Ags donde A = X - \*.
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Teniendo en cuenta la observacién anterior tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.2. Una clase de equivalencia
g = {h productos internos en V| h=XAg A € Ry}

conforme de productos internos en V es llamada una estructura conforme en V.

La siguiente proposicién proporciona un caracterizacién del grupo de transformaciones conformes
que preservan una estructura conforme.

Proposicién 2.2.3. Si dimgV = n, entonces el grupo de automorfismos lineales de V' que
preservan una estructura conforme en V es isomorfo a Ry x O(n).

Demostracion. Sea
G ={T :V — V lineal invertible |g(v,w) = Ag(T'(v), T(w)), A € Ry}

(el poner el mismo producto interno es por que estamos en la clase de equivalencia de este
producto interno) y sea
© =R x O(n).
Queremos definir un homomorfismo de grupos ¢ que a cada transformacién lineal invertible T
que preserva una estructura conforme le asocie un nimero real positivo A y una matriz ortogonal
T (que dependa tinicamente de la transformacién 7). Es decir,

¢:G——0,
dada por -
T— (AeRy, T €O(n)).

Puesto que V es un espacio vectorial de dimensién finita (sobre R) n con producto interno,
entonces V tiene una base ortogonal (note que esta base depende del producto interno y en
nuestro caso estamos trabajando en clases de equivalencia de productos internos).

Basta ver que este hecho se cumple para una base ortogonal § = {x1,...,2,}, pues si se cumple
para los bésicos se cumple para cualesquiera vectores v,w € V.
Sean T' € G y z;,x; € B con i # j. Entonces por hipdtesis se tiene que

9(zi, z5) = Ng(T(x:), T(x;)),
pero como z;,x; € 3 e i # j se cumple que
0= g(wi,z;) = Ng(T(2:), T(x;))-

Para cualquier transformacion lineal invertible T': V. — V se tiene, por definicién, la férmula

g\Zi, T
9T (@), T(ay)) = 9T (Ta) 2) = L2578 — g, (239)
Luego se tiene que g(T* (T (x;)), ;) = w lo cual implica que T*(T'(z;)) y 1@ son paralelos

por lo tanto existe a # 0 tal que T%(T(z;)) = a5 ;) si hacemos a A = &, entonces se tiene

que TH(T(z;)) = Az; de aqui que

T'T=Md =T=\T")"" (2.40)
Si se hace a T = % se obtiene
t
T = (T T
A A
|
= 5 (1'7)
A
= “Jd=1d
A
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De aqui que T' € O(n) y depende de la eleccién de Ty de A. Ahora si se toma en cuenta el lado
izquierdo de la implicacién en y se calcula el determinante se tiene que det(T?T) = det(AId)
luego se tiene que det?(T) = A" > 0.

De aqui que para cada T € G le corresponde una A € R, y una T' € O(n) que solo depende de
la eleccién de T'.

Ahora se define a ¢ : G — H como ¢(T) := (), T), veamos que es homomorfismo de grupos

Sean S, T € (G, entonces se cumple que si:

9(u,v) = Ag(T'(u), T (v))
aplicando S y se tiene que
9(S(u), S(v)) = Ag(S(T(u)), S(T(v)))
pero como S € G entonces se tiene que

o(5(), 50) = 1% acm,.

lo cual implica

g(u,v)

o= Ag(SoT(u),SoT(v)) = gu,v) =arg(SoT(u),SoT(v)).

Ahora se aplica ¢ a S o T y se obtiene ¢(S o T) = (a), ST). Por otro lado ¢(5) = (a, 5), y
o(T) = (A, T) luego entonces

#(9) x &(T) = (o, S) x (N, T) = (aX, ST).

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo de grupos y por los argumentos de arriba es un homo-
morfismo biyectivo, luego
G~ H =Ry, xO(n).
O

Ahora sea M una variedad diferenciable de dimension n, sabemos que el espacio tangente
T,M de M en un punto p € M, tiene estructura de espacio vectorial de dimensién n, y que
una métrica de Riemann es una forma cuadrética definida positiva con dominio en el espacio
tangente T, M con p € M y que depende suavemente de la variacién de p € M. Por lo tanto la
discusién anterior sobre estructuras conformes en espacios vectoriales la podemos trasladar al
contexto del espacio tangente T,,M de M en p. Luego una estructura conforme suave en M es
una familia suave de estructuras conformes en los espacios tangentes 7, M, cuando p varia en
M. Asi, una estructura conforme en M se constituye de una cubierta {U, }aea de subconjuntos
abiertos de M (formada por vecindades coordenadas) y de métricas de Riemann g, en U, tales
que en las intersecciones no vacfas U, [|Ug se tienen funciones positivas suaves

fap : UaNUs — Ry, (2.41)

con go = faﬁgﬂ'

Una métrica de Riemann suave en M define un ambiente de estructura conforme sua-
ve, y dos métricas de Riemann tienen la misma estructura conforme ambiente si, y solo si, ellas
son conformes entre si, es decir, dos métricas de Riemann ¢;, g2 en M se llaman conformes o
compatibles si existe una transformacion diferenciable y positiva A : M — R tal que para
todo p € M y para todo u,v € T,M se cumple que g;(u,v), = A(p)g2(u,v),. Esta relacién es
una relacién de equivalencia, y la demostracion de este hecho es andloga a la hecha en el caso
de espacios vectoriales (ver la observacion [2.2.1)).

Por lo tanto una estructura conforme en M es una clase de equivalencia

[9] = {§ métricas de Riemann en M| §= Ag, A € C°(M)y A > 0},
donde C°(M) = {\: M — R : X es diferenciable}.
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Definicién 2.2.4. Una variedad conforme es un par (M,[g]), donde M es una variedad de
Riemann y [g] es la clase de equivalencia de la métrica de Riemann g.

En una variedad conforme geométricamente nos estamos olvidando de la nocién de longitudes
(de vectores tangentes y de curvas) y manteniendo bajo transformaciones diferenciables solo la
nocién de medidas de dngulos (entre vectores tangentes y curvas). Y como se vio en la proposicién
estas transformaciones forman un grupo isomorfo a R x O(n).

Para cualquier variedad de Riemann (M, g) existe una variedad conforme (M, [g]), es lo que
afirma la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.5. Una estructura conforme suave en M es ambiente de una métrica de
Riemann suave.

Demostracion. Sean {Uy, ga}aca la familia de métricas que definen la estructura conforme.
Escojamos una particién de la unidad suave {¢,} subordinada a U,. Entonces

9= YaPalas (242)

es una métrica de Riemann, y la estructura conforme es ambiente de esta. O

Sea M una variedad con una estructura conforme suave. Un marco conforme en un punto
p € M es una base ortogonal {e1, ..., e,} de T, M tal que e; tiene longitud igual a uno (respecto a
una métrica de Riemann y por tanto respecto a cualquiera compatible). Una estructura conforme
es integrable si cada punto p € M tiene una vecindad coordenada con coordenadas x1,...,x,
tal que {%} es un marco conforme definido localmente. Si la estructura es integrable llamaremos
a tales coordenadas admisibles. De lo cual se sigue que si {z1,...,2,}, {y1,--.,yn} son dos
sistemas de coordenadas admisibles definidos ambos en un subconjunto abierto U entonces

[g;’} : U — R4 x O(n) define una transformacién (donde [g%] es la matriz Jacobiana del
J J

cambio de coordenadas).
En términos de un sistema de coordenadas admisible {z1,...,z,} una métrica de Riemann
compatible tiene la forma

M) Zda?,

donde A es una funcién suave valuada en R;. Asi, una variedad con una estructura conforme
integrable, puede también ser considerada como una variedad Euclidiana localmente
conforme. Por brevedad la llamaremos simplemente variedad conformemente plana.

La definicién de transformaciéon conforme entre variedades conformes, se generaliza direc-
tamente del caso de superficies.

Un ejemplo de una variedad conformemente plana es S™, lo cual esta garantizado por el siguiente
resultado.

Proposicién 2.2.6. S" = {z € R""| || z ||= 1} con su métrica inducida estindar es confor-
memente plana.

Se daran tres demostraciones.

Demostracion. (1)

Sea p € S C R™™! y T un hiperplano de dimensién n en R"! paralelo a T,S™ pero diferente
de T,5". Dado g € S™ — {p} la linea recta determinada por los puntos p y ¢ corta a T en
exactamente un punto g. La afirmacion es que la proyeccion estereogrdifica (cf

m: 8" —{p} =T, n(q) =4q,

es un homeomorfismo conforme.
Tomemos dos vectores tangentes orientados v, w en g. Entonces {p, v}, {p, w} determinan planos
de dimension 2 que cortan a T en lineas orientadas ¢, £,, respectivamente. Es suficiente mostrar
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&y

Figura 2.1: Demostracion I

que los dngulos Z(v,w) y Z(€y,4,) son iguales, y por continuidad es suficiente demostrar esto
para v y w genéricos. Ahora para v y w genéricos las lineas tangentes Rv, Rw cortan a 7,5"
digamos en los puntos A y B. Las lineas orientadas pA, pB son paralelas a /,,, £,, respectivamente,
asi Z(pA,pB) = Z({y,L,,). También |Ap| = |Aq| ya que esas son longitudes de los segmentos
tangentes de A a S™. De manera semejante |Bp| = |Bq|. Asi los tridngulos ApB, AgB son
congruentes. Por lo cual

ZL(v,w) = L(pA,pB) = L(Ly, ).

Finalmente, es claro que m puede ser expresada por funciones racionales en coordenadas apro-
b
piadas, asi que esta es de hecho analitica real. Con esto termina la primer demostracion. O

Demostracion. (II) En la segunda prueba se hace también via la proyeccién estereografica m
(cf. y la métrica cordal (cf. . Por la observacion la topologia que induce la
métrica cordal es equivalente a la topologia inducida por la métrica Euclidiana. Por lo cual,
transformaciones continuas en R" son también continuas en R”. También es facil de verificar
que la transformacién 7 es continua con la métrica Euclidiana de R™.

La proyeccion estereografica m es un homeomorfismo conforme analitico real. Una aplicacion
directa de esto es el hecho que la esfera S™ con su métrica estandar inducida es conformemente
plana. Asf, podemos identificar S™ con R™. O

Demostracion. (III) La tercera prueba demuestra que la imagen m(S?) (cf. de una p-
esfera redonda SP, es una esfera redonda en la esfera S™ (una p-esfera redonda en S* C R"*!
es la interseccién transversa de S™ con un (p + 1)-plano conformemente plano) donde en R™
considerado como S™ — {oo}, un p-plano es considerado como una p-esfera que pasa por oo.
Una inversion (cf en una n-esfera redonda S™ en S"*! es la transformacién P+ @, donde
| 0P | -] 0Q |= 72 con el caso especial 0 — 0o y 0o ++ 0. No es dificil ver que la inversién envia p-
esferas redondas en S"*! en p-esferas redondas. Consideremos ahora la proyeccién estereogréfica
del punto (0,...0,1) = N sobre el plano tangente en el punto antipodo S = (1,0,...,0). La
figura muestra que esta coincide con la restriccion a S™ de la inversion respecto a la esfera
>>™ con centro N y radio | NS ||.

O

Para tener otros ejemplo de variedades conformemente planas necesitamos, el concepto de cur-
vatura seccional (véase apéndice|A] seccién definicién . Una importante propiedad de
los espacios de curvatura constante es que tiene un nimero suficientemente grande de isometrias
locales, en resumen tenemos los siguientes:
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P

Figura 2.2: Demostracion 111

Corolario 2.2.7. Sean M y M espacios con la misma curvatura seccional constante y la misma
dimension n. Seiz p e M ype M. Escogemos una base ortonorznal ai"bitmria {%‘}?:1 e T,M
Yy {éj}?:l € T;M. Entonces existen vecindades V. C M de p, V C M de p, y una isometria

f:V —V tal que dfp(e;) = €;.

Corolario 2.2.8. Sea M wun espacio con curvatura constante y sean p, q puntos de M. Sean
{ej}i—y y {fi}}=, bases ortogonales de T,M y T, M, respectivamente. Entonces existen vecin-
dades U dep yV de q, y una isometria g : U — V tal que dgy(e;) = f;.

Estos hechos se encuentran demostrados en [I1, Péginas 158 y 159]. Los ponemos como
corolarios ya que estos resultados se siguen de un famoso teorema debido a Elie Cartan, que
enunciamos en el apéndice [A] seccién Teorema, que implica, que la métrica esta
determinada localmente por la curvatura. Esto nos permitird hablar de la homogeneidad de la
métrica, con el cual podemos clasificar a nuestras variedades, de manera andloga al caso de
superficies, es decir, para cualquier dimensién n > 2, se cumple también que las geometrias con
curvatura seccional constante K(= 1000 — 1), son la esférica, la Euclidiana y la hiperbdlica,
respectivamente. De manera precisa tenemos el siguiente.

Teorema 2.2.9. Sea M una variedad de Riemann de dimension n completa con curvatura sec-
cional constante K. Entonces el espacio cubriente universal M de M, con la métrica cubriente,
es isométrica a

1.S", si K =1,
2. R", si K =0,
3. H", si K = —1.

La demostracién de este hecho puede consultarse en [I1, Pdg. 163].Pero las ideas de la de-
mostracién radican en estos dos hechos:

1. Demostrar que dadas f; : M — N ¢ = 1,2 dos isometrias locales entre las variedades
de Riemann M y N, con el supuesto de que existe un punto p € M tal que df;(p) = f2(p)

y (df1)p = (df2)p. Entonces fi = fa.

2. Dada una variedad de Riemann completa M y sea f : M — N un difeomorfismo local
sobre la variedad de Riemann N que tiene la siguiente propiedad: para todo p € M y para
todo v € T, M, se tiene | df,(v) |>| v |. Entonces f es una transformacién cubriente.

Y en el teorema de Cartan Las variedades completas con curvatura seccional cons-
tante son llamados Espacios de forma. Por lo tanto los Espacios de forma son ejemplos de
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variedades conformemente planas.

Ahora podemos considerar en lugar de una métrica de Riemann una métrica pseudo-

Riemanniana (es decir, una forma cuadrética indefinida). Asi una variedad pseudo-conforme
es un par (M, [g]), donde M es una variedad pseudo-Riemanniana y [g] la clase de equivalencia
de la métrica pseudo-Riemanniana g.
Para tener un buen entendimiento de esto veamos el siguiente ejemplo, el cual mencionaremos
algunas veces en lo que sigue y que ademas permite una generalizacién a dimensién superior
que sera de mucha ayuda para dar un modelo lineal de un grupo, como veremos en el siguiente
capitulo.

Ejemplo 2.2.10 (Pseudoesfera). Consideremos a R® con la métrica pseudo-euclidiana (ver
deﬁnicién inducida por la longitud de arco

ds® = dz? — dy? — dz* (que es una forma cuadrdtica indefinida). (2.43)

Podemos considera una esfera en este nuevo espacio pseudo-euclidiano (R3, Q(7) = ds?) (% €
R3), es decir, el conjunto de puntos equidistantes del origen, que vamos a llamar pseudoesfera.
En este caso el radio de la pseudoesfera puede ser real, nulo o imaginario. La ecuacion de la
pseudoesfera en (R3, Q(Z)) es

w2 —y? -2t =pt (2.44)

Sip=0Ila ecuacién define un cono de sequndo orden en R? con el eje x como eje del cono.
Este cono divide a el espacio en dos regiones: el interior, donde p> = +R?> > 0 y el exterior
p?=—-R?<0, con R>0.

Figura 2.3: Pseudoesfera.

Las pseudoesferas de radio real son hiperboloides de dos mantos x?> — y?> — 22> = R2. Las
2

pseudoesferas con radio imaginario son hiperboloides de un manto 2% — y*> — 22 = —R? (ver

figura .

En el caso de R? la ecuacion de la esfera en coordenadas esféricas es R = constante. En
coordenadas pseudoesféricas la ecuacion de la pseudoesfera es p = constante. Ahora consideremos
el problema de calcular la métrica sobre la pseudoesfera de radio real inducida por la métrica

en (R, Q(7). La métm’ca en coordenadas pseudoesféricas toma la forma
ds? = dp? — p>dx® — p? sinh? ydp?. (2.45)

Consideremos la parte derecha de la pseudoesfera donde p = +R, dp = 0, por lo tanto la
métrica [2.45 sobre la pseudoesfera es

— ds? = p? + p?sinh? ydp?. (2.46)

De esta manera la métrica inducida por la métrica de (R3,Q(7)) sobre la pseu-
doesfera es definida negativa, es decir es una métrica pseudo-FEuclidiana, osea que los vectores
tangentes tiene el cuadrado de longitud negativo.

Definicién 2.2.11. La métrica[2.70 se llama métrica de Lobachevsky.
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Definamos la geometria sobre la pseudoesfera x> — y? — 22 = R? > 0 de la siguiente manera:
los puntos son los puntos del hiperboloide y las rectas son las curvas del hiperboloide que se
obtiene al cortarlo con los planos ax + by 4+ cz = 0, que pasan por el origen (ver figura .

Figura 2.4: Rectas en la pseudoesfera.

Resulta que la geometria de la pseudoesfera obtenida asi puede ser estudiada con los métodos
de geometria analitica, trazando una analogia con la geometria de la esfera usual. Para ello
es necesario tener una transformacion andloga a la proyeccion estereogrdfica de la esfera sobre
el plano. Consideremos la pseudoesfera con centro en el origen y el polo norte es el punto
N = (—=R,0,0) (polo sur S = (R,0,0)), a tal pseudoesfera la denotaremos por S3.

Sea p el punto variable sobre la pseudoesfera x > 0. tracemos una recta que pasa por N y por
p esta recta intersecta al plano x = 0 en el punto f(p) al cual llamaremos imagen de p bajo la
proyeccion estereogrdfica f : S? — R2. La imagen del manto derecho del hiperboloide cubre el
interior del disco de radio R: y? + z?> = R? (el manto izquierdo se proyecta en el exterior del
mismo disco). La proyeccion de todo el hiperboloide cubre todo el plano excepto la circunferencia
R? =2 + 22

El polo norte se proyecta en el infinito como en el caso de la esfera. Encontremos la relacion
entre las coordenadas de p = (x,y,2) y f(p) = (u,v) donde u,v son coordenadas del plano x = 0.

Figura 2.5: Proyeccién estereografica de la pseudoesfera.
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Proposicién 2.2.12. Sean p = (z,y,2) y f(p) = (u,v) = P, donde f es la proyeccion este-
reogrdfica de la parte derecha del hiperboloide x* — y* — 22 = R?, x > 0. Entonces
R+ |p|? 2R%y 2R%y
=R — Yy = — z = —.
N VR
Demostracion. Consideremos un corte del hiperboloide con un plano que pasa por el eje z. Las
coordenadas de los puntos marcadas en la figura [2.6] son:

p=(z,y,2) q = (z,y,0),
f(p) = (u,v) Y =(0,y,0),
N = (R,0,0) T = (u,0),
X = (z,0,0) F = (0,v).
Como ANOT ~ AN Xq se tiene que

N F X
/ / 0 \
Y

Figura 2.6: Triangulos congruentes en la pseudoesfera.

QX NXOyiRer
TO ~ NO v R

Analogamente se tiene que

Luego
R+x R+x
y z .

Como R? = 2% — y? — 22 entonces R? = 22 — (U? + v?) (RE“’)2 y teniendo en cuenta que
x — R > 0 se obtiene que

$+R 2 . R2+ |ﬁ|2
.',U*R: R |p,| es deClr, I:Rm
Ahora x = =¥ — R, z = 7y, luego
R 2
R? = (yR) +y2+(3y> :
U U
y
2R%y, q A i 2R%v
= ————— de manera analoga se tiene que z = ———.
TR ¢ a RZ=Tj?
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Proposicion 2.2.13. La proyeccion estereogrifica f define un cambio reqular de coordenadas,
2,2 2
u” + vt <ro.

Demostracion. Sea p = (x,y, z) que satisface R? = 22 —y? — 22. Luego x = ++/R2 + y2 + 22 es
la ecuacién del manto derecho del hiperboloide. Consideremos a f : (y,z) — (u,v) y su matriz
Jacobiana J(f). De la proposicién anterior se tiene que

J J 9y Oy 4R3
= t U K I —
| J(f) | e (%i %i) (R2_|]5|2)2x>0’

para todos los puntos p = (u,v) del disco, puesto que R > 0, x > 0; luego | J(f) |=]|
J(fH 71> 0. O

Ahora nos preguntamos en que se transforman las rectas de la geometria definida en el
hiperboloide mediante la proyeccion estereogrdfica. Y como siempre la respuesta es la siguiente:

Proposicién 2.2.14. Las curvas de interseccion de S3 con los planos ax + by + cz = 0 se
transforman bajo la proyeccion estereogrdfica f en arcos de circunferencias ortogonales a la
circunferencia y? + z* = R2.

Demostracion. En la ecuacién ax + by + cz = 0 reemplazamos z,y,z en términos de u, v
suponiendo que, por ejemplo a # 0

R*+|p|? 2R? 2R?
+|p| _|_b u +C v :O.

R
CRpP T R=pR R—(pP

Luego, agrupando los términos, obtenemos

(ut %R)2 +(v+ 23)2 = f—j(b2+c2 —a?),

la expresion que define una circunferencia Cs con centro O' = (=%R,—<R) y radio r =

Ly b22+ c? — a? (figura . Luego estas dos circunferencias son ortogonales: (0S)%+ (0'S)? =
(00")*.

Figura 2.7: Circulos ortogonales.

O

Conclusién. La geometria inducida en la pseudoesfera de radio R en (R3,Q(Z)), coincide
(después de un cambio apropiado de coordenadas) con la geometria que resulta en el disco de
radio R sobre el plano Euclideo R? si tomamos como puntos de esta geometria los puntos in-
teriores del disco y como rectas los arcos de circunferencias ortogonales a la frontera del disco.
Esta geometria es llamada la geometria de Lobachevsky o como mejor la conocemos nosotros,
la geometria hiperbolica. El modelo de la geometria de Lobachevsky en el circulo unitario se
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llama modelo de Poincaré de geometria de Lobacheuvsky.
Ahora calculemos la métrica sobre la pseudoesfera en coordenadas (u,v) en el circulo B* =
{(u,v) € R? | u?+v? < R?}. Utilizando las férmulas de la proyeccién estereogrdfica y reempla-

zando las expresiones de x,y y z en términos de u y v en la formula —ds? = —(dx? — dy? — dz?)
obtenemos AR (det® 1 do?)
u® + dv
—ds? = ————— . 2.47
(PP (247
Si la pseudoesfera tiene radio R =1 toma la forma, entonces
4(du® + dv?
_ gs? = AdwT £ dv) (2.48)

(A=[p?)?"
A la métrica [278 se llama la métrica de Lobachevsky en el modelo Poincaré en coorde-

nadas cartesianas (u,v) (o simplemente métrica de Poincaré que ya conocemos). Al plano de
Lobacheuvsky lo denotaremos por L.

Hasta ahora, hemos dotado a nuestras variedades diferenciables (incluyendo el caso de super-

ficies) de estructuras conformes que tienen la propiedad de tener curvatura constante, lo cual
implica por los corolarios del teorema de Cartan que estos espacios de
forma tengan un gran nimero de isometrias, y que ademads estas isometrias pueden mover un
punto en otro y pueden tomar cualquier marco ortonormal en el espacio tangente en un punto
a cualquier otro marco ortonormal en ese punto. La homogeneidad y la isotropia juntas son una
herramienta muy fuerte para hablar de geometria conforme, pero ahora necesitamos invitar a la
teoria de grupos y retomar el enfoque de Klein de geometria.
Para conectar el enfoque de Klein con lo que hemos trabajado y poder anadir mas estructura
a una variedad M, es decir, en lugar considerar un atlas diferenciable A = {Uy, fa}acr en la
variedad M, podemos pensar a M como si estuviera compuesto de piezas de R™ pegadas por los
cambios de coordenadas ¢ap = fgo fi'. Denotamos el conjunto de estos cambios de coorde-
nadas (difeomorfismos) por &, este conjunto satisface las siguientes condiciones, que hacen de
® un pseudogrupo de difeomorfismos de clase C” (r > 1) entre subconjuntos abiertos de R™:

1. la restriccién ¢ de un elemento ¢ € & en un conjunto abierto es un elemento de &;

2. la composicién 1) o ¢ de dos elementos ¢, 1 € & (si esta bien definida) es un elemento de
&;

3. el inverso de ¢ es un elemento de &;

4.si D=, D; CR"y ¢ : D — D' es un difeomorfismo local tal que p; = Qlp, € G para
todo i, entonces ¢ € &.

Las variedades M que forman un pseudogrupo de difeomorfismos de clase C" (r > 1) & con
sus cambios de coordenadas, son llamadas & —variedades.

Una clase importante de & —variedades pueden ser obtenidas utilizando el siguiente pseudogrupo
8.

Sea X variedad fija y G su grupo de difeomorfismos de X en si mismo y consideremos
un pseudogrupo g consistente de todas las restricciones de los elementos de G a subconjuntos
abiertos en X. Una variedad M con una g—estructura es representada como una composiciéon
de piezas de X y por medio de elementos del pseudogrupo g asociado al grupo G.

Definicién 2.2.15. Llamamos a tales g—variedades como (X, G)—variedades o variedades mo-
deladas en la geometria (X, G).

Aqui la geometria (X, G) es en el sentido de Felix Klein, es decir, una geometria es una
pareja (X, G) donde se estudian las propiedades que quedan invariantes en X bajo la accién
de G. A veces, el enfoque de Klein para el estudio de la geometria es equivalente a el enfoque
cldsico, que puede ser utilizado para estudiar geometrias euclidianas y no euclidianas (como ya
lo observamos) asi estamos conectando el enfoque de Klein con el enfoque de la geometria de
Riemann.
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Ejemplo 2.2.16. Ahora sea X = R" y G = Affi(R") el grupo de transformaciones afines en
R™. Entonces, una (R™, Afi(R™))—variedad es una variedad de dimension n afin. En particular,
una estructura afin se puede definir en un toro de dimension dos T? = S' x S pegando los la-
dos opuestos de un cuadrildtero que no necesita ser un paralelogramo. Este pegado se realiza por
medio de dos transformaciones afines en el plano (ver La Figura 1), es decir, por elementos de
la pseudogrupo afin, que son restricciones de estas transformaciones afines en correspondientes
subconjuntos abiertos en R? que contienen lados de el cuadrildtero. De manera precisa conside-
remos a las transformaciones afines T1(z) = z + 1, To(z) = z+ i € Mdb(2,C). Ahora tomemos
todas las posibles composiciones de estas dos transformaciones y sus inversas. El conjunto de
todas estas composiciones forman el grupo G = (T1,Ts). La accion de este grupo cuadricula el
plano por medio de rectas verticales separadas por una distancia igual a uno y por rectas hori-
zontales separadas también a distancia uno. Esta cuadricula es como un rompecabezas infinito.
El grupo G no altera la cuadricula ya que, si tomamos uno de los cuadrados de la cuadricula y le
aplicamos la transformacion Ty el cuadrado se transforma en el de la derecha (al de la izquierda
si se aplica la inversa), del mismo modo si le aplicamos la transformacion T a un cuadrado de
la cuadricula se mueve un cuadro hacia arriba (hacia abajo si aplicamos la inversa).

Luego la region de discontinuidad del grupo G es C, veamos qué se construye formando el co-
ciente de C y G, es decir, C/G.

Si queremos entender las clases de todo el rompecabezas nos podemos quedar con una sola pie-
za, puesto que cualquier cuadrado esta relacionado con el otro. Quedémonos solamente con un
cuadrado al que llamaremos T'. Sin embargo T' tiene su frontera que corresponde a dos lineas
horizontales y dos verticales.

a’ N
b b
—
Figura 2.8: T’

Recordemos que el grupo G es generado por dos elementos (T1,T2) que mueven a la linea
vertical izquierda en la de la derecha y la horizontal inferior con la superior. Asi que tenemos
que pegar las lineas de la frontera de I' como nos indica el grupo G, es decir las verticales entre
sty las horizontales entre st.

Figura 2.9: Toro complejo

Ejemplo 2.2.17. Consideremos el plano de Lobachevsky L? del ejemplo 2.2.10El grupo de
isometrias de el plano de Lobachevsky. Es decir, el grupo de todas las transformaciones pseudo-
ortogonales del espacio R® que fijan el origen, preservan la forma cuadrdtica y por lo tanto
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transforman a la pseudoesfera sobre si misma, el cual es denotado por O(1,2). Sin embargo, dado
que el plano de Lobachevsky es el hiperboloide derecho de la pseudoesfera, solo excluimos aquellas
transformaciones en O(1,2) que intercambien los hiperboloides. Algunas trasformaciones que
incluye este grupo son:

%2 +1 a —%
traslacion (r — xz+a) <+ a 1 —a 0(1,2)
(12 (12
T e 1%
2241 0 221
X 52
dilatacion (x — Az, A>0) < 0 +1 0 € 0(1,2)
O A2— 0 2241
o X
1 1 0 O
inversion (.’L‘ — ) < [0 1 0 |e€0(1,2).
. 00 -1

Con lo dicho arriba el teorema [2:2.9] reduce la determinacién de los espacios forma a un
problema en la teoria de grupos, como mostraremos en lo que sigue.
Antes de ver esto, consideremos a M una variedad de Riemann y G su grupo de isometrias, por
el ejemplo sabemos cuando un grupo actida en una variedad, més ain sabemos cuando
un grupo actia de manera propiamente discontinua. Entonces si consideramos a GG que actia en
M de manera propiamente discontinua, decimos que G actia libremente (es decir, sin puntos
fijos) en M, si g(x) = = entonces g = e. La 6rbita de un punto = € M es el conjunto

G(z)={g(z): g € G} C M.

La accién se dice transitiva si G(x) = M, esto es equivalente a decir, que, dados z1, 29 € M
existe g € G tal que g(x1) = x2, este hecho induce una relacién de equivalencia ~ (x1 ~ z9 <
Jdg € G tal que g(z1) = x2) de donde sus clase de equivalencia son las érbitas, por lo tanto M
se puede partir en 6rbitas

M = |_| G(z;) (unién disjunta).
il

El conjunto de érbitas, es decir, el conjunto cociente M, ~, se denota por M /G (conside-

ramos a M /G con la topologia cociente), existe una proyeccién natural

p:M— M/G,

dada por p(z) = G(z). Del hecho que G actie de manera propiamente discontinua se sigue que
la proyeccion p es una transformacién cubriente regular y G es el grupo de transformaciones
cubrientes. Por el ejemplo sabemos que M /G tiene una estructura diferenciable y que p
es un difeomorfismo local. Adem&s podemos dotar a M /G de una métrica de Riemann de tal
manera que p es una isometrfa local. De hecho dado p € M /G, escogemos a p € p~(p); para
cada par u,v € T,(M /G), definimos

<ua U> = <dp71(7.l,), dpil(v»ﬁ'

Ya que p es un una transformacién cubriente regular, G es transitivo en p~!(p). Por lo tanto,
dado cualquier § € p~!(p), existe g € G con g(p) = §, y la definicién de arriba no depende
de la eleccién de p € p~!(p); tal métrica se llama la métrica inducida por el cubrimiento p.
Observamos que M /G es completo si y solé si M lo es y que M /G tiene curvatura constante
si y sol6 si M tiene curvatura constante. Tomamos a M = S™ o R™ o H", concluimos entonces
que MG es una variedad completa con curvatura constante 1 (si M = S™), 0 (si M =R") o
—1(siM =H"™).

Ahora si vamos a demostrar que de esta manera se obtiene todas esas variedades.
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Proposicion 2.2.18. Sea M una variedad Riemann completa con curvatura seccional constante
K(=100 0 —1). Entonces M es isométrica a M /T donde M es S™ (si K =1),R" (si K=0),
o H" (si K = —1), T es un subgrupo del grupo de isometrias de M que actia de manera
propiamente discontinua en M y la métrica en M/I‘ es la inducida de la transformacion
cubriente p : M —s M /T.

Demostracion. Consideremos el cubriente universal o : M —s M, y dotamos a M de la métrica
cubriente, que es aquella, que hace a p una isometria local. Sea I' el grupo de transformaciones
cubrientes de la transformacién cubriente p. Entonces I" es un subgrupo del grupo de isometrias
de M y en M actia de manera propiamente discontinua. Por lo tanto es posible introducir una
métrica de Riemann inducida por p : M —s M /T. Dado que p es regular, dados =,y € M
entonces p(Z) = p(§) si y sol6 si 't = I'g que es equivalente a p(Z) = p(g). Las clases de
equivalencia dadas por g y p en M son, por lo tanto, las mismas, y esto induce una biyeccién
€:M — M /T tal que p = € o p. Puesto que p y ¢ son isometrias locales, & también lo es, y
como es biyeccién, se sigue que es una isometria de M sobre M /T O

La proposicién anterior reduce el problema de encontrar todos los espacios de forma a el

problema de determinar todos los subgrupos del grupo de isometrias que actiia de manera
propiamente discontinua en cada uno de los modelos simplemente conexos (S™, R™ y H").
A la luz de ese hecho surgen las siguientes preguntas ;Para dimensién n > 2, hay més geometrias
que las tres mencionadas? ;Son conformes? La respuesta a la primera pregunta es afirmativa, y
para responder la segunda tenemos que al menos para el caso n = 3, hay cinco nuevas geometrias
(distintas de las tres ya mencionadas), que resultan no ser conformes y fueron estudiadas por
William P. Thurston, el cual da un famoso teorema de clasificacion de las ocho geometrias
en dimensién 3. Se enuncia, pero no se demuestra este teorema con la finalidad de evidenciar
que existen otras geometrias que no son conformes.

Teorema 2.2.19. (Modelos Geométricos en dimension 3). Existen ocho modelos
geométricos (G, X) en dimensidn 3 y son los siguientes:

1. Si los estabilizadores de cada punto tienen dimensién 3, X es S, R® ¢ H3.

2. Si los estabilizadores de cada punto tiene dimension 1, X fibra sobre uno de los modelos
geométricos de dimension 2, en el sentido de que es invariante bajo G. Eziste una métrica
de Riemann G — invariante en X tal que la conexion ortogonal de la fibras tiene curvatura

001.
a) Si la curvatura es cero, X es S> x R o H? x R.

b) Si la curvatura es 1 tenemos a la geometria Nil (que fibra sobre R?) 6 la geometria
SL(2,R) (que fibra sobre H?).

8. La geometria que tiene estabilizadores de dimension cero es la geometria Sol, que fibra
sobre la linea.

Este teorema se encuentra demostrado en [I7, Pag. 182-184]. Una descripcién breve de estas
geometrias puede consultarse en [5, Pdg. 26-31], de manera mds profunda en [I7, Seccién 3.8,
paginas 179-190]. Con esto culminamos este capitulo.
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Capitulo 3

Estructuras de Mobius

En este capitulo veremos la estrecha relacién entre las estructuras conformemente planas y
las estructuras de Mobius, el puente entre estas estructuras estda garantizado por el Teorema
de Liouville, que es un resultado fundamental de este trabajo, puesto que asegura que toda
transformacién conforme entre subconjuntos abiertos y conexos de la esfera es la restriccién de
una transformacién de Mébius. Comenzamos por dar una breve descripcién de las estructuras
de Mobius en las superficies de Riemann. Damos un lema que garantiza el cambio conforme de
una métrica para el cual necesitamos algunos conceptos de la geometria diferencial en variedades
los cuales estdn descritos en el Apéndice [A] Este lema tiene como germen el famoso Teorema
de la Transformacion de Riemann. Con este resultado podemos identificar los cambios
conformes de métricas en subconjuntos distinguidos de nuestro modelo conformemente plano S™,
luego podremos caracterizar nuestras transformaciones conformes entre estos subconjuntos para
asi obtener el Teorema de Liouville. Teniendo estos resultados daremos la descripcién del grupo
de transformaciones conformes en la esfera S™, el hecho impresionante es que estas estructuras
de Mobius tienen una conexién muy estrecha con las variedades hiperbdlicas, culminamos con
una breve construccién de variedades de Mobius.

3.1. Estructuras de Mobius en superficies de Riemann

Como ya es costumbre comenzaremos considerando el caso de superficies, solo que ahora

trataremos con un caso particular de estas que ya mencionamos en el capitulo pasado que son
las superficies de Riemann.
Sea S una superficie de Riemann, es decir, una variedad diferenciable de dimensién uno compleja
(o de dimensién dos real). Siguiendo la terminologia de R.C. Gunning en [I3] diremos que el atlas
{Ua, 2o } que satisface la Definicién es un cubrimiento coordenado complejo analitico de
S. Dos cubrimientos coordenados complejos analiticos se dicen equivalentes si la unién de ellos
es de nuevo un cubrimiento coordenado complejo analitico, una clase de equivalencia de tales
cubrimientos es llamada una estructura compleja en S. Ahora si consideramos a cada z, como
elementos del grupo de las transformaciones de Mobius complejo

az+b
cz+d

Mob(C) = {T(z) = :a,b,c,de(C,ad—bc;éO}.

Tenemos por tanto que los cambios de coordenadas (transiciones)

fap = za 0 zﬁ_l 1 28(Ua NUB) — 20 (Ua NUR),
también son elementos de M&b(C). Entonces decimos que {Uy, 2o} €s un cubrimiento coorde-
nado de Mdbius, de manera similar decimos que dos cubrimientos coordenados de Mébius son
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equivalentes si su unién es de nuevo un cubrimiento coordenado de Mobius, una clase de equi-
valencia de estos cubrimientos es llamada una estructura de Mdobius en S.

Un método de construccion de superficies de Riemann, es formando el espacio cociente de una
region (de discontinuidad) y un subgrupo del grupo de transformaciones de Mobius que actia
de manera propiamente discontinua en un punto de C.

De manera precisa.

Teorema 3.1.1. Sea G un grupo de Klein con region de discontinuidad €2, entonces S = Q /G
es una superficie de Riemann.

La demostracién de este hecho puede consultarse en [8, Pagina 118].

Por lo tanto el estudio de las estructuras de Mobius en una superficie de Riemann dada, contiene
como un subconjunto propio a ese de sus “uniformizaciones” utilizando grupos de Fusch y de
Klein. El estudio de las estructuras de Mobius en el disco unitario de R?, contiene como un
subconjunto propio la teoria de funciones univalentes. Asi, la nocién de estructura de Mobius
provee del soporte geométrico de esas grandes cldsicas teorias, y provee de una direccion en la
cual esas teorias admiten una provechosa generalizacién a dimensiones mayores. En el contexto
de superficies de Riemann, una estructura de Mobius es mds comunmente conocida como una
estructura CP', cf.[I3]. Mas adelante hablaremos de la construccién de estructuras de Mobius
en las superficies.

3.2. Cambio conforme de una métrica y estructuras de
Mobius en variedades

Algunas ideas de la naturaleza de las transformaciones conformes se puede adquirir mediante

el estudio de transformaciones de variable compleja, pero que presentan severas dificultades en
su geometria. Escogiendo una transformacién adecuada, el problema puede simplificarse trans-
formando el dominio en el que se plantea el problema en otro de geometria mas accesible. Esta
idea tomada en primer lugar por Bernhard Riemann, a quien la teoria de las transformaciones
conformes debe su desarrollo moderno en un cambio de énfasis de la teoria funciones a la parte
geométrica del problema.
Podemos incluso evitar destacar la funcién f(z) y hacernos la siguiente pregunta jsi, dados dos
dominios U y V, siempre existe una transformacién conforme continuamente diferenciable de U
en V7. La respuesta es afirmativa y la idea bésica es que un mapeo conforme puede usarse para
transformar un dominio dado en un dominio méas simple, en el cual el problema puede resolverse
mediante inspeccién. Al regresar otra vez al dominio original, se obtiene el resultado deseado.
Que tales transformaciones siempre existen en teoria, es la afirmacién del famoso teorema de la
transformacién de Riemann.

Teorema 3.2.1 (Teorema de la transformacién de Riemann). Sea A un dominio sim-
plemente conexo tal que A # C. Entonces existe una transformacion conforme y biyectiva
f:A— B2% donde B> = {z € C: |z| < 1}. Mds ain, para cualquier zo € A fija, pode-
mos encontrar una f tal que f(z0) =0 y f'(20) > 0. Con tales condiciones f es inica.

La demostracién de este hecho puede consultarse en |2, Pagina 222].
Como se vio en el ejemplo mediante una transformacién conforme se pudo transformar a
H en B? lo cual nos dice que son conformemente equivalentes (esto también se obtiene mediante
el teorema anterior puesto que H es simplemente conexo), més atin mediante tal trasformacién
se obtuvo una métrica en B2, a partir de la métrica en H, este cambio conforme de métrica
se puede hacer para cualquier dominio simplemente conexo que no sea todo el plano, es lo que
afirma el teorema de Riemann. Para el caso de variedades se tiene el siguiente lema cuyo germen
es el Teorema de la Transformacién de Riemann, el cual garantiza un cambio conforme
de métrica. Para su demostracion se utilizan algunos conceptos de la geometria diferencial en
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variedades, es por eso que se incluyo un apéndice con estos conceptos. En la demostracién del
lema se utiliza el concepto de conexién afin (ver apéndice [A] seccién [A.3)), en particular el de
conexién de Riemann (ver subseccién , v el Teorema de Levi-Civita

Lema 3.2.2. Sea (M, g) una variedad de Riemann, ¢ : M — R una transformacion suave y
g = €*®g un cambio conforme de la métrica. Si D y D denotan las conexiones compatibles con
las métricas g y g respectivamente. Sea G = grad(qbﬂ con respecto a g, y definimos S en todos

los campos vectoriales X, Y por ~
DxY =DxY + SxY. (3.1)
Entonces

SxY = X(#)Y + Y (¢)X — g(X,Y)G. (3.2)

Demostracion. Puesto que D es la conexiones compatible con la métrica g se tiene que (por el
teorema de Levi-Civita [A.3.7) D es simétrica,

DxY — Dy X = [X,Y], VX, Y € x(M).

Esto dice que el tensor de torsiéon T : x(M) x x(M) — x(M), definido por T(X,Y) :=
[X,Y] — DxY + Dy X es nulo, por tanto D es libre de torsién. De manera andloga se prueba

que D es libre de torsion.
De aqui que
SxY —SyX = DxY —DxY —(DyX — DyX)
= DxY —DxY —DyX + Dy X
= DxY —DyX — (DxY — Dy X)
= [X,Y]-[X,Y]=0.
Por tanto SxY = Sy X, es decir, S es libre de torsién. Luego, sean dos campos vectoriales

V,W € x(M) para los cuales g(V,W) = 0, convenimos en escribir solo § en lugar de g(V, W)
para abreviar, ademds de que X (¢) = g(X, G = grad(¢)), entonces se tiene que

0= DX§ = Dx(€2¢g) = X(e2¢)g + ewDXg
e**(2X(¢)g + Dxg + Sxg)
62¢(2X¢g + Sxg).

Esto implica que Sxg = —2X(¢)g Asi

(Sx)9(Y, Z) = —g(SxY, Z) — g(Y, 5x Z) = —2X(¢)g(Y, Z), (3:3)
(Sy)9(X, Z) = —g(Sy X, Z) — g(X, Sy Z) = =2Y (¢)9(X, Z), (34)
(S2)9(X,Y) = —g(52X,Y) — g(X,52Y) = =2Z(¢)g(X,Y). (3.5)
Sumando [3:3] y [B:4] se tiene que
(Sx)9(Y, 2) + (Sv)9(X, Z2) = —g(SxY,Z) = g(Y,5xZ) — g(Sv X, Z) — g(X, Sy Z)

—2X(0)9(Y, 2) = 2Y(¢)9(X, Z).

Como SxY = Sy X se sigue que
—29(SxY,Z) —g(Y,5x Z) — g(X, Sy Z) = —2X()g(Y, Z) — 2Y (¢)9(X, Z). (3.6)
Ahora si restamos [3.5 de [3.6] se tiene que
—29(SxY, Z) = =2X(9)9(Y, Z) = 2Y (9)9(X, Z) + 2Z(¢)9(X,Y),

1Sea ¢ : M — R el gradiente de ¢ se define como un campo vectorial grad(¢) sobre M definido por
g(grad(¢)(p),v) = dp(v), p € M v € TpM
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dividendo por —2 se obtiene que

9(SxY, Z) X(@)g(Y,2) +Y(9)9(X, Z) — Z(¢)g(X,Y)
= X(¢)g(Y,2)+Y(9)9(X,2) = 9(Z,G = grad(9))g(X,Y)
= X(QS)Q(KZ +Y(¢)9(sz)_g(g(XaY)G7Z)
g(X((b)Y + Y(¢>X - g( ’Y)G’ Z)
Y de aqui se sigue|3.2 O

Para lo que sigue se utilizaran conceptos enunciados en el apéndice [A] seccién
Sea (M™, g) una variedad de Riemann y W™ una subvariedad con la métrica inducida por g.
Sean D, V las conexiones de Riemann de g y g, respectivamente. Si X, Y son los campos
vectoriales tangenciales a W, entonces

DxY =VxY +a(X,Y), (3.7)

donde VxY coincide con la componente de DxY tangencial a Wy a(X,Y), por definicién es
la componente normal de Dx Y, esta es una forma bilineal simétrica y esta es la segunda forma
fundamental de W.

Ahora sea g = €2?g el cambio conforme de la métrica como en y se define a Sy o (ver

B.1), por

{ DxY = DxY +S5(X,Y) (38)

VyY = VyY +0(X,Y),

donde D y V denotan las conexiones de Riemann inducidas por las métricas g y 3| respecti-
vamente. A lo largo de W descomponemos a G = grad(¢) (calculado con respecto a g) como

G =Gy + Gy, (39)
donde Gy es la componente tangencial y GG la componente normal. Se sigue de [3.2.2| que
S(X,Y)=0(X,Y) - (X,Y)G, (3.10)

para todos los campos vectoriales tangentes a W. Si ¢ denota la segunda forma fundamental de
W con respecto a g. Combinando [3:7][3:8] y [3-10] se obtiene

a(X,Y) = DxY +VxY
= DxY -VxYV+S(X,Y)-0o(X,Y) . (3.11)
= a(X,Y) - (X,Y)G,

Si v es cualquier campo vectorial normal entonces de [3.11] se sigue que la forma bilineal
real (@, v), {a,v) difieren por un escala y asi las multiplicidades de los valores propios son las
mismas, y por lo tanto son invariantes conformes de W como subvariedad de M. En particular
las hipersuperficies totalmente umbilicales (es decir, m = n — 1 y todos los valores propios de
(@, v) son iguales) son nociones de invariantes conformes.

Observacién 3.2.3. Una inmersidn x : N*~1 —s M™ es totalmente umbilical si para todo
p € N, la segunda forma fundamental B (ver definicion M en el apéndice de x en p
satisface

(B(X,Y),n)(p) = Mp){X,Y), Alp) €R,

para todo X, Y € x(N) y para un campo vectorial unitario n normal a x(N). Ademds si M tiene
curvatura seccional constante, entonces \ no depende de p.

Se afirma que para n > 3 las superficies totalmente umbilicales en R™ son precisamente los
subcongjuntos abiertos de hiperplanos y de las (n — 1)—esferas redondas. Las ideas de la demos-
tracion de esta afirmacion son las siguientes:
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como R™ tiene curvatura seccional constante igual a 0 (ver observacion en el apéndice
, entonces A = constante. Si A = 0, entonces (Vxn,Y) = 0 para todo X, Y € x(N) y todo
n € x(N)*. Se sigue que x(N) esta contenido en un n—plano afin contenido en R™. Si X # 0,
consideramos la transformacion y : N — R™ dado por

yo) = o)~ " pen.

Sean T, Y € x(N). Observamos que
1
<VTy7Y> = <T? Y> - X<VT77) Y> =0.

Se sigue que y(N) se reduce a un punto, llamémoslo xo, y que = satisface que

1

[a(p) ~ 70 |= 35

esto es, X(N) esta contenido en una esfera de centro en xg y radio %

Una mejor expresion de este hecho es la declaracion: las hipersuperficies totalmen-
te umbilicales en la esfera unitaria S™ son precisamente los subconjuntos abiertos de las
(n — 1)—esfera redondas (ver la demostracién [2.9).

El hecho es la base de la rigidez en una estructura conformemente plana en la dimensién
n > 3. Para ello se utilizan las transformaciones conformes definidas localmente en R™ y que en
una variedad conformemente plana M, hay una familia distinguida de subvariedades, a saber,
la nocién de un subconjunto abierto de una (n — 1)-esfera redonda (y por lo tanto, también
la nocién de un abierto de una p-esfera redonda, 1 < p < n — 1) tiene un significado en M.
En particular una transformacién conforme entre n-variedades conformemente planas, conserva
estas p-esferas redondas, que es lo que nos asegura la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.4. Sea M wuna variedad de dimension n conformemente plana, con n > 3.
El grupo de los difeomorfismos conformes de M consiste precisamente de esos que transforman
(n — 1)-esferas redondas en si mismas.

Demostracion. Sea Cj el grupo de todos los difeomorfismos conformes y C' el grupo de aquellos
difeomorfismos que preservan p-esferas redondas, como sabemos Cy C C. Sea f € C. Nuestro
problema es demostrar que en un punto p de M la diferencial df, es una homotecia. Ya que
la cuestién es local podemos suponer que f fija a p y por otra parte una vecindad de p es
identificada conformemente con una vecindad de el origen de R", y asi p esta identificado con
el origen.

Ahora usaremos la descomposicién polar de df,, la cual nos dice que podemos escribir a
la matriz asociada a df,, como

[dfp] = DU7

donde D es una matriz simétrica definida positiva y U una matriz ortogonal, dado que df, es
un difeomorfismos esta descomposicién es tnica. El significado geométrico de la descomposicién
polar es muy sencillo. Indica precisamente que la accién de la transformacion lineal df, del
espacio T, M puede ser representada de la forma siguiente: primero el espacio T, M se dilata
en n direcciones reciprocamente ortogonales con un coeficiente de dilatacién concreto, real y no
negativo, en cada una de las direcciones y después gira alrededor del origen de coordenadas.
Entonces
[df,)U* = D

como D es simétrica positiva sabemos del dlgebra lineal que existe Q € O(n) y ¥ =
diag(A1, ... \,) matriz diagonal tal que

D =Qxq",
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de aqui que
[df,)U" = QXQ" = Q'df,)U'Q =X.
Es decir, podemos tomar a [df,] como una matriz diagonal

A1 0
. , AMi>0i=1,...,n
0 An
en términos de un sistema de coordenadas estdndar. Ahora ya que f preserva (n — 1)-esferas

redondas, y M es conformemente plana, se sigue que la accién de df, en T, M también preserva
estas (n — 1)-esferas redondas, entonces se tiene que

M=de=-= A,

es decir, df, es una homotecia, que es lo que se queria demostrar.
O

Este hecho es de gran importancia puesto que lo utilizaremos en la demostracién del Teorema
de Liouville.

Si denotamos por M(n) el grupo de todos los difeomorfismos de S™, n > 2 que envia (n — 1)-
esferas redondas en si mismas. Por para n > 3 este grupo coincide con C(S™) el grupo de
los difeomorfismos conformes.

Ahora sabemos bien i ue mediante la proyeccién estereografica podemos identificar a S™ con

R™ y en la seccién [1.3] estudiamos la transformaciones de Mobius directamente conformes en
R™ (véase definicién |1.3.13]). Entonces, las transformaciones de Mébius envian (n — 1)—esferas
redondas en si mismas, por lo tanto tenemos que

C(S™) = M(n) = M(R™).

Por lo tanto M(n) es el grupo de transformaciones de Mobius de dimensién n, y sus elementos
son transformaciones de Mdbius.

3.3. Teorema de Liouville

En dimensiéon n > 3, las transformaciones de Mobius agotan todas las transformaciones con-
formes. Es lo que garantiza el siguiente Teorema debido a Liouville. La demostracion de este
teorema esta basado en el hecho [3.2.4]

Teorema 3.3.1 (Liouville). Sean U,V subconjuntos abiertos conexos deS", n >3y f:U — V
una transformacion conforme. Entonces f es la restriccion de una transformacién de Mobius f.
Ademds f se determina dunicamente por f.

Demostracion. Sabemos que el grupo M(n) es no vacié ya que la clase entera de isometrias en
R+ (ver esta contenida en M(n), es decir, al menos todo O(n + 1) C M(n). M(n) actia
transitivamente sobre p-esferas redondas y p-esferas redondas cerradas (1 < p < n—1), esto por
B24

Ahora sea B una (n — 1)-bola redonda contenida en U. Entonces f(B) es una (n — 1)-bola
redonda en V por Luego si componemos por un elemento de M (n) podemos asumir que
f transforma a B en si mismo, como se indica en el siguiente diagrama conmutativo
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Ademds podemos suponer que B es la semi esfera superior (cf. Observacién. Geométri-
camente podemos interpretar a 0B como un meridiano en la esfera S™. Sea r : S* — S™ la
reflexién en el meridiano dB.

Entonces para z ¢ B, la férmula ~

f@) =r(f(r(x))), (3.12)
define una extension conforme de f a S™. Por otra parte una extensién de f a una pequena
vecindad de B es dnica ya que cualquier punto en una vecindad de este tipo es un punto de
interseccién de segmentos de arcos circulares que se encuentran en el interior intB de By f
envia estos arcos circulares en si mismos. Por la conexidad de S" tenemos que f tiene una tinica

extensién conforme a S™. Asi f es estd extension y f coincide con f en el dominio de definicién
de f. O

Hay un gran interés en la determinacién de los requisitos de suavidad éptimos en la transfor-
macion para la validez del Teorema de Liouville. Por el momento, se puede tomar el argumento
anterior para transformaciones C'*°. Observe que, dado que f coincide con f en una vecindad
de B, f serfa C'*° junto con f. Un cuidadoso examen de la prueba se muestra que la prueba
anterior es valida para transformaciones C® en la cual no hondearemos. Por lo general, en las
pruebas disponibles en la literatura se supone que f debe ser C* (véase [12, Pagina 138] y [11}
Pagina 170]). La nocién de una transformacién conforme tiene sentido para transformaciones C'!
también. Pero no hay ninguna demostracién sencilla conocida del Teorema de Liouville asumien-
do que f sea tinicamente C'. En el contexto de la teoria de homeomorfismos cuasiconformes es
natural definir transformacién conforme como una transformacién 1-cuasiconforme. Una demos-
tracién de la validez del teorema de Liouville para transformaciones 1-cuasiconformes se debe a
Bojarski e Iwaniec [9].

Observacion 3.3.2. Notese de nuevo la diferencia entre el cason =2 yn > 3. En la prueba
del Teorema de Liouville esta basada fuertemente en la proposicion para n > 3. Por el
contrario para el caso n = 2, el cual podemos identificar con el plano complejo extendido (C,
la prueba muestra que una transformacion en un subconjunto abierto y conexo de S? que envia
arcos circulares en si mismos es la restriccion de una transformacion de Mébius (en C esta
es una propiedad geométrica caracteristica de las transformaciones de Mébius). Por otro lado,
es bien conocido que las transformaciones conformes entre subconjuntos abiertos de S? no son
solo las de Mobius si no que hay una rica familia de transformaciones conformes y son aquellas
transformaciones holomorfas o antiholomorfas con derivada no nula, es decir que para el caso
n = 2 tenemos que
Mab(C) = M(2) € C(S?) = Hol(C),

donde Hol(C) denota el conjunto de todas las funciones de variable compleja holomorfas con
derivada no nula. En este sentido, el teorema de la transformacién de Riemann[3.2.1] garantiza
si A y B son dos dominios simplemente conexos con A # C, B #* C, entonces eziste una
transformacion conforme y biyectiva g : A — B. En efecto, si f : A — A yh: B — A
son las transformaciones de Riemann de A y B respectivamente, entonces si tomamos g =
h='o f, entonces A y B son conformemente equivalentes via la transformacion g. Por lo tanto
dos dominios simplemente conexos (distintos de @) son conformemente equivalentes, pero no
necesariamente g es una transformacion de Mobius. Lo que es igual de notable es que todavia a
nivel global las transformaciones conformes de S? preservan circulos redondos. Debemos también
observar que la Tigidez dada por el teorema de Liouville para n > 3 contrasta con la propiedad
de rigidez que se tiene del teorema de la transformacion de Riemann|3.2.1|

Observacion 3.3.3. El contenido de el Teorema de Liouville es que una variedad conformemen-
te plana de dimension n > 3 admite una estructura de Mobius. Asi la nocion de una variedad
conformemente plana y una variedad de Mobius, son equivalentes para n > 3.

Observacion 3.3.4. Para el caso de superficies de Riemann tenemos el Teorema|3.1.1) el cual
nos garantiza que podemos construir tales superficies mediante un cociente entre la region de
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discontinuidad de un grupo de Klein por este grupo, lo cual provee a estas superficies de una
estructura de Mobius, como vimos en la primera seccion de este capitulo, de manera andloga una
clase importante de variedades de Mdbius surge como sigue. Sea §) un subconjunto abierto de S™
y I un subgrupo del grupo M(n) que deja invariante a Q) y que actia de manera propiamente dis-
continua y libremente en ). Entonces Q)T tiene una estructura de Mdébius. A estas variedades
les llamaremos variedades de Klein. Con tal I' uno construye, de hecho, el mayor subconjunto
Q de S™ en el que I' actia de manera propiamente discontinua. Estas variedades son de mucha
importancia para ver la conezxion de estructuras de Mobius con la geometria hiperbdlica.

3.3.1. Los grupos M(n)y M(R")

Antes de continuar recordaremos una serie de conceptos, que se dan a partir de la definicién de
accién de un grupo en un espacio (cf. [1.1.20]).

Definicién 3.3.5. Dada una accion o : G x X — X de un grupo G en un conjunto X. Para
todo g € G la transformacion vy : X — X definida por v4(x) = a(g,x) = g(z) se llamara
transicion.

Esta funcién es biyectiva.

Definicién 3.3.6. Sean H y N grupos tales que hay una accion o : H Xx N — N dada por
automorfismos (an, € Aut(N), Yh € H). El producto semidirecto de N y H, es el conjunto
N x H con la operacion

(n,h) * (n',h") = (nay(n'), hh').

Se Denota a este grupo como

Hp>N.

La identidad es (e, eq).
Dado (n,h) € H> N definimos (n, h)~™* = (a; ' (n™1), (h)71).
Otro concepto importante es el de Grupo de Lie.

Definicién 3.3.7. Un grupo G es un grupo de Lie si G es un variedad diferenciable y las
funciones
m:GxG— G; m(g,h)=g-h
2 G — G mag) =g7"
multiplicacion e inversion respectivamente, son diferenciables.

Observacién 3.3.8. Con estos conceptos en mente, consideremos a los grupos GL(n) y Tr(n)
que son el grupo de todas las transformaciones requlares de R™ (o en términos de matrices es
el grupo de matrices con determinante distinto de cero) y el grupo de las traslaciones de R",
respectivamente. Definamos una accion

a: GL(n) x Tr(n) — Tr(n),

dada por a(A, 1) = 1,0 A = Ab.
Dada esta accion a por[3.3.5] tenemos la transformacion transicion

va : Tr(n) — Tr(n),
dada por ya(mp) = 7, 0 A = Ab. Ademds tenemos el siguiente homomorfismo de grupos
Yo : GL(n) — Aut[Tr(n)] definido por ¢o(A) =va.

Entonces tenemos una accidn « dada por automorfismos v4 € Aut[Tr(n)]. Luego por la de-
finicion podemos definir el producto semidirecto de Tr(n) y GL(n), como el conjunto
Tr(n) x GL(n) con la operacién

(v, A) * (14, B) = (1p74(7a), AB) = (b + Aa, AB),
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a este grupo lo denotaremos por
GL(n) > Tr(n).

Ahora consideremos a el grupo
AfR®) ={f:R" — R" | f(z) = Az + b, A € GL(n), b € R" fijo}.
Definamos
U : GL(n) > Tr(n) — Aff(R™)
(15, A) = f(z) = Az +b.

Veamos que ¥ es isomorfismo de grupos. Primero veamos que ¥V es homomorfismo. Si
(15, A), (7o, B) € GL(R™)>Tr(n), entonces

U[(7p, A) * (74, B)] U[(r6va(7a), AB)]
U[(b+ Aa), AB)]

= ABx+ Aa+0b.

Por otro lado

W[(7p, A)] 0 ¥[(7a, B)] f(@)og(x)
f(Bx+a)

= ABz -+ Aa+0b.

De aqui que ¥ es homomorfismo, veamos la inyectividad. Supongamos que
U[(ry, A)] = ¥[(7q, B)].
Entonces
Ar + b= Bz + a,

por tanto
A:B y b:a/ = Ta:Tb;

por tanto U es un isomorfismo de grupos. Por lo tanto GL(n) > Tr(n) = Affi(R"™).

El espacio R™ tiene una estructura de Mébuis (puesto que es conformemente plana). Si M(R™)
denota el grupo de todos los difeomorfismos de Mobuis (isometrias euclidianas) de R™. Fijando
el origen 0. Claramente M(R™) contienen a

O(n) = Las isometrias que fijan el origen.

R, = las homotecias z— Az A € Ry z € R"
Tr(n) = las traslaciones.

De manera andloga a la observacién si consideramos a O(n) y Tr(n), podemos definir
una accién
a:0(n) x Tr(n) — Tr(n),

dada pora(A, 1) = 1, 0 A = Ab.
Dada esta accién « por tenemos la transformacién transicién

va : Tr(n) — Tr(n),
dada por v4 (1) = 7, 0 A. De la cual podemos tener el siguiente homomorfismo de grupos

Yo : O(n) — Aut[Tr(n)] definido por @, (A) =7ya.
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Entonces tenemos una accién o« dada por automorfismos v4 € Aut[Tr(n)]. Luego por la
definicién podemos definir el producto semidirecto de Tr(n) y O(n), como el conjunto
Tr(n) x O(n) con la operacién

(16, A) * (7a, B) = (1y74(7a), AB),
a este producto semidirecto lo denotaremos por
O(n) > Tr(n).
Por el Teorema sabemos que toda isometria f de R™ es de la forma
f(z) = Az +b,

donde A es una matriz ortogonal y b € R™ fijo. Sea Isom(R"™) el grupo de todas las isometrias
de R™. Definamos

¥ : O(n)>Tr(n) — Isom(R™)
(15, A) = f(z) = Az +b.

De manera andloga tenemos por la observacion [3.3.8 que ¢ es isomorfismo de grupos. De
aqui obtenemos la siguiente observacion.

Observacién 3.3.9. El grupo de las isometrias en R™, Isom(R™), es isomorfo al producto
semidirecto O(n) > Tr(n).

Ahora si definimos O(n) - Ry ={A-A: A€ O(n) y A € Ry}, y damos la accién
a:0(n)- Ry x Tr(n) — Tr(n),

dada por a(A- A, 7p) = 7,0 A+ \. Obtenemos de manera andloga una accién dada por automor-
fismos, entonces podemos obtener el producto semi directo

(O(n) - Ry) > Tr(n).
Teorema 3.3.10. Para n > 2 tenemos que M(R™) = (O(n) - R4) > Tr(n).

Demostracion. Si denotamos por My el lado derecho del isomorfismo y escribimos M en lugar
de M(R™). Por la observacién tenemos que My C M.

Consideramos a S" = R”, via la proyeccién estereogréfica el grupo M(R"™) puede ser identificado
como el subgrupo de M(n) que fija a el punto oo (ver (2) en el Teorema [I.3.21)). Ademés una
(n — 1)-esfera redonda que pasa por oo corresponde a un (n — 1)-plano en R". Se sigue de la
proposicién que los elementos de M envian (n — 1)-planos en si mismos, as{ por el llamado
teorema fundamental de la geometria proyectiva valido para n > 2 se sigue que M esta contenido
en el grupo afin Affi(R™) de transformaciones de R™. Luego por la observacién tenemos
que

GL(n) > Tr(n) = Affi(R™). (3.13)

Luego
M(R")(GL(n) 2 O(n) - R. (3.14)
Y de aqui que M = M. O

Dado que M(R™) es el subgrupo de isotropia de M(n) en el punto oo, se sigue que M(R") es
un grupo de Lie y consiste de transformaciones analiticas reales.
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3.3.2. El modelo lineal de M(n)

Se comienza, observando que la esfera S™ de radio R es la frontera de una bola abierta B"*!
de radio R. En esta bola se puede definir la métrica de Lobachevsky, dada por

R4

hij = (R? — r2)2

iz, 2 =X N w)? < R2. (3.15)

Se puede demostrar que el grupo de isometrias de B"*! con esta métrica (que podemos llamar
espacio de Lobachevsky, y denotarlo por L"*1) es O(1,n+1). Claramente O(n+1) es un subgrupo
de O(1,n + 1) (a saber es el subgrupo que esta constituido por aquellas transformaciones que

fijan a x¢ y ortogonales con x1,--- ,T,11). Note que, como en L? (ver ejemplos[2.2.10|y[2.2.17)),
el espacio L™ se puede realizar como al superficie cuadratica en R”*2 definida por la ecuacién

n+1

Q) = a3 - 3.
=1

y con métrica

n+1
ds* = dxd — E dz?.
i=1
Por lo tanto, la relacién entre los sistemas coordenadas 1, -+ , Zyp11 ¥ g, - - , Uy (cOmo para

el caso L?) de la superficie cuadratica y L™*! esta dada por

2R2UO¢,1
To = —5—5
@ R2 — 2

(3.16)
n+1

donde 72 = Z(ua_l)Q.

a=1
Sea O(Q) = {el grupo de todas las isometrias lineales de (R"*2,Q)}.

O(Q) preserva la forma cuadrética

X(Q) ={z e R"™| Q(z) =0},

que es un cono esférico derecho en R™*2 con vértice en el origen. Los subgrupos que preservan
el hemiespacio zy > 0 contiene dos de las cuatro componentes. Siguiendo la notacién de Ravi S.
Kulkarni en [I5], Pag. 15] denotaremos a este subgrupo por

0:1(Q)={g€0(Q)| gpreserva xy > 0}.

1
2

Ahora O%(Q) también actia en el espacio de rayos en X(Q) de el origen en el hemiespacio
xo > 1.
Este espacio de hemirayos en turno puede ser identificado con

{z e R"™ | Q(z) =0, 29 =1} =S™.

Las (n—1)—esferas redondas en S™ son precisamente la interseccién transversa de (n+2)—planos
en R"*2 que pasan por el origen. Se sigue que O 1 (Q) actiia en S™ enviando esferas redondas en
si mismas. Asi por la proposicién

M(n) 2 01(Q). (3.17)

Esto identifica a M(n) como un grupo de Lie. En resumen tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.11. FEl grupo O%(Q) actiia en el espacio de Lobachevsky L™, induce transfor-
maciones en la esfera S™ (como por ejemplo, en el modelo L' o en B"*! con frontera S™
y métrica . Esto induce transformaciones todas distintas en S™, conformes en la métrica
estandar en S™ (h;; = mﬁiﬂ)g&j), no tiene singularidades, e incluye a las transformaciones
conformes bdsicas (traslaciones, rotaciones, dilataciones y la composicidn de ellas). Como con-

secuencia el grupo de todas las transformaciones de la métrica FEuclidiana (o de la esfera S™)
n =3, es isomorfo a O1(Q).

3.3.3. La conexién con la geometria Hiperbdlica

Con el Teorema de Liouville podemos ahora si describir las isometrias de el espacio hiperbdlico
, . 6 .
usando el modelo H™ con la métrica g;; = 7.
H
Proposicion 3.3.12. Las isometrias de H" son la restriccion a H" C R™ de las transforma-
ciones conformes de R™ que toman a H™ en si mismo.

Demostracion. Supongamos primero que n > 3. Sea f : H® — H" una isometria con la métrica
5ij N ) .
gij = . Por el teorema de Liouville 3.3.1, f se extiende a una transformacién conforme de

R™ con la métrica Euclidiana gi; = 0ij (delta de Kronecker). Dado que H" es completo con la
métrica g;;, f envia a H"™ sobre si mismo.

Reciprocamente, sea f : H* C R® — H" una transformaciéon conforme de H™ sobre H" sea
{e;}i~; un marco ortonormal en la métrica g;; en un punto p € H". Dado que f y g;; son
conformes, existe A > 0 tal que

(dfp(ei), dfp(ej)> = )‘251‘3‘»

donde (—, —) denota el producto interior en la métrica g;;.
Por lo tanto la base {df”f(e) ™, es también ortonormal en f(p) y por el Corolario 2,3 del teo-
rema de Cartan que se encuentra en [I1, Pag. 159], tenemos que existe una isometria g de H™
que toma a p y lo envia f(p) con dg(e;) = df”f(e) De lo que fue demostrado en la primera
parte, tenemos que g es conforme. De aqui que si h = g~ ' o f es la restriccién a H" de una
transformacién conforme de R™ que toma a H™ sobre si mismo, dejando fijo a p y satisfaciendo
que dh, = Ald.
La prueba se completa si mostramos que h = Id. En otras palabras, debemos mostrar que si h
es una transformacién conforme de R™ que toma a H™ sobre si mismo, dejando fijo a un punto
p € H" y es tal que dh, = AId, entonces h = Id.
Para ver esto, sea P un hiperplano que pasa por p. del Teorema de Louville, h(P) es un hi-
perplano o una esfera que pasa por p. Por que dh, es un miltiplo de la identidad tenemos que
Py h(P) son tangentes en p. Ya que h toma la frontera OH™ de H™ en si misma, y como h es
conforme el dngulo que forma P con OH™ es el mismo dngulo que forma h(P) con OH™.
Afirmamos que h(P) = P. Consideremos una linea recta r1 que pasa por p y que es perpen-
dicular a OH", y se ¢ = 1 N 0H™. Ya que la imagen h(r;) de r; es una linea recta o una
circunferencia y tomando el mismo dngulo que forman r; con 9H", por lo tanto h(ry) = r1 de
aqui que h(q1) = q1. Esto muestra que si P es perpendicular a 9H" entonces h(P) = P.
Si P no es perpendicular a 9H", consideremos a r una linea contenida en P. De nuevo h(r) es
un circulo o una linea. Si suponemos que h(r) es un circulo, tenemos el mismo dngulo « con
OH" que hace r con 9H", es necesario que ¢; € h(r) (ver ﬁgura, que contradice el hecho de
que h(q1) = ¢1. De aqui que h(r) debe de ser una linea, y puesto que r era arbitraria en P, se
tiene que h(P) = P, como se afirmaba.

Se sigue entonces que h no puede ser una inversién o una isometria distinta de la identidad.
Por el Teorema de Louville se tiene que h debe de ser una dilatacién , pero h manda a H™ sobre
si mismo, por lo tanto h debe ser la identidad. O
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OH

Figura 3.1: H”

Con este resultado en mente, identificaremos algunas importantes hipersuperficies del espacio
hiperbdlico H”. Se demuestra igual que para el caso n = 2, que la interseccién con H™ de
hiperplanos de R™, ortogonales con JH" y la interseccién con H™ de esferas de R™, con centro
en OH", son subvariedades totalmente geodésicas de H™. Ahora determinaremos la interseccién
con H" de planos y esferas de R™ en cualquier posicién.

Observacién 3.3.13. Como vimos en la observacion [1.3.17 de la seccion [I.3 podemos consi-
derar el otro modelo hiperbdlico que es el modelo de la bola. Ademds en esta misma observacion
vimos que podemos obtener la isometrias de la bola mediante las isometrias de H". Para aclarar
esto y para otros propdsitos, es conveniente dar una isometria explicita entre H” y la bola

B"={zeR": |z|<2}, p=(x1,...,%n).
Por la observacion tenemos la métrica en B™ dada por
0i
hij = —2—.
Toa-yy

Proponemos a la transformacion f: B® — H™ dada por

fla)=4——"0__(0,...,0,1), donde z=(0,...,—2). (3.18)
| . — xo |2
Veamos que es una isometria. En efecto si v es un vector en x y (—,—) denota el producto

interior en la métrica Fuclidiana,

_ 16(v,v)
(dfz(v), dfe(v)) = m~
Por otro lado, si ponemos a f(x) = (f1(z),..., fa(x)), obtenemos
Az, +2) 4 z)?
e = T e
por lo tanto,
(dfx (), df z(v)) _ 16 | 2 — 20 [* (v,0) _ (v,v)
(fn(2))? =T PP le-z[* (1-1|zp)?

Puesto que f es inyectiva concluimos que f es isometria de B™ sobre H". Observe que f toma
OB"™ —{zo} en OH™.
Notese que, por el Teorema de Louwville [3.53.1), una transformacion g : B"™ — B™ es una iso-
metria de B"™ con la métrica hy; si y sold si g es la restriccion a B™ de una transformacion de
Mébius de R™que toma a B™ en si mismo.

75
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Ahora sea S C H" una (n—1)—esfera de el espacio Euclidiano completamente contenida en H™.
Afirmamos que S es una esfera geodésica de H™ en la métrica g;;. Para ver esto, sea f~1(S)
la imagen de S por la isometria f~! : H* — B™ dada en Luego por FHS) es
una (n — 1)—esfera redonda completamente contenida en B™. Es posible transformar el centro
(Euclidiano) de S sobre el origen de B™ por una isometria de B". Dado que la métrica h;j de
B™ es simétrica con respecto de el origen, la esfera asi obtenida es una esfera geodésica en B™
y lo mismo pasa con su imagen isométrica S C H™.

Consideremos ahora una (n—1)—esfera Euclidiana S tangente a OH™ enp y tal que S—{p} C H".
Por una inversion de R™ en p (que es una isometria en H"), S se transforma en un hiperplano
P paralelo a OH™. Dado que la métrica inducida en P de H" es un maltiplo de la métrica Fu-
clidiana, P es una variedad de curvatura constante igual a cero, lo mismo pasa con su imagen
isométrica S — {p}. Tales variedades son llamada horoesferas de H™.

Consideremos finalmente una esfera Euclidiana S que corta a OH™ con un dngulo o, y denota-
mos la interseccion S NH™ con H™ por X. Por una inversion de R™ en un punto de S NH",
Y es transformada isométricamente en la interseccion, con H™, de un hiperplano P que corta a
OH"™ en un mismo dngulo . Considere el hiperplano @ que es ortogonal a OH™ y que contiene a
PNOH™. Probemos que P es un hiperplano equidistante de la hipersuperficie totalmente geodési-
ca Q. Para esto, sea y.una geodésica, representada en H™ por un semicirculo de radio 7, con
centro o en PN IH™ y en el plano perpendicular a PN OH™. Ya que existe una homotecia con
centro o que toma el circulo de radio r en el circulo de cualquier radio, la longitud de ~, entre
los puntos de interseccion de v, con P y Q no depende de r. Concluimos que P, o su imagen
isométrica %, son obtenidas por tomar geodésicas perpendiculares a una hipersuperficie total-
mente geodésica QQ y que se encuentra a una distancia fija. Tales hipersuperficies son llamadas
superficies equidistantes (hiperesferas).

Por las observaciones [1.3.16]y [I.3.17] de la seccién [I.3]se tiene que B™ y H™ son conformemente
equivalentes y por el teorema de Louville son variedades de Mobius equivalentes. Ahora

>

Figura 3.2: B™ y H" variedades de Mdébius equivalentes.

si denotamos por M(H™) y M(B™) los grupos de difeomorfismos que preservan la estructura de
Mobius de H™ y B™ respectivamente, luego por la proposicion [3.3.12] y la observacién [3.3.13
tenemos que M(H") es transitivo en H", en resumen tenemos.

Proposicién 3.3.14. B™ y H" son variedades de Mébius equivalentes. Ademds M(H™) actia
de manera transitiva en H™.

Como observamos en el capitulo 3. B2 = {x € R? : | z |< 1} admite una métrica de Riemann
y que ademds tiene curvatura constante igual a —1. Luego vimos una generalizacién para H™,
la cual no demostramos, pero ahora y con el enfoque que hemos adoptado podemos enunciar y
demostrar una notable propiedad de B".

Proposicién 3.3.15. B™ admite una métrica de Riemann invariante bajo M(B™). Esta métrica
es completa y tiene curvatura constante negativa.
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Demostracion. Es conveniente considerar a B"™ como la semiesfera superior en S* C R7**!
(véase [1.3.16| y [1.3.17): B" = {z € R" :| = |= 1, z,41 > 0}. La proyeccién estereogréfica de
N = (0,...,0,1) sobre R* = {x € R"*' : z,,4; = 0} transforma OB™ sobre la esfera unitaria

Figura 3.3: B™ como semi esfera.

S"~1 en R™. Luego si G denota el subgrupo de isotropia de M(S™) en N. Entonces podemos
identificarlo con M (R™). Asi el subgrupo de isotropia K de M(B") en N es igual a GNM(B™).
Asf K puede ser identificado con el subgrupo de M(R") que deja invariante a S"~!. De la
descripcién de M(R™) en el Teorema[3.3.10]y por el primer inciso de el Teorema tenemos
que K = O(n). En particular K es compacto. As{ tomamos una métrica K —invariante en el
espacio tangente T,,(B"), luego al trasladarla por M(B"), obtenemos una métrica de Riemann
M(B™)—invariante en B™. Dado que O(n) es transitivo en los subespacios de dimensién 2 de
T,(B™), se sigue que la métrica de Riemann tiene una curvatura constante, y como esto es cierto
para cualquier métrica de Riemann completa, tenemos que esta métrica es completa. Puesto que
B™ y H” son isométricos y como H™ es el espacio hiperbdlico con curvatura constante negativa,
se sigue que B™ también. O

Ahora M(B™) es un grupo de Lie para n > 2. Podemos identificar a B™ con una bola redonda
Y en S". Asi por el Teorema de Liouville para n > 3 tenemos que

M(B") = {g e M(§") : ¢(¥) =X}

Es conveniente ahora usar el modelo lineal de M(n) (cf.|3.3.2). En este modelo podemos tomar
a
B"={zx eR"™?| Q) =0, 20 =1, zp41 > 0}.

Asi,
M(B") ={g € 01(Q) : g preserva @41 > 0}. (3.19)

Obviamente el lado derecho de puede ser identificado con O 1 (Qo) donde Qg es de la forma

2 2 2
:Z;Ofxlf...fxn

lo tanto tenemos.

en R"™! que es considerado como un subespacio de R**2 con z,,.1 = 0. Por

Proposicién 3.3.16. M(B™) =~ 2 de las cuatro componentes de O(1,n) = M(n—1) donde para
n =2 M(1) es interpretado simplemente como dos componentes apropiadas de O(1,2).

Ahora consideremos la situacion anterior desde un angulo diferente. Consideremos a S™ como
OB™ 1. Entonces lo anterior significa que el grupo de Mébius, M(n), se extiende tinicamente
a B"t! y en B™"! actia como el grupo de todas las isometrias de B™*! con respecto a la
métrica hiperbdlica. Esto establece una relaciéon fundamental entre la geometria conforme y la
hiperbdlica. Por un lado, una variedad hiperbdlica, es decir, una variedad de Riemann de curva-
tura constante negativa tiene una estructura candénica de Mébius. Por otro lado, una variedad
de Mobius es un limite ideal de alguna variedad hiperbdlica.
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Capitulo 8

Por la observacién sabemos como construir variedades de Klein, ahora consideremos a
H"*L Si f € Aut(H™*!) entonces por el teorema de Liouville se tiene que f € M(n + 1), para
n > 2. Luego por la proposicion [3.3.12] tenemos que

Isom(H"*) = Aut(H"™') = {f € M(n+1): f(H""!)=H"*}.
Es claro de la definicién de extensién de Poincaré [I.3.15] que
M(n) < Aut(H" ).

Por otro lado, si f € Aut(H"*1), entonces f(R?) = R” y luego la restriccién de f a R»
es un automorfismo conforme de este y luego una transformacién (extendida) de Mdébius cuya
extensién de Poincaré es exactamente ella misma, es decir,

Aut(H" ™) = M(n) = Isom(H" ).

De aqui vemos ya una relacién entre el grupo M(n — 1) y el grupo de isometrias de H™.
Ahora estamos en condiciones de entender la relacién entre las variedades hiperbdlicas con las
variedades de Mobius. Primero, una variedad hiperbolica M™ de dimensién n es una variedad
que se obtiene como cociente de H” por un grupo G de isometrias que no tiene torsién (es decir,
no contiene elementos elipticos), es decir M™ = H" /@G. Por otro lado, como G es un grupo de
transformaciones de Mobius de la esfera S™, podemos mirar el cociente M™ = /G, donde 2 es
la regién de discontinuidad de G en S™. Es claro que tenemos en este caso H"Uo (H"™) C §2, donde
o(x1, -+ ,xn) = (X1, ,Tp_1, —p). Tenemos entonces que M" es una variedad diferenciable
cuyos cambios de coordenadas son restricciones de transformaciones de Mobius, es decir, una
variedad de Md&bius. También debemos considerar otra variedad de Mébius asociada al grupo G.
Como G deja también invariante a S*~! (el borde del espacio hiperbélico), podemos considerar
el cociente M"~! = (QNS" 1) /G (en caso que Q N S"~1 # () ). Tenemos que la variedad
M"~1 estd conformemente incrustada en la variedad de Mobius M™ como una subvariedad de
codimensién 1. Esta subvariedad divide a M"™ en dos variedades M y M, ambas hiperbélicas y
anticonformemente equivalentes (el automorfismo anticonforme estd inducido por la reflexién en
el hiperplano {z,, = 0}). Por supuesto, est4 el caso en que QNS"~! = (), en cuyo caso M™ consiste
de dos componentes conexas M y M como antes. Ejemplos de este dltimo caso corresponde a las
variedades hiperbdlicas de volumen finito y, en particular, compactas. En el caso que G contiene
elementos elipticos, ya no obtenemos variedades hiperbdlicas, en su lugar aparecen los érbifolds
hiperbdlicos. Teniendo esto en mente podemos ahora si enunciar la siguiente proposicién

Proposicién 3.3.17. Sea M = Q3 una variedad de Klein (véase la observacion|3.3.4)) tal que
Y es libre de torsion. Entonces, existe una variedad NPt con frontera= M tal que int(NPT1)
admite una métrica hiperbdlica completa.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que M = 2 /G donde (2 es un subconjunto abierto no
vacio de S, y G < M (n), tal que G deja invariante a 2 y ademds actia de manera propiamente
discontinua y libre aqui. Consideramos a

N =Qu B"t,

Como se explico anteriormente la accién de G en 2 se extiende canénicamente en N ,y en
efecto G actiia como grupo de isometrias en B"t!. Ya que G actia de manera propiamente
discontinua en 2 este grupo es discreto (en la topologia compacto abierta ) como un grupo de
homeomorfismos de B"*!. Ahora un grupo discreto actiia de manera propiamente discontinua.
Ya que G es libre de torsién entonces la accién en B"t! es libre y propiamente discontinua
asf B! /G es una variedad hiperbdlica plana. Luego G actiia de manera propiamente discon-
tinua en N. Asf si definimos a NPT1 = N /G es una variedad con frontera que cumple con las
propiedades requeridas. O
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A la luz de este hecho podemos considerar a un grupo G de isometrias de el espacio hiperbélico
H"™ de dimensién n que actia en la esfera al infinito S"~! = 9H” como un subgrupo del grupo
de M&bius M(n — 1). Esta accién es propiamente discontinua en H* U(G) donde Q(G) C S™1
es la regién de discontinuidad de G, y uno puede asi definir una variedad de Klein M(G) como
el espacio cociente

M(G) = [H" UQ(G))/G = [H" - A(G)] /C.

La proyeccién natural 7 : H" U Q(G) — M (G) induce una estructura conforme en M (G)
que coincide con la estructura hiperbdlica en el int(M(G)) = H" /G.

3.4. Construccion de variedades de Mobius

Consideremos el caso n = 2 (real) identificado con C, entonces un homeomorfismo es holomorfo
si, y solo si, este es conforme y preserva orientacién. Por lo tanto una isometria que preserva
orientacién de el modelo de Poincaré de el disco (o de H) es biholomorfo, y asi toda superficie
orientable hereda la estructura de una variedad compleja, ademéas sabemos que todo elemento
de Aut(B?) tiene como forma analitica

z—a

— ; 2
'y(z)—exp(ze)l_dz, donde 6eR y «a€ B

que es un subgrupo del grupo de Mébius

Mb(C) = {T(z): az+b :a,b,c,deC,ad—bc;&O}.

cz+d

Pero ademéas Aut(B?) es su grupo de isometrfas con respecto de la métrica de B? entonces
toda superficie de Riemann hiperbdlica tiene una estructura candnica de Mobius. Ahora si
consideramos una regién simplemente conexa que no es todo C. El teorema de la transformacion
de Riemann [3.2.1| nos permite obtener el siguiente diagrama conmutativo.

Entonces del diagrama,
g=foyof

es decir, todos los automorfismos de un dominio simplemente conexo A # C los obtenemos
por medio de la conjugacidén, via la transformacién de Riemann y los automorfismos del disco
unitario Aut(A) = f o Aut(B?)o f~1. Por lo tanto todo dominio simplemente conexo que no
es todo el plano tiene asociada una geometria hiperbdlica y ademéas una estructura canénica de
Moébius.

La proyeccion estereografica de la esfera unitaria en C es una transformacién conforme. Una
coleccién de transformaciones obtenidas por rotaciones de la esfera y luego por la proyeccion
estereografica de C constituyen un atlas para una estructura compleja en S2. Esta estructura es
una estructura de Mobius que como habiamos mencionado al principio de este capitulo es una
estructura compleja de CP'.

Similarmente, las isometrias que preservan la orientacién de R? son holomorfas, y ademés
este grupo de isometrias es un subgrupo del grupo M c')'b(@), por tanto también acepta una
estructura canénica de Mobius.

Se sigue que una estructura, hiperbdlica, Euclidiana o esférica en cualquier superficie orientable
puede ser relajada a una estructura analitica compleja y més ain se puede relajar a una
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estructura de Mobius. El reciproco de esta afirmacién es el ya mencionado Teorema de
uniformizacién (véase que enunciaremos de la siguiente manera, la cual fue extraida
del libro [1I7, Pagina 117].

Toda estructura compleja en una superficie S puede tomar una y solo una estructura, hiperbdlica
o Euclidiana o esférica, que hace a S un espacio métrico completo.

Ademas cualquier métrica de Riemann en una superficie orientable S da lugar a una estructura
compleja en S, por que alrededor de cada punto de S uno puede encontrar coordenadas
isotermas (véase Teorema7 las transformaciones entre conjuntos de tales coordenadas son
conformes.

Dado que toda superficie diferenciable acepta una métrica de Riemann vimos que cualquier
superficie orientable tiene una métrica completa de curvatura constante.

En todas las dimensiones construiremos ahora variedades de Klein.

1. Si = S™: dado que € es compacto un grupo I' que actia de manera propiamente
discontinua aqui debe ser finito. Luego de la seccién vemos que O(n + 1) es un
subgrupo maximal compacto de M (n). De aqui que I' debe de ser conjugado a un subgrupo
de O(n + 1). Asf las variedades /T obtenidas de esta forma son precisamente del tipo
conforme a espacios forma esféricos.

2. Si Q=5 —{ un punto } que es una variedad de Mobius equivalente a R™. De la forma
descrita para M (R™) vemos que un elemento en M (R™) — E(n) es de orden infinito o tiene
un punto fijo, asi no esta contenido en ningin I' que actué libremente y de manera pro-
piamente discontinua en R™ entonces se tiene que I' < E(n). As{ R" /T son precisamente
aquellas variedades de tipo conforme a los espacios forma Euclidianos.

3. Si Q) =5"—{ 2 puntos }: de manera alternativa uno puede considerar a 2 como R" —{0}.
El grupo M () tiene un subgrupo de indice 2 que fijael 0 y el oo, G = R; x O(n), y actia
transitivamente en Q con subgrupo de isotropfa en un punto isomorfo a O(n — 1). Puesto
que este grupo es compacto vemos que {2 admite una métrica de Riemann invariante bajo
M(Q). En efecto, en términos de coordenadas polares podemos tomar esta métrica como

dr?
7 +d0',r27471, (320)

donde do2_; es la métrica estdndar en S"~! haciendo a € isométrico a R x S"~!. Luego
un subgrupo discreto de M () actia de manera propiamente discontinua en . Ahora si
tenemos un subgrupo discreto de G entonces este es finito o contiene un subgrupo ¥ = 7 de
indice finito generado por un elemento de la forma A4, A >1y A € O(n) donde A = Id o
es de orden infinito. Entonces /W es difeomorfo a S"~! x S1. A y la rotacién A son ambas
invariantes bajo la estructura de Mobius en 2 /W. Un espacio cociente compacto de €2 por
I' < M(Q) que actda libremente y de manera propiamente discontinua es llamada una
variedad de Hofp. Como notamos arriba, una variedad de Hopf es finitamente cubierta
por variedades difeomorfas a S~ x St.
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Conclusiones

La geometria conforme nos permite estudiar a las superficies diferenciables de curvatura
constante, y a la vez también podemos estudiar a la geometria Euclidiana y a las no Euclidianas
(K = constante, si K = 0, tenemos el modelo Euclidiano, si K > 0, tenemos el modelo esférico
y si K < 0, tenemos el modelo hiperbdlico). Pero la geometria conforme no distingue esta trico-
tomia. Esta geometria las estudia mediante cambios conformes de métricas y transformaciones
conformes que suelen ser también isometrias (con respecto a su métrica correspondiente) y
forman un grupo. Esto nos permite hablar de acciones de grupos e invariantes bajo la accion,
es decir, estamos utilizando el enfoque de Riemann y el enfoque de Klein juntos para hablar
de estructuras conformes. Dado que para el caso n > 3 las estructuras conformes y las de
Mobius son equivalentes, podemos construir variedades con un método (andlogo al caso de
construccién de superficies de Riemann), el cual es formando el espacio cociente de una regién
de discontinuidad (esta regién se obtiene de la accién propiamente discontinua de un subgrupo
del grupo de transformaciones conformes en un espacio dado) y el grupo que genera esta region.
Estas variedades de Klein, tiene una estrecha relacién con la geometria hiperbdlica y es por eso
que esta geometria es la mas rica y complicada de las geometrias conformes.

Con el trabajo aqui expuesto sobre geometria conforme se habré un panorama muy
amplio para poder realizar estudios posteriores. Como por ejemplo

1. Estudiar las posibles uniformizaciones de las variedades que aceptan estructuras conformes,
podria pensarse en trabajar una posible generalizacién parcial del teorema de Uniformi-
zacién, al menos para este tipo de variedades.

2. Estudiar la conexién con las ecuaciones diferenciables y sus grupos de soluciones con los
grupos y espacios que trabaje y asi poder obtener una clasificacién de estas (otra manera
de uniformizar estas variedades).

3. Estudiar la dindmica local de campos vectoriales conformes.
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Apéndice A

Geometria diferencial en
variedades diferenciables

Este apéndice es para poder entender de manera precisa el lema[3.I]el cual involucra conceptos
muy importantes de la geometria diferencial en variedades diferenciables.

A.1. Campos vectoriales

Sean M una variedad diferenciable, T'M su haz tangente y 7 : TM — M la proyeccién
canénica. Un campo vectorial X sobre M es una transformacién que asigna a cada punto p € M
un vector tangente a M en ese punto, X, € T, M. Esto es, una transformacién X : M — T'M
tal que mo X = Idy;.

Un campo X se dice diferenciable (resp. continuo) si X es diferenciable C*° (resp. continua) como
transformacién entre variedades. Asi, si tomamos coordenadas (U, ¢ = (q1, ..., qn)) entonces X,
que puede escribirse

0
X, =X(p)=X — +--+X, Vpe M
p = X(p) = X1(p) 901, (p) 9an, p
serd diferenciable en py € U si y s6lo si Xq, ..., X, son aplicaciones diferenciables en py.

En particular, observemos que sobre el abierto U las coordenadas inducen n campos vectoriales
diferenciables 8%1’ ceey % (campos coordenados) en funcién de los cuales podemos expresar
cualquier otro campo sobre U. Como en el caso de variedades y aplicaciones entre variedades,
de ahora en adelante supondremos, salvo mencién explicita de lo contrario, que los campos
vectoriales son “diferenciables”, por lo que omitiremos esta palabra.

Denotaremos por x(M) al conjunto de todos los campos vectoriales sobre M. Veamos cudles

son las operaciones naturales en x(M).

1. Suma:
X(M) x x(M) — x(M)

(X, Y)—» X+Y
definida por (X +Y), = X, + Y, Vp € M.

2. Producto por ntimeros reales:
R x (M) — x(M)

(a,X)— aX
definida por (aX), = aX, Vp € M.
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3. Producto por funciones:
C™(M) x x(M) — x(M)

(f, X) = fX
definida por (fX), = f(p)X, Vp € M, donde C*(M) ={f: M — R : f es suave }.

El conjunto x (M) dotado de las dos primeras operaciones tiene estructura de espacio vectorial
real de dimensién oo (salvo que M tenga dimensién 0, en cuyo caso x(M) = 0). Por otra parte,
X(M) con la primera y la tercera operacién verifica propiedades formalmente andlogas a las
de un espacio vectorial sobre C°°(M). Ahora bien, C*°(M) no es un cuerpo, ya que no existe
inverso respecto al producto para funciones que, sin ser idénticamente nulas, se anulen en algin
punto de la variedad. De hecho, C*°(M) sélo tiene estructura de anillo conmutativo con uno.
Se dice entonces que x(M) es un médulo sobre el anillo C*>°(M).

Fijado un campo vectorial X € x(M), para cada funcién f € C°°(M) podemos definir la
transformacion
X(f):M —R

p—= Xp(f)'

Si tomamos coordenadas (U, = q1,...,qn) y X = > 1| Xz'a%, entonces

X(f)= (;X;D (f) = ;Xigj € C®(M).

K2
En consecuencia, para cada X € x(M) tenemos una transformacién
C®(M)— C*

=X ().

Es R-lineal y verifica la regla de Leibniz, esto es:

X(fg)=X(f)g

_|_

Fijados r campos vectoriales Xi,..., X, € x(M) diremos que son independientes (punto
a punto) si el conjunto de vectores {X:(p),...,X,(p)} C T,M es linealmente independiente
para todo p € M. En este caso necesariamente r < n (n = dim(M)). Obviamente, si son
independientes y r = n entonces el conjunto {X;(p),..., X,(p)} es una base de cada espacio
tangente T}, M. En este caso diremos que { X1, ..., X, } es una base (global) de campos vectoriales
(o bien una referencia mévil). En general, no tienen por qué existir r campos independientes
sobre toda la variedad, por lo que existen variedades que no admiten una base global de campos.

fX(9).

A.2. Corchete de Lie de campos vectoriales

Consideremos una base de campos de vectores {X7, ..., X, } sobre un abierto U de una variedad
M. Fijado un punto p € M nos preguntamos si existen coordenadas (q1, - -.,¢g,) alrededor de p
tales que
0
X, = Vied{l,...,n}, Al

sobre U. Para responder a esta pregunta consideremos una funcién f € C°°(M). Podemos
construir entonces funciones X, (f) € C>°(M) y, repitiendo el proceso, X;(X;(f)) € C>(M). Si
la base de campos proviniese de un sistema de coordenadas entonces se verificaria y, por

tanto,
8 [0 o2 f
Xi(Xi(f) = — (—) = .
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Del lema de Schwarz se deduce entonces que
0% f B 0%f

= Xi(X;(f)-

Por tanto, una condicién necesaria para que una base de campos vectoriales sea localmente
de campos coordenados (esto es, que verifique en un entorno de cada p € M), es que se
verifique:

Xi(X;(f) = X;(Xi(f)) VfeCx(M)Vi,je{l,...,n}.
La justificacién de que esta propiedad es suficiente conduce a la siguiente definicion.

Definicién A.2.1. Si X,Y € x(M), definimos su corchete de Lie en un punto p € M como la
transformacion
(X,Y], : C*(M) —R

[ X (Y(f)) = Y (X(F))- (A.2)

Observamos que de esta definicion se puede deducir facilmente la identidad de Leibniz para
el producto:

(X, Y]p(fg9) = ()X, Y]p(9) + 9(p)[X, Y], (f).

En efecto
(X Y]p(fg) = Xp(Y(fg))—Yp(X(f9))
= Xp(gY(f)+ fY(9)) — Yo(9X(f) + fX(9))
= Xp(@)Yp(f) +9@)Xp(Y () + Xp(f)Yp(9) + f(p) Xp(Y(9)) —
= Yo (@)X, (f) = 9(0)Yu(X(f)) = Yu(£)Xp(9) — f(p)Yp(X(9)
= [(p)(Xp(Y(9)) — Yp(X(9))) + 9(p)(Xp(Y(f)) = Yp(X(f)))
= X, Y](9) + @)X, Y]p(f)

Puesto que [X,Y], es también R-lineal, se tiene que define un vector tangente a M en
cada punto p como derivaciéon. Resumiendo:

Proposicién A.2.2. Si XY € x(M) entonces [X,Y], € T,M. Ademds
X,Y]: M —TM
— (X, Y],
es un campo vectorial sobre M.

Veamos qué expresion adquiere el corchete de Lie en coordenadas locales. Sea (U,¢ =
(¢1,--+,Gn)) un entorno coordenado de M y sean X,Y dos campos de vectores sobre M. Expre-
sados en estas coordenadas se tiene:

~ 3} = 0
x=SxZv=%Sv2.
; 9 ; 9q;
Si escribimos en coordenadas [X,Y] ="} _,[X,Y] k%, entonces
X(Y(Qk)) - Y(X(Qk)) -

= oY, 0X
D ZY - Z NG

i=1

[X Y]k: [X Y]( )

Por lo tanto, el corchete de Lie en coordenadas locales queda:
- Yy 0Xr\ 0

X, Y] = Xi— Y, —
SR 1%;( 94 9qi )3%
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1. El corchete de Lie de campos es un corchete de Lie “abstracto”.
Esto quiere decir que es una transformacion

[— =] x(M) x x(M) — x(M)

(X,Y) = [X,Y].
Que verifica las siguientes propiedades:

a) Es lineal en cada variable, esto es,
[aX +bX")Y] =a[X,Y]+b[X',Y]

[X,aY +bY'] = a[X, Y] + b[X, Y]
para todo X, X' Y, Y’ € x(M) y todo a,b € R.

b) Es antisimétrico, esto es
(X, Y]=-[Y,X] VX,Y € x(M).
¢) Verifica la identidad de Jacobi, esto es
(X, Y, 2|+ [Z, [ X, Y]|+[Y,[Z,X]] =0 VX, Y € x(M).

Un espacio vectorial dotado de una operaciéon que verifique las propiedades mencionadas
arriba recibe el nombre de dlgebra de Lie. En consecuencia, (x(M),[—,—]) es un algebra
de Lie.

2. El corchete de Lie se preserva por transformaciones diferenciables. Es decir, si F': M —
M’ es diferenciable, y X, Y € x(M), X', Y' € x(M’) verifican X;,(p) = dF,X,, Y}Q(p) =
dF,Y,, para todo p € M, entonces dFy,[X,, Y,] = [Xp(p), Yr@p)l-

A.3. Concepto de conexion afin

Hasta ahora, dada una variedad diferenciable arbitraria sabemos derivar una funcién f con
respecto a una direccion del espacio tangente v, pero no sabemos derivar un campo de vectores
Y. Un primer intento para definir esta derivacion seria el corchete de Lie que, si bien permitiria
hablar de la derivada de un campo Y en la direccién de otro campo V', no permite derivar en la
direccién del vector v en un punto. Esto es, puede ocurrir que para V,V € X(M)conv =1V, = f/p
se tenga [V, Y], = [V,Y], .

Para tratar de definir esta derivacién consideremos en primer lugar R™ con el sistema usual de
coordenadas (x1,...,x,). Todo campo de vectores Y € x(R"™) puede escribirse como:

Y = ZY;%, conY; : R® — R diferenciable Vi € {1,...,n}.
i=1 ‘

Si v, € T,R™ entonces podemos definir la derivada de Y en la direccién de v, como

Obviamente, esta definicién depende del sistema de coordenadas escogido. Asi, en una varie-
dad arbitraria M donde no exista un sistema de coordenadas privilegiado la anterior definicién
carece de sentido. Por tanto, se hace necesario abstraer las propiedades deseables de esta defi-
nicién de manera que sea aplicable a una variedad M arbitraria.
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Definicién A.3.1. Sea M una variedad diferenciable. Una conexion afin sobre M es una trans-
formacion V,
¥ X(M) x x(M) —> x(M)

(X,Y)— VxY
que verifica:
1. Es R-lineal con respecto a la sequnda variable, esto es,

Vy(aY +bY) =aVxY +bVxY, Va,b € R, VX,Y,Y € x(M).

2. Verifica la regla de Leibniz del producto con respecto a la sequnda variable:

Vx(fY) = X(f)Y + fVxY, Vf € C®(M), VX,Y € y(M).

3. Es R-lineal con respecto a la primera variable, esto es,

Vaxipx(Y) =aVxY +bVxY, Va,b e R, VX, X,Y € x(M).

4. Es C®(M)-lineal con respecto a la primera variable, esto es,

foy = fVXY, Vf € OOO(M),VX,Y S X(M)

Si, ademds, se verifica
VxY —-VyX =[X,Y], VXY € x(M),

entonces se dice que la conexion es simétrica.

Esta definicién no es tan transparente como el de la estructura de Riemann. La siguiente pro-
posicion, sin embargo, debe aclarar la situaciéon poco.

Proposicion A.3.2. Sea M wuna variedad diferenciable con una conexion afin V. Existe una
unica correspondencia que asocia a cada campo vectorial V a lo largo de un curva diferenciable
c: I — M otro campo vectorial % a lo largo de c, llamada la derivada covariante de V' a lo

largo de c, que cumple
D DV | DW

2. %(fV) = %V + f%, donde W es un campo vectorial a lo largo de ¢ y f es una funcion

diferenciable en I.

3. Si V es inducido por un campo vectorial Y € x(M), es decir, V(t) = Y (c(t)), entonces
DV
== =VaY.
dt dat

La demostracién de este hecho importante puede consultarse en [I1], Pag. 50-52].
Con este resultado el concepto de paralelismo se sigue de manera natural.

Definicién A.3.3. Sea M wuna variedad diferenciable con una conezxion afin V. Un campo
vectorial a lo largo de una curva ¢ : I — M es llamado paralelo cuando % = 0, para todo

tel.
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A.3.1. Conexiones de Riemann

Los siguientes conceptos y resultados son de mucha importancia puesto que sin ellos en mente
no podriamos entender el trasfondo de nuestro lema principal.

Definicion A.3.4. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y con una métrica
de Riemann g. Una conexion se dice compatible con la métrica g, cuando para cualquier curva
¢ y cada par de campos vectoriales paralelos P y P’ a lo largo de c, tenemos que

g(P, P') = constante.

La definicién se justifica por la siguiente proposicién garantiza que si V es compatible
con g, entonces somos capaces de diferenciar el producto interno por la regla del producto
habitual.

Proposicion A.3.5. Sea M una variedad de Riemann. Una conexion V en M es compatible
con la métrica si y solo si para cualesquiera campos vectoriales V.y W a lo largo de una curva
diferenciable ¢ : I — M tenemos

d DV DW
cltg(V’W)g(dt’W) +g<v’dt>’ tel.

Corolario A.3.6. Una conexion en una variedad de Riemann M es compatible con la métrica
sty solo si

Ahora podemos hablar de un teorema muy importante.

Teorema A.3.7. (Levi-Civita). Dada una variedad de Riemann M, existe una inica conexion
afin V en M que satisface las siguientes condiciones

1. V es simétrica,
2. V e compatible con la métrica de Riemann.

Estos resultados se encuentran demostrados en [I1], Sec.3 Cap.2].

A.4. La segunda forma fundamental

Sea f : M™ — M"™™=F yna inmersién. Entonces, para cada p € M, existe una vecindad
U C M de p tal que f(U) C M es una subvariedad de M. Esto significa que existe una
vecindad U € M de f(p) y un difeomorfismo ¢ : U — V C R* en un abierto Vde RF, tal
que ¢ transforma a f(U) N U de manera difeomorfa sobre un conjunto abierto del subespacio
R"™ C R*. Para simplificar la notacién, vamos a identificar a U con f(U) y a cada vector
v e T,M, g € U, con dfy(v) € Tf(q)M. Usaremos esta identificacién para extender, por
ejemplo, un campo vectorial local (que esta definido en U) en M a un campo vectorial local
(que esta definido en U) en M; si U es suficientemente pequeiia, tal extension es siempre posible.
Para cada p € M, el producto interior en T, M divide a T, M en la suma directa

T,M =T,M @& (T,M)*,

donde (T, M)~ es el complemento ortogonal de T, M en T, M.
SiveT,M, pec M, podemos escribir a

v=0ovl +o, WTeT,M N e (T,M)*".
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Llamamos a v’ la componente tangencial de v y a vV la componente normal de V.
Tal divisién es diferenciable, en el sentido de que las transformaciones

(p,v) = (p,0") y  (p,v) = (p, o)

de TpZ\Z e si mismos son diferenciables.
La conexion de Riemann en M es denotada por V. Si X y Y son dos campos vectoriales locales
en M,y X, Y sus extensiones locales en M, definimos

VxY = (VgY)T.
Esta es la conexion de Riemann relativa a la métrica inducida en M.

Queremos definir la segunda forma fundamental de la inmersién f : M — M. Para
esto, es conveniente introducir antes la siguiente definicion:

Definicién A.4.1. Si X, Y son campos vectoriales locales en M,
B(X,Y)=V3Y - VxY.
Es un campo vectorial local en M normal a M.

B(X,Y) no depende de las extensiones X, Y,y por lo tanto esta bien definida. En lo que sigue,
denotaremos por x(U)t los campos vectoriales en U que son normales a f(U). La siguiente
proposicién se encuentra demostrada en [I1, Pag. 127] la cual nos asegura que B es una forma
bilineal simétrica.

Proposicién A.4.2. Si X,Y € x(U), la transformacién B : x(U) x x(U) — x(U)* dada por
B(X,Y) =YgV - VyY
es bilineal y simétrica.

Ahora estamos en posicién de definir la segunda forma fundamental. Seap € M yn € (T,M)= .
La transformacién H, : T,M x T,M — R dado por

Hy(z,y) = (B(z,y),m), ,y €M,
es por la proposicion una forma bilineal simétrica.
Definicién A.4.3. La forma cuadrdtica 11, definida en T, M por
I1y(z) = Hy(x, )
es llamada la segunda forma fundamental de f en p a lo largo del vector normal 7).

Observe que la transformacién bilineal H,, es asociad a un operador auto adjunto S, : T,M —
T,M dado por

<S77(x)’y> = Hn(xay) = <B(1‘,y),?’]>.

La siguiente proposicion expresa este operador lineal asociado a la segunda forma fundamental
en términos de la derivada covariante.

Proposicién A.4.4. Seap e M, z € T,M yn € (I,M)*. Sea N una extension local de n
normal a M. Entonces B
Sy(x) = —(VaN)".

Este resultado se encuentra demostrado en [11, pagina 128].
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A.5. Curvatura

Aqui se presenta una definiciéon de curvatura que, intuitivamente, mide la cantidad que una
variedad de Riemann se desvia de ser Euclidiana, la nocién de curvatura seccional obtenida
al empezar con esta definicién de curvatura generaliza la nocién de curvatura de Gauss para
superficies y coincide con el concepto introducido por Riemann.

Definiciéon A.5.1. La curvatura R de una variedad de Riemann M es una correspondencia que
asocia a cada par X,Y € x(M) una transformacion R(X,Y) : x(M) — x(M) dado por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ V[X’y]Z, Z € X(]W)7
donde V es la conexién de Riemann.

Observacién A.5.2. Si M = R", entonces R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y, Z € x(R™). De hecho,
si el campo vectorial Z estd dado por Z = (z1,...,2,), con las componentes de Z viniendo de
las coordenadas naturales de R™, obtenemos

VxZ=(Xz,...,Xz,),

por lo que
VyVxZ=YXz,...,YXz,),

lo cual implica que
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ V[X7y]Z =0,

como habiamos establecido. FEstamos en condiciones, por lo tanto, de pensar a R como una
manera de medir qué tanto se desvia M de ser Fuclidiana.

Las siguientes propiedades de la curvatura estdn demostrado en [I1], Capitulo 4, pag. 90-93].

Proposicion A.5.3. La curvatura R de una variedad de Riemann tiene las siguientes propie-
dades:

1. R es bilineal en x(M) x x(M); esto es,
R(fX1+9X2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2, Y1)
R(Xy, fY1+gY2) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y2)
bara f7g S D(M)a X17X233/17}/2 S X(M) .

2. Para cualesquiera X,Y € x(M), el operador de curvatura R(X,Y) : x(M) — x(M) es
lineal; esto es,
R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z
para f € D(M), Z, W € x(M).

Un anélisis de la demostracién anterior muestra que la necesidad de que aparezca el término
Vix,y]Z en la definicién de curvatura estd conectada con el hecho de que queremos que el mapeo
R(X,Y): x(M) — x(M) sea lineal.

Proposicién A.5.4. (Identidad de Bianchi).
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z, X)Y =0.

Proposicion A.5.5. Se cumple lo siguiente:
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1. (XY, Z,T)+ (Y, Z,T,X) + (Z,T,X,Y) = 0.
2. (X,Y,2,T)=—(Y, X, Z,T).

3. (X,Y,2,T) = —(X,Y,T, Z).

4. (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).

Intimamente relacionado con el operador de curvatura es la curvatura seccional (o de Rie-
mann), la cual vamos ahora a definir.
En lo que sigue es conveniente usar la siguiente notacion. Dado un espacio vectorial V', deno-
tamos por x Ay la expresion

leny =]z Ply 2 —(z,y)

la cual representa el area de un paralelogramo 2 -dimensional determinado por el par de vectores
z,y V.

Proposicién A.5.6. Sea 0 € T,M un subespacio 2 -dimensional del espacio tangente T,M, y
sean x,y € o dos vectores linealmente independientes. Entonces

(:E? y’ x’ y)

K(z,y) = oAy

no depende de la eleccion de los vectores x,y € o.

Definicién A.5.7. Dado un punto p € M y un subespacio 2 -dimensional o C T,M, el nimero
real K(z,y) = K(0), donde {x,y} es cualquier base de o, es llamado la curvatura seccional de
o en p.

A pesar de que el hecho de que la curvatura seccional tiene interpretaciones geométricas in-
teresantes, su importancia viene del hecho de que conocimiento de K (o), para todo o, determina
a la curvatura R completamente. Este es un argumento puramente algebraico:

Lema A.5.8. Sea V un espacio vectorial de dimensién n > 2, dotado de un producto interno
(—,=). Sean R: VxV xV —V y R : VxV xV — V dos transformaciones trilineales
tales que las condiciones de la proposicion[A.5.5] son satisfechas por

(z,y,2,t) = (R(z,9)z, 1), (2,9,2,1) = (R(z,9)z ).
Si x,y son dos vectores linealmente independientes, podemos escribir

K(U) — (Cli,y73;‘,y) K/(U) — ($7y7$ay)l
lz Ay’ lz Ay

donde o es el espacio bidimensional generado por x y y. Si para todo o C'V, K(o) = K'(0),
entonces R = R’.

Las variedades de Riemann que tienen curvatura seccional constante juegan un papel fun-
damental en el desarrollo de la geometria conforme. El lema anterior nos permite obtener una
caracterizacién de tales variedades a través de las componentes R;;i; de la curvatura en una
base ortonormal. Esto se sigue del lema siguiente.

Lema A.5.9. Sea M una variedad de Riemann y p un punto de M. Defina una transformacion
trilineal R : T,M x T,M x TpM — T,M por

(RX,Y, W), Z) = (X, W)Y, Z) — (Y, W)(X, Z),

para todo X,Y,W,Z € T,M. Entonces M tiene curvatura seccional constante igual a Ko si y
sélo si R = KoR', donde R es la curvatura de M.
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Corolario A.5.10. Sea M una variedad de Riemann, p un punto de M y {e1,...,e,}, n=
dim(M), una base ortonormal de T,M. Definamos R;ji; = (R(e;,ej)er,er), 1 <14,5, k1 <n.
Entonces K(p,o) = Ky para todo o C T,M, si y sdlo si

Rijii = Ko(dindj1 — dadjn),
donde

0 st i# 7]

En otras palabras; K(p, U) - K() para todo o C TpM st Yy solo si R”” = —R”jl = KO para todo
{ # j, Yy R”k[ =0 en los otros casos.

5ij{ L, sor=

A.5.1. Teorema de Cartan para la determinaciéon de la métrica por
medio de la curvatura

Sean M y M dos variedades de Riemann de dimensién n y sean p € M y p € M. Escogemos

una isometria lineal ¢ : T,M — T M. Sea V C M una vecindad norma de p tal que exp; esta

definida en 4 o exp;, ' (V). Definimos la transformacién f: V — M por

f(q) = expzoioexp,’(q), qeV.

Para todo ¢ € V existe una geodésica normalizada + : [0,t] — M con ¥(0) = p, ~(t) = q. De-
notamos por P el transporte paralelo a lo largo de v de v(0) a y(t). Definimos la transformacién
¢y : TyM — TyqyM dada por

¢:(v) = Proio Pyl (v) veT,M,

donde P, es el transporte paralelo a lo largo de la ‘geodésica 7 : [0,t] — Z\:4 dada por 7(0) =
D, ' (0) =i(y/(0)). Finalmente, dentamos por Ry R las curvaturas de M y M, respectivamente.

Teorema A.5.11 (E. Cartan). Con la notacién de arriba si para toda q € Vy todos x,y,u,v €
T,M tenemos

(R(z,y)u, v) = (R(¢:(x), 91 (y))di(w), di(v)),
entonces f: V — f(V) C M es una isomeria local y dfp, = i.
Este teorema debido E. Cartan se encuentra demostrado en [I1, Pag. 157]. Para nuestros

intereses este teorema implica que los espacios con curvatura seccional constante son ricos en
isometrias.

1Si exp,, es un difeomorfismo de una vecindad V del origen en T, M, exp, (V) = U es llamada una vecindad
P 8 P i3
normal de p
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Espacios cubrientes

La teoria de los espacios recubridores estd estrechamente relacionada con el estudio del grupo
fundamental. Muchas cuestiones topologicas béasicas sobre espacios recubridores pueden reducir-
se a cuestiones puramente algebraicas sobre los grupos fundamentales de los distintos espacios
involucrados. Esta teoria es importante para la topologia, geometria diferencial, grupos de Lie,
y superficies de Riemann.

En lo que sigue se supondra que todos los espacios son arco-conezros y localmente arco-conexos
mientras no se diga lo contrario.

Definicién B.0.12. Una transformacion continua p : Y — X entre espacios topoldgicos es
llamada un cubrimiento o mds precisamente Y cubre a X a través de p si se verifica:
Para todo x € X existe una vecindad abierta U de x tal que

pHU) =W

jeJ
donde los V; son abiertos disjuntos de Y tal que para todo j € J,

ply. + Vi — U es un homeomor fismo.
J

En particular, p es un homeomorfismo local. Se designa a veces el cubrimiento p por el triplete
Y. p, X).

Ejemplos de cubrimientos topolégicos.

Ejemplo B.0.13. p: R — S! con p(t) = €' es un cubrimiento. En efecto, tenemos que R es
un espacio topoldgico arco conezo. Es claro que p: R — S' es continua.

Sea (x,y) € S, supongamos que x > 0 y sea U, ) = {(a,b) € St|a > 0} C S* entonces U,
es un abierto en S' pues Uw,y) = StN{(a,b) e R?|0 < a <2, —1 < b< 1} es un abierto en R?.
Ademds (x,y) € Urz.yy. Veamos que {Vy, }nen, con V, = (n— i, n+ %) YV n € Z, es una particion
de p~H(U(z,)) en hojas.

P (Uwy) = {a € R|p(a) = (cos2ma, sen2ra) € S' y cos2ma > 0} = U Vo,
neZ

conV,=(n—-3,n+3)VneLZ.
FEsto ya que
cos2ma > 0 & 27a € (2n7r—g,2n7r+g)Vn€Z

™

& 2nm —
nmw 5

1 1
<27ra<2n7r+gVn€Z<:>(n—Z)27r<27Ta<(n+1)27TVnEZ
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1 1 1 1
@n—1<a<n+ZVn€Z @ae(n—i,n—i—z)—VnVnEZ.

Como sen(2ma) es estrictamente creciente en cada Vi, p es inyectivo en cada V,. Si a € V, =
[n—1, n+1] = 2ra € 2nm — I, 2nm + Z] = sen(2ma) € -1, 1].
Ademds p mapea cada V,, en Uy ¥V enUgg . Como V,, es compacto, Pl— €S homeomorfismo

de V,, en Uz,y), en particular Ply, Vo — U es homeomorfismo.
Se aplica un proceso similar en los casos © < 0, y > 0, y < 0. En estos casos se toma
U,y == {(a,b) € Stla < 0}, Uw,y) = {(a,b) € St > 0} y U,y = {(a,b) € Stp < 0},

respectivamente.

Observacion. En el ejemplo anterior, se puede pensar en p como una aplicacién que enrolla la
recta real alrededor de S, y el proceso aplica cada intervalo [n,n + 1] sobre S'.

Ejemplo B.0.14. p, : S* — S! con p,(t) = €™, n € Z es un cubrimiento.

Ejemplo B.0.15. p: C* — C* = C — {0} con p(z) = 2" y k € N es un cubrimiento.

p es un homeomorfismo local: para b € C* y a = p(b), existen vecindades abiertas Vo de b y U
de a tales que Ply, Vo — U es un homeomorfismo. Si w es una raiz k-ésima primitiva de la
unidad, entonces

con V; = wiVy. Si z € V;, NV}, se tiene w2 = 1, entonces j1 = ja por lo tanto los V;
(j=0,...,k—1) son ajenos, V; C C* son homeomorfos a U a través de p.

Ejemplo B.0.16. exp : C — C* con exp(z) = e es un cubrimiento.
Sea a = exp(b); exp es un homeomorfismo local, por tanto existe una vecindad abierta Vi de b
y una vecindad abierta U de a tal que expy, Vo — U es un homeomorfismo. Entonces

e () = | Va
neZ

con V,, = 2min+ V4 y puesto que Vy debe estar contenida en una banda de longitud 27i, entonces
los V, son ajenos.

Contraejemplos.

Contraejemplo B.0.17. Sea j: Y — X la inyeccion canonica de un abierto Y en un espacio
topoldgico X, con’Y C X ; entonces j es un homeomorfismo local biyectivo de Y sobre su imagen,
es decir Idy, pero para todoy € Y —Y 1y toda vecindad abierta U dey en X, 571 (U)NY es un
abierto de Y que mo es homeomorfo a U a través de j; por tanto j no es un cubrimiento.

Contraejemplo B.0.18. Sea f : Y — X un homeomorfismo local sobre y sea {y;};es la fibra

[~ de x € X; todo punto y; tiene una vecindad abierta Vj, tal que f‘v, es un homeomorfismo:
j

Vj, — f(V;) = Uj. Si J es finito, entonces ()

V; 0 fHU) son los abiertos tales que

e U; es un abierto U no vacio y, los V; =

o) = v
JjeJ

st para todo x los abiertos V; son ajenos, f es un cubrimiento. Pero si J es infinito, para que
sea asi, es necesario que ﬂjeJ U; sea un abierto, lo cual no siempre sucede.
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Definicién B.0.19. Se dice que una transformacion continua p : Y — X tiene la propiedad,
de levantar los arcos si para todo arco o : [0,1] — X, y para todo yo € Y tal que p(yo) = o(0)
existe un levantamiento & : [0,1] — Y de o tal que 6(0) = yo; 6 es un arco en Y. Asi que
o=pod.

Teorema B.0.20. Todo cubrimiento p: Y — X levanta los arcos.
Teorema B.0.21. Sean X, Y dos espacios topoldgicos Hausdorff, siendo X conexo por arcos

yp: X — Y un cubrimiento. Entonces el cardinal Card(p~1(z)) es independiente de x € X,
en particular si Y # 0, p es sobre. Card(p='(x)) es llamado el mimero de hojas de p.

Contraejemplo B.0.22. Sea p : (0,10) — S definida por p(t) = e, entonces p es un
homeomorfismo local que no es un cubrimiento y no tiene la propiedad de levantar arcos.

Corolario B.0.23. Sip:Y — X es un homeomorfismo local que levanta arcos, entonces p
es un cubrimiento.

Teorema B.0.24. (Existencia de un levantamiento) Sean p:Y — X un cubrimiento de
espacios Ty, Z un espacio topoldgico conexo por arcos y simplemente conexo y f : Z — X una
transformacion continua. Entonces para todo zo € Z, para todo yo € p~ (f(20)) C Y, existe un
levantamiento tnico f: Z — Y de f a'Y tal que f(z0) = yo.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

>~<

Y
B S
he)

I

Definicién B.0.25. Un espacio cubriente universal de X es un espacio cubriente (Y, p) con'Y
simplemente conezo.

A menudo uno abusa de la notacién y dice que Y es un espacio cubriente universal de X
cuando Y es simplemente conexo.

Ejemplo B.0.26. FEIl conjunto de los nimeros reales R es un espacio cubriente universal de S*

Para un estudio més detallado de los espacios cubrientes y sus propiedades véase [16, Capitulo
X].
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