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Resumen

Se busca una solucién a las ecuaciones de Einstein para un modelo cosmoldgico estudiado a
partir de un campo gravitacional, con constante cosmolégica positiva y acoplado a un campo
escalar fantasma, mediante una métrica de cuatro dimensiones, una temporal y tres espaciales.
El estudio se realiza en coordenadas rectangulares, la parte espacial es afectada por un factor de
escala dependiente del tiempo, el cual describe la expansion del espacio; ademas cada direccién
espacial contiene una funciéon multiplicativa, dependiente del tiempo y de la primera coordenada
espacial, que corresponde a la anisotropia. Después de hallar dicha solucion, se analiza su
evolucion en el tiempo para darle interpretacion fisica y se buscan las condiciones bajo las
cuales el espacio se convierte en isétropo y homogéneo.
Palabras clave: espacio anisotropo, ecuaciones de Einstein, modelo cosmoldgico.
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Capitulo 1

Introduccion

El hombre, por naturaleza, siempre ha deseado comprender lo que le rodea: lo pequeno, lo
grande, lo preciso, lo abstracto. En este anhelo, ha cuestionado su entorno desde diferentes
perspectivas y al hacerlo ha tratado de obtener un verdadero conocimiento. La cultura y la
época en la que cada hombre se ha desarrollado han influido en su perspectiva de la realidad,
asi como de la imagen que se ha formado del universo.

En la busqueda de respuestas a los cuestionamientos sobre el origen y evolucién del universo,
el hombre comenzo por explicarse el origen de la tierra y su exterior. Las primeras explicaciones
que se establecieron fueron compuestas por mitos y observaciones, estas dieron origen a las
narraciones cosmogonicas de diferentes culturas.

A continuacion, se enuncian brevemente algunas de estas ideas cosmogénicas en sus difer-
entes etapas, comenzando con el tiempo prehistérico en oriente proximo y lejano, continuando
con el periodo cosmoldgico de acuerdo con los griegos [1] y posteriormente con culturas desar-
rolladas en Mesoamérica.

1.1 Oriente Préoximo

Egipto. Los egipcios imaginaban la tierra como una plancha llamada Nun que flotaba sobre
el agua. Nun tenia bordes ondulados los cuales constituian una cadena montanosa.

Caldea, Babilonia y Assur. Los habitantes de estas regiones se imaginaban la tierra como
un disco plano, con los bordes rodeados de montanas y que flotaba.

Persia. Sus ideas se importaron de Mesopotamia, su creencia se fundd en un sol, una luna
y 5 planetas; el sol y la luna tuvieron un sentido benéfico mientras que a los planetas se les
atribuyé una influencia maléfica.

1.2 Oriente lejano

India. Se distinguen tres etapas: la Védica, la Brahaménica y la de las escuelas filoséficas
(ortodoxas y heterodoxas).

Entre las narraciones cosmogoénicas se encuentran: la que habla de un mundo creado por
dos fuerzas, la que atribuye el origen del universo a un ser césmico denominado Purusha y la

12



1.3. PERIODO COSMOLOGICO 13

cosmogonia del Rig-Veda que atribuye a un ser misterioso el origen de los mundos a partir de
un caos primitivo.

Los Upanishads se encargaron de averiguar si existe un origen del mundo, su ensenanza
puede considerarse como una cosmologia y una antropologia filoséfica.

1.3 Periodo cosmoldégico

En este periodo se tiene como objeto de estudio el universo mejor conocido como cosmos. En
el pensamiento griego destaca Homero quien habla de los problemas de las fuerzas naturales y
del cielo. Para él, el mundo es causado por fuerzas divinas que determinan en el universo un
orden y una unidad. El primer grupo en estudiar sobre el origen del cosmos fueron los sabios
de la ciudad de Mileto.

Tales (624-548 a. de C.) Aseguraba que el agua es el principio de las cosas justificando su
postura con la condensacion. Se interesd por cuestiones astrondmicas y geométricas.

Anaximandro (610-547 a. de C.) Concebia el universo como una armonia regida de leyes
necesarias e inflexibles.

Anaximenes. (588-524 a. de C.) Creia que la causa de todo es el aire, del cual se forman
todas las cosas a través de la rarefacciéon y la condensacion.

Parménides. Tenia la idea de que el Universo no nace ni perece, no se mueve.

HerAaclito (536-470 a. de C.) Ensena que no hay nada estable en el universo en general.
Todo fluye, nada permanece.

Pitadgoras de Samos (580-500 a. de C.) Crefa que habia una armonia en los cuerpos
celestes en la que las esferas del universo giran alrededor de un punto comun y a distancias
determinables. Los pitagoricos hallaron necesarios los principios numéricos matematicos para
entender el mundo.

1.4 La imagen del universo en Mesoamérica

Los Zapotecas y Mixtecas establecian el origen de lo existente a partir de divinidades concebidas
de forma diferente en cada una de estas culturas [2]. Otra cultura de interés es la Maya, ya que
cuenta con una gran riqueza de narraciones sobre su concepcién del mundo y del universo.

El Popol- Vuh es un libro sagrado escrito después de la conquista espanola, se origina de
las historias mayas mezcladas con ideas posteriores. Este libro habla de una superficie terrestre
cuadrada y dividida en cuadrantes, con cuatro puntos solsticiales y un quinto punto que traza
el paso del sol por el cenit, estos cinco puntos forman el quinterno y se utilizan para representar
la estructura del universo [3].

Se sabia que, para los mayas, el universo tenia la forma de un cubo, en el centro crecia el
arbol de la vida, llamado Yaxché con raices dirigidas a cada punto cardinal y con ramas que se
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conectaban con el firmamento [2]. Sin embargo, otras contribuciones interpretan que los mayas
concebian la idea de un plano terrestre de forma alargada con puntos cardinales que difieren
de los de otras culturas [3].

Otra interpretacion describe un universo dentro de una casa formada por cuatro iguanas
con la cola en cada uno de los puntos cardinales. Sobre la dimension vertical del universo hay
dos modelos uno estrictamente perpendicular y el otro con forma de escalera [3].

1.5 La ciencia moderna

La postura critica del hombre se ha ido perfilando a lo largo de la historia. En diferentes paises
de Europa como Francia e Inglaterra se inicié un trabajo intelectual del cual surgié una ciencia
auténoma [1][4]. Los representantes principales y sus aportaciones se enuncian a continuacién.

Nicolas Copérnico (1473-1543) formul6 la teorfa de un sistema solar heliocéntrico.
Tycho Brahe (1546-1601) fortaleci6 la idea de Copérnico con datos experimentales.

Johannes Kepler (1571-1630) da la explicacién matematica del descubrimiento de Copérnico
en sus tres leyes sobre el movimiento de los planetas alrededor del Sol.

Galileo Galilei (1564-1642) dio nuevas perspectivas sobre el universo a partir de la con-
struccion de su propio telescopio y gracias a este instrumento pudo hacer descubrimientos, entre
ellos: las lunas de Jupiter y los cimulos de estrellas.

Isaac Newton (1642-1727) formuld la ley de la gravitacién universal que describe la fuerza
que actua entre dos objetos y con ella explica el movimiento de los planetas alrededor del Sol
y de la Luna alrededor de la Tierra.

Albert Einstein (1879-1955) publicé en 1905 la Teoria Especial de la Relatividad y en 1915
la Teoria General de la Relatividad en la cual se apoya la cosmologia moderna para estudiar el
universo.

Edwin Hubble (1889-1953) mediante mediciones del corrimiento al rojo propone que el
universo se esta expandiendo.

1.6 Cosmologia fisica

La cosmologia se ocupa del estudio de la evolucion del universo a partir de observaciones
de galaxias, cimulos de galaxias, fuentes de radio, y otros objetos astronémicos observables.
Actualmente, podemos decir que la cosmologia estudia a gran escala la estructura observable
del universo [5].

El quehacer de los cosmélogos es explicar en términos fisicos y matematicos las observaciones
astronomicas para tener una mejor comprension del universo, su estudio se basa en teorias
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gravitacionales como la Relatividad General. En este ambito el modelo mas comun es el de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).

La cosmologia también tiene limitaciones como el no poder comparar el universo con otros,
y la falta de experimentos repetibles. Una investigacion del universo, como hemos visto tiene
implicaciones filoséficas, no obstante, la ciencia no se ocupa de buscar razones de la existencia
del universo y las leyes fisicas. Sin embargo, estos problemas forman la base de la cosmologia

[5]-

1.7 Objetivos de este trabajo

En este trabajo se busca una solucion a las ecuaciones de Einstein para un modelo cosmolégico
estudiado a partir de un campo gravitacional, con constante cosmolégica positiva y acoplado
a un campo escalar fantasma, mediante una métrica de cuatro dimensiones, una temporal y
tres espaciales. El estudio se realiza en coordenadas rectangulares, la parte espacial es afectada
por un factor de escala dependiente del tiempo, el cual describe la expansion del espacio;
ademas cada direccién espacial contiene una funcién multiplicativa, dependiente del tiempo y
de la primera coordenada espacial, que corresponde a la anisotropia. Después de hallar dicha
solucion, se analiza su evolucion en el tiempo para darle interpretacion fisica.

Se tiene como antecedente el estudio de los efectos cosmoldgicos como inflacién, expansion
acelerada y la isotropizacion en el tiempo de un ansatz estudiado en cinco dimensiones y
modelado por gravedad acoplada a un campo escalar fantasma, como en este modelo, el cual
contiene anisotropia en la parte espacial, asi como un factor de escala dependiente del tiempo.
En dicha investigacion se resolvieron las ecuaciones de Einstein y se encontraron las condiciones
bajo las cuales se isotropiza el espacio [6]. Los resultados reportados motivaron el desarrollo de
esta investigacién en 4 dimensiones.



Capitulo 2

Herramientas de la Relatividad
General

2.1 Espacio-tiempo

En el contexto de la Relatividad General el espacio y el tiempo no se conciben de forma
independiente sino que estan relacionados y se introduce el concepto de espacio-tiempo en el
que sucede toda la dindmica de los fenémenos fisicos.

El espacio-tiempo se representa como (M, g) donde M es una variedad diferenciable y g es
una métrica. La variedad es pseudoriemanniana, cuya métrica no es definida positiva; ademas,
es no degenerada en cada punto de la variedad. Usando la convencion de suma de Einstein con
p=1...,nyv=1,..,n, esta se expresa como

= gw/dxﬂdx’/; (21)

las componentes g, se pueden representar en la matriz

g11 G122 - Gin

g21 G2 - Gon
g = . . . .

gn1 Gn2 - nn

En este contexto, se pueden usar de forma indistinta la métrica y el elemento de linea,

definido como
ds® = g, datdz”. (2.2)

2.2 Simbolos de Christoffel

A partir de la derivada covariante de g,,, si se iguala a cero, se pueden obtener, en términos
de la métrica, las siguientes cantidades:

re, = L oo (ag,w L 99 _ 3g,w> (23)

2 orv  Oxt  Ox°
conocidos como simbolos de Christoffel, los cuales cumplen con la propiedad de simetria en sus

indices inferiores, es decir
P _ TP
e, =17, (2.4)

16



2.3. TENSOR DE RIEMANN 17

2.3 Tensor de Riemann

El tensor de Riemann también es conocido como tensor de curvatura; es un tensor de cuarto
orden y se define en términos de los simbolos de Christoffel de la siguiente manera

ore are
RlpLzza = 8—1'[; - axl; + F/guricr - Fgargl/ (25)

Usando g,,\ para bajar el indice contravariante, se puede escribir

R,upua = g,u)\R)\ (26)

pvo*

Este tensor nos permite saber si un espacio es plano o curvo.

2.3.1 Propiedades del Tensor de Riemann

Presenta antisimetria ya sea al intercambiar los primeros dos indices o los dos ultimos

Rupw = _Rupfw = _Rplwo (2'7)
es simétrico frente al intercambio del primer par de indices con el segundo
Rypvo = Ruopp (2.8)
Mediante una permutacion ciclica, las dos relaciones siguientes son vélidas:
Ryupve + Ruopy + Ryvep =0 (2-9)
y
RS, + R, + Ry, =0, (2.10)

es decir, el tensor es antisimétrico en cada par de indices pup y vo y es simétrico bajo el
intercambio de los dos pares entre si.
Siv =00 u=p, entonces
R,pe = 0. (2.11)

2.4 Tensor de Ricci

Al tensor de segundo rango que se obtiene de la contraccion del primer y tercer indices del
tensor de Riemann se le conoce como tensor de Ricci

R = R} (2.12)
en términos de los simbolos de Christoffel, el tensor Ricci se escribe como
ore ore
_ DT pp o o
W= T + e, —Th,17, (2.13)
ademas, este tensor es simétrico
Ruu = Rl/u- (214)

2.5 Escalar de curvatura

Se obtiene el escalar de curvatura contrayendo los dos indices del tensor de Ricci

R = g"R,,. (2.15)



Capitulo 3

Modelos cosmoldégicos

3.1 Modelos is6tropos y homogéneos

3.1.1 Modelos tipo FLRW

Cuando se observan los ciimulos de galaxias, se observa que a grandes escalas estan distribuidas
uniformemente por esto se piensa que no estamos en un lugar del universo privilegiado, ademas
se observa que las galaxias se estan alejando entre si, esto tltimo indica que el universo no es
estatico. Esto nos lleva a construir modelos cosmoldgicos a partir de suponer que el universo
es homogéneo e isétropo en espacio, pero no en el tiempo. Los modelos cosmologicos FLRW,
son aquellos modelos del universo basados en la isotropia y homogeneidad del espacio [5]. Los
siguientes hechos se conocen como los dos principios cosmologicos:

No hay un punto especial en el universo, las galaxias estan distribuidas uniformemente en
el espacio a gran escala. Se dice que el universo es homogéneo a grandes escalas.

No hay una direccién espacial especial en el universo, las galaxias son distribuidas uniforme-
mente en diferentes direcciones a grandes escalas. Se dice que el universo es isotrépo.

Estos dos principios no son ciertos a pequena escala, pues se conservan regiones no ho-
mogéneas: hay galaxias, sistemas solares y planetas. Sin embargo, a escalas més grandes,
se dice que el universo es homogéneo e isotrépo. Estos principios nos proporcionan modelos
homogéneos e isotrépos del universo, los modelos més simples de la evolucién del universo [9].

3.1.2 Ecuaciones de Friedman

Se parte de la suposicién de un espacio isétropo y homogéneo generado por gravedad con
constante cosmoldgica y cierto tensor de energia impulso, cuyas ecuaciones de Einstein son

1
R,ul/ - igMVR + Ag,uu = T;,Ll/ (31)

donde
T,uu - dlag(pvpupap) (32)

representa un fluido perfecto con densidad de energia p y presién p. Estas ecuaciones se trans-
forman en el siguiente par de ecuaciones

.\ 2
a E =N p
(5) ve-5 -5 (33)

18



3.2. MODELOS ANISOTROPOS 19

. . 2
a a k
2—+ (—) + = —A=-p, (3.4)
a a a
i (a\ k
donde en la tultima igualdad 2— + (—) + — corresponde a la gravedad atractiva, mientras
a a a

que A a la gravedad repulsiva (expansién del espacio tiempo).
Al sustituir la ecuacion 3.3 en 3.4 y de la derivacién con respecto al tiempo de la igualdad:

2A CI,Q,O
LI e 3.5
a” + 3 3 (3.5)

se llega a las ecuaciones

a 1 p A

c=3 (53 (3.6)
) a

p=-3-(p+p) (3.7)

conocidas como las ecuaciones de Friedman y son las que rigen la dinamica de los modelos
cosmolégicos de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker, cuya métrica esta dada por

dr?

1 —kr?

ds® = —dt* + a*(t) ( + r2d92> : (3.8)

donde a(t) es denominado factor de escala y codifica la expansién acelerada del universo, k es
el escalar de curvatura espacial y dQ2? = df? + sin® 0dp?.

3.2 Modelos anisétropos

3.2.1 Universos de Bianchi I

Los modelos de Bianchi son las generalizaciones mas simples de los modelos FLRW con difer-
entes factores de expansion [;(t) en las tres direcciones ortogonales. De forma general, la métrica
esta dada por:

ds® = —dt* + [} (t)da® + [5(t)dy® + 15(t)dz?, (3.9)

El factor de escala de expansién promedio es [(t) = (I11l3)3. Los modelos de Bianchi confor-
man un conjunto de modelos cosmolégicos donde uno puede estudiar la dindmica exacta con
ecuaciones de campo no lineales.

3.2.2 Los modelos de Bianchi

Se propone la métrica:
ds? = —dt* + %j(e;d:po‘)(e‘édarﬁ) (3.10)

en la cual se puede elegir una tétrada de vectores e,, con n = eg, siendo n un vector unitario
normal a las hipersuperficies espaciales homogéneas en un punto dado p. En la métrica, €, dz®
son las 1-formas inversas a los vectores espaciales de la triada e;, los indices «, 8 denotan las
coordenadas en las hipersuperficies espaciales (a diferencia de los indices de la tétrada) y 7;;(¢)
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es la métrica espacial que codifica por completo la dependencia en el tiempo en el denominado
enfoque métrico'. En el marco del enfoque métrico, el elemento de linea se escribe como

ds* = —dt* + %j(t)(eg(ﬂ)dm“)(e%(aﬂ)d‘rﬁ), (3.11)
donde ¢!, (z7) tienen como conmutadores:
le;, e5] = C’fjek, [eo, €] =0 (3.12)

y ij son las constantes de estructura del algebra de Lie y satisfacen las identidades de Jacobi.

En el enfoque de tétradas ortonormales se toma una tétrada ortonormal invariante bajo el
grupo de isometrias, donde las componentes de la métrica son constantes de espacio-tiempo
Jab = Nap- Si €9 = n tenemos una base ortonormal {e,,a = 0,1, 2,3}, tal que

[€a; es] = vap(t)ec, [eo, €] # 0. (3.13)

En este enfoque, las variables dindmicas son las funciones de conmutacién 5, (t) y las variables
de la materia.

Las funciones espaciales de conmutacién 7} (1) pueden descomponerse en una matriz simétrica
dependiente del tiempo n%(t) y un vector a;(t), que son equivalentes a las constantes de estruc-
tura C;k del grupo de simetrias en cada punto. En este enfoque, las identidades de Jacobi se
pueden escribir como:

n“a; = 0. (3.14)

Se puede elegir la base de tétradas para diagonalizar n;;, es decir, para obtener n;; =
diag(ni,ne,n3) y a; = (a,0,0) y las identidades de Jacobi se reducen simplemente a nja = 0.
Por lo tanto, se pueden definir dos clases principales de constantes de estructura (y de dlgebras

de Lie): Clase A: a = 0.
Clase B: a # 0.

La clasificacion de Bianchi del grupo G5 es como en la siguiente tabla:

'En la bibliografia se encuentran tres enfoques que difieren entre si por las cantidades en las cuales se codifica
la dependencia temporal. Si dicha dependencia se tiene exclusivamente en e;, se tiene el enfoque de tétradas
ortonormales. Si tanto la dependencia del tiempo se comparte tanto por +;;(t) como por e;, tenemos el llamado
enfoque de automorfismos
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Constantes de estructura canonica para
diferentes tipos de Bianchi. El
parametro h es a®/ nzna.

Clase|Tipo| Ny | N2 | N3 a

| 0 0 0

Il + 0 0 0

A Vi 0 + - 0

Vo 0 + + 0

VIII - + + 0

IX + + + 0

Y 0 0 0 +

\% 0 0 + +

B Vin 0 + - +
m_| 0| + | - |(-n2ns)*’?

Vilhb | O | + | + +

Dado el tipo de grupo especifico en un instante dado, este sera preservado por las ecuaciones
de evolucién para las cantidades n;(t) y a(t).

La siguiente tabla muestra los grupos de simetria de Bianchi que admiten subcasos con
grupos de simetria mayores, en particular las soluciones de FLRW:

Modelos de Bianchi que permiten subclases de alta simetria.

Modelos de Bianchi Isétropos
FLRW K=+1: Bianchi IX
FLRW k=0: Bianchi I, Bianchi Vllg
FLRW k=-1: Bianchi V, Bianchi VI,




Capitulo 4

Solucién anisotropa a las ecuaciones de
Einstein

Se parte de la siguiente accion
S = /d4a:\/_—g [R — 2\ — %(w)? (4.1)

donde R es el escalar de curvatura, A es la constante cosmoldgica, ¢ = ¢(t,x1) es un campo
escalar y e = +1. A partir de esta accién se obtienen las Ecuaciones de Einstein:
1
R,u,y - ég/ﬂ/R + Ag,u,l/ = 71,ul/ (42)

que en forma reducida se pueden escribir como:

1
T;w - §guuT + Ag;w = Rw/- (43)

En este trabajo proponemos la siguiente métrica con minimo de anisotropia basando esta
eleccién en la suposicién de que el universo parte de un estado anisétropo. Usamos coordenadas
cartesianas (t, z1, g, T3):

ds® = AW L —at® + a®(t) [e* 1™ daf + e dyd + 2 dpl] ) (4.4)

donde €41 es un factor conforme y a(t) es el factor de escala. La métrica muestra anisotropia
debido a que cada direccion espacial es afectada por una funcién exponencial distinta y depen-
diente de t y x1, lo que la hace mas general que la mostrada para los modelos de Bianchi.

El tensor métrico se puede escribir de la siguiente manera:

G = diag (—eQA, CL262(A+U1), a2€2(A+u2)’ a2e2(A+u3)> : (4_5)

con su inverso:
—24
b

gul/ — dlag (—6 a72672(A+U1)7 a72€72(14+ug)’ a72672(14+u;3)) . (46)

Los simbolos de Christoffel distintos de cero son:
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ry, =4, Y = e?"aa + a*uy), 19, = e?“2(aa + a?is),
a
[ = ¥ (ad + a*i), Ty =a e A, Lo = — +u,
a
Ml = A+, T, =~ (A 4 1), Thy = (A + u),
a . a .
(o= - + o, I = A"+ u, I'0s = S s,

I3, = A + uf.
Las Con lo anterior se procede a calcular las componentes del tensor de Ricci, se muestran
aquellas que son distintas de cero que corresponden a las componentes R;; con ¢ = j, ademas
la componente Ry no es nula por la dependencia de la métrica en t y z;.

Roo = _33 Fa e (A 4247 — W4 A) — il — i — il (4.7)
R . 2uy 2'2 . 3 . . 2 _3A// " 4A/ I 12 12 12 49
1 =€ (2a® + ad + 3aaiy + a’iiy) +uf + 4A W — (U] +us + uy) (4.9)

Rop = € (24® + aii + 3addiz + a’iiy) + X2 " [-24” — A"+

up(uy — ) + 24 (uf — ) — ' — ug] (4.10)
Ryz = € (24° + aii + 3aais + a’iig) + >3 [—24"7 — A"
2A(u} — uy) + up (v} — uh) — ui — ug]. (4.11)

. 1 .
Por otra parte, si se define T}, = T}, — 3 g/ T se puede escribir R, = T, + Ag,,, donde

TW es el tensor de energia-momento reducido. En este caso TW = €(0,00,¢). Se llega a las
siguientes ecuaciones:

_32 +aPe? (A7 + 247 — 24 A) —if — i — 0] = e — Ae (4.12)
24 (g + m) — iy} — diyu — gy + i = b (4.13)

e (2a® + ad + 3aauy + a®iiy) — 3A" +u +4AW, — (U +uf +uf) = ed? + Aa’eH ) (4.14)

e®2 (24° + ad + 3aaiy + a’iiy) + 2 [—2A4" — A"+

uh () — ufy) + 24" (u — uh) — uf — uf] = Aa?e?Atu2) (4.15)
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e®" (24* + ad + 3aaus + a’iiz) + 2T [—24% — A"+

4.16
2A' (uh — ufy) + uh(u) — uh) — uf — uf] = AaeX At (4.16)
Se impone la siguiente condicién para resolver el sistema de ecuaciones:
Y2 ui =0 (4.17)
y se define: uy = au, us = puy ug = —(a + B)u, con a, f constantes numéricas.
A partir de la ecuacién ( 4.13 ) se obtiene la relacién:
¢ =u
con
= 2(@? + B + af)
y se obtiene que ¢ = —1. Con estas restricciones se llega al siguiente sistema de ecuaciones de
Einstein:
32 a2 2 (A" — 247 4 20A') = Ae* (4.18)
a
/ a . ./
24 (— + au) +au =0 (4.19)
a
- a. a dQ -2 _—2au " " 11 2A
a<u+3—u>+—+2—2+a e (—3A" + au” + 4aA'u') = Ae (4.20)
a a a
aQ

B (u + 3gu> + g +25+ a Ze U A" —2A"7 — Bu"+

2(a — B)AU + 2apu’?] = Ae* (4.21)

2

? + a—2€—2au[_A// . 2AI2—|—

— (a4 p) <u+39u> + 2402
a a
2(2a 4 B)A'Y 4 2a(a + B)u? + (a + B)u] = Ae?* (4.22)
con la ecuacion de campo:

¢+ 3%@25 —a%e ¢ +2(A — au') ¢'] = 0. (4.23)

que se obtiene a partir de la ecuacién de Klein-Gordon deducida de la accién.
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4.1 Solucion al sistema de ecuaciones

Para resolver el sistema, primero se desacopla la variable a a partir de restar (4.18) a (4.21),

obteniendo la ecuacién

2

a® — ai = 0, (4.24)

cuya solucién es:
a=el (4.25)

con H constante.
Luego, despejando A’(z1) de la ecuacién (4.19) y resolviendo se obtiene la siguiente relacién
para el factor de deformacién:

1
A= =3 In(H + o). (4.26)

Ahora imponemos o = 0, lo que permite que la funcién A(z;) no dependa del tiempo y sea

consistente con lo propuesto en la métrica.

1
Por consiguiente, en la ecuacién de campo (4.23) se sustituyen a = eff', A = —3 InH y

a =0y se llega a la ecuacion:
i + 3H0 — e My = 0. (4.27)

4.1.1 Caso 1: solucién hiperbdlica

Resolviendo por método de separacion de variables se obtiene como solucién

u(t, z1) = 4H+/c1c9¢3¢4 cosh (\/axl +1In ?)
V c2

[cosh <§6_Ht +1In ﬁ) - %e‘m sinh (%e‘m +1In §>] (4.28)

Cy Cq

donde ¢; y ¢o son constantes positivas, asimismo, c3 y ¢4 son constantes con igual signo, esto
con la finalidad de tener una solucion real.

4.1.2 Caso 2: solucién trigonométrica

Se puede obtener otra solucion bajos ciertas condiciones en las constantes de la solucién anterior,
esto es, si elegimos ¢; = ¢3 < 0y ¢3 = ¢4, obtenemos una soluciéon en términos de funciones

trigonométricas
u(t, xy) = 4H\/c1coc3c4 cOs (\/c121)

[cos (%am) — %e‘m sin (%e‘lﬁ)] : (4.29)

4.2 Escalar de curvatura

Con las condiciones o = 0 y A = 0, de forma genérica el escalar de curvatura se puede escribir
de la siguiente manera:

R = 2e2H13%/2 + 2pu% + 12H?; (4.30)
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sustituyendo en R la primera solucién u(t, z) encontrada se llega a la expresion:

R =12H? + 32520%0263646_21%{]‘12 {cosh2 (%e‘m +1In, /6_3) +

Cq

1
O m2Ht 2 ﬁe_m +In, /2 ) —sinh QEe_Ht +2Im, /2
H C4 H

H? Cy

ﬁe_m} sinh? (\/C_lml +In,/ ﬂ) + cosh? (\/C_lml +Iny/ ﬂ)
H Co C2
cosh? (%em +1In, /2—3) €2Ht01}; (4.31)
4

se procede de la misma manera con la segunda solucion, en este caso R esta dado por:

R=12H* + 32ﬂ20?c§e4m{ {HQ cos” (\/—Hc?em)

+¢; sin? <\/—]§_16_Ht) — sin <2§6_Ht) H\/c_le_Ht]

sinh? (y/c121) + cosh? (y/c171) cos? (%em) cl}. (4.32)



Capitulo 5

Interpretacion fisica y conclusiones

5.1 Caso hiperbdlico

Con las condiciones antes senialadas (¢; y co positivas, asi como ¢3 y ¢4 con igual signo), se
grafican la funcién u(t,z,) y el escalar de curvatura R(t,z;) como sigue:

u(t, x)

Figura 5.1: Gréfica de la funcién u(t, x1).

5.2 Caso trigonométrico

De igual manera, con las condiciones ¢; = ¢o < 0y ¢3 = ¢4 se grafican la funcion u(t,z1) y el
escalar de curvatura R(t,x;):

27
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R (t,x)

Figura 5.2: Grafica de R tanto para t positivo como t negativo.

R (t,x)

Figura 5.3: Grafica del escalar de curvatura R, para t positivo.
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Figura 5.4: Grafica de u(t, z).

Figura 5.5: Gréfica del escalar de curvatura

Una peculiaridad interesante de estos modelos cosmolégicos radica en que ambos admiten
una evoluciéon con tiempos negativos infinitos, de tal modo que no hay un tiempo inicial como
en la mayoria de los modelos cosmolégicos conocidos.

Asimismo, en ambos casos se observa que u(t, x1) tiende a una funcién espacial a medida que
el tiempo transcurre (para valores positivos de t), por consiguiente, los factores exponenciales
que aparecen multiplicando cada direccion espacial en la métrica también tienden a una funcién
espacial, dando la impresién de que la anisotropia no desaparece en la métrica.

Por el contrario, para valores negativos de t, se observa que la funcién u(t,z;) diverge
dejando claro que el espacio tiempo es altamente anisétropo tanto en el tiempo como en el
espacio.

Ahora, al realizar un analisis del escalar de curvatura se observa que en ambos casos R se
acerca asintéticamente al valor constante 12H? si t es positivo, esto gracias a que el factor e #¢
decae rapidamente en el tiempo, lo que significa que tenemos un espacio tiempo de de Sitter.
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De forma contraria, si analizamos el comportamiento de este invariante cuando ¢ es menor que
cero, la funcién diverge a infinito en ambos casos.

En conclusion, en este modelo cosmologico hemos obtenido una solucion exacta en la que
el universo parte de un estado altamente anisétropo y no homogéneo en el pasado infinito
temporal (cuando t — 00) y a medida que transcurre el tiempo va evolucionando hasta llegar
a un estado que corresponde al universo de Sitter, que es homogéneo e isétropo, para tiempos
positivos. Este andlisis indica que a nivel de la métrica se requiere realizar una transformacién
de las coordenadas espaciales y el tiempo que dejen explicito el caracter homogéneo que el
espacio tiempo adopta para tiempos positivos.
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