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Resumen

En una primera parte se habla sobre los éxitos de la Teoria Cuédntica de Campos, asi como la
importancia que tuvo en la creacién del modelo estandar de las particulas elementales, el descu-
brimiento de los bosones w z, el quark top o el bosén de Higgs, por mencionar algunos. Despties
entrando en el cuerpo de esta tesis se hace un repaso de los grupos de Lorentz y de Poincaré,
deduciendo paso a paso el algebra de Lie correspondiente, y con esto enunciar los operadores de
Cassimir del grupo. Luego se hace una conexion entre el grupo de Poincaré y estados de una
particula llevandandos a las Representaciones del grupo de Poincaré, introduciendo el concepto
de Little Group. Se enuncia la importancia de determinar dichas representaciones y cémo solo
basta encontrar las correspondientes al Little group, ya sea de particulas masivas o sin masa.
Posteriormente se deduce el Little group que corresponde al caso masivo y sin masa, empatando
lo que se conoce del grupo SO(3) y momento angular y/o espin. Enseguida para el caso no masivo
se estudia la propuesta de un campo que crea particulas sin masa de espin continuo, las cuales en
un capitulo anterior se deduce su surgimiento. Finalmente se dan las conclusiones mostrandose
que el formalismo nos da pauta a la existencia de particulas que aparentan tener espin continuo
y sin embargo el campo propuesto parece no respetar causalidad.

IX






Introduccion

El estudio de la Teoria Cudntica de Campos (QFT por sus siglas en inglés), es quizd el pri-
mer escaléon para describir el mundo de las particulas elementales, como es sabido su primer
gran logro fue la cuantizacion del campo electromagnético. Poco a poco fue madurando en for-
malismo y estructura, llegando a la teoria que probablemente simboliza el ingenio de los fisicos
en su maxima expresion: la concepcién del Modelo Estandar de la fisica de particulas elemen-
tales. Con esto las predicciones del W, Z, posteriormente se logra predecir la masa del quark
top y la masa probable del bosén de Higgs, y esto solo por enunciar algunos de los éxitos de QFT.

De forma tradicional, QFT se formula de la siguiente manera, primero se construye el Lagran-
giano o densidad lagrangiana clédsica, luego se proponen los conmutadores entre los campos y
sus conjugados, (cuantizacién candnica), posteriormente se define la Matriz-S y finalmente se
evaluan procesos fisicos mediante el uso de las reglas de Feynman.

Sin embargo desde un punto de vista mas conceptual, es vélido preguntarnos ;Realmente qué es
la QFT?. ;Es posible construir los estados de QFT de manera fundamental? Wigner nos dice que
si, el estudié por primera vez el grupo de Lorentz y Poincaré a fondo, encontrando que la masa
y el espin son las dos propiedades que caracterizan a los sistemas invariantes bajo el grupo de
Poincaré. El hecho de tener como operadores de Cassimir a P2 y W2, donde P es el operador de
4-momento de una particula dada y W es el denominado vector de Pauli-Lubanski, nos permite
clasificar los estados de manera correcta. Dicho estudio nos lleva a las representaciones del grupo
de Poincaré para el caso masivo y sin masa.

Al introducir el concepto de Little Group, el cual actia sobre un 4-momento de referencia, de
tal manera que este 4-momento se mantiene invariante, se obtiene para el caso masivo que, el
Little group correspondiente es SO(3) retomando todo lo que ya se sabe de teoria de momento
angular. Por otra parte para el caso sin masa, se llega al concepto de helicidad, sin embargo
como veremos ésta ultima representacién admite también estados de espin continuo, los cuales
no se han visto en la naturaleza y por lo cual se dejaron de estudiar, pero recientemente se ha
profundizado nuevamente en el estudio de estas representaciones.

Nuestro trabajo es investigar como surgen estas representaciones, cémo se pueden trabajar y
sus posibles implicaciones. La estructura de ésta tesis es como sigue: en el capitulo I hacemos un
repaso histérico de QF T, el capitulo IT se centra en estudiar al grupo de Lorentz y de Poincaré,
pasando primero por las transformaciones de Lorentz hasta llegar al dlgebra de Lie del grupo de
Poincaré.

En el capitulo III, se hace una conexién entre el grupo de Poincaré y los estados de una so-
la particula, se construyen los operadores de Cassimir del grupo de Poincaré, posteriormente se
llega a la llamada rotacion de Wigner, es decir aquellas transformaciones que dejan el 4-momento
invartiante. Dichas transformaciones forman al Little Group, el tema central de este capitulo es
clasificar la representaciones de este Little Group, tanto para el caso masivo como para el caso
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sin masa, resaltando la gran utilidad que tiene determinar dichas representaciones. Una vez en-
contrado el Little group para el caso sin masa, llegamos a los estados con espin continuo, y en
un determinado limite recuperamos el niimero cuantico de helicidad.

En el capitulo IV se estudia la propuesta de un campo que crea particulas o estados de espin
continuo, y que transforma bajo el grupo de Lorentz, y se examina si esta propuesta respeta
causalidad. Finalmente se dan las conclusiones respecto a los resultados de ésta tesis, resultando
en que el campo estudiado aparentemente no respeta causalidad, sin embargo no es prueba sufi-
ciente para dejar de lado el estudio de representaciones de espin continuo.

Para lo anterior es necesario mencionar el lenguaje y notacién que se usa en esta tesis. Se usara la
suma de indices repetidos, indices latinos 4, j, k corren de 1 a 3, e indices griegos «, (3,7, etc corren
de 0 a 4, donde el indice 0 se refiere a una coordenada temporal, y (1,2,3) a las coordenadas
espaciales.

3
D a%me =210 = (a°)? - (7)° (1)
a=0

La métrica del espacio tiempo 7, es diagonal, con g9 = 1, y 911 = 122 = 133 = —1.

El tensor de Levi-Civita e**?° es definido totalmente antisimétrico, con €913 = +1.

3-vectores espaciales son simbolizados con letras en negrita. = (2!, 2% 22). Un gorro sobre

cualquier vector corresponde al vector unitario, es decir: © = I%I



Capitulo 1

Teoria Cuantica de Campos, un
aspecto historico

1.1. QFT los primeros desarrollos

El desarrollo histérico de QFT ha resultado ser muy ilustrativo, partiendo desde sus origenes
hasta nuestros dias. Su primer logro, La cuantizacion del campo electromagnético permanece
como uno de los ejemplos de una QFT exitosa. Como se sabe Mecdnica Cudntica (MC) de
principios no puede dar una cuenta de fotones, los cuales constituyen el primer caso de particulas
relativistas. Los fotones al tener masa cero en reposo viajan en el vacio a la velocidad de la luz
¢ lo cual descarta que una teoria no relativista como lo es M. C. pueda dar una descripcién
aproximada. Sin embargo, solo el formalismo de QFT contiente una descripcién explicita de los
fotones, he aqui un ejemplo de la importancia de QFT. De hecho muchos tépicos en el desarrollo
temprano de una teoria cuantica, fueron relacionados con la interaccién de radiacién y materia,
los cuales debieron ser tratados por métodos de QFT.

1.2. El problema de los infinitos

QFT se inicié con un marco teérico construido de manera anédloga a M.C. Aunque no existia
una teorfa Unica y desarrollada, las herramientas de QFT podian aplicarse a procesos concre-
tos, tales como la dispersién de la radiacién por los electrones libres (dispersion Compton), la
colisién entre electrones relativistas o la produccién de pares de electrén-positrén por fotones.
Los célculos a primer orden tuvieron mucho éxito. Pero mucha gente que trabajaba en ésta area
pensaba que QFT aun tenia que sufrir un cambio. Por un lado algunos céalculos de efectos para
rayos cosmicos claramente diferian de las mediciones, por otro lado, desde un punto de vista
tedrico, un tratamiento de los cdlculos a 6rdenes mas altos de las series pertubativas producian
resultados infinitos. Tanto la energia propia del electrén como las fluctaciones del vacio del campo
electromagnético parecian ser infinitas. Las expansiones de perturbacién no convergieron a una
suma finita e incluso muchos términos individuales divergieron.

Dejando a un lado la sensacién de que QFT fuese imperfecta y con falta de rigor, sus métodos
fueron extendidos a nuevas areas de aplicacién. En 1933 la teoria de Fermi del decaimiento Beta,
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empez6 con ideas que describian la emision y absorcion de fotones, analizé la aniquilacion y
creacién de electrones y neutrinos (interaccién débil). Aplicaciones posteriores de QFT se dieron
en fisica nuclear (interaccién fuerte). En 1934 un nuevo tipo de campos (campos escalares), des-
critos por la ecuacion de Klein-Gordon, pudieron ser cuantizados. Esta nueva teorfa fue aplicada
tiempo después para campos de materia para describir nuevas particulas tales como los piones.

1.3. El control de los infinitos

Después del fin de la Segunda Guerra Mundial, métodos mas confiables y efectivos para li-

diar con los infinitos en QFT, fueron desarrollados, es decir surgieron reglas para realizar cdlculos
teoricos de campos, y se propuso una teoria general de la renormalizacion. A finales de los anos
cuarenta, habian dos formas de encaminar el problema de las divergencias, una descubierta por
Feynman, y la otra (basada en un formalismos de operadores) por Schwinger y Tomonaga de
manera independiente. En 1949 Dyson mostré que estas dos aproximaciones eran equivalentes,
por lo que estos cuatro cientificos se convirtieron en los inventores de la Teoria de la Renormali-
zacién (T.R.). El suceso experimental mas impresionante de la teorfa de la renormalizacién fue
el calculo del momento magnético anémalo del electréon y el desplazamiento de las lineas en el
espectro del hidrégeno.
La idea central en la T. R. es hacer que las divergencias que aparecen en los calculos no in-
fluyeran en las cantidades fisicas. Dyson pudo demostrar que un reescalamiento de la carga y
masa (renormalizacién) es suficiente para remover todas las divergencias en QED para todos los
ordenes de teoria de perturbacién. En general una QFT es renormalizable, si todos los infinitos
pueden ser absorbidos en una redefinicién de un nimero finito de constantes de acoplamiento y
masas.

1.4. EIl Modelo Estandar de la fisica de particulas elemen-
tales

Al inicio de la década de los cincuenta QED, se habia convertido en una teoria confiable, pero
tomoé varios anos para que QFT, pudiera ser aplicada a problemas fisico de interés. El nuevo
desarrollo hizo posible aplicar QFT para describir no solo la fuerza electromagnética, sino tam-
bién la interaccién débil y fuerte, las Lagrangianas debian contener nuevas clases de particulas
o campos cuanticos. Nuevos conceptos tuvieron que ser introducidos, conectados principalmente
con teorias de gauge no Abelianas y rotura expontanea de la simetria. Hoy dia existen teorias
confiables de la interaccion fuerte, débil y electromagnética de las particulas elementales, las
cuales tienen una estructura similar a QED, tal como el Modelo Estandar (ME). Esta teorfa
asociada con el grupo de Gauge SU(3) x SU(2) x U(1) es considerada la teorfa de la fisica de
las particulas elementales. De acuerdo al ME, existen, seis tipos de Leptones (e.g. el electrén y
su neutrino) y seis tipos de quarks, los cuales son todos fermiones con espin %, también exis-
ten particulas de espin 1 (bosones), que median la interaccién entre particulas elementales y las
fuerzas fundamentales, estas son, el fotén para la interaccién electromagnética, dos bosones W
y uno Z para la interaccion débil, y 8 gluones para la interaccién fuerte.
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1.5. Formalismo candnico

La teoria de campos cuanticos general fue primero tratada en 1929, en un par de articulos
de Heisenberg y Pauli. El punto de partida de estos trabajos fue la aplicacién del formalismo
candnico a los campos, de hecho fue a los coeficientes de los modos normales que aparecian en
los campos. Heisenberg y Pauli tomaron la lagrangiana como la integral espacial de una funcién
local de campos y sus derivadas espacio-temporales; las ecuaciones de campo fueron entonces
determinadas con el principio de minima accién [ Ldt; y las relaciones de conmutacién fueron
determinadas usando la derivada temporal del Lagrangiano. Ellos también aplicaron este for-
malismo general a los campos electromagnéticos y de Dirac, y exploraron las distintas leyes de
invariancia y conservacién, incluyendo la conservacion de la carga, momento y energia, asi como
la invariancia de Lorentz y de Gauge.

Veamos ahora un ejemplo de lo que al pricipio de hizo.

Usando el formalismo de Heisenber-Pauli, para un campo escalar complejo libre ¢(z) la
Lagrangiana es

L= / d'z [M—c%wﬁ (Vo) - (”f)%w] : (1.1)

Si sometemos a ¢(x) a una variacién infinitesimal §¢(z), la lagrangiana es cambiada por la
cantidad

0L = /d?’x

Es asumido que usando el principio de accién estacionaria que la variacién en los campos de-
be desvancercerse en las fronteras de la region del espacio-tiempo de integracién. Por lo que ,
utilizando la afirmacién anterior en la accién [ Ldt, podemos integrar por partes, y escribir

6/Ldt = 02/d4x {5& (D + (n;;)z) ) (D + (":;)2) qb*] ) (1.3)

Pero esto debe desvanecerse para cualquier d¢ y ¢, entonces ¢ debe satisfacer la ecuacién de
onda relativista conocida
me?\ >
D—l—(ﬁ) ](b:O (1.4)

y su adjunta respectivamente ((J se conoce como D’Alambertiano). Los momentos canénicamente
conjugados a los campos ¢ y ¢ estan dados para derivadas variacionales de L con respecto a ¢
y ¢', los cuales podemos deducir de (1.3) como

2 2
0T + dodT — VT . Vs — 2V - Vi — (”f) ot — ("f) ¢5¢T] .
(1.2)

= (;j; = ¢t (1.5)
oL .
T = _
= o ?. (1.6)

Estas variables de campo satisfacen las relaciones de conmutacion usuales, con una funcién delta
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de Dirac en lugar de una delta de Kronecker

[r(@,t), ¢(y, )] = [7' (2, 1), 6 (y,1)] = —ihd* (2 — y), (1.7)
[W(:E,t),d)T(y,t) = [ﬂ-f(wvt)v(b(yvt)} =0, (18)

[7(x,t), 7n(y,t)] = [ﬂ'T(CC,t),ﬂ'T(y,t)] = [TF(:E,t),WT(y,t)] =0, (1.9)
[qﬁ(m,t),gb(y,t)} = [¢T(mat)7¢f(yat)] = [d’(mat),QsT(yat)] =0, (110)

El Hamiltoniano aqui es dado por la suma de todos los momentos candnicos producto con las
derivadas temporales de los correspondientes campos, menos la Lagrangiana:

H:/d%: [mbﬂ%q - L (1.11)
entonces usandon (1.1),(1.5) y (1.6):
2.4
H= /d% {WTW LAV - (Vo) + <mh2c ) QS%} . (1.12)

Después de los articulos de Heisemberg y Pauli, un elemento permanecia sin resolver, antes de
que QFT alcanzara su formalismo casi completo: una solucién al problema de estados de energia
negativa. En los tiempos de los trabajos de Heisemberg y Pauli, Dirac habia propuesto que los
estados de energia negativa de el electron esten llenos, pero sélo con los agujeros en el mar
observable de energia negativa, mas que con los electrones de energia negativa por si mismos.
Después la idea de Dirac, fue aparentemente confirmada por el descubrimiento del positréon en
1932, su teoria de agujero fue usada para calcular ciertos procesos al nivel mas bajo de teoria de
perturbaciones, incluyendo produccién y dispersién del par electron-positrén.

Al mismo tiempo, mucho trabajo fue puesto en el desarrollo de un formalismo en el cual la
invariancia de Lorentz seria explicita. El esfuerzo mas influyente fue el muy socorrido formalismo
de Dirac, Vladimir Fock y Boris Podolslki, en el cual los vectores de estado fueron representados
por una funcién de onda dependiente de las coordenadas del espacio tiempo y espin, de todos los
electrones, de energia positiva y negativa. En este formalismo, el nimero total de electrones de
energia positiva o negativa se conserva; por ejemplo, la produccién de un par electron-positrén
es descrita como la excitacién de un electrén de energia negativa a un estado de energia positiva,
y la aniquilacién de un electrén y un positréon es descrita como la correspondiente desexcitacién.
Este formalismo tuvo la ventaja de una manifiesta invariancia de Lorentz, asi como también
ciertas desventajas: en particular, hubo una profunda diferencia entre el tratamiento del fotén
descrito en términos de un campo electromagnético cuantizado, y que el de un electrén y el de
un positrén. Aunque no todos los fisicos sintieron que esto fuese una desventaja; el campo de
electron a diferencia del campo electromagnético no tuvo un limite clésico, por lo que hubo dudas
acerca de su significado fisico.

Por otro lado Dirac al estar convencido de que los campos eran la forma de observar particulas,
no esperaba que las particulas y campos fueran descritas en los mismos términos. Aun asi usar
este formalismo resulté ser dificil para describir un proceso como el decaimiento nuclear beta, en
el cual un electrén y un antineutrino son creados sin un companero del positrén o neutrino. El
calculo excitoso hecho por Fermi, de la distribucién de energia en el decaimiento beta, merece
ser contado como uno de los primeros triunfos de teoria cuanticas de campos.

La idea esencial que fue necesitada para demostrar la equivalencia de la teoria de agujero de




1.5. FORMALISMO CANONICO

Dirac con la teoria cuantica de campos de el electrén fue generada por Fock y por Wendell Furry
y Oppenheimer en 1933. Para apreciar esta idea desde un punto de partida moderno, supongamos
que tratamos de construir un campo del electrén analogamente con el campo electromagnético
o el campo de Born-Heinsember-Jordan. Como los electrones llevan una carga, no nos gustaria
mezclar operadores de aniquilaciéon y creacién, entonces podemos tratar de escribir el campo

9(a) = 3 un(z)eHay (1.13)
k

donde wuy(x)e”*** son un conjunto completo de soluciones de ondas plana ortonormales de la
ecuacién de Dirac. (con k ahora etiquetando el 3-momento, espin y el signo de la energfa):

%”uk = ﬁwkuk, (114)
H = —ihca -V + agmc?, (1.15)
/uLukd?’x == 5kl, (116)

y ag son los correspondientes operadores de aniquilacién, que satisfacen las relaciones de anti-
conmutacién de Jordan-Wigner.

aka; + a}ak =0k, (1.17)
ara; + ajar = 0. .

De acuerdo con las ideas de la segunda cuantizacion para el procedimiento de cuantizacién de
Heinsemberg y Pauli, la hamiltoniana es formada al calcular el valor de expectacion de .7 con
una funcién de onda reemplazada por el campo cuantizado (1.13)

H= /d?’ac(bT%”l/J =" hwpalax. (1.18)
k

El problema es, por supuesto, que este no es un operador positivo. La mitad de wy es negativo
mientras que a};ak toman solo los eigenvalores positivos 1 y 0. A fin de sanar estas dolencias
Furry y Oppenheimer tomaron la idea de Dirac, en la cual el positrén es la ausencia de un
electrén de energia negativa; las relaciones de anticonmutacién son simétricas entre operadores
de creacién y aniquilacién, entonces ellos definieron los operadores de creacién y aniquilacién
del positrén como los correspondientes operadores de creacién y aniquilacién para electrones de
energia negativa

bL = ayg, by =al (para wy, < 0) (1.19)

donde la etiqueta k en b denota un modo del positron de energia positiva con momento y espin
opuesto a aquellos del electrén de modo k. El campo de Dirac puede entonces ser escrito

P(r) = Z (+)akuk(3§) + Z (_)bkuk(w), (1.20)
k k

donde (+) y (—) indican sumas sobre modos normales k con wy, > 0 y wy, < 0, respectivamente,
y ug(z) = ug(x)e ™kt Similarmente, usando las relaciones de anticonmutacién para las b's,
podemos reescribir el operador de energia como

H =Y Ohwalay+ > T hlw|blbr + Eo, (1.21)
k k
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donde Ejy es un numero ¢ infinito

Ey=—-Y Ohluy. (1.22)
k

A fin de que esta redefinicién sea mas que una mera formalidad, es necesario también especificar
que el vacio fisico es un estado |0) del electrén que no contiene electrones o positrones de energia
positiva:

ag |0> =0 (wk > 0), (1.23)

by [0) =0 (wr < 0). (1.24)
Entonces (1.2.44) da la energia del vacio como FEj. Si medimos todas las energias relativas a la

energia del vacio Ey, entonces el operador de energia fisico es H — Ey; y (1.21) muestra que este
es un operador positivo.

El problema de estados de energia negativa para una particula cargada de espin cero, fue tam-
bién resuelto en 1934, por Pauli y Weisskop, en un articulo en partefue para desafiar la imagen
de Dirac de estados de energia negativa llenos. Aqui los operadores de creacién y aniquilacién
satisfacen relaciones de conmutacién mas que de anticonmutacién, entonces no es posible inter-
cambiar los roles de estos operadores libremente, como fue el caso para fermiones. En su lugar
debemos regresar al formalismo candénico de Heisemberg-Pauli para decidir cudles coeficientes de
los varios modos normales son operadores de creacién o aniquilacion.

Pauli y Weisskopf expandieron el campo escalar libre cargado en ondas planas en un cubo de
volumen espacial V = L3:

1 .
¢(I7t) = = Q(kat)elk.w (125)
2D
con los numeros de onda restringidos por la condiciéon de periodicidad, dénde las cantidades

k;L/2m para j = 1,2,3 deben ser un conjunto de tres enteros positivos o negativos. Similarmente
la variable canénicamente conjugada (1.5) fué expandida como

m(x,t) = %Zp(k,t)e_ik'w. (1.26)
k

El signo menos es puesto en el exponente aqui, por lo que (1.5) ahora se convierte en :
plk,t) = g (k,1). (1.27)

Las formulas inversas de Fourier nos permiten ver que

q(k,t) = %/d%q&(w,t)e_ik'x, (1.28)

p(k,t) = \%/dsxﬂ'(a},t)ej%ik'm, (1.29)

y por lo tanto las relaciones de conmutaciones (1.7)-(1.10) dejan para ¢'s y p's:

[p(k,t),q(l,t)] = _7m dBret e = —ihdy, (1.30)
p(k,t).d" @] =Ip(k.t),p(t)] = [p(k,t),p(1,1)]

gk, t),q1, )] =[a(k,t),q"(1,1)] =0 (1.31)

junto con otras relaciones que pueden ser derivadas de estas, tomando sus adjuntas hermitianas.
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Insertando (1.25) y (1.26) en la formula (1.12) para la hamiltoniana, podemos tambien escribir
este operador en términos de p's y ¢’s:

H= Z p(k,t) +wiq' (k, t)q(k,1)] (1.32)
donde
me\
i =k + () : (1.33)
h
Las derivadas temporales de las p’s estdn dadas por la ecuacién hamiltoniana
OH

(k,t) = — = —wiql(k,t 1.34
p( ’ ) 8q(k,t) ka( ) ) ( )

(v su adjunta), un resultado el cual a decir de la eq (1.27) es justamente equivalente a la ecuacién
de onda de Klein-Gordon-Schrodinger (1.4).

Vemos que, justo como en el caso de el modelo de Born de 1926, Heisemberg y Jordan, el campo
libre se comporta como un nimero infinito de osciladores arménicos acoplados. Pauli y Weisskopf
pudieron construir operadores p y ¢ los cuales satisfacian las relaciones de conmutacién (1.30)-

(1.31), al introducir operadores de creacién y aniquilacién, a, b, a', b7 de dos diferentes tipos,

correspondientes a particulas y antiparticulas:

2wk ) exp(—iwyt) — bl (k) exp(iwyt)] (1.35)
ﬁ;k ) exp(—iwyt) + a' (k) exp(iwyt)] (1.36)
donde
[a(k),a'@)] = [b(K), b (1)] = (1.37)
[a(k), a(D)] = [b(k),b(1)] = 0, (1.38)

[a(k),b(1)] = [a(k),bT(1)] = [’ (K),b(1)]
= [a’(k),bT(1)] =0

Es sencillo revisar que estas relaciones de conmutacién satisfacen las relaciones deseadas (1.30),(1.31),(1.27)
y (1.34). El campo (1.25) puede ser escrito

o(x,t) \F Z /= [a(k) exp(i -+ @ — iwgt) — b (—k) exp(—ik - x + iwt)] (1.40)

y la hamiltoniana (1.32) toma la forma

H=3 %ﬁwk [0 (k)b(k) + b(K)bT (k) + af (k)a(k) + a(k)a' (k)] (1.41)
k

o usando (1.37)-(1.39)
H ="ty [0 (K)b(k) + alk)a’ (k)] + Eo, (1.42)
k

donde Ej es un ntmero c infinito

Ey = ka. (1.43)
k
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La existencia de dos diferentes tipos de operadores a y b, los cuales aparecen precisamente en
la misma forma en la Hamiltoniana, muestra que esta es una teoria con dos tipos de particulas
con la misma masa. Como fué enfatizado por Pauli y Weisskopf, estas dos variantes pueden ser
identificadas como particulas y las correspondientes antiparticulas, y si estdn cargadas tienen
cargas opuestas. Por lo que como se ha dicho, bosones de espin cero asi como fermiones de espin
1/2 pueden tener distintas particulas, las cuales para bosones no pueden ser identificadas como
agujeros en un mar de particulas de energia negativa.

Ahora podemos decir cual de los a y b o a’ y b son los operadores de aniquilacién, tomando los
valores de expectacién de las relaciones de conmutacion en el estado del vacio |¥y). Por ejemplo,
si aZ fuese un operador de aniquilacién, el nos daria cero cuando lo aplicaramos al estado del
vacio, entonces el valor de expectacién del vacio de (1.37) darfa

= (la(k)¥o|)* = (¥o|[a(k),a' (k)] Wo) = +1 (1.44)

en conflicto con el requerimento de que el lado izquierdo debe ser definido negativo. En esta
manera podemos concluir que si son ay y by los operadores de aniquilacién, y por lo tanto

a(k) [Wo) = b(k) [¥) = 0. (1.45)

Esto es consistente con todas las relaciones de conmutacién. Asi, el formalismo candnico fuerza
que el coeficiente de e™! en el campo (1.35) sea un operador de creacién, como es también en
el formalismo de Furry-Oppenheimer para espin 1/2.

Las ecuaciones (1.41) y (1.45) ahora nos dicen que Ey es la energia del estado del vacio. Si
medimos todas las energias relativas a Ey, entonces el operador de energia es H — Ey, y (1.42)
muestra otra vez que es positiva.

Hasta ahora hemos pasado por una revision histérica de QFT, llegando al primer formalis-
mo empleado, conocido como cuantizacion candnica, (Lagrangiana, conmutadores, hamiltoniana
etc.) Sin embargo desde un punto de vista méds conceptual nos podemos preguntar ; Qué es QFT?
.Se puede estudiar desde aspectos mas fundamentales? La respuesta recae en estudiar el grupo
de Poincaré y sus representaciones. Como es sabido, las transformaciones homogeneas de Lorentz
forman un grupo, el llamado grupo de Lorentz compuesto por las tres rotaciones en el espacio, y
tres boost. Si a éste grupo le agregamos las traslaciones a través de un 4-vector constante, forma-
mos el grupo Inhomogeneo de Lorentz o grupo de Poincaré. Fue Wigner en quien realizé 193901
el primer andlisis de este grupo, en una publicacion que a posteriori se convertiria en un clasico.
El econtré que la masa y el espin son dos propiedades las cuales caracterizan sistemas invariantes
bajo el grupo de Poicaré, y que el espin corresponde también al grupo de rotacién simétrico
SU(2), pero solo si M? > 0, es decir si el momento es temporaloide. Para el caso de M = 0,
SU(2) no describe al espin, y esto, es debido a que los estados de polarizacién de una particula
no masiva con espin J son unicamente J, = +J. Asi por ejemplo, los fotones fisicos no existen
en un estado m = 0. Para el caso de un momento espacialoide M < 0, nuevamente el espin es
diferente, y de hecho corresponde a un parametro continuo.

Existen tales estados en espectro fisico ? {Se puede formular QFT para estas representacio-
nes? no se sabe, pero recientemente se ha estudiado de nuevo. Nosotros queremos entender como
y por qué surgen tales representaciones y como se pueden trabajar en una QFT consistente,
si esto es posible.




Capitulo 2

El grupo de Poincaré y de Lorentz

2.1. Transformaciones de Lorentz

El principio de la relatividad de Einstein dice que las leyes de la Fisica tienen la misma forma
en diferentes sistemas de referencia inerciales. Si z* representa las coordenadas en un sistema de
referencia (con ¥ = (z!, 2%, 2%) y 2° = t la coordenada temporal, la velocidad de la luz igual a la

unidad), entonces en cualquier otro sistema inercial las coordenadas 2'# deben satisfacer:

Nuwda'dz’™ = n,,datdz”, (2.1)
o de forma equivalente
ozt 9z
Mo gze oge — M 22)
Como se menciona en el capitulo 1 utilizamos el tensor métrico 7,, con signatura (+,—, —, —)

en la diagonal. Utilizamos la convenciéon de suma de indices u,v repetidos dos veces, una vez
arriba, una vez abajo, tomando valores de cero a tres.

Estas transformaciones tienen la propiedad de que la velocidad de la luz es la misma (con ¢ = 1)
en todos los sistemas inerciales.

Veamos este enunciado:

Una onda de luz viajando a velocidad 1 satisface |dZ| = dt i.e.

2

dzr dz
&= E clsd7 di—d2 =0=di? —di* =0
dt dt (2.3)
=d? —di*=0= N detdr” =0
Luego de (2.1) se tiene que
NuwdaMdz™ =0 = dt’? —d@? =0 (2.4)
por lo que aplicando el proceso inverso de este razonamiento obtenemos que
dz’
—| =1 2.5
dt’ (2:5)
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Cualquier transformacién de coordenadas x# — z'# que satisface (2.2) es lineal, entonces tene-

mos la siguiente expresion:
't = A, aY + at (2.6)

con a* constantes arbitrarias y A*, una matriz constante que satisface la condicién
v __
nuuA”pA o = Npo- (27)

Estas transformaciones forman un grupo. Si primero relalizamos una transformacién de Lorentz
(2.6), y luego una segunda transformacién de Lorentz

2" — 2" donde 2" = A* 2P + @t = AF (AP, 2¥ + a”) + at. (2.8)
Entonces el efecto es el mismo que el de una transformacién de Lorentz z# — z'* con

' = (A" ,AP )" + A paP + at. (2.9)
Nétese que si A*, y A*, satisfacen (2.7) entonces A“pAPV tambien.

Las transformaciones T'(A,a), que son una representacién del grupo satisfacen la regla de
composicion - o
T(A,a)T(A,a) =T(AA, Aa + a). (2.10)

Tomando el determinante en (2.7) obtenemos que

det(nAA) = detn = detnpdet Adet A = detn (2.11)

= (det A)?2 =1 ya que detn = —1.
= det A = +1 (2.12)

Podemos entonces concluir que A*, tiene inversa, la cual denotamos por (A™!)”,. De (2.7)
podemos encontrar la forma de la matriz inversa, al multiplicar por (A~1)?, entonces

nuBAMp(A_l)puAﬂo = npU(A_l)pV
= 050" A = 1,0 (AT1)?, (2.13)
= ﬁp”UVBABa = (A_l)pm
por lo que
A = (AP, (2.14)
Se debe cumplir que la inversa de la transforamcién T'(A, a) a partir de (2.10) sea T(A~1, —A~ta),
y la transformacién identidad T'(1,0).
T(A™Y A ta)T(A,a) = T(A'A, Ao+ A ta) = T(1,0) (2.15)
ahora multiplicamos por la inversa propuesta i.e.
T(A,a)T(A™', —A" a) = T(AMAY A(~A""a) +a) = T(1, —a +a) = T(1,0), (2.16)

asi nos convecemos que la transformacién propuesta es la inversa.
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La seccion 2.2 del libro de Weiberg The Quantum Theory of Fields, asi como en el articulo
sobre transformaciones unitarias de Wigner, el cudl se convirtié en un clasico para estos topicos,
muestra que la trasnformacién T'(A, a) induce una transformacién lineal unitaria sobre vectores
en el espacio de Hilbert de la mecéanica cuantica. i.e.

) — U(A, a) |T). (2.17)

Los operadores U deben satisfacer la regla de composicién siguiente:
U(A,a)U(A,a) = U(AA, Aa + a) (2.18)

El grupo de transformaciones T'(A, a) es propiamente conocido como El Grupo Inhomgeneo de
Lorentz 6 El Grupo de Poincaré. Para este caso tomaremos aquellas transformaciones donde
a* = 0, las cuales forman un subrgrupo pues

T(A,0)T(A,0) = T(AA,0), (2.19)
dicho subgrupo es conocido como El Grupo Homogeneo de Lorentz.

De (2.12) retomamos que det A = +1, fijandonos en las transformaciones con det A = +1 po-
demos ver que forman un subgrupo del grupo de Lorentz tanto homogeneo como inhomogeneo,
pues si tenenmos dos transformaciones A; y Ay con AjA; = A3z y det Ay = det Ay = +1

= det A1A2 = det A1 det A2 =41 =det A3. (220)

Ahora si tomamos (2.7) podemos ver que para la componente 00,

00 = Nuw Mo”0 = 100 A0 A% + 1A 0A o = (A%)? — AlgA%y. (2.21)
= (A00)2 =1+ AioAio =1+ AOiAOi (222)
= (A%)? > 1= A% > +1 0 bien A% < —1. (2.23)

Las transformaciones con A% > +1 forman un subgrupo, i.e. Podemos probar que si A, y A*,
son transformaciones con A% y A% > 1 = (AA)% > 1.

Se tiene que B B ) ) )
(AN = A% A% + A% Aty + A%gA%0 + A%3A3; (2.24)

la anterior relacién no es nada mas que el producto interior de la primera fila de A con la
primera columna de A. Con (2.22) vemos que la longitud de los 3—vectores (Alg, A%, A3)) y
(A%, A%, A%) es \/(A%)2 — 1y /(A%)2 — 1 respectivamente. Entonces de la desigualdad de

Schwarz;
|A% Ay + A%gA%0 + A%3A3)] < 1/(A%)2 — 14/(A%)2 — 1, (2.25)
= —/(A%)2 = 1/(A%)2 —1 < A% Aty 4+ A%gA% + A%3A3,. (2.26)
Luego

(AN) % > A%A% — 1/ (A%)2 — 14/(A%)2 — 1. (2.27)

11
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Si A% = A% = 1 es claro que (AA)% = 1, de igual manera es facil ver que si A% > 1y
A% =10 bien A% =1y A% > 1 entonces (AA)°y > 1, por lo que el caso a considerar es cuando
AOO y AOO > 1.

Para esto proponemos A% =1+ey A% =14+aconl>e>0y 1> a>0. Tenemos entonces
que

(AMN°% > (1+a)(1+6) — /1 +a)2—1/(1+€2—1
:1+a+e+ae—\/a2+2a\/62+26

=l+at+etac—ae/l1+— qll—l—f (2.28)
~lt+atet ae—aey/— \/>

=14+ac+a+e—2Vae.

Por otro lado si 2,y > 0 = (x —y)2 > 0= 22 — 22y +9*> > 0= 2® + 2oy +9°> > day = v +y >
2/xy = x +y — 2,/Ty > 0. De esta manera utilizando esta desigualdad podemos concluir que
(AA)%) > 1. Asi verificamos que aquellas transformaciones con det A = +1 y A% > +1 forman
un subgrupo de las transformaciones de Lorentz y es conocido como El Grupo de Lorentz propio
ortocrono.

Ya que no es posible saltar del detA = 41 a detA = —1, o de A% > +1 a A% < -1 a
través de un cambio continuo de parametros, cualquier transformacién de Lorentz que pueda
ser obtenida por un cambio continuo de pardmetros debe ser tal que el det A y A% deben tener
el mismo signo que el de la identidad, y por lo tanto pertenecer al Grupo de Lorentz propio
ortocrono.

2.2. Algebra de Poincaré

Se sabe que la informacién alrededor de cualquier grupo de simetria de Lie estd contenida
en las propiedades de los elementos del grupo cercanos a la identidad. En el caso del grupo de
Lorentz Inhomogeneo, la identidad es la transformacion A*, = 6*,, a* = 0, entonces nuestro
interés se centrard en estudiar aquellas transformaciones con

AH, = 6P, 4+ wh, at = -, (2.29)

donde w*, y € tomaran valores infinitesimales.
Tomando (2.7) , es decir la condicién de Lorentz y sustituyendo la anterior expresién en ella
tenemos:

Moo = nuu((;'up =+ wﬂp)(dlfo + Wuo) = 7hw5“p5”a + nuuéupwya + n/LuW#p + nlwwupwua
= Npo + Wpo + Wop + Wypw" o

v
= —Wpo = Wep T WypW &

Ya que solo conservaremos términos a primer orden en w obtenemos la propiedad de antisimetria

de w,,,, esto es:
Wpy = —Wyp (2.30)

12
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Un tensor de segundo rango antisimétrico en cuatro dimensiones tiene (4 x 3)/2 = 6 componen-
tes independientes, entonces incluyendo las 4 componentes de €, cualquier transformacion de
Lorentz Inhomogenea es descrita por 10 pardmetros.

Para una transformacién de Lorentz infinitesimal, U(1 4+ w, €) se puede realizar una expansién
de Taylor como sigue:

Ul +w,e)=1+ %wp,,Jf“’ —ie, PP+ ... (2.31)

Donde J*? y PP son operadores independientes de w y €, y los puntos suspensivos denotan térmi-
nos de orden mas alto en w y/o e.

A fin de que U(1 4+ w,€) sea unitario bajo esta expansion, los operadores J*? y P deben ser

hermitianos, esto es:
(JPO)T = Jro (PP)T = PP. (2.32)

Como w,, es antisimétrico, los coeficientes J? deben ser antisimétricos también. = J*7 = —J7°.

P, P2 y P3 son las componentes del operador de momento, asi como J23,J3! y J'2 son las
componentes del operador de momento angular, y P es el operador de energfa o el Hamiltoniano.

Consideremos el producto U (A, a)U (14w, e)U~1(A, a), donde A*, y a* son los pardmetros de una
nueva transformacién sin relacién con w y €. Recordemos que se demostré que U(A~L, —A~ta)
es el inverso de U(A, a).

Sustituyendo U(A,a)U(1 + w,e)U~1(A, a) en la expresién (2.18) tenemos lo siguiente:
UN,a)U(1 +w,e) U (Aa) =UA,a)U1 +w,e)UA, —A" a)

=UMNa)U(1+wA ™, —1+w)A ta+e) =UAA+w)A A1 +w)Ata+€) +a)
=U(A(1 +w)A™L, Ae — AwA™ta).
= UM, a) U +w,e)U (A a) =UNA+w)A™L Ae — AwA™ta).

Entonces quedandonos a primer orden en w y €, tenemos lo siguiente:
U(A, a)[1 + %wpUJ”U —ie,PPJU (A,a) =1 + %(AwA‘l)WJ”” —i(Ae — AwA~1a), P"
1 1
= U(A, a)[gwpUJ"" —€,PPIU (A, a) = §(AWA—1)WJW — (Ae — AwA™ta), P
Notemos que

1 1
i(AwA_l)WJ”“ — (Ae—AwA_la)MP“ = iAMpwpg(A_l)”VJ”“ — (AL, —AupwpU(A_l)a,,a”)P“,

(2.33)
entonces igualando coeficientes de w,, ¥ €, se tienen las siguientes ecuaciones:
1 o — 1 — o 10 — [ed v L
SUA ) J7U YA, a) = A (A Do g+ AP (A1) ,a” P (2.34)
U(A,a)PPU(A,a) = AP PP (2.35)

13
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Podemos ver que (2.34) se puede reescribir de la siguiente manera
1 1
§U(A, a)JPU (A, a) = iAup(Afl)"yJV“ + AP (AH7,av PH

= AN TV 4 20PN, 0 PP = AN (JVF — ' PY + o’ PP).

Para transformaciones de Lorentz Homogeneas (con a* = 0) estas reglas de transformacién,
muestran que J* es un tensor y P* es un vector. Para traslaciones puras (A*, = é,), nos
damos cuenta que P? es un invariante ante estas traslaciones pero J*? no.

Ahora apliquemos (2.34) y (2.35) con A¥*, = 6", +wt, y a* = e, recordando que U(1 +w, €) =

1+ %wWJ’“’ — i€, PP
Para la realcién (2.34) quedandonos a primer orden se obtiene lo siguiente:

Ul+w,e) U (14w, e) = (0,° +w.”) (0,7 +w,”)(J" — a"P” + a” P")

=0,"6,7(J"" — a"P" 4+ a"P") 4+ 6, w,” J* 4+ w,”6,7 J*
=JP —e’P7 + PP +w,” I +w, TN

Ahora veamos el lado izquierdo, nuevamente quedandonos a primer orden tendremos lo siguiente:
UL +w,e)JP U (1 +w,e) = (1+ %MHVJ“V — i, P)JP7 (1 — %w,wJ”” +ie, P
1
=J + i(iwu,,J“”J"" — Wy JPTTM) +i(e, JPOPH — €, P*JP7)

_ oo |1 wv  gpo -p#po_pa-l v P gro

=JP +1i §wWJ L JP7| —ile, P, IR = JP7 4+ inJ —€,P",J7 | .
Por lo que igualando las relaciones encontradas llegamos a la siguiente regla de conmutacion:

1
i {2%“,]’“’ — €, PH, J””} =w, I +w, I — P P74 €7 PP (2.36)

Para la ecuacién (2.35) usamos el mismo método, entonces llegamos a nuestra segunda regla de
conmutacién

1
i waﬂw — €, P", Pﬂ} = w,’P* (2.37)

Igualando coeficientes de wy, y €, en ambos lados de este conjunto de ecuaciones, podemos
encontrar las siguientes reglase de conmutacién

Q) AR, JPT) = P Ve — e YT R P Pk (2.38)
i) i[P*,JP7) = P P7 — o PP (2.39)
iii) [P, P?] =0 (2.40)

Las anteriores reglas de conmutacién forman el llamado Algebm de Lie del grupo de Poincaré

En mecdnica cuantica un rol especial es jugado por aquellos operadores que son conservados,
i.e. que conmutan con el operador de energia H = P, si revisamos las expresiones (2.38) y

14
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(2.39), vemos que aquellas componentes que cumplen con lo anterior son:

pP={p' P> P} (2.41)

J={J%, 3 1%} (2.42)

Donde P y J representan los 3-vectores de momento y momento angular respectivamente. Cla-
ramente, el operador de energia conmuta con si mismo. Los generadores restantes forman al que

es llamdo el 3-vector de boost. -
K= {J", g% %} (2.43)

Estas componentes no son conservadas, entonces no usamos sus eigenvalores para etiquetar esta-
dos fisicos. En notacién tridimensional, las reglas de conmutacion (2.39-2.40), pueden ser escritas
€omo:

[Ji, J;] = teijnJi

[Ji, kj] = i€ Ky
[KZ,KJ] = —ZeZJka

[Ji, Pj] = teijnJi (2.44)
(K, Pj] = _ZH(SZJ

[ wH] =P,

[Ji, H] = [ H)=[H,H]=0.

Las traslaciones puras T'(1, a) forman un subgrupo de grupo inhomogeneo de Lorentz, cuya regla
de multiplicacion del grupo es:

T(1,a)T(1,a) = T(1,a + a). (2.45)

Es posible ver que las traslaciones finitas, son representadas en un espacio de Hilber fisico por:

U(1,a) = exp(—ipa,). (2.46)

De la misma manera, se puede verificar que una rotacién R; por un angulo |0| alrededor de la
direccién de @ estd representada en un espacio de Hilbert fSico por

—

U(Re,0) = exp(iJ - 6) (2.47)
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Capitulo 3

Representaciones del Grupo de
Poincaré

3.1. Meétodo de representaciones inducidas

Consideremos ahora la clasificacién de los estados de una particula en base a su transforma-
cién bajo el grupo Inhomogeneo de Lorentz.

Las componentes del 4-vector de energia momento conmutan entre todas ellas, por lo que es
natural expresar vectores de estado fisico en términos de eigenvectores del 4-momento. Intro-
duciendo una etiqueta ¢ para denotar todos los demas grados de libertad, podemos entonces
considerar vectores de estado |p, o) con

Pt |p,o) =p" |p,0). (3.1)

Para estados generales que contienen por ejemplo varias particulas no unidas, la etiqueta o
tendria que ser permitida de incluir valores continuos al igual que discretos.

Para ser concretos, tomaremos como parte de la definiciéon del Estado de una particula que, la
etiqueta o es puramente discreta, y nos limitaremos solo a ese caso.

La ecuaciones (2.46) y (2.47) nos dicen como los estados |p, o) transforman bajo las traslaciones.
U(1,a)|p,0) = e~ |p,0) (3.2)

Debemos ahora considerar como cambian estos estados bajo la accién de las transformaciones de
Lorentz homogneas. De (2.35) podemos observar que el efecto que una transformacién homogenea
tiene al actuar sobre |p, o), es producir un eigenestado del 4-momento con eigenvalor Ap. Esto es

PRU(A) [p, o) = UMUH(A)PHU(A) [p, o)
=UW) [UTH)PHUA)] o) = UA) (AT ) “P*)|p, o)
= UM (A, PP) p,o) = A ppPU(A) [p, o) -

= PrU(A) |p, o) = M pp"U(A) [p, o) (3-3)

17



CAPITULO 3 REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE POINCARE

Por lo tanto U(A) |p, o) debe ser una combinacién lineal de los vectores de estados |Ap, o’):

U(A) |p7 U> = ZCU’J(Avp) |Ap’ UI> . (34)

En general es posible a través de usar combinaciones lineales apropiadas de |p, o), escoger las
etiquetas o en tal forma que la matriz C,/, (A, p) sea diagonal a bloques; i.e, tal que el estado
|p, o) con o dentro de un bloque cualquiera por si mismos proporcionen una representacién del
grupo inhomogeneo de Lorentz.

Es natural identificar los estados de un tipo especifico de particula con las componentes de
una representacién del Grupo inhomogeneo de Lorentz, las cuales son irreducibles, en el sentido
de que no puede ser descompuesta de esta forma.

Lo que se busca es trabajar en la estructura de los coeficientes Cy,/(A,p) en representacio-
nes irreducibles del grupo inhomogeneo de Lorentz. Notemos que las tnicas funciones de p*, que
son dejadas invariantes por todas las transformaciones propias ortécronas de Lorentz A, son
P? = n,ep"p”, vy el signo de p° para p? < 0.

Por lo tanto para cada valor de p? ( para p? < 0) y para cada signo de p°, podemos escoger un
4-momento estandar, por ejemplo k*, y expresar cualquier p* de esta clase como

p' = L*, (p)k*. (3.5)

donde L*, es alguna transformaciéon de Lorentz estandar que depende de p* y también implici-
tamente de nuestra eleccién de k*. Podemos entonces definir los estados |p,o) de momento p
por

Ip, o) = N(p)U(L(p)) |k, o), (3.6)

donde N (p) es un factor de normalizacidn, el cual puede ser determinado después. Sin embargo no
se ha mencionado algo respecto a como las etiquetas o estan relacionadas para diferente momento.

Haciendo actuar sobre (3.6) una transformacién homogenea de Lorentz arbitraria U(A), en-
contramos:

U(A) [p,o) = UMN(p)U(L(p)) [k, o) = N(p)U(M)U(L(p)) |k, )

— N)UAL) [k 0) = Np)UALD)U (L~ (Ap)AL () [k, o) 37

El punto importante del dltimo paso es que la transformacién de Lorentz U(L~'(Ap)AL(p))
toma k y lo manda a p es decir, L(p)k = p y luego a Ap, para después regresar a k, entonces
esta transformacion pertenece al subgrupo del grupo homogeneo de Lorentz, el cual consiste en
aquellas transformaciones de Lorentz W#, que dejan k* invariante, esto es

WhEY = kP, (3.8)
Este sugbrupo es llamado Little Group. Para cualquier W que satisfaga la ecuacién anterior se

tiene
W) |k, o) = ZD” ) |k, o). (3.9)

Los coeficientes D(W) forman una representacién del Little Group, i.e. para cualquier elemento
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3.1. METODO DE REPRESENTACIONES INDUCIDAS

W, W tenemos los siguiente:

" Do (WW) [k, ") = UWW) [k, )

o’

=UW)UW)|k,0) =UW)>_ Dorg(W) |k, 0)

o’

= Z DO’”O’(W)DO"O'”(W) |k’0’>

=3 Dorg(WW) = 3" Dyrig(W) Do (W)
= para cada elemento Dyro(WW) se tiene que
DU’U(WW) = Z DU'O’” (W)DO'"G'(W)- (310)

Aplicando la ecuacién (3.10) a la transformacién del Little Group W (A,p) = L~(Ap)AL(p),
entonces (3.7) toma la siguiente forma

U(A) [p, o) = N(p)U(L(Ap)U (L™ (Ap)AL(p)) |k, o)
= N(p)U(L(Ap)U(W (A, p)) |k, 0) = N(D)U(L(Ap)) D Dora (W (A, p)) |k, 0)

= N(p) Y Dora(W(A,p))U(L(AP)) [k, "),

ZDN p)) |Ap,o’) . (3.11)

= U(A)|p,0)

Dejando de lado el problema de la normalizacién, la tarea de determinar los coeficientes Cy/, en
la regla de transformacién (3.4), se ha reducido al problema de econtrar las representaciones del
Little Group. Esta aproximacién de derivar representaciones de un grupo como el grupo Inho-
mogeneo de Lorentz, a partir de las representaciones de un Little Group, es llamado Método de
representaciones inducidas.

Caso Kk Little Group
(a) p*=M?>0,p">0 | (M,0,0,0) SO(3)

(b) PP =MZ>0,p° <0 | (—M,0,0,0) | SO(3)
(c)p*=0,p">0 (%,0,0, k) 150(2)
(d)p?>=0,p° <0 (—k,0,0,K) | ISO(2)

(e) p>=—-N?>0 (0,0,0,N) SO(1,2)

O P =0 (0,0,0,0) | SO(1,3)

Momento estandar y el little group correspondiente.

La tabla anterior nos da una eleccién conveniente del momento estandar k¥ y su correspon-
diente Little Group, para varias clases de 4-momento. Solo las cldses (a), (¢) y (f) tienen alguna
interpretacién conocida en términos de estados fisicos. Para el caso (f) no hay mucho que decir,
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CAP/TULO 3 REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE POINCARE

éste describe al vacio el cudl es invariante trivialmente ante U(A).

3.2. Operadores de Casimir del grupo de Poincaré

El algebra de Lie del grupo de Lorentz, se puede escribir de una manera unificada definiendo:

_ ) Jig = —Jji = €ijrdk
T = { R A (3.12)

Con lo anterior tenemos que J,,, y P, son los generadores de transformaciones de Lorentz puras
y traslaciones espacio temporales respectivamente. Por lo que se propone que

P? = P,P", (3.13)
es un operador de Cassimir del algebra de Poincaré.
Posteriormente se define el llamado vector de Pauli-Lubanski
W, = %E#VPUPVJ’UU (3.14)

Y resulta que
W2 =w,Ww* (3.15)

es el segundo operador de Cassimir del dlgebra de Poincare.

3.3. Forma covariante del Little group

Las transformaciones de Lorentz que dejan al momento invariante como bien sabemos son las
que forman al little group el cual denotamos como LGy, y los elementos de grupo son generados
por las componentes independientes de

1
wh = ST . (3.16)

Es posible ver la similitud de w con el vector de Pauli — Lubanski, reemplazando P, por su
eigenvalor K, el cual cumple con las siguientes reglas de conmutacién

[W#, Ja,g] = —i(ngyWa — T)Od,Wg) (3.17)
[WH WY = —ie""?° W, P, (3.18)
[WH, PY] =0. (3.19)

Se puede demostrar que tanto P? como W?2 conmutan con todo los generadores del grupo de
Poincaré, lo cual resulta sencillo si damos por verdaderas las reglas de conmutacion anteriores.
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3.3. FORMA COVARIANTE DEL LITTLE GROUP

3.3.1. Caso masivo

Para el caso masivo y siguiendo la metodologia de representaciones inducidas, elegimos un
4 — momento estandar k = (m,0,0,0) donde k% = krk, = m? y m es la masa de una particula
en reposo entonces los generadore de los elementos del LGy, son

1
wh = —-e"P" K, Jyo
1
= 756#0/)0](0‘]!)0 (3.20)

1
= —m§€NOpUJpg

Entonces las componentes distintas de cero seran de la siguiente manera

m

w! = _5(61023&3 + % 50) =mdys =my,
w2 = —%(62013J13 + 62031J31) = _mJ13 = mJ27 (321)
w3 = —%(63012J12 + 2 ) =mdyy  =mds.

Por lo que w* se reduce a w® = 0 y w* = mJ?, lo que implica que el Little group tiene la
estructura SO(3).

Haciendo una conexioén entre el formalismo de Little group y lo que usualmente se hace para
deducir las representaciones del Grupo de Lorentz inhomogeneo para el caso masivo, tenemos lo
siguiente:

Definimos los siguientes generadores A y B en terminos de J = (Jy, J2, J3) y K = (K1, K2, K3)
como sigue

A:%(J—&-iK),B:%(J—iK). (3.22)

Usando las relaciones de conmutacién (2.44), se tiene:

[A;, Aj] = i€ Ak (3.23)
[Bi, Bj] = i€, By (3.24)
40 B =0 (325)

Lo anterior muestra que tanto A como B generan un grupo SU(2), y los dos grupos comutan.
El grupo de Lorentz al cual conocemos como SO(1,3) es esencialmente SU(2) x SU(2), y la
transformacién de estados para estar bien definida, sera descrita por dos etiquetas de momento
angular (7, '), el primero corresponde a A, y el segundo a B. Donde j,j' = 0, %, 1, %, ..., por lo
que tendremos representaciones, escalares, vectoriales o espinoriales.

3.3.2. Caso sin masa

En éste caso tenemos k% = 0, i. e., elegimos nuestro 4 — momento estandar como k* =
(m,0,0,m), al igual que en el caso masivo, partimos del vector de Pauli-Lubanski, para encon-
trar, entonces, los generadores de los elementos del LGYy.
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CAPITULO 3 REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE POINCARE

1 1 1

W = SR, Jpe = S Koo + €97 K3 o
2 2 2

(3.26)

m
— % (.n0pc _ H3po
=3 (e Jpo — € Jp(,)

Cada una de las componentes de W*#, son distintas de cero, por lo que es importante calcular
una por una.

w® — _Teuspajpa _ _% (60312(]12 n 60321(]21) _ —%Jm (60312 _ 60321) — —mJyy = —mJs
(3.27)
wi= M (610paJ L — By U) _ m (51023J23 £ 082, 1302y 61320J20)
2 ’ ! 2 (3.28)
= m(—J23+J02) = m(—J1 +K2) = _m(K2 —Jl),
wi= T (EQOpa'J L — o 0) _ m (62013J13 42031, (2301 5 62310{]10)
2 ’ ! 2 (3.29)
= m(Jiz—Jo1) = —m(Js1 + Jo1) = —m (K1 + J2),
w3 = %63012J12 -+ %630211]21 = —mJis = —mJs. (330)

Haciendo que J sea el generador de rotaciones y K el generador de boost, los generadores del
little group son J3,L1 y Lo con
Ly = K1+ Js, (331)

Ly =Ko~ J. (3.32)

3.3.3. Algebra de Lie para el caso sin masa

Los generadores para el caso no masivo obedecen el siguiente algebra,

[Ly, Lo] =0
[J3, Ll] = iLgy (333)
[J5, La] = —il.

[ Fisicamente es posible ver por qué esta combinciéon de generadores deben ser los elementos del
litlle group?

Utilizando los generadores propuestos y trabajando con la representacién matricial de éstos,
podemos operar sobre el 4-momento de referencia y ver el efecto de dichos generadores sobre este
4-vector.
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3.3. FORMA COVARIANTE DEL LITTLE GROUP

La representacion matricial de los generadores involucrados esta dada de la siguiente manera:

0 0 0 O 01 00 0 010
0 0 1 0 1000 {0 0 0 O
Ba==lg Z1 0 o =70 00 o] ®2=71 0 0 o0 (3.34)
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O
00 0 O 0 00 O
{0 0 0 O 0 0 0 -1
Si==lo 0 o 1"2=7[o 00 o (3.3)
00 -1 0 01 0 O
El momento estdndar o de referencia es el vector columna
K
0
K:
0 (3.36)
K

Los operadores correspondientes para los generadores Ly y Lo a primer orden son U(L;) =
1—i¢1Ly y U(Ly) = 1 — i¢2 Lo, entonces actuando sobre el momento de referencia se tiene lo
siguiente:

0 0
U(L)K = K + ¢, (1) + _01 , (3.37)
0 0
0 0
U(L2)K = K + ¢ (1) - (1) (3.38)
0 0

Lo anterior nos muestra que estos generadores efectivamente si dejan invariante al momento, mas
aun, fisicamente, una parte de L, crea una componente x y al mismo tiempo otra parte la anula,
de manera similar Ly crea una componente y pero tambien la anula. En el caso de Js, resulta
claro que deja al momento invariante, pues como bien sabemos es el generador de rotaciones al
rededor del eje 3 o eje Z.

Entonces el elemento del little group para el caso sin masa mas general esta dado como

W(0, o, B)", =d", +why, (3.39)
0 aa B O
a 0 0 -«
0 o B 0

Asi el operador asociado a este elemento de grupo queda de la siguiente manera
U(W(G, «, ﬁ)) =1- iO[Ll — 'L/BLQ - Z@Jg (341)

Podemos verificar que los generadores Ly y Lo deben ser de la siguiente manera Ly = K7 + Jo
Ly = K5 — Jp, como se muestra en las eqgs.(3.31) y (3.32).
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CAP/TULO 3 REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE POINCARE

Esto es
U(W(G, a, 5)) =1- iOé(Kl + JQ) — Z/B(KQ — J1) —i6.J3. (342)

A continuacién comprobaremos que la anterior combinacién de generadores en forma de matriz,
es la correcta.

01 0 O 0 01 0 0 0 00
10 0 -1 0 00 O 0o 0 1 0
UW.a.f))=1+alg o o o [ 711 0 0 —1|F |0 -1 0 0
01 0 O 0 01 0 0 0 0 O
0 o B 0 (3.43)
a 0 0 —«
=1+ 3 -6 0 -8
0 a B 0
La representacion matricial de los generadores L, y Lo entonces estard dada como:
01 0 0 0 01 0
1 0 0 -1 0 00 O
Li==tlg 00 o271 00 1| (3.44)
01 0 O 0 01 0
Ahora podemos calcular los tres conmutadores entre estos generadores.
01 0 0 0 01 O 001 0 01 0 0
1 0 0 -1 0 00 O .0 0 0 O 10 0 -1
L2l ==1g 0 0 o ||t 00 —1| (100 —1flooo of""
01 0 0 0 01 O 0 01 0 01 0 0
(3.45)
0 0 0 O 01 0 O 01 0 O 0 0 0 O
[JL]*—OOlO 100—1+100—10010
BEL 7710 -1 0 0] 0 0 0 0 000 O0]|l0 -1 0 0
0 0 0 0 01 0 O 01 0 O 0 0 0 O
(3.46)
0 0 0 O 0 010 0 01 O
100 0 O " 0 00 0] (0O O0O O L
100 -1 0000 |1 00 -1 "
0 00 O 0 010 0 01 O
por tltimo tenemos el siguiente conmutador,
0 0 0 O 0 01 O 001 0 0 0 0 0
s, La] = — 0 0 1 0 0 00 O " 00 0 O 0 0 1 0
BT lo -1 0 01 00 -1 100 —-1fl0 -1 0 0
0 0 0 O 0 01 O 001 0 0 0 0 O
(3.47)
0 0 0 O 0 -1 0 0 0 -1 0 O
-1 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1 .
“lo ooo|T{o 0o 0oo|/Tlo o oo
0 0 0 O 0 -1 0 0 0 -1 0 0
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3.3. FORMA COVARIANTE DEL LITTLE GROUP

3.3.4. Helicidad )

Como L y Ly son operadores hermitianos que conmutan , estos pueden ser diagonalizados
simultaneamente através de estados |k, 11, l2).

E |k,ll,l2> =0 ‘k7l1al2> ’

3.48
Lo |k, 1y, le) = 1o |k, 1y, 1) (348)

Aqui nuestra sorpresa es que si encontramos tal conjunto de eigenvalores distintos de cero de L
y Lo, entonces encontramos todo un continuo, veamos lo anterior.

Tenemos que U(W (0, «, 8)) = 1 —ialy — i Ly — i0.J3, entonces por un lado:
U(R(0)U(W (8, c, B)U (R(6)) = 1—i(acos §+Bsin ) Ly —i( cos §—asin @)Ly —if.J5. (3.49)
Por otro lado se tiene la siguiente relacion

U(RO)U(W (0,0, )UH(R(9)) =1 — iaU (R(9)) LU~ (R(0))
—iBU(R(0)) LU~ (R(0)) — i0U (R(9))JsU " (R(0))

(3.50)
Asi llegamos al siguiente par de ecuaciones.
U(R(0))L U Y (R(#)) = Ly cos® — Lysinf (351)
U(R(0)) LU (R(6)) = Ly sin 6 + Ly cos . '
Las ecuaciones de eigenvalores respectivas para Ly y Lo quedaran como sigue:
L1 |k‘, ll, lg, 9) = (ll cos f — l2 sin 9) ‘k, ll, l2, 9> (352)
y
L4 |k, l1,12, 9> = (ll sin 6 + [y cos 9) |]€, 1,12, 9> . (353)

Donde U~Y(R(9)) |k, 11,12) = |k,11,12,0) para un @ arbitrario.

De esta manera los estados estandar estardn caracterizados por un parametro fijo [ y un an-
gulo variable ¢ [2], con
Ly k2,1, ) = Lcos §|k2, 1, 9)

Ly k2,1, ¢) = Isin¢ |k2,1, ¢) (3.54)
e 0% k2,1, 0) = k2,1, +0) .

Como cualquier representacién del grupo de Poincaré puede ser uni o bi-valuada, tomamos para
n=12
k2,1, ¢+ 2mn) = |k2,1,9) . (3.55)

En el limite [ — 0 los estados con diferentes valores de ¢ se degeneran hasta una fase.

k2,0, 4 0) = e k2,0, ¢) . (3.56)
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CAPITULO 3 REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE POINCARE

= 0 =27mn,

en base a la ecuacién (8) .
e M k2,0,0) = A =1

e DA k2.0,¢) = A = %

Esto es entonces el numero cudntico usual de helicidad.
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Capitulo 4

Representaciones de Espin
continuo

4.1. ;Se puede tener un campo para particulas de espin
continuo?

Los estados con momento k caracterizados por un angulo ¢ azimutal, un angulo « polar
||

y un parametro v = In (7 , los cuales se obtienen a partir del ket estdndar por medio de

transformacién de Lorentz apropiada [2].

K, 1,¢) = <|k|> e iPTsemiotee =S 15 | ) (4.1)

K

Como la variacién del dngulo ¢ es continua, particulas sin masa con [ # 0, no pueden ser creadas
o destruidas por cualquier operador de campo ®,(x*) con un nimero finito de componentes.

Entonces analizamos la propuesta [2] de introducir un campo ®(z*,6,,)dependiente de un con-
junto de variables continuas 6,,. Bajo una transformacién de Lorentz arbitraria U(A)

UN)® (2, 0,)U L A) = (A", 2", T (A1)0,), (4.2)

donde se asume la suma sobre indices repetidos. Las matrices I';,, forman una representacién
del grupo de Lorentz, ya que

Ty (A1~ )T (A2 ™) = Do (A2A1) 1) = Doy (A1 A Y). (4.3)

Si los 6, transforman de acuerdo a una representacién del grupo de Lorentz designada por
(A,B), los generadores de rotacién y boost para los Iy, estdn dado por

=g g @B 5= i( gy @), (4.4)
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CAPITULO 4 REPRESENTACIONES DE ESPIN CONTINUO

donde # () y 7(#) pueden ser escritos simplemente en terminos de matrices de espin ordinarias
Ay B. Los generadores de la matriz correspondientes a Ly y Lo son

L=+ fo=—i( f — g,

Ly = Ko — jl - _(/-i(-m) + /_(:%’)) (45)

Donde #i = #1+1i ¢s.

Tomamos ®(z,6,) y lo forzamos a ser un operador de campo libre, creando o destruyendo
unicamente particulas solas. Los elementos de la matriz de una particula pueden ser escritos
como .
O (e, 0,)|R 1 ¢) = —— (R, 1.6:0,) (4.6)
T, Un RS = T 3, =1 s by P3UR ). .
(2m)% (2|K|)3

Estos estan relacionados con los elementos de la matriz de estado estandar a trevés de una
transformacién de Lorentz

U(A(K)) = e "TseioTae=iks (4.7)

De (4.1) podemos ver que
(012 (x,0,)|K 1, ¢) = <|KK|> (0|U M (A(K)) @ (, 0,)U (A(K))|12,1, §) (4.8)

Usando (4.1), (4.2) y (4.6)
F(E,1,¢;:0,) = F(r2,1,6; Ty (A(K)brn) (4.9)

donde A(R) = e-16Fs¢-i Fs gt
Veamos:

L pR 1616, = <K> U AR B 00U AR 1, 6)
(2m)2 (2|K])2 | K

= (If> (OIP(AK )"y, Do (MK O K2, 1, )

_ Lﬂp(ﬁz 1, &; Do (A(K))0)
emi @Rt T "

= F(K,1,¢;0,) = F(k2,1,6; Tyn(A(K))0,m)

La funcién F(kZz,1,¢;6,) puede ser obtenida considerando (3.52), y escribiendo para €; y €3
infinitesimales
= <0|(1 —ie1Lq — iGQLQ)(I)(ZL'7 gn)(l +ie1 L1 + i€2L2)|I€2, l, ¢>

= (1 + i€yl cos ¢ + ieal sin @) (0|P(x, 0,,)| k2, 1, @) . (4.10)
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4.1. ;SE PUEDE TENER UN CAMPO PARA PARTICULAS DE ESPIN CONTINUO?

De (4.2) y (4.6) se puede llegar a las siguientes ecuaciones

{[gl}mnem _lCOS(b} F(H’27l7¢a9n) = 07 (411)

9
06,

{[.,%]mnem — [sin (;5} F(kz,l,¢;0,) =0. (4.12)

0
06,

o bien usando las formas explicitas de (4.5) después de sumar y restar

{[/£A>]mnom£ - ;z‘le—“’} F(k2,1,¢:0,) = 0, (4.13)

Estas ecuaciones al parecer no pueden ser resueltas para L # 0 si ya sea A o B son cero.
Esta descarta cualquier regla de transformacion escalar o espinorial de dos componentes para 6,,.
Sin embargo, si tomamos # como un espinor de 4 componentes

01
_ |0
0= 0, (4.15)
04
Entonces esto nos dejara
0,2 _ Lo F(r2,1,¢;0,) =0 (4.16)
1891 2 y U@y Un) =Y, .
y
6 0 + Lije-io F(k2,1,6;0,) =0 (4.17)
3804 2 sy Uy @y Un) — Uy .
con solucién ) 0 0
F(k2,1,¢;0) = f(02,03) exp | =il | e — 29 (4.18)
2 0 04

La funcién puede f(62,03) puede ser determinada especificando el limite [ — 0 de la teoria de
campos particular que se este discutiendo. Si para [ = 0, los estados de espin continuo van a
un estado de helicidad A, f(62,603) debe ser proporcional a factores de acoplamiento de 6564 con
A = (¢ — p)/2. Lo anterior permite reproducir las funciones de onda de estados de helicidad
convencionales con [ = 0, de teorias de campo sin masa, multiplicadas por factores de 6.
Como ejemplo, consideremos

f(02,03) = 03 = 6,20, (4.19)

Entonces realizando una transformacién de Lorentz como en (4.9)

F(E,0,6;0) = 6,2  mn (AK)0) = v (k)m (4.20)
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CAPITULO 4 REPRESENTACIONES DE ESPIN CONTINUO

donde u,, (k) es justamente el espinor de helicidad 1 5 usual. La propiedad de estados de espin
continuo estan enteramentes contenidas en el factor exponencial de (10). Es posible eliminar los
factores extra de € en f(6s,63) introduciendo el campo con multicomponentes ®,(x, 6)

1 e—ik~z

(2m)5 (2/k))?

(0[P, (2, 0)|F, 1, 6) = g (K)g (k. 1, ¢;6). (4.21)
donde u, (k) es la funcién de onda convencional correspondiente al estado de helicidad particular

obetenido de los estados de espin continuo en el limite I — 0. La funcién g(E, 1, ¢; 0) es justamente
el término exponencial en (4.18) una vez transformado bajo (4.9).

Explicitamente
. 1 . . L
g(F,1,6:0) = exp {2 [Gl(k, 0)e~1@+9) 1 Gy, o)el<a+¢>] } : (4.22)
donde ) )
(IT) * 0, cos 38+ (i) * 6, sin 3
Gi(k,0) = T — (4.23)
(ﬁ)g 0 cos% — (%) fy sin 35
. £ 594COS* - @ 59351n7

con o y B los dangulos azimutal y polar respectivamente.
Las derivaciones anteriores pueden repetidas para los estados de antiparticulas creadas por
®, (x,0) para los cuales

k.1, 6|D, (x,0)[0) = v, (k)g(F,1, &+ :0) (4.25)

donde v, (k) es la funcién de onda convencional para antiparticulas. El valor de expectacién
del vacio del conmutador o anticonmutador del campo libre, es obtenido insertando conjuntos
completos de estados de particulas y antiparticulas, usando entonces (4.21) y (4.25)

(0[[@, (=, 0), @, (2',6)]£|0)
= (0|, (z,0)®], (2',60")0) £ (0|®], (2,60, (=, 0)[0)

/ / 6 (01, (,0) [F. 1, 6) (F. 1, 6| 5, (o, 0)]0)

s [ / 46010 (&', 0)) [F.Lo) (B Lo 8,z 00y (429
;13; k)t (k)g(k, L, ¢;0)g * (K, 1, ¢; 8" )ei (&' =)
g (k)og (k)g(k, 1, &3 0)g * (.1, ¢; 6 )e ™™ =)
El factor uq(k)uk (k) es un polinomio en el 4-vector k y satisface [3]
o (R (K) = (1) 00 (—k) 03 (). )
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4.1. ;SE PUEDE TENER UN CAMPO PARA PARTICULAS DE ESPIN CONTINUO?

Entonces utilizando la expresion anterior y teniendo en cuenta que K podemos verlo como los
generadores de traslaciones en el espacio

(01[@4 (z,6), @F, (7, 6")]410)

1 - (4.28)
=9y (0 / =) ikt =) / dog(k1, 6;0)g" (.1, ;0'
st i i0n) [ et ) 09" (F.1.6:0)
Si hacemos
C(E1:6.0) = [ dog(F.1.6:0)g"F.1.6:0) (1.29)
entonces

o , >0 1. "1 2 " ’ N1
cn0.0) =3 | (51) 2| 160 - G0 [Gala,0) — GrE. " (430)

n=0

Por ejemplo, para un caso especial

0=10

Sl
[\}
e el

(4.31)

2 n

cwien=3[(51) 5] |- (=) 4|(Kr|<| ) eoss 2

De la anterior expresén se puede observar que C(k,l;6,0') no es en general un polinomio de
orden finito en k, y tampoco es simétrico i.e.

C(k,1;0,0') £ C(~k,1;0,0') (4.33)

Entoces a fin que esta teoria de campos para particulas no masivas con indices de espin continuo
sea causal. (4.28) debe desaparecer en tiempos iguales i.e. x, = (. Luego cambiando k a —k, la
integral a resolver queda como

3
/ gujeik-@’@ (C(k,1:6,6') — O(~k.1;:6.6)] (4:34)

Esta integral debe desaparecer para todo &’ — x # 0. Esto requiere entonces que el factor que
multiplica a la exponencial debe ser un polinomio de orden finito en k, lo cual no sucede, entonces
podemos concluir que (4.26) no desaparece, excepto para [ = 0. Por lo que el campo propuesto
no respeta causalidad, al menos mediante éste método.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis

= Se ha estudiado la estructura del grupo de Poincaré (dlgebra de Lie).

» Se han identificado los operadores de Casimir del grupo de Poincaré definido como W? y
P%lie. [J,,,W?] =0, [P,,W? =0, [J, P =0y [P, P?] = 0.

122281 122281

= Se ha identificado las accién del grupo de Poincaré sobre los estados cuanticos. por medio
de la construccion del Little Group.

= Se han discutido los casos masivos y sin masa, identificando las clasificacién de estados por
medio de m? y espin en el caso masivo y por medio de la helicidad en el caso sin masa.

= Se han identificado las representaciones con espin continuo que aparecen en el caso sin
masa, haciendo un primer intento sobre las dificultades para construir una Teoria de campos
cuantica para la misma.
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Apéndice A

Matrices y generadores del grupo
de Lorentz

El grupo de Lorentz se compone de tres rotaciones al rededor de los tres ejes espaciales =,y y
z representadas por una matriz R; y tres boosts representadas por una matriz B;, con ¢ = x,y, 2.
Los generadores se obtienen mediante las siguientes férmulas:

1dR;
== Al
i df (A1)
1dB;
;== A2
i dy (A-2)
Donde por ejemplo la matriz al rededor del eje z estd dada por:
1 0 0 0
0 cosf —sinf 0
R. = 0 sinf cosf O (A-3)
0 O 0 1
Un boost en la direccién x i.e. B, estda dada por la siguiente matriz:
coshy sinhy 0 0
| sinhy coshy 0 0
Ba = 0 0 10 (A-4)
0 0 0 1

Donde coshy = v , por lo que sinhy = —(3vy ademas

1
7_\/@’

v

F=z

De una manera similar se pueden obtener las matrices restantes tanto de rotaciones como de
boosts.
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CAP{TULO A MATRICES Y GENERADORES DEL GRUPO DE LORENTZ

A.1. Generadores del grupo de Lorentz

Generadores de Rotaciones.

00 0 0 000 0
1o o o o 00 0 —1
Te==11g 0 0o 1]""="o o0 o]
00 —1 0 010 0
(A.5)
0 0 00
0 0 10
Je==ily 21 0 0
0 0 00
A.2. Generadores de Boost
Generadores de Boosts
010 0 00 1 0
11 0 0 0 00 0 0
Ke==ilg g 0 o ®v=""]1 0 0 o]
00 0 0 00 0 0
(A.6)
00 0 1
00 0 0
K==ilg 0 0 0
1000

38



Apéndice B

Relaciones de conmutacion entre

los operadores de Cassimir del
grupo de Poincaré y sus
generadores

Definimos el vector de Pauli-Lubanski como:
Wh = 1 wvpo p g
- 56 v po

Es importante calcular las siguientes reglas de conmutacién

WH, W] = ~ich"*" W, P,

[WH, P =0
W2 J,] =0
(W2, PPl =0
[P?, PPl =0
(P2, J,5] =0

Para comprobar (B.2), es necesario usar el siguiente conmutador

[Wlm Ja,@] = _i(nuﬂWa - UWWB)
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CAPITULO B RELACIONES DE CONMUTACION ENT RE LOS OPERADORES DE
CASSIMIR DEL GRUPO DE POINCARE Y SUS GENERADORES

Veamos la anterior igualdad

1 14 loa 1 log 174
Wy, Jagl = gﬁﬁwpa[P P, Japl = 56;“/’) [P Jpos Jag]

1 o v v
- éﬁ,uup (P [dea Joéﬁ] + [P 7J05]JPU)

'1 loa 1 g,V
=i56" Mpadop = NppJoa — Noadps + Nopdpa) + 56" 0" [Py, Japldpa
2 2

)
76;11/;)077”7 (nB'yPa - navpﬁ) Jpa

? o pv
= _ifuup P (npaJoﬂ - npﬁ']oa - no'aJpB + UO'B']pOé) - 2

%ewpaavﬁpaJpg + %ewwayapﬁjpg
i
€,8"" PoJpo + §GWF“’P5JPU.

)
- _§PV (euva’Jop — €’ Joa + €uva”Jpp — €uup”Jpa) —
i

= —iP" (v’ Jop — €’ Jpa) — 2

(B.9)

Ahora nos concentramos solo en el término €,,0"J,3 — €.,8”Jpa, usando propiedades del tensor
de Levi-Civita se tiene que:

1 1
TRUY TRUY
G/Lyap(]pﬁ - e,uuﬁ’pJpa = E[Ll/(l/,p <4€p5'm@€ " J/LD - G/Lyﬁp *Zepa‘rne " Juu

1 TRUV
=1 epva’€pprr — €uvp”€parn] € Ty
1
= _1{_77;& (NvrNar — NokNra) — Nur (771/#&77604 - 771/0477/1,3) - nun(nuﬂnar - 771/7'776&)

- [_77#04 (ﬂwﬂﬁn - nlmnfﬁ) — Nur (nunnaﬂ - nuﬁnna) — Nuk ("71/&7757' - nuTnaﬂ)]}eﬂwy‘]MV
1

= _Z[_nuﬁellapajpa + nuﬁeaypat]pa - nvaeuﬁpat]po + nuﬂeuapajpo

= M€’ Jpo + Ma€su’ Joo + MNua€us” Jpo — Nuatpr” Jpo]

1
= _7[nu66uapa¢]pa - nuﬁeuozpaljpa + nuaeuﬁponU - nuaeuﬁpojpo]
2

(B.10)
De las relaciones anteriores se ve que:
7
Wy Japl = =5 P Mupena” Jpo = Mup€va’ Jpo + Mua€us” Jpo — Mwa€us” Jpo]

2

7

e Pty = e P 2)

i ) i 3 i

= 5B Caps P T+ Sua€supo PV I = S €ua” Padpo (B.11)

+ §€MﬁpJPaJpg — §€HBPUPaJpg + §€HapJPﬂJpa

1 o1
= _anﬂgﬁaw}apyjpd + Mpa EeﬁupoPVJpU

*i(nuﬁwfx - nuaWﬁ)
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Ahora procedemos a verificar (B.2)
m v m 1 vafy 1 VoY I H
WH W] =W ) 5€ P.Jsy| = € (WH, PyJgy]
1 ra
=3¢ ﬁﬂ/nup(Pa[Wpa Tyl + W, PalJpy)

b ya B.12
= *55 ﬁ”n“pPa(WsWa - nuaW/J’) ( )

— _%€yaﬂ7Pa(5ﬂ7W5 + %GVQQWPOC&NBW’Y
= i PTW, P,.

Veamos ahora la relacién (B.3)
1
[WH, PY = WHPY — PYWH = ie“yp"(Pl,JpaP"‘ — PP, J,)

1 vpo, o
= 56“ P70 (P, J e Ps — PsP,J )

1
= 5ef“ﬂwnaﬂ(PVJP(,Pﬁ — P,PsJys + P,P3Jys — P3P, J )

1 vpo, o
= §5M P7n /H(PV[JPmPﬁ] + [Plfvpﬁ]‘]pcf)

1 wuvpo o i pvpo af (B.B)
= —56 n*"P,[Pg, Jys] = 56 N’ P,(ngpPs — ngoPp)

= ST (8%, P Py = 89 P, Py) = S (7 P, Py — VPP, )

Z. rvroo v Z’ ro 3%
5(6‘“ P,P, + """ P,P,) = 5(6# PP,P, + e""*" P,P,)

= %(*G”VPO‘PPPV _ 6le/ozpppu) — %(Eupuapppu _ eppuapppy) —0.

(B.5) y (B.6) se cumplen tirvialmente, porque P conmuta consigo mismo, y acabamos de calcular
el conmutador de W con P. Por lo que las relaciones de interés son (B.4) y (B.7), veamos

W2, o] = (WHEW,i, Jpo| = WHW,, Jpo] + [WH, Jpe] W,
= —iW"Nue Wy = 1upWo) + 07 [We, Jpo W,
= —iW" oWy — 1upWo) — in"" (e Wy — 07y Wo )W),
= —i(W,W, - W,W,) —i(W,W, — W,W,) =0.

(B.14)

Dada la similitud entre el conmutador de W, con J,, y el conmutador de P, y J,s, por un
argumento similar al anterior, es posible verificar la relacién (B.7), simplemente W — P.

41



CAPITULO B RELACIONES DE CONMUTACION ENT RE LOS OPERADORES DE
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Apéndice C

Grupo de Poincaré un punto de
vista alternativo

C.1. Grupo de Lorentz Homogeneo

El frente de onda para una senal de luz expandiendose desde una fuente en el origen de
coordenadas, para observadores S y S’ obedece la ecuacién (la métrica empleada en lo siguiente,
es diagonal con componentes (i,1,1,1) donde la primer entrada es temportal, y las restantes son
espaciales)

.’,172 + y2 + 2:2 _ (Ct)Q _ .’17/2 + y/Q + Z/Q _ (Ctl)2 _ 0 (Cl)

Esto requiere que las coordenadas (ct,x,y,2) y (ct’, 2,1y, 2') para los observadores S y S esten
relacionadas por una transformacién de Lorentz homogenea

ict ict!
x A x’
y = Y (CQ)
z z

La matriz de transformacién Ayx4 pertenece al grupo de Lie sO(3,1). Los generadores infinite-
simales de una operacién de grupo en SO(3,1) son

0 —iby —iby —ibs
ibl 0 (93 —92
ibg —93 0 +91
ibs 0y —6; 0

A—Is+¢€ =I4+6(9~J+b-K) (03)

Las transformaciones de Lorentez Homogeneas dejan invariante el producto interno k-a = Ak-Aa,
donde k y a son 4-vectores y A € SO(3,1). Los generadores infinitesimales J,K satisfacen las
siguientes relaciones de conmutacién:

[Ji, k| = —€ijid
[Jis K] = —€iji Kk (C.4)
(K, K] = +eije i
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CAPITULO C GRUPO DE POINCARE UN PUNTO DE VISTA ALTERNATIVO

C.1.1. Grupo de Lorentz Homogeneo

Los intervalos son preservados por el grupo de Lorentz Inhomogeneo:
(w2 —21)* + (y2 — y1)® + (22 — 21)? — (cty — ct1)? = invariante (C.5)

El grupo de Lorentz Inhomogeneo es formado por las transformaciones de Lorentz homogeneas
A, junto con traslaciones desde el origen. Las transformaciones de grupo generales pueden ser
escritas como una matriz 5 x 5, en términos de un 4-vector a = (ict, z, y, 2),

A |t
|z

{Aa} = I‘y (C.6)
\0 o0 o0 o0 |1/

La regla de composicién del grupo es la multiplicacién de matrices usual, los resultados siguientes
son inmediatos:

{A2,a2}{A1,a1} = {A2A1, a2 + Agay }

{I,a}{A,0} = {A,a} = {A,0H{I,A""a}

El grupo de Lorentez Inhomogeneo es el producto semidirecto del grupo de Lorentz homogeneo
y el subgrupo invariante conmutativo de traslaciones en el origen del espacio-tiempo. Los gene-

radores para este subgrupo invariante son (i%, %, 8%, %).

(C.7)

El grupo de las transformaciones de Lorentez Inhomogeneas tiene entonces dos subgrupos im-
portantes, el subgruopo de las Transformaciones homogeneas de Lorentz {A,0}, y el subgrupo
invariante de traslaciones espacio-temporales {I,a}. Sus representaciones juegan un rol en la
derivacién de ecuaciones de campo covariantes relativistas.

C.1.2. Traslaciones

El subgrupo de traslaciones es abeliano, entonces todas sus representaciones unitarias irre-
ducibles son de dimensién 1, y de hecho

T *({I,a}) = e (C.8)

donde k es u 4-vector que parametriza las representaciones de dimensién 1. Podemos definir un
estado base para la representacién 1-D T'* de {I,a} como ketk:

{1,a} k) = |K') (K[ {I,a} [k) = |K) 6(K" — k)™ ({1, a}) = |k) e (C.9)

Fisicamente, k tiene una interpretacién natural como el 4-momento del fotén.
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C.1. GRUPO DE LORENTZ HOMOGENEO

C.1.3. Transformaciones de Lorentz homogeneas

El algebra de Lie Dy = Ay + A; es semisimple: es la suma directa de dos algebras de Lie
de tipo A;. Podemos construir combinaciones lineales de los generadores infinitesimales J, K
de SO(3,1), que son mutuamente conmutativos y que satisfacen relaciones de conmutacién de
momento angular. Estas son

1
JO = 5 (I —iK),

1 (C.10)
J? = 5 (J +iK).
Los cuales satisfacen
[J(l),‘](l)] - _Eiij(l)
(TP, TP = —¢;;, @ (C.11)

[T, T =0

El dlgebra J() tiene representaciones irreducibles D7 de dimensién 2;j+ 1 mientras que J?) tiene
representaciones irreducibles D7 de dimensién 2j’ + 1. Cualquier elemento en SO(3, 1) puede ser
expresado en una representacién D’ de dimensién (25 + 1)(25’ + 1) como sigue

exp(@-J +b-K)=exp[(§ +ib) - JY + (6 —ib) - TP

— DI[(0 +ib) - TJVIDI[(0 — ib) - TP (C.12)

C.1.4. Representaciones de SO(3,1)

El &lgebra de Lie s0(3,1) es isomorfo al dlgebra de Lie para el grupo de matrices 2 x 2
SL(2;C). Tenemos los siguientes dos insomorfismos

(C.13)

Estos dos isomorfismos nos llevan a los siguientes dos conjuntos inequivalentes de representaciones
D0 DY

KO — ;70 KO = _; 7@ (C.14)

donde J son las tres matrices de momento angular de (25 + 1)(2j + 1). Las siguientes matrices
estan asociadas con estas representaciones

D0 J+b-K|=explf - JU +b- (+iJD))] = exp[(0 + ib) - TV .15
DY[0-J+b-K|=explf-J9 +b-(—iJD)] = exp[(§ — ib) - JV)] '

Estas representaciones son complejas conjugadas una de otra. La representacién mas general de
SO(3,1) es

D0 J+b-K)=exp|(0 + ib) - JD]exp[(6 — ib) - JI] = DI'(A) (C.16)
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CAPITULO C GRUPO DE POINCARE UN PUNTO DE VISTA ALTERNATIVO

La accién de A sobre los estados base a través de la representaciéon D77’ (A), puede ser calculada
como

Aljg's 'y = D23, () 15575 ) (C.17)
Bajo la restriccién de que el subgrupo SO(3) C SO(3,1) ésta representacién es reducible en
series de Clebsch-Gordon.

ALSO(3
150(3)

DT’ (A) DISO(3)] x DY [SO@)] =3 D7 [SO(3)]

(C.18)
j=J1<i"<i+§

Esta repreentacién permanece irreducible solo si j' =0 0 j = 0.

C.2. Representaciones del grupo de Poincaré

Construimos dos tipos de representaciones para el grupo de Lorentz inhomogeneo. Estas son
las representaciones manifiestamente covariantes y las representaciones unltarias irreducibles.

C.2.1. Representaciones manifiestamente covariantes

Un campo T}, se dice que es manifiestamente covariante bajo transformacions del grupo de
Lorentz homogeneo A € SO(3,1), si

AT, () = Ty (Az) Ay Ay (C.19)

Esto es, las componentes del campo forman una base obvia sobre la cual actian las transforama-
cions de Lorentz. El punto en el cual las transformaciones actuan es fijo, pero como el sistema
de coordenadas cambia, las coordenadas del punto fijo cambian por ' = Az.

Construimos representaciones manifiestamente covariantes del grupo de Lorentz inhomogeneo,
contrstruyendo productos directos de los vectores base

k) < 14575 ") (C.20)

para los subgrupos {I,a} y {A,0}, del grupo de Lorentz inhomogeneo. Definimos la accién del
GLI sobre estos estados de producto directos, definiendo la acciéon de dos subgrupos, del las TLH
y del de Traslaciones, sobre el momento |k) y los estados de componentes de campo |jj'; up’)
separadamente.

Definimos la acctién de {I,a} sobre estos estados por

{1, a} k) = ™ [k)

3 . (C.21)
{L,a} 55" ppy = 155" put”) -
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La accién de {A, 0} sobre los estados de momento se sigue de
{I, a}[{A, 0} [k)] = {A, 0}{I, A~ a} |K)
= [{A, 0} [I]e 7" (C.22)
= [{A, 0} [k)]e M@ = |Ak) e,

Si el espacio vectorial que lleva una representacién manifiestamente covariante del GLI, tiene los
estados

k) 135" ) (C.23)
entonces todos los estados de la forma

|AK) 55" 00" (C.24)

estan también presentes en el espacio vectorial subyacente. La accién de los dos subgrupos sobre
los dos tipos de estados se resumen de la siguiente manera

) 145" 1)
{I,a} eiha k) 5u1{f;##’ 173" vv)
{A,0} | |Ak) Dy 335 v0")

C.2.2. Representaciones unitarias

Supongamos que tenemos una representaciéon de {A, a} que es unitaria e irreducible. Restrin-
giendonos al subgrupo {1, a}, esta representacion se reduce a la suma directa de representaciones
irreducibles I'*({I,a}) de {I,a}. Los estados base son |k; ), donde k es definido por la accién de
la traslacién {I,a}

{I,a}|k,&) = €™ |k;€) (C.25)

y & es un indice de helicidad que distingue diferentes estados con el mismo 4-momento. Una TLH
mapea al estado |k; &) en un subespacio de estados parametrizados por k' = Ak

{Iv a}{A’ 0} |k,€> = {A’ O}{Iv Aila} |k7§>

1 . C.
= AN 0} ki) = (A, 0} ki) 20

como resultado
{A, 0} [k; &) = Mg e |AK; E) (C.27)

donde M¢ ¢/ es una matriz que queda aun por ser determinada. Este simple calculo muestra que
si el 4-vector k parametriza un estado en un representacién irreducible del GLI, entonces los

estados k' con
K = Ak (C.28)

estan tambien presentes.

Para construir la matriz M(A), escojemos un 4-vector k¥ para cada uno de los siguientes ca-
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SOS.

i | k-kE>0 k% =(0,0,0,1)
ii |k-k=0,k+0 | k= (i,0,0,1)
iti | k-k<0 k% = (4,0,0,0),k° = (—i,0,0,0)
iw | k-k=0,k=0 | k°=(0,0,0,0)

k% es llamado Little vector. El efecto de un TLH sobre el estado |k’; £) es determinado escribiendo
cada A como producto de dos operaciones de grupo

A=CrHo (C.29)
donde
Hiok? = k°
0 (C.30)
Cvk™ =k

Esto es, Hyo es el Subgrupo estable del little vector k® y C}, es un coset representativo que mapea
kO en k:
Cpk® =k = AK° (C.31)

Los little groups (grupos estables) de los little vectors k° son

(1)S0(2,1)
(#9)150(2)
(1)SO(3)
(i0)SO(3,1).

Estos subgrupos son determinados como sigue.

Caso (i), Un elemento arbitrario en el subgrupo de Lie actuando sobre k° debe dejarlo in-
variante. Linealizando, un elemento en el algebra de Lie debe aniquilar k°:

0 —iby —iby —ibs 0 0
iby 0 0  —0, 0 —0 0
ibg 793 O 01 0 o +91 o O
ibs  +0s —60; 0 1 0

(C.32)

El subalgebra que deja k° fijo es definido por 6 = 6, = bz = 0, y 03, by, by arbitrarios. Este es el
subgrupo de tres dimensiones SO(2,1) el cual consiste de los generadores de rotaciones alrededor
del eje z y boost en las direcciones z e y.

Caso (ii) Aplicando los mismos argumentos, encontramos

0 —iby —iby —ibs —1 —0y — b1 0
b1 0 03 —05 0 | +61—02 0
iy —0; 0 o ||o|T| -8 |7 |0 (C.33)
ibs  +0y —04 0 1 —ibg 0
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El subdlgebra estable es definido por

by =0
by = +0, (C.34)
by = —0,

Un elemento general en esta subéalgebra es
0 iy —if#p 0
—ifs 0 03 0 | _ v
0, b, 0 -6 | =20 (C:35)
0 0y —i60; 0

Yi=JL+ K
Yo =J, — ko (C.36)
Y3=J3

Los operadores Y;, obedecen las relaciones de conmutacion.

[Y3,Y1] = —Y>
[Yg, YQ} =+Y; (C.37)
[Y1,Y2] =0

Estas son las relaciones de conmutacién para el grupo 150(2), el grupo de movimiento inoho-
mogeneo del plano Euclideano R2.

Caso (iii) Procediendo de igual manera

0 +035 —0y iby 0 —by 0
8 0 46, ik [0 | o
+05 —6; 0 ibs 0] | -b3] |O (C.38)
by by b3 O i 0 0

El subélgebra definido por b = 0 es generado por los operadores de momento J. Este es su(2).

Caso (iv) Este es el mas simple caso:

0 403 —05 by
—93 0 +91 Zbg
10y —6, 0 by
by by —bs 0

(C.39)

o O O O
o O O O

El little Group de este vector es el grupo homogeneo de Lorentez entero SO(3,1). La accién del
little group sobre el subespacio de estados ketk?, ¢ es ;

Hyo |k, &) = Deer (Hyo) [Hyok®; €) = Deer(Hyo) |K%;€) (C.40)

La representacion del grupo inhomogeneo de Lorentz es unitaria e irreducible si y sélo si la re-
presentacién Deer(Hyo) del little group es unitaria e irreducible.

Las representaciones irreducibles unitarias para el grupo SU(2), el cual es el little group pa-
ra una particula masiva en reposo, son descritas por un entero o semi-entero :j = 0, %, 1, g,
Recordando que el momento angular j es una propiedad de cada particula masiva.
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Consideramos ahora el caso de particulas de masa cero con mas detalle. Las representaciones uni-
tarias irreducibles de 150(2) son costruidas siguiendo el método del little group. Como ISO(2)
tiene un subgrupo invariante de traslacion de dos dimensiones, los estados base en una represen-
tacién irreducible puende ser etiquetados por un vector k = (k1, k2) en un espacio Euclideano
de dos dimensiones, x € R?, k- k > 0. Si un estado |x) esta en una representacién tal, entonces
todos los estados |k’) tambien para los cuales k' - &' = k- k. Esto es, &’ = (K], k}) es relacionado
a k = (K1, k2) mediante una rotacién: k' = R(6)x. El intervalo invariante k - k parametriza la
representacion.

Dos posibilidades surgen

(1) k-k>0 little group = Identidad

C41
() k-k=0 little group = ISO(2) ( )

El primer caso nos presenta dos problemas. Primero x? es un ntimero cudntico continuo, y no

existen hasta ahora particulas conocidas con un indice de espin continuo, si k2 > 0 debe haber
un numero infinito de estados con el mismo indice de espin continuo, para cada valor del 4-
momento. Por lo tanto requerimos que x = 0, esto nos deja con las siguientes representaciones
fisicas permitidas del little group (Y; — 0, Y3 — 0)

exp(f3Y3 + 61Y) + 03Y3) = /% (C.42)

donde £ es un entero o semi-entero.
El coset representativo Cy, los subespacios de 4-vectores:

Cu'ACy, = Hypo = exp(0J3 + 0, Y] + 05Ys) — €¢© (C.43)

C.2.3. Propiedades de transformaciéon

El espacio de Hilbert que lleva una representacién irreducible unitaria de una particula sin
masa con helicidad £ contiene todos los estados de la forma

k&), k= Ak’

C.44
k% = (0,0, 1, +i) (C44)

El espacio vectorial que lleva una representacion covariante manifiesta de una particula sin masa
con indices de transformacién (j, /) contiene todos los estados de la forma

k) 17,5 mp’)y k= AR

C.45
E® = (0,0, 1, +i) (C.45)
Para comparar estas dos maneras de describir particulas sin masa, comparamos propiedades de
transformacion de sus estados.

A {H}0,0} sobre |k°; &) ‘
{Hyo, 0} [K0; ) = ¢€© (C.46)

donde Hypo = exp(©J3 + 61Y] + 02Y3).
B {Hjo,0} sobre |k°) |4,4"; up’). El little group mapea k° a k° pero acttia en una manera no
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trivial sobre los estados de espin.
{Hio, O} [K) . ') = DL (HY) 1K) 5. s (C.47)
La representacién del producto directo DJi" tiene la siguiente forma
D (Hyo) = exp (0597 + 01 + ia() + 05((IF — i7"

— exp (QQJ?E” +(0r — i) (JY) + z'Jgj')))

€6 * * % *
ei(jfl)ﬂg * * * (C.48)
= * *
*
o—ii0
{Hyo, O} [K) 1, 3" pat') = DL () KO) 14, 75 gty (C.49)

La representacién del producto directo D77 " tiene la siguiente forma
D (Hyo) = exp (0557 + 01 (17 = id{0) + 025 + i)

= exp (6205 + (0 + i02) (I — 177"

eijﬂg
. iy, (C.50)
=1 =x *
* * *
* * x % e 0

Comparando las anteriores ecuaciones, alcanzamos las siguientes conclusiones.
El estado |k%) |4, 0;7,0) transforman idénticamente a |k%; &) si &€ > 0y j = +€.
El estado |k°) |0,5";0, —j') transforman idénticamente a |k%;&) si € <0y j' = —€.

Si |¥) es cualquier estado fSico, éste puede ser generado en terminos de los estados base de
helicidad |k; &) o bien en el producto directo de los estados |k) |4, 5'; u, p'):

) =D |k; €) (ks €lw) (C.51)
k,§
[0y = > 1R) 1" i) (s 35 o’ 1) (C.52)
kpp!

Las amplitudes de la proyeccién de |1)) sobre la base de estados son (k;&|¢) en el primer caso
y {k;73’; p'|) en el segundo. En ambos casos la suma se extiende sobre todos los vectores k
para los cuales Ak - Ak = 0,k # 0. En el primer caso la suma se extiende sobre los estados de
helicidad apropiados £(§ = + para fotones). En el segundo caso sobre los valores apropiados de
po s —j < p < H4j, =g < <+l

Para cuando & = j > 0, la amplitud (k;j|¢) del estado |k%;j) en cualquier estado fisico |¢)
puede ser arbitraria. Esto es simplemente la amplitud de la particula sin masa de helicidad j en
el estado |psi). La amplitud (k%; j0; j0[1)) en el mismo estado fisico es la misma. Las amplitudes
de los estados (k?;j0;mO|y), m # j, debe desaparecer. Estos estados son todos superfluos-
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permitidos en la representacién covariante manifiesta pero no en el espacio de Hilbert que lleva
la representacién irreducible unitaria. Una simple manera lineal para reforzar esta condicién
sobre las amplitudes superfluas es requerir que

{Jéj)kg - jkgfzjﬂ} (K% j0;mOJp) = 0 (C.53)
Para el caso de estados de helicidad negativa & = —j tenemos por un argumento similar
{Jéj)kg - jk212j+1} (k05" 0m/[¢p) =0 (C.54)
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