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Maestro en ingenieŕıa en electronica

“Uso del filtro de Kalman en un modulador Sigma-Delta

analógico para incrementar su resolución efectiva”

Presenta:

Lic. Abraham Bonilla Torreblanca*

Directores:

Dr. Vı́ctor Rodolfo González Dı́az
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Agradezco a mis amigos y compañeros de posgrado que han estado presentes a lo

largo de este trayecto y trabajo, que también han sufrido realizando sus propios pro-

yectos.



4

Agradecimientos

Agradezco a Dios primeramente, por que me brinda la vida y me bendice con la
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Índice general

1. Introducción 13

1.1. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2. Justificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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4.18. comparación del PDS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.19. Comparación del modulador Sigma-Delta compensado, con integrador

ideal y no ideal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Caṕıtulo 1

Introducción

El procesamiento de señales es importante en todos los ámbitos, por medios di-

gitales a partir de las señales analógicas. Los convertidores analógico-digital (ADC)

y digital-analógico (ADC) son indispensables para estas tareas dada la importancia

de los dispositivos de procesamiento digital como las computadoras. Dentro de los

ADC existe uno que ha tenido un mayor auge en los últimos años. Hablamos del mo-

dulador Sigma-Delta, un convertidor con un alta resolución, para aplicaciones que se

consideran de media-baja velocidad de conversión. Estos pueden ser de tipo continuo

o discreto y al igual que muchos dispositivos presentan ciertas no idealidades. En el

caso del modulador Sigma-Delta, se presentan problemas en sus componentes que

limitan su funcionamiento óptimo. Algunas de estas no idealidades son la limitada

ganancia en DC o ganancia DC finita, ancho de banda limitado y el ruido inmerso en

los circuitos que realizan la integración. Este tipo de limitaciones suelen presentarse

en mayor medida para los dispositivos continuos basados en elementos analógicos,

que usualmente son los más populares.

Otra de las cosas que se busca hoy en d́ıa, es poder llevar toda esa tecnoloǵıa a

la implementación en circuitos integrados; con la finalidad que puedan ser utiliza-

dos en una infinidad de dispositivos o simplemente por los beneficios en consumo de

13
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potencia. Se continua trabajando para poder realizar nuevas arquitecturas o compen-

saciones que permitan un desempeño más óptimo para este dispositivo [3][13], que

permitan una implementación a nivel circuito integrado.

Para obtener mejores resultados con esta tecnoloǵıa y el modulador Sigma-Delta,

se propone el uso del filtro Kalman. Con la finalidad de realizar con ayuda del filtro

de Kalman una compensación que nos permita recuperar la resolución efectiva de

conversión de este dispositivo. Finalmente se puede mencionar que el filtro Kalman

en esencia es un algoritmo que se comporta de manera similar a un observador de

estados. Este permite estimar los estados internos de un sistema o los estados no

medibles del mismo, cuya ventaja es que puede ser utilizado con un dispositivo pro-

gramable y con un bajo costo de memoria.

El trabajo se presenta en caṕıtulos, siendo en el Caṕıtulo 2 un marco teórico aśı

como el estado del arte, Caṕıtulo 3 es sobre el modulador Sigma-Delta en tiempo

continuo, Caṕıtulo 4 se tratará la aplicación del filtro de Kalman para compensar

el integrador del modulador Sigma-Delta, el Capitulo 5 se trata de una aplicación

integrada del filtro de Kalman, finalmente el Capitulo 6 presenta las conclusiones y

trabajo futuro.
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1.1. Objetivos

General:

Aplicar un filtro de Kalman que permita reducir las pérdidas en el integrador de

un modulador Sigma-Delta de tiempo continuo analógico de un bit con el propósito

de incrementar su resolución efectiva.

Espećıficos:

1.-Seleccionar un modulador Sigma-Delta de tiempo continuo analógico de un bit

y obtener su modelo matemático en espacio de estados.

2.-Aplicar un filtro Kalman para compensar la ganancia finita en un modulador

Sigma-Delta de tiempo continuo y presentar una simulación.

3.- Realizar el diseño del filtro Kalman para aplicar a un modulador Sigma-Delta

de tiempo continuo analógico de un bit para el uso de un dispositivo programable y

una aplicación integrada.

4.-Validar los resultados mediante la comparación con un modulador Sigma-Delta

sin compensar y con una compensación similar.



1.2. Justificación

El filtro de kalman es un algoritmo que tiene una gran extensión en su uso desde

que en 1960 cuando fue propuesto por primera vez, utilizado incluso por la NASA

en el tiempo que busco llevar al hombre en la luna. En nuestro tiempo el filtro de

Kalman ha tenido distintas aplicaciones por su versatilidad en una variedad de dis-

ciplinas, entre las que se encuentran la estimación demográfica, procesamiento de

señales biológicas, sistemas de navegación, predecir el comportamiento de variables

económicas, procesamiento de imágenes y sobre todo el control [9][10][11][12].

Dada la versatilidad del filtro de Kalman, se propone el uso de este con la fina-

lidad de aplicarlo a un modulador Sigma-Delta. En este caso, aplicarlo a uno de

tiempo continuo y analógico. Siendo este tipo de modulador Sigma-Delta, una de las

mejores opciones de convertidores analógicos-digitales de alta resolución, estables y

relativamente sencillos de implementar. El modulador Sigma-Delta es afectado por

la ganancia DC finita en un elemento del cual se compone, que es un integrador.

Buscamos alcanzar mejores resoluciones, eliminando el efecto que produce la ganan-

cia DC finita. A través de permitir al integrador un comportamiento sin el efecto de

la ganancia DC finita, dado que este elemento es indispensable en el optimo funcio-

namiento del modulador Sigma-Delta. Esto significa que si es posible realizar dicha

compensación, esta puede tener aun una amplia variedad de aplicaciones, dado que

un integrador lo utilizamos en una infinidad de distintos dispositivos.



Caṕıtulo 2

Marco teórico y estado del arte

2.1. Modulador Sigma-Delta

El primer modulador Sigma-Delta, fue propuesto en 1960 por C.C. Cutler como

un decodificador de señal sobre-maestreado, que usaba un cuantificador de un bit.

Posteriormente dos años mas tarde, en 1962 por H. Inose e Y. Yasuda se publico un

convertidor ADC denominado propiamente Sigma-Delta. El cual usaba los principios

de la modulación delta juntamente con un integrador [1]. Fue hasta mediados de los 80

que empezaron a desarrollar y utilizar ampliamente, tras la publicación de J.C Candy

en 1985 de un modulador Sigma-Delta de segundo orden [2]. Estos convertidores sur-

gen de las necesidades de hacer uso de dispositivos que no sean tan complejos, donde

sea posible obtener altas resoluciones al realizar las conversiones analógico-digitales.

El modulador Sigma-Delta(Σ∆), esta fundamentalmente compuesto de un integra-

dor, un muestreador, un cuantificador uniforme de un bit y un convertidor digital-

analógico en la retroalimentación que lo hace un dispositivo fuertemente no-lineal [3],

véase la Figura 2.1.
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18 2.1. Modulador Sigma-Delta

DAC

+
-

Integrador Cuantificador

[n]

Figura 2.1: Modulador Sigma-Delta básico

El modulador Sigma-Delta es un convertidor clasificado dentro de los convertidores

de baja-media velocidad [15], la Figura 2.2 nos permite observar una rápida compa-

ración entre los dispositivos más usados hoy en d́ıa.

 

Sigma-Delta

Modulador 

Figura 2.2: Diagrama de comparación de los distintos convertidores

Se observa, que cuanto mas resolución se puede alcanzar implica un costo en la velo-

cidad de conversión. Con esto podemos darnos cuenta de la importancia de este tipo

de dispositivos, para aplicaciones donde sea necesaria una alta resolución y no sea tan

imprescindible su velocidad de conversión. Es muy usado en tareas de procesamiento

de señales y comunicaciones.
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2.2. Conceptos básicos

La conversión de señales analógicas en el dominio digital se puede separar en dos

operaciones básicas: muestreo uniforme en tiempo y cuantificación en amplitud [22].

2.2.1. Muestreo

El muestreo de una señal continua en el tiempo, consiste en la obtención de una

serie de muestras de la señal original en determinados instantes de tiempo. Gene-

ralmente el muestreo se realiza de forma periódica, donde los instantes de muestreo

suceden cada cierto intervalo de tiempo. Este intervalo de muestreo se denomina pe-

riodo de muestreo T , idealmente, un muestreador produce una secuencia de funciones

delta cuya amplitud es igual a la señal en los tiempos de muestreo. Para el muestreo

uniforme con el peŕıodo T [3], la salida de un muestreador está dada por (2.1):

x∗(t) = x∗(nT ) =
∑

x(t)δ(t− nT ) (2.1)

Figura 2.3: Señal continua muestreada

La Figura 2.3 muestra la forma de onda de una señal de tiempo continuo y la señal de

datos muestreados resultante. La conversión de datos muestreados se hace, como se

indica en la ecuación (2.1), por la superposición de deltas ponderados. Sin embargo,

un circuito práctico no genera deltas sino pulsos con duración finita y amplitudes

iguales a la entrada en las instancias de muestreo. Independientemente de la forma

y duración del impulso, los impulsos están destinados a representar la entrada sólo
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en los tiempos de muestreo exactos, nT. La ecuación (2.1) describe la no linealidad

inherente de la operación de muestreo: la entrada se multiplica por una secuencia

de funciones delta (observe que la multiplicación es una operación no lineal). Por lo

tanto, como se muestra en la Figura 2.3, el muestreo de una señal es equivalente a la

mezcla de la señal con un tren de deltas [3].

La elección correcta del periodo de muestreo o frecuencia de muestreo, que es el

número de muestras que se toman por segundo, es un factor importante, de esto de-

pende el grado de fiabilidad de los datos digitales que se obtiene en la conversión.

Según el teorema de Nyquist-Shannon nos indica que la frecuencia de muestreo fS

ha de ser siempre mayor o igual al doble de la máxima frecuencia del espectro de la

señal de entrada fB (frecuencia base), para que se pueda garantizar la recuperación

de la señal original [22].

fS > fB = fN (2.2)

Si no se cumple, entonces la señal no podrá ser reconstruida correctamente ya que se

pierde información al producirse solapamiento de parte del espectro de la señal. Este

fenómeno se denomina “aliasing”. Apéndice A.

2.2.2. Cuantificación

El proceso de cuantificación en amplitud, codifica un rango continuo de valores

analógicos en un conjunto de niveles discretos, es decir que cambia una señal de datos

muestreados de nivel continuo a nivel discreto. El intervalo dinámico del cuantificador

se divide en un número de intervalos iguales, cada uno de los cuales está representado

por una amplitud analógica dada. Este proceso es irreversible, ya que el número de

valores de amplitud de entrada analógica que se muestrea y se mapea en un numero

finito de valores de amplitud en salida aśı, incluso el proceso de cuantificación ideal
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introduce intŕınsecamente errores a la señal. Si la entrada analógica se asigna en ni-

veles discretos de 2N , se dice que el cuantificador tiene N bits de resolución. Si todos

estos niveles están equidistantes, el cuantificador es uniforme.

Los espacios uniformes entre dos niveles de salida del cuantificador adyacentes se

definen como el tamaño de paso del cuantificador [22]: a escala completa, N numero

de bits y 2N es el nivel de cuantificación, en la Figura 2.4 se ilustra que a una deter-

minada entrada que aumenta en el intervalo de (−FS/2, FS/2) en un cuantificador

de un bit o multibit se le asigna un valor discreto.

Figura 2.4: Diagrama de entrada salida del cuantificador

Como se muestra en la Figura 2.5. El error de cuantificación resultante de esa ope-

ración se define como la diferencia entre la entrada del cuantificador y su salida.

Obviamente, una señal de entrada que excede el intervalo de entrada válido, da

como resultado un error de cuantificación monótonamente creciente, que se cono-

ce comúnmente como región de sobrecarga o saturación de un cuantificador, mientras

que para señales de entrada entre −FS/2 y FS/2, el error de cuantificación e(n) está

limitada dentro de [−4/2,4/2].
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Figura 2.5: Diagrama del error del cuantificador

Con lo anterior es posible observar que la cuantificación corresponde a la adición

de un error de cuantificación a la entrada [22]. Un gran error de cuantificación condu-

ce a una capacidad reducida para conservar las caracteŕısticas de la señal. El efecto

del ruido se cuantifica mediante la relación señal-ruido (SNR) en decibelios, definida

por la ecuación (2.3) donde Ps es la potencia de la señal y Pn es la potencia del ruido

en la banda de interés.

SNR|dB = 10log
Psign
Pnoise

(2.3)

Como dato adicional, al estudiar el efecto de la cuantificación es conveniente usar

el concepto SNR, usar este concepto sólo es viable si el error de cuantificación puede

considerarse como ruido. Sin embargo, esto no siempre es posible, ya que algunos

tipos de entradas conducen a un error de cuantificación distinto del ruido [3].

El cuantificador es un elemento no lineal pero es posible establecer un modelo li-

neal suponiendo al cuantificador como una fuente de ruido blanco uniformemente

distribuido a lo largo del ancho de banda y no correlacionado con la entrada [17],

donde se tiene un X(s) a la entrada y un Y (s) a la salida con un error aditivo, siendo

expresado como Y (s) = X(s) + E(s) en el dominio de la frecuencia Figura 2.6.

De esta manera su densidad espectral de potencia del ruido del cuantificador Pe(f)
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Figura 2.6: Diagrama de cuantificador linealizado

sera blanca y uniformemente distribuida en un intervalo de ±fs
2

donde fs es frecuencia

de muestreo Figura 2.7.

Figura 2.7: Diagrama de distribución de ruido

si se integra Pe(s) es posible obtener potencia total de ruido.

Pe(s) =
42

6 ∗ fs
(2.4)

Potencia total del ruido: ∫ fs/2

−fs/2
P 2
e (s)df =

42

12
(2.5)

y su amplitud será:

Pe(s) =
4√

12 ∗ fs
(2.6)

2.3. Modulador Sigma-Delta de primer orden

El modulador sigma-delta se basa en hacer que la mayor parte del ruido se concen-

tre fuera de la banda de interés y se desplace a frecuencias mas altas para posterior-

mente filtrar, para lograr que se diferencien las frecuencias altas de la banda base en

un mismo espectro es necesario que se realice un sobremuestreo de la señal, es decir
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que se realice el muestreo a una frecuencia mayor al ancho de banda, esto es por que

el modulador Sigma-Delta se basa en los conceptos de sobremuestreo y conformado

del ruido.

2.3.1. Sobremuetreo

El sobremuestreo es el proceso en el cual la señal es muestreada a una frecuencia

superior a dos veces su ancho de banda base, es decir por encima del limite de la

banda Nyquist, este es usualmente representado por las siglas en ingles de OSR (Over

Sampling Ratio), es muy utilizado para disminuir los requerimientos de los filtros

antialiasing muy complejos. El sobremuestreo también permite mejorar la relación

señal-ruido (SNR) y por tanto la resolución efectiva del convertidor.

OSR =
fS

2fN
(2.7)

OSR=Sobremuestreo

fS=frecuencia de muestreo

fN=frecuencia Nyquist

La relación señal-ruido recordemos es la relación que hay entre la potencia de la

señal y la potencia del error, esto nos permite observar que si el error disminuye, su

relación aumenta, lo que implica un aumento en la resolución efectiva, esto se puede

observar en la siguiente ecuación.

SNR = 6.02 ∗ ENOB + 1.76 (2.8)

SNR=Relación Señal Ruido

ENOB=Numero efectivo de bits

De acuerdo a la ecuación (2.9), si se muestrea a una tasa mayor a Nyquist lo que

se consigue es que Pe(f) se expanda y el ancho de banda de interés sea menor al
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ancho de banda de Pe(f), esto es que se distribuye a lo largo del ancho de banda

total, por lo que la potencia del ruido disminuye.

Ruido de cuantificación se estima con:

∫ fs

−fs
P 2
e (f)dt =

42

12

1

OSR
(2.9)

Por tanto, con el sobremuetreo se disminuye la potencia del ruido de cuantificación y

aumenta la relación SNR y con esto el rango dinámico es decir el numero efectivo de

bits (ENOB), esto se refleja en la ecuación (2.10):

ENOB =
SNRuniforme(dB)− 1.76

6.02
(2.10)

La Figura 2.8 nos permite ver el espectro de una señal donde podemos observar de

manera mas clara la señal y el ruido después de hacer una operación de sobremuestreo

a una señal.

Figura 2.8: Sobremuestreo de una Señal
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2.3.2. Conformado del ruido

El conformado del ruido consiste en hacer que la mayor parte del ruido que se

encuentra en la banda Nyquist se lleve a frecuencias altas y sea filtrado, al disminuir

el ruido se incrementa la relación señal-ruido (SNR) lo cual aumenta la resolución del

convertidor.

Figura 2.9: Diagrama de distribución de ruido

Conocemos que la densidad espectral del ruido de cuantificación es plana, y si agrega

un filtro, el ruido toma la forma de dicho filtro es decir se moldea el ruido o se esta

conformando, Figura 2.9.

Figura 2.10: Diagrama del modulador Sigma-Delta linealizado

El modulador Sigma-Delta es no-lineal y se debe en su mayoŕıa al cuantificador, usan-

do el modelo lineal de la Figura 2.10 este ruido se considera aditivo a la salida del
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integrador. De esto podemos observar que es posible ver al sistema como un sistema

que tiene dos entradas y una salida con una entrada de señal y una de error. Tomando

esto como referencia y la función que representa al filtro tenemos dependerá de dos

funciones de transferencia, una función de transferencia para el ruido de cuantifica-

ción (NTF) y una para la señal de entrada (STF).

Figura 2.11: Diagrama de distribución de ruido

Usando el principio de superposición para poder obtener las dos funciones de transfe-

rencia, primero hacemos que el error sea igual E(s) = 0, desarrollamos para la salida

Y (s) para la entrada X(s), el resultado de esto seria nuestra función de trasferencia

de entrada es decir la STF (Signal Transfer Function).

(X(s)− Y (s))H(s) = Y (s)

X(s) = Y (s) (1+H(s))
H(s)

H(s)ST =
Y (s)

X(s)
=

H(s)

1 +H(s)
(2.11)

Por otro lado, si se toma una entrada X(s) = 0 se puede obtener salida Y(s) en

función del error E(s) y tener la función de transferencia del error es decir la NTF

(Noise Transfer Function)
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(E(s)− Y (s))H(s) = Y (s)

E(s) = Y (s)(1 +H(s))

H(s)NT =
Y (s)

E(s)
=

1

1 +H(s)
(2.12)

De manera que la salida Y (s) dependerá de la suma de ambas funciones de transfe-

rencia HST y HNT de forma que nos queda:

Y (s) =
H(s)

1 +H(s)
∗X(s) +

1

1 +H(s)
∗ E(s) (2.13)

Y (s) = HST ∗X(s) +HNT ∗ E(s) (2.14)

Lo que se busca tener es una ganancia alta ya que el modulador trabaja con frecuencias

bajas de manera que la HNT tienda a 0 eliminando el ruido y HST tenga una tendencia

a 1 permitiendo el paso de la señal como en la Figura 2.11, el bloque mas sencillo que

cumple con esta caracteŕıstica, es un integrador de ganancia 1
τ
:

H(s) =
1

τs
(2.15)

con τ = 1
w0

si sustituimos (2.15) en (2.13) obtenemos :

Y (s) =
τs

1 + τs
∗X(s) +

1

1 + τs
∗ E(s) (2.16)

Y (s) =
s
w0

1 + s
w0

∗X(s) +
1

1 + s
w0

∗ E(s) (2.17)

con w0 = 2πfc
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2.4. Filtro de Kalman

El filtro Kalman es un algoritmo recursivo propuesto por Rudolf E. Kalman en

1960 [5] retomando los estudios de N. Wiener [20] y un año más tarde en conjunto

con R.Bucy [6] presentan el filtro de Kalman como lo conocemos hoy, este algoritmo

estima el estado no observable de un estado dinámico en forma de espacio de estados

(State-Space) [7] que tiene algunas variantes, cuando es aplicado a un sistema no-

lineal [8]. La probabilidad tiene un papel clave en la descripción de señales de ruido

o aleatorias, esto es especialmente importante en el filtrado de Kalman. Se le conoce

a veces como filtrado estad́ıstico. Sin embargo, esto es un poco inapropiado, porque

el filtrado de Kalman se basa en descriptores probabiĺısticos de las señales y el ruido,

y se supone que se conocen al principio del problema de filtrado véase Apéndice B.

Figura 2.12: Algoritmo de un filtro Kalman digital

Después de 50 años el filtro de Kalman sigue siendo una herramienta muy utilizada

en nuestro tiempo y nuevas aplicaciones siguen apareciendo regularmente [21].

El filtro de Kalman es un algoritmo que apunta al problema de tratar de estimar

un estado xεRn en un proceso controlado en tiempo discreto [4], donde es necesario

tener el modelo de espacio de estados del sistema que se desea utilizar [8].

xk = ADxk−1 +BDµk +Wk−1 (2.18)

La observación (medición) del proceso ocurre en puntos discretos en el tiempo de

acuerdo con la relación lineal dada en la variable zεRm:

zk = Hxk + Vk (2.19)

Las variables aleatorias Wk−1 y Vk representan el ruido del proceso y de la medición.

Se asumen que son independientes una de la otra, blancas y con distribución normal.
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2.4.1. Algoritmo del filtro de Kalman

El filtro de Kalman funciona de manera ćıclica, es decir, un proceso iterativo. Este

se compone de dos grupos de ecuaciones. Las primeras son encargadas de proyectar

hacia el tiempo siguiente, mientras que el segundo grupo se encarga de la actualiza-

ción de las mediciones, Figura 2.12.

Las ecuaciones que proyectan en el tiempo están dadas por: Las ecuaciones que ac-

tualizan el tiempo están dadas por:

x̂−k = ADx̂k−1 (2.20)

P−k = ADPk−1A
T
D +Q (2.21)

A y B son matrices del modelo de estados, mientras que Q es la varianza del ruido

del proceso y P es la covarianza del error en el filtro de Kalman. Se observa como la

actualización de tiempo proyecta el estado y la covarianza estimados adelante en el

tiempo del paso k − 1 al paso k (2.21).

Las ecuaciones que actualizan las mediciones son:

Kk = P−k H
T
(
HP−k H

T +R
)−1

(2.22)

x̂k = x̂−k +Kk

(
Zk −Hx̂−k

)
(2.23)

Pk = (I −KkH)P−k (2.24)

Donde R es la covarianza del ruido de medición, y Kk es la ganancia de Kalman. Fi-

nalmente se hace un cambio de variables para la retroalimentación, es decir, actualizar

los valores iniciales:

x̂k = x̂k−1 (2.25)

Pk = Pk−1 (2.26)

La primera tarea durante la corrección de la proyección del estado o la actualización

de las mediciones es el cálculo de la ganancia de Kalman Kk (2.22). Este factor de
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ponderación o ganancia es seleccionado de tal forma que minimice la covarianza del

error de la nueva estimación del estado. El siguiente paso es realmente medir el proce-

so para obtener Zk y entonces generar una nueva estimación del estado que incorpora

la nueva observación como en la ecuación (2.23) . El paso final es obtener una nueva

estimación de la covarianza del error mediante la ecuación (2.24).

Después de cada par de actualizaciones, tanto del tiempo como de la medida, el

proceso es repetido tomando como punto de partida las nuevas estimaciones del esta-

do y de la covarianza del error. Esta naturaleza recursiva es una de las caracteŕısticas

llamativas del filtro de Kalman, a continuación la Figura 2.13 muestra el ciclo del

algoritmo del filtro de Kalman.

 

D D

D

Figura 2.13: Ciclo de funcionamiento del filtro Kalman digital
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2.5. Modulador Sigma-Delta y filtro de Kalman

El uso del filtro kalman como apoyo para mejorar el funcionamiento y resolución

de un modulador Sigma-Delta es algo que ya se ha trabajado antes, no se ha hecho

mucho hincapié en conocer históricamente cando se empezó a trabajar al modulador

en conjunto con el filtro de Kalman.

De los trabajos encontrados que se destaca que en todos ellos es muy recurrente

el tomar moduladores Sigma-Delta de segundo y tercer orden. Donde en muchos de

ellos se utiliza para su estudio, la función para un integrador con ganancia finita for-

mulada de acuerdo al análisis realizado por M.Ormannts y F. Gerfers [22] siendo los

mas destacados en el banco de información de la libreŕıa digital de la IEEE, en estos

trabajos se trabaja con una variante del filtro de kalman para sistemas no-lineales,

que es el filtro de Kalman Unscented.

En cada uno de los art́ıculos revisados [13][23][24][25][26] se busca el conocer una

no-idealidad dentro del modulador Sigma-Delta, principalmente en el integrador o

integradores del mismo para facilitar su uso en espacio de estados, es común que

el modulador trabaje unicamente con un cuantificador de 1 bit, además de ser un

elemento altamente no-lineal y dif́ıcil de modelar de manera que se pueda usar en

el filtro de Kalman. Existen también varios trabajos donde se busca el modelado en

espacio de estados que mejor describa a este dispositivo [27][28][29][30]. Como nota

final, la mayoŕıa de trabajos encontrados sobre el modulador Sigma-Delta y el filtro

de Kalman son derivados de los mismos trabajos presentados por M.Ormannts y F.

Gerfers [22].



Caṕıtulo 3

Modulador Sigma-Delta de tiempo

continuo (SDTC)

Idealmente la resolución del modulador esta determinado por el orden del filtro,

la relación de sobremuestreo y el número de niveles de cuantificación. Si se desea

incrementar su resolución seria necesario en incrementar el orden de los filtros o del

cuantificador o una mayor frecuencia de muestreo, sin embargo, el incrementar el

orden de los filtros o del cuantificador suele ser más problemático que beneficioso

pues suele afectar la estabilidad del sistema. Es común que se busque una forma

para incrementar la frecuencia de muestreo manteniendo sus caracteŕısticas y que su

ancho de banda se vea incrementado sin perder resolución. Una forma de conseguir

velocidades de reloj de muestreo mayores consiste en implementar el filtro con circuitos

de tiempo continuo.

3.1. Comparación de moduladores Sigma-Delta

Los moduladores Σ∆ de tiempo continuo (SDTC), se diferencian de los modu-

ladores de tiempo discreto (SDTD) por que el muestreo se lleva acabo después del

integrador. Este trabajo hará uso del modulador de tiempo continuo, puesto que las

prestaciones para el diseño de los circuitos son relajas, para anchos de banda mayores.

33
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DAC

+
-

Integrador Cuanti�cador
fs

Figura 3.1: Diagrama del modulador Sigma-Delta de primer orden de tiempo continuo

3.1.1. Ventajas del modulador SDTC con respecto al SDTD

EL modulador SDTC presenta ciertas ventajas [18] en relación al SDTD ya que

éste se ve limitado en su tiempo de establecimiento después del filtrado de la señal

además que los moduladores SDTC son capaces de trabajar a frecuencias de muestreo

mayores que los SDTD. Al momento de implementarse el ancho de banda de los

dispositivos activos se pueden reducir ya que estos operan con señales continuas y no

discretas, otra ventaja es que no aparecen glitches en los nodos de masa virtual de los

amplificadores operacionales, que si puede suceder al usarse capacitores conmutados.

Un problema que si es importante es el fenómeno de Aliasing, es por eso que los

moduladores SDTD siempre emplean un filtro antialiasing a la entrada mientras que

los moduladores SDTC usan filtros antialiasing sencillos o pueden prescindir de ellos

por sus caracteŕısticas intŕınsecas de filtrado.

3.1.2. Desventajas del modulador SDTC con respecto al SDTD

Algunos de los inconvenientes de los moduladores SDTC es que estos continúan

presentando problemas asociados a la incertidumbre del instante de muestreo o el

llamado jitter de la señal de reloj y a la metaestabilidad del comparador que influye

en resolución final de manera más importante que en los moduladores SDTD, esto se

debe a que en el DAC situado en la retroalimentación existe un retardo relativamente

grande en muchas ocasiones que afecta al sistema denominado retardo de bucle de

exceso ELD (Excces Loop Delay) que es propio de los moduladores SDTC.
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3.2. Modulador Sigma-Delta de tiempo continuo

de primer orden

La estructura general de un modulador Sigma-Delta de tiempo continuo de primer

orden se puede observar en la Figura 3.1, el cual solo presenta un integrador, un cuan-

tificador uniforme de un bit para este caso y un punto de muestreo, tomando como

referencia este modelo se hizo una simulación en Simulink/Matlab. Estos elementos

de manera ideal, se pueden observar el esquema de la Figura 3.2.

DAC

+
-

Integrador Cuanti�cador

S/H

Muestreador

Figura 3.2: Modelo en Simulink del modulador Sigma-Delta de tiempo continuo de
primer orden

Es necesario mencionar que existen distintas arquitecturas para los moduladores

Sigma-Delta. En todas ellas existen los mismos elementos básicos, con la diferen-

cia que puede cambiar el número de valores del cuantificador y el la resolución del

DAC en la retroalimentación. Para este caso se toma una configuración sigle-loop,

es decir con una sola ĺınea de retroalimentación, puesto que se considera un DAC

de un bit de salida lo que evita los problemas de linealidad del DAC y permite una

simulación mas sencilla. De manera ideal en la literatura se tiene que la resolución

del modulador Sigma-Delta de primer orden viene dada por una relación de 1.5 bits

por octava y una relación de SNR de 9 dB por octava [1].

Se realizó la simulación de de un modulador Sigma-Delta de primer orden cuya salida

que se observa en la Figura 3.3 y los valores de simulación esta en la Tabla 3.1.
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Figura 3.3: salida de simulación modulador sigma-delta de tiempo continuo de primer
orden magnitud/frecuencia

Señal sinusoidal 26.823Mhz
ancho de banda Bw 104 Mhz
Numero de muestras N 4096
sobremuestreo OSR 48
frecuencia de muestreo fs 1Mhz

Tabla 3.1: Valores de simulación aproximados basada en [31]

Para asegurar su funcionamiento es necesario observar el comportamiento de la densi-

dad espectral de potencia (PDS siglas en ingles) de la salida del modulador y usando

como apoyo el programa de Matlab tenemos como resultado la Figura 3.4 y a si mismo

mediante esta misma función obtenemos el calculo de la SNR y el ENOB que marca

la resolución de este convertidor ADC.
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Figura 3.4: PDS del modulador Sigma-Delta de tiempo continuo de primer orden

La respuesta obtenida es acorde a la respuesta t́ıpica de un modulador Sigma-

Delta de acuerdo a la literatura [3], y también es posible saber que se tiene una

resolución de 7.9 bits para este caso concreto y una relación de SNR de 49.3 dB, pero

recordemos que es un modulador de forma ideal.

3.2.1. Modulador Sigma-Delta modelado con influencia de la

ganancia DC finita

Sabemos que los integradores reales presentan distintas no idealidades que afectan

al sistema, entre estas existe una conocida como ganancia DC finita o ganancia de

tensión a lazo abierto, ganancia diferencial. Idealmente es infinita mientras que de

manera real es finita y disminuye con la frecuencia de trabajo usualmente en una

relación de AdB = 20log V out
V in

, esto repercute directamente en la resolución del modu-

lador, pues afecta la relación SNR.

Se presenta la función de transferencia de un integrador en el cual se toma en cuenta

la no idealidad de la ganancia DC finita tomando un integrador conformado por un

OpamAp (Amplificador Operacional) de la Figura 3.5.
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Figura 3.5: Modelo de integrador

Vout
Vin

= −
(

Ag
sCLRL(Ag + 1) + 1

)
(3.1)

Donde:

Ag es finita siendo la ganancia del integrador

v− 6= 0 y v+ = 0 Si tomamos esta función y la aplicamos junto a la estructura del

modulador Sigma-Delta para poder obtener el modelo de la Figura 3.6 el cual repre-

senta un modelado contemplando la no idealidad de la ganancia finita.

 

DAC

S/H
A

R C (A +1)S+1
+

-

Integrador CuantificadorMuestreador 

g

L L g

Figura 3.6: Diagrama en Simulink del modulador Sigma-Delta de segundo orden de
tiempo continuo con ganancia finita

Simulando con una ganancia de Ag = 10, cuya salida es la Figura 3.7, representa su

PSD haciendo uso de los valores de la Tabla 3.1, donde se observa que aun conserva

la respuesta t́ıpica de un modulador Sigma-Delta pero su resolución se vio afecta-

da, siendo inferior en comparación al caso ideal, es posible concluir que esta afecta

directamente a la resolución de un modulador Sigma-Delta de tiempo continuo.
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Figura 3.7: PDS del modulador Sigma-Delta de tiempo continuo con ganancia finita,
comparando con el ideal

3.3. Modulador Sigma-Delta con ruido en el siste-

ma

El modulador Sigma-Delta de tiempo continuo se ve afectado por ruidos aditi-

vos al sistema, ya sea el ruido que vine de la misma señal que se desea convertir o

bien el que se produce en sus elementos. Estas ecuaciones se basan de un modulador

Sigma-Delta diseñado por medio de un OpAmp con capacitores conmutados, esto es

utilizado en su diseños en circuito integrado. Para todos estos ruidos existen ecuacio-

nes que los describen [3,22].

Error de Jitter

∆X(nT ) = A ∗ win ∗ δ(nT )cos(winnT ) (3.2)

Ruido térmico KT/C

vn, Cs(w) =

√
kT

Cs
(3.3)

Sin embrago, para este trabajo se toma el modelo propuesto en el trabajo [32] adap-

tado al modulador Sigma-Delta de tiempo continuo para simular los ruidos en el

sistema, como en el diagrama de la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Diagrama de Modulador Σ∆ con ganancia DC finita y ruidos aditivos.

Para comprobar la diferencia que existe entre este modelo y los anteriores, tomamos

los valores de simulación de la Tabla 3.1 y observamos la respuesta de la Densidad

Espectral de Potencia (PSD) del modulador y comparamos.
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Figura 3.9: PDS del modulador Sigma-Delta de tiempo continuo con ganancia finita
con ruido y sin ruido, comparando con el ideal

Mediante esta simulación se muestra que todos estos ruidos presentes en el sistema

también afectan de manera directa al modulador Sigma-Delta, donde se observa que

la ganancia DC finita es la que mas influye en la pérdida de resolución. Esta simu-

lación utiliza parámetros de ruido adicional de señal de entrada de 10−4vrms y de

10−3vrms para el ruido en el integrador.
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3.4. El modulador Sigma-Delta en el espacio de

estados

Al obtener un modelo en espacio de estados del modulador Sigma-Delta debemos

recordar que este sistema es altamente no lineal, si se toma la configuración “sigle-

loop”para el modulador se puede resolver el problema del DAC, sin embargo para el

caso del cuantificador existe su modelo lineal pero solo es útil para fines de estudio

del modulador. Se propone usar un espacio de estados de los elementos internos del

modulador como en la Figura 3.10, es decir, se modela el integrador del modulador

Sigma-Delta, dado que es el elemento afectado por la ganancia finita.

Figura 3.10: Espacio de estados.

Para poder aplicarse en un elemento discreto es necesario realizar una transformación

de las matrices o parámetros a tiempo discreto:

AD = eATs (3.4)

BD =

∫ Ts

0

eAτBdτ (3.5)

CD = H = C (3.6)

3.4.1. Espacio de estados del modulador SDTC

Para el caso de un modulador Sigma-Delta de primer orden se toma la entrada

uT como una diferencia entre la salida del modulador y la señal de entrada de este
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sistema, tomando lo que es un modelo t́ıpico espacio de estados:

ẋ = Ax+Bu (3.7)

y = Cx (3.8)

con:

u = uT − yk (3.9)

Tomando el modelo del integrador incluyendo la ganancia finita obtendŕıamos paráme-

tros reales que definiŕıan el espacio de estados, donde las ecuaciones 3.7 y 3.8 tomaŕıan

valores:

A = −1
RLCL(Ag+1)

B = Ag

RLCL(Ag+1)

C = 1

Nota: Los valores tanto de RL y CL dependen de la frecuencia de muestreo que se

utilice, sus valores se calculan en base a la frecuencia de muestreo sobremuestreada,

tomándose como la frecuencia de corte del integrador.



Caṕıtulo 4

Filtro de Kalman y Modulador

SDTC

4.1. Modelo de modulador SDTC en el filtro de

Kalman

Para poder aplicar el filtro de Kalman utilizando el modelo en espacio de estados

del modulador Sigma-Delta obtenido en la sección 3.4, utilizando Simulink/Matlab.

Para hacer esto tomamos cada una de las ecuaciones del algoritmo de funcionamiento

del filtro de Kalman Sección 2.4, diseñando el filtro según el ciclo de la Figura 2.11,

donde los valores del espacio de estados del modulador Sigma-Delta son las matrices

que tendrá el filtro de Kalman, para este caso las matrices A y C.

4.1.1. Ruido en el sistema

El filtro de Kalman necesita las medidas de la varianza del ruido presente en el

sistema y en la mediciones [21]. Para el caso del modulador Sigma-Delta, se tiene

conocimiento de dicho ruido y se puede considerar gaussiano y blanco [1].

43
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Las variables Q y R del filtro de Kalman determinaran si tiene mayor peso la es-

timación inicial o la medición real para la estimación final. El ruido en el modulador

Sigma-Delta ronda una varianza de 10−4 a 10−15 aproximadamente [22].

4.1.2. Prueba del filtro de Kalman

Como el filtro de Kalman es un estimador u observador de estados, es necesario de-

mostrar que este efectivamente esta funcionando, mostrando una respuesta estimada

similar al sistema observado. Lo que se busca es diseñar un filtro de Kalman, basado

en las ecuaciones de la sección 2.4.1 implementado en ellas el modelo en espacio de

estados del modulador Σ∆ de la sección 3.4.1.

Donde el modelo obtenido para su implementación en Simulink/Matlab, está da-

do por:

Condiciones iniciales:

x̂−0 = 0 P−0 = 10−15 (4.1)

Los valores iniciales mı́nimos que se consideraron para este caso se muestran en (4.1).

Estimación:

x̂−k = ADx̂k−1 (4.2)

P−k = ADPk−1A
T
D +Q (4.3)

Donde AD toma el parámetro real de A del espacio de estados de modulador Σ∆,

transformado a un parámetro para espacio de estados en tiempo discreto, utilizando

la ecuación (3.4).

Corrección:

Kk = P−k H
T
(
HP−k H

T +R
)−1

(4.4)

x̂k = x̂−k +Kk

(
Zk −Hx̂−k

)
(4.5)
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Pk = (I −KkH)P−k (4.6)

En este caso H toma el valor de C del espacio de estados del modulador Σ∆, tomando

en cuenta la ecuación (3.6). Donde z, para este caso es la salida del integrador del

modulador Σ∆. Siendo la referencia para el calculo del error.

Filtro de Kalman

Modulador

Figura 4.1: Modelo en Simulink de modulador SDTC y filtro de Kalman

Se utilizó el modelo de la Figura 4.1 para una comparación con el sistema original y

el filtro de Kalman usando Simulink, donde se toman valores de simulación normali-

zados, esto con el fin de ser utilizados posteriormente, Tabla 4.1.

Figura 4.2: Comparación respuesta filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta

Nota: Para poder observar que efectivamente esta funcionando, se añade a la salida

del filtro de Kalman un modelo de DAC unicamente para 1 bit, para este caso se emula

con un cuantificador de 1 bit.
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Figura 4.3: Respuesta filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta

La simulación mostrada en la Figura 4.2 y 4.3, nos permite observar que la respuesta

del filtro de Kalman es idéntica a la del modulador Sigma-Delta teóricamente, lo que

muestra que esta funcionando correctamente.

En la Figura 4.4, se observa que la salida el filtro de Kalman para su espectro (PSD)

coincide con la respuesta del modulador Sigma-Delta, lo que significa que efectiva-

mente el filtro de Kalman esta observado satisfactoriamente al sistema.

Numero de muestras N 2048
Sobremuestreo OSR 48
Frecuencia de muestreo fs 10hz
Ganancia DC finita Ag 4

Tabla 4.1: Valores de simulación normalizados
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Figura 4.4: Comparación respuesta PSD filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta

4.2. Compensación del modulador SDTC de pri-

mer orden

Ya que el filtro de Kalman nos permite observar los estados del sistema o una

aproximación de los mismos, es posible aplicar la retroalimentación de los estados

como una opción para realizar una compensación al modulador. Lo que buscaremos

con este método es que el integrador se comporte como un integrador ideal en la

medida de lo posible al mover los polos del mismo. este método suele ser utilizado

con observadores.

4.2.1. Compensación por retroalimentación de los estados

Este método usa los estados y una ganancia k para modificar los polos del sistema

de acuerdo a las especificaciones deseadas. La Figura 4.5 es el modelo, donde se tiene

es una entrada de control en lazo cerrado del sistema dada como uc = u− kx.
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Figura 4.5: Esquema de retroalimentación de estados

En nuestro caso lo que se hace es que tendremos el estado x a través del filtro de

Kalman como se muestra en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Esquema de retroalimentación de los estados con filtro de Kalman

Se puede observar que nuestro sistema tomando en cuenta las ganancia quedaŕıa

descrito de la siguiente manera:

ẋ = (A−BK)x−Bu (4.7)

y = Cx (4.8)

Cabe mencionar que la retroalimentación de los estados solo afecta a los polos del

mismo y no a los ceros, debe tenerse cuidado con no al realizar la retroalimentación

de estados cancelar algún cero con el nuevo polo o el sistema ya no seria observable

ademas de que este no influye en la controlabilidad del sistema.
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Para calcular la ganancia K existen diferentes métodos, algunos son:

1. Método arbitrario al tomar el polinomio caracteŕıstico de tu sistema he igualar

con los polos deseados.

2. Ubicación de polos deseados mediante el uso de la forma canónica controlable.

3. Utilizando la ecuación de ackerman.

4. Usar Lyapunov para ubicar el vector de ganancia de manera que no se obtengan

coeficientes de ganancia similares al vector original A.

Es posible mencionar que la ganancia suele ser negativa. Para facilitar las operaciones

se utilizó el comando acker(A,B,P) de Matlab para obtener el valor de la ganancia

K, el polo del integrador ideal es p = 0, por tanto este es el polo deseado.

4.2.2. Propuesta de compensación para el modulador Sigma-

Delta de primer orden

La propuesta de aplicación para compensación se utiliza la retroalimentación de

estados, donde para conocer el estado deseado se toma el filtro de Kalman, como en

la Figura 4.7.
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Figura 4.7: Simulación filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta de primer orden
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Se busca con la retroalimentación de estados que el integrador con perdida se comporte

como un integrador ideal. La ganancia K obtenida es igual a la inversa negativa

de la ganancia finita, K = − 1
Ag

del sistema, es decir, que es necesario conocer un

aproximado de este valor para compensar el integrador con perdida.

4.2.3. Simulación de compensación

Para comprobar lo que es la propuesta de compensación, primero tomamos los

valores normalizados de la Tabla 4.1, para observar el efecto que tiene la ganancia

DC finita que se compensara en esta prueba.
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Figura 4.8: Comparación de compensación con integrador ideal y con perdida.

La Figura 4.8 muestra una comparación del espectro de la salida del modulador con

el efecto del ruido para un integrador con perdida, aśı como sin los efectos del ruido,

junto a una respuesta con un integrador ideal.

La simulación toma un ruido con una varianza de 10−3 para el ruido térmico del

muestreador, un ruido aditivo al integrador con perdida. Una señal sinusoidal con un

ruido aditivo de 10−4. Se toman valores altos del ruido para ilustrar mejor su efecto.



4. Filtro de Kalman y Modulador SDTC 51

4.2.4. Integrador con pérdida

Para poder observar de mejor forma el efecto unicamente de la ganancia DC finita

en el integrador, se toma el modelo del integrador con una pérdida conservando, los

valores de simulación normalizados, donde a la entrada tenemos un escalón.

Figura 4.9: Comparación entre un integrador ideal y con pérdida.

La simulación mostrada en la Figura 4.9 es para comparar el efecto de la ganancia DC

finita sobre el integrador. Se observa que efectivamente la ganancia DC finita limita

la respuesta del integrador.

4.2.5. Compensación con filtro de Kalman del integrador

Para el filtro de Kalman es necesario tomar las ecuaciones de la sección 3.3. Si-

guiendo el modelo de la propuesta de compensación por medio de la retroalimentación

de estados, donde buscamos que la respuesta del integrador se asemeje a la respuesta

de un integrador ideal. La simulación de la Figura 4.10 muestra que la compensación

por medio del filtro de Kalman, permite tener una respuesta cercana a la respuesta

de un integrador ideal, tomando unicamente el efecto de la ganancia DC finita. Al

obtener una mejora en la respuesta en el integrador, significa que es posible aplicarlo

al modelo del modulador Sigma-Delta para buscar obtener una recuperación en la

resolución.
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Figura 4.10: Comparación entre un integrador compensado con Kalman, ideal y con
perdida.

4.2.6. Compensación con filtro de Kalman, respuesta del Mo-

dulador SDTC

Utilizando los parámetros de simulación anteriores, comprobamos la compensación

del integrador del modulador Sigma-Delta. Se utilizan parámetros de ruido adicional

de señal de entrada de 10−4vrms y de 10−3vrms para el ruido en el integrador, ademas

de un ruido térmico para una temperara de 300k◦.
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Figura 4.11: Compensación del modulador Sigma-Delta
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En la respuesta de la Figura 4.11 se muestra el PSD del modulador Sigma-Delta. Es

posible observar que la compensación del integrador nos permite de manera teórica la

recuperación de la resolución de nuestro modulador Sigma-Delta, aun con la influencia

del ruido y la ganancia DC finita. La ganancia DC finita Ag = 4 fue seleccionada

con un valor muy limitado, para demostrar de manera teórica el funcionamiento de

la propuesta.
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Figura 4.12: Compensación del modulador Sigma-Delta

Debe recordarse que en una aplicación real, la referencia se tomaŕıa a partir de la

conversión realizada por el modulador Sigma-Delta, puesto que el filtro de Kalman

al ser discreto es utilizado de manera digital, Figura 4.12

4.2.7. Compensación modulador SDTC con un ESO

Otra propuesta de compensación es utilizar un estimador de estados diferente,

en este caso un Observador de Estado Extendido o ESO (Extended State Observer),

también llamado LESO para su versión mas común para sistemas lineales (Lineal

Extended State Observer) [33]. El ESO puede ser diseñado en tiempo discreto o con-

tinuo. Para la compensación del modulador Sigma-Delta, se utiliza un ESO en tiempo

continuo, su versión analógica.Tomando como referencia un control de rechazo activo

de perturbaciones ADRC [34,35] por sus siglas en ingles (Active Disturbance Rejec-

tion Control).
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El ADRC consiste en estimar la perturbación que se desea conocer, para posterior-

mente con una ganancia de compensación, retroalimenentar al sistema original para

eliminar dicha perturbación.

Basado en el espacio de estados del integrador, sección 3.4.1 del modulador Σ∆ de

primer orden, tenemos:

ẋ = Ax+Bu (4.9)

y = Cx (4.10)

con: u = u0 − yk
u0 = entrada de señal

Para hacer el observador ESO lo que hacemos es tomar o realizar una copia del

sistema, pero en este caso se tomara de la siguiente manera:

ż = α + ρu (4.11)

ȳ = z (4.12)

con:

ż = variable de estimada del estado del sistema

α = Ax Representa donde se encuentra la perturbación

ρ = matriz de entrada B

Para nuestro observador, necesitamos conocer ρ puesto que es necesario para el ob-

servador. Ademas que la variable que se estimara será α, será nuestra perturbación

[34,35]. El observador ESO tendrá la siguiente forma:

ż = η + L1(y − ȳ) + ρu (4.13)

η̇ = L0(y − ȳ) (4.14)

con:

η = es la perturbación
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L1 y L2 = son las ganancias del observador

Las ganancias del observador son necesarias para asegurar que el comportamiento

del sistema original, ademas que estas ganancias permiten asegurar la estabilidad del

observador, para obtenerlas es necesario observar la dinámica del error del observador.

e = y − z
ė = ẏ − ż

ė = α + ρu− (η + L1e+ ρu)

ė = α− η − L1e

ë = α̇− η̇ − L1ė

ë = α̇− L0e− L1ė

ë+ L1ė+ L0e = α̇

Por lo tanto la dinámica del error se escribe de la forma:

ë+ L1ė+ L0e = α̇ (4.15)

Utilizando transformada de Laplace en (4.15), obtenemos una función de la forma

(4.16), de la cual es posible obtener la función de transferencia de la función (4.17)

del error.

E(s)(S2 + L1S + L0) = α(s)S (4.16)

E(s) =
α(s)

S2 + L1S + L0

(4.17)

Dicha dinámica se representa en espacio de estados como:(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
0 1

−L0 −L1

)
︸ ︷︷ ︸

Aobs

(
x1

x2

)
+

(
0

1

)
︸ ︷︷ ︸
Bobs

α(t)

e(t) =
(

0 1
)

︸ ︷︷ ︸
Cobs

(
x1

x2

)
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Si L0 y L1 se seleccionan tal que la matriz AObs sea Hurwitz con valores propios

reales aislados en orden decreciente λ1(Aobs) < λ2(Aobs) entonces dado [35], es posible

mostrar que el error converge a una circunferencia de radio % = ᾱK0

∧1 .

Donde ᾱ = ||T ||||T−1|| y K0 es la cota máxima de α siento T una matriz que diago-

niza a la matriz AObs. Si se estima de manera correcta, el error debe converger a cero.

Donde wn tiene el valor de la frecuencia del sistema, en nuestro caso es la frecuencia

de muestreo utilizada para el modulador Σ∆. La forma de aplicar el observador ESO

con el modulador Sigma-Delta se muestra en la Figura 4.13.
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Figura 4.13: Espacio de estados de modulador SDTC con ESO

Los valores para las matrices A, B = ρ y C son tomadas del espacio de estados del

modulador Σ∆, sección 3.4. En este caso el observador esta en tiempo continuo, no

se realiza la conversión de valores a tiempo discreto. Para evaluar el diseño del obser-

vador propuesto, se toma nuevamente el modelo del modulador Σ∆.
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Figura 4.14: Simulación del observador y el integrador.

El observador y el integrador con perdida están estimulados con un entrada de es-

calón para evaluar la respuesta del sistema. Tomando como referencia los valores de

la Tabla 4.1 y el modelo de la Figura 4.14.

Figura 4.15: Salida del integrador con ganancia DC finita y ESO.

Figura 4.15 muestra la respuesta transitoria y el observador sigue al integrador, por

lo que se considera que el observador esta funcionando satisfactoriamente.

Para la compensación del sistema, es necesario retroalimentar la perturbación esti-

mada a través del ESO. La Figura 4.16 muestra la implementación a nivel de bloque

del sistema y el uso de la compensación basada en el ADRC. La compensación del

ADRC debe cancelar la perturbación α al estimar el parámetro η. La ganancia K

asegura que el estado estimado pueda eliminar la perturbación cuando η es cercano

al valor estimado de α. Esta ganancia debeŕıa depender de la ecuación caracteŕıstica
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del error del integrador. El modulador Sigma-Delta es de primer orden y el control

depende solo de un coeficiente dado el único integrador en uso.
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Figura 4.16: Modelo de compensación del modulador Sigma-Delta

Tomando los mismo valores de simulación previa, pero implementado la compensa-

ción para el integrador.

Figura 4.17: Comparación de integradores idel, compensado y con pérdida

Se muestra en la Figura 4.17. que la respuesta del integrador compensado es muy

cercana al integrador ideal, en comparación al integrador con el efecto de la ganancia

DC finita. se observa que la inclusión de una ganancia del punto de retroalimentación

asegura la cancelación, la ganancia se toma como K = 25 basados en la Figura 4.16
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Finalmente en la Figura 4.18 se muestra una simulación, donde se observa el es-

pectro (PDS) de la respuesta del modulador Σ∆ compensada y la compara con un

modulador con un integrador con pérdida, tomando el caso ideal.
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SNR(dB)=35.494
   Rbit=5.604

SNR(dB)=47.704
   Rbit=7.632

Figura 4.18: comparación del PDS.

Se observa que la compensación en el integrador afecta directamente el comportamien-

to del modulador Sigma-Delta y se refleja en su resolución, que se recupera incluso

con una ganancia finita muy baja, por lo que la compensación por ESO es efectiva.

Nota: El control ADRC se usa usualmente añadiendo otro bloque de control [34,35],

pero para el modulador Σ∆, hacemos un punto de retroalimentación para el sistema,

con el propósito de cancelarlo con la perturbación presente en el sistema y disminuir

sus efectos.
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4.3. Comparación de compensaciones ESO y filtro

de Kalman

En esta sección se realizó una comparación entre la compensación propuestas

mediante el filtro de Kalman y un Observador de Estado Extendido, donde se muestra

su respuesta en frecuencia, para los valores normalizados de la Tabla 4.1, con la

diferencia que se han tomado parámetros de ruido adicional de señal de entrada de

10−4vrms y de 10−4vrms para el ruido en el integrador, con un ruido térmico para una

temperatura de 300k◦, siendo valores mas reales.
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Modulador Sigma-Delta compensado con ESO
Modulador Sigma-Delta no ideal
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SNR(dB)=45.808
   Rbit=7.317

SNR(dB)=45.328
   Rbit=7.237

SNR(dB)=47.991
   Rbit=7.680

SNR(dB)=35.494
   Rbit=5.604

Figura 4.19: Comparación del modulador Sigma-Delta compensado, con integrador
ideal y no ideal.

Para ambos casos se observa una leve reducción en comparación a las anteriores

simulaciones. En esta el filtro de Kalman, aparentemente es mejor, dado que no tiene

influencia del ruido de entrada de la señal. Tomando un resultado mas real, se puede

considerar que ambas compensaciones permiten obtener una recuperación del sistema.
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COMPENSACIÓN SNR(dB) ENOB[N]
No ideal 35.494 5.604
Filtro de Kalman 47.991 7.680
Observador ESO 45.328 7.237

Tabla 4.2: Comparación con valores de simulación normalizados

Sistema SNR ideal SNR no-ideal SNR Incremento Implementación
Filtro de Kalman 45.808dB 35.494dB 47.991dB 104 % Simulación
Observador ESO 45.808dB 35.494dB 45.328dB 98.9 % Simulación
Referencia [26] 94.5dB 51.5dB 93.5dB 98.9 % Digital
Referencia [31] 85.2dB 59.3dB 79.3dB 93.07 % Analógico

Tabla 4.3: Comparación de mejora aproximada para la compensación

4.3.1. Comentarios finales de comparación

El filtro de Kalman

1. Tiene la ventaja que únicamente se necesita tomar la referencia presidiendo de

la entrada.

2. Para su implementación es posible realizar una modificación al mismo para

evitar las operaciones que impliquen una división [36].

3. Su aplicación en dispositivos programables tiene un costo de memoria bajo con

respecto a otro tipo de observadores, incluido el ESO.

4. Tiene la desventaja que al ser de tiempo discreto, es necesaria una conversión

de señales que repercute en un resultado inferior de compensación.

Observador de Estado Extendido.

1. Tiene la ventaja de ser aplicado en tiempo continuo.

2. Tiene la ventaja que es mas sencillo de implementar.

3. Funciona para compensar aun otras no idealidades tomadas en cuenta.
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4. Tiene la desventaja que a estimación depende de elementos con perdidas, lo

cual puede llegar a repercutir en una variación de estimación.

5. Tiene la desventaja que si se utilizara el observador con elementos programables

tiene un mayor costo de memoria con respecto al filtro de Kalman.

6. Se debe tomar en cuenta que es necesario un calculo correcto de las ganancias

del observador ya que de lo contrario el sistema no será estable.
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Śıntesis del filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un elemento que puede ser diseñado de manera analógica

y digital, siendo el primero una versión rara ves utilizada, mientras que el filtro de

Kalman digital es un elemento con una gran variedad de aplicaciones. Ya que una

de las tendencias en tecnoloǵıa es llevar los dispositivos a una aplicación en circuito

integrado, en este capitulo se presenta el diseño de una versión del filtro de Kalman

para aplicación en circuito integrado, mediante el uso del lenguaje HDL(Hardware

Description Language) Verilog [37], con ayuda del software Virtuoso de Cadance [37]

la śıntesis de este dispositivo, para una tecnológica de 180nm.

5.1. Modelo en Verilog para el filtro de Kalman

El lenguaje HDL es diferente a un lenguaje de programación, ya que este no

describe instrucciones, si no, elementos f́ısicos, en este caso, elementos de circuitos

electrónicos con lógica digital, esto para el caso de Verilog.

El lenguaje Verilog nos permitirá hacer una descripción de nuestro dispositivo, su

funcionamiento o lógica. Para el diseño del filtro de Kalman describiremos su com-

portamiento y funcionamiento, lo que nos permitirá diseñar cada uno de los elementos

que describen el algoritmo del filtro de Kalman (Capitulo 2) y traducirlo a elementos

63
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digitales. Para el diseño del filtro de Kalman, se tomaron los valores y parámetros de

la Tabla 4.1 y aśı obtenernos un modelo en espacio de estados.

5.1.1. Elementos del filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un algoritmo como se muestra en la Figura 2.11 (Capitulo

2). Para el diseño del filtro de Kalman mediante Verilog, se ha tomado el algoritmo

y se dividió en 3 elementos principalmente, que son:

1. Estimación: Ecuaciones que proyectan en el tiempo.

2. Ganancia de Kalman: ganancia que garantiza la mejor respuesta de Kalman.

3. Corrección: Ecuaciones que actualizan las mediciones.

Cada uno de estos elementos consta representa el ciclo del algoritmo iterativo del

filtro de Kalman, y se añadieron 2 2 elementos adicionales indispensables para su

diseño.

1. Entrada: Cada iteración tomada como referencia de la salida del modulador

Sigma-Delta de tiempo continuo y se adapta a un código en tamaño de 7 bits.

2. Control: Necesario para asegurar que el filtro de Kalman siga cada uno de los

pasos del algoritmo hasta que se tenga resultado del anterior.

Para el diseño del filtro de Kalman se realizo una modificación al mismo, ya que se

piensa en una aplicación f́ısica, esta modificación se realizó en la ganancia de Kalman,

donde se elimina la división que se realiza en ese elemento, por un valor constante

para multiplicar de valor 1
R

, siendo R la covarianza del ruido de medición. Esta mo-

dificación se basa en [36].

Ganancia de Kalman:

Kk = P−k H
T
(
HP−k H

T +R
)−1

(5.1)
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Donde sabemos que en nuestro caso la matriz C = H en tiempo discreto tiene un

valor de 1, siendo P−k la covarianza del error en el filtro de Kalman para el estado

anterior.

Kk = P−k (R)−1 (5.2)

Las demás ecuaciones conservan su forma, tanto la de estimación como las de correc-

ción.

Estimación:

x̂−k = Ax̂k−1 (5.3)

P−k = APk−1A
T +Q (5.4)

Corrección:

x̂k = x̂−k +Kk

(
Zk −Hx̂−k

)
(5.5)

Pk = (I −KkH)P−k (5.6)

Para el diseño por tanto tenemos un ciclo como en la Figura 5.1, iniciando por la

estimación.

Estimación

Ganancia de Kalman

Corrección

Figura 5.1: Ciclo de Kalman propuesto.



66 5.1. Modelo en Verilog para el filtro de Kalman

5.1.2. Elementos en Verilog del filtro de Kalman

Una ves que tenemos cada uno de los elementos seleccionados, realizamos un mo-

delo de cada uno en Verilog, según su función y ecuación. En este caso debemos

empezar a tomar en cuenta que al ser un elemento gobernado por un tiempo tendre-

mos un reloj para los elementos y un control que distribuye el flujo de información y

el ciclo del filtro de Kalman.

Se describen cada uno de los módulos de Verilog que representan cada elemento

del filtro de Kalman, los códigos en Verilog se encuentran en el Anexo C.

Nota: Las operaciones contienen elementos en decimales, pero, Verilog para una im-

plementación de śıntesis no permite el uso de operaciones en punto flotante. Por lo

que se utiliza la lógica de un punto flotante, tomando los primeros 4 bits decimales y

los siguientes 3 bits enteros, utilizando de esta forma para este diseño una palabra de

7 bits, pero no utilizando el tipo de variable en punto flotante que tiene Verilog.

Estimación:

Este elemento esta basado en las ecuaciones de estimación en el tiempo (5.3, 5.4), es

el encargado de tomar los valores de la matriz AD del modelo en espacio de estados y

los valores de covarianza del ruido Q y covarianza del error de Kalman P y permitir

al filtro de Kalman estimar como se comportara el sistema, en este caso el modulador

Sigma-Delta para un tiempo siguiente k.

Figura 5.2: Modulo de Estimación.
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Donde:

x =estado estimado anterior (xk)

p =covarianza de Kalman anterior Pk

clk =reloj que controla el modulo

a =control de inicio

xk =estado estimado siguiente (xk+1)

pk =covarianza de Kalman siguiente Pk+1

s =control de final.

Lo que tenemos es un elemento que funciona de manera que sus entradas x y p

son usadas junto a la covarianza del ruido del sistema Q para efectuar las operaciones

de las ecuaciones de proyección en el tiempo, donde esta controlado por un reloj clk.

Los resultados de las operaciones son dados por xk y pk.

Nota: el valor de la covarianza del ruido del sistema Q depende del sistema, para

nuestro caso tiene un valor 1.2, traducido de palabra digital en bits a valor real, para

nuestro punto flotante es Q = 16.

Ganancia de Kalman:

Este elemento consiste en tomar los valores de salida del modulo de estimación

y guardarlos para el siguiente módulo, con la finalidad que no se pierda información.

Realiza el calculo de la ganancia de Kalman de acuerdo a lo propuesto en la sección

5.1.1.

Figura 5.3: Modulo de Ganancia de Kalman.
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Donde:

x =estado estimado (xk)

p =covarianza de Kalman Pk

clk =reloj que controla el modulo

a =control de inicio

xk =estado estimado (xk)

pk =covarianza de Kalman Pk

k =Ganancia de Kalman

s =control de final.

Este elemento funciona tomando las entradas x y p y las env́ıa directamente a las

salidas xk y pk. Utiliza la entrada p y la covarianza del ruido de medición R para el

calculo de la ganancia de Kalman k.

Nota: El valor de la covarianza del ruido R depende de como es obtenida la refe-

rencia, para nuestro caso R = 0.9, para nuestro punto flotante es R = 15

Corrección:

Este elemento toma los valores estimados que vienen del módulo anterior, donde

la referencia se toma de la salida del modulador Σ∆. A partir del error se actualiza

la medición y nos entrega la mejor estimación del estado a la salida.

Figura 5.4: Modulo de Corrección.
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Donde:

x =estado estimado (xk)

p =covarianza de Kalman Pk

z = referencia del Modulador SDTC

k =ganancia de Kalman

clk =reloj que controla el modulo

a =control de inicio

xk =mejor estado estimado (xk)

pk =covarianza de Kalman mejor Pk

s =control de final.

Este módulo toma las entradas x,p,k respectivamente y utilizando la referencia z

realiza en calculo de estimación de estado final xk y covarianza del error pk. Nuestra

salida final es xk la cual es la salida final del filtro de Kalman, y estas entradas nue-

vamente son introducidas al filtro de Kalman, para reiniciar las iteraciones.

Todos los módulos anteriores, para poder iniciar es necesario que la entrada a tenga

valor de 1, cuando tiene un valor 0 conserva los valores anteriores y no efectúa nin-

guna operación, la variable s marca que las operaciones finalizaron y puede pasar al

siguiente elemento del ciclo de Kalman.

Entrada:

Este módulo toma las muestras de referencia del modulador Sigma-Delta y lo con-

vierte en una palabra en bits para poder ser utilizada en el filtro de Kalman digital.

Figura 5.5: Modulo de Entrada (Referencia).
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Donde:

referencia =valor de salida tomado del modulador Sigma-Delta observado

clk =reloj que controla el módulo

z =referencia convertida en palabra de 7 bits.

Control:

Este elemento es muy importante, ya que permite que el sistema funcione según

el ciclo establecido, como su nombre indica, controla el filtro de Kalman y el flujo de

la información.

Figura 5.6: Modulo de Control.

Donde:

ae=salida final módulo de estimaciónak=salida final módulo de Ganancia de kalman

ac=salida final modulo de corrección

clk =reloj que controla el módulo

se=control inicial módulo de estimación

sk=control inicial de módulo Ganancia de Kalman

sc=control inicial módulo de corrección.

Este módulo lo que hace es recibir el valor de control final de un modulo para dar paso

al siguiente, este proceso se repite todo el tiempo, bloqueando los módulos anteriores

y posteriores hasta que se reciba un valor de entrada que marque que el modulo que

esta efectuando una operación a finalizado sus cálculos.
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Kalman:

Este modulo solo tiene la tarea de unir todos los módulos, solo cuando se requie-

ra, pueden usarse los módulos por separado.

Figura 5.7: Modulo de Kalman.

Donde:

ref =valor de salida tomado del modulador Sigma-Delta observado

clk =reloj que controla el módulo

z =Salida de estado estimado del filtro de Kalman en palabra de 7 bits.

5.2. Śıntesis de un filtro de Kalman en Cadence R©

Para la śıntesis del filtro de Kalman , primero se realiza una simulación que consiste

en tomar el modelo que tenemos en Verilog y realizar una simulación en Virtuoso,

observando su funcionamiento, ya que esta simulación es mas cercana a una aplicación

real. Posteriormente se toma el modelo una ves comprobado su funcionamiento y se

realiza una śıntesis que nos permita obtener el diseño en circuito integrado del Filtro

de Kalman, todo esto con ayuda del software de Cadence R©.

5.2.1. Simulación Virtuoso

Generamos un modelo del filtro de Kalman para poder realizar la simulación,

para el diseño del filtro de Kalman se utilizaron los parámetros de la Tabla 4.1 y los

módulos en Verilog.
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Figura 5.8: Filtro de Kalman.

La Figura 5.8 muestra el diseño del filtro de Kalman realizado en Verilog y se

muestra en un diseño de Virtuoso. Para realizar la simulación de prueba, tomamos

un modulador Sigma-Delta diseñado en Verilog previamente, mostrado en la Figura

5.9.

Figura 5.9: Filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta.
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Nota: El reloj del filtro de Kalman debe ser mas veloz, es decir a una frecuencia

mas alta que el reloj del modulador Σ∆, para permitir al filtro de Kalman realizar

todas las operaciones necesarias. Con una relación 10 veces mas veloz, es decir 10

veces la frecuencia del reloj del modulador Σ∆ como mı́nimo, cuanto mas alto mejor

sera la estimación.

Realizamos una simulación para observar la respuesta de nuestro Filtro de Kalman,

como en la sección 4.1.2. Esta simulación presenta una un reloj 10 veces superior para

el filtro de Kalman.

Figura 5.10: Respuesta del filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta, reloj 10 veces
superior.

La simulación de la Figura 5.10 permite observar que nuestro filtro de Kalman esta

estimando correctamente al modulador Σ∆, pero se debe mencionar que es una esti-

mación que muestra un leve error.
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Posteriormente se presenta una simulación con una frecuencia de reloj 20 veces mayor

para el filtro de Kalman, con respecto al modulador Σ∆.

Figura 5.11: Respuesta de filtro de Kalman y modulador Sigma-Delta, reloj 20 veces
superior.

De la simulación de la Figura 5.11 obtenemos una respuesta para el filtro de Kalman

con un error mı́nimo, por lo que se puede concluir que esta estimando correctamente

al modulador Σ∆ con mas precisión conforme se tiene un reloj superior al del sistema

original.
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5.2.2. Śıntesis final del filtro de Kalman en tecnoloǵıa de

180nm

La tecnoloǵıa de 180nm data de los años 1998 y 1999, posteriormente fue susti-

tuida en su nivel de uso para tecnoloǵıa de 150nm en los 2000. Esta tecnológica tiene

la caracteŕıstica que funciona con un voltaje de operación de 1.8v a 3.3v.

Sus caracteŕısticas principales son:

4 a 6 capas de metal

Capacitores de metal-aislante (MIM) de 1, 0fF/µm2

Capacitores de metal aislante (MIM) de 2.0fF/µm2 (depende del diseño)

Condensadores apilados de metal-aislante (MIM) de 4.0fF/µm2 (depende del

diseño)

Proceso de salicide con bloqueo opcional.

1.8 V, 3.3V de voltaje central

3.3 VI / O voltaje con entrada tolerante de 5V

Resistencias de poly,diffusion y well.

Si se desean conocer mas caracteŕısticas véase el Anexo D.

Una ves que se comprueba que el filtro de Kalman tiene una respuesta satisfacto-

ria, se procede a realizar lo que es la śıntesis de este dispositivo, mediante el usos de

celdas digitales para la aplicación de un circuito integrado.

Tomando lo que es el modelo en Verilog que tenemos en Virtuoso, se procede a con-

vertir en un elemento que contenga los distintos dispositivos digitales que describan

al filtro de Kalman, diseñando en Verilog.
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Figura 5.12: Filtro de Kalman conexiones.

A partir de este elemento y con ayuda del software de Cadence R©, podemos ob-

tener lo que es un modelo del filtro de Kalman a nivel de celdas digitales integradas,

el cual se muestra como en la Figura 5.13, para este caso utilizamos la tecnoloǵıa de

180nm, donde se tienen 123 elementos o celdas digitales que componen este disposi-

tivo, Figura 5.14

Para que ya sea considerado para una implementación a nivel integrado, es necesario

obtener el layout del filtro de Kalman. Utilizando nuevamente Cadence R© obtenemos

el modelo final del filtro de Kalman en layout, véase la Figura 5.15, este modelo ya

representa un elemento f́ısico en circuitos digitales y esta listo para ser utilizado en

una implementación mediante su fabricación.
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Figura 5.13: Filtro de Kalman a esquema de diseño nivel de celdas digitales.

Figura 5.14: Elementos que componen la śıntesis del filtro de Kalman y su área en
micrometros cuadrados µm2.
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Figura 5.15: Layout del filtro de Kalman.

Figura 5.16: Área de los módulos de Kalman en micrómetros cuadrados µm2..
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Figura 5.17: Consumo de potencia de los módulos de la śıntesis del filtro de Kalman
en nano-Watts (nW ).

Figura 5.18: Consumo de potencia de los elementos y nodos de conexión de la śıntesis
del filtro de Kalman.
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Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusión

Mediante el análisis de lo que es el efecto de la ganancia DC finita dentro del mo-

dulador Sigma-Delta se observo que esta repercute directamente en la relación Señal-

Ruido limitando y disminuyendo la resolución efectiva de este convertidor analógico-

digital.

Con el diseño de un filtro de Kalman como un estimador de estados basado en el

integrador de un modulador Sigma-Delta, tomando en cuenta la función de transfe-

rencia con el efecto de la ganancia DC finita y la retroalimentación de estados. Se

compensó de manera teórica un modulador Sigma-Delta con una ganancia DC finita

muy limitada, logrando una recuperación de 1.7 bits como mı́nimo y un incremento

de 10 dB de SNR para una ganancia DC muy limitada.

A través del diseño de un Observador de Estado Extendido (ESO) como otra opción

para disminuir o eliminar el efecto negativo de la ganancia DC finita en el modula-

dor Sigma-Delta, dando como resultado una recuperación de 1.5 bits y una SNR de

9.8dB, siendo el observador de estados un elemento en tiempo continuo .

80
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Finalmente se obtuvo el diseño de un filtro de Kalman para aplicaciones integradas

funcional, que puede ser aplicado a un modulador Sigma-Delta con las caracteŕısticas

mostradas para este trabajo. Sin embargo, es un diseño que puede ser adaptado a

otros moduladores Sigma-Delta con distintos parámetros, siempre que se hagan las

modificaciones correspondientes para el uso del filtro de Kalman respecto al modelo

en espacio de estados del modulador Sigma-Delta.

6.2. Trabajo futuro

Para dar continuidad a este trabajo es posible realizar:

Diseñar un modulador Sigma-Delta para una aplicación especifica, diseñando un fil-

tro de Kalman que compense a este dispositivo y permita obtener mejores resultados

para su aplicación.

Realizar la implementación f́ısica del filtro de Kalman, mediante la fabricación de

un circuito integrado y realizar las pruebas correspondientes para garantizar su opti-

mo funcionamiento.

Proponer nuevos diseños de un filtro de Kalman para un circuito integrado, utili-

zando otras variantes que existen, como los filtro de Kalman para sistemas no-lineales.

Aplicar una propuesta de compensación, pero utilizando un Observador de Estado

Extendido y llevarlo a una implementación en circuito integrado.



Apéndice A

A.1. Ruido blanco

El ruido blanco se define como un proceso aleatorio estacionario que tiene una

función de densidad espectral constante. El término ”blanco” es una transición de la

óptica, donde la luz blanca es luz que contiene todas las frecuencias visibles. Deno-

tando la amplitud espectral del ruido blanco como A, entonces tenemos [21]:

swn(jw) = A (A.1)

La correspondiente función de autocorrelación para el ruido blanco es entonces:

Rwn(τ) = Aδ(τ) (A.2)

Figura A.1: Ruido blanco, (a)función de autocorrelación, (b)función de la densidad
espectral

El ruido blanco de banda limitada es un proceso aleatorio cuya amplitud espectral es
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constante en un rango finito de frecuencias, y cero fuera de ese rango. Si el ancho de

banda incluye el origen (a veces llamado banda de base), entonces tenemos

Sbwn(jw) =

{
A |w| ≤ 2πW

0 |w| > 2πW
(A.3)

Donde W es el ancho de banda f́ısico en hertz. La correspondiente función de

autocorrelación es:

Rwn(τ) = 2WA
sin(2πWτ)

2πWτ
(A.4)

A.2. Aliasing

El aliasing es el efecto que causa que señales continuas al momento de muestrearlas

se tornen indistinguibles, esto es que la señal original no puede ser reconstruida a

partir de la señal digital y es debido a una superposición en el espectro de la señal

maestreada ya que la frecuencia de muestreo es insuficiente para capturar los cambios

en la señal original, es decir que no cumple con el criterio de Nyquist-Shannon que

nos dice que fS ≥ 2Fbmax, es decir que la frecuencia con que se muestrea la señal

debe ser como mı́nimo el doble de la frecuencia máxima de la señal.

Figura A.2: Efecto de Aliasing



Apéndice B

B.1. Bases probabilistas del filtro e Kalman

Las señales de ruido (Figura B.1) no se pueden describir con funciones matemáti-

cas expĺıcitas tales como ondas sinusoidales, funciones escalonadas, y similares. Su

descripción debe ser puesta en términos probabiĺısticos.

Figura B.1: Señal aleatoria de ruido [21]

Los investigadores tempranos reconocieron que las señales aleatorias pod́ıan ser descri-

tas fŕıamente en términos de su contenido espectral, pero una descripción matemática

rigurosa de tales señales no fue formulada hasta los años 40, sobre todo con el trabajo

de Wiener y de Rice [20].
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B.1.1. Media y varianza

El promedio se relaciona con la probabilidad. Por lo tanto, necesitamos formalizar

la noción de promedio, debemos tener en cuenta que siempre promediamos los núme-

ros. El promedio es sólo la suma de los números divididos por el número de cantidades

que se promedian. En el caso aleatorio, el promedio muestral o la media muestral de

una variable aleatoria X, y se expresa como µx o simplemente µ, es común referirse a

esta media como la variable aleatoria X y se pude expresar como E(X). El promedio

o la media esta definida como:

X̄ =
X1 +X2 + ...+XN

N
(B.1)

Comenzando con una probabilidad discreta, imagine una variable aleatoria cuyas

n realizaciones posibles sean x1, x2, ..., xn. Las probabilidades correspondientes son

p1, p2, ..., pn. Si tenemos N muestras, donde N es grande, esperamos aproximadamen-

te p1Nx1, p2Nx2, etc. Por lo tanto, el promedio de la muestra seŕıa

X̄muestra ≈
(p1N)x1 + (p2N)x2 + ...+ (pnN)xN

N
(B.2)

Esto sugiere la siguiente definición de valor esperado X para la probabilidad discreta

es:

µ = X = E(X) =
i=1∑
n

pixi (B.3)

Donde n es el número de valores permisibles de la variable aleatoria X. Similarmente,

para una variable aleatoria continua X, tenemos:

µ = X = E(X) = X =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx (B.4)

si X es una variable aleatoria discreta con distribución de probabilidad f(x) y media
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µ, la varianza de X se expresa como σ2 y se define:

σ2 = E[(X − µ)2] =
∑

(x− µ)2f(x) (B.5)

y cuando es continua:

σ2 = E[(X − µ)2] =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2f(x) (B.6)

La varianza es una propiedad estad́ıstica muy utilizada en las señales aleatorias, pues

si se llegara a saber la varianza de una señal que de otro modo fuera supuesta constante

alrededor de un valor, la magnitud de la varianza daŕıa una ponderación de cuanto

ruido tiene la señal, si X es continua, la ráız cuadrada de la varianza
√
σ2 = σ, se

llama desviación estándar de X

B.1.2. Distribución normal o gaussiana

La variable aleatoria X se denomina normal o gaussiana si su función de densidad

de probabilidad es:

fX(x) =
1√
2πσ

exp

[
− 1

2σ2
(x−mx)

2

]
(B.7)

Observe que esta función de densidad contiene dos parámetros µ (B.6) y σ2 (B.8).

Éstas son la media y la varianza de la variable aleatoria. Observe que la función de

densidad normal se especifica completamente asignando valores numéricos a la media

y la varianza. Aśı, una notación abreviada ha llegado a un uso común para designar

una variable aleatoria normal. Cuando escribimos:

X ∼ N(µ, σ2) (B.8)

Queremos decir que X es normal con su media dada por el primer argumento entre

paréntesis y su varianza por el segundo argumento.



B. 87

Figura B.2: Grafica de una distribución gaussiana[21]

B.1.3. Correlación y covarianza

La covarianza se mide como el valor que se espera de los productos de las desviacio-

nes de dos variables aleatorias respecto a sus correspondientes medias. Una varianza

es un caso especial de covarianza. Cabe mencionar que sólo la función de densidad de

probabilidad conjunta proporciona la descripción completa de la relación probabilista

entre dos variables aleatorias X e Y.

La regla de Bayes ofrece una manera de especificar la densidad de probabilidad con-

dicional de una variable aleatoria X dada Y , variable aleatoria, a regla de Bayes se

define como

fX|Y (x) =
fX|Y (y)fX(x)

fY (y)
(B.9)

El producto de dos variables aleatorias X e Y es de especial interés. En general,

es dado por

E(XY ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xyfxy(x, y)dxdy (B.10)

La covarianza puede ser definida como :

cov(X, Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )] (B.11)

Si se desea mas información consultar la referencia [21], toda la información de

este apartado provine de la misma.



Apéndice C

C.1. Codigos Verilog

C.1.1. Estimación

module estimacion (x,p,clk,a,xk,pk,s);

input [6:0]x,p;

input clk,a;

output [6:0]xk,pk;

output s;

reg [6:0]xk,pk,np,nx;

reg[8:0]n1,n2,n3;

reg[2:0]cuen,cuenta;

reg r,s;

parameter A=20;

parameter Ai=12;

parameter Qk=16;

always @(posedge clk)

begin

nx=x;

np=p;

r=a;

if(2’b10¡cuen)

begin

if (r==1)begin

n1=A*np*Ai;

n2=n1+Qk;

n3=nx*A;

pk=n2[6:0];

xk=n3[6:0];

s=1;

end

else begin

n1=n1;

n2=n2;
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n3=n3;

pk=n2[6:0];

xk=n3[6:0];

s=0;

r=0;

end

cuen=2’b11;

end

else begin

n1=10’b0000000000;

n2=10’b0000000001;

n3=10’b0000000000;

pk=n2[6:0];

xk=n3[6:0];

s=1;

cuen=2’b11;

r=0;

end

end

endmodule

C.1.2. Ganancia de Kalman

module Gkalman (x, p,a,clk,s,k,xk,pk);

input [6:0]p,x;

input a,clk;

output [6:0]k,xk,pk;

output s;

reg [9:0]n;

reg [6:0]k,xk,pk,n1,n2;

reg s,r;

parameter R=15;

always @(posedge clk)begin

r=a;

n1=p;

n2=x;

pk=n1;

xk=n2;

if (r==1)begin

n=n1*R;

k=n[6:0];

s=1;

end

else begin

n=n;

k=n[6:0];

s=0;

r=0;

end

end

endmodule



90 C.1. Codigos Verilog

C.1.3. Corrección

module correcion (x,p,k,z,clk,a,s,xk,pk);

input [6:0]x,p,k,z;

input a,clk;

output [6:0]xk,pk;

output s;

reg[6:0]xk,pk,nx,np;

reg[9:0]n1,n2,n3,n4,n5;

reg s,r;

always @(posedge clk) begin

r=a;

np=p;

nx=x;

if(r==1)begin

n1=z-nx;

n2=k*n1;

n3=x+n2;

n4=1-k;

n5=n4*np;

xk=n3[6:0];

pk=n5[6:0];

s=1;

end

else begin

n3=n3;

n5=n5;

pk=n5[6:0];

xk=n3[6:0];

s=0;

r=0;

end

end

endmodule

C.1.4. Entrada

module entrada (clk,referencia,z);

input referencia, clk;

output [6:0]z;

reg [6:0]z;

always @(posedge clk)

begin

z=5’b00000,referencia;

end

endmodule
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C.1.5. Control

module control (ae,ak,ac,clk,se,sk,sc);

input ae,ak,ac,clk;

output se,sk,sc;

reg se,sk,sc;

always @(posedge clk)begin

if (ae==1 g ak==0 g ac==0)

begin

se=0;

sk=1;

sc=0;

end

else if(ae==0 g ak==1 g ac==0)

begin

se=0;

sk=0;

sc=1;

end

else if(ae==0 g ak==0 g ac==1)

begin

se=1;

sk=0;

sc=0;

end

end

endmodule

C.1.6. Kalman

module Kalman (clk,ref,salida);

input clk,ref;

output [6:0]salida;

wire [6:0]x,p,x1,p1,x2,p2,z,k,salida;

wire ae,ak,ac,se,sk,sc;

entrada ent(.clk(clk),.referencia(ref),.z(z));

estimacion est (.x(x),.p(p),.clk(clk),.a(sc),.xk(x1),.pk(p1),.s(ae));

Gkalman gainK(.x(x1), .p(p1),.a(se),.clk(clk),.s(ak),.k(k),.xk(x2),.pk(p2));

correcion cor(.x(x2),.p(p2),.k(k),.z(z),.clk(clk),.a(sk),.s(ac),.xk(x),.pk(p));

control con(.ae(ae),.ak(ak),.ac(ac),.clk(clk),.se(se),.sk(sk),.sc(sc));

assign salida = x;

endmodule.



Apéndice D

D.1. Caracteŕısticas de la tecnoloǵıa de 180nm

D.1.1. Caracteŕısticas del proceso
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D.1.2. Caracteŕısticas de los dispositivos

(Todos los valores t́ıpicos a 25 ◦ C)

Transistores:

Capacitores:
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Resistencias:

Celdas:



Apéndice E

E.1. Art́ıculos y Congresos

E.1.1. Congreso Nacional de Control Automático 2018 (CN-

CA)
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96 E.1. Art́ıculos y Congresos

En el CNCA 2018 se presento el articulo “Reducción de los Efectos de la Ganancia

DC Finita en un Modulador Sigma-Delta por Medio de Observadores de Estado”,

derivado de este trabajo de Tesis.

E.1.2. 2◦ Coloquio en Electrónica Analógica y Digital 2018

(COLEAD)

En el 2◦ COLEAD 2018 se presento el articulo “Aplicación de un Observador

de Estado Extendido para Disminuir los Efectos de la Ganancia DC Finita en un

Modulador Sigma-Delta”, derivado de este trabajo de Tesis.
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E.2. Estancia de Investigación

E.2.1. Instituto Nacional de Astrof́ısica, Óptica y Electrónica

(INAOE)
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