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Resumen

Introducimos de manera breve el formalismo de Dirac para analizar la estructura de norma de los
sistemas singulares de la mecánica clásica y, posteriormente, aplicamos este método para estudiar
las constricciones y las transformaciones de norma de la teoría de Yang-Mills extendida de Don
Colladay y Alan Kostelecký, la cual facilita la investigación experimental de la simetría de Lorentz y
cpt dentro de la extensión del modelo estándar. Por conveniencia y con el objetivo de ejemplificar la
aplicación del algoritmo de Dirac-Bergmann a las teorías de campo, revisamos primero la estructura
de norma de la teoría de Yang-Mills usual. Al final, encontramos que la acción y, por tanto, las
ecuaciones del campo de la teoría extendida son invariantes bajo la transformación de norma que
induce su correspondiente generador, la cual transforma al campo de norma del mismo modo que
el generador de la teoría usual.

Palabras clave: Algoritmo de Dirac-Bergmann, constricciones, geometría simpléctica, sistemas
singulares, transformaciones de norma, Yang-Mills, Yang-Mills extendido.
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Introducción

No cabe duda de que la teoría de la relatividad de Albert Einstein junto con la mecánica cuántica
constituyen algunos de los mayores logros intelectuales del siglo pasado. La enorme popularidad
que iba alcanzando el trabajo de Einstein aumentaba las esperanzas entre varios miembros de la
comunidad científica de poder unificar las fuerzas de la naturaleza conocidas en ese entonces. Sin
embargo, el estudio constante del comportamiento de las partículas subatómicas, favorecido por
el desarrollo tecnológico, fue revelando cada vez más nuevos enigmas que escapaban del esquema
clásico.

Por supuesto, es natural que los retratos que las teorías cuántica y relativista exhiben de la
realidad sean, algunas veces, contradictorios entre sí, debido a que el papel que desempeñan en
ellas los observadores, el espacio y el tiempo son diferentes. Como consecuencia de esto, resultó
necesario establecer una teoría que fuera capaz de explicar aquellos fenómenos en la intersección
de sus correspondientes dominios de aplicabilidad. Estos esfuerzos sentaron las bases de la teoría
cuántica de campos.

En un documento de 1954 [1], Chen Ning Yang y Robert Mills propusieron una clase más
grande de teorías de campo clásicas que generalizaban al electromagnetismo y que eran invariantes
con respecto a grupos de simetría locales. Las versiones cuantizadas de estas teorías, conocidas
ahora con el nombre de teorías de norma, se convirtieron en el pilar para los tratamientos en física
de partículas. Ejemplos de teorías de norma incluyen a varias que son de las más importantes y
exitosas desde un punto de vista físico: electrodinámica cuántica (qed), teoría electrodébil, teorías
de gran unificación (gut) y el modelo estándar (sm). Ésta última es considerada como la teoría
de las interacciones electromagnética y nucleares débil y fuerte, basada en el grupo de norma
SUC(3)× SUL(2)×UY (1).

Luego de demostrar la existencia de anisotropía en los modelos de teoría de cuerdas, Kostelecký
y otros colegas suyos propusieron en 1989 una nueva versión del sm, llamada extensión del mo-
delo estándar (sme) [2], una formulación efectiva del sm concebida para facilitar la investigación
experimental de la simetría de Lorentz y cpt, donde la última consiste de transformaciones de
conjugación de la carga e inversión del espacio y el tiempo. Aunque las rupturas de la simetría de
Lorentz son motivadas por la teoría de cuerdas, la acción efectiva a bajas energías que aparece en
el sme es independiente de la teoría subyacente.

Una posible fuente responsable de las desviaciones de las predicciones del grupo de Lorentz
podría surgir de un rompimiento espontáneo del grupo SO(1, 3) en alguno de sus subgrupos, lo
cual implicaría que los fotones son en realidad bosones de Nambu-Goldstone. Esta idea interesante
ha sido estudiada por diversos autores en la literatura [3, 4, 5]. Otra fuente probable de violación
de esta simetría surge de la posibilidad de que el espacio-tiempo sea no conmutativo [6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14].

Por otro lado, la construcción del modelo cuántico correspondiente a cierta teoría clásica es
lo que nosotros conocemos con el nombre de cuantización y representa un problema fundamental
dentro de la teoría cuántica de campos. La mecánica cuántica de los sistemas más simples fue
construída primero usando el método de cuantización canónica, desarrollado por Paul Dirac. A
continuación, damos una explicación breve de este procedimiento:

Una vez que hemos supuesto que todas las cantidades físicas f son expresables en términos

1
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de las coordenadas y los momentos, y que el estado del sistema cuántico está determinado por
un vector ψ en un espacio de Hilbert H, asignamos a cada cantidad física f(q, p) un operador
f̂ = f(q̂, p̂) sobre H. Posteriormente, postulamos que los operadores de las coordenadas de q y p
obedecen las relaciones de conmutación canónicas [q̂i, p̂j ] = i~δij y [q̂i, q̂j ] = [p̂i, p̂j ] = 0, siendo ~
la constante de Planck. De esta manera, la evolución temporal del estado ψ está descrita por la
ecuación de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

donde el operador Ĥ, el hamiltoniano cuántico, corresponde al hamiltoniano clásico H.
La propensión de cuantizar canónicamente a los sistemas clásicos se debe al hecho de que este

procedimiento es el más desarrollado y el más consistente. De hecho, aunque existen otras formu-
laciones disponibles de la teoría cuántica, las cuales pueden ser introducidas independientemente
por un sistema de postulados, es posible derivar algunas de ellas a partir de la formulación de
operadores basado en el método de cuantización canónica.

Sin embargo, en vista de que, a día de hoy, la mayoría de las teorías de campo de interés físico
pertenecen a la clase de teorías singulares, aquéllas donde existen ciertas relaciones denominadas
constricciones, existirán obstáculos para efectuar la hamiltonización de la teoría clásica en cuestión,
esto es, la posibilidad de describir la dinámica clásica del sistema en la forma hamiltoniana.

A partir de sus trabajos [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21], Dirac y Bergmann establecieron un procedi-
miento, el algoritmo de Dirac-Bergmann, para estudiar las simetrías y la estructura hamiltoniana
de las teorías singulares. No obstante, otros tratamientos extraordinarios sobre sistemas singulares
se han publicado además del de Dirac. Unos se orientan al estudio de sistemas de dimensión finita
[22]; otros, en teorías de campo [23, 24, 25, 26, 27].

Dada su importancia física y matemática, el propósito principal de este trabajo es el estudio de
la estructura de norma de la teoría de Yang-Mills extendida (yme) en el marco del algoritmo de
Dirac-Bergmann, método que, a su vez, permite estudiar aspectos modernos en teoría cuántica de
campos, tales como cuantización en variedades con curvatura, teorías en el retículo, formulaciones
no perturbativas, topología de los espacios de soluciones, geometría no conmutativa, métodos de
cuantización algebraicos, etc. Para ello, hemos organizado el contenido de esta tesis de la siguiente
manera.

En el capítulo 1 introducimos brevemente el formalismo de Dirac para tratar a los sistemas
singulares de dimensión finita de la mecánica clásica. Como un ejemplo de la aplicación del al-
goritmo de Dirac-Bergmann en teorías de campo y con el objetivo de utilizar posteriormente los
resultados obtenidos, revisamos en el capítulo 2 la estructura de norma de la teoría de Yang-Mills
(ym). El objetivo central de nuestro trabajo se ubica dentro del capítulo 3, en el cual analizamos
completamente las constricciones de la teoría de Yang-Mills extendida. Algunas de nuestras con-
clusiones más destacables son i) el número de grados de libertad de yme es el mismo que el número
de grados de libertad de ym, ii) el conjunto de constricciones de yme está constituido únicamente
por constricciones de primera clase y iii) la acción de esta teoría es invariante de norma hasta un
término de superficie.

Por último, nos ha parecido sensato incluir en este proyecto un anexo sobre la descripción
geométrica de los sistemas regulares de la mecánica clásica, ya que podemos entender a las teorías de
norma usando ideas geométricas muy similares a aquéllas de la teoría de la relatividad general. No
obstante, evitaremos en la medida de lo posible hacer uso de este formalismo, pues su introducción
va más allá de las intenciones de esta tesis. Para un tratamiento más detallado de estos temas,
recomendamos [28, 29, 30, 31, 32].
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Capítulo 1

Sistemas singulares

El hecho de que los modelos clásicos iniciales que nos permiten construir la teoría cuántica de
partículas elementales estén expresados en su forma lagrangiana se debe a que, en este formalis-
mo, podemos exhibir explícitamente la covariancia de nuestra teoría bajo las transformaciones de
Lorentz con el fin de mantener la compatibilidad con los principios de la relatividad especial.

Como es habitual en la mecánica clásica, tras haber propuesto un lagrangiano L =
L
(
qi(t), q̇i(t)

)
(i = 1, . . . , n), la evolución de la configuración de nuestro sistema bajo conside-

ración está determinada por el principio de mínima acción de Hamilton, el cual enuncia que la
curva en el espacio de configuraciones que realmente sigue el sistema y que pasa por un par de
puntos a los tiempos t1 y t2 es aquélla que es un extremo de la acción

S[qi(t)] =

t2∫
t1

L
(
qi(t), q̇i(t)

)
dt. (1.1)

Una condición necesaria para que esto se cumpla es que tales curvas sean soluciones de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Wij q̈

α − Vi = 0, (1.2)

donde W y V son las matrices con entradas

Wij =
∂2L

∂q̇i∂q̇α
,

Vi = − ∂2L

∂q̇i∂qα
q̇α +

∂L

∂qi
.

Suponiendo que el rango r de Wij es constante, la imagen de la transformación lineal asociada
a Wij tendrá codimensión igual a n− r. En particular, si el lagrangiano L es regular, es decir, si la
matriz Wij es invertible, tendremos un conjunto completo de ecuaciones diferenciales de segundo
orden y entonces todas las aceleraciones q̈i quedarán en términos de las coordenadas qi y las
velocidades q̇i:

q̈i =
(
W−1

)ij
Vj .

Cuando escribimos de esta manera a las ecuaciones de Euler-Lagrange, decimos que las hemos
expresado en su forma normal.

En cambio, si Wij no es invertible, sólo podremos depejar r aceleraciones q̈a (a = 1, . . . , r) en
términos de las aceleraciones q̈b restantes:

q̈a = q̈a(qi, q̇i, q̈b).

3



CAP
1.1. CONSTRICCIONES PRIMARIAS

En este caso, decimos que L es singular.
Puesto que es el caso que más nos importa, en este capítulo trabajaremos con los sistemas

singulares de la mecánica clásica que constan de un número finito de coordenadas generalizadas
independientes. Posteriormente, cuando tratemos con teorías de campo, trasladaremos cuidadosa-
mente los resultados que obtengamos.

1.1. Constricciones primarias
Tal y como mencionábamos, nos resulta necesario y conveniente recurrir a la forma hamiltoniana
especialmente para propósitos de cuantización. Otra razón especial para esto es que, si Q es el
espacio de configuraciones n dimensional de nuestro sistema, el espacio fase T ∗Q del formalismo
hamiltoniano es canónicamente una variedad simpléctica, mientras que el espacio de velocidades
TQ del formalismo lagrangiano no lo es. La estructura simpléctica del espacio fase es la que da
origen a la elegante simplicidad de la mecánica hamiltoniana (ver el apéndice A).

La transición de la formulación lagrangiana a la hamiltonana está determinada por la transfor-
mada de Legendre FL asociada al lagrangiano L (ver A.31) definida localmente por

pi =
∂L

∂q̇i
. (1.4)

De acuerdo con el teorema de la función inversa, la transformada de Legendre será localmente
invertible si, y sólo si,

det
[
∂pj
∂q̇i

]
= detWij 6= 0. (1.5)

Esto significa que, si el lagrangiano es regular, seremos capaces de invertir la expresión 1.4 para
obtener a todas las velocidades generalizadas q̇i en términos de las coordenadas qi y de los momentos
canónicos pi y, entonces, el hamiltoniano canónico

H = q̇ipi − L(qi, q̇i) (1.6)

será una función bien definida de las variables qi y pi del espacio fase. Más aún, si tal lagrangiano es
hiperregular (FL es un difeomorfismo global), ambas formulaciones serán globalmente equivalentes.

No obstante, la naturaleza singular de las teorías de nuestro interés implica que la imagen de la
transformada de Legendre está propiamente contenida en el espacio fase. Dicho en otras palabras,
existen m = nulW relaciones independientes de la forma

φ(1)
a (qi, pi) = 0. (1.7)

Una condición necesaria y localmente suficiente para que estas funciones sean independientes es
que el rango de la matriz [

∂φ
(1)
a

∂(qi, pi)

]
sea constante e igual a m. Llamaremos a las funciones φ(1)

a constricciones primarias, las cuales
definen localmente a una subvariedad encajada Γ = FL(TQ) del espacio fase de dimensión 2n−m,
la subvariedad de constricciones primarias.

De manera más general, decimos que una función real φ ∈ C∞(T ∗Q) es una constricción para
N si N es una subvariedad del espacio fase y φ|N = 0. Cuando sobreentendemos la subvariedad a
la cual nos referimos, escribimos esto último usualmente con el signo de la igualdad débil de Dirac

φ ≈ 0

y decimos que φ es una función débilmente igual a cero. También diremos que dos funciones reales
definidas sobre el espacio fase son débilmente iguales si su diferencia es débilmente igual a cero.
Físicamente, la presencia de constricciones en nuestra teoría significa, como veremos más adelante,
que su formulación presenta cierta redundancia.
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CAP
1.2. EL HAMILTONIANO PRIMARIO

1.2. El hamiltoniano primario
Cuando el sistema con el cual estamos trabajando es regular, la aplicación del principio de mínima
acción conduce directamente a las ecuaciones de movimiento en el formalismo hamiltoniano:

0 = δS = δ

t2∫
t1

Ldt =

t2∫
t1

δ(q̇ipi −H)dt =

t2∫
t1

(
q̇iδpi + piδq̇

i − ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi

)
dt

=

t2∫
t1

[(
−ṗi −

∂H

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi

]
dt+

t2∫
t1

d

dt

(
piδq

i
)
dt.

Usando el lema fundamental del cálculo de variaciones y el hecho de que δqi se anula en t1 y en
t2, llegamos a las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
, (1.8a)

ṗi = −∂H
∂qi

. (1.8b)

Por otra parte, en virtud de la discusión de la sección anterior, la presencia de relaciones entre las
variables canónicas qi y pi nos dice que sus variaciones δqi y δpi no son independientes. Además, el
hamiltoniano canónico H dado por 1.6 no está, por lo general, bien definido. Sin embargo, podemos
abordar esta situación a través del método de multiplicadores de Lagrange.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que H está bien definido sobre la subvariedad de cons-
tricciones primarias. Desde luego, esto ocurre si, y sólo si, para cualquier par de puntos u, v ∈ TQ
tales que FL(u) = FL(v) se cumple que EL(u) = EL(v), donde EL es la función de energía asociada
a L dada por la expresión A.26. Definimos el hamiltoniano primario

H1 = H + λaφ(1)
a , (1.9)

donde las funciones λa = λa(qi, pi) juegan el papel de multiplicadores de Lagrange. Notemos
que el hamiltoniano primario es débilmente igual al hamiltoniano canónico en Γ (sus valores en la
subvariedad de constricciones primarias no cambian cuando añadimos cualquier función débilmente
igual a cero). Puesto que estamos incluyendo toda la información obtenida, el hamiltoniano primario
extiende la descripción de la dinámica del hamiltoniano canónico.

Variando la acción que resulta de la introducción de este nuevo hamiltoniano, obtenemos,
razonando del mismo modo que en el caso regular y utilizando las constricciones, lo siguiente:

0 = δS =

t2∫
t1

(
q̇iδpi + piδq̇

i − ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi − λa

∂φ
(1)
a

∂qi
δqi − λa ∂φ

(1)
a

∂pi
δpi − φ(1)

a

∂λa

∂qi
δqi

− φ(1)
a

∂λa

∂pi
δpi

)
dt =

t2∫
t1

[(
−ṗi −

∂H

∂qi
− λa ∂φ

(1)
a

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂H

∂pi
− λa ∂φ

(1)
a

∂pi

)
δpi

]
dt.

De esto último, llegamos a las ecuaciones de Hamilton-Dirac

q̇i =
∂H

∂pi
+ λa

∂φ
(1)
a

∂pi
, (1.10a)

ṗi = −∂H
∂qi
− λa ∂φ

(1)
a

∂qi
. (1.10b)
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CAP
1.3. CONSTRICCIONES SECUNDARIAS

Notemos que si introducimos el paréntesis de Poisson que induce la estructura simpléctica de T ∗Q
(ver A.4), podemos reescribir a estas ecuaciones de una manera más sencilla:

q̇i = {qi, H1} = {qi, H}+ λa{qi, φ(1)
a }, (1.11a)

ṗi = {pi, H1} = {pi, H}+ λa{pi, φ(1)
a }, (1.11b)

cuya veracidad se comprueba fácilmente de las propiedades del paréntesis de Poisson.

1.3. Constricciones secundarias
Debido a la no degeneración de la estructura simpléctica Ω del espacio fase, la versión geométrica
de las ecuaciones de Hamilton (ver A.9)

X y Ω = dH1

admite, al menos, una solución X a lo largo de Γ; sin embargo, esta no es toda la historia. Con el
objetivo de que nuestras soluciones sean consistentes, debemos demandar que sus curvas integrales
estén completamente contenidas en la subvariedad de constricciones primarias [33]. Traducimos
esto diciendo que X debe ser tangente a Γ,

X[φ(1)
a ] ≈ 0,

lo cual implica, a su vez, que las constricciones primarias φ(1)
a deben ser constantes de movimiento

con respecto a la evolución generada por el hamiltoniano H1:

φ̇(1)
a = {φ(1)

a , H1} = {φ(1)
a , H}+ λb{φ(1)

a , φ
(1)
b } ≈ 0. (1.12)

Nos referimos a este conjunto de condiciones con el nombre de condiciones de consistencia, las
cuales, comúnmente, nos dan información sobre las funciones λb y también un número adicional
de constricciones. Consideramos a la relación 1.12 como un sistema de ecuaciones lineales no
homogéneo de la forma

Pλ+ h ≈ 0,

siendo Pab = {φ(1)
a , φ

(1)
b } y ha = {φ(1)

a , H}, y discutimos a continuación los diferentes casos posibles:

Si la matriz P es invertible entonces el valor de cada multiplicador λb es igual a −(P−1)abha.
Luego, si h 6= 0, la evolución de cualquier función f definida sobre Γ está dada unívocamente
por

ḟ = {f,H} − {f, φ(1)
a }(P−1)ab{φ(1)

b , H}.

Sin embargo, si h es cero, el sistema de ecuaciones lineales tiene como única solución λ = 0.
Pese a la dificultad de que nuestro sistema de ecuaciones sea de la forma 0 ≈ 0, usualmente
podemos imponer la condición detP ≈ 0 y obtener una constricción adicional.

Por otro lado, cuando P es una matriz singular, sólo podremos hallar el valor de ranP
multiplicadores en términos de los nulP restantes. Si además h 6= 0 y w es un vector nulo
arbitrario de la matriz P de rango constante con componentes wa entonces las condiciones
de consistencia nos dicen que

φ̇(1)
a wa = haw

a + λbPabw
a = haw

a ≈ 0.

Por lo general, estas ecuaciones sólo se cumplen en alguna subvariedad de Γ, por lo que las
funciones de la forma

{φ(1)
a , H}was ,

6
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conducen a nuevas constricciones φ(2)
a , a las que llamamos secundarias, para algunos vectores

nulos ws de P . Probablemente este caso es el de más importancia dentro del estudio de las
teorías de norma. De hecho, todas las teorías que estudiaremos en este trabajo entran en esta
categoría.

Observamos ahora que, si obtuvimos un conjunto de constricciones secundarias, nos encon-
tramos nuevamente con el problema inicial de encontrar los extremos para la acción junto con
la condición de que deben satisfacer ciertas restricciones. Construyendo un hamiltoniano H2 que
contenga a todas las constricciones φσ que hemos obtenido hasta este punto, obtenemos que la
evolución de cualquier función f definida sobre la subvariedad que definen las constricciones se-
cundarias es

ḟ = {f,H + λσφσ} = {f,H2}.

Tal como con las constricciones primarias, tenemos que forzar que las constricciones secundarias
cumplan con las condiciones de consistencia, las cuales pueden generar, a su vez, nuevas constric-
ciones. Suponiendo que el problema se resuelve, este procedimiento continúa hasta que todas las
condiciones de consistencia sean completamente satisfechas en alguna subvariedad final de cons-
tricciones Σ. Por simplicidad, es común que en el formalismo de Dirac-Bergmann denominemos
constricciones secundarias a todas las constricciones que resultan de aplicar este método.

1.4. Constricciones de primera y segunda clase

Puesto que la subvariedad final de constricciones está definida por el conjunto de todas las cons-
tricciones obtenidas en el procedimiento anterior, la distinción entre constricciones primarias y
secundarias es físicamente irrelevante. No obstante, por motivos que ya discutiremos, es importan-
te para nosotros distinguirlas de otra manera. Para ello, hagamos las siguientes observaciones.

Si denotamos con φµ a cualquier elemento del conjunto formado por todas las constricciones
derivadas, definimos el hamiltoniano total HT como

HT = H + λµφµ, (1.13)

el cual contiene la información completa del sistema. Por construcción, todas las constricciones φµ
satisfacen las condiciones de consistencia

φ̇µ = {φµ, HT } = {φµ, H}+ λν{φµ, φν} ≈ 0. (1.14)

Sea C la matriz de rango constante con entradas Cµν = {φµ, φν}. Si detC ≈ 0, podemos tomar
nulC vectores nulos independientes wi de C tales que

{wµi φµ, φν} = wµi {φµ, φν} ≈ 0, (1.15)

con respecto a todas las constricciones φν . Así que podemos escribir a cualquier solución λ del
sistema de ecuaciones lineales 1.14 como suma de una solución particular u más una combinación
lineal arbitraria de los vectores wi:

λν = uν + viwνi .

Por tanto, la evolución de cualquier función f definida sobre Σ está dada por

ḟ = {f,HT } = {f,H + uµφµ + viξi} = {f,H ′}+ vi{f, ξi}, (1.16)

con H ′ = H + uµφµ y ξi = wµi φµ.
Si decimos entonces que una función definida sobre el espacio fase es de primera clase cuando

su paréntesis de Poisson con todas las constricciones φµ es débilmente igual a cero, concluimos que

7
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el hamiltoniano total es suma de un hamiltoniano de primera clase más una combinación lineal de
constricciones de primera clase, ya que

{ξi, φµ} = wνi {φν , φµ}+ {wνi , φµ}φν = wνi {φν , φµ} ≈ 0,

{H ′, φµ} = {H + uνφν , φµ} = {H,φµ}+ uν{φν , φµ}+ vi{ξi, φµ} = −{φµ, HT } ≈ 0.

Además, la relación 1.15 nos muestra que las constricciones ξi forman un conjunto completo de
nulC constricciones de primera clase.

Por otra parte, llamando simplemente funciones de segunda clase a aquéllas que no son de
primera clase, la submatriz Dij = {χi, χj} de C conformada por los ranC paréntesis entre las
constricciones restantes χi de segunda clase es invertible. Este hecho nos permite construir un
nuevo paréntesis { , }D, conocido con el nombre de parénteis de Dirac, mediante la expresión

{f, g}D = {f, g} − {f, χi}(D−1)ij{χj , g}. (1.17)

La utilidad de esta nueva estructura es que podemos promoverla a conmutador cuando cuantiza-
mos nuestra teoría bajo estudio. Así mismo, este paréntesis nos ayuda a definir a las observables
clásicas como las funciones cuyo paréntesis de Dirac con todas las constricciones de primera clase
es débilmente igual a cero.

Además de que este nuevo paréntesis es bilineal, antisimétrico y satisface la regla de Leibniz y
la identidad de Jacobi (ver la definición de un paréntesis de Poisson en el apéndice A), el paréntesis
de Dirac de cualquier función con cualquier otra de primera clase (resp. cualquier constricción de
segunda clase) es débilmente igual al paréntesis de Poisson usual entre ellas (resp. es igual a cero).
Entonces podemos escribir también a la expresión 1.16 como

ḟ = {f,HT }D.

Por último, puesto que D es antisimétrica y

detD = det (Dt) = det (−D) = (−1)ranCdetD,

el número de constricciones de segunda clase es, necesariamente, par.

1.5. Transformaciones de norma
La forma en la que hemos escrito las soluciones del sistema 1.14 que resulta de las condiciones de
consistencia nos permitió separar a los multiplicadores λν en una parte que está fija y otra que
permanece indeterminada debido a la arbitrariedad de las funciones vi, lo cual nos indica que, dado
un conjunto de condiciones iniciales de nuestro sistema, su evolución ya no es única. Sin embargo,
en tanto que la mecánica clásica es una teoría determinista, debemos ser capaces de considerar a
estas soluciones como dos representaciones diferentes de la misma configuración del sistema físico.

Una de las razones principales por las que hemos introducido el concepto de funciones de
primera clase es que nos permite afirmar que sus campos vectoriales asociados son tangentes a Σ
[34]. En efecto, si f es de primera clase entonces, para cualquier constricción φµ,

0 ≈ {φµ, f} = Ω(Xφµ , Xf ) = Xf [φµ],

siendo Xφµ = (dφµ)] el campo vectorial asociado a φµ (ver A.1).
Análogamente, los campos vectoriales asociados a las constricciones toman valores en TΣ⊥, es

decir, son Ω-ortogonales a los campos vectoriales definidos sobre Σ. Esto es así porque

Ω(Xφµ , Y ) = Y [φµ] ≈ 0,

para cualquier campo vectorial Y ∈ X(Σ).
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Por tanto, en vista de que los campos vectoriales asociados a constricciones de primera clase
toman valores en TΣ ∩ TΣ⊥ = ker (Ω|Σ), los campos vectoriales asociados al hamiltoniano total a
lo largo de la subvariedad final de constricciones, o sea, las soluciones de la ecuación de Hamilton

(X y Ω− dHT )|Σ = 0,

son equivalentes módulo términos provenientes de las constricciones ξi.
A partir de este resultado decimos entonces que las constricciones de primera clase generan las

transformaciones de norma. Una manera de convencernos de ello es la siguiente. Consideremos un
estado de nuestro sistema cuya evolución bajo las mismas condiciones iniciales al tiempo t0 está
dada por dos representaciones distintas de los multiplicadores vi. Haciendo un desarrollo en serie
de Taylor a primer orden de la variable canónica f = f(t), tenemos que

f(t) = f(t0) + ḟ(t)δt = f(t0) +
(
{f,H ′}+ vi1{f, ξi}

)
δt

= f(t0) +
(
{f,H ′}+ vi2{f, ξi}

)
δt.

Luego,

δf =
[
f(t0) +

(
{f,H ′}+ vi1{f, ξi}

)
δt
]
−
[
f(t0) +

(
{f,H ′}+ vi2{f, ξi}

)
δt
]

= vi{f, ξi}δt,
(1.18)

donde vi = (vi1 − vi2).
Con el objetivo de que nuestra teoría no presente ambigüedades al momento de hacer pre-

dicciones, concluimos que el flujo generado por {·, ξi} sólo cambia la representación matemática,
pero no modifica la información física observable; es decir, el cambio de f es exclusivamente una
transformación de norma.
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Capítulo 2

Estructura de norma del lagrangiano
de Yang-Mills

Para nosotros, una teoría de norma es simplemente una teoría de haces principales y sus corres-
pondientes haces vectoriales asociados. El objeto geométrico fundamental en una teoría de norma
es entonces un haz principal con grupo de norma G, cuya base es el espacio-tiempo de Minkowski
M dotado de la métrica ηµν = diag(1,−1,−1,−1). Imaginamos a sus fibras como espacios internos
en cada punto de M que no están contenidos en él.

Desde un punto de vista físico y matemático, nos resulta importante definir cierta 1-forma
de conexión A con valores en el álgebra de Lie del grupo G, a la cual llamamos con frecuencia
campo de norma. Las excitaciones del campo de norma en la teoría cuántica de campos asociada
corresponden a los bosones de norma que transmiten las interacciones.

Por lo general, en teoría clásica de campos describimos la configuración de un campo A a través
de sus componentes Aaµ con respecto a unas bases específicas, las cuales están definidas en alguna
región de M. El papel que desempeñan estas componentes Aaµ es el de variables independientes
etiquetadas con un parámetro continuo.

Cada 1-forma de conexión define una 2-forma de curvatura F , la cual identificamos con la
intensidad del campo de norma. Podemos visualizar a la conexión A y a la curvatura F como
generalizaciones del potencial clásico y la intensidad de campo del electromagnetismo (que es
una teoría de norma con grupo de norma U(1)) a grupos de norma posiblemente no abelianos.
Dicha curvatura está relacionada con el campo de norma por medio de la ecuación de estructura.
Localmente,

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcA

b
µA

c
ν ,

siendo g la constante de acoplamiento y fabc las constantes de estructura del álgebra de Lie corres-
pondiente.

Las teorías de norma puras, también conocidas con el nombre de teorías de Yang-Mills, invo-
lucran sólo al campo de norma y a su curvatura. En la física, un ejemplo de una teoría de norma
sería la cromodinámica cuántica (qcd), la teoría de quarks, gluones y sus interacciones; mientras
que una teoría de Yang-Mills sería una teoría exclusivamente de gluones.

Los campos de materia adicionales, tales como fermiones o escalares, corresponden a las seccio-
nes de los haces vectoriales asociados al haz principal. El punto crucial es que la conexión A define
una derivada covariante

Dab
µ = δab∂µ − gfabcAcµ

sobre estos haces vectoriales asociados, conduciendo a un acoplamiento entre el campo de norma
y los campos de materia.
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Definimos al lagrangiano de Yang-Mills Lym a través de la siguiente densidad lagrangiana

Lym = −1

4
F aµνF

µν
a . (2.1)

A lo largo de este trabajo entenderemos por una densidad de un funcional I como una función I
tal que I =

∫
I d3x, donde d3x es el elemento diferencial de volumen usual.

La forma explícita de las funciones Aaµ viene dada por las ecuaciones del campo

∂Lym

∂Aaµ
− ∂ν

(
∂Lym

∂(∂νAaµ)

)
= 0, (2.2)

las cuales constituyen las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional

Sym[Aaµ(x)] =

∫
Lym

(
Aaµ(x), ∂νA

a
µ(x)

)
d4x. (2.3)

Dicho de otro modo, de entre todas las funciones Aaµ(x) sujetas a los mismos valores en la frontera de
la región de integración de Sym, aquéllas que son extremos de esta acción satisfacen necesariamente
las ecuaciones anteriores.

Debido a que las derivadas parciales de Lym son

∂Lym

∂Adβ
= −1

2
Fµνa

∂F aµν
∂Adβ

= −1

2
gfabcF

µν
a (δβµδ

b
dA

c
ν +Abµδ

β
ν δ

c
d)

= −1

2
(gfadbF

βµ
a Abµ + gfadbF

βµ
a Abµ) = −gfdbcFαβb Acα,

∂Lym

∂(∂αAdβ)
= −1

2
Fµνa

∂F aµν
∂(∂αAdβ)

= −1

2
Fµνa (δαµδ

β
ν δ

a
d − δαν δβµδad) = −Fαβd ,

(2.4)

las ecuaciones del campo adoptan la forma

Dab
µ F

µν
b = 0. (2.5)

Llamamos a este conjunto de ecuaciones las ecuaciones de Yang-Mills.
A continuación, nos proponemos a revisar la estructura de norma de la teoría subyacente a Lym

con el objetivo de compararla con la estructura descrita por el lagrangiano de Yang-Mills extendido
del siguiente capítulo. Aun cuando un tratamiento riguroso de la extensión de los resultados previos
a la teoría de campos clásica requiere de técnicas mucho más sofisticadas [35], podemos seguir la
misma línea de los sistemas de la mecánica clásica con un número finito de coordenadas discutidos
hasta el momento [24, 25, 21, 18, 36].

2.1. Constricciones primarias
En primer lugar, comprobemos que Lym es una densidad lagrangiana singular. Para ello, calculemos
lo siguiente:

∂2Lym

∂(∂σAeρ)∂(∂αAdβ)
= −

∂Fαβd
∂(∂σAeρ)

= (δσβδρα − δσαδρβ)δde.

Tratando a x0 como la coordenada temporal, denotamos Ȧaµ = ∂0A
a
µ = ∂Aaµ/∂x

0. Si l = dimG
entonces la matriz Wym por bloques

Wym =


W11 W12 · · · W1l

W21 W22 · · · W2l

...
...

. . .
...

Wl1 Wl2 · · · Wll

 ,
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tal que, para cada a, b, la submatriz Wab tiene como entradas

(Wab)
µν =

∂2Lym

∂Ȧaµ∂Ȧ
b
ν

= (δ0νδµ0 − δ00δµν)δab,

es una matriz diagonal cuyo determinante podemos calcular simplemente multiplicando a los de-
terminantes de las matrices en su diagonal:

detWym =
∏
a

detWaa.

Sin embargo, cada uno de estos factores es cero, ya que cada una de las entradas de las primeras
fila y columna de todas las matrices Waa en la diagonal son idénticamente cero.

Siguiendo la analogía con los sistemas de la mecánica clásica analizados con anterioridad, defi-
nimos el momento conjugado πµa a la componente Aaµ mediante

πµa =
∂Lym

∂Ȧaµ
= Fµ0

a , (2.6)

cuyo valor obtenemos directamente de la segunda parte de la ecuación 2.4 al hacer α = 0 y cambiar
d y β por a y µ, respectivamente. De la antisimetría de F aµν vemos que

φ(1)
a = π0

a = 0 (2.7)

constituyen las nulWym =
∑
a nulWaa =

∑
a 1 = l constricciones primarias del sistema. Otro

modo de concluir esto es notando que las expresiones F a0i y F aij no contienen a las velocidades Ȧa0 .

2.2. El hamiltoniano canónico

Para imponer la condición de consistencia sobre las constricciones primarias necesitamos encontrar
antes la expresión del hamiltoniano canónico, el cual está dado por

H =

∫
H d3x =

∫ (
Ȧaµπ

µ
a − Lym

)
d3x, (2.8)

donde hemos introducido a la densidad hamiltoniana canónica H en términos de la densidad
lagrangiana Lym.

Cuando µ es un índice espacial i, la expresión 2.6 toma la forma

πia = F i0a = ∂iA0
a − ∂0Aia + gfabcA

i
bA

0
c = −Ȧia + (δac∂

i − gfacbAib)A0
c

= −Ȧia +Di
abA

0
b .

Por lo tanto, bajando algunos índices con ayuda del tensor métrico η,

Ȧai = πia +Dab
i A

b
0.

A partir de esta expresión, tenemos que

H = Ȧaµπ
µ
a − Lym = (πia +Dab

i A
b
0)πia +

1

2
F i0a F

a
i0 +

1

4
F ija F

a
ij

= (πia +Dab
i A

b
0)πia −

1

2
πiaπ

i
a +

1

4
F ija F

a
ij =

1

2
πiaπ

i
a +

1

4
F ija F

a
ij + πiaD

ab
i A

b
0.
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Entonces, hasta un término de superficie, el hamiltoniano canónico queda como

H =

∫ (
1

2
πiaπ

i
a +

1

4
F ija F

a
ij + πiaD

ab
i A

b
0

)
d3x

=

∫ (
1

2
πiaπ

i
a +

1

4
F ija F

a
ij −Ab0Dba

i π
i
a + ∂i(π

i
aA

a
0)

)
d3x

=

∫ (
1

2
πiaπ

i
a +

1

4
F ija F

a
ij −Ab0Dba

i π
i
a

)
d3x,

usando el teorema de Gauss sobre el último término en la segunda línea y suponiendo que se anula
en la frontera de integración. Así que, si redefinimos a H como

H =
1

2
πiaπ

i
a +

1

4
F ija F

a
ij −Ab0Dba

i π
i
a, (2.9)

ella seguirá siendo una densidad de H.
Llegados a este punto, nos conviene introducir un par de conceptos. Si I es una densidad de

I que depende de las funciones ϕµ(x) y de sus primeras derivadas parciales ∂νϕµ, definimos la
derivada funcional de I con respecto a ϕµ mediante la expresión

δI

δϕµ
=

∂I
∂ϕµ

− ∂i
(

∂I
∂(∂iϕµ)

)
. (2.10)

Por ejemplo, las derivadas de H con respecto a las variables Aaµ y πµa son

δH

δπαd
=

∂H
∂παd

− ∂j
(

∂H
∂(∂jπαd )

)
=

(
πia
∂πia
∂παd

+ gfbacA
b
0A

c
i

∂πia
∂παd

)
− ∂j

(
−Ab0δab

∂(∂iπ
i
a)

∂(∂jπαd )

)
= δiα(πid +Ddb

i A
b
0),

δH

δAdα
=

∂H
∂Adα

− ∂k
(

∂H
∂(∂kAdα)

)
=

(
gfabcA

b
iF

ij
a

∂Acj
∂Adα

−Dba
i π

i
a

∂Ab0
∂Adα

+ gfbacA
b
0π
i
a

∂Aci
∂Adα

)
− ∂k

(
1

2
F ija

∂(∂iA
a
j − ∂jAai )

∂(∂kAdα)

)
= δαi (−Dda

j F
ji
a + gfbadA

b
0π
i
a)− δα0Dda

i π
i
a.

A partir de esta derivada definimos el paréntesis de Poisson entre los funcionales F y G que
dependen de Aaµ, πµa y de sus primeras derivadas parciales como

{F,G} =

∫ (
δF

δAaµ

δG

δπµa
− δG

δAaµ

δF

δπµa

)
d3x. (2.11)

2.3. Constricciones secundarias
Usando las expresiones de las derivadas de H y suponiendo que φ(1)

a es una densidad de Φ
(1)
a , las

condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias conducen a

Φ̇(1)
a = {Φ(1)

a , H1} = {Φ(1)
a , H}+ λs{Φ(1)

a ,Φ(1)
s } = {Φ(1)

a , H}

=

∫ (
∂π0

a

∂Adα

δH

δπαd
− δH

δAdα

∂π0
a

∂παd

)
d3x = −

∫
δH

δAa0
d3x =

∫
Dab
i π

i
bd

3x ≈ 0,

debido a que el paréntesis de Poisson entre las constricciones primarias es nulo:

{Φ(1)
a ,Φ(1)

s } =

∫ (
∂π0

a

∂Adα

∂π0
s

∂παd
− ∂π0

s

∂Adα

∂π0
a

∂παd

)
d3x = 0.
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De manera que las relaciones
φ(2)
a = Dab

i π
i
b ≈ 0 (2.12)

constituyen las nulW1 = l constricciones secundarias, con W1 la matriz con entradas (W1)ab =

{Φ(1)
a ,Φ

(1)
b }.

Para averiguar si existe un conjunto de constricciones terciarias, debemos imponer ahora la
condición de consistencia sobre las constricciones secundarias. Notemos antes lo siguiente:

{Φ(2)
a ,Φ(1)

s } =

∫ (
δΦ

(2)
a

δAdα

∂π0
s

∂παd
− ∂π0

s

∂Adα

δΦ
(2)
a

δπαd

)
d3x =

∫
δΦ

(2)
a

δAs0
d3x = 0,

debido a que φ(2)
a , densidad de Φ

(2)
a , no depende de las funciones Aa0 , π0

a ni de sus derivadas.
Entonces

Φ̇(2)
a = {Φ(2)

a , H2} = {Φ(2)
a , H}+ λs{Φ(2)

a ,Φ(1)
s }+ θs{Φ(2)

a ,Φ(2)
s }

= {Φ(2)
a , H}+ θs{Φ(2)

a ,Φ(2)
s }.

Calculando las derivadas de Φ
(2)
a ,

δΦ
(2)
a

δAdα
=
∂φ

(2)
a

∂Adα
− ∂k

(
∂φ

(2)
a

∂(∂kAdα)

)
= −gfabc

∂Aci
∂Adα

πib = −δαi gfabdπib,

δΦ
(2)
a

δπαd
=
∂φ

(2)
a

∂παd
− ∂j

(
∂φ

(2)
a

∂(∂jπαd )

)
= −gfabcAci

∂πib
∂παd

− δab∂j
(
∂(∂iπ

i
b)

∂(∂jπαd )

)
= −δiα(δda∂i − gfdacAci ) = −δiαDda

i ,

el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias, hasta un término de superficie, es

{Φ(2)
a ,Φ(2)

s } =

∫ (
δΦ

(2)
a

δAai

δΦ
(2)
s

δπia
− δΦ

(2)
s

δAai

δΦ
(2)
a

δπia

)
d3x =

∫ (
gfabdD

ds
i π

i
b − gfsbdDda

i π
i
b

)
d3x

=

∫ (
gfabdδ

ds∂iπ
i
b − gfsbdδda∂iπib + g2(fabdfsdc − fsbdfadc)Aciπib

)
d3x

=

∫ (
gfabs∂iπ

i
b + g2fbdcfsabA

c
iπ
i
d

)
d3x = gfsab

∫
Dbd
i π

i
dd

3x = gfsabΦ
(2)
b = 0,

(2.13)

donde hemos utilizado la identidad de Jacobi fabdfsdc+fbsdfadc+fbdcfsad = 0 sobre las constantes
de estructura.

Por otra parte, el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias y el hamiltoniano
canónico es

{Φ(2)
a , H} =

∫ (
δΦ

(2)
a

δAdi

δH

δπid
− δH

δAdi

δΦ
(2)
a

δπid

)
d3x

=

∫ (
(gfbadπ

i
b)(π

i
d +Ddc

i A
c
0) + (Dda

i )(−Ddc
j F

ji
c + gfbcdA

b
0π
i
c)

)
d3x,

el cual, una vez que hemos agrupado adecuadamente a los términos en el integrando, podemos
escribir como la suma de las siguientes expresiones:

P1 =

∫
gfbadπ

i
bπ
i
dd

3x,

P2 = −
∫
Dda
i D

dc
j F

ji
c d

3x,

P3 =

∫ (
gfbcdD

da
i (Ab0π

i
c)− gfabdπibDdc

i A
c
0

)
d3x.
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Estudiemos con más detalle a cada uno de estos sumandos. Para comenzar, el primero es idéntica-
mente cero, pues, al intercambiar los índices b y d, obtenemos fbadπibπ

i
d = −fbadπibπid:

P1 =

∫
gfbadπ

i
bπ
i
dd

3x = 0. (2.14)

Igualmente,

P2 = −
∫
Dda
i D

dc
j F

ji
c d

3x = −1

2

∫ (
Dda
i (Ddc

j F
ji
c −Ddc

j F
ij
c )

)
d3x

=
1

2

∫ (
(Dda

i D
dc
j −Dda

j D
dc
i )F ijc

)
d3x =

1

2

∫
gfacdF

d
ijF

ij
c d

3x

(2.15)

es cero, ya que F dijF ijc es simétrico ante el cambio de los índices d y c, mientras que fadc es
antisimétrico. Hemos usado, desde luego, el hecho de que Dab

µ D
bc
ν −Dab

ν D
bc
µ = gfabcF

b
µν .

Por último, con respecto al tercer sumando tenemos

P3 =

∫ (
gfcbdD

da
i (Ac0π

i
b)− gfabdπibDdc

i A
c
0

)
d3x

=

∫ (
gfabcA

c
0∂iπ

i
b + g2(fabdfdce − fcbdfdae)AeiAc0πib

)
d3x

=

∫ (
gfadcA

c
0(δdb∂i − gfbdeAei )πid

)
d3x = gfabc

∫
φ

(2)
b Ac0d

3x = 0,

(2.16)

hasta un término de superficie.
En otras palabras, {Φ(2)

a , H} = P1 +P2 +P3 = 0 y entonces no existen constricciones terciarias.

2.4. Transformaciones de norma
En la sección anterior comprobamos que todas las constricciones de la teoría descrita por Lym son
de primera clase. Entonces el generador de las transformaciones de norma será una combinación
lineal de todas las constricciones (φµ) = (φ

(1)
a , φ

(2)
a ) que obtuvimos:

G = vaΦ(1)
a + vbΦ

(2)
b .

Considerando que Aaµ es una densidad de Aa
µ, tendremos que

{Aa
0 , G} =

∫ (
δAa

0

δAdα

δG

δπαd
− δG

δAdα

δAa
0

δπαd

)
d3x =

∫
δG

δπ0
a

d3x

=

∫ (
va
δΦ

(1)
a

δπ0
a

+ vb
δΦ

(2)
b

δπ0
a

)
d3x =

∫
vad3x,

{Aa
i , G} =

∫ (
δAa

i

δAdα

δG

δπαd
− δG

δAdα

δAa
i

δπαd

)
d3x =

∫
δG

δπia
d3x

=

∫ (
va
δΦ

(1)
a

δπia
+ vb

δΦ
(2)
b

δπia

)
d3x = −

∫
Dab
i v

bd3x.

Este resultado nos indica que δAa0 = va y δAai = −Dab
i v

b, por lo que debemos hacer va = −Dab
0 v

b

si queremos mantener la covariancia de la teoría. Por tanto, de la arbitrariedad de las funciones
vb, el generador G es de la forma

G =

∫ (
Dab

0 v
bπ0
a + vbDbc

i π
i
c

)
d3x (2.17)
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y las ecuaciones de Yang-Mills son invariantes bajo el cambio

Aaµ → Ãaµ = Aaµ +Dab
µ v

b.

Esto es así porque el lagrangiano de Yang-Mills Lym es invariante bajo la transformación de norma
que genera G. En efecto, notando que, a primer orden en las funciones vb y en sus derivadas
parciales, la variación de F aµν es

δF aµν = F̃ aµν − F aµν = ∂µ(Ãaν −Aaν)− ∂ν(Ãaµ −Aaµ) + gfabc(Ã
b
µÃ

c
ν −AbµAcν)

= −gfabcvb∂µAcν + gfabcv
b∂νA

c
µ − g2(fadcfcbe + facefcbd)A

d
µA

e
νv
b

= −gfabcvb(∂µAcν − ∂νAcµ + gfcdeA
d
µA

e
ν) = gfabcF

b
µνv

c,

concluimos que la variación de Lym es cero:

δLym = −1

4
(Fµνa δF aµν + δFµνa F aµν) = −1

2
Fµνa δF aµν = −g

2
fabcF

µν
a F bµνv

c = 0. (2.18)
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Capítulo 3

Estructura de norma del lagrangiano
de Yang-Mills extendido

El análisis de las constricciones del lagrangiano de Yang-Mills del capítulo anterior nos servirá para
estudiar la estructura de norma del lagrangiano de Yang-Mills extendido, el cual es el objetivo
primordial de este trabajo.

El lagrangiano de Yang-Mills extendido Lyme está definido por la siguiente densidad lagrangiana
[37]:

Lyme = Lym + Lcpt-even
ymlv + Lcpt-odd

ymlv , (3.1)

donde Lcpt-even
ymlv y Lcpt-odd

ymlv son términos que introducen violación de la simetría de Lorentz: el
primero par bajo las simetrías discretas cpt; el segundo, impar. Localmente, estos términos están
dados por

Lcpt-even
ymlv = −1

4
kµνλρF F aµνF

a
λρ,

Lcpt-odd
ymlv = −1

4
(kAF )λε

λρµν
(
AaρF

a
µν −

g

3
fabcA

a
ρA

b
µA

c
ν

)
,

(3.2)

donde kF es un tensor de tipo tensor de Riemann (kµνλρF = −kνµλρF = −kµνρλF = kλρµνF ) y kAF es
un vector de SO(1, 3) constante.

Al igual que en el caso anterior, la forma explícita de las funciones Aaµ viene dada por las
ecuaciones del campo

∂Lyme

∂Aaµ
− ∂ν

(
∂Lyme

∂(∂νAaµ)

)
= 0. (3.3)

En vista de que las derivadas parciales de Lyme son

∂Lyme

∂Adβ
= −gfabcFµνa Abµ

∂Acν
∂Adβ

− gfabckµνλρF F aµνA
b
λ

∂Acρ
∂Adβ

− 1

4
(kAF )λε

λρµνF aµν
∂Aaρ
∂Adβ

− 1

2
gfabc(kAF )λε

λρµνAaρA
b
µ

∂Acν
∂Adβ

+
1

4
gfabc(kAF )λε

λρµνAaρA
b
µ

∂Acν
∂Adβ

= −gfabdAbλ(Fλβa + kµνλβF F aµν) +
1

2
(kAF )λε

λρµβDda
µ A

a
ρ,

∂Lyme

∂(∂αAdβ)
= −1

2
Fµνa

∂F aµν
∂(∂αAdβ)

− 1

2
kµνλρF F aµν

∂F aλρ
∂(∂αAdβ)

− 1

4
(kAF )λε

λρµνAaρ
∂F aµν

∂(∂αAdβ)

= −Fαβd − kµναβF F dµν −
1

2
(kAF )λε

λραβAdρ,

(3.4)
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y agrupando los términos resultantes de una manera adecuada, escribimos a este conjunto de
ecuaciones de manera compacta como

Dda
µ

(
Fµνa + kαβµνF F aαβ +

1

2
(kAF )λε

λρµνAaρ

)
− 1

2
(kAF )λε

λνµρ∂µA
d
ρ = 0, (3.5)

o bien,

Dda
µ (Fµνa + kαβµνF F aαβ)− 1

2
(kAF )λε

λνµρF dµρ = 0. (3.6)

Observamos que si omitimos la contribución de Lcpt-even
ymlv (kF = 0) y de Lcpt-odd

ymlv (kAF = 0) entonces
recuperamos las ecuaciones de Yang-Mills 2.5.

3.1. Constricciones primarias
Siguiendo el procedimiento que utilizamos en el capítulo 2, primero debemos verificar que la den-
sidad lagrangiana Lyme es singular. Para ello, notamos que

∂2Lyme

∂(∂σAeρ)∂(∂αAdβ)
=
(
δσβδρα − δσαδρβ + kµναβF (δσν δ

ρ
µ − δσµδρν)

)
δed.

Nuevamente, tratando a x0 como la coordenada temporal, denotamos Ȧaµ = ∂0A
a
µ = ∂Aaµ/∂x

0. Si
l = dimG entonces el determinante de la matriz diagonal Wyme por bloques

Wyme =


W11 W12 · · · W1l

W21 W22 · · · W2l

...
...

. . .
...

Wl1 Wl2 · · · Wll

 ,
tal que, para cada a, b, la submatriz Wab tiene como entradas

(Wab)
µν =

∂2Lyme

∂Ȧaµ∂Ȧ
b
ν

=
(
δ0νδµ0 − δ00δµν + kαβ0ν

F (δ0
βδ
µ
α − δ0

αδ
µ
β )
)
δab,

es el producto de los determinantes de las matrices en su diagonal. No obstante, justo como en la
teoría usual, cada uno de estos factores es cero, ya que cada una de las entradas de las primeras
fila y columna de todas las matrices Waa en la diagonal son idénticamente cero.

Siguiendo la analogía con los sistemas de la mecánica clásica, definimos el momento conjugado
πµa a la componente Aaµ mediante

πµa =
∂Lyme

∂Ȧaµ
= Fµ0

a + kαβµ0
F F aαβ +

1

2
(kAF )λε

λρµ0Aaρ, (3.7)

cuyo valor obtenemos directamente de la segunda parte de la ecuación 3.4 al hacer α = 0 y cambiar
d y β por a y µ, respectivamente.

A partir de la antisimetría de F aµν , de kF (en sus primeros y últimos dos índices) y de ε vemos
que

φ(1)
a = π0

a = 0 (3.8)

constituyen las nulWyme =
∑
a nulWaa =

∑
a 1 = l constricciones primarias del sistema, justo

como en la teoría de Yang-Mills usual. Otro modo de convencernos de esto es por medio de las
expresiones

F a0i = ∂0A
a
i − ∂iAa0 + gfabcA

b
0A

c
i ,

F aij = ∂iA
a
j − ∂jAai + gfabcA

b
iA

c
j ,

ya que ellas no contienen a las velocidades Ȧa0 .
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3.2. El hamiltoniano canónico

Para imponer la condición de consistencia sobre las constricciones primarias necesitamos encontrar
antes la expresión del hamiltoniano canónico, el cual está dado por

H =

∫
H d3x =

∫ (
Ȧaµπ

µ
a − Lyme

)
d3x, (3.9)

donde hemos introducido a la densidad hamiltoniana canónica H en términos de la densidad
lagrangiana Lyme.

Cuando µ es un índice espacial i, la expresión 3.7 toma la forma

πia = F i0a + kαβi0F F aαβ +
1

2
(kAF )λε

λρi0Aaρ

= Ȧai −Dac
i A

c
0 − 2k0i0j

F (Ȧaj −Dab
j A

b
0) + kjki0F F ajk +

1

2
(kAF )λε

λρi0Aaρ

= (δij − 2k0i0j
F )Ȧaj − (δij − 2k0i0j

F )Dab
j A

b
0 − k

0ijk
F F ajk −

1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρ,

donde hemos bajado algunos índices con ayuda del tensor métrico η. Por tanto, contrayendo ambos
lados de esta ecuación con δij + 2k0i0j

F y manteniendo términos hasta primer orden en kF y kAF ,
tenemos

Ȧai = (δij + 2k0i0j
F )πja +Dab

i A
b
0 + k0ijk

F F ajk +
1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρ.

A partir de este resultado, podemos escribir explícitamente al hamiltoniano canónico como

H = Ȧaµπ
µ
a − Lyme = Ȧai π

i
a − Lym − Lcpt-even

ymlv − Lcpt-odd
ymlv

= Ȧai π
i
a −

1

2

(
πia − k

0ijk
F F ajk −

1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρ

)
F a0i +

1

4
(δikδjm + kijkmF )F aijF

a
km

+
1

4
(kAF )λε

λρijAaρF
a
ij −

g

12
fabc(kAF )λε

λρµνAaρA
b
µA

c
ν .

Observando que, a primer orden en los tensores kF y kAF , los primeros dos términos del penúltimo
renglón de la expresión anterior son iguales a

Ȧai π
i
a −

1

2

(
πia − k

0ijk
F F ajk −

1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρ

)
F a0i

= Ȧai π
i
a −

1

2

(
πia − k

0ijk
F F ajk −

1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρ

)
(Ȧai −Dab

i A
b
0)

=
1

2
(δij + 2k0i0j

F )πiaπ
j
a + πiaD

ab
i A

b
0 + k0ijk

F πiaF
a
jk +

1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρπ
i
a,

la densidad hamiltoniana canónica es igual, hasta un término de superficie, a

H =
1

2
(δij + 2k0i0j

F )πiaπ
j
a + k0ijk

F πiaF
a
jk +

1

2
(kAF )λε

λρ0iAaρπ
i
a −Ab0Dba

i π
i
a

+
1

4
(δikδjm + kijkmF )F aijF

a
km +

1

4
(kAF )λε

λρijAaρF
a
ij −

g

12
fabc(kAF )λε

λρµνAaρA
b
µA

c
ν ,

(3.10)

donde hemos obtenido el término −Ab0Dba
i π

i
a al aplicar el mismo razonamiento que en la teoría

usual.
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3.3. Constricciones secundarias
Ahora procedemos a imponer las condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias.
Para ello, nos conviene calcular primero las derivadas funcionales de H con respecto a Aaµ y πµa .
Éstas son

δH

δAdα
= −δα0Dda

i π
i
a +

1

4
(kAF )λ(2ελα0iπid + ελαijF dij − gfabdελρµαAaρAbµ)

+ δαm

(
gfbadπ

m
a A

b
0 − (δikδjm + kijkmF )Dda

k F
a
ij − 2k0ikm

F Dda
k π

i
a −

1

2
(kAF )λε

λρkmDda
k A

a
ρ

)
,

δH

δπαd
= δiα

(
(δij + 2k0i0j

F )πjd + k0ijk
F F djk +

1

2
(kAF )λε

λρ0iAdρ +Ddb
i A

b
0

)
.

Suponiendo que φ(1)
a es una densidad de Φ

(1)
a y a partir del hecho de que {Φ(1)

a ,Φ
(1)
s } = 0, las

condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias conducen a

Φ̇(1)
a = {Φ(1)

a , H1} = {Φ(1)
a , H}+ λs{Φ(1)

a ,Φ(1)
s } = {Φ(1)

a , H}

=

∫ (
∂π0

a

∂Adα

δH

δπαd
− δH

δAdα

∂π0
a

∂παd

)
d3x = −

∫
δH

δAa0
d3x

=

∫ (
Dab
i π

i
b −

1

2
(kAF )kε

k0ij∂iA
a
j

)
d3x ≈ 0.

Entonces las relaciones
φ(2)
a = Dab

i π
i
b −

1

2
(kAF )kε

k0ij∂iA
a
j ≈ 0 (3.11)

constituyen las nulW1 = l constricciones secundarias y percibimos que el término Lcpt-even
ymlv no

introduce términos adicionales a las constricciones secundarias de la teoría usual, siendo W1 la
matriz con entradas (W1)ab = {Φ(1)

a ,Φ
(1)
b }.

Para averiguar si existe un conjunto de constricciones terciarias, debemos imponer ahora la
condición de consistencia sobre las constricciones secundarias. Notemos antes que

{Φ(2)
a ,Φ(1)

s } =

∫ (
δΦ

(2)
a

δAdα

∂π0
s

∂παd
− ∂π0

s

∂Adα

δΦ
(2)
a

δπαd

)
d3x =

∫
δΦ

(2)
a

δAs0
d3x = 0,

ya que φ(2)
a , densidad de Φ

(2)
a , no depende de las funciones Aa0 , π0

a ni de sus derivadas. De esta
manera,

Φ̇(2)
a = {Φ(2)

a , H2} = {Φ(2)
a , H}+ λs{Φ(2)

a ,Φ(1)
s }+ θs{Φ(2)

a ,Φ(2)
s }

= {Φ(2)
a , H}+ θs{Φ(2)

a ,Φ(2)
s }.

Calculando las derivadas de Φ
(2)
a ,

δΦ
(2)
a

δAdα
=
∂φ

(2)
a

∂Adα
− ∂m

(
∂φ

(2)
a

∂(∂mAdα)

)
= −gfabc

∂Aci
∂Adα

πib +
1

2
(kAF )kε

k0ij∂m

(
∂(∂iA

a
j )

∂(∂mAdα)

)
= δαi

(
gfbadπ

i
b −

1

2
(kAF )kε

k0ijδad∂j

)
,

δΦ
(2)
a

δπαd
=
∂φ

(2)
a

∂παd
− ∂j

(
∂φ

(2)
a

∂(∂jπαd )

)
= −gfabcAci

∂πib
∂παd

− δab∂j
(
∂(∂iπ

i
b)

∂(∂jπαd )

)
= −δiα(δda∂i − gfdacAci ) = −δiαDda

i ,
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el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias, hasta un término de superficie, es

{Φ(2)
a ,Φ(2)

s } =

∫ (
δΦ

(2)
a

δAai

δΦ
(2)
s

δπia
− δΦ

(2)
s

δAai

δΦ
(2)
a

δπia

)
d3x

=

∫ (
gfabdD

ds
i π

i
b − gfsbdDda

i π
i
b +

1

2
(kAF )kε

k0ijg(fsab − fasb)∂jAbi
)
d3x

= gfsab

∫ (
Dbd
i π

i
d −

1

2
(kAF )kε

k0ij∂iA
b
j

)
d3x = gfsabΦ

(2)
b = 0,

(3.12)

donde hemos ocupado el resultado obtenido en 2.13.
Por otro lado, el paréntesis {Φ(2)

a , H} entre las constricciones secundarias y el hamiltoniano
canónico es igual a

{Φ(2)
a , H} =

∫ (
δΦ

(2)
a

δAam

δH

δπma
− δH

δAam

δΦ
(2)
a

δπma

)
d3x =

∫ [
gfbad

(
(δmj + 2k0m0j

F )πjdπ
m
b + k0mjk

F F djkπ
m
b

+
1

2
(kAF )λε

λρ0mπmb A
d
ρ

)
+ gfcadπ

m
c D

db
mA

b
0 +

1

2
(kAF )λε

λ0im(∂iπ
m
a + ∂iD

ab
mA

b
0 +Dda

m π
i
d)

+
1

4
(kAF )λε

λmijDda
mD

d
ij −

g

4
fcbd(kAF )λε

λρµmDda
m (AcρA

b
µ) + gfbcdD

da
m (πmc A

b
0)

− (δikδjm + kijkmF )Dda
mD

db
k F

b
ij − 2k0ikm

F Dda
mD

db
k π

i
b −

1

2
(kAF )λε

λρkmDda
mD

db
k A

b
ρ

]
d3x,

al cual, una vez que hemos agrupado adecuadamente a los términos que lo componen, podemos
escribirlo como la suma de

P1 =

∫
gfbad(δ

ij + 2k0i0j
F )πibπ

j
dd

3x,

P2 = −
∫

(δikδjm + kijkmF )Dda
mD

db
k F

b
ijd

3x,

P3 =

∫ (
gfbcdD

da
i (Ab0π

i
c)− gfacdπicDdb

i A
b
0

)
d3x,

P4 =

∫
1

2
(kAF )kε

k0ij

(
∂iD

ab
j A

b
0 −Dda

j (Ddb
i A

b
0 + gfdcbA

b
iA

c
0)

)
d3x,

P5 =

∫
k0ijk
F (gfbadF

d
jk − 2Dda

k D
db
j )πibd

3x,

P6 =

∫
1

2
(kAF )kε

k0ij

(
Dba
j π

i
b + ∂iπ

j
a − gfbadAdi π

j
b

)
d3x,

P7 =

∫
1

4
(kAF )λε

λkij

(
Dda
k F

d
ij − gfcbdDda

k (AciA
b
j)− 2Dda

k D
db
j A

b
i

)
d3x.

Nos podemos dar cuenta que las primeras tres integrales son muy similares a 2.14, 2.15 y 2.16
que definen el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias y el hamiltoniano canónico
de ym, por lo que podemos aplicar los mismos argumentos para concluir que P1 = P2 = 0 y

P3 + P4 = gfabc

∫
Ac0D

bd
i π

i
dd

3x+

∫
1

2
(kAF )kε

k0ij

(
∂iD

ab
j A

b
0 −Dda

j (∂iA
d
0)

)
d3x

= gfabc

∫
Ac0D

bd
i π

i
dd

3x+ gfbac

∫
1

2
(kAF )kε

k0ij

(
∂i(A

c
jA

b
0) +Acj∂iA

b
0

)
d3x

= gfabc

∫ (
Ac0D

bd
i π

i
d −

1

2
(kAF )kε

k0ijAc0∂iA
b
j

)
d3x = gfabc

∫
Ac0φ

(2)
b d3x = 0.
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Además, la antisimetría de kF (en sus primeros y últimos dos índices) y de ε nos indica que

P5 =

∫
k0ijk
F (gfbadF

d
jk +Dda

j D
db
k −Dda

k D
db
j )πibd

3x

=

∫
k0ijk
F (gfbadF

d
jk + gfabdF

d
jk)πibd

3x = 0,

P6 =

∫
1

2
(kAF )kε

k0ij(Dba
j π

i
b +Dba

i π
j
b)d

3x = 0,

P7 =

∫
1

4
(kAF )λε

λkij

(
Dda
k F

d
ij − gfcbdDda

k (AciA
b
j) + gfabdF

d
jkA

b
i

)
d3x

=

∫
1

4
(kAF )λε

λkij

(
∂k(F aij − gfacbAciAbj) + gfcbdfdaeA

c
iA

b
jA

e
k

)
d3x

=

∫
1

4
(kAF )λε

λkij(∂k∂iA
a
j − ∂k∂jAai )d3x = 0,

donde hemos usado la identidad de Jacobi en el término g
4 (kAF )λε

λkijfcbdfdaeA
c
iA

b
jA

e
k de P7.

En otras palabras, {Φ(2)
a , H} =

∑
i Pi = 0 y entonces no existen constricciones terciarias.

3.4. Transformaciones de norma
Acabamos de comprobar que todas las constricciones de la teoría descrita por Lyme son de primera
clase. Entonces el generador de las transformaciones de norma será una combinación lineal de todas
las constricciones (φµ) = (φ

(1)
a , φ

(2)
a ) que obtuvimos:

G = vaΦ(1)
a + vbΦ

(2)
b .

Considerando que Aaµ es una densidad de Aa
µ, tendremos que

{Aa
0 , G} =

∫ (
δAa

0

δAdα

δG

δπαd
− δG

δAdα

δAa
0

δπαd

)
d3x =

∫
va
δΦ

(1)
a

δπ0
a

d3x

=

∫
vad3x,

{Aa
i , G} =

∫ (
δAa

i

δAdα

δG

δπαd
− δG

δAdα

δAa
i

δπαd

)
d3x =

∫
vb
δΦ

(2)
b

δπia
d3x

= −
∫
Dab
i v

bd3x.

Por tanto, este generador transforma de la misma manera a la conexión A y a su curvatura F que
el generador de las transformaciones de norma de ym,

δAaµ = Dab
µ v

b,

δF aµν = gfabcF
b
µνv

c,

y toma la forma

G =

∫ [
Dab

0 v
bπ0
a + vb

(
Dbc
i π

i
c −

1

2
(kAF )kε

k0ij∂iA
b
j

)]
d3x. (3.13)

Luego, las ecuaciones del campo 3.6 son invariantes bajo la transformación que induce G, pues la
acción

Syme[Aaµ(x)] =

∫
Lyme

(
Aaµ(x), ∂νA

a
µ(x)

)
d4x
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lo es hasta un término de superficie. Para convencernos de ello, recordemos que la discusión del
capítulo anterior nos dice que δLym = δLcpt-even

ymlv = 0. Entonces

δLyme = δLym + δLcpt-even
ymlv + δLcpt-odd

ymlv = δLcpt-odd
ymlv

= −1

4
(kAF )λε

λρµν
(
δ(AaρF

a
µν)− g

3
fabcδ(A

a
ρA

b
µA

c
ν)
)
.

Sin embargo,

δ(AaρF
a
µν) = F aµνδA

a
ρ +AaρδF

a
µν = ∂ρ(v

aF aµν)− gfabcva∂ρ(AbµAcν),

g

3
fabcδ(A

a
ρA

b
µA

c
ν) = gfabc

(
∂ρ(v

aAbµA
c
ν)− va∂ρ(AbµAcν)

)
− g(fabcfadc + feacfadb + febafadc)A

e
ρA

b
µA

c
νv
d

= gfabc

(
∂ρ(v

aAbµA
c
ν)− va∂ρ(AbµAcν)

)
.

De esta manera,

δLyme = −1

4
(kAF )λε

λρµν

(
∂ρ(v

aF aµν)− gfabc∂ρ(vaAbµAcν)

)
= −∂ρ

(
1

2
(kAF )λε

λρµνva∂µA
a
ν

)
.

(3.14)
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Conclusiones

Observamos que la estructura de norma de las teorías de Yang-Mills y Yang-Mills extendida son
muy semejantes. Para comenzar, el conjunto de constricciones de ym y de yme tienen la misma
cardinalidad, con lo cual podemos afirmar que el número de grados de libertad, es decir, el número
mínimo de variables físicas independientes necesarias para describir a estos sistemas, coincide en
ambos casos.

Específicamente, las constricciones de yme son

φ(1)
a = π0

a,

φ(2)
a = Dab

i π
i
b −

1

2
(kAF )kε

k0ij∂iA
a
j ,

de las cuales solamente las secundarias difieren con respecto a las constricciones de ym en un tér-
mino proveniente de Lcpt-odd

ymlv . Todas estas constricciones son funciones de primera clase y satisfacen
las mismas relaciones que las constricciones de la teoría usual:

{Φ(1)
a ,Φ

(1)
b } = 0,

{Φ(1)
a ,Φ

(2)
b } = 0,

{Φ(2)
a ,Φ

(2)
b } = gfbacΦ

(2)
c .

De igual manera, notamos que las ecuaciones del campo

Dda
µ (Fµνa + kαβµνF F aαβ)− 1

2
(kAF )λε

λνµρF dµρ = 0

(que se obtienen a partir de la densidad Lyme) son invariantes, hasta un término de superficie, bajo
la transformación que induce su generador de transformaciones de norma,

Aaµ → Ãaµ = Aaµ +Dab
µ v

b,

cuya forma explícita viene dada por la siguiente expresión:

G =

∫ [
Dab

0 v
bπ0
a + vb

(
Dbc
i π

i
c −

1

2
(kAF )kε

k0ij∂iA
b
j

)]
d3x.

27





Apéndice A

Descripción geométrica de la
mecánica clásica

Es común dentro de la mecánica clásica que, mediante un análisis cualitativo, seamos capaces de
asociar a cierto sistema físico un espacio de estados y una función que determine su evolución de
un estado a otro. En el formalismo lagrangiano, desde un punto de vista abstracto, el espacio de
estados correspondiente está descrito en términos de todas las posiciones y velocidades posibles,
y derivamos las ecuaciones que gobiernan el movimiento del sistema, las ecuaciones de Euler-
Lagrange, a partir del lagrangiano.

Consideremos un sistema conformado por una partícula moviéndose libremente en un espacio
de tres dimensiones. Cualquier estado físico de este sistema queda completamente descrito por
la posición y el momento lineal de la partícula en algún instante de tiempo, así que el espacio
de estados sería simplemente R3 × R3. No obstante, si ahora restringimos su movimiento sobre
la superficie de una esfera, la cual posee una estructura de variedad suave de dimensión dos, el
momento lineal de la partícula será siempre un vector tangente a la esfera; es decir, cualquier
estado de este nuevo sistema sería un elemento del haz tangente TS2 de la 2-esfera S2 ⊂ R3, el
cual no es isomorfo a S2 × R2.

El concepto de una variedad suave nos permite aplicar las ideas del cálculo sobre espacios
arbitrarios. La definición básica de diferenciación involucra diferencias de los valores de una función
en dos puntos cercanos. En el caso de la 2-esfera, sin embargo, no existe un modo natural de restar
dos de sus elementos. Este problema se soluciona si le dotamos un conjunto de coordenadas locales,
procedimiento que podemos visualizar como si cubrieramos a S2 con pequeños pedazos de papel
cuadriculado. Evidentemente la elección de los pedazos de papel es arbitraria y el hecho de cambiar
un pedazo por otro representa a una transformación de coordenadas. Del mismo modo, una pequeña
flecha pegada a S2 puede ser descrita en términos de sus componentes con respecto a los ejes del
pedazo de papel donde está pegada. Cuando cambiamos de pedazo, la flecha no cambia, pero sí
sus componentes. Un vector tangente a la 2-esfera sería entonces la colección de estas componentes
transformándose de una manera específica.

Suponiendo que Q es el espacio de configuraciones de dimensión n de un sistema mecánico,
veremos a continuación que podemos modelar al espacio fase de cualquier sistema mecánico clásico
como una variedad simpléctica, esto es, una variedad suave T ∗Q junto con una forma simpléctica
Ω, la cual generaliza al paréntesis de Poisson. El carácter físico de dicha variedad simpléctica es
puramente cinemático; la dinámica del sistema está determinada por una función real H definida
sobre el espacio fase, llamada hamiltoniano. Las curvas integrales del campo vectorial que soluciona
las ecuaciones de Hamilton asociadas a H serán las trayectorias dinámicas del sistema en el espacio
fase.
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El formalismo hamiltoniano

Variedades simplécticas
Sean V un espacio vectorial real de dimensión finita y ω : V × V → R una formal bilineal sobre
V . La forma ω se dice no degenerada si ω(v1, v2) = 0, para todo v2 ∈ V , implica que v1 = 0. La
transformación lineal ω[ : V → V ∗ tal que v1 7→ ω[(v1) = v[1 ∈ V ∗ está definida por

v[1(v2) = ω(v1, v2),

es un isomorfismo si, y sólo si, ω es no degenerada. Si ω es, además, antisimétrica entonces decimos
que es una forma simpléctica sobre V . Llamamos al par (V, ω) un espacio simpléctico lineal.

Definimos a los elementos de la matriz de ω con respecto a la base {ei} como ωij = ω(ei, ej).
En este caso, si u = uiei y v = vjej entonces ω(u, v) = uiωijv

j . Debido a que la representación
matricial de ω[ con respecto a las bases {ei} y {ej} es igual a la traspuesta de la representación
matricial de ω con respecto a la base {ei}, esto es, (ω[)ji = ωij , la no degeneración de ω es
equivalente a detω 6= 0. En particular, todo espacio simpléctico lineal es de dimensión par, pues el
determinante de una matriz antisimétrica con un número impar de filas y columnas es cero.

Esta definición se extiende fácilmente al caso de variedades. Sea M una variedad suave de
dimensión finita. Cualquier 2-forma ω sobreM define un morfismo de haces vectoriales ω[ : TM →
T ∗M tal que su restricción a cada fibra ω[|p : TpM → T ∗pM está definida del mismo modo que
en el caso lineal. Éste, a su vez, induce un morfismo entre los módulos de las secciones de dichos
haces vectoriales, el cual denotaremos con el mismo símbolo ω[:

X 7→ ω[(X) = X[ = X y ω.

El rango ranω y el núcleo kerω de ω son, respectivamente, el rango y el núcleo ω[. Llamaremos a
cualquier 2-forma cerrada ω una forma presimpléctica (resp. forma simpléctica) sobreM si su rango
es constante (resp. si es no degenerada), y decimos que el par (M,ω) es una variedad presimpléctica
o una variedad simpléctica dependiendo del carácter de ω. Observamos que si ω es una estructura
simpléctica sobre M entonces la variedad tiene dimensión par, digamos 2n. En este caso, ω[ es un
isomorfismo y denotaremos por ω] a su morfismo inverso.

Si (M,ω) es una variedad simpléctica, podemos asociar a cada función real f ∈ C∞(M), salvo
una constante, un único campo vectorial Xf sobre M mediante

Xf = (df)]. (A.1)

Esta condición equivale a decir que la 1-formaXfyω es exacta. Dado un campo vectorialX ∈ X(M),
diremos que es hamiltoniano si X yω es exacta y que es localmente hamiltoniano si X yω es cerrada
o, equivalentemente, que £Xω = 0.

Un resultado muy importante dentro de la geometría simpléctica es el teorema de Darboux, el
cual afirma que alrededor de cada punto de una variedad simpléctica (M,ω) existe una carta en
el cual ω es constante. Como consecuencia de esto, existe un sistema de coordenadas canónicas
(qi, pi) alrededor de cualquiera de sus puntos tal que la expresión local de ω es

ω = dqi ∧ dpi.

En toda variedad simpléctica (M,ω), los isomorfismos ω[ y ω] están caracterizados localmente por(
∂

∂qi

)[
= dpi,

(
∂

∂pi

)[
= −dqi,
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(dqi)] = − ∂

∂pi
,

(dpi)
] =

∂

∂qi
.

Paréntesis de Poisson
El paréntesis de Poisson proporciona una estructura geométrica similar a la noción de geometría
simpléctica. Sea M una variedad suave de dimensión finita. Definimos a continuación una función
{ , } : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) bilineal y antisimétrica que satisface para cada f, g, h ∈
C∞(M)

a) {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (identidad de Jacobi),

b) {fg, h} = {f, h}g + f{g, h} (regla de Leibniz ).

Nos referimos a { , } como un paréntesis de Poisson sobreM . Puesto que existe una biyección entre
campos vectoriales suaves sobreM y derivaciones de C∞(M), la propiedad b) garantiza, para cada
f ∈ C∞(M), la existencia de un único campo Vf ∈ X(M) tal que Vfg = {g, f}. Denominamos a
los campos Vf hamiltonianos y decimos que f es el hamiltoniano de Vf .

Usando la expresión en coordenadas de Vf , tenemos que

{f, g} =
∂f

∂zj
{zi, zj} ∂g

∂zi
. (A.3)

Observamos entonces que la estructura del paréntesis de Poisson está capturada por un campo
tensorial dos veces contravariante y antisimétrico P sobreM , al cual llamaremos tensor de Poisson
sobre M . Es claro que sus componentes satisfacen la identidad de Jacobi

εijkPil
Pjk

∂zl
= 0,

siendo εijk el símbolo de Levi-Civita en tres dimensiones. Recíprocamente, cualquier campo 2-
tensorial antisimétrico que satisfaga la identidad de Jacobi define un paréntesis de Poisson por
medio de A.3. Llamamos al par (M,P) una variedad de Poisson si P es un tensor de Poisson.

Si (M,P) es una variedad de Poisson, podemos definir un morfismo entre los haces T ∗M y TM
de una manera similar como lo hicimos para una 2-forma ω sobre M . Si el rango de este morfismo
es constante y maximal (igual a dimM) y si, para toda g ∈ C∞(M), {f, g} = 0 entonces podemos
concluir que la función f debe ser constante; por el contrario, existirán funciones de Casimir C
tales que {C, g} = 0, para toda g.

Ahora bien, si (M,ω) es una variedad simpléctica, podemos aprovecharnos de la regularidad de
ω[ para definir un paréntesis de Poisson1 sobre M mediante

{f, g} = ω(Xf , Xg), (A.4)

para cualesquiera f, g ∈ C∞(M). En efecto, la identidad de Jacobi equivale a la cerradura de ω.
Algunas de las propiedades que relacionan a este par de estructuras son las siguientes:

i) Cualquier par de funciones f, g ∈ C∞(M) satisfacen

{f, g} = Xgf = −Xfg,

[Xf , Xg] = −X{f,g}.

ii) En coordenadas canónicas,

{f, g} =
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
.

1De hecho, toda variedad de Poisson (M,P) con un tensor de Poisson invertible es equivalente a una variedad
simpléctica (M,ω) [38, 34].
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Las ecuaciones de Hamilton
Si (qi) es un sistema de coordenadas sobre U ⊂ Q y π : T ∗Q → Q es la proyección canónica del
haz cotangente de Q, las coordenadas fibradas inducidas (qi, pi) sobre π−1(U) ⊂ T ∗Q son tales
que

qi(νq) = qi(q),

pi(νq) = νq

(
∂

∂qi

∣∣∣∣
q

)
,

siendo νq ∈ π−1(U).
Definimos la 1-forma de Liouville Θ sobre T ∗Q de modo que, para cada νq ∈ T ∗Q y Xνp ∈

Tνq (T
∗Q),

Θνq (Xνq ) = νq(π∗νq (Xνq )),

donde π∗νq : Tνq (T
∗Q)→ TqQ. En coordenadas canónicas, la 1-forma de Liouville Θ está dada por

Θ = pidq
i. (A.7)

A partir de ella, podemos definir la 2-forma canónica Ω = −dΘ sobre T ∗Q, la cual es no
degenerada. Por tanto, T ∗Q posee una estructura simpléctica intrínseca donde todo sistema de
coordenadas sobre Q induce coordenadas canónicas sobre T ∗Q. Deducimos que la expresión local
de Ω es

Ω = dqi ∧ dpi. (A.8)

Dada cualquier función f ∈ C∞(T ∗Q), podemos interpretar al campo Xf como la dirección de
cambio en el espacio fase generada por la función f . Si f corresponde a una de las coordenadas
canónicas,Xf estará definido a lo largo de su momento canónico. En este sentido, el campo vectorial
hamiltoniano generaliza la noción de momento para una función arbitraria del espacio fase.

Sea entonces H ∈ C∞(T ∗Q) un hamiltoniano. Entonces existe un único campo vectorial aso-
ciado a H tal que

X[
H = XH y Ω = dH. (A.9)

De A.8 y A.9 obtenemos la expresión local de XH :

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi
.

Si γ : I ⊂ R→ T ∗Q es una curva cuya expresión local es γ(t) = (qi(t), pi(t)) entonces γ es una
curva integral del campo vectorial XH si, y sólo si, γ(t) es solución de las ecuaciones de Hamilton

dqi

dt

∣∣∣∣
t

=
∂H

∂pi

∣∣∣∣
γ(t)

, (A.10a)

dpi
dt

∣∣∣∣
t

= −∂H
∂qi

∣∣∣∣
γ(t)

. (A.10b)

Introduciendo el paréntesis de Poisson asociado a Ω, estas ecuaciones toman la forma

dqi

dt

∣∣∣∣
t

= {qi, H}
∣∣∣∣
γ(t)

, (A.11a)

dpi
dt

∣∣∣∣
t

= {pi, H}
∣∣∣∣
γ(t)

. (A.11b)

De esta manera, la ecuación A.9 es considerada la versión geométrica de las ecuaciones de Hamilton
y la dinámica queda unívocamente determinada por el sistema hamiltoniano (T ∗Q,Ω, H).
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El formalismo lagrangiano

Ecuaciones diferenciales de segundo orden
La teoría que desarrollamos en la sección anterior nos permite obtener las ecuaciones de Euler-
Lagrange sin utilizar un principio variacional. En este caso trabajamos con el espacio de velocidades
TQ del sistema en cuestión.

Si (qi) es un sistema de coordenadas sobre U ⊂ Q y τ : TQ→ Q es la proyección canónica del
haz tangente de Q, el sistema de coordenadas inducido (qi, vi) sobre τ−1(U) ⊂ TQ está dado por

qi(vq) = qi(q),

vi(vq) = dqiq(vq) = vq(q
i),

siendo vq ∈ τ−1(U).
Aprovechando la estructura de espacio vectorial sobre cada fibra TqQ de TQ podemos definir

el levantamiento vertical (Xq)
v
vq de Xq ∈ TqQ en el punto vq ∈ TqQ como el vector tangente en

cero de la curva γ(t) = vq + tXq ∈ TqQ ⊂ TQ:

(Xq)
v
vq =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(vq + tXq). (A.13)

En coordenadas locales, si Xq = ai ∂
∂qi

∣∣
q
entonces

(Xq)
v
vq = ai

∂

∂vi

∣∣∣∣
vq

. (A.14)

La definición se extiende fácilmente a campos vectoriales sobre Q. El levantamiento vertical de
X ∈ X(Q) es el elemento Xv ∈ X(TQ) tal que, en cada punto vq ∈ TQ, Xv

vq = (Xq)
v
vq . Observamos

que Xv es un campo vectorial constante a lo largo de las fibras de TQ.
El campo vectorial de Liouville ∆ ∈ X(TQ) es el generador infinitesimal del flujo Φ : R×TQ→

TQ dado por
(t, vq) 7→ Φ(t, vq) = etvq ∈ TQ. (A.15)

Debido a que Φvq (t) = (qi, etvi), deducimos que, en coordenadas fibradas, el campo vectorial de
Liouville está dado por

∆ = vi
∂

∂vi
. (A.16)

Los levantamientos verticales nos permiten construir un tensor intrínseco sobre TQ de tipo
(1, 1), al que llamamos endomorfismo vertical y denotamos por S. Éste es el morfismo de haces
fibrados S : T (TQ)→ T (TQ) definido por

Xvq 7→ Svq (Xvq ) = (τ∗vq (Xvq ))
v
vq , (A.17)

donde Xvq ∈ Tvq (TQ) y vq ∈ TqQ. Notando que ImSvq = kerSvq , para cada vq ∈ TQ, tenemos
que S2 = 0. De las expresiones A.14 y A.17, podemos escribir a S como

S =
∂

∂vi
⊗ dqi. (A.18)

Si bien podemos dotar a T (TQ) con un par de estructuras de haz vectorial dadas por τTQ :
T (TQ) → TQ y τ∗ : T (TQ) → TQ, son las secciones del segundo las que desempeñan un papel
importante dentro de la formulación geométrica de la mecánica lagrangiana. Entonces llamaremos
a cada una de estas secciones una ecuación diferencial de segundo orden (edso).

El levantamiento tangente de una curva γ : I ⊂ R→ Q es la curva γ̇ : I → TQ, donde γ̇(t) es
el vector tangente a la curva γ. Localmente, si γ(t) = (qi(t)) entonces γ̇(t) = (qi(t), dqi/dt).
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Un cálculo directo nos muestra que la expresión local de una edso X ∈ X(TQ) es

X = vi
∂

∂qi
+Xi ∂

∂vi

y sus curvas integrales son levantamientos tangentes de curvas en Q. En efecto, sea γ(t) =
(qi(t), vi(t)) una curva integral de X. Entonces

dqi

dt

∣∣∣∣
t

∂

∂qi

∣∣∣∣
γ(t)

+
dvi

dt

∣∣∣∣
t

∂

∂vi

∣∣∣∣
γ(t)

= X(γ(t)) = γ∗(t)

(
d

dt

∣∣∣∣
t

)
= vi(γ(t))

∂

∂qi

∣∣∣∣
γ(t)

+Xi(γ(t))
∂

∂vi

∣∣∣∣
γ(t)

.

De modo que γ(t) = α̇(t), donde α(t) = (τ ◦ γ)(t) = (qi(t)), y esta curva α(t) es una solución del
sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

d2qi

dt2

∣∣∣∣
t

= Xi

(
qi(t),

dqi

dt

∣∣∣∣
t

)
. (A.20)

La afirmación recíproca también es cierta.
Usando las relaciones A.16 y A.18, un campo vectorial X sobre TQ será una edso si, y sólo si,

S(X) = ∆.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange
Sea L ∈ C∞(TQ). Llamamos a la 1-forma ΘL sobre TQ definida como

ΘL = dL ◦ S (A.21)

la 1-forma de Euler-Poincaré, cuya expresión en coordenadas es

ΘL =
∂L

∂vi
dqi. (A.22)

Ahora definimos la 2-forma de Poincaré-Cartan ΩL sobre TQ mediante

ΩL = −dΘL, (A.23)

cuya expresión en coordenadas es

ΩL =
∂2L

∂qj∂vi
dqi ∧ dqj +

∂2L

∂vj∂vi
dqi ∧ dvj . (A.24)

Claramente esta 2-forma es cerrada y es no degenerada si, y sólo si, la matriz W cuyas entradas
son

Wij =
∂2L

∂vi∂vj
(A.25)

es no singular. En efecto, la matriz de ΩL es[
A −W
W 0

]
,

siendo A aquélla con entradas

Aij =
∂2L

∂qi∂vj
− ∂2L

∂vi∂qj
.
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Si la 2-forma ΩL es presimpléctica llamamos a la función L un lagrangiano. Decimos que L
es un lagrangiano regular si ΩL es una forma simpléctica sobre TQ; en caso contrario, diremos
que L es singular. Por lo general, llamamos sistema con constricciones a cualquier sistema con un
lagrangiano singular. Evidentemente, la regularidad de L equivale a la de W en cualquier sistema
de coordenadas.

A partir del lagrangiano L ∈ C∞(TQ), podemos definir la función de energía EL ∈ C∞(TQ)
subordinada a L dada por

EL = ∆L− L, (A.26)

a la que expresamos en coordenadas como

EL = vi
∂L

∂vi
− L. (A.27)

Similar al caso hamiltoniano, podemos asignarle a L un único campo vectorial lagrangiano
XL ∈ X(TQ) a través de la ecuación

XL y ΩL = dEL, (A.28)

siempre y cuando L sea regular. Si escribimos localmente a XL como

XL = ai
∂

∂qi
+ bi

∂

∂vi
,

donde ai, bi ∈ (TQ), entonces XL es una solución de la ecuación A.28 si, y sólo si, ai y bi satisfacen
el sistema de ecuaciones

Aija
j −Wijb

j(q, v) = vjBji −
∂L

∂qi
, (A.29a)

Wija
j(q, v) = Wijv

j , (A.29b)

siendo B la matriz con entradas

Bij =
∂2L

∂qj∂vi
.

Por regularidad, ai = vi y entonces existe una única solución XL, la cual es una edso. Sea
γ̇(t) = (qi(t), dqi/dt) una curva integral de XL, donde γ : t 7→ γ(t) = (qi(t)) ∈ Q. De A.20 sabemos
que

d2qi

dt2

∣∣∣∣
t

= bi
(
qj(t),

dqj

dt

∣∣∣∣
t

)
y de A.20 y A.29 obtenemos que la curva γ(t) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

∣∣∣∣
t

(
∂L

∂vi
◦ γ̇
)
− ∂L

∂qi
◦ γ = 0. (A.30)

La ecuación A.28 es la versión geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange y la dinámica queda
unívocamente determinada por el sistema (TQ,ΩL, EL) cuando L es regular.

La transformada de Legendre
Las formulaciones hamiltoniana y lagrangiana de la mecánica están relacionadas por la transfor-
mada de Legendre FL : TQ→ T ∗Q asociada al lagrangiano L, la cual está definida de modo que,
para cada q ∈ Q y para cada vq, wq ∈ TqQ, FL(vq)(wq) es la derivada de L en vq a lo largo de la
fibra TqQ en la dirección de wq:

FL(vq)(wq) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L(vq + twq). (A.31)
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Notamos que FL es un morfismo de haces fibrados, es decir, manda la fibra TqQ a la fibra T ∗qQ.
La expresión en coordenadas de la transformada de Legendre es

FL(qi, vi) =

(
qi,

∂L

∂vi

)
,

pi =
∂L

∂vi
.

Si Θ y Ω son, respectivamente, la 1-forma de Liouville y la 2-forma canónica sobre T ∗Q, un
pullback directo bajo FL revela que

ΘL = FL∗Θ, (A.33a)

ΩL = FL∗Ω. (A.33b)

Puesto que la representación matricial de FL∗ es

FL∗ =

[
In 0
B W

]
y en virtud del teorema de la función inversa, la transformada de Legendre es un difeomorfismo
local si, y sólo si, L es regular. Si la transformada de Legendre FL es un difeomorfismo, decimos
que el lagrangiano L es hiperregular.

En el caso hiperregular, tenemos queH = (FL−1)∗EL ∈ C∞(T ∗Q). Entonces el campo vectorial
lagrangiano XL sobre TQ y el campo vectorial hamiltoniano XH sobre T ∗Q están FL-relacionados,
es decir,

FL∗XL = XH ,

ya que FL es, por construcción, canónica. Luego, los lagrangianos hiperregulares sobre TQ inducen
sistemas hamiltonianos globales sobre T ∗Q2.

2Más aún, podemos mostrar que los lagrangianos hiperregulares sobre TQ se corresponden de una manera
biyectiva con los hamiltonianos hiperregulares sobre T ∗Q [28].
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