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Resumen

Introducimos de manera breve el formalismo de Dirac para analizar la estructura de norma de los
sistemas singulares de la mecénica cléasica y, posteriormente, aplicamos este método para estudiar
las constricciones y las transformaciones de norma de la teoria de Yang-Mills extendida de Don
Colladay y Alan Kostelecky, la cual facilita la investigacion experimental de la simetria de Lorentz y
CPT dentro de la extension del modelo estandar. Por conveniencia y con el objetivo de ejemplificar la
aplicacion del algoritmo de Dirac-Bergmann a las teorfas de campo, revisamos primero la estructura
de norma de la teoria de Yang-Mills usual. Al final, encontramos que la accién y, por tanto, las
ecuaciones del campo de la teoria extendida son invariantes bajo la transformaciéon de norma que
induce su correspondiente generador, la cual transforma al campo de norma del mismo modo que
el generador de la teoria usual.

Palabras clave: Algoritmo de Dirac-Bergmann, constricciones, geometria simpléctica, sistemas
singulares, transformaciones de norma, Yang-Mills, Yang-Mills extendido.
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Introducciéon

No cabe duda de que la teoria de la relatividad de Albert Einstein junto con la mecanica cuantica
constituyen algunos de los mayores logros intelectuales del siglo pasado. La enorme popularidad
que iba alcanzando el trabajo de Einstein aumentaba las esperanzas entre varios miembros de la
comunidad cientifica de poder unificar las fuerzas de la naturaleza conocidas en ese entonces. Sin
embargo, el estudio constante del comportamiento de las particulas subatémicas, favorecido por
el desarrollo tecnologico, fue revelando cada vez més nuevos enigmas que escapaban del esquema
clasico.

Por supuesto, es natural que los retratos que las teorias cuantica y relativista exhiben de la
realidad sean, algunas veces, contradictorios entre si, debido a que el papel que desempenan en
ellas los observadores, el espacio y el tiempo son diferentes. Como consecuencia de esto, resulto
necesario establecer una teoria que fuera capaz de explicar aquellos fendémenos en la interseccion
de sus correspondientes dominios de aplicabilidad. Estos esfuerzos sentaron las bases de la teoria
cuantica de campos.

En un documento de 1954 [1], Chen Ning Yang y Robert Mills propusieron una clase maés
grande de teorias de campo clasicas que generalizaban al electromagnetismo y que eran invariantes
con respecto a grupos de simetria locales. Las versiones cuantizadas de estas teorias, conocidas
ahora con el nombre de teorias de norma, se convirtieron en el pilar para los tratamientos en fisica
de particulas. Ejemplos de teorfas de norma incluyen a varias que son de las méas importantes y
exitosas desde un punto de vista fisico: electrodindmica cuantica (QED), teoria electrodébil, teorias
de gran unificacién (GUT) y el modelo estandar (sm). Esta tltima es considerada como la teoria
de las interacciones electromagnética y nucleares débil y fuerte, basada en el grupo de norma
SUc(3> X SUL(Q) X Uy(l).

Luego de demostrar la existencia de anisotropia en los modelos de teoria de cuerdas, Kostelecky
y otros colegas suyos propusieron en 1989 una nueva versiéon del sM, llamada extension del mo-
delo estindar (SME) [2], una formulacion efectiva del SM concebida para facilitar la investigacion
experimental de la simetria de Lorentz y CPT, donde la tltima consiste de transformaciones de
conjugacion de la carga e inversion del espacio y el tiempo. Aunque las rupturas de la simetria de
Lorentz son motivadas por la teoria de cuerdas, la accion efectiva a bajas energias que aparece en
el SME es independiente de la teoria subyacente.

Una posible fuente responsable de las desviaciones de las predicciones del grupo de Lorentz
podria surgir de un rompimiento espontaneo del grupo SO(1,3) en alguno de sus subgrupos, lo
cual implicaria que los fotones son en realidad bosones de Nambu-Goldstone. Esta idea interesante
ha sido estudiada por diversos autores en la literatura [3, 4, 5]. Otra fuente probable de violacion
de esta simetria surge de la posibilidad de que el espacio-tiempo sea no conmutativo [6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14].

Por otro lado, la construcciéon del modelo cuantico correspondiente a cierta teorfa clasica es
lo que nosotros conocemos con el nombre de cuantizacion y representa un problema fundamental
dentro de la teoria cuédntica de campos. La mecanica cudntica de los sistemas mas simples fue
construida primero usando el método de cuantizacion candnica, desarrollado por Paul Dirac. A
continuaciéon, damos una explicacién breve de este procedimiento:

Una vez que hemos supuesto que todas las cantidades fisicas f son expresables en términos
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de las coordenadas y los momentos, y que el estado del sistema cuantico estd determinado por
un vector ¢ en un espacio de Hilbert §), asignamos a cada cantidad fisica f(g,p) un operador
f = f(g,p) sobre $. Posteriormente, postulamos que los operadores de las coordenadas de q y p
obedecen las relaciones de conmutacién canénicas [§’, p;] = zhéj y [¢%,4’] = [pi, pj] = 0, siendo h
la constante de Planck. De esta manera, la evoluciéon temporal del estado v esta descrita por la
ecuacion de Schrédinger

donde el operador H , el hamiltoniano cuéntico, corresponde al hamiltoniano clasico H.

La propension de cuantizar canénicamente a los sistemas clasicos se debe al hecho de que este
procedimiento es el més desarrollado y el mas consistente. De hecho, aunque existen otras formu-
laciones disponibles de la teoria cuéntica, las cuales pueden ser introducidas independientemente
por un sistema de postulados, es posible derivar algunas de ellas a partir de la formulacion de
operadores basado en el método de cuantizaciéon canonica.

Sin embargo, en vista de que, a dia de hoy, la mayoria de las teorias de campo de interés fisico
pertenecen a la clase de teorias singulares, aquéllas donde existen ciertas relaciones denominadas
constricciones, existiran obstaculos para efectuar la hamiltonizacion de la teoria clasica en cuestion,
esto es, la posibilidad de describir la dinamica clasica del sistema en la forma hamiltoniana.

A partir de sus trabajos [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21], Dirac y Bergmann establecieron un procedi-
miento, el algoritmo de Dirac-Bergmann, para estudiar las simetrias y la estructura hamiltoniana
de las teorias singulares. No obstante, otros tratamientos extraordinarios sobre sistemas singulares
se han publicado ademas del de Dirac. Unos se orientan al estudio de sistemas de dimensién finita
[22]; otros, en teorias de campo [23, 24, 25, 26, 27].

Dada su importancia fisica y matematica, el propoésito principal de este trabajo es el estudio de
la estructura de norma de la teoria de Yang-Mills extendida (YME) en el marco del algoritmo de
Dirac-Bergmann, método que, a su vez, permite estudiar aspectos modernos en teoria cuantica de
campos, tales como cuantizacién en variedades con curvatura, teorias en el reticulo, formulaciones
no perturbativas, topologia de los espacios de soluciones, geometria no conmutativa, métodos de
cuantizacion algebraicos, etc. Para ello, hemos organizado el contenido de esta tesis de la siguiente
manera.

En el capitulo 1 introducimos brevemente el formalismo de Dirac para tratar a los sistemas
singulares de dimensién finita de la mecanica clasica. Como un ejemplo de la aplicacion del al-
goritmo de Dirac-Bergmann en teorias de campo y con el objetivo de utilizar posteriormente los
resultados obtenidos, revisamos en el capitulo 2 la estructura de norma de la teoria de Yang-Mills
(YM). El objetivo central de nuestro trabajo se ubica dentro del capitulo 3, en el cual analizamos
completamente las constricciones de la teoria de Yang-Mills extendida. Algunas de nuestras con-
clusiones mas destacables son i) el nimero de grados de libertad de YME es el mismo que el namero
de grados de libertad de YM, i) el conjunto de constricciones de YME esté constituido inicamente
por constricciones de primera clase y i) la accion de esta teoria es invariante de norma hasta un
término de superficie.

Por ultimo, nos ha parecido sensato incluir en este proyecto un anexo sobre la descripciéon
geométrica de los sistemas regulares de la mecanica clasica, ya que podemos entender a las teorias de
norma usando ideas geométricas muy similares a aquéllas de la teoria de la relatividad general. No
obstante, evitaremos en la medida de lo posible hacer uso de este formalismo, pues su introduccion
va mas alld de las intenciones de esta tesis. Para un tratamiento més detallado de estos temas,
recomendamos [28, 29, 30, 31, 32]|.




Capitulo 1

Sistemas singulares

El hecho de que los modelos clasicos iniciales que nos permiten construir la teoria cuantica de
particulas elementales estén expresados en su forma lagrangiana se debe a que, en este formalis-
mo, podemos exhibir explicitamente la covariancia de nuestra teoria bajo las transformaciones de
Lorentz con el fin de mantener la compatibilidad con los principios de la relatividad especial.

Como es habitual en la mecanica clasica, tras haber propuesto un lagrangiano L =
L (qi(t),qi(t)) (i =1,...,n), la evolucion de la configuracion de nuestro sistema bajo conside-
racién estd determinada por el principio de minima accion de Hamilton, el cual enuncia que la
curva en el espacio de configuraciones que realmente sigue el sistema y que pasa por un par de
puntos a los tiempos t1 y to2 es aquélla que es un extremo de la accion

to

Sie] = [ L) 4 0) (1)

Una condicién necesaria para que esto se cumpla es que tales curvas sean soluciones de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
— - ) — — =W,;;4% -V, =0, 1.2
i () ~ =W 12
donde W y V son las matrices con entradas
L
J — 8qzaq(yv
0?L oL

— e

1T Togoe! T ag-

Suponiendo que el rango r de W;; es constante, la imagen de la transformacién lineal asociada
a W;; tendra codimension igual a n —r. En particular, si el lagrangiano L es regular, es decir, si la
matriz W;; es invertible, tendremos un conjunto completo de ecuaciones diferenciales de segundo
orden y entonces todas las aceleraciones §* quedaran en términos de las coordenadas ¢ y las
velocidades ¢*: N

=W

Cuando escribimos de esta manera a las ecuaciones de Euler-Lagrange, decimos que las hemos
expresado en su forma normal.

En cambio, si W;; no es invertible, s6lo podremos depejar r aceleraciones ¢* (¢ =1,...,7) en
términos de las aceleraciones ¢° restantes:

a

q* = q*(q",d", d").



CAP
1.1. CONSTRICCIONES PRIMARIAS

En este caso, decimos que L es singular.

Puesto que es el caso que mas nos importa, en este capitulo trabajaremos con los sistemas
singulares de la mecénica clésica que constan de un nimero finito de coordenadas generalizadas
independientes. Posteriormente, cuando tratemos con teorias de campo, trasladaremos cuidadosa-
mente los resultados que obtengamos.

1.1. Constricciones primarias

Tal y como menciondbamos, nos resulta necesario y conveniente recurrir a la forma hamiltoniana
especialmente para propoésitos de cuantizacion. Otra razon especial para esto es que, si @ es el
espacio de configuraciones n dimensional de nuestro sistema, el espacio fase T*(@) del formalismo
hamiltoniano es canénicamente una variedad simpléctica, mientras que el espacio de velocidades
TQ del formalismo lagrangiano no lo es. La estructura simpléctica del espacio fase es la que da
origen a la elegante simplicidad de la mecanica hamiltoniana (ver el apéndice A).

La transicién de la formulaciéon lagrangiana a la hamiltonana esté determinada por la transfor-
mada de Legendre FL asociada al lagrangiano L (ver A.31) definida localmente por

0L
= a5
De acuerdo con el teorema de la funcién inversa, la transformada de Legendre sera localmente
invertible si, y s6lo si,

Di (1.4)

op;
det l:an:| = det Wij 7é 0. (15)
Esto significa que, si el lagrangiano es regular, seremos capaces de invertir la expresiéon 1.4 para
obtener a todas las velocidades generalizadas ¢* en términos de las coordenadas ¢* y de los momentos
canodnicos p; y, entonces, el hamiltoniano candnico

H='p; — L(d",¢") (1.6)

sera una funcién bien definida de las variables ¢* y p; del espacio fase. Méas atin, si tal lagrangiano es
hiperregular (FL es un difeomorfismo global), ambas formulaciones seréan globalmente equivalentes.

No obstante, la naturaleza singular de las teorias de nuestro interés implica que la imagen de la
transformada de Legendre esta propiamente contenida en el espacio fase. Dicho en otras palabras,
existen m = nul W relaciones independientes de la forma

oM (g',p;) = 0. (1.7)

Una condicion necesaria y localmente suficiente para que estas funciones sean independientes es
que el rango de la matriz
1
[ 905

sea constante e igual a m. Llamaremos a las funciones gbfll) constricciones primarias, las cuales
definen localmente a una subvariedad encajada I' = FL(T'Q) del espacio fase de dimensiéon 2n —m,
la subvariedad de constricciones primarias.

De manera méas general, decimos que una funcion real ¢ € C*°(T*Q) es una constriccion para
N si N es una subvariedad del espacio fase y ¢|x = 0. Cuando sobreentendemos la subvariedad a
la cual nos referimos, escribimos esto tltimo usualmente con el signo de la igualdad débil de Dirac

¢ ~0

y decimos que ¢ es una funcion débilmente igual a cero. También diremos que dos funciones reales
definidas sobre el espacio fase son débilmente iguales si su diferencia es débilmente igual a cero.
Fisicamente, la presencia de constricciones en nuestra teoria significa, como veremos més adelante,
que su formulacion presenta cierta redundancia.




CAP
1.2. EL HAMILTONIANO PRIMARIO

1.2. El hamiltoniano primario

Cuando el sistema con el cual estamos trabajando es regular, la aplicacion del principio de minima
accion conduce directamente a las ecuaciones de movimiento en el formalismo hamiltoniano:

to to t2
0:5525/Ldt:/5(q"pi—H)dtZ/(Wpﬁpi‘sql_gZ Z )
t1 t1 t
t2 OH oOH tzd
= [ (=pi-5 ) ogi+ (¢ = =) opi| dt+ [ £ (piog) .
J1Co- 5y (o= [ s

1 1

Usando el lema fundamental del calculo de variaciones y el hecho de que dq’ se anula en ¢; y en
to, llegamos a las ecuaciones de Hamilton

. OH
q = 6])1’ (18&)
. oH

b=~ (1.8b)

Por otra parte, en v1rtud de la discusion de la seccion anterior, la presencia de relaciones entre las
variables canénicas ¢’ y p; nos dice que sus variaciones d¢* y ép; no son independientes. Ademaés, el
hamiltoniano canénico H dado por 1.6 no esté, por lo general, bien definido. Sin embargo, podemos
abordar esta situacion a través del método de multiplicadores de Lagrange.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que H esta bien definido sobre la subvariedad de cons-
tricciones primarias. Desde luego, esto ocurre si, y solo si, para cualquier par de puntos u,v € TQ
tales que FL(u) = FL(v) se cumple que Ey,(u) = Er(v), donde Ey, es la funcion de energia asociada
a L dada por la expresion A.26. Definimos el hamiltoniano primario

Hy = H + )¢V, (1.9)

donde las funciones \* = \%(¢%,p;) juegan el papel de multiplicadores de Lagrange. Notemos
que el hamiltoniano primario es débilmente igual al hamiltoniano canoénico en I" (sus valores en la
subvariedad de constricciones primarias no cambian cuando anadimos cualquier funcion débilmente
igual a cero). Puesto que estamos incluyendo toda la informacion obtenida, el hamiltoniano primario
extiende la descripcion de la dindmica del hamiltoniano canénico.

Variando la acciéon que resulta de la introducciéon de este nuevo hamiltoniano, obtenemos,
razonando del mismo modo que en el caso regular y utilizando las constricciones, lo siguiente:

to

0=065= / (qzépz +pi5qi —

t1

to
3)\ . OH 3(;5,11) OH 8¢
(1) — . )
~ % Op; )dt / [( bi aq g )5 (q opi  ~ Op; ops | dt-

t1

OH OH ooV &;5(1)
6q' — S 6p; — A® 5q' — X
aq ¢ op: P g’ “Op;

(1) o

i — _6q°
opi — b g

De esto tltimo, llegamos a las ecuaciones de Hamilton-Dirac

. oH _,0¢V

it = o0 + A (;bp (1.10&)
, OH oLV

b= ;)qi . (1.10b)




CAP
1.3. CONSTRICCIONES SECUNDARIAS

Notemos que si introducimos el paréntesis de Poisson que induce la estructura simpléctica de T*Q
(ver A.4), podemos reescribir a estas ecuaciones de una manera mas sencilla:

¢ ={¢', i} = {¢’, H} + X*{q', ¢{"}, (L11a)
pi = {plaHl} = {pwH} + )‘a{pi7¢((11)}7 (111b)

cuya veracidad se comprueba facilmente de las propiedades del paréntesis de Poisson.

1.3. Constricciones secundarias

Debido a la no degeneracion de la estructura simpléctica 2 del espacio fase, la version geométrica
de las ecuaciones de Hamilton (ver A.9)

X 1Q =dH,;

admite, al menos, una solucién X a lo largo de I'; sin embargo, esta no es toda la historia. Con el
objetivo de que nuestras soluciones sean consistentes, debemos demandar que sus curvas integrales
estén completamente contenidas en la subvariedad de constricciones primarias [33]. Traducimos
esto diciendo que X debe ser tangente a I,

X[g{M] ~ 0,

lo cual implica, a su vez, que las constricciones primarias qb((z ) deben ser constantes de movimiento
con respecto a la evolucion generada por el hamiltoniano Hi:

o) = (o), i} = {oV, H} + N {oD, ¢V} ~ 0. (1.12)

Nos referimos a este conjunto de condiciones con el nombre de condiciones de consistencia, las
cuales, comtnmente, nos dan informacioén sobre las funciones A’ y también un ntmero adicional
de constricciones. Consideramos a la relaciéon 1.12 como un sistema de ecuaciones lineales no
homogéneo de la forma

PAX+h=0,

siendo Py, = {(bfll), qﬁl(yl)} yhe = {gbgl), H}, y discutimos a continuacion los diferentes casos posibles:

= Si la matriz P es invertible entonces el valor de cada multiplicador A’ es igual a —(P~1)%h,,.
Luego, si h # 0, la evoluciéon de cualquier funciéon f definida sobre I' estd dada univocamente
por

F={fH} = {f,oPHP ) (s ), HY.

Sin embargo, si h es cero, el sistema de ecuaciones lineales tiene como tunica solucién A = 0.
Pese a la dificultad de que nuestro sistema de ecuaciones sea de la forma 0 ~ 0, usualmente
podemos imponer la condicion det P ~ 0 y obtener una constriccién adicional.

= Por otro lado, cuando P es una matriz singular, sélo podremos hallar el valor de ran P
multiplicadores en términos de los nul P restantes. Si ademéas h # 0 y w es un vector nulo
arbitrario de la matriz P de rango constante con componentes w® entonces las condiciones
de consistencia nos dicen que

Q.Sl(ll)w“ = how® + X\ Pyyw® = how® =~ 0.

Por lo general, estas ecuaciones s6lo se cumplen en alguna subvariedad de I', por lo que las
funciones de la forma

{6, H}w?,




CAP
1.4. CONSTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

conducen a nuevas constricciones ¢22)7 a las que llamamos secundarias, para algunos vectores
nulos w, de P. Probablemente este caso es el de més importancia dentro del estudio de las
teorias de norma. De hecho, todas las teorias que estudiaremos en este trabajo entran en esta
categoria.

Observamos ahora que, si obtuvimos un conjunto de constricciones secundarias, nos encon-
tramos nuevamente con el problema inicial de encontrar los extremos para la accién junto con
la condicion de que deben satisfacer ciertas restricciones. Construyendo un hamiltoniano Ho que
contenga a todas las constricciones ¢, que hemos obtenido hasta este punto, obtenemos que la
evolucion de cualquier funcion f definida sobre la subvariedad que definen las constricciones se-
cundarias es

f={f,H+ X ¢,} ={f, Ha}.

Tal como con las constricciones primarias, tenemos que forzar que las constricciones secundarias
cumplan con las condiciones de consistencia, las cuales pueden generar, a su vez, nuevas constric-
ciones. Suponiendo que el problema se resuelve, este procedimiento contintia hasta que todas las
condiciones de consistencia sean completamente satisfechas en alguna subvariedad final de cons-
tricciones . Por simplicidad, es comuin que en el formalismo de Dirac-Bergmann denominemos
constricciones secundarias a todas las constricciones que resultan de aplicar este método.

1.4. Constricciones de primera y segunda clase

Puesto que la subvariedad final de constricciones esta definida por el conjunto de todas las cons-
tricciones obtenidas en el procedimiento anterior, la distinciéon entre constricciones primarias y
secundarias es fisicamente irrelevante. No obstante, por motivos que ya discutiremos, es importan-
te para nosotros distinguirlas de otra manera. Para ello, hagamos las siguientes observaciones.

Si denotamos con ¢, a cualquier elemento del conjunto formado por todas las constricciones
derivadas, definimos el hamiltoniano total Hr como

Hp = H+ Mg, (1.13)

el cual contiene la informacién completa del sistema. Por construccién, todas las constricciones ¢,
satisfacen las condiciones de consistencia

bp = {bp, Hr} = {dp, HY + XN {bpu, b} ~ 0. (1.14)

Sea C la matriz de rango constante con entradas Cy, = {¢,, ¢, }. Si det C' = 0, podemos tomar
nul C' vectores nulos independientes w; de C' tales que

{wffﬁw ¢V} = wg{(ﬁm (bu} ~ 0, (1.15)

con respecto a todas las constricciones ¢,. Asi que podemos escribir a cualquier solucién A del
sistema de ecuaciones lineales 1.14 como suma de una solucién particular 4 mas una combinacion
lineal arbitraria de los vectores w;:

N =’ + viwl.
Por tanto, la evoluciéon de cualquier funcion f definida sobre X esta dada por
f={fHr} = {f H+u"¢. +v'&} = {f H'} +v'{f. &}, (1.16)

r_ ok
con H' = H+ut¢, v & = w; ¢p.

Si decimos entonces que una funciéon definida sobre el espacio fase es de primera clase cuando
su paréntesis de Poisson con todas las constricciones ¢, es débilmente igual a cero, concluimos que
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el hamiltoniano total es suma de un hamiltoniano de primera clase mas una combinacién lineal de
constricciones de primera clase, ya que

{gia ¢,u} = wf{(ﬁm Qbu} + {w;j, ¢u}¢u = w;/{ﬁbua ¢,u} ~ 0,
{Hlagb,u} = {H + UV¢V7¢;L} = {Ha QS#} + uu{¢ua¢u} + Ui{gia d),u} = 7{¢H7HT} ~ 0.

Ademés, la relacion 1.15 nos muestra que las constricciones &; forman un conjunto completo de
nul C' constricciones de primera clase.

Por otra parte, llamando simplemente funciones de sequnda clase a aquéllas que no son de
primera clase, la submatriz D;; = {x;, x;} de C conformada por los ran C' paréntesis entre las
constricciones restantes x; de segunda clase es invertible. Este hecho nos permite construir un
nuevo paréntesis {, }p, conocido con el nombre de parénteis de Dirac, mediante la expresion

{f.9}p ={f.9} — {f,x:; (D)7 {x;,9}- (1.17)

La utilidad de esta nueva estructura es que podemos promoverla a conmutador cuando cuantiza-
mos nuestra teoria bajo estudio. Asi mismo, este paréntesis nos ayuda a definir a las observables
cldsicas como las funciones cuyo paréntesis de Dirac con todas las constricciones de primera clase
es débilmente igual a cero.

Ademas de que este nuevo paréntesis es bilineal, antisimétrico y satisface la regla de Leibniz y
la identidad de Jacobi (ver la definicién de un paréntesis de Poisson en el apéndice A), el paréntesis
de Dirac de cualquier funcién con cualquier otra de primera clase (resp. cualquier constriccion de
segunda clase) es débilmente igual al paréntesis de Poisson usual entre ellas (resp. es igual a cero).
Entonces podemos escribir también a la expresiéon 1.16 como

f = {fa HT}D
Por tltimo, puesto que D es antisimétrica y
det D = det (D) = det (—D) = (—1)""“det D,

el niimero de constricciones de segunda clase es, necesariamente, par.

1.5. Transformaciones de norma

La forma en la que hemos escrito las soluciones del sistema 1.14 que resulta de las condiciones de
consistencia nos permitié separar a los multiplicadores A\¥ en una parte que esta fija y otra que
permanece indeterminada debido a la arbitrariedad de las funciones v?, lo cual nos indica que, dado
un conjunto de condiciones iniciales de nuestro sistema, su evolucién ya no es tnica. Sin embargo,
en tanto que la mecénica clasica es una teoria determinista, debemos ser capaces de considerar a
estas soluciones como dos representaciones diferentes de la misma configuracion del sistema fisico.

Una de las razones principales por las que hemos introducido el concepto de funciones de
primera clase es que nos permite afirmar que sus campos vectoriales asociados son tangentes a 3
[34]. En efecto, si f es de primera clase entonces, para cualquier constriccion ¢,

0~ {quvf}’ = Q<X¢M’Xf> = Xf[(bu]a

siendo Xy, = (d¢,)* el campo vectorial asociado a ¢, (ver A.1).
Analogamente, los campos vectoriales asociados a las constricciones toman valores en TS, es
decir, son Q-ortogonales a los campos vectoriales definidos sobre Y. Esto es asi porque

Q(X¢u7 Y) = Y[¢M] ~ 07

para cualquier campo vectorial Y € X(X).
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Por tanto, en vista de que los campos vectoriales asociados a constricciones de primera clase
toman valores en TY. N TY+ = ker (Q2|5), los campos vectoriales asociados al hamiltoniano total a
lo largo de la subvariedad final de constricciones, o sea, las soluciones de la ecuaciéon de Hamilton

(X 2Q—dH7)|g =0,

son equivalentes modulo términos provenientes de las constricciones &;.

A partir de este resultado decimos entonces que las constricciones de primera clase generan las
transformaciones de norma. Una manera de convencernos de ello es la siguiente. Consideremos un
estado de nuestro sistema cuya evolucion bajo las mismas condiciones iniciales al tiempo ty esta
dada por dos representaciones distintas de los multiplicadores v*. Haciendo un desarrollo en serie
de Taylor a primer orden de la variable canoénica f = f(¢), tenemos que

F(t) = f(to) + F(1)5t = f(to) + ({f, H'} + vi{f, &}) 6t
= f(to) + ({f, H'} + v3{f, &}) ot.

Luego,

5f = [f(to) + ({f, H'} +vi{f,&}) 6t] — [f(to) + ({f. H'} + vs{f.&}) ot]

: 1.18
= vl{fv 51}5t7 ( )

donde v = (v} — vi).

Con el objetivo de que nuestra teoria no presente ambigiiedades al momento de hacer pre-
dicciones, concluimos que el flujo generado por {-,§;} solo cambia la representacion matematica,
pero no modifica la informacién fisica observable; es decir, el cambio de f es exclusivamente una
transformacién de norma.







Capitulo 2

Estructura de norma del lagrangiano
de Yang-Mills

Para nosotros, una teoria de norma es simplemente una teoria de haces principales y sus corres-
pondientes haces vectoriales asociados. El objeto geométrico fundamental en una teoria de norma
es entonces un haz principal con grupo de norma G, cuya base es el espacio-tiempo de Minkowski
M dotado de la métrica n* = diag(1, —1,—1, —1). Imaginamos a sus fibras como espacios internos
en cada punto de M que no estan contenidos en él.

Desde un punto de vista fisico y matemético, nos resulta importante definir cierta I1-forma
de conexion A con valores en el dlgebra de Lie del grupo G, a la cual llamamos con frecuencia
campo de norma. Las excitaciones del campo de norma en la teoria cuantica de campos asociada
corresponden a los bosones de norma que transmiten las interacciones.

Por lo general, en teoria clasica de campos describimos la configuracion de un campo A a través
de sus componentes A, con respecto a unas bases especificas, las cuales estan definidas en alguna
region de M. El papel que desempenan estas componentes A}, es el de variables independientes
etiquetadas con un parametro continuo.

Cada 1-forma de conexion define una 2-forma de curvatura F, la cual identificamos con la
intensidad del campo de norma. Podemos visualizar a la conexiéon A y a la curvatura F como
generalizaciones del potencial clasico y la intensidad de campo del electromagnetismo (que es
una teoria de norma con grupo de norma U(1)) a grupos de norma posiblemente no abelianos.
Dicha curvatura esta relacionada con el campo de norma por medio de la ecuacion de estructura.
Localmente,

FY, = 0,A% — 0,A% + gfapc AD AL,

siendo g la constante de acoplamiento y fqpe las constantes de estructura del algebra de Lie corres-
pondiente.

Las teorias de norma puras, también conocidas con el nombre de teorias de Yang-Mills, invo-
lucran sélo al campo de norma y a su curvatura. En la fisica, un ejemplo de una teoria de norma
serfa la cromodinamica cuantica (QCD), la teoria de quarks, gluones y sus interacciones; mientras
que una teorfa de Yang-Mills seria una teoria exclusivamente de gluones.

Los campos de materia adicionales, tales como fermiones o escalares, corresponden a las seccio-
nes de los haces vectoriales asociados al haz principal. El punto crucial es que la conexién A define
una derwada covariante

D> = 6%0, — gfapc AL,

sobre estos haces vectoriales asociados, conduciendo a un acoplamiento entre el campo de norma
y los campos de materia.
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Definimos al lagrangiano de Yang-Mills Ly, a través de la siguiente densidad lagrangiana

1 a v
Lo == F FL. (2.1)

A lo largo de este trabajo entenderemos por una densidad de un funcional I como una funcién Z
talque I = [T d3z, donde d3x es el elemento diferencial de volumen usual.
La forma explicita de las funciones Aj; viene dada por las ecuaciones del campo

ILyu ( ILyy )
20 s ) =0, (2.2)
9A 9(0,A2)

las cuales constituyen las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional

S [A% (x / Lo (A%(2),0,A%(2)) d*a. (2.3)

Dicho de otro modo, de entre todas las funciones A, () sujetas a los mismos valores en la frontera de
la region de integracion de Syy, aquéllas que son extremos de esta accion satisfacen necesariamente
las ecuaciones anteriores.
Debido a que las derivadas parciales de Ly, son
a
Owi 1, 0F8

= ——Fu
d a d
0AT ~ 27 9Ad

1 .
— — 0 Sanc P (L0 + AL3}65)

1 aB ge
= —§(gfadeﬁ“Ab + gfaanFOMAL) = —gfacFy AL, (2.4)
v 1., OFL 1

—— = __F = S FM(695853 — 826865) = —F3°,
3(3(,/1%) 97a a(aaA%> 2 a (u vYd v d)

las ecuaciones del campo adoptan la forma
DS F = 0. (2.5)

Llamamos a este conjunto de ecuaciones las ecuaciones de Yang-Mills.

A continuacion, nos proponemos a revisar la estructura de norma de la teoria subyacente a Ly
con el objetivo de compararla con la estructura descrita por el lagrangiano de Yang-Mills extendido
del siguiente capitulo. Aun cuando un tratamiento riguroso de la extension de los resultados previos
a la teoria de campos clasica requiere de técnicas mucho més sofisticadas [35], podemos seguir la
misma linea de los sistemas de la mecanica clasica con un nimero finito de coordenadas discutidos
hasta el momento [24, 25, 21, 18, 36].

2.1. Constricciones primarias

En primer lugar, comprobemos que Ly, es una densidad lagrangiana singular. Para ello, calculemos
lo siguiente:

L OFgP
YM _ — 5066po< _ 6aa6p,8 Sde-
(0, 42)0(0.A%) —  9(0,A5) ( Y

Tratando a 20 como la coordenada temporal, denotamos AZ = QAL = 0A%/92°. Si |l = dimG

entonces la matriz Wy, por bloques

Wi Wi - Wy

War Way - Wy
Woa = | . e o

Wn Wi -+ Wy

12
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tal que, para cada a, b, la submatriz W,; tiene como entradas

0% Ly

(Wab)“l/ _ _ - _ (6OV§MO _ 6005MV)5ab;

0ALOAY,

es una matriz diagonal cuyo determinante podemos calcular simplemente multiplicando a los de-
terminantes de las matrices en su diagonal:

det Wy, = H det W,.

Sin embargo, cada uno de estos factores es cero, ya que cada una de las entradas de las primeras
fila y columna de todas las matrices W,, en la diagonal son idénticamente cero.

Siguiendo la analogia con los sistemas de la mecénica clasica analizados con anterioridad, defi-
nimos el momento conjugado 7/ a la componente Af, mediante

ah = 2 = o (2.6)

cuyo valor obtenemos directamente de la segunda parte de la ecuacién 2.4 al hacer a« = 0 y cambiar
dy B por ay u, respectivamente. De la antisimetria de F}j, vemos que

o) =70 =0 (2.7)

constituyen las nul Wy, = > nulW,, = Y 1 = [ constricciones primarias del sistema. Otro
modo de concluir esto es notando que las expresiones Fg; y F% no contienen a las velocidades Af.

2.2. El hamiltoniano canénico

Para imponer la condicién de consistencia sobre las constricciones primarias necesitamos encontrar
antes la expresién del hamiltoniano canoénico, el cual esta dado por

H= /Hd% _ / (Agw;; - ,cYM)d%, (2.8)

donde hemos introducido a la densidad hamiltoniana candnica H en términos de la densidad
lagrangiana Lyy;.
Cuando p es un indice espacial i, la expresion 2.6 toma la forma

mh =F0 = 0'A) — 0" A}, + g fape AJAY = — Al + (000" — gfach A}) AL
= Al + D!, AY.

Por lo tanto, bajando algunos indices con ayuda del tensor métrico n,
A} = + D* Ag.

A partir de esta expresion, tenemos que

. . ) 1 . 1 ..
H = ALl — Lo = (mo + DAY + S F Fiy +  Fo B
) ) 1 . . 1 .. 1 . . 1 .. )
= (m, + D§* Ap)ml, — 5“2772 + ZFiij} = 5”2”2 + ZFa”Fi(; + m, DI A

13
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Entonces, hasta un término de superficie, el hamiltoniano canénico queda como

H= / (QW;W; +FiF + W;ngAg> &z
1

. 1 .. ) )
= / (QW;W; + FF - ASDrrl 4 81-(7rf1A8)> dx

1,1 N
_ / (27r;7r; + 7 FiFS - Af;Df%;) &z,

usando el teorema de Gauss sobre el altimo término en la segunda linea y suponiendo que se anula
en la frontera de integracion. Asi que, si redefinimos a H como

|
H=miml + ~FIF,

smama+ 1 Fa o — AYDYrl, (2.9)

ella seguira siendo una densidad de H.

Llegados a este punto, nos conviene introducir un par de conceptos. Si Z es una densidad de
I que depende de las funciones ¢, (x) y de sus primeras derivadas parciales 0,¢,, definimos la
derivada funcional de I con respecto a ¢, mediante la expresién

ol o o
o= 7~ o0 (210

Por ejemplo, las derivadas de H con respecto a las variables Aj) y m/ son

0H oOH OH - Ont ot oot

seg = ang = (o) = (g oty ) =0 (400 55575

= 3, (rf + DA,
oH OH oH
-2 (s8%)

5Ad ~ 9Ad 3O AL)
L OAS Y CDAS 1 _..0(0;A% — 0;A%)
— b 17 J lga i 0 b_1 7 _ - oig 7 J44
(gfabcAzFa 8Ag Dz 7TaaAg +gfbacA07raaAg) Ok (2Fa —8(8kAg) )

=03 (—DI*FI" + g foaaAjml,) — 66 Dixl.

A partir de esta derivada definimos el paréntesis de Poisson entre los funcionales F''y G que
dependen de A%, 7# y de sus primeras derivadas parciales como

l],’
O0F 6G 0G OF
{FvG}:/<mw‘mw> &' (2.11)

m a m a

2.3. Constricciones secundarias

. . . 1 . 1
Usando las expresiones de las derivadas de H y suponiendo que (;S& ) es una densidad de <I>£1 ), las
condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias conducen a

(i)z(zl) = {(I)t(zl)’ Hi} = {(I)t(zl)’ H}+ /\5{(1)((11)’ (I)gl)} = {(I)z(zl)7 H}
_ / or? O0H  oH ol P — — 0H
- AL 675 SAL Ory B SAg

debido a que el paréntesis de Poisson entre las constricciones primarias es nulo:

or9 or? or? or?
(b(l) (b(l) :/ a s s a 3. .
(@ 07 9Ad org ~ 9Adong )40

Bz = / DPrid3x ~ 0,

14
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De manera que las relaciones
¢ = D%l ~ 0 (2.12)
constituyen las nul Wy = [ constricciones secundarias, con W; la matriz con entradas (Wi)a =
{:), o)),
Para averiguar si existe un conjunto de constricciones terciarias, debemos imponer ahora la
condiciéon de consistencia sobre las constricciones secundarias. Notemos antes lo siguiente:

502 o0 on0 s0Y 5o
q><2>c1><‘1>:/ o ZTs  ZTs D70 ) By = ¢ By —
{27, .7} 5AL 9re ~ DA 579 & 5A ¢z =0,

debido a que ¢£12), densidad de <I>22), no depende de las funciones A%, 7Y ni de sus derivadas.
Entonces

P = {0), Hy} = (2P, H} + X*{0P, 2V} + 0°{2(Y, &)}
={e® H} +6° {2, 0)}.

Calculando las derivadas de @22),

502 9gp? 9> 0AC N :
— O m = —gfabc@% = —5i Qfabdﬂ'm

SAd Al

(2) () (2) i i
0 a a . i
) o ¢ — 0¢ ) = g s 87'(2 g, (0, 775;)
om§ on§ 0(0;79) on§ 0(0;m9)

= _63(661“81' - gfdacAg) = _62D;‘ia7

el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias, hasta un término de superficie, es

5o 60 60 5o > :
{(b((IQ)’@\(SQ)} :/<5Z@ ot - 0A% 57:’ d3m:/(gfabledéﬂ-lZ)_ngbdDgaﬂ-é)dsx

= / (gfabdadsawz—gfsbdéd“am;;+92(fabdfsdc—fsbdfadcmfwz)d% (2.13)

= / (gfabsaiﬂ'g + ngbdcfsabAfﬂ-Zl) dgl‘ = gfsab/Di‘)szlde = gfsab(bl(;z) =0,

donde hemos utilizado la identidad de Jacobi fupqfsdc + fosd fade + fode fsad = 0 sobre las constantes
de estructura.

Por otra parte, el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias y el hamiltoniano
canénico es

(2) (2)
D D4
{(13512),H}:/<5 0" 0H 9 - >d3.’IJ

SAL ot §AL Sr
-/ (<gfbadw;;><wz 1 DI AZ) + (D) (~ DR gfbchsw)d%,

el cual, una vez que hemos agrupado adecuadamente a los términos en el integrando, podemos
escribir como la suma de las siguientes expresiones:

P = /gfbadﬂzi,ﬂfid%,
P, = —/DgaD;-ichid?’x,

Py = / (gfbcdD?“(Agﬂi) - gfabdﬂincAS) 3.
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Estudiemos con més detalle a cada uno de estos sumandos. Para comenzar, el primero es idéntica-
mente cero, pues, al intercambiar los indices b y d, obtenemos fpaam,ml; = — fraamimy:

P = / 9foaamymyd’z = 0. (2.14)
Igualmente,

a c gt 1 a c gt c 1)
Py = —/Dgl DYFlid*x = —5/ (Df (DJFJ* — D} Fg))d%

! (2.15)

a c a c %] 1 17
=3 / ((Dgl DY° — DY Df')Fj)d% = §/gfach;§ng3x

es cero, ya que FgFC” es simétrico ante el cambio de los indices d y ¢, mientras que fu4. €s
antisimétrico. Hemos usado, desde luego, el hecho de que fo’ijC - Dl‘,‘l’DZC = gfavcF, SV.
Por tdltimo, con respecto al tercer sumando tenemos

Ps = / <9fcbdela(A87Tz§) - gfabdﬂinCAf))dBJC
= / (gfabcASaiﬂ-é + 92(fabdfdce - fcbdfdae)AfASTr};) de (216)

= / (gfachg'(sdbai - gfbdeAw:;) Br = gfape / oD AsdPr = 0,

hasta un término de superficie.

En otras palabras, {<I>((12), H} = Py + P>+ P; = 0 y entonces no existen constricciones terciarias.

2.4. Transformaciones de norma

En la seccién anterior comprobamos que todas las constricciones de la teoria descrita por Ly, son
de primera clase. Entonces el generador de las transformaciones de norma serd una combinacion
. . 1) (2 .
lineal de todas las constricciones (¢,,) = ( S )) que obtuvimos:
_ ag(l) by (2)
G =00 + "0y,

Considerando que Ay, es una densidad de AZ’ tendremos que

oy [ (PASG 5 ARY o [ 0G
{AO’G}_/<5Ag 575 5Ad w)“_ PR

so) o0l f
/(U“ 50 + P 57:_’0 d?’x:/v“dsx,

oo [[OAY GG 6G AT\ 4 [ 0G 4
{Ai’G}_/(aAg(swg 5Ad 5wg)“_/5w;‘ld‘”

L
—/(va Sri +vbﬁ d3x:—/bevbd3x.

Este resultado nos indica que §A2 = v® y §A¢ = —D%v®, por lo que debemos hacer v® = —Dgbv?
si queremos mantener la covariancia de la teoria. Por tanto, de la arbitrariedad de las funciones
v?, el generador G es de la forma

G/( gbvbﬂngvbchﬂi)dgm (2.17)
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y las ecuaciones de Yang-Mills son invariantes bajo el cambio
a 1a _ Aa ab_b
Al — Al = Al + D’

Esto es asi porque el lagrangiano de Yang-Mills L., es invariante bajo la transformacién de norma
que genera G. En efecto, notando que, a primer orden en las funciones v® y en sus derivadas
parciales, la variacion de Fjj, es

SFy, = Fi, — Ff, = 0,(Ay — AY) — 0,(A% — AS) + gfave(A) A5 — A AY)
= _gfabcvbauAlc/ + gfabcvbauAZ - 92(fadcfcbe + facefcbd)AZAle/vb
= _gfabcvb(auAi - &JA;CL + gfcdeAZAi) = gfachﬁyUCa

concluimos que la variacion de Ly, es cero:

1 1
0L = = (L OFy, + SFLVF,) =~ FLVOF,, = —% Fabe FI Fb0° = 0, (2.18)
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Capitulo 3

Estructura de norma del lagrangiano
de Yang-Mills extendido

El analisis de las constricciones del lagrangiano de Yang-Mills del capitulo anterior nos servira para
estudiar la estructura de norma del lagrangiano de Yang-Mills extendido, el cual es el objetivo
primordial de este trabajo.
El lagrangiano de Yang-Mills extendido Lv\g esté definido por la siguiente densidad lagrangiana
[37]:
Lome = Lon + L0 + ﬁiﬂi'v‘)dd7 (3.1)

donde LSPTeven v £ortodd gon términos que introducen violacion de la simetria de Lorentz: el

primero par bajo las simetrias discretas CPT; el segundo, impar. Localmente, estos términos estan
dados por

) 1
LR = = ke ELFS, o)
3.2
T 1 g
L5 = =5 (har ) (A3FS, = & func A ALAT)
donde kr es un tensor de tipo tensor de Riemann (k:%”/\p = —k:;“/\p = —k%”p’\ = k}p“y) v karp es

un vector de SO(1,3) constante.
Al igual que en el caso anterior, la forma explicita de las funciones A, viene dada por las
ecuaciones del campo

8EYME 8£YME
-0y | =—=——— | =0. 3.3
dASL <8(81,Ag)> (3.3)
En vista de que las derivadas parciales de Ly son
0L , DA o OAS 1 0AC
— acFNVA v ack,ul/ PEa A P Z(k /\puuFa 4
oan = ~9FaeF Ay~ oaneky b g — g R EL G
1 Apuv pAa baA(l; 1 Appv baAg
- §gfabc(kAF)>\€ ot APAM 614% + zgfabc<kAF))\€ P AZAM aAg
1
= g ora A (F27 + K P E) 4 5 (kap)aeo Dt A, (34)
aEYME — _lF'uy a}Tﬁlj _ lk%V/\p a a}:‘)(\lp _ 1<kAF))\€)\plLyAa aF;LLV
8(8aAg) 2°° 8(8aAg) 2 kv 8(8aAg) 4 ”8(8,114%)
(e} ro ]‘ (e}
=Ly F— k; ﬁng - §(k‘AF)/\€/\p BAg,
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y agrupando los términos resultantes de una manera adecuada, escribimos a este conjunto de
ecuaciones de manera compacta como

« 174 1 14 1 vu
Dy (Fc’f” + kg S + §(kAF)/\€>\pu A;‘j) - §(lfAF)A~€A 109, A =0, (3.5)
o bien,
« v a 1 1%
DI (FI + kP RS y) — 5 (kar) NG L) (3.6)

Observamos que si omitimos la contribucién de LTV (kp = 0) y de £L$55:044 (k4 = 0) entonces

recuperamos las ecuaciones de Yang-Mills 2.5.

3.1. Constricciones primarias
Siguiendo el procedimiento que utilizamos en el capitulo 2, primero debemos verificar que la den-
sidad lagrangiana Ly, es singular. Para ello, notamos que

82LYME
(05 A5)0(0a Af)

= (6770m = 6757 4 k(6767 — 070L) ) dea

vu nv

Nuevamente, tratando a z° como la coordenada temporal, denotamos Az = OpAj, = 0A;,/ ozY. Si

! = dim G entonces el determinante de la matriz diagonal Wy, por bloques

Wi Wi - Wy

War Wag -+ Wy
Wowe = | - c

Wiy Wye -+ Wy

tal que, para cada a, b, la submatriz W, tiene como entradas

82 ‘C'YME

W)y = 2 =
(W)™ = 5 dsodt

— (8060 — 66 + kg (630% — 855%) ) Gub
es el producto de los determinantes de las matrices en su diagonal. No obstante, justo como en la
teoria usual, cada uno de estos factores es cero, ya que cada una de las entradas de las primeras
fila y columna de todas las matrices W, en la diagonal son idénticamente cero.

Siguiendo la analogia con los sistemas de la mecanica clasica, definimos el momento conjugado
7} a la componente Aj, mediante

oL o a0 a1 .
T = &ZLAE S R i S §(kAF),\e>"’“0Ap, (3.7)
"

cuyo valor obtenemos directamente de la segunda parte de la ecuaciéon 3.4 al hacer a = 0 y cambiar
dy [ por ay u, respectivamente.
A partir de la antisimetria de Fg,

@ . de kp (en sus primeros y ultimos dos indices) y de € vemos
que

oM =m0 =0 (3.8)

constituyen las nul Wy, = >, nulW,, = > 1 = [ constricciones primarias del sistema, justo
como en la teorfa de Yang-Mills usual. Otro modo de convencernos de esto es por medio de las
expresiones

F(Sli = 80A§1 — &Ag + gfabcAgA'f’
B 013,04 ajae

ya que ellas no contienen a las velocidades Ag
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3.2. El hamiltoniano canénico

Para imponer la condiciéon de consistencia sobre las constricciones primarias necesitamos encontrar
antes la expresién del hamiltoniano canoénico, el cual esta dado por

H= /Hd% = / <Agw5 — EYME> 3z, (3.9)

donde hemos introducido a la densidad hamiltoniana candnica H en términos de la densidad

lagrangiana L.
Cuando p es un indice espacial i, la expresiéon 3.7 toma la forma

1
2
1a ac Ac 07/ 1a a iki a i a
= A7 — D AG — 2k (A — DY A) + KiFOFS + < (kap)re M0 AG

mh = Fl0 + kpPOFSy + < (kap)re 0 AL
1
2

107\ Aa 107\ Hya ijk rpa 1 i qa
= (01 — 2Ky ") AT — (81 — 2K ) DR AG — kg7 F — 2 (kap) a0 A7,

donde hemos bajado algunos indices con ayuda del tensor métrico 7. Por tanto, contrayendo ambos
lados de esta ecuacion con 6% + Zk?,zoj y manteniendo términos hasta primer orden en kp y kap,

tenemos
A} = (09 + 2k )m] + DI AG + k" Ffy 4 5 (kap)ae ' Ay

A partir de este resultado, podemos escribir explicitamente al hamiltoniano canénico como

_ Aa_p _ Aa_i __ pcpT-even _ pcpT-odd
H= Auﬂ-a ‘CYME - Az Tq ‘cYM ‘CYMLV ‘C’YMLV

ja i 1 i 0ijk 1ha 1 i Aa a 1 ik cim ijkmy pa a

+ = (kap)AeMTASFS — %fabc(kAF)AG)\pMUAZAzALC/'

>~

Observando que, a primer orden en los tensores kg y kap, los primeros dos términos del pentltimo
renglon de la expresion anterior son iguales a

fa, i 1 i 0ijk rha 1 i qa a
Ai Ta — 5 (ﬂ—a - kFJ ik — i(kAF))\e)\pO Ap) FOi
ia i 1 i 0ijk rha 1 Ap0i pa {a ab Ab
= Alm, — 5 T, — kp jk — g(kAF)AE Ap (A7 — D" Ag)
1 i 0i05\ i _j i Ma Oijk_i a1 i qai
= 5(5a + 2k i 4wl DEP AL + kol B+ 5(]6,41;‘))\6)\#0 Abrl,

la densidad hamiltoniana canoénica es igual, hasta un término de superficie, a

1 ij 105 i g 17 1 ma 1 i Aa, 1 a, 1
H =5 (07 + 2k )mom) + K m Ffy + 5 (kap)ae™ A, — AGD)*m, 510)
1 ik cjm ijkm a a 1 ij Aa a g v Aqa c .
+ 1(5 oI 4 kY VE F, + Z(k‘AF)AE/\p TAQFY — ﬁfabc(kAF)AGApu ApAzAw

donde hemos obtenido el término —A$ D7t al aplicar el mismo razonamiento que en la teoria

usual.
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3.3. Constricciones secundarias

Ahora procedemos a imponer las condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias.
Para ello, nos conviene calcular primero las derivadas funcionales de H con respecto a AZ y TH.
Estas son

0H

a a, i 1 07,1 (%% a pa
57 = % Dif*mg + 1 (kar)a (2% + €V Fjj = g fapae™ " A AL)

Pt

j

(6% m (3 m ? km a a TRM a 7 m a a
+ oy, (gfbad”a Af — (567 + kKRN D B — 2k9iF ™ Dyl el — §(kAF)A6A”k Dy AP)’

oH

5o = 0h ((5” + 2kl + kYR (kAF),\e*’JOiAz + Dgleg> :
Td

Suponiendo que qbt(ll) es una densidad de <I>((11) y a partir del hecho de que {q)fll), @gl)} =0, las
condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias conducen a

oM = {olV), 01} = {2V, H} + x*{oV, oV} = {o(V), H}
_ / orY O0H  oH orl P — 0H P
0Ad 6mg  0Ad On§ 0AG

= / (D?bﬂ'é — Q(kAF)keko”ﬁiA?> d*z = 0.

Entonces las relaciones )
o2 = D¢bxi §(kAF)kek0ij6iA? ~0 (3.11)

constituyen las nul W7 = [ constricciones secundarias y percibimos que el término L£JF7°V°" no
introduce términos adicionales a las constricciones secundarias de la teoria usual, siendo Wi la
matriz con entradas (Wy)gp = {@él), <I>l()1)}.

Para averiguar si existe un conjunto de constricciones terciarias, debemos imponer ahora la

condicién de consistencia sobre las constricciones secundarias. Notemos antes que

(2) 5.0 0 (2) (2)
ORI :/ 0@y Omy  Om) 0®q Py — /5@ P —0
a s (5Ag ong 8Aal org 5A3 )

)

ya que gzﬁa , densidad de <I>,(1
manera,

, no depende de las funciones A2, 70 ni de sus derivadas. De esta

D= (6, o) = (00, H) + A (0 00} 1 6° (02 02}
= {‘1)1(12)7 H} + 95{(1)((12)5 (1)22)}'

Calculando las derivadas de ®, 2)

007 0¢y 095 DAS 1 R0 9(0;A%)
= — = %]
FAT = oA O\ 80,AD) ) T e pagTh Ao (a(a Ad)>
| g
=6 (gfbadﬂzl, - z(kAF)kekO”(Sad@j),

oo _ oo (06 \ _ fupede 0T gang (000 )
570~ oma 9\ aymey | T THaediga 8(0;73)

= _53(6daai - gfdacAzq) = —%Dga,
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el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias, hasta un término de superficie, es

(2) sp(2) (2) 552
{(I)(Z) (I)(Z)}:/ 5@0, 5@3 _5@5 6@0“ dgx
“oe §A? omi  SA¢ om)

) 1 .
= / (gfabdeSwzgfsbdeawHQ(kAFne’“O”g(fmbfasbmjA?)d% (3.12)

1 .
= gfsat / (D?dwg - 2<kAF)ke’“°”a¢A§)d3x = gfsar®” =0,

donde hemos ocupado el resultado obtenido en 2.13.

Por otro lado, el paréntesis {<I>£l ),H } entre las constricciones secundarias y el hamiltoniano
canonico es igual a

00y 6H  §H 50 , o |
{0, H} = / ( d*z = / [gfbad<(6””+2k0Fm03)7T§7T£"+k%mijfk7r£"

§Ae rm  §A Smm
+ ;(k‘AF)AeApommTAz> + gfeaam DL AL + %(kAF),\eAOim(aﬂ(T + ;DAY + Ddari)
LA DI DY — & Fopa(har) a7 DI (AT AL) 4 g foea DY (7 AY)
— (6" §I™ + k) Dda DI FY — 2k m Dde Dt r — %(k AR AT DI DAY | dPa,

al cual, una vez que hemos agrupado adecuadamente a los términos que lo componen, podemos
escribirlo como la suma de

P = / 9foaa(8Y + 20 )mimd’,
ik sgm ijkm a
Py=- / (8% 67™ + k") Dy DY Fy ',
Pr= [ (oFmaD Ak - afucart D 28 )
1 g
P, = /i(kAF)kekOU (&D;?bAg - D;.la(DldbAg + gfdch?AS))de,

Ps = / k99" (g foaaFlh, — 2D DY i do e,

1 . ) . AN
P6 = /i(kAF)kekO” (Dsa’ﬂ'g + &-wﬁl - gfbadAgl’/Tl])>d3$,
1 -
P, = / 1 Ukear) N (D,‘f“Fi‘j- — gfeba DR (ATAL) — 2DgaD§”’A§?> 3.

Nos podemos dar cuenta que las primeras tres integrales son muy similares a 2.14, 2.15 y 2.16
que definen el paréntesis de Poisson entre las constricciones secundarias y el hamiltoniano canénico
de YM, por lo que podemos aplicar los mismos argumentos para concluir que P = P, =0y

1

Ps+ Py = gfabc/A(C)D?dﬂ'fid?’x + / 5

(kar) e (&‘D}leg - D?a(az‘Ag)>d3$
. 1 y
= Gfube / ASDY i 4 g fyae / 5 (kar)ies (@-(A;Ag) + A;&-AS) &

. 1 . . .
= g fabe / (Agpfdw; - Q(kAF)ke’“‘)leg@iA?)ddx = G fabe / AsoP dPx = 0.
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Ademas, la antisimetria de kp (en sus primeros y ultimos dos indices) y de € nos indica que
Ps = /k ]k (9foaa ), -|-Dd“Ddb DZ“D.?b)Wédga:
k .
/kow gfbad ik T+ gfabd )Widgx =0,

1 . . -
Ps = / 5 (kbap)ee™™ (D my + Di*m))d’x = 0,

1 y ,
P = / Z(’“AF),\G’\IW (DZGF{; — gfaba DR (AFAY) + gfabdekAﬁ-’> &’z

1 y
—l/4Uth€W”<&£E§—ghmA%ﬁ)+gﬂwﬁmaﬁAﬁﬁ)fﬁ

1 .
=/wamﬁwm%ﬁ—maﬁm%za

donde hemos usado la identidad de Jacobi en el término 4 (kap) e fepq fdaeAgA?-Az de P;.

En otras palabras, {CI),(IQ), H} =3, P, =0y entonces no existen constricciones terciarias.

3.4. Transformaciones de norma
Acabamos de comprobar que todas las constricciones de la teoria descrita por Ly son de primera

clase. Entonces el generador de las transformaciones de norma seré una combinacion lineal de todas

( Ell) (2))

las constricciones (¢,,) = que obtuvimos:

G =v'ol 4+ vbfbl(f).

Considerando que Ay, es una densidad de AZ, tendremos que
SAL 6G 6G SAL\ 5ol
d’r = @ d
0 G} = / (6Ad ors  0Ad (571'3‘) ‘ / V0 O
= / v d3z,
SA? 6G  §G 6AL , 00
A? = T G P “Fb g3
{Af G = /(Mgaw 6Ag57r§‘>dx /“ o 4T
= —/D?bvbd?’x.

Por tanto, este generador transforma de la misma manera a la conexion A y a su curvatura F' que
el generador de las transformaciones de norma de YM,

SAS = Dito”,
5F;UJ gfab(, uv¥

y toma la forma
1 s
G = / {ngvbﬂg + ° (DSC L — Q(kAF)keko”&A?) ]d?’x. (3.13)
Luego, las ecuaciones del campo 3.6 son invariantes bajo la transformaciéon que induce G, pues la

accion

SYME /EYME a Aa( )) T
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lo es hasta un término de superficie. Para convencernos de ello, recordemos que la discusion del

capitulo anterior nos dice que 0Lyy = ILIET V" = 0. Entonces

0Lyne = 0Ly + 5£$;Kf"e“ + §LepT-odd _ 5 rcPT-0dd

1 v a a g a (&
=~ (karne (8(A5FL,) — £ farcd(AZALAT))
Sin embargo,
S(AJF,,) = F,0AT + ADOF,, = 0,(v"F,) — gfabcvaap(AZAﬁ),
gfabc(S(AZAZAlC,) = gfabc (ap(UaAZAi) - Uaap(AZAyc/)) - g(fabcfadc + feacfadb + febafadc)A;AZAycjvd
= g fabe <5p(v“AZA‘,j) - v“(?p(AZAf,)) )

De esta manera,

1
0Ly = _E(k‘AF))\EAp}w (ap(UaF;(;u) - gfabcap(vaAZA$)>
) (3.14)
=9, (Q(kAF)AeWwaMA‘;) .
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Conclusiones

Observamos que la estructura de norma de las teorias de Yang-Mills y Yang-Mills extendida son
muy semejantes. Para comenzar, el conjunto de constricciones de YM y de YME tienen la misma
cardinalidad, con lo cual podemos afirmar que el niimero de grados de libertad, es decir, el ntimero
minimo de variables fisicas independientes necesarias para describir a estos sistemas, coincide en
ambos casos.

Especificamente, las constricciones de YME son

o) = 7o,

¢ = Dy — ~(kap)p€e™ 0, A%,

1
2
de las cuales solamente las secundarias difieren con respecto a las constricciones de YM en un tér-

mino proveniente de £S1:°44. Todas estas constricciones son funciones de primera clase y satisfacen
las mismas relaciones que las constricciones de la teoria usual:

(@ 2,y =0,
{oV, 0} =0,
{CD((f)v CDI(;Q)} = gfbacq)g)-

De igual manera, notamos que las ecuaciones del campo

(kap)xe™"Fl =0

a v [ v a 1
DI(FM + kP Fay) — 5

(que se obtienen a partir de la densidad L) son invariantes, hasta un término de superficie, bajo
la transformaciéon que induce su generador de transformaciones de norma,

a ia _ ja ab, b
Al — Al = Al + Do,
cuya forma explicita viene dada por la siguiente expresion:

G = / {ngvbﬂg +o? (ch L — Q(kAF)keko”aiA?) ]d?’x.
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Apéndice A

Descripcion geométrica de la
mecanica clasica

Es comun dentro de la mecéanica clasica que, mediante un analisis cualitativo, seamos capaces de
asociar a cierto sistema fisico un espacio de estados y una funcién que determine su evolucion de
un estado a otro. En el formalismo lagrangiano, desde un punto de vista abstracto, el espacio de
estados correspondiente estd descrito en términos de todas las posiciones y velocidades posibles,
y derivamos las ecuaciones que gobiernan el movimiento del sistema, las ecuaciones de Euler-
Lagrange, a partir del lagrangiano.

Consideremos un sistema conformado por una particula moviéndose libremente en un espacio
de tres dimensiones. Cualquier estado fisico de este sistema queda completamente descrito por
la posiciéon y el momento lineal de la particula en algtin instante de tiempo, asi que el espacio
de estados seria simplemente R3 x R3. No obstante, si ahora restringimos su movimiento sobre
la superficie de una esfera, la cual posee una estructura de variedad suave de dimensién dos, el
momento lineal de la particula seré siempre un vector tangente a la esfera; es decir, cualquier
estado de este nuevo sistema seria un elemento del haz tangente 7'S? de la 2-esfera S? C R3?, el
cual no es isomorfo a S? x R2.

El concepto de una variedad suave nos permite aplicar las ideas del célculo sobre espacios
arbitrarios. La definicién béasica de diferenciacién involucra diferencias de los valores de una funcion
en dos puntos cercanos. En el caso de la 2-esfera, sin embargo, no existe un modo natural de restar
dos de sus elementos. Este problema se soluciona si le dotamos un conjunto de coordenadas locales,
procedimiento que podemos visualizar como si cubrieramos a S? con pequeios pedazos de papel
cuadriculado. Evidentemente la eleccion de los pedazos de papel es arbitraria y el hecho de cambiar
un pedazo por otro representa a una transformacién de coordenadas. Del mismo modo, una pequena
flecha pegada a S? puede ser descrita en términos de sus componentes con respecto a los ejes del
pedazo de papel donde esti pegada. Cuando cambiamos de pedazo, la flecha no cambia, pero si
sus componentes. Un vector tangente a la 2-esfera seria entonces la coleccion de estas componentes
transformandose de una manera especifica.

Suponiendo que @ es el espacio de configuraciones de dimensién n de un sistema mecéanico,
veremos a continuacion que podemos modelar al espacio fase de cualquier sistema mecénico clasico
como una variedad simpléctica, esto es, una variedad suave T*@Q junto con una forma simpléctica
Q, la cual generaliza al paréntesis de Poisson. El caracter fisico de dicha variedad simpléctica es
puramente cinematico; la dindmica del sistema estd determinada por una funcién real H definida
sobre el espacio fase, llamada hamiltoniano. Las curvas integrales del campo vectorial que soluciona
las ecuaciones de Hamilton asociadas a H seran las trayectorias dinamicas del sistema en el espacio
fase.
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El formalismo hamiltoniano

Variedades simplécticas

Sean V' un espacio vectorial real de dimension finita y w : V' x V' — R una formal bilineal sobre
V. La forma w se dice no degenerada si w(vy,vs) = 0, para todo vy € V, implica que v; = 0. La
transformacion lineal w” : V — V* tal que v; — w’(v;) = v§ € V* esta definida por

U?(U2) = w(v1,v2),

es un isomorfismo si, y s6lo si, w es no degenerada. Si w es, ademaés, antisimétrica entonces decimos
que es una forma simpléctica sobre V. Llamamos al par (V,w) un espacio simpléctico lineal.

Definimos a los elementos de la matriz de w con respecto a la base {e;} como w;; = w(e;, e;).
En este caso, si u = ule; y v = vjej entonces w(u,v) = uiwijvj. Debido a que la representacion
matricial de w’ con respecto a las bases {e;} y {e’} es igual a la traspuesta de la representacion
matricial de w con respecto a la base {e;}, esto es, (wb)ji = wj;, la no degeneracion de w es
equivalente a detw # 0. En particular, todo espacio simpléctico lineal es de dimension par, pues el
determinante de una matriz antisimétrica con un ntimero impar de filas y columnas es cero.

Esta definiciéon se extiende facilmente al caso de variedades. Sea M una variedad suave de
dimension finita. Cualquier 2-forma w sobre M define un morfismo de haces vectoriales w® : TM —
T*M tal que su restriccion a cada fibra |, : T,M — Ty M esté definida del mismo modo que
en el caso lineal. Este, a su vez, induce un morfismo entre los modulos de las secciones de dichos
haces vectoriales, el cual denotaremos con el mismo simbolo w’:

Xd(X)=X"=X,w.

El rango ranw y el nicleo ker w de w son, respectivamente, el rango y el nicleo w’. Llamaremos a
cualquier 2-forma cerrada w una forma presimpléctica (resp. forma simpléctica) sobre M si su rango
es constante (resp. si es no degenerada), y decimos que el par (M, w) es una variedad presimpléctica
o una variedad simpléctica dependiendo del caracter de w. Observamos que si w es una estructura
simpléctica sobre M entonces la variedad tiene dimension par, digamos 2n. En este caso, w” es un
isomorfismo y denotaremos por w! a su morfismo inverso.

Si (M,w) es una variedad simpléctica, podemos asociar a cada funcion real f € C*°(M), salvo

una constante, un tnico campo vectorial X; sobre M mediante
X; = ()" (A1)

Esta condicién equivale a decir que la 1-forma X ;_w es exacta. Dado un campo vectorial X € X(M),
diremos que es hamiltoniano si X 1w es exacta y que es localmente hamiltoniano si X Jw es cerrada
o, equivalentemente, que £xw = 0.

Un resultado muy importante dentro de la geometria simpléctica es el teorema de Darbouz, el
cual afirma que alrededor de cada punto de una variedad simpléctica (M,w) existe una carta en
el cual w es constante. Como consecuencia de esto, existe un sistema de coordenadas candnicas
(¢, p;) alrededor de cualquiera de sus puntos tal que la expresion local de w es

w = dq" A dp;.

En toda variedad simpléctica (M, w), los isomorfismos w’ y w! estan caracterizados localmente por

o b
9\’ ;
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Paréntesis de Poisson

El paréntesis de Poisson proporciona una estructura geométrica similar a la nocién de geometria
simpléctica. Sea M una variedad suave de dimension finita. Definimos a continuacién una funciéon
{,}: C®(M) x C°(M) — C°(M) bilineal y antisimétrica que satisface para cada f,g,h €
(M)

a) {f,{g:h}} +{g,{h, f}} +{h,{f,g}} = 0 (identidad de Jacobi),
b) {fg,h} ={f,h}g+ f{g,h} (regla de Leibniz).

Nos referimos a {, } como un paréntesis de Poisson sobre M. Puesto que existe una biyeccién entre
campos vectoriales suaves sobre M y derivaciones de C*°(M), la propiedad b) garantiza, para cada
f € C>(M), la existencia de un tunico campo Vy € X(M) tal que Vyg = {g, f}. Denominamos a
los campos Vy hamiltonianos y decimos que f es el hamiltoniano de V.

Usando la expresion en coordenadas de Vy, tenemos que

dg
0z¢"

Observamos entonces que la estructura del paréntesis de Poisson esta capturada por un campo
tensorial dos veces contravariante y antisimétrico P sobre M, al cual llamaremos tensor de Poisson
sobre M. Es claro que sus componentes satisfacen la identidad de Jacobi
ik
eijkpll% =0,

siendo ;5 el simbolo de Levi-Civita en tres dimensiones. Reciprocamente, cualquier campo 2-
tensorial antisimétrico que satisfaga la identidad de Jacobi define un paréntesis de Poisson por
medio de A.3. Llamamos al par (M, P) una variedad de Poisson si P es un tensor de Poisson.

Si (M, P) es una variedad de Poisson, podemos definir un morfismo entre los haces T*M y TM
de una manera similar como lo hicimos para una 2-forma w sobre M. Si el rango de este morfismo
es constante y maximal (igual a dim M) y si, para toda g € C*°(M), {f,g} = 0 entonces podemos
concluir que la funcion f debe ser constante; por el contrario, existiran funciones de Casimir C
tales que {C, g} = 0, para toda g.

Ahora bien, si (M, w) es una variedad simpléctica, podemos aprovecharnos de la regularidad de
w” para definir un paréntesis de Poisson' sobre M mediante

{f: 9} = w(Xy, Xy), (A.4)

para cualesquiera f,g € C°°(M). En efecto, la identidad de Jacobi equivale a la cerradura de w.
Algunas de las propiedades que relacionan a este par de estructuras son las siguientes:

(oh = g2 (2, 29)

zJ

(A.3)

i) Cualquier par de funciones f,g € C*°(M) satisfacen

{f,9} = Xof = =Xy,
[vaXg] = _X{ﬁg}'

ii) En coordenadas canénicas,

gy =gl o0 - 2L 20
) dq' dp;  Op; O¢'
IDe hecho, toda variedad de Poisson (M, P) con un tensor de Poisson invertible es equivalente a una variedad

simpléctica (M, w) [38, 34].
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Las ecuaciones de Hamilton

Si (¢) es un sistema de coordenadas sobre U C Q y 7 : T"Q — @ es la proyeccion canénica del
haz cotangente de Q, las coordenadas fibradas inducidas (¢*, p;) sobre 7=1(U) C T*Q son tales

que
q>
siendo v, € 7~ 1(U).
Definimos la 1-forma de Liouville © sobre T*@Q de modo que, para cada v, € T*Q y X, €
1,,(T*Q),

q'(vq) = ¢'(q),

0
pi(vg) = vy <8qi

®Vq (XVq) =Yy (Tr*Vq (qu)),

donde 7., : T, (T*Q) — T,Q. En coordenadas canénicas, la 1-forma de Liouville © esta dada por
O = pidq". (A7)

A partir de ella, podemos definir la 2-forma candnica 2 = —d© sobre T*@Q, la cual es no
degenerada. Por tanto, T*(@Q posee una estructura simpléctica intrinseca donde todo sistema de
coordenadas sobre @) induce coordenadas canoénicas sobre 7*(@. Deducimos que la expresion local
de Q es

Q = dq' A dp;. (A.8)

Dada cualquier funcion f € C°(T*@Q), podemos interpretar al campo Xy como la direccion de
cambio en el espacio fase generada por la funciéon f. Si f corresponde a una de las coordenadas
canonicas, Xy estard definido a lo largo de su momento canénico. En este sentido, el campo vectorial
hamiltoniano generaliza la nociéon de momento para una funcién arbitraria del espacio fase.

Sea entonces H € C*°(T*Q) un hamiltoniano. Entonces existe un tnico campo vectorial aso-
ciado a H tal que

Xy =Xy 2Q=dH. (A.9)

De A.8 y A.9 obtenemos la expresion local de Xpg:

_OH 9 9H 9
T op; 8¢ 8¢’ op:

Siv:I CR— T*Q es una curva cuya expresion local es y(t) = (q'(t), p;(t)) entonces v es una
curva integral del campo vectorial X si, y solo si, (t) es solucion de las ecuaciones de Hamilton

dg’ OH
) ) (A.10a)
dt t 3pi ~(t)
dp; H
Pil — 7872, . (A.10b)
bl 00
Introduciendo el paréntesis de Poisson asociado a (2, estas ecuaciones toman la forma
dq* ,
S g 1y (A.1la)
dt |, 7 (®)
dp;
= {pi H} (A.11b)
dt |, ~(®)

De esta manera, la ecuacion A.9 es considerada la version geométrica de las ecuaciones de Hamilton
y la dindmica queda univocamente determinada por el sistema hamiltoniano (T*Q, 2, H).
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El formalismo lagrangiano

Ecuaciones diferenciales de segundo orden

La teorfa que desarrollamos en la seccién anterior nos permite obtener las ecuaciones de Euler-
Lagrange sin utilizar un principio variacional. En este caso trabajamos con el espacio de velocidades
TQ del sistema en cuestion.

Si (¢') es un sistema de coordenadas sobre U C Q y 7: TQ — Q es la proyeccién canénica del
haz tangente de @, el sistema de coordenadas inducido (¢, v*) sobre 771(U) C T'Q esta dado por

siendo v, € 771(U).

Aprovechando la estructura de espacio vectorial sobre cada fibra 7,Q de T'Q) podemos definir
el levantamiento vertical (Xq)q‘jq de X, € T,Q en el punto v, € T,() como el vector tangente en
cero de la curva y(t) = vy +tX, € T,Q C TQ:

d
Xy ==
( q)vq dt

(vg + tX,). (A.13)
t=0

En coordenadas locales, si X, = aza%lwq entonces

;0

(X, =a's

(A.14)

Vq

La definicién se extiende facilmente a campos vectoriales sobre @Q. El levantamiento vertical de
X € X(Q) es el elemento XV € X(T'Q) tal que, en cada punto v, € TQ, Xy = (Xg)y, . Observamos
que XV es un campo vectorial constante a lo largo de las fibras de T'Q.
El campo vectorial de Liouville A € X(T'Q) es el generador infinitesimal del flujo & : Rx T'Q —
TQ dado por
(t,vg) = ®(t,vy) = e'v, € TQ. (A.15)

Debido a que @, (t) = (¢*, e'v?), deducimos que, en coordenadas fibradas, el campo vectorial de
Liouville estéd dado por

. 0
A=v'—. A.16
B0l (A.16)
Los levantamientos verticales nos permiten construir un tensor intrinseco sobre T'Q) de tipo
(1,1), al que llamamos endomorfismo vertical y denotamos por S. Este es el morfismo de haces

fibrados S : T(TQ) — T(TQ) definido por

X”q = qu (qu) = (T*vq (qu))v (Al?)

’L)q’

donde X,, € T,,(TQ) y vy € T,Q. Notando que Im S, = ker S, , para cada v, € T'Q, tenemos
que S? = 0. De las expresiones A.14 y A.17, podemos escribir a S como

A ® dq'. (A.18)

5= ot

Si bien podemos dotar a T(T'Q) con un par de estructuras de haz vectorial dadas por 77¢ :
T(TQ) - TQ y 7 : T(TQ) — TQ, son las secciones del segundo las que desempefian un papel
importante dentro de la formulacién geométrica de la mecanica lagrangiana. Entonces llamaremos
a cada una de estas secciones una ecuacidn diferencial de sequndo orden (EDSO).

El levantamiento tangente de una curva v: I C R — @ es la curva %4 : I — T'Q, donde #(t) es
el vector tangente a la curva v. Localmente, si v(t) = (¢*(t)) entonces §(t) = (¢*(t), dq*/dt).
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Un calculo directo nos muestra que la expresion local de una EDSO X € X(T'Q) es

3+Xia

X =v'— ,
Y oq’ vt

y sus curvas integrales son levantamientos tangentes de curvas en ). En efecto, sea v(t) =
(¢*(t),v'(t)) una curva integral de X. Entonces

dg'| 0O dvt| 0 d
o %] e =x6E =0 (F)
dt |,0q +() dt |, 0v () dt |,
. 9 . )
=v'(v#) 55| X (VO)xm] -
94" |1y [

De modo que ~(t) = &(t), donde a(t) = (1 o¥)(t) = (¢*(t)), y esta curva a(t) es una solucion del
sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

(. dg
=X (q’(t),
t dt t

La afirmacion reciproca también es cierta.
Usando las relaciones A.16 y A.18, un campo vectorial X sobre T'Q) seréd una EDSO si, y sélo si,
S(X)=A.

qui
dt?

) . (A.20)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange

Sea L € C*°(T'Q). Llamamos a la 1-forma Oy, sobre T'Q) definida como
O =dLoS (A.21)

la I-forma de Fuler-Poincaré, cuya expresion en coordenadas es

0L
ot

Or dq". (A.22)
Ahora definimos la 2-forma de Poincaré-Cartan 2y, sobre T'Q) mediante
Qp =—dOy, (A.23)

cuya expresion en coordenadas es

2L . oL
— j
T AR S e

Qr dq' A dv’. (A.24)

Claramente esta 2-forma es cerrada y es no degenerada si, y solo si, la matriz W cuyas entradas
son
_ 0*L

es no singular. En efecto, la matriz de Q, es
A W
w0 |’

PL 2L
Oqiovi  Ovidgi’

(A.25)

siendo A aquélla con entradas

Aij =
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Si la 2-forma Qj es presimpléctica llamamos a la funciéon L un lagrangiano. Decimos que L
es un lagrangiano regular si €27, es una forma simpléctica sobre T'Q; en caso contrario, diremos
que L es singular. Por lo general, llamamos sistema con constricciones a cualquier sistema con un
lagrangiano singular. Evidentemente, la regularidad de L equivale a la de W en cualquier sistema
de coordenadas.

A partir del lagrangiano L € C*°(T'Q), podemos definir la funcidn de energia Er, € C™(TQ)
subordinada a L dada por

Erp=AL-L, (A.26)
a la que expresamos en coordenadas como
0L
Ep =" 0 (A.27)

Similar al caso hamiltoniano, podemos asignarle a L un tnico campo vectorial lagrangiano
X1 € X(TQ) a través de la ecuacion

X, 2Qy =dEy, (A.28)

siempre y cuando L sea regular. Si escribimos localmente a X como

.0 .0
Xr=a'"— +b'—
L=a oqt + ovt’

donde a*, b € (TQ), entonces X, es una solucién de la ecuacion A.28 si, y sélo si, a® y b* satisfacen
el sistema de ecuaciones

, . 4 oL
Aija? = Wi/ (q.v) = v’ Bji = 55, (A.29a)

q
Wijaj(q, ’U) = Wij’l}j, (A29b)

siendo B la matriz con entradas
0L
i = Ggou

Por regularidad, a’ = v' y entonces existe una tnica solucién Xz, la cual es una EDSO. Sea

§(t) = (¢*(t), dq’ /dt) una curva integral de X, donde 7y : t — () = (¢'(t)) € Q. De A.20 sabemos

que ‘
(o dg

=0 (qj(t% )

t dt t

y de A.20 y A.29 obtenemos que la curva ~(t) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange

d oL OL
— -~ 04| — — oy =0. A.
i, ((‘31}1 oy) ¢ oy=0 (A.30)

d2 qi
dt?

La ecuacion A.28 es la version geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange y la dindmica queda
univocamente determinada por el sistema (7T'Q, €Yy, F1) cuando L es regular.

La transformada de Legendre

Las formulaciones hamiltoniana y lagrangiana de la mecanica estan relacionadas por la transfor-
mada de Legendre FL : TQ — T*(@Q asociada al lagrangiano L, la cual esta definida de modo que,
para cada ¢ € Q y para cada vg, wq € T,Q, FL(vq)(wq) es la derivada de L en v, a lo largo de la
fibra T, en la direccién de wy:

FL(vg)(wq) = L(vg + twy). (A.31)
t=0

a
dt
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Notamos que FL es un morfismo de haces fibrados, es decir, manda la fibra 7,Q a la fibra T, Q.
La expresion en coordenadas de la transformada de Legendre es

o . OL
FL(ql>vz) = (qla W) )

_ 0L
pi = i
Si © y Q son, respectivamente, la 1-forma de Liouville y la 2-forma canoénica sobre T*@Q, un
pullback directo bajo FL revela que

Or =FL*O, (A.33a)
Qp =FL*Q. (A.33b)
Puesto que la representaciéon matricial de FL, es
I, O
-

y en virtud del teorema de la funcién inversa, la transformada de Legendre es un difeomorfismo
local si, y so6lo si, L es regular. Si la transformada de Legendre FL es un difeomorfismo, decimos
que el lagrangiano L es hiperreqular.

En el caso hiperregular, tenemos que H = (FL™1)*E;, € C*°(T*Q). Entonces el campo vectorial
lagrangiano X, sobre T'Q) y el campo vectorial hamiltoniano X g sobre T*Q estan F L-relacionados,
es decir,

FL. X = Xn,

ya que FL es, por construccion, candnica. Luego, los lagrangianos hiperregulares sobre 7T'QQ inducen
sistemas hamiltonianos globales sobre T*(Q?2.

2Méas atin, podemos mostrar que los lagrangianos hiperregulares sobre T'Q se corresponden de una manera
biyectiva con los hamiltonianos hiperregulares sobre T*Q [28].
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