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Capitulo 1

Introduccion

El analisis y valuacién de instrumentos financieros derivan en una de las
dreas mds dindmicas y complejas dentro de las matemaéticas aplicadas y la
economia. Los derivados financieros, como las opciones, son fundamenta-
les en los mercados modernos, esto debido a su capacidad para gestionar
riesgos y facilitar estrategias de inversion.

Las opciones barrerason un tipo especifico de opcién exética, presentan
caracteristicas tinicas que las diferencian de las opciones tradicionales. Es-
te trabajo se enfoca en el andlisis y valuacién de una opcién europea con
barrera, explorando los fundamentos tedricos como las herramientas mate-
maticas necesarias para su comprensién y aplicacién.

El concepto de opciones barrera surge de la necesidad de mitigar los efec-
tos de movimientos inesperados, los cuales repercuten en los precios de los
activos subyacentes, ya sean al alza o a la baja. A diferencia de las opcio-
nes estdndar, cuyo valor depende exclusivamente del precio de ejercicio y
el precio del activo subyacente, las opciones barrera incorporan una con-
dicién adicional, estas se activan o desactivan cuando el precio del activo
subyacente alcanza un nivel predeterminado, conocido como barrera.

Esta caracteristica las convierte en instrumentos altamente utilizados en
el disefio de estrategias personalizadas para la cobertura y especulacion
dentro de los mercados financieros.

El presente trabajo tiene como objetivo principal la valuacién de una opcién
europea con una sola barrera, especificamente del tipo "down-and-out".



Para esto utlizaremos una metodologia basada en modelos matematicos
avanzados, haciendo uso de herramientas como el movimiento browniano,
los tiempos de hitting, y el teorema de Girsanov. Estas herramientas nos
permitirdn modelar el comportamiento aleatorio de los precios de los acti-
vos financieros y asi poder calcular la probabilidad de que una barrera sea
alcanzada.

En el primer capitulo presentaremos los conceptos bdsicos que sustentan
este trabajo, comenzando con una introduccién a los derivados financieros
y las opciones en particular. Se describen las principales caracteristicas de
las opciones europeas, americanas y bermudas, destacando las diferencias
clave entre ellas. Asimismo, introducimos el concepto de opciones barrera
y su clasificacién en up-and-out, down-and-out, up-and-in, y down-and-in,
detallando las condiciones bajo las cuales estas se activan o desactivan.

El segundo capitulo se enfoca en el movimiento browniano, un proceso es-
tocdstico que juega un papel indispensable en la modelacién de los precios
de los activos financieros. Se presentan las propiedades fundamentales del
movimiento browniano estdndar y geométrico, junto con sus aplicaciones
en la valuacién de opciones.

Ademds, se exploran conceptos avanzados como los tiempos de hitting y el
principio de reflexién, que son esenciales para comprender la importancia
y el uso correcto de las opciones barrera. Particularmente, el tiempo de
llegada, que mide el tiempo que tarda el precio de un activo en alcanzar
un nivel especifico, es una herramienta clave para calcular la probabilidad
de que una barrera sea cruzada

En el tercer capitulo, se aborda la férmula de Black-Scholes, un modelo
matematico que revolucion6 el campo de la valuacién de opciones. Aunque
este modelo se desarroll6 inicialmente para opciones estdndar, su extension
a las opciones barrera requiere de adaptaciones.

Aqui, el teorema de Girsanov juega un lugar indispensable, ya que per-
mite cambiar la medida de probabilidad para simplificar los calculos y asi
ajustar las condiciones del modelo a las caracteristicas especificas de las
opciones barrera. La relevancia de este trabajo no solo en su contribucién
tedrica, si no también en su extensa aplicacion.

Las opciones barrera son instrumentos financieros cada vez mds utilizados
en los mercados globales, y su correcta valuacion es esencial para garanti-
zar su efectividad de cobertura y especulacién. Ademés, este estudio pro-



porciona un marco conceptual y metodolégico que puede ser aplicado a
otros tipos de opciones exéticas, ampliando asi su impacto en el campo de
las finanzas.

Finalmente, es importante destacar que este trabajo no se limita a la valua-
cién de una opcién especifica, sino que busca también brindar una com-
prension mas amplia de los conceptos y técnicas que se utilizan en la mo-
delacién de los derivados financieros.



Capitulo 2

Conceptos basicos

En este capitulo presentaremos los conceptos basicos para entender mejor
los procesos y lo que es indispensable para la comprensién del presente
trabajo.

Una opcién es un instrumento financiero derivado que supone un derecho,
no necesariamente una obligacién, para el poseedor de esta a comprar un
activo, a un precio ya determinado en el momento de la firma del contrato
(strike o precio de ejercicio) hasta una fecha determinada también en el
contrato (vencimiento). Este tipo de derivados financieros se comercializa
en numerosos mercados como puede ser el de acciones (renta variable),
tipos de interés (renta fija), tipos de cambio (Foreign Exchange), y crédito
entre otros [9].

Una clasificacién de las opciones por su fecha de ejercicio es:

Opcién Europea La caracteristica principal de estas opciones es que solo
pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento. Dado su rigidez, las op-
ciones europeas son las més faciles de valorar, ya que solo hay que tener
en cuenta lo que ocurre en el momento de vencimiento T. Existen opciones
europeas que no son contratadas en un mercado bursatil y se denominan
extrabursatiles o OTCs [9].

Opcién Americana. Pueden ser ejercitadas en cualquier momento entre el
dia de su compra y el dia de su vencimiento, ambos inclusive. También
cabe remarcar que la prima de estas opciones siempre serd mayor (esto se
comprobara en el ejemplo préctico en la seccién 5) que la de las opciones



Europeas, con las mismas caracteristicas, ya que por su naturaleza otorgan
al poseedor un derecho mayor (poder ejercer en cualquier instante a lo
largo de la vida util) que las opciones Europeas [10].

Opcién Bermuda. Estas opciones tienen la particularidad de que se pue-
den ejercer en fechas concretas a lo largo de la vida de la opcién. No po-
dran ejercerse en el periodo intermedio entre estas fechas discretas. Este
tipo de opciones también se denomina en ocasiones Opcién “de mitad del
Atlantico” o Opcién cuasi-americana, dado que por naturaleza estdn entre
las opciones europeas y las americanas. Estas opciones serdn muy ttiles
al estudiar las opciones americanas, ya que una opcién bermuda con n
momentos de ejercicio se aproxima a una opcién americana para n muy
grande.

Es posible distinguir entre una opcion put y call por la naturaleza del con-
trato.

Opcién Call. Una opcién call otorga a su poseedor el derecho (pero no la
obligacién) a comprar un activo subyacente a un precio de ejercicio o strike
price en una fecha previamente determinada. Sin embargo, el vendedor de
la opcién call si tiene la obligacion de vender el activo subyacente al precio
acordado en el caso de que el comprador haga uso de su legitimo derecho
a comprar [1].

Existen 3 aspectos importantes a tener en cuenta cuando hablamos de una
opcioén call:

1. Comprar una opcion call es mas barato que comprar el activo subya-
cente.

2. Si el precio del activo subyacente asciende en la bolsa por encima del
strike price, obtendremos unas ganancias iguales al precio del subya-
cente menos el strike price.

3. Si, por el contrario, el precio del activo baja a niveles inferiores al
strike price, no se producen ganancias al no ejercer la opcion. En este
caso, las pérdidas son conocidas e iguales a la prima de la opcién.

Teniendo en cuenta estos puntos, la funcién del pay-off de una opcién call
es la siguiente:



C(S,t) = méx(S — K, 0)

Donde:

C(S,t) = Valor de la opcién call, que depende del precio del subya-
cente S y del tiempo t.

= S : = Precio del activo subyacente o stock price.

= K : = Precio de ejercicio o strike price.

t : = Un instante en el tiempo.

Opcién Put. Una opcién put otorga al poseedor el derecho, sin obligacién,
de vender un activo subyacente (accién o stock), a un precio preestablecido
(precio strike o strike price) en una fecha fijada (fecha de madurez o maturity).

La compra de opciones put se utiliza como cobertura (dejando de lado los
fines especulativos que se suelen asociar con los instrumentos financieros),
por ejemplo, cuando se anticipa una caida en los precios de las acciones
que se poseen. Utilizando la compra de una opcién put, se fija el precio a
partir del cual se gana dinero. Si el precio de la acciéon cae por debajo de
ese nivel, el inversor gana dinero. En este escenario, las ganancias obtenidas
con la opcién put compensan en todo o en parte la pérdida experimentada
por dicha caida en las acciones poseidas .

De nuevo, hay 3 aspectos clave de una opcién put que son primordiales:

1. Comprar una opcién put es mds barato que adquirir el activo subya-
cente.

2. Si el precio del activo subyacente desciende en la bolsa por debajo
del strike price, se obtienen ganancias iguales al strike price menos el
precio del activo subyacente.

3. Si el precio del activo subyacente sube a valores superiores al strike
price, no se generan ganancias al no ejercer la opcién. En este caso, las
pérdidas estan limitadas y son iguales a la prima de la opcion.



4. Las ganancias del poseedor de una opcién put, a diferencia de las
de una call option, son limitadas y alcanzarian un maximo correspon-
diente al strike price en el improbable caso de que el activo subyacente
se devaluara completamente.

Teniendo en cuenta estos aspectos, la funcién de pay-off de una opcién put
es la siguiente:

P(S,t) = max(K —S,0)

Donde:

P(S,t) = Valor de la opcién put, que depende del precio del subya-
cente Sy del tiempo t¢.

S = Precio del activo subyacente o stock price.

K = Precio de ejercicio o strike price.

t = Un instante en el tiempo.

Para comenzar a describir todos los procesos, es indispensable el cono-
cimiento del siguiente término. El activo subyacente se refiere al activo
financiero sobre el cual se basa una opcién. Este puede ser cualquier ins-
trumento financiero que se negocie en los mercados, como acciones, indices
y divisas.

El activo subyacente es crucial debido al valor de las opciones (tanto eu-
ropeas como americanas). el cual depende del precio de este activo. Por
ejemplo, si tienes una opcién de compra (call) sobre acciones de una em-
presa, el valor de esa opcién aumentara si el precio de las acciones sube
por encima del precio de ejercicio (strike).

En el contexto de las opciones, se representa por S;, donde t es el tiempo,
indicando que el precio del activo puede variar a lo largo del tiempo.

En el mundo financiero el precio que se paga por una opcién se conoce
como prima. La prima de una opcién, como ocurre generalmente con los
precio, viene marcada por el juego de oferta y demanda del mercado. Sin
embargo, estos ofertantes y demandantes realizan estimaciones para con-
siderar el precio que estan dispuestos a pagar o recibir por una opcién.
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Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo (Call Europeo): Supongamos que se tiene una opcién call europea
con un precio de ejercicio de $50 sobre una accién de la empresa XYZ, que
expira el 30 de diciembre.

Recordando que el titular solo puede ejercer su derecho de compra en la
fecha de vencimiento.

= Si el 30 de diciembre, la acciéon de XYZ estd cotizando a $60, pue-
des ejercer la opcién y comprar las acciones a $50, obteniendo una
ganancia inmediata de $10 por accién.

= Si el precio de la accién es inferior a $50, no ejercerds la opcién y
simplemente la dejaras expirar.

Ejemplo (Call Americano): Suponga que se tiene una opcién call america-
na con un precio de ejercicio de $50 sobre acciones de XYZ, que vence el 30
de diciembre, puedes ejercerla en cualquier momento antes o en esa fecha.

Recordamos que el titular puede ejercer su derecho de compra en cualquier
momento antes o en la fecha de vencimiento.

= Siel 15 de noviembre el precio de la accién sube a $55, puedes ejercer
la opcién en ese momento, comprando las acciones a $50 y vendién-
dolas en el mercado a $55 para obtener una ganancia de $5 por accién.

La flexibilidad de las opciones americanas te permite capitalizar aumentos
en el precio del subyacente antes de la fecha de vencimiento.

Ejemplo (Put Europeo): Supongamos que se tiene una opcién put europea
con un precio de ejercicio de $50 sobre acciones de XYZ, que vence el 30
de diciembre.

Hay que recordar que el titular solo puede ejercer su derecho de venta en

la fecha de vencimiento.

= Si el 30 de diciembre el precio de las acciones de XYZ es $40, pue-
des ejercer la opcién, vendiendo las acciones a $50 y obteniendo una
ganancia de $10 por accién.
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= Si el precio es superior a $50, no ejercerds la opcion, ya que seria mas
conveniente vender las acciones en el mercado a ese precio més alto.

Ejemplo (Put Americano): Supongamos que se tiene una opcién put ame-
ricana con un precio de ejercicio de $50 sobre acciones de XYZ, que vence
el 30 de diciembre.

Recordemos que el titular puede ejercer su derecho de venta en cualquier
momento antes o en la fecha de vencimiento.

= Si el 15 de noviembre el precio de la accién cae a $45, puedes ejercer
la opcién de inmediato, vendiendo las acciones a $50 y logrando una
ganancia de $5 por accién.

= Si el precio de las acciones sigue bajando, atn puedes optar por es-
perar hasta una fecha més cercana al vencimiento para ejercer.

Nota: Las opciones europeas suelen ser mds sencillas de valorar debido
a su restriccién de ejercicio, mientras que las americanas, por su mayor
flexibilidad, requieren técnicas mas complejas para su valoracién (como el
uso de arboles binomiales 0 modelos numeéricos).

2.1. Opciones Barrera

Existen otro tipo de opciones mas alla de las opciones denominadas Vanilla
(Europeas y americanas) o simples, se trata de las opciones “Exéticas”. Se
les conoce como la segunda generacién de opciones y se diferencian de
las opciones Vanilla en que dependen de otros factores mads alla del strike
Price y el stock Price. Un ejemplo 3 Asian Options o Average Options que
son opciones que dependen de la media del precio del activo subyacente a
lo largo de un periodo de tiempo [2].

Las opciones exéticas ofrecen una variedad de estrategias para los inverso-
res y especuladores en los mercados financieros. [10] describe algunas de
estas opciones de la siguiente forma:

Las opciones binarias y digitales son derivados financieros que ofrecen
pagos fijos predeterminados si el activo subyacente alcanza un nivel espe-
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cifico al vencimiento, lo que simplifica su estructura y permite a los inver-
sores obtener resultados "todo o nada". Por otro lado, las opciones chooser
permiten al comprador decidir, después de un tiempo, si quiere una opcién
de compra o de venta, ofreciendo asi una flexibilidad valiosa. Finalmente,
las opciones de barrera se activan o desactivan solo cuando el precio del
activo subyacente cruza un nivel predeterminado, lo que las convierte en
herramientas ttiles para disefiar estrategias de cobertura personalizadas.

En este trabajo nos enfocaremos en las opciones de una barrera.

Las opciones barrera surgen del bajo o nulo control que se puede tener de
los agentes, los cuales pueden modificar el precio o el movimiento de las
acciones dentro del mercado. Para evitar las variaciones anémalas al precio
de los activos, ya sean subidas o bajadas, surgen este tipo de opciones lla-
madas opciones barrera, las cuales mencionamos que dependen del precio
del activo subayacente.

Exiten distintos tipos de opciones barrera, en el caso de una tinica barrera
X se tienen estas formulaciones para las siguientes opciones:

1. Up-and-out. Este tipo de opcion tiene valor nulo si el precio del ac-
tivo subyacente S; alcanza por abajo Xy a la barrera antes de la fecha de
expiracion.

2. Down-and-out. Esta opcién tiene valor nulo si el precio del activo
subyacente S; alcanza por arriba a la barrera Xy antes de la fecha de expi-
racion.

3. Up-and-in. La opcién tiene valor nulo a menos que el precio del
activo subyacente S; alcance por abajo a la barrera Xy antes de la fecha de
expiracion.

4. Down-and-in. Esta opcién tiene valor nulo a menos que el precio del
activo subyacente S; alcance por arriba a la barrera Xy antes de la fecha de
expiracion.

Ahora bien, al igual que se puede aplicar la opcién de una barrera también
existen las barreras dobles o de doble barrera. En este trabajo tinicamente
nos enfocaremos en una sola barrera.

Es importante tener en cuenta que las opciones barrera pueden ser utiliza-
das para gestionar riesgos y aprovechar oportunidades en el mercado, pero
también pueden ser complejas y requieren una amplia comprensién de los
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conceptos financieros y de mercado.

Una opcién europea con barrera es un tipo de opcién que tiene una ca-
racteristica adicional: la opcién solo se activa o desactiva si el precio del
activo subyacente alcanza un nivel de precio especifico (la barrera) antes
del vencimiento.

Las opciones con barrera son derivados financieros que ofrecen una forma
de manejar el riesgo como mejor nos convenga, sin tener que comprar o
vender los activos subyacentes de forma obligatoria, de ahi mismo surge
su nombre opcién. A continuacién, presento algunos ejemplos de opciones
con barrera:

Ejemplo (Opcién de barrera call): Si crees que el precio del oro al contado
va a subir, puedes comprar una opcién de barrera call. La barrera se esta-
blece en un nivel determinado, por ejemplo, 1.400. Si el precio del oro al
contado supera la barrera, la opcién se activa y puedes comprar el oro al
contado a un precio determinado.

Ejemplo (Opcién de barrera put): Si crees que el precio del euro/délar va
a bajar, puedes comprar una opcién de barrera put. La barrera se establece
en un nivel determinado, por ejemplo, 1.300. Si el precio del euro/délar
cae hasta la barrera, la opcién se activa y puedes vender el euro al contado
a un precio determinado.

Ejemplo (Opcién Call Europea):

Activo subyacente: Acciéon de XYZ.

Precio de ejercicio: S = 100 ddlares.

Fecha de vencimiento: 30 de diciembre.

Barrera: B = 110 délares.

Precio actual de la accién: 90 doélares.

Funcionamiento: Si el precio de la accién alcanza o supera los 110 doélares
durante la vida de la opcidn, esta se activa. Ahora bien, si el precio de la
accién nunca toca los 110 délares, la opcién no se activa y expira sin valor.

Escenario: El 1 de diciembre, el precio de la accién sube a 115 délares,
activando la opcion. Si el 30 de diciembre el precio de la accion es 120

14



doélares, el titular puede ejercer la opcién, comprando las acciones a 100
délares, obteniendo una ganancia de 20 délares por accién.

Ejemplo (Opcién Put Europea): Supon que tienes una opcién call europea
con barrera knock-in sobre acciones de la empresa XYZ con las siguientes
caracteristicas:

Activo subyacente: Accién de ABC.

Precio de ejercicio: S = 80 doélares.

Fecha de vencimiento: 30 de diciembre.

Barrera knock-out: B = 90 ddlares.

Precio actual de la accidn: 85 ddélares.

Funcionamiento: Si el precio de la accién alcanza o supera los 90 délares,
la opcién se desactiva inmediatamente. Ahora, si el precio nunca toca los
90 délares, el titular puede ejercer la opcién en la fecha de vencimiento.

Escenario: El precio de la accién nunca toca los 90 délares durante la vida
de la opcion. El 30 de diciembre, el precio de la accién es 70 ddlares, por lo
que el titular puede ejercer la opcién, vendiendo las acciones a 80 ddlares,
obteniendo una ganancia de 10 délares por accién.

En este trabajo solo utilizaremos la opcién barrera "down and out".
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Figura 1. Opcién Down-and-out

Figura 2.1: Down-and-out
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2.2. Movimiento Browniano

Ahora que sabemos todo esto, necesitaremos conocer algunos otros con-
ceptos que nos ayuden a comprender al méximo las siguientes ecuaciones
y procesos matematicos.

Variable Aleatoria

Definicién. Una variable aleatoria es una funcién X definida en un espacio
muestral () y que toma valores en el conjunto de los ntimeros reales R. Es
decir:

X:0—=-NR

Esto implica que a cada resultado del experimento aleatorio w € (), le
asignamos un numero real X(w).

Funcién de Densidad de Probabilidad

Definicién. La funcién f(x) es una funcién de densidad de probabilidad
(fdp) para la variable aleatoria continua X, definida en el conjunto de nu-
meros reales, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. f(x) >0, para toda x € R.
2. [T f(x)dx=1.

3. P(a< X <b)= [’ f(x)dx.

Ejemplo. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal, denotada
como:
X ~ N(p,0?)

donde  es la media y 02 es la varianza.
Ejemplo. Sea X una variable aleatoria con distribucién log-normal, deno-

tada como:
X ~ Lognormal(p,o?)

donde u y ¢? son la media y la varianza de la distribucién normal del
logaritmo natural de X, es decir, In(X) ~ N(u,c?).

Definicién. La funcién de densidad de probabilidad de una variable alea-
toria normal con media y y desviacién estdndar o se define como:

16



1 o 2
f(x): - 2nexp (—%), x € R.

Algunas propiedades interesantes de la Distribucién Normal son:
1. La distribucién normal es simétrica respecto a la media p.

2. Aproximadamente el 68 % de los datos se encuentran en el intervalo
(p—o,u+o],el95%en [u—20,u+20]yel 99.7% en [y — 30, u + 30].

3. La campana de la distribucién normal se llama curva de Gauss.

Definicién. En el caso particular de que ¢ = 0 y ¢ = 1, tenemos una
distribucién normal estdndar y la funcién es:

flx) = \/%exp (—X;) , xeR.

Distribucién Log-Normal

La distribucién logaritmica normal o Log-Normal se utiliza en una amplia
variedad de aplicaciones.

Definicién. Una variable aleatoria continua X tiene una distribucién loga-
ritmica normal si la variable aleatoria Y = In(X) tiene una distribucién
normal con media y y desviacién estdndar ¢. La funciéon de densidad de
probabilidad de X que resulta es:

1 1 (In(x)—p)?
fp, o) = WGXP( 2< o >) x>0,
0, x < 0.

Donde u es la media de la distribucién normal de Y = In(X) y o es la
desviacion estandar de la distribucion normal de Y = In(X).

Esperanza o Valor Esperado

Definicién. Sea X una variable aleatoria con distribucién de probabilidad
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f(x). La media o valor esperado de X se define como:

Teorema. Si X es una variable aleatoria con distribucién normal con para-
metros y y 02, es decir, X ~ N(u,0?), entonces el valor esperado de X es

U.

Demostracién. La funcién de densidad de probabilidad de X es:

El valor esperado de X, denotado por E[X], se define como:

E[X] :/o;xfx(x)dx
Sustituyendo fx(x):

2

dx

S 1 _(x=p)
EX] = [ x .
—00 TTO"

Para simplificar esta integral, hacemos el cambio de variable u = %, lo
cual implica que x = p 4 uo y dx = o du. Entonces, la integral se convierte
en:

E[X] :/_ozo(y—i—u(f).\/;_nefdu

Dividimos esta expresion en dos partes:

oo 1[2 oo 1/12
E[X] ZP’/_OO %ezdwra/_oou- \/12_7_(62du
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La primera integral es la integral de la funcién de densidad de una normal
estdndar, que es igual a 1:

1 w2
e Zdu=pu-1=uyu
27

”/_o;r

La segunda integral es la integral de una funcién impar (ya que u - e /2

es impar respecto a u = 0), por lo que su valor es 0:

o0 1 112
o u- e 2du=20
/oo \ 27T

Por lo tanto:
EX]=pu+0=p

Con esto, demostramos que el valor esperado de X es u:

E[X] = u.

Ahora bien, X es una variable aleatoria con distribucién log-normal, es
decir

X ~ Lognormal(p, o?)

donde u y ¢? son la media y la varianza de la distribucién normal del
logaritmo de X, queremos encontrar el valor esperado de X.

Teorema. Si X ~ Lognormal(y, c?), entonces

Demostracién.[14] Si X ~ Lognormal(y, 0?), entonces la variable aleatoria

Y = In(X) sigue una distribucién normal con media y y varianza o2, es

19



decir, Y ~ N(u,0?). Por definicién de la esperanza:

E[X] = /Ooo xfx(x)dx,

donde fx(x) es la funcién de densidad de probabilidad de X. Para una
variable lognormal, la densidad fx(x) esta dada por:

__ 1 (In(x) — p)*
fx(x) = s (—T) , x>0

Por lo tanto:

E[X] = /Ooox- x(7127r exp (—W) dx.

Simplificando términos obtenemos:

E[X] = /000 a\/lﬂ exp (—W) dax.

Realizamos el cambio de variable y = In(x), lo que implica x = ¢¥ y dx =

e¥ dy:
E[X]:/oo ! exp <—(y_y)2)eydy
—o0 0\/27T 2072 '

Factorizamos ¢¥ dentro de la exponencial:

E[X] = /_0:0 U\/lﬂexp (y— (yz—aé/l)z) dy.

Expandimos el término cuadratico (y — u)?:

(y—u)* =y* —2yu+p*.

Sustituyendo en la exponencial:

e 1 Y- 2yp
E[X]_/—ooa 27_Cexp( e +y | dy.

Simplificamos los términos dentro de la exponencial:

2 2
Ly Yy

Y2yt B yu W
202 02 202

202

+y.
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Combinamos Z—Z yy:

2 2
AN __¥ M
2(72+(72+y 2(72+y<1+<72>'
Entonces:
B = [T e (- ey (14 2) - 1) a
w0 Znep 202 Y o2 202 ) 4

202

E[X] = exp (y + %2> /_O:o a\/lﬂ exp <—%) dy.

La integral restante es la integral de la densidad de una distribucién normal
estdndar, que es igual a 1. Por lo tanto:

2
La constante exp ( —”—) la sacaremos de la integral:

E[X] = exp <y—|— %2) .

Esperanza de Funciones de Variables Aleatorias

El valor esperado de una funcién g(X) de la variable aleatoria X también
puede calcularse. Para variables aleatorias discretas.

Para variables continuas como:

EROOI = [ g()- f(x)dx

Varianza

La varianza mide la dispersién de la variable aleatoria respecto a su valor
esperado. Es una medida de la dispersiéon o el ancho de la distribucién.
Matemaéticamente se define como:

Var(X) = E[(X — E[X])?].

Definiciéon. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad
de probabilidad f(x) y media y. La varianza de X se define como:

P =E[(X=p?] = [ (r—wPflx)dx,
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Teorema. Si X ~ N(u,0?), entonces Var(x) = o2.

Demostracién. Para una variable X con distribucién normal X ~ N(u,0?),
sabemos que,

E[X] = p.

Por lo tanto, podemos reescribir la varianza,

Var(X) = E[(X — ).
Sabemos que
(X —p)* = X —2uX + 2.
Sustituyendo en la expresién de la varianza tenemos
Var(X) = E[X?] — 2uE[X] + E[u?].

Dado que E[X] = u, se simplifica

Var(X) = E[X?] — 2% + % = E[X?] — 12
Para calcular E[X?], utilizamos la férmula
E[X?] = / X2 fx (x) dx,

donde fx(x) es la funcién de densidad de probabilidad de X

Al realizar la integral, se obtiene

E[X?] = o® + .
Sustituyendo E[X?] en la férmula de la varianza,
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Fin de la pureba 1.

Var(X) = E[X?] = p? = (0% + 4?) — p? = o*,

Por lo tanto, hemos demostrado que la varianza de una variable aleatoria
que sigue una distribucién normal es:

Var(X) = o2

Teorema. Consideremos una variable aleatoria X que sigue una distribu-
cién lognormal con pardmetros y y 0. Entonces

Var(X) = ez?‘(ez‘f2 — e

)

Demostracién. Sea X ~ LogNormal(y,0?). Sabemos que si X es lognor-
mal, entonces existe una variable aleatoria normal Y ~ N(u,¢?) tal que,

X =,
La varianza de X se define como
Var(X) = E[X?] — (E[X])%

Para una variable lognormal, sabemos que

Para calcular [E[X?], observamos que

E[X?] = E[¢?].

Dado que Y ~ N(u,0?), utilizamos la propiedad de la esperanza de la
exponencial de una variable normal, la cual para una constante,

23



IE.[@CY] — eCPH-CZgZ.

Aplicando esto con ¢ = 2,

]E[XZ] — ]E[EZY] — 62]/!+2(72.

Ahora que tenemos los valores de E[X] y E[X?], podemos calcular la va-
rianza de X,

Var(X) = E[X?] — (E[X])%

Sustituyendo los valores obtenidos,

2
02
Var(X) = e2#+20° _ (e’”Z) :
Simplificando el segundo término tenemos,

2 2
Var(X) — 62y+2<7 . e2y+a )
Factorizando ¢%,

2 2

Var(X) = e?(e27 —e”).
Finalmente, tenemos la varianza de una variable aleatoria lognormal, X ~
LogNormal(p, 0?) es

Fin de la pureba 2.

2 2

Var(X) = e (e?7 —e”).

Definicién. La raiz cuadrada positiva de la varianza, ¢, se denomina des-
viacidn estindar de X.
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Nuestro trabajo estard centralizado en la opcién europea con una sola ba-
rrera, ademds de brindar mds informacién al respecto para conocer de me-
jor manera la amplitud del tema y de las ventajas que conllevan su estudio
y aplicacion.

Nos enfocaremos en una opcién "down-and-out". El precio de una opcién
estard dado por su valor esperado neutral al riesgo. Para calcular esta espe-
ranza, necesitaremos conocer la probabilidad de que la barrera sea supera-
da y la distribucién del valor final del activo dado que la barrera no ha sido
superada. Para calcular esto, lo que necesitamos es la distribucién conjunta
del minimo y el valor terminal para un movimiento Browniano con tenden-
cia. Con el fin de calcular la distribucién conjunta, necesitamos desarrollar
una mejor comprensién del movimiento Browniano, los tiempos de parada
y el teorema de Girsanov.
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Capitulo 3

Movimiento browniano

3.1. Introduccion

El movimiento browniano es un proceso estocastico fundamental en diver-
sas areas de la fisica, finanzas y matematicas. Fue observado por primera
vez por el botdnico Robert Brown en 1827 [11] al estudiar el movimiento de
particulas de polen en agua. Posteriormente, el fenémeno fue formalizado
matemadticamente por Albert Einstein y Norbert Wiener [12], desarrollando
las bases del proceso estocéstico que hoy conocemos como el movimiento
browniano.

El movimiento browniano es un modelo ideal para describir el comporta-
miento aleatorio y errdtico de particulas suspendidas en un fluido, pero
también se ha convertido en una herramienta clave en dreas como la teo-
ria de opciones en finanzas (modelo de Black-Scholes) [14], la teorfa de
difusioén en fisica y la biologia matematica.

3.2. Fundamentos Matematicos del Movimiento
Browniano

El movimiento browniano, denotado comtnmente como B;, es un proceso
estocdstico con las siguientes propiedades :
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1. By = 0, es decir, el proceso comienza en cero.

2. B; tiene incrementos independientes: para 0 < s < ¢, el incremento
B; — Bs es independiente del valor de Bs.

3. Los incrementos B; — Bs son distribuidos normalmente con media
cero y varianza proporcional al tiempo transcurrido,

By — Bs ~ N(0,t — s).

4. El proceso B; es continuo con probabilidad 1.

Matematicamente, podemos representar la propiedad de los incrementos
independientes y normales de la siguiente forma

E[B:] =0, y Var(B;) =t,
donde E|[-] denota la esperanza matematica, y Var(-) la varianza.

Definicién Martingala: En teoria de probabilidad y procesos estocasti-
cos, una martingala es un tipo de proceso estocéstico en el cual el valor
esperado futuro, dado el presente y el pasado, es igual al valor actual. For-
malmente, sea ((2, F,IP) un espacio de probabilidad y {X;};>0 un proceso
estocdstico adaptado a una filtracion {F; }>¢. Decimos que {X;};>0 es una
martingala con respecto a {F;}>0 y la medida de probabilidad PP si cum-
ple con las siguientes propiedades:

1. X; es integrable para cada t > 0, es decir, E[|X;|] < oo.
2. X; es Fi-adaptado.

3. Para cada s <'t,
]E[Xt|fs] - Xs.

Ejemplo: Considere el proceso estocastico M, = [[_; X;, donde {X;}! ,
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
E[Xj]=1.

Demostracién. Para verificar que M, es una martingala, se deben cumplir
las siguientes condiciones:
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1. Integrabilidad: Para todo n, E[|M,|] < co. Dado que M, =[] X; y
E[X;] = 1, tenemos:

n

[1xi

i=1

E[M,] =E

Por lo tanto, M, es integrable.

2. Propiedad de martingala: Se debe cumplir que E[M,,+1|Fu] = M,, donde
F es la filtracién generada por {Xj, ..., X, }. Calculamos:

M1 =My - Xy
Luego, la esperanza condicional es:
EMyi1|Fu] = E[My - Xyia|Fu] = My - E[Xyp 11| Fa]-
Dado que X, es independiente de F;, y E[X,,+1] = 1, se tiene:
E[M,+1|Fu] = My -1 = M,,.
Por lo tanto, M, satisface la propiedad de martingala.
Concluimos que M, = [T ; X; es una martingala.[15]

Ejemplo. El movimiento browniano estdndar {B;};>o es una martingala
respecto a su propia filtracién natural {F; };>¢ y la medida de probabilidad
IP. Esto se debe a que, para 0 <s <,

]E[Bt|fs] — Bs.

Ejemplo. Considere un movimiento browniano geométrico S; definido por:
S, —§ (p—302)t+oW;
t = o€ ’

donde W; es un movimiento browniano estdndar, u € R es la tasa de creci-
miento media, o > 0 es la volatilidad y S > 0 es el valor inicial.

Definimos un factor de descuento M; = e/ y consideramos el proceso:

St

Zy = —.
t M,
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Sustituyendo S; en la definicién de Z;:

SeH—307) oW

eht

7 = _ Se*%UZer(TWt.

El término e’%gz”gwf es un exponencial de un movimiento browniano, y
sabemos que cumple la propiedad de martingala. Para verificar que Z; es
una martingala respecto a la filtracion {F;} generada por W;, calculamos
su esperanza condicional:

E[Zi|Fs]) = E [se%UZWWf

.7:5] , paras <t.

Usamos la propiedad de incrementos independientes del movimiento brow-
niano y reescribimos W; = W, + (W — W;), donde W; — W; ~ N(0,t —s)
es independiente de F:

E[Zi|Fs) = Se— 20+ Ws [eg(wf_WS)} )

La esperanza del término exponencial se calcula como:

E [ea(Wt—Ws)} — p30%(t=s)

por lo que:

E[Ze| 7] = Se~eHoWs et 19) — g bosoms _ 7

Esto demuestra que Z; = ASA—ft es una martingala respecto a {F;}.

Conclusién. El movimiento browniano geométrico S; descontado por el
factor My = e forma una martingala.[5]

3.3. El principio de reflexion

Sea W; un movimiento browniano.

Definicién Se define como mt el valor minimo de W; durante el intervalo
[0, T], es decir,
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mT:inWt{OStS T}

Queremos calcular la probabilidad del evento E, definido por

E=[mr <y Wr>x]

para x > y, y < 0. Si el evento ocurre, entonces tenemos que Wy, , es igual
a y ya que las trayectorias brownianas son continuas, y ciertamente hay
algtn valor para el cual W; es menor o igual a y. Por lo tanto, el movimiento
browniano desciende al menos hasta y, luego vuelve a subir al nivel x.

Supongamos que en lugar de continuar el movimiento browniano después
de un tiempo ty, lo reiniciamos y lo reemplazamos por su valor reflejado
en el nivel y. Asi definimos un segundo movimiento aleatorio

(3.1)
2y — W, parat > .

W {Wt, para t < ty,
El evento W > x se convierte en Wr < 2y — x. El punto crucial aqui es
que el evento W7 < 2y — x s6lo puede ocurrir si mr < y también ocurre,
ya que de lo contrario W; ha estado por encima de y en todo momento vy,
por lo tanto, por encima de 2y — x, que es menor que y en todo momento.
El evento W, es equivalente al evento Wr

Wi < 2y —x.

Por supuesto, necesitamos conocer la distribucién de Wr para que esto
sea de alguna utilidad, W] también es un movimiento browniano. Sea r la
primera vez que W; es igual a y. Entonces para s > 0 tenemos

Wr_|_s - Wr — Wr - Wr_|_s (3.2)

Por lo tanto, la cuestion crucial ahora es la distribucion de W, — W,. Si
r fuera una constante, entonces no habria ningtin problema; de las pro-
piedades del movimiento browniano se deduciria que la distribucién es
simplemente una normal, de media 0 y varianza s.

Pero r no es constante, ademads tiene la propiedad de ser el tiempo de
parada. Recordemos que un tiempo de parada es un tiempo aleatorio tal
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que t estd determinado por la informacién disponible a este mismo tiempo
t. El tiempo para alcanzar un nivel dado es claramente ese tiempo, ya que
r < t es la afirmacién de que el valor minimo de Ws para s < t es menor o
igual a y.

El punto clave es que como el evento en el que el tiempo de parada ha
ocurrido sélo depende de la informacién disponible, la distribucién de
W, s — Wy, no se verd afectada en absoluto, ya que por definicién, es inde-
pendiente del comportamiento de

W,,r < t.

Es decir, tenemos el siguiente Lema llamado la propiedad fuerte de Mar-
kov.

Lema.

P(Wr > x,mr <y) =P(Wr <2y —x),y<0,x <y (3.3)

Demostracion. Ver [7].

3.4. Definicién y Conceptos Basicos del Tiempo
de llegada o Tiempo de alcance

En teoria de probabilidades y procesos estocésticos, el tiempo de llegada
o tiempo de llegada es una variable aleatoria que mide el tiempo que
tarda un proceso estocdstico en alcanzar un determinado estado o valor
por primera vez. Este concepto es fundamental en el andlisis de procesos
de Markov, el movimiento browniano, y en aplicaciones en finanzas, fisica
y otros campos.

Definicién Dado un proceso estocastico X; con un espacio de estados S, el
tiempo de llegada T4 asociado a un conjunto A C S se define formalmente
como el primer tiempo en el que el proceso X; alcanza el conjunto A, i.e., el
tiempo de llegada es una variable aleatoria que se expresa de la siguiente
manera:

Ty = inf{t >0:X; € A}
En otras palabras, T4 es el tiempo mds pequefio ¢ tal que X; alcanza a A.
Si el proceso nunca llega a A, se dice que T4 = oo.
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3.4.1. Tiempo de llegada en el Movimiento Browniano

Definicién. Para un movimiento browniano estandar B;, el tiempo de lle-
gada de un nivel 2 > 0 es el primer tiempo en que el proceso B; alcanza el
valor a. Es decir, el tiempo de llegada para el nivel a se define como

T, =inf{t > 0: By =a}.

Este tiempo de llegada tiene varias propiedades interesantes.

1. En particular, se sabe que para un movimiento browniano estandar:
P(T, < o) =1,

lo que significa que el movimiento browniano casi seguramente al-
canzara cualquier valor a4 en un tiempo finito. [7]

2. La esperanza del tiempo de llegada para un nivel 2 en el movimiento
browniano es infinita.
E[T;] = oo,

lo que refleja el comportamiento altamente erratico del proceso brow-
niano [8].

3. Distribucién del tiempo de llegada: En muchos casos, la distribu-
ciéon del tiempo de llegada puede ser explicitamente determinada.
Por ejemplo, en el caso de procesos de Markov, se pueden calcular las
probabilidades asociadas con el tiempo de llegada mediante la solu-
cién de ecuaciones diferenciales o utilizando matrices de transiciéon

[5].

4. Esperanza del tiempo de llegada: La esperanza del tiempo de llega-
da, E[T4], es un valor clave para entender el comportamiento prome-
dio del proceso. En algunos casos, puede ser infinita, como en el caso
del movimiento browniano simple [8].

En conclusion el tiempo de llegada es un concepto fundamental en la teoria
de procesos estocésticos, con aplicaciones en diversas disciplinas como la
fisica, las finanzas y la teoria de la probabilidad. Su estudio proporciona
informacioén crucial sobre el comportamiento de los procesos aleatorios y
su tiempo de primer paso hacia ciertos estados o valores. Ver[8].
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3.5. Teorema de Girsanov

Hemos establecido una tendencia para obetner el valor conjunto del valor
minimo y terminal de un movimiento browniano sin tendencia.

Lamentablemente, esto no es de gran ayuda, ya que una accién en un en-
torno de tipos de interés distintos de cero tendrd una tendencia igual a la
tasa libre de riesgo y el logaritmo de la accién tendrd una tendencia de-
pendiendo de la tasa libre de riesgo y la volatilidad. Note que trabajar con
precios con descuento no ayudard aqui, ya que la barrera dependera del
precio real, no del precio de descuento.

La herramienta estdndar para cambiar la tendencia de un movimiento
browniano es el Teorema de Girsanov. Aqui necesitaremos entender el teo-
rema de Girsanov, explicitamente el cambio de medida para poder calcular
su efecto sobre la distribucién conjunta.

El teorema de Girsanov es una herramienta fundamental en la teorfa de
procesos estocdsticos y tiene aplicaciones cruciales en finanzas, fisica esta-
distica y otras areas donde se analiza el cambio de medida probabilistica
de procesos aleatorios. Este teorema permite cambiar la medida de proba-
bilidad de un movimiento browniano para que el proceso tenga una cierta
deriva (drift), transformdndolo en un nuevo proceso adaptado a la medida
modificada.

Dado un espacio de probabilidad (), F,IP) y un proceso de movimiento
browniano W; bajo la medida IP, se desea cambiar esta medida a otra medi-
da Q en la que el proceso tenga una deriva v. Para hacer esto, se introduce
un factor de ajuste o densidad de Radon-Nikodym, que transforma la
medida original IP a la nueva medida Q a través de la siguiente definicién,

d _1
d% = X7 =1 20T, (3.4)

Este cambio de medida asegura que bajo Q, el proceso transformado
Bt = Wt — vt (35)

es un movimiento browniano estiandar sin deriva en la medida Q.
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Un cambio de medida consiste realmente en reponderar la probabilidad de
las trayectorias. Por lo tanto, los construimos multiplicando las probabili-
dades por una variable aleatoria.

Para poder continuar necesitaremos las bases de un nuevo concepto llama-
da filtracion. En el contexto de la teoria de la probabilidad y los procesos
estocasticos, una filtracién es una colecciéon de o-dlgebras que modela la
acumulacién de informacion a lo largo del tiempo. Formalmente, se define
de la siguiente manera.

Sea (Q), F,IP) un espacio de probabilidad.

» Una filtracién es una familia de o-dlgebras { F;}:>o tales que:

1. Para cada t > 0, se cumple que F; C F.
2. Si s <'t, entonces Fs C Fi.

= Cada F; representa la informacion disponible hasta el tiempo ¢.

De esta manera, una filtracién es ttil para modelar sistemas en los cua-
les la informacién se revela progresivamente con el tiempo, como en los
mercados financieros y otros procesos aleatorios dependientes del tiempo.

Definimos A como un evento en la filtracién Fr . Sea 14 la variable aleatoria
que toma el valor 1 si ocurre el evento A, y 0 en caso contrario. Podemos
definir una medida mediante,

P(A) = E(14X), (3.6)

donde X es una variable aleatoria en la misma filtracion Fr.

Para que esta definicién sea una medida de probabilidad, requiere lo si-
guiente:

= Las probabilidades deben ser no negativas, por lo que X no debe ser
negativo.

» La probabilidad del evento global (el espacio muestral completo) debe
ser igual a 1. Esto se cumple al tomar A como todo el espacio mues-
tral, en cuyo caso 14 es idénticamente 1, lo que implica que debemos
tener,

E(X) = 1. (3.7)
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De este modo, P(A) cumple con las propiedades basicas de una medida de
probabilidad, garantizando que los valores esperados de X satisfacen los
requisitos para la no negatividad y la normalizacién.

Recuerde que un cambio de medida equivalente implica tener los mismos
valores de probabilidad 0 y 1. Por lo tanto, necesitaremos que la probabi-
lidad de que X (en la medida original) sea cero, ya que de lo contrario el
conjunto donde es cero pasard de ser de probabilidad positiva a probabili-
dad cero. Por lo tanto, suponemos que X es positiva de ahora en adelante.

Un problema es que en realidad necesitaremos usar diferentes variables
aleatorias para cada filtracion, F;, ya que no podemos tener una sola varia-
ble aleatoria simple que esté en la filtracion F. Sea X; la variable aleatoria
para F;. Para un evento A en F; para s < t, tendremos dos candidatos
diferentes para P(A)

E(14Xs), E(14X).

Es evidente que queremos que estos dos valores coincidan. Es equivalente
a la condicién de

E(14(Xs—t)) = 0. (3.8)

Para cualquier evento A en F;. Como A es arbitrario, esta ecuacion real-
mente dice que no importa qué valor tome X, ni como llegé alli, el valor
esperado de X; en el momento s debe ser igual a X;. Es decir, debemos
exigir X para satisfacer la condicién de martingala.

]E(thFs) = X, (3-9)

entonces tenemos

E(Xi1a) = E((Xs1a) + E((Xt — Xs)14). (3.10)

Como 14 € F; , y X; — X;, es independiente de F;, podemos reescribir el
ultimo término como

E(X; — X5)E(1,),

que serd igual a cero ya que el primer factor es cero.
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Concluimos que nuestro cambio de medida debe estar dado por un con-
junto de variables aleatorias positivas X; que forman una martingala con
respecto a la filtraciéon generada por el movimiento browniano W;. Existe
uno de esos procesos que hemos estudiado repetidamente, el movimiento
browniano geométrico. Por lo tanto, tomamos Xp =1y

dXt = vXtdwt, (311)

o equivalente,

X; = e 20 HOW:, (3.12)

Queremos demostrar que el cambio de medida propuesto es correcto. Para
esto, verificaremos que W; se distribuye adecuadamente bajo la nueva me-
dida. Sabemos que W; tiene la misma distribucién que v/tN(0,1) que ahora
denotaremos como Z. A partir de esto, podemos calcular la probabilidad
de que W; sea menor que x bajo la nueva medida.

Sabemos que,

X

)= m/” s

Esto lo podemos expresar de la siguiente manera,

P(Wt<x):P<Z<

P(W; < x) = — / SN (3.13)
De esta manera, obtenemos que la densidad de W; estd dada por

1 e
fwt(S)z\/?me : (3.14)

[

Hacemos un cambio de variable para simplificar la integral. Cambiamos s
poru = %, de modo que s = uv/t y ds = \/t du. Sustituyendo en la integral

anterior podemos escribir la probabilidad de que W; < x en términos de la
esperanza, de la siguiente forma,
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1 X2
P(Wt < X) = IE(l{Wt<x}Xt) = E Lw ef—%vzt—i—vs ds'

En teorfa de procesos estocasticos, el cambio de medida suele implicar el
uso de un factor de ajuste que se construye usando el teorema de Girsa-
nov. Este teorema permite transformar el movimiento browniano estdndar
en un movimiento browniano con "drift"(o deriva), mediante un factor de
ajuste que depende del proceso.

Si W; es un movimiento browniano bajo la medida original I, y queremos
introducir un drift v en la nueva medida Q, el factor de ajuste X; bajo la
nueva medida se define como

X; = e?Wi— 20t (3.15)

Este valor de ajuste X; acttia como una densidad de Radon-Nikodym, que
transforma la probabilidad original bajo IP a una probabilidad nueva bajo
Q, donde el proceso ahora tiene drift.

Queremos transformar W; de un movimiento browniano estandar (sin drift)
bajo IP a un movimiento browniano con drift v bajo Q.

Segun el teorema de Girsanov, si definimos el proceso ajustado como

Bt = Wt —Z)t,

entonces B; serd un movimiento browniano estandar bajo la nueva medida
Q. Para que este cambio de medida funcione, la relacién entre IP y Q debe
estar dada por el factor de ajuste.

Xt — eUWt—%ZJZt.

= Primera Parte: vW;: Este término introduce el drift al proceso, ajus-
tando la media de W; para que tenga una tendencia de v.

= Segunda Parte: —%vzt: Este término compensa la varianza del proce-
so para asegurarse de que el cambio de medida no afecte la natura-
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leza del movimiento browniano, manteniendo la varianza correcta en
la nueva medida.

El factor de ajuste X; = e*™ ~3"t transforma las probabilidades bajo la
medida IP en probabilidades bajo Q de manera que el proceso bajo Q tenga
el drift o.

Este valor de ajuste se usa en la expectativa para obtener probabilidades
bajo la nueva medida, como se muestra en la férmula dada.

Simplificando términos en el exponente, tenemos:

svt

P(W; < x) ds. (3.16)

-l

Realizamos un segundo cambio de variable, donde r = s — vt. Entonces
s =r+ ot yds = dr, con lo que podemos escribir

P(Wt < x

-l
= P(W; < x — vt).

Esto demuestra que el cambio de medida es correcto, ya que se ha trans-
formado la probabilidad de W; bajo la nueva medida en una expresién
equivalente.

Hemos demostrado que la probabilidad de que W; < x en la nueva medida
es igual a la probabilidad de que W; + vt sea menor que x en la antigua me-
dida. En otras palabras, el proceso W; se distribuye como un movimiento
browniano con tendencia v en la nueva medida.

So6lo hemos demostrado que la distribucién de W; es correcta; también
debemos demostrar que los incrementos marginales son correctos.

Calculamos

P(W; — Ws <x) = E(1w,-w, < xe_TlvthWt)
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=E(1lw,_w, < xe_Tlvz(tfs)*U(W”W”e%lvz”vwb‘) (3.17)

Como W; — W; es independiente de W;, podemos factorizar el altimo tér-
mino en un término separado de esperanza 1. Esto nos deja con

P(W; — W < x) = E(Lyy,_w_s < xe 2 0 (s +o(WimWe)y, (3.18)

Como la distribucion de Wy — W; es idéntica a la de W;_g, ahora volvemos
a la situacién en la que s = 0 que ya cubrimos anteriormente. Concluimos
que W; — W; se distribuye como un movimiento browniano con tendencia
V.

Teorema 2.5.1 Sea W; un movimiento browniano; entonces podemos definir
una nueva medida por

P(A) = E(14e7 70

Demostracion. Sea W; un movimiento browniano bajo la medida de proba-
bilidad IP. Queremos demostrar que es posible definir una nueva medida
de probabilidad Q mediante la relacion:

Q(A) = EP |1e7 2]

donde A es un evento medible en la filtracién generada por W;.

Paso 1: Verificacion de que Q es una medida de probabilidad Para que Q
sea una medida de probabilidad valida, debe cumplir que.

1. Q(A) > 0 para todo evento A.
2.0(0) =1.
3. Q es aditiva sobre eventos disjuntos.

(1) No negatividad; Dado que

1, sixe A
14 =
0, d.o.f.
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La esperanza de 14 podemos definirla de la siguiente forma.

E[14] = 1P(14 = 1) + 0P(14 = 1)
— 1P(A) + 0P(A)
= P(A)+0

Dado que P(A) > 0, concluimos con la no negatividad.

(2) Normalizacion: Para verificar que Q(Q)) = 1, consideremos A = ):

El término dentro de la esperanza es el cambio de medida de Radon-
Nikodym definido por,
Z —e 2v t—l—th

Por la propiedad de los exponenciales de procesos gaussianos y la martin-
gala Z;, sabemos que
EY[Z] = 1.

Por lo tanto, Q(Q)) = 1.

(3) Aditividad: Dado que la esperanza es lineal y Q estd definido en tér-
minos de una esperanza bajo IP, se sigue que Q es aditiva para eventos
disjuntos.

Interpretaciéon del cambio de medida. El factor e~ 27t Wi acttia como el
ntcleo de densidad de Radon-Nikodym que transforma IP en Q. Por el
teorema de Girsanov, bajo Q, el proceso W; se convierte en un movimiento
browniano con deriva v. Es decir,

W2 = W; + ot.
Por lo tanto, bajo la nueva medida Q, el proceso tiene la misma estructura,
pero con una deriva adicional.

Se ha demostrado que Q(A) define una nueva medida de probabilidad
relacionada con P mediante el cambio de medida descrito en el enunciado
del teorema.
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Segtn esta nueva medida, W; es un movimiento browniano con tendencia
v. El término W;, que utilizamos para cambiar las ponderaciones de pro-
babilidad, a veces se denomina tendenciado de Radon-Nikodym. Tenga en
cuenta el andlogo con integracién ordinaria, un cambio de variables con-
duce a un término adicional que es la tendenciada del cambio de variable.
Tenga en cuenta también que podemos volver a cambiar facilmente.

Simplemente cambiamos la tendencia por —v en lugar de por v. Cambia-
mos la tendencia usando el movimiento browniano en la nueva medida en
lugar de la antigua. Por lo tanto, si W; era nuestro movimiento browniano
original, entonces W; se ha desplazado v en la nueva medida, por lo que el
movimiento browniano en la nueva medida es:

Wy = W; — ot. (3.19)

Por lo tanto, el tendenciado Radon-Nikodym para volver a cambiar es

e%z@t—th _ e%lvzt—i-zﬂt—th = — 21 _ (3.20)

e2? t+oW;
es decir, el reciproco de la tendenciada original. Si queremos calcular la es-
peranza segun IP, también reponderamos segtin X;. Esto queda claro cuan-
do se calcula la esperanza de una funcién constante por partes, ya que
entonces solo tenemos una suma lineal de probabilidades. El caso general
se tendencia de la aproximacién mediante funciones constantes por partes.

3.6. Distribuciéon conjunta del valor minimo y
terminal para un movimiento browniano con
tendencia

La Ley del Precio Minimo establece que en un mercado eficiente y sin fric-
ciones, dos activos idénticos deben tener el mismo precio. Esto se aplica
a los activos financieros, bienes fisicos u otros productos comercializables.
Si hay diferencias de precio entre dos activos idénticos, los arbitrajistas in-
tervendran comprando el activo subvaluado y vendiendo el sobrevaluado
hasta que los precios se igualen.
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3.6.1. Valor Intrinseco Minimo en Opciones

En el contexto de las opciones financieras, el valor intrinseco minimo es el
valor minimo que una opcién puede tener, y es determinado por la dife-
rencia entre el precio actual del activo subyacente y el precio de ejercicio
de la opcién. Para una opciéon de compra (call option), el valor intrinseco
minimo es cero si el precio del activo subyacente es inferior al precio de
ejercicio; para una opcién de venta (put option), el valor intrinseco minimo
es cero si el precio del activo subyacente es superior al precio de ejercicio.

En esta secciéon combinamos la ley del valor minimo con el teorema de
Girsanov previamente estudiada, para tendenciar la ley conjunta para un
movimiento browniano de tendencia.

Sea W; un movimiento browniano.

Teorema. Sea Yy = cW;, y m}/ sea el minimo de Y; hasta el tiempo t. Enton-
ces tenemos que paray <0y x >y

P(Y; > x,m <vy)=P(Y; <2y —x). (3.21)

Esto se desprende del resultado del movimiento browniano, ya que el tér-
mino de volatilidad no supone ninguna diferencia real. Deseamos demos-
trar un resultado andlogo para un movimiento browniano con tendencia.

Sea

Zy = vdt + odW; (3.22)

y m# denota su minimo hasta el momento t. Nuestro principal resultado es
el siguiente.

Teorema 2.6.1Siy < 0y x > y. entonces
P(Z; > x,mf <y) = ¥ "P(Z; < 2y — x + 20t)

N (Zy —x+ vt) _
oVt
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Demostracién. Sea Z; un movimiento browniano con deriva v y varianza

o2, es decir;

Zt = Wt‘i"(')t,

donde W; es un movimiento browniano estandar. Queremos demostrar
que, paray <0y x >y,

P(Z; > x,my < y) =2/ P(Z, < 2y — x + 20t),
<y y

0, de manera equivalente:

Pz 2 xmy, <) = v (HEEE)
oV

donde mz, = min{0 <s < t}Z;, es el minimo del proceso Z; hasta el tiem-
po t, y N(-) denota la funcién de distribucién acumulada de una normal
estandar.

El proceso Z; condicionado a que su minimo esté por debajo de y puede
analizarse mediante el método de reflexién. Definimos el proceso reflejado
alrededor de y como:

7 = {Zt/ siZy >y,

T \2y-2, sizi<uy.

El proceso Z; tiene la misma distribucién que Z; debido a la simetria del
movimiento browniano reflejado.

Usamos la propiedad de reflexién para expresar la probabilidad conjunta
P(Z; > x,mz, < y) como una probabilidad no reflejada. La probabilidad
de que Z; esté por encima de x y que el minimo sea menor o igual a y
es equivalente a la probabilidad de que Z; esté por debajo de 2y — x en el
proceso reflejado, es decir;

P(Z; > x,mz, <y) = P(Z; <2y —x).
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El cambio de medida debido a la deriva v introduce un factor de ajuste en
la probabilidad. Bajo la nueva medida de probabilidad, la densidad cambia

. 2
por un factor exponencial 2%¥/7". Por lo tanto,

P(Zy > x,mz, <y) = eZUy/‘TZP(Zt <2y — x + 2vt).
Sabemos que Z; ~ N(vt,c?t). Entonces

2y — x + ot
P(Z; <2y—x+20t) =N| >——~——],
(2= 2y = x4 200 ( oVt >

donde N(-) es la funcién de distribucién acumulada de una normal estén-
dar. Sustituyendo este resultado, obtenemos:

P(Z+ > x,mz, < y) = V/ON (w) .
ot

Hemos demostrado (Teorema 2.6.1)

Es sencillo reducirla al caso donde ¢ = 1. Por lo tanto, asumimos que ¢ es
igual a 1.

Teorema 2.6.2 Sea W; un movimiento browniano; entonces podemos definir
una nueva medida por

P(A) = ]E(lAe_Tlvthert)

Utilizamos un cambio de medida para eliminar la tendencia de Z;. Ahora
el cambio de medida estara dado por

=12
-~ v t—oW,
ez f,
y para volver a cambiar tomamos

e%lvzt—th.
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Denotamos la esperanza bajo la medida original por [E y bajo la nueva
medida por E. Tenemos, por los resultados de la seccién anterior.

P(A) = E(14e2 010%) (3.23)

para cualquier evento A € F;. En particular, es valido para

A={Z; > x,m? <y}. (3.24)
Por lo tanto, deseamos calcular

o240zt
IE(l{thx,mtzgy}e 2 )

4

con Z; un movimiento browniano bajo esta medida.

Usamos el principio de reflexién, como x > y, tenemos que si el movimien-
to browniano, Z;, toca el nivel en cualquier lugar, entonces la distribucién
terminal de 2y — Z; es igual a la de Z;. Como nuestra funcién indicadora
es cero a menos que se supere el nivel y, nuestra esperanza debe ser igual
a,

SoPt+o(2y+Z
]E(l{Zy—thx ,mtzgy}e 7o toy t))
Sin embargo, 2y — Z; > x es equivalente a Z; < 2y — x y 2y — x es menor
que x, lo que significa que la condicién del minimo ahora es redundante.
Por lo tanto, la esperanza es igual a;

1

2 _ 1,24
t+ov(2y Zt)) _ ezyv]E(l{ZtSZy—x}e > vt UZ,}).

-1
]E(l{ZtSnyx}e z?

Deseamos eliminar el término exponencial en la esperanza. Podemos con-
siderarlo como el tendenciado Radon-Nikodym de una transformacién de
Girsanov que cambia la tendencia de Z; en —v. Usamos ‘para denotar la
medida correspondiente. Entonces

1

E(l{ztgzy—x}e%vztfvzt) =E'(11z,<0y-x}) = P'(Zt <2y — x).
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Segun la nueva medida, Z; tiene una tendencia -v, por lo que el término
tinal es igual a la probabilidad de que un movimiento browniano con una
tendencia —v sea menor que 2y — x. Esto es igual a la probabilidad de que
un movimiento browniano con tendencia v sea menor que 2y — x + 2vt
y se ha terminado. Podemos deducir facilmente la ley del minimo de un
movimiento browniano con tendencia, tenemos

P(mf <y) =P(mf <y,Z <y)+P(mf <y, Zi > y). (3.25)

El evento de que el minimo sea menor que y y el valor terminal sea menor
que y es el mismo que el evento de que el valor terminal sea menor que y.

Por lo tanto tenemos,
P(mf <y) =P(Z <y)+P(mf <y, Z > y) (3.26)

También tenemos el siguiente

Corolario 2.6.1

pinf <) =N (L),

o equivalente

t—y 2 (y+ot
P Z> :N(U )_ 20y N(—)
(nf 2y) =N (=) —e —

Como

P(Z; > x,mf <y) +P(Z < x,mf <y) =P(mf <y).

Demostracién. Sea Z; un movimiento browniano con drift, descrito por la
ecuacion:

Zt :ZO+Ut+U'Bt,

donde B; es un movimiento browniano estandar, v es el coeficiente de drift
y o es la volatilidad [7, &].
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Queremos demostrar que

vt —y 2y y+vt)
P > :N — 0’2N ],
(mz, 2 y) ( oVt ) ‘ ( oVt

donde myz, = ming<;<; Zs es el minimo del proceso en [0,¢], y N(-) es la
funcidon de distribucién acumulada de una variable normal estdndar.

La probabilidad de que el minimo myz, esté por debajo de y es

y—vt) 20y (y+vt)
P(mz, <y) =N +e? N .
(mg, <) =N (L2 )+ e (0

La probabilidad complementaria P(mz, > y) se obtiene como

P(mZtZy)zl_P(mZtgy)'

Aplicando 1 — N(z) = N(—z), obtenemos

vt —y 2y y—|—vt)
p >y)=N —e2N[(L ).
(mz, 29) (m) ‘ (U\/f

La relacion

P(Zy > x,mz, <y)+P(Z: <x,myz <y)=P(mg <vy),

es una descomposicién de la probabilidad P(mz, < y) en dos eventos ex-
cluyentes.

También tenemos
Corolario 2.6.2

Paray <Oy x>y,

— ot ) + vt
P(Z, < xm? <) =N u>+zww(y )
(Zt < x,mi < y) (U\/? ¢ o\t

_EZU]/U—ZN <2y — X + Z)t)
oVt
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Demostracién. Sea Z; un movimiento browniano con drift, descrito por la
siguiente ecuacioén diferencial

Zt :ZO+Ut+0'Bt,

donde B; es un movimiento browniano estandar, v es el coeficiente de drift
y o es la volatilidad [7, 8].

El minimo del proceso Z; en el intervalo [0, ] se denota como:
mz, =min{0 <s < t}Z,.

Queremos encontrar la probabilidad conjunta de que Z; < x y mz, <y
paray < 0y x > y. Es decir, demostrar que:

y—vt) 20y <y+vt)
P(Z; < x,mzy, <y)=N +eaN
(2 < x,mz, <) ( oVt ‘ oVt

—e%N <2y—x+vt) ,
oVt

donde N(-) es la funcion de distribuciéon acumulada de una variable nor-
mal estandar.

El valor minimo myz, de un proceso de difusién con drift sigue una distri-
bucioén relacionada con la funcién de distribucién normal acumulada N(z)
[7] . La probabilidad de que mz, <y es

P(mz, <y)=N (ya—\/z_;t) :

La probabilidad conjunta de que Z; < x y mz, < y puede calcularse usando
la técnica de reflexioén [8]. El proceso reflejado proporciona la siguiente
expresion

y— ot 20y (y+vt)
P(Z; < x,mz <y) =N 2N
(2 < x.mz, <) (av?)_+e o/t
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_BN <2y—x—|—vt) .
oVt

La probabilidad conjunta se compone de los siguientes términos:

= N (ya 7’:) Probabilidad de que el proceso Z; esté por debajo de y.

20y

= t ., . . .,

s eo2 N (%) Correccién para incluir el efecto de la reflexién sobre la
oVt

barrera y.

vy _
=N <2yax\/—;vt

proceso cruza la barrera y.

>: Ajuste para el comportamiento reflejado cuando el

Hemos demostrado que paray < 0y x > y, la probabilidad conjunta de
que Z; < xy mz, <y estd dada por

y—vt) 20y (y-i—vt)
P(Z; <x,mz, <y)=N|Z—)+e?N
(2 < x/mz, < y) (a\/f o/t

—ezaLZyN <—2y—x—|—vt) .
o/t

De manera similar, podemos probar
Corolario 2.6.3

Paray <Oy x>y,

vt —x -2 2y — x + ot
P(Z; > x,m? >y) =N )—ezvya N(—)
( t = t —y) (0’\/? 0_\/;

Demostracién. Sea Z; un proceso de difusién descrito por la ecuacion

Zy = zog+ vt + 0B,
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donde B; es un movimiento browniano estandar, v es el coeficiente de drift,
y o es la volatilidad [7, &]. El valor minimo del proceso Z; hasta el tiempo
t, mz,, esta definido como,

myz, = min{0 <s < t}Z,.

La probabilidad de que Z; > x y mz, > y cuando y < 0y x > y estd dada
por

vt —x 2oy 2y —x + ot
P(Zy > x,mz, > y) =N —e? N| —7F+ |,
(Z12xmz2y) (0\/?> ( oVt )

donde:

= N(-) es la funcién de distribucién acumulada de una variable normal
estandar,

= x es el nivel por encima del cual el proceso Z; debe estar,

= y es el nivel minimo por encima del cual el minimo mz, debe estar,

= El término N <Zg\_/§‘> representa la probabilidad de que el proceso Z;

esté por encima de x, considerando el drift v y la volatilidad o,

2y—x+ot
oVt

ta el efecto de la barrera vy, utilizando la técnica de reflexion.

20y
= El término e N < ) ajusta la probabilidad para tener en cuen-

Nos hemos concentrado en estudiar la distribucién del minimo de un mo-
vimiento browniano, que es relevante al estudiar opciones descendentes. Si
deseamos opciones de subida y bajada de precios, necesitaremos teoremas
similares para el maximo. Sea MtZ el maximo en el intervalo [0, t].

Afortunadamente, el hecho de que el negativo de un movimiento brow-
niano con tendencia sea un movimiento browniano con tendencia significa
que la ley del maximo es facilmente deducible de la ley del minimo.
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Podemos escribir:

M? = mx(oc — Wi +ot) = mx(—(cW; +0t)) = —mn(—cW; — vt). (3.27)

Como —W; es un movimiento browniano, tenemos que Z; denota un pro-
ceso con tendencia —v y volatilidad o, tal que

Teorema.

]P(Zt <y, MtZ > y) = eZUya*ZN (Lyt_m) , (3.28)
o

lo que implica inmediatamente

x — vt -2 x —2y — ot
P(Z; < x,M! <y)=N — g2y N<—) 3.29
( t> X t —y) (0_\/;) (7'\/% ( )

parax <y,y > 0.

3.7. Movimiento Browniano Geométrico

El movimiento browniano geométrico es un proceso estocdstico amplia-
mente utilizado para modelar fenémenos donde las variables crecen de
forma exponencial en el tiempo, tales como los precios de activos financie-
ros, el crecimiento poblacional o el comportamiento de ciertos procesos en
biologia y fisica. En finanzas, el movimiento browniano geométrico es un
componente fundamental del modelo de Black-Scholes para la valoracién
de opciones.

3.7.1. Definicion Formal

El movimiento browniano geométrico es un proceso estocastico continuo
en tiempo que describe la evolucién de una variable S; en el tiempo ¢. El
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proceso sigue la siguiente ecuacién diferencial estocdstica

dS; = yStdt + 0S;dBy,
donde:

= S; es el valor del proceso en el tiempo t.
= 1 es la tasa de crecimiento esperada o drift, un pardmetro constante.

= ¢ es la volatilidad constante del proceso, un pardmetro constante que
mide la magnitud de las fluctuaciones aleatorias.

= B; es un movimiento browniano estandar o proceso de Wiener.

Este modelo refleja un crecimiento que es tanto determinista (con tasa y)
como estocdstico (con volatilidad ¢ modelada por el término By).

La ecuacioén diferencial estocastica que describe el movimiento browniano
geométrico tiene una solucion explicita. Para encontrar la solucién, se pue-
de aplicar la férmula de It6 y obtener la forma cerrada para S; en funcién

del tiempo,
o2
St = Sexp ((y — 7) t-l—(TBt> ,

donde S es el valor inicial del proceso en t = 0.

La solucién nos muestra que S; sigue una distribucién log-normal, lo que
significa que In(S;) sigue una distribucién normal. Mds especificamente,

In(S;) ~ N <ln(5) + (;4 — %2) t, Uzt) .

3.7.2. Propiedades del Movimiento Browniano Geométrico

El movimiento browniano geométrico tiene varias propiedades importan-
tes que lo hacen ttil para modelar precios de activos y otros procesos con
crecimiento exponencial:
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= Caminos Continuos: Los caminos del proceso S; son continuos con
probabilidad 1, lo que significa que no hay saltos repentinos en los va-
lores del proceso. Esto es una consecuencia directa del hecho de que
el término B; es un movimiento browniano estdndar, cuyos caminos
son continuos.

= No-Negatividad: S; es siempre positivo para todo t > 0, dado que la
exponencial de cualquier ntimero real es estrictamente positiva. Esto
es crucial en aplicaciones financieras, ya que los precios de los activos
no pueden ser negativos.

= Distribucion Log-Normal: Como se mencion6 anteriormente, el valor
S¢ sigue una distribucién log-normal, ya que In(S;) es una variable
aleatoria normal. Especificamente, la esperanza y la varianza de S;
estdn dadas por
]E[St] = Set t,

Var(S;) = S2e (e“zt - 1> .

3.7.3. Aplicaciones del Movimiento Browniano Geométrico

El movimiento browniano geométrico se utiliza principalmente para mode-
lar sistemas que experimentan crecimiento exponencial con perturbaciones
aleatorias. Entre las aplicaciones mds destacadas se encuentran las siguien-
tes:

Modelo de Precios de Activos Financieros

En finanzas, el movimiento browniano geométrico es el modelo subyacen-
te en la férmula de Black-Scholes para la valoracién de opciones. Bajo el
supuesto de que los precios de los activos siguen un movimiento brow-
niano geométrico, el valor S; representa el precio de una accién o activo
en el tiempo ¢, con p siendo la tasa de retorno esperada del activo y ¢ la
volatilidad.

El uso del GBM (Movimiento Browniano Geométrico) garantiza que los
precios no se vuelvan negativos y modela adecuadamente la volatilidad
observada en los mercados financieros.
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Crecimiento Poblacional

En biologia, el GBM también se utiliza para modelar el crecimiento de
poblaciones bajo condiciones de incertidumbre. En este contexto, S; repre-
senta el tamafio de una poblacién en el tiempo ¢, con y modelando el cre-
cimiento medio de la poblacién y ¢ representando la incertidumbre o la
variabilidad en el crecimiento.

Dindmica de Precios en Mercados de Materias Primas

El GBM se aplica también al modelado de precios de materias primas co-
mo el petréleo, el oro y otros recursos naturales. La suposiciéon de que
estos precios siguen un proceso estocastico con crecimiento exponencial y
volatilidad hace del GBM una herramienta valiosa para entender las fluc-
tuaciones en los precios de estos activos.

3.7.4. Comparacion con el Movimiento Browniano Estindar

Es importante notar que, a diferencia del movimiento browniano estiandar,
que puede tomar valores tanto positivos como negativos, el movimiento
browniano geométrico esté restringido a valores positivos. Mientras que el
movimiento browniano estdndar modela fluctuaciones simétricas alrede-
dor de cero, el movimiento browniano geométrico modela procesos cuyo
crecimiento es multiplicativo y que no pueden caer por debajo de cero.

El movimiento browniano geométrico es un modelo estocastico esencial pa-
ra describir procesos que evolucionan de manera exponencial con el tiempo
y que estan sujetos a variabilidad aleatoria. Su uso se extiende a multiples
disciplinas, con aplicaciones clave en la modelizacién de precios de acti-
vos financieros, el crecimiento de poblaciones y la dindmica de precios en
mercados de materias primas. Las propiedades del GBM, como su positivi-
dad y su capacidad para modelar crecimiento exponencial, lo hacen ideal
para sistemas donde la volatilidad y el crecimiento estdn estrechamente
relacionados.
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Capitulo 4

Formula de Black-Scholes

El modelo de Black-Scholes sera utilizado en el trabajo presente, debido
a las amplias aplicaciones que se pueden llevar a cabo con el mismo. El
modelode valuacién de opciones desarrollado por Black y Scholes [13], es
muy popular.

Los supuestos de mercado en los que se basa son:

-El precio de una accion se comporta comporta como un movimiento brow-
niano geométrico. Supone transacciones constantes y no permite brincos en
las cotizaciones. Ademas, en el largo plazo, el precio del activo subyacente
siempre tiende a crecer a una tasa constante.

-El activo subyacente no paga dividendos.
-La volatilidad es conocida y constante durante la vida de la accién.

-La tasa de interés es constante durante la vida de la acciéon. Ademas esta
tasa aplica tanto a operaciones activas como a operaciones pasivas. En ge-
neral, cualquier participante del mercado puede prestar o pedir prestado,
tanto dinero como necesite a la misma tasa de interés.

-Un inveresionista que venda una opcién o una accién en corto tendra
disponibles los recursos producto de la venta.

-No hay costos de transaccién para las acciones o las opciones.

Daremos por conocidos los temas de procesos estocdsticos y calculo esto-

55



castico de Ito.

A continuacién se presentan algunas de las posibles aplicaciones del mo-

delo.

Para
delo

Valoracion de opciones: Principalmente utilizado en opciones de com-
pra y venta de acciones, entre otras.

Andlisis de riesgo: Analiza el riesgo de una opcién financiera, lo cual
es indispensable para la toma de decisiones en el mercado de valores.

Gestion de carteras: El modelo es utilizado para evaluar el riesgo de
una cartera de inversiones, de esta forma minimizar y maximizar el
riesgo.

Andlisis de volatilidad: Con el modelo de Black-Scholes es posible
analizar la volatilidad de distintos activos financieros y de esta forma
predecir su comportamiento en el futuro.

Gestion de riegos: Gestionar el riesgo en distintos sectores, como en
aseguradoras, empresas, la banca, etc.

Simulacién de escenarios: Utilizado para la simulacién de diferentes
escenarios financieros y la evaluacién de los cambios econémicos en
general.

Gestion de fondos: El modelo Black-Scholes es utilizado para gestio-
nar fondos de inversién y asi determinar la composicién adecuada
para maximizar el rendimiento y reducir el riesgo.

comprender mds a profundidad el entorno en el que se aplica el mo-
de Black-Scholes, se debe primeramente conocer algunos conceptos

matematicos, con el fin de entender y razonar las férmulas del modelo, pa-
ra comprender sus aplicaciones; aqui desarrollaremos algunos de los con-
ceptos bdsicos que se mencionan en este trabajo.

El modelo de Black-Scholes es uno de los pilares fundamentales de la teo-
ria de valoracién de opciones financieras y estd profundamente basado en
el movimiento browniano geométrico (GBM), que describe el comporta-
miento del precio de los activos subyacentes en los mercados financieros.
A continuacion, se explican los elementos clave de esta relacion.
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4.1. Precio de una opcién call y una opcién put

En el contexto del modelo de Black-Scholes, se asume que el precio de
un activo subyacente S; sigue un movimiento browniano geométrico. Esta
suposicién es crucial, ya que permite modelar la evolucién estocastica del
precio de un activo de manera realista, capturando tanto su crecimiento
exponencial como la volatilidad inherente al mercado.

El precio S; de un activo en el tiempo t estd modelado por la siguiente
ecuacion diferencial estocéstica, como se mencioné anteriormente,

dS = uSdt + ocSdB;,
donde:

= 1 es la tasa de retorno esperada del activo,
= ¢ es la volatilidad constante del precio del activo,

= B; es un movimiento browniano estandar.

La solucién de esta ecuaciéon, como ya hemos visto, es

02
SzSexp((y—7> t+UBt)/

lo que significa que el precio del activo sigue una distribucién log-normal.
Este resultado es clave para el modelo de Black-Scholes, ya que permite
calcular el valor de las opciones europeas mediante técnicas analiticas.

A continuacién calcularemos el precio de una opcién call. El precio de una
opcién esta dado por lo siguiente,

Teorema 4.1. En el marco de Black-Scholes con tasa de interés r y volatili-
dad o (constante), el valor de una opcién de compra C , es

C(S,t) = ®(d1)S — Ke " TN d(dy)

donde ® es la acumulativa de una normal estdndar, y

hi(ts) = oVT—Hin(3) + (r + %Uz)(T ~nl
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dy(t,s) =dqi(t,s) —oVT —t.

Demostraciéon. Como fc(S(T)) la funcién de pago de la opcion call. Se
tiene que,

C(S,t) = e "TIE [fc(S(T))].

Ademas que S(T) estd dada por

s(T):zseﬁgév%(Tfﬂ+v(Wffww.
Definimos S(T) = ¢' como una log-normal, donde

Y~ N ((r— 202)(T - 1), 00T —1).
(=31 )

Entonces de C(S,t) tenemos que

C(s,1) =10 [~ fe(S(T) g (y)dy. (@.1)

donde ¢(y) es la densidad de probabilidad de Y.

Sustituyendo fc(S(T)) en (4.1),

C(S,t) = e "(T7H) /OO max {e‘r(T_t) +ovTZ — K,O} ¢(z)dz.

Sabemos que Y estd definido como

o?, t=T—t, Z~N(,1).

N =

Y=tt+0V12, P=71—

Por definicién de méx, tenemos:

Y_K Y K
méx{eY —K,O} —J° ’ s% eY -
0, sie’ <K.

Esto implica que,
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Sea

Ahora

20

K
seY>K:>eY>;

:Y>ln(§)

= T4+ 0Tz > In (5)

S

= 01z > In (Ig) — T
In (%) — T

NG

= Z>

Z

-/ j[se””ﬁ]qo(z)dz— /

=L 1.
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Ahora

L = /Zoo Ko(z)dz
= /Z:o ¢(z)dz

K /oo =y

= — e 2 dz
\/27[ 20

— K- P(Z > z)

=K- CI)[—Z()].

La otra mitad de la integral de la siguiente forma

L= [ s Tg()dz

20

7T %) 2
se _zz
= AV~ % 7
V 27 Z0
S ef’T 0o )

VT~ T 4z

B \V; 27T Z0

Y T
sabemos que ¢'* es, e'"e 7,

I =

Tr o 2 2
se _zz_ 0T

/ R
27T Z(

N

TF poo

_ s¢ e—%(zz—ZZUﬁ-l-crzr) dz
V 27T Z0
se™ [

— —3(z—0y/7)?
= e 2 dz.
V 27T 20

Esto ultimo es una funcion de densidad N[o\/7,1] ~ Z;, multiplicada por
se’" con lo cual tenemos,

I, =se'"- P(Zl > Zo).
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Pero

P(Zy — oVt > zg — oV/t)
P(Z > zg — o\/1)

P(Z < — (20— o))
P(Z < (o't —z9))

O (o't — 2p).

P(Zl > Zo)

Concluimos,

L = SeTrP(Zl > Zo)
= 5eT'D(—zg + oV/1).

Con esto tenemos,

C(s,t) =e " T0(L, — L)

Tr (] (e°] 722
= e_r(T_t)(—Se emﬁ_%_#dz K e 2 dz)
V 27T ) 27T )
=5s- 1 ” ewﬁ_%_#dz e (T=D. L e#dz
27T Jzg 27 Jz

= s®@[dy(s,t)] — e T OKD[dy (s, 1)].

con

hi(s,t) = VT~ Hin(3) + (r + %az)(T _

dy(s,t) =di(s,t) —oVT —t.
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Derivacién del Modelo de Black-Scholes para un PUT

El precio de un put esta definido por,

Teorema 4.2 En el marco de Black-Scholes con tasa de inetrés r y volatilidad
o(constante), el valor de un put es

P(S,t) = Ke 7T N®(—dy) — $,(—dy). (4.2)
Demostracién. Como fp(S(T)) la funcién de pago para una opcién put,
P(S,t) = e " TVE[fp(S(T))].-
Sabemos que

fpS(T) = max{K —S(T),0}.

Ademas que S(T) estd dada por

S(T) = Se("_%az)(T—t)"‘U(WT—Wt)‘
Definimos S(T) = eY como una log-normal, donde
Y~ N ((r 2T~ 1,0V~ t> |

Entonces de P(S, t) tenemos que

P(s,1) =T [ f(S(T))g(y)dy (43)

donde ¢(y) es la densidad de probabilidad de Y.
Sustituyendo fp(S(T)) en (4.3),
P(S,t) = e (T=H) / max {K —e"(T7H 4 Uﬁz,O} ¢(z)dz.
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Por definicién de méx, tenemos:
Y

K — ie¥ <K
max {K—eY,O} = ¢ S% eY <5
0, sie! > K.

Sabemos que Y estd definido como

2
Y = 1+ 207, ?:r—%, T=T—t Z~N(01)

Esto implica que,

K
sey < K=el <=
S

:Y<ln(§)

K
= T4+ ovVTz < In (E)
K .
= 0Tz < In (E) — 7T
In (K) — 5
L, () -t
o\/T
Sea
In (%) — 7T
zZ0 =
o\/T
Ahora

Z z .
/ " max {K—¢Y,0} ¢(y)dy = / " max {K — ser”wﬁ,O} ¢(z)dz

— /_ZO Ko(z)dz — /ZO [se"™H VT p(2)dz

—0Q

=h— )
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Ahora

1 = /ZO Ko(z)dz

—00

= K/_Z:o ¢(z)dz

K Z0 _ZZd
= — e 2 dz
\ 27T /oo
=K-P(Z > z)
=K- (I)[—Zo].

La otra mitad de la integral de la siguiente forma

= [ s ()

[ee]

7T Z 2
se 0 _z
_ eztfﬁe S dZ

V271 J -0
7T Z 2
se 0 _zt
VT T 4y

N \V2m -

5 o2t
sabemos que ¢'" es, e'"e 7,

se™ [%o 2 P
o= > / VT T gy
V27T J—o0

Tr Z
_ se 0 e—%(zz—ZZU\/?—HTZT)dZ
V271 J -0
Tr Z
se 0 1 2
— 6_2(2—0’\/?) dz.

B V27T J -

Esto ultimo es una funcion de densidad N[c\/7,1] ~ Z;, multiplicada por
se’T con la cual tenemos,

]2 = se” . P(Zl § Zo).
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Pero

P(Z1 — oVt < zg— oV1)
P(Z < zg— oVt
P(z9 —oV't)),

P(Z; < zp)

concluimos con

J2 =se""P(Z; < z)
— 5e"'®(zg — oV/1).

Con esto tenemos,

P(S,t) =e T — )
se™’

K [o _2

_ ,—1(T—t) | za\f ———d
e — e dz — V4
( /_27'( s T : )

dz—s

/ /OO VT T gy
V 27 Z0 vV 27 Z0

HT=ODKD[—dy(s,t)] — s@[—dy (s, )].

:e_(

con

dl (S, t) =

dz(S,t) = dl(S,t) —ovT—t.

Podemos observar que la variable y desapareci6 de la férmula final de
Black Scholes, esta variable que representa la tasa de retorno, es afectada
por la preferencia de riesgo, esto implica que la férmula conlleva un “riesgo
neutro”.

4.1.1. Relacidon con el tiempo de llegada

El tiempo de llegada, también juega un papel en la valoracién de opciones,
particularmente en opciones con caracteristicas especiales como las opcio-
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nes barrera. Estas opciones se activan o desactivan cuando el precio del
activo subyacente alcanza o supera un cierto nivel de barrera.

El tiempo de llegada T4, definido como el primer tiempo en que el proceso
St alcanza un valor determinado A, es una variable clave para este tipo de
opciones. Dado que el movimiento browniano geométrico sigue un com-
portamiento log-normal, el tiempo de llegada de un cierto nivel para S;
puede modelarse y utilizarse para calcular la probabilidad de que el precio
del activo alcance la barrera antes del vencimiento de la opcién.

En particular, para una opcién de barrera ascendente y desactivante (knock-
out), el tiempo de llegada determina si la opcién expira sin valor. La proba-
bilidad de que el precio S; alcance un nivel barrera B antes de la fecha de
expiracion T estd directamente relacionada con la distribucién del tiempo
de llegada.

Para las opciones americanas, el modelo de Black-Scholes no proporciona
una solucién analitica cerrada debido a la posibilidad de ejercicio tem-
prano, lo cual introduce una complejidad adicional en el modelo. Sin em-
bargo, el movimiento browniano geométrico sigue siendo la base del com-
portamiento del precio del activo subyacente.

El modelo de Black-Scholes estd profundamente vinculado con el movi-
miento browniano geométrico, ya que este tltimo modela el comporta-
miento estocdstico del precio de los activos subyacentes. La estructura de
este modelo permite derivar la ecuacion de Black-Scholes y, a través de
técnicas analiticas 0 numéricas, calcular el valor de diferentes tipos de op-
ciones financieras.

4.2. Valuacién de una opcién europea con una
barrera

La valuacién de opciones europeas es un area fundamental en el campo de
las finanzas que se enfoca en determinar el precio justo de una opcién so-
bre un activo subyacente. Las opciones europeas son contratos financieros
que otorgan a su poseedor el derecho, pero no la obligacién, de comprar
(opcién de compra o call") o vender (opcién de venta o "put") un activo
subyacente a un precio predeterminado (llamado precio de ejercicio) en
una fecha futura especifica (llamada fecha de expiracién).
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La valuacién de opciones europeas implica considerar varios factores clave:
- El precio actual del activo subyacente.
- El precio de ejercicio de la opcion.
- La volatilidad esperada del activo subyacente.

- La tasa libre de riesgo, que refleja el rendimiento de un activo libre de
riesgo como los bonos del gobierno.

Ademas, el tiempo hasta la expiraciéon de la opcién también desempefia
un papel crucial, ya que influye en la probabilidad de que la opcién sea
ejercida y en el riesgo asociado con el activo subyacente.

En resumen, la valuacién de opciones europeas es un drea compleja pero
fundamental en las finanzas modernas, con implicaciones significativas pa-
ra la gestion de riesgos, la toma de decisiones de inversién y la evaluacién
de estrategias financieras.

Como ya lo mencionamos, las opciones europeas con o sin barrera requie-
ren también un periodo de vigencia y una fecha de expiracién para que
estas puedan llevarse a cabo de forma correcta.

4.3. Valuacion de una opcién europea con barre-
ra

Antes de continuar veamos lo que es un contrato Down-and-out.

Sea H € R, con H < 5(0), H es la barrera y consideremos el siguiente
contrato denotado por fcp.

= Si el precio del bien permanece arriba de la barrera durante todo
el periodo del contrato entonces el monto C se paga al tenedor del
contrato.

= Si el precio del bien en algun momento antes de la fecha de venci-
miento T, toca la barrera, entonces el valor del contrato se anula y no
se le paga nada al tenedor del contrato.
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El contrato fcp es llamado la version Down-and-out del contrato C y nues-
tro principal problema ahora es valuar a fcp.

Mas formalmente se describe la funcién de pagho Cy de la siguiente forma.

_J®(8(T)), S(t)>H,tel0,T]
fer =4, S(t) < H,t € [0,T].

Es decir,
feu(S(t)) = @(S(t)1is(H)>H)-

Teorema 4.3. En el marco de Black-Scholes con tasa de interés r y volatili-
dad o el valor de una opcién de compra fcy con precio strike K y barrera
H, (H < K).

fen(S,6) = C(8,1) - (%)M C (H{ t) |

Sea un activo subyacente con las siguientes caracteristicas:

Definimos los siguientes términos auxiliares:

In(S/K)+ (r —q+ 16T

di = ,
! o T
dy = dy — oV,
In(H%/(SK)) + (r —q + 36T
hy = ,
oV'T
hy =di —oV/T.

También definimos el exponente de reflexion:

1.2
/\:1”—|-20'
0"2

Esto significa que el precio de una opcién knock-out es el precio de una
call estdindar menos un término correctivo que ajusta por la barrera.
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Demostracién. La prueba la hacemos con casos;

Caso I: H<K. En este caso de fcp,

fC(S(T)) = (ST - K)l[STZK,mTEH]

= STl >k mr>1) — Klisi> K mp>T)-

El precio de la opcion Cp es

Cu(S,T) =Ele”"" fcu(S(T))]
= E[e™"" (St — K) - Lg, >k mp>H])

= ¢ "E[ST[s;>kmr=m]] — € TEK- g >k my=H]
—L-L.

Para fijar el precio de la primera parte, tomamos S como numerario. En-
tonces, el valor es

L = SE[(s; >k mr>m))
= SP(STZK,THTZH)
= SP(In(S7)) > In(K), ms'™ > In(H).

En esta medida, In(St) — In(S) es un movimiento browniano con tendencia
2 . .
r + . Por lo tanto, podemos aplicar el Corolario 2.6.3, con

x =In(K) —In(S) = —In(S/K),
y=In(H)—In(S) =In(H/S),



para obtener

h=S.-® (lnu%) T L %a%r)

<(H 1+2“72. log(SH—Ii)+(r+%az)T
(2 o Fur i)

S
Para fijar el precio de la segunda pieza tomamos como numerario la cuenta
del mercado monetario de capitalizacién continua. Por lo tanto, el valor de
la segunda parte es —Ke T multiplicado por la probabilidad de que se
produzca el pago. En esta medida, como es habitual, tenemos que el log(S)
tiene tendencia, es decir

L =e¢"TE[K - 1jg,5 K mp>]
=e K- E[1(s;>K my>H]

= ¢ TP, > gy

Aplicando nuevamente el Corolario 2.6.3, obtenemos

b K™ (ln (%) +(r— ‘772)7)

VT

2
e (E) e (i (H)+ 0+
5 oVT
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Entonces

Cy(S,T)=L—-1,

s <Zn<%> Hr+ W)
_|_

o\T

s (E)I-I—ZVUZ ° (log(?—;)+(1’+%(72)1')
a-
2

—C(S,t) - (%)ZAC (H?Z t) .

Podemos considerar este valor como el precio de una opcién de compra
bésica menos un término de correccién. El término de correccién surge de
la disminucién de valor provocada por la barrera. Esta correccién, aunque
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mas complicada que la opcién original, tiene una forma similar.

Caso II: H<K.Cuando la barrera estd sobre el precio de ejercicio, la con-
dicién del dinero al vencimiento es redundante, porque si el minimo esta
por encima de la barrera, entonces el valor terminal ciertamente est4d por
encima de la barrera y, por tanto, el precio de ejercicio. Por lo tanto, el pago
de la opcién es

1m% > H(61—K)

Como antes, podemos abordar esto dividiéndolo en partes con coeficientes
S y K, y luego usando la cuenta del mercado bursatil y monetario como
numerarios respectivamente. Por lo tanto el valor es,

SP(L,s5-) = ¢ "TKP (1,5 p,).

Usando el Corolario 2.6.1, tenemos para el primer término, tomando v =
r+ %02, y X, y como arriba

h o In (%) +(V—|—%)T _S(I;>1+2r02q)<ln (%)-I—(}’-i—%z)’l') |

o\ T S o\/T

Para el segundo término, tenemos v = r — %02, y obtenemos

og (5) + -

Jo = Ke ""®
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En conclusion, tenemos

Finalmente obtenemos

14+2r0 2
Ch(S,T) = Sd(dy) — Ke~"Tdb(dy) — <%> Sd(iy)

donde
g () 0+ (DT
I oV T ’
y
o log (%) + (r+ (—1)]_1§)T
J o/ T
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Capitulo 5

Conclusiones

El analisis realizado en esta tesis sobre la valuacién de opciones europeas
con barrera permitié entender a profundidad tanto los fundamentos mate-
maéticos como las aplicaciones practicas de este tipo de derivados financie-
ros. A continuacién, se resumen los puntos clave y los aportes del trabajo:

= Valor estratégico de las opciones barrera: Estas opciones se destacan
por su capacidad de responder a condiciones especificas del mercado,
lo que las hace ideales para personalizar estrategias de cobertura y
especulacién. La inclusién de una barrera agrega una capa adicional
de control y flexibilidad para los inversionistas.

= Relevancia del movimiento browniano: La representacién del com-
portamiento aleatorio de los precios a través de procesos estocdasticos,
como el movimiento browniano, resulta esencial para modelar esce-
narios realistas. Esto respalda su uso como una herramienta confiable
en la valuacién de derivados.

= Extension del modelo de Black-Scholes: La aplicacién del modelo de
Black-Scholes en opciones con barrera demuestra cémo las herra-
mientas tradicionales pueden adaptarse a las necesidades modernas
del mercado. Este ajuste permite una mayor comprensién de cémo
interactian las variables clave en la valoracién de estos productos.

= Implicaciones practicas y metodolégicas: Este trabajo aporta una me-
todologia replicable que puede aplicarse a otros tipos de derivados
financieros. Ademas, su enfoque combina teoria y practica, haciendo
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posible su implementacién en contextos reales de gestion de riesgos
y optimizacién de portafolios.

Reflexion final: La investigacion no solo profundizé en los fundamentos de
las opciones barrera, sino que también abri6 la puerta para futuras explo-
raciones en el campo de los derivados exéticos. Seria interesante evaluar
cémo las fluctuaciones de mercado mds impredecibles, como eventos eco-
némicos globales, afectan la eficiencia y validez de estos modelos.

En conclusion, este trabajo confirma la importancia de combinar conceptos
matemaéticos avanzados con aplicaciones financieras practicas para abordar
los desafios de los mercados modernos. Las herramientas desarrolladas y
analizadas en esta tesis no solo tienen valor académico, sino también un
potencial significativo para su implementacién en el mundo financiero real.
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