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Introduccion

La tesis que presento estd dedicada al estudio de los espacios topol6-
gicos primero numerables que son homogéneos con respecto a conjun-
tos denso numerables. Estos espacios fueron definidos por primera vez
por Ralph Bennett en [[17], ahi demuestra que los espacios conexos que
son homogéneos con respecto a conjuntos denso numerables que tam-
bién son primero numerables son homogéneos. Una de las propiedades
mds importantes que demuestra Bennett es la enunciada en el Teorema
3 de [177]] que establece que un espacio topoldgico que es separable, me-
trizable, localmente compacto y que ademads es fuertemente localmente
homogéneo es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables;
esto es parte del contenido del Capitulo 2.

En el Capitulo 3 de esta tesis se presenta el concepto del grado de
homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de un es-
pacio topoldgico separable y primero numerable. Para definir el grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de un es-
pacio topoldgico separable X se establece una relacién de equivalencia
entre conjuntos denso numerables de X de manera que dos conjuntos
denso numerables estdn relacionados si existe un homeomorfismo 4 del
espacio X en si mismo que manda uno de estos conjuntos en el otro. Asi,
el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables
de X es la cardinalidad del conjunto de clases de equivalencia determi-
nadas por esta relacion de equivalencia y lo denotaremos por g,,,,, (X).

El trabajo desarrollado acerca del grado de homogeneidad con res-
pecto a conjuntos denso numerables estd motivado en saber si para cada
nimero natural n existe un continuo X cuyo grado de homogeneidad con
respecto a conjuntos denso numerables sea igual a n. Uno de los resulta-
dos mds inmediatos que presentamos es el Lema [3.4] que dice que si X
es un espacio topoldgico homogéneo con respecto a conjuntos denso nu-
merables, entonces el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables del espacio X es igual a uno. Entre otros resultados
que obtuvimos se encuentran el Teorema [3.12] que establece que el gra-
do de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de un
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n—odo simple es igual a 2(n+ 1); el Teorema que dice que si X es
una gréfica completa con k vértices, entonces g,,,, (X) =k+ 1.

En la primera seccién del Capitulo 1 conjuntamos algunos resulta-
dos sobre las drbitas de los puntos de un espacio topoldgico que brin-
dardn herramientas para el desarrollo de los capitulos posteriores. En la
segunda seccién retomamos las definiciones de algunos conceptos ele-
mentales de la Teoria de los Continuos, por ejemplo, las definiciones
de n—odo simple, grafica y arbol. Ademads, citamos algunos resultados
necesarios para poder desarrollar nuestro trabajo. En la tercera seccién
atendemos propiedades relacionadas con homeomorfismos, que son de
suma importancia en esta tesis, particularmente en el desarrollo del Ca-
pitulo 3, ya que estos resultados conforman una herramienta esencial
para la determinacion de las clases de equivalencia de conjuntos den-
so numerables de un espacio topolégico y por lo tanto del célculo del
grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de
algunos continuos. En el Lema[[.29] presentamos una de las herramien-
tas mds sobresalientes que utilizamos a lo largo de esta tesis, aqui es-
tablecemos la construccién de una funcién biyectiva y creciente de un
conjunto denso y numerable de la recta real en otro; ademas, en el Le-
ma [I.31] mostramos la manera en que se extiende la funcion obtenida
del Lema a un homeomorfismo de los reales en si mismos. Estos
dos lemas se emplean para probar que el espacio euclidiano de los ni-
meros reales es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables.
Finalmente, en la dltima seccién, abordamos algunos resultados sobre
espacios de funciones que usaremos en el Capitulo 2.

Debemos mencionar que el concepto de homogéneo con respecto
a conjuntos denso numerables ha sido estudiado con bastante interés
en la topologia general, en relacion con esto puede ver las referencias
siguientes: [2]], [31, [4], [19], (8], [71, [14], [13], [10], [111, [12]], [21].
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Capitulo 1

Preliminares

En esta primera seccion introducimos unos subconjuntos muy im-
portantes de un espacio topoldgico que llamaremos 6rbitas (ver Defini-
cién [I.1). Presentaremos algunas propiedades sobre dichos conjuntos,
sobre todo cuando las 6rbitas corresponden a ciertos puntos especiales
(como los ordinarios, los extremos y los de ramificacion, que se intro-
ducen en las Definiciones [I.3] [I.5]y respectivamente). Para el
desarrollo de la teoria del Capitulo 3, los resultados presentados en la
primera seccién son de gran utilidad para simplificar algunas demostra-
ciones. El Lema|[T.4]nos dice que si x es un punto extremo de un espacio
topolégico X y un punto y pertenece a la 6rbita del punto x, entonces el
punto y también es un punto extremo; en el Lema|[I.6|demostramos algo
similar, si dos puntos pertenecen a la misma 6rbita y uno de esos puntos
es ordinario, entonces el otro también lo es; andlogamente, el Lema@
afirma que si dos puntos pertenecen a la misma 6rbita y uno de esos
puntos es un punto de ramificacion, entonces el otro también es un pun-
to de ramificacién. Es mds, el Corolario[I.12] asegura que si dos puntos
pertenecen a la misma 6rbita y uno de ellos es un punto de ramificacion
entonces el otro punto también es un punto de ramificacién y ademas
los dos puntos tienen el mismo orden.

Por otra parte, para denotar la frontera de un conjunto U en un es-
pacio topoldgico X usamos el simbolo fr(U). Las letras griegas a y
B las empleamos tinicamente para denotar nimeros cardinales. Al pri-
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mer cardinal infinito numerable lo denotamos con @ y a la cardinalidad
del continuo la denotamos con ¢. Si X es un conjunto, la cardinalidad
del conjunto X la vamos a denotar con el simbolo |X|. La norma de un
punto x en el plano real R lo denotamos por ||x||. Un continuo al que
recurriremos continuamente es el arco (ver Definicién[I.13). Cuando un
arco cuyos puntos extremos son los puntos a y b es tnico, lo denotamos
como [a,b].

1.1. Orbitas

Definiciéon 1.1. Sea X un espacio topolégico. La drbita de un punto x
en el espacio X es el conjunto

7(x) = {y € X : existe un homeomorfismo f:X — X tal que f(x) =y}.

Teorema 1.2. Si es X un espacio topolégico, entonces las siguientes
proposiciones son verdaderas:

(1) las orbitas del espacio X forman una particion del mismo;

(2) las orbitas del espacio X son conjuntos invariantes bajo homeo-
morfismos.

Demostracion. Para ver la Proposicién (1), sean x, y y z tres puntos del
espacio X. Dado que el homeomorfismo identidad Iy : X — X cumple
que Ix(x) = x, para cada x € X, se tiene que el punto x pertenece a la
orbita T(x).

Note que si existe un homeomorfismo f : X — X de manera que
f(x) =y, entonces f~!, la funcién inversa de f, es un homeomorfismo
del espacio X en si mismo tal que £~ !(y) = x. Por lo tanto, si y pertence
a la 6rbita 7(x), entonces el punto x pertenece a la 6rbita 7(y).

Por tltimo, supongamos que el punto z pertenece a la érbita del pun-
to y, y que el punto y pertence a la érbita T(x). Asi, existen homeomor-
fismos g: X — Xy f: X — X tales que g(y) =zy f(x) =y. Considere-
mos el homeomorfismo composicién go f : X — X, y note que

gof(x) =g(f(x) =2g0y) =z
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Por lo tanto, el punto z pertence a la 6rbita 7(x). Se concluye que las
Orbitas de un espacio topolégico forman una particién del mismo.

Para ver la proposicién (2), consideremos 4 un homeomorfismo del
espacio X en si mismo. Sea a un punto de la 6rbita 7(x). Existe un
homeomorfismo f : X — X de manera que f(x) = a. Asi, se tiene que
ho f(x) = h(a). Por lo tanto h(a) pertenece a la ébita 7(x).

Ahora, consideremos y un punto que pertenezca a la érbita del punto
x. Asi, existe un homeomorfismo f del espacio X en si mismo de manera
que f(x) =y. Ademds, se puede hallar un punto a en la 6rbita de x, de
modo que A(a) = x. Esto implica que i(f(x)) = y. Por lo tanto la 6rbita
7(x) estd contenida en h(7(x)). T

Definicion 1.3. Sea X un espacio topoldgico. Un punto x € X es un
punto extremo de X si para cualquier conjunto abierto U de X tal que
x € U, existe un conjunto abierto V de X de modoque x eV, V C Uy
la frontera de V consiste exactamente de un punto.

Al conjunto de los puntos extremos de un espacio topoldgico X lo
denotaremos por E(X).

Lema 1.4. Sean X un espacio topoldgico y x un punto extremo de X . Si
y pertenece a la orbita del punto x en X, entonces y es un punto extremo
deX.

Demostracion. Seay un punto perteneciente a la 6rbita del punto extre-
mo x del espacio topoldgico X . Asi, existe un homeomorfismo /1 : X — X
tal que h(x) =y.

Sea U un conjunto abierto de X tal que y € U, de aqui se sigue que
x € h~1(U). Dado que x es un punto extremo de X, se puede hallar un
conjunto abierto V de X tal que x € V, V. C h~!(U) y la frontera de V
tiene cardinalidad igual a uno. Asi, 2(V) es un conjunto abierto de X
contenido en U tal que y € (V) y la frontera de 4(V) consta exacta-
mente de un punto. Por lo tanto, se tiene que y es un punto extremo del
continuo X. T
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Definicion 1.5. Sea X un espacio topoldgico. Un punto x € X es un
punto ordinario si para cualquier conjunto abierto U de X tal que x € U,
existe un conjunto abierto V de X de modo que x €V, V C U y la frontera
de V consiste exactamente de dos puntos.

Lema 1.6. Sean X un espacio topolégico y x un punto ordinario de
X. Si y pertenece a la érbita del punto x en X, entonces y es un punto
ordinario.

Demostracion. Sea 'y un punto perteneciente a la 6rbita del punto ordi-
nario x del espacio topoldgico X. Asi, existe un homeomorfismo /4 del
espacio X en si mismo tal que /(x) = y.

Sea U un conjunto abierto de X tal que y € U, de esto se sigue que
x € h~1(U). Dado que x es un punto ordinario de X, existe un conjunto
abierto V de X contenido en 2~ !(U) tal que x € V y la frontera de V
tiene cardinalidad igual a dos. Asi, #(V) es un conjunto abierto de X
contenido en U tal que y € h(V) y la frontera del conjunto h(V) consta
exactamente de dos puntos. Por lo tanto, se tiene que y es un punto
ordinario de X. ]

Definicion 1.7. Sea X un espacio topoldgico. Un punto x € X es un
punto de ramificacion si para cualquier conjunto abierto U de X tal que
x € U, existe un conjunto abierto V de X de modoquexeV,V C Uy
la frontera de V contiene al menos tres puntos.

Al conjunto de los puntos de ramificacién de un espacio topolégico
X lo denotaremos por R(X).

Lema 1.8. Sean X un espacio topologico y x un punto de ramificacion
de X. Siy pertenece a la orbita del punto x en X, entonces y es un punto
de ramificacion de X .

Demostracion. Sea y un punto que pertenece a la érbita del punto de
ramificacion x del espacio X. Asi, existe un homeomorfismo % del espa-
cio X en si mismo tal que A(x) = y.

Sea U un conjunto abierto de X tal que y € U, de esto se sigue que
x € h~1(U). Dado que x es un punto de ramificacién de X, existe un
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conjunto abierto V de X contenido en 4~ (U) tal que x € V y la frontera
de V tiene cardinalidad mayor o igual que tres. Asi, 4(V) es un conjunto
abierto de X que estd contenido en U tal que y € h(V) y la frontera de
h(V) tiene la misma cardinalidad que la frontera del conjunto V. Por lo
tanto, el punto y es un punto de ramificacién de X. T

Definiciéon 1.9. Un subconjunto de un espacio topolégico es una vecin-
dad abierta de un punto en el espacio si es abierto y contiene al punto.

Definicion 1.10. Sean X un espacio topoldgico, x un punto de ramifica-
cién de X y B un nimero cardinal. Se dice que el punto x tiene orden 3
si se cumple que:

(i) para cualquier vecindad abierta U de X, tal que x € U, existe otro
conjunto abierto Vde X talquex € V,VC Uy |fr(V)| < B,y

(ii) para cualquier nimero cardinal @ < 3 existe una vecindad abierta
U del punto x en X tal que para cualquier conjunto abierto V de X
contenido en U de modo que x € V se tiene que o < |fr(V)].

Al orden de un punto de ramificacién x lo denotamos por orden(x).

Lema 1.11. Sean X un espacio topoldgico y x un punto de ramificacion
de X. Si se tiene un homeomorfismo h : X — X, entonces ocurre que el
orden(h(x)) = orden(x).

Demostracion. Consideremos una vecindad abierta U del punto A(x),
as el conjunto 2~!(U) es una vecindad abierta del punto x en X. Dado
que x es un punto de ramificacion, existe un conjunto abierto V de X
que contiene a x tal que V. C =1 (U) y | fr(V)| < orden(x). Se sigue que
el conjunto /4(V) es una vecindad abierta del punto A(x) en X que estd
contenida en U y que cumple que |fr(h(V))| < orden(x).

Ahora, sea o un nimero cardinal estrictamente menor que orden(x),
de la Definicion se sabe que existe una vecindad abierta U del
punto x en X, tal que para cualquier subconjunto abierto V del conjunto
U que contiene al punto x, se tiene que & < |fr(V)|. Como & es un
homeomorfismo, ocurre que 2(U) es una vecindad abierta del punto
h(x) en X, tal que para cualquier subconjunto abierto V de h(U), de



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

manera que i(x) € V, sucede que o < |fr(V)|. Por lo tanto, se tiene que
orden(h(x)) = orden(x). T

Corolario 1.12. Sea X un espacio topolégico. Si x es un punto de rami-
ficacion de X , entonces

T(x) C {y € X : y es un punto de ramificacion y orden(y) = orden(x)}.

Demostracion. Sea x un punto de ramificacion del espacio X. Con-
sidere y un punto que pertenezca a la 6rbita del punto x. Asi, existe
un homeomorfismo 4 : X — X tal que i(x) = y. Del Lema se sa-
be que y es un punto de ramificacién y del Lema [I.T1] se tiene que
orden(y) = orden(x). Por lo tanto se tiene la contencién deseada. T
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1.2. Continuos

Esta seccién se centra en recordar las definiciones de algunos con-
ceptos elementales de la Teoria de los continuos y que serdn de utilidad
para la lectura de esta tesis. Para comenzar retomamos la definicion de
continuo; en el Capitulo 3 trabajaremos con algunos continuos de ma-
nera especifica, éstos son los n—odos simples, las graficas completas y
los arboles, es por ello que también hemos incluido sus definiciones. El
Teorema [I.23] dice que para dos nimeros naturales Ny y N, existe una
cantidad finita de drboles cuyo conjunto de 6rdenes de sus puntos de
ramificacién estd acotado superiormente por N; y la cantidad de puntos
de ramificacién que contiene cualquier subarco esta acotada superior-
mente por N,, este resultado nos proporciona una herramienta magnifica
para el desarrollo de la Seccion 3.5 del Capitulo 3. Por otra parte, el Teo-
rema nos indica que dos puntos x y y de un continuo X pertenecen
a la misma 6rbita tnicamente cuando existe una funcidn biyectiva entre
las componentes conexas de los conjuntos X — {x} y X — {y}, este re-
sultado nos da seguridad sobre la forma de elegir puntos de un continuo.

Definiciéon 1.13. Un continuo es un espacio topoldgico no vacio, metri-
zable, compacto y conexo. Un subcontinuo es un continuo contenido en
el espacio.

Definicion 1.14. Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Se dice
que X es irreducible alrededor de A si no existe un subcontinuo propio
de X que contenga al conjunto A. Se dice que X es irreducible si existen
py qenX tales que X es irreducible alrededor de {p,q}.

Definicion 1.15. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al sub-
espacio [0, 1] de la recta real.

Definicion 1.16. Una curva cerrada simple es un espacio topoldgico
que es homeomorfo al subespacio S' = {x € R?: ||x|| = 1} del plano
real.

Definicion 1.17. Un n —odo simple es un continuo que puede represen-
tarse como la unién de n arcos de manera que cualesquiera dos de ellos
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se intersectan en un solo punto llamado vértice del n — odo simple y que
es punto extremo de cada arco.

Definicion 1.18. Una grdfica es un continuo que se puede representar
como la unién de una cantidad finita de arcos de manera que cualesquie-
ra dos de ellos o bien son ajenos o bien se intersectan en alguno de sus
puntos extremos.

Definicion 1.19. Un continuo es una grdfica completa con k vértices,
para algtin k > 4, si es homeomorfo al subespacio euclidiano de R¥, que
se obtiene al unir con un dnico arco a los puntos e; = (xj,...,X;,...,X),
conx;=1,x;=0cuando j#iyi,je{l,...,k}. Al punto ¢; se le llama
vértice de la grafica completa, paracada 1 <i <k.

Una arista de la gréfica completa X es un subarco A cuyos pun-
tos extremos son vértices de la grafica X y A no contiene ningtn otro
vértice de la grafica X. Si a y b son vértices de una gréifica completa,
denotaremos por [a,b] a la nica arista que los une.

Definiciéon 1.20. Un drbol es una gréafica que no contiene curvas cerra-
das simples.

Definiciéon 1.21. El Cubo de Hilbert es el espacio producto [0, 1]®.

Definicién 1.22. Dos puntos p y ¢ de un continuo X que no son ordi-
narios son consecutivos si para caday € [p,q| talque y # py y # q, el
punto y es ordinario.

Teorema 1.23. Sea X un espacio topologico primero numerable y se-
parable. Si E es un subconjunto denso de X, entonces existe D un sub-
conjunto denso y numerable de X tal que D C E.

Demostracion. Sea E un subconjunto denso del espacio X. Como X
es separable, existe M un subconjunto denso y numerable de X. Dado
que el espacio X es primero numerable, para cada x € M elija A, una
sucesion de puntos del conjunto E que converja al punto x. Definamos
el conjunto D como la unién:

U A

xeM
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Note que el conjunto D es numerable y estd contenido en el conjunto
E. Mostremos que de hecho el conjunto D es denso en el espacio X.
Es claro que M C clx (D). Como M es un subconjunto denso de X, se
tiene que clx (M) C clx(D). Esto implica que X = clx(D). Por lo tanto
se tiene lo deseado. T

Recuerde que una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples. El siguiente resultado es el Teorema
10.13 de [20], Nadler lo demuestra para dendritas, aunque nosotros lo
aplicaremos para drboles.

Teorema 1.24. Un continuo no degenerado X es una dendrita si y sélo
si para cualquier punto p € X la cantidad de componentes conexas del
conjunto X — {p} es igual al orden(p).

Teorema 1.25. Sean N| y N, niimeros naturales fijos. Si X es un drbol
tal que

(i) el conjunto de ordenes de los puntos de ramificacion de X estd
acotado superiormente por Ny, y

(ii) para cualquier subarco A de X, se tiene que |ANR(X)| < N,

entonces existe solamente una cantidad finita de drboles que poseen las
propiedades (i) y (ii) que no son homeomorfos al drbol X .

Demostracion. Sea Y un arbol que satisface las condiciones (i) y (ii).
Sean e y e, dos puntos extremos del drbol Y, se sabe que existe un tinico
arco A contenido en Y de manera que e;,e; € Aj. De la propiedad (ii),
se tiene que el arco A; contiene a lo mds N, puntos de ramificacion.
Supongamos que la interseccién A NR(Y) es no vacia. Denotemos por
r1 al punto de ramificacién de Y que pertenece al arco A; tal que no
existe un punto de ramificacion de ¥ contenido en el arco [e;,r;]| que
sea distinto del punto ry.

Abhora, de la condicién (i) se sabe que orden(r;) < Nj, del Teore-
ma se sabe que el conjunto Y — {r; } posee a lo mas N; componentes
conexas distintas. Suponga que el conjunto ¥ — {r|} tiene exactamen-
te @ componentes conexas, note que ¢ — 2 componentes conexas del
conjunto ¥ — {r| } no contienen subconjuntos del arco A;.
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Note que si C es una de las componentes conexas del conjunto
Y — {r1} que no contienen subconjuntos del arco Aj, entonces existe
un punto extremo de Y que pertenece a la componente conexa C, diga-
mos e3. Asi, existe un dnico arco A, que contiene a los puntos e3 y e;.
Observe que el punto de ramificacion r; pertenece al arco A;.

Suponga que en el arco [ry,e3] existe un punto de ramificacién r,
que es distinto del punto r; y de manera que en el arco [ri,r;] no hay
mds puntos de ramificacion del drbol Y que los puntos r; y r,. De la
condicion (i) se sabe que orden(ry) < Ny, esto implica que el conjunto
Y —{r,} posee a lo mds N; componentes conexas distintas, de las cuales
N1 — 2 no contienen subconjuntos del arco A;.

Suponga que hemos repetido este proceso hasta hallar un punto ex-
tremo e y un punto de ramificacion r,, paracada 1 <n <N, —1, de
manera que si A es el arco contenido en el arbol Y tal que los puntos
e1 y e pertenecen a A, entonces el punto de ramificacién r, pertenece al
arco A, para cada 1 <n < N, — 1. Si ocurre que el arco A contiene N,
puntos de ramificacion, entonces existe un punto de ramificacion ry, del
arbol Y distinto del punto r,, para cada 1 <n <N, — 1, que pertenece al
arco [ry,—1,e]. Dado que orden(ry,) < N, se tiene que el arbol ¥ posee
a lo mds N; puntos extremos que son consecutivos al punto ry, .

Con lo anterior hemos mostrado la manera en que se pueden cons-
truir aquellos drboles que poseen las propiedades (i) y (ii). Ademds, debe
observar que cada combinacién de puntos de ramificacién y de érdenes
de puntos de ramificacidn determina un arbol distinto. Por lo tanto, a lo
mas existen N{Vz — 1 arboles que poseen las condiciones (1), 2) y 3) y
que no son homeomorfos al arbol X. T

La demostracion del siguiente resultado se tomé de [9, Teorema 7.3,
p. 108].

Teorema 1.26. Sean X un espacio topologico, A y B subconjuntos ce-
rrados de X tales que X = AUB. Sean f:A —Y y g:B —Y funcio-
nes continuas. Si f(x) = g(x) para cada x € AN B, entonces la funcion
h:X — Y definida como h(x) = f(x), six €A,y h(x) = g(x), si x € B,
es continua.
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Demostracion. Sea C un subconjunto cerrado del espacio Y. Asi, se tie-
ne que 4~ (C) = f~1(C)Ug!(C). Como la funcién f es continua, en-
tonces f'(C) es cerrado en A y por lo tanto, es cerrado en X. Simi-
larmente, el conjunto g~!(C) es cerrado en B y por lo tanto, es cerrado
en X. Por lo tanto, su unién es un subconjunto cerrado de X. Luego, la
funcién A es continua. T

Teorema 1.27. Sea X un drbol. Dos puntos x y y del espacio X deter-
minan la misma orbita si y solo si existe una biyeccion 7y del conjunto
de las componentes conexas de X —{x}, € (X —{x}), en el conjunto
de las componentes conexas de X —{y}, € (X —{y}), de manera que
para cada componente conexa C de X — {x} existe un homeomorfismo

h:C—y(C).

Demostracion. Suponga que los puntos x y y determinan la misma 6r-
bita en el arbol X. Note que ocurre alguno de los siguientes casos:

(I) xes un punto extremo, asf, del Lema[I.4]se tiene que y es un punto
extremo. De aqui que X — {x} y X — {y} son conjuntos conexos.

(I) x es un punto ordinario, asi, del Lema [I.6] se tiene que y es un
punto ordinario. De aqui que los conjuntos X — {x} y X — {y}
tienen dos componentes conexas.

(IIT) x es un punto de ramificacion, asi, del Lema [[.12]se tiene que y
es un punto de ramificacién y del mismo orden que el punto x,
que es finito. De aqui que los conjuntos X — {x} y X — {y} tienen
orden(x) componentes conexas.

En cualquiera de los tres casos ocurre que los conjuntos X — {x} y X —
{y} poseen la misma cantidad de componentes conexas.

Sea h un homeomorfismo del drbol X en si mismo tal que A(x) = y.
Numeremos el conjunto de componente conexas ¢ (X — {x}) como

C(X —{x})={Cy:1<n<orden(x)}.

Para 1 < n < orden(x), se tiene que el conjunto 4(C,) es una compo-
nente conexa de X — {y}.
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Ahora, definamos una funcién ¥ del conjunto de las componentes
conexas del conjunto X — {x} en el conjunto de las componentes co-
nexas del conjunto X — {y} como y(C,) = h(C,), para cada 1 <n <
orden(x).

Veamos que Y es una funcién suprayectiva. Para ello considere C una
componente conexa de X — {y}. Dado que la funcién inversa 2~ ! del
homeomorfismo £ es también un homeomorfismo de X en si mismo, se
tiene que el conjunto 4! (C) es una componenete conexa del conjunto

X —{x}.

Por dltimo mostremos que Y es una funcién inyectiva. Para ello con-
sidere dos componentes conexas diferentes del conjunto X — {x}, diga-
mos C,(1) y Cy(2)- Dado que las dos componentes conexas son diferentes
y h es un homeomorfismo, se sigue que 4(C,(1)) y h(Cy(2)) son compo-
nentes conexas distintas del conjunto X — {y}.

Por lo tanto, ¥ es una funcidn biyectiva.

Mostremos la otra implicacién. Sean x y y puntos del continuo X.
Para cada 1 < n < orden(x), existe un homeomorfismo £, de la cerra-
dura de la componente conexa C, del conjunto X — {x} en la cerradura
de la componente conexa y(C,) del conjunto X — {y}, tal que A, (x) = y.
Definamos una funcién /4 del drbol X en sf misma como h(z) = hy,(z), si
el punto z pertenece a la cerradura de la componente conexa C,, para al-
gin 1 <n <orden(x). Probemos que la funcién % es un homeomorfismo
del espacio X en si mismo.

Primero veamos que & es una funcion suprayectiva. Sea w un punto
del arbol X. Si w =y, entonces h(x) = w. Suponga que w pertenece
a alguna de las componentes conexas de X — {y}. Entonces existe un
nimero natural n tal que 1 <n < orden(x) y w € y(C,). Como h,(C,) =
¥(Cy) y hy, es un homeomorfismo, se sabe que existe un punto z € C, de
manera que 1, (z) = w, asi, se tiene que h(z) = w.

Ahora mostremos que % es una funcién inyectiva. Sean z; y z» dos
puntos distintos del drbol X. Si z; es el punto x, entonces h(z;) =y y
h(zy) pertenece a una de las componentes conexas del conjunto X —
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{y}. Si ambos puntos z; y z, pertenecen a la cerradura de la com-
ponente conexa C,, para algin 1 < n < orden(x), dado que h, es un
homeomorfismo, se tiene que los puntos /(z;) y h(z2) son diferentes.
Por dltimo, si los puntos z; y 2, pertenecen a la cerradura de componen-
tes conexas diferentes del conjunto X — {x}, entonces los puntos A(z;) y
h(zy) pertenecen a la cerradura de componentes conexas diferentes del
conjunto X — {y}, asi, h(z1) y h(z2) son puntos diferentes.

Probemos que la funcién £ es continua. Note que:

orden(x)
X = U ClX (Cn),
n=1
orden(x)
ﬂ clx(Cy) = {x}
n=1

y que para cada 1 < n < orden(x) ocurre que h,(x) = y. Asi, del Teore-
ma|I.26]se sigue que la funcién 4 es continua.

Ademds, como la funcién /4 es continua, el drbol X es compacto y
Hausdorff, se tiene que 4 es una funcién cerrada.

De todo esto se sigue que la funcién /# es un homeomorfismo del
arbol X en si mismo de manera que i(x) = y. Por lo tanto, los puntos x
y y determinan la misma 6rbita en X. T
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1.3. Homeomorfismos

Esta seccién del capitulo es fundamental y de gran relevancia para
la obtencién de los resultados presentados en el Capitulo 3, en ella se
encuentra la construccién de algunos homeomorfismos de un continuo
en si mismo de manera que podamos controlar la correspondencia entre
los puntos del espacio, es decir, nosotros elegimos la manera de mapear
los puntos dentro del mismo espacio.

En la demostracién del Lema [1.29] hallamos la forma en que se de-
be construir una funcién creciente de un conjunto denso y numerable
del espacio de los nimeros reales en otro conjunto denso y numera-
ble del mismo espacio, esta funcion creciente puede ser extendida a un
homeomorfismo del espacio euclidiano de los nimeros reales en si mis-
mo tal como lo afirma el Lema dicho homeomorfismo tiene una
cualidad muy peculiar, manda a uno de los conjuntos densos en el otro.

También demostramos que si tenemos dos pares de conjuntos den-
sos y numerables de la recta real, entonces se pueden hallar una funcién
creciente y un homeomorfismo que la extiende de manera que manda la
unién del primer par de conjuntos densos en la unién del segundo par de
conjuntos densos. Por otro lado, el Teorema [1.34] nos proporciona una
manera de construir un homeomorfismo de un n—odo simple en si mis-
mo a partir de una coleccién de homeomorfismos que van de cada uno
de los arcos determinados por el tnico punto de ramificacién del n—odo
simple y alguno de los puntos extremos a otro de esos arcos. De ma-
nera similar ocurre con los drboles que tienen solamente dos puntos de
ramificacién, cada uno de ellos de orden k + 1, para algtin k > 2, tal co-
mo lo mostramos en el Teorema[I.35] Asi mismo sucede con las gréficas
completas con k vértices, tal hecho lo demostramos en el Teorema[I.36]
Por ultimo, para el desarrollo que presentamos del trabajo de Bennett en
el Capitulo 2, es de suma importancia el Teorema[I.45] que nos propor-
ciona las propiedades necesarias para asegurar la convergencia de una
sucesion de homeomorfismos a otro homeomorfismo.

Teorema 1.28. Si f: (0,1) — (0,1) es un homeomorfismo, entonces
existe un homeomorfismo h : [0,1] — [0, 1], tal que h|( 1y = f.
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Demostracion. Sea f un homeomorfismo del conjunto abierto (0, 1) en
sf mismo. Observe que ocurre alguno de los siguientes casos.

Caso 1. La funcion f es creciente.

En este caso definimos 4 del conjunto cerrado [0, 1] en si mismo
como h(x) = f(x), para cada x € (0,1), 1(0) =0y A(1) = 1. Es claro
que la funcion £ estd bien definida y que es biyectiva.

Observe que la funcién £ es también una funcién creciente. Por lo
tanto, la funcién 4 es un homeomorfismo.

Caso 2. La funcion f es decreciente.

En este caso definimos / del conjunto cerrado [0, 1] en si mismo
como h(x) = f(x), para cada x € (0,1), h(0) = 1 y h(1) = 0. Es claro
que la funcién £ estd bien definida y que es biyectiva.

Observe que la funcién A es también una funcién decreciente. Por lo
tanto, la funcién % es un homeomorfismo. t

Lema 1.29. Si M y N son subconjuntos numerables y densos de R,
entonces existe una funcion biyectiva y estrictamente creciente de M en
N.

Demostracion. Sean M y N subconjuntos numerables y densos de R.
Numeremos cada uno de ellos de la siguiente manera:

M={x,:meN}yN={y,:neN}.

Pongamos m; = 1y n; = 1, definimos f(x,, ) = y», . Ahora tome ny =2,
entonces ocurre que y,, < y, 0 bien que y,, < yj,,. Sin perder generali-
dad podemos suponer que y,, < y,,. Sea

my =min{m € N: x,,, <xp}.

Note que x;,;, <X, y que no necesariamente m, = 2. Entonces definimos
f(Xm,) = yn,. Ademds se tiene que f (X, ) < f(xn,). Ahora, sea

m3 =min{m € N : x,, # x,,, para cada i < 3}.
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Para elegir adecuadamente el indice n3 utilizaremos los conjuntos
{Xm; 2 Xy < Xy con i <3}y {X, 1 Xy < Xy, cOn i < 3}

Observe que alguno de ellos podria ser vacio, pero no ambos simultd-
neamente. Sean

(D) 0 (xmy) = max{xp, : Xy, < Xy cOni <3}y
(ID) 1 (xpy) = min{xp, : Xy < X, coni < 3}.
Si 0(xm,;) y M (%, ) existen, considere
n3 =min{n € N: f(0(xm,)) <yn < f(1(xm;))}-
Si el punto o (x,,, ) no existe entonces tomamos
ny=min{n € N:y, < f(n(xm;))}-
O bien, si sucede que 7 (x,,;) no existe, entonces consideramos
ny=min{n € N: f(o(xu;)) <Yn}

En los tres casos definiremos f(x,,;) = yn,. Observe que f es creciente
con respecto al conjunto {x; : i < 4}. A continuacién considere

ng =min{n € N:y, #y,, paracadai <4}.
Asi como procedimos a la eleccién de n3, sean
(D) 6 (yn,) = max{yy, : yn, <yn, coni <4}y

(ID) N (yn,) = min{yy,, : yn, <y, coni <4},

Nuevamente, debemos observar que alguno de o(yy,) o 1(yn,) podria
no existir, pero no ambos al mismo tiempo. Denotemos por (o (yn,)) ¥
g(n(ys,)) alos elementos del subconjunto denso M cuya imagen bajo f
son los puntos & (y,,) y N(ys,), respectivamente.

Ahora, si 6(y,,) y 1(yn,) existen, entonces tomamos

my =min{m € N: g(c(ys,)) <xm < g(Myn,))}-
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Si el punto o (y,,) no existe entonces tomamos
my =min{m & N: 2, < g(1(vay)}

o bien, si sucede que 1(y,,) no existe, entonces consideraremos
my =min{m € N: g(c(yn,)) < Xm}

Hecho esto, definimos f(x,, ) = y»,. En general, cuando k € N es impar
elegimos ny como

my = min{m € N : x,, # x,,,, para cada i < k}.
Silos puntos &(x,,, ) ¥ 1 (x, ) existen, se procede a elegir n; como sigue:
ng=min{n € N: f(c(x,)) <yn < f(N(Xm,))}-
Cuando el punto o (x,, ) no existe, hacemos lo siguiente:
ng=min{n € N:y, < f(n(xn,))}
O bien, si el punto 1 (x,,, ) no existe, se elige

g =min{n € N: f(o(xy,)) <yn}.

Xn, Xny  Xp

Yny Yn; Yy

En cualquiera de los tres casos definimos f (X, ) = yn, . Cuando k es
un nimero natural par se procederd a elegir n; como a continuacion se
muestra:

ny =min{n € N :y, #y,, paracadai < k}.

Denotemos por g(c(yy,)) al elemento del conjunto M cuya imagen bajo
f eselpunto o(y,, ), y sea g(1n(ys,)) el elemento del conjunto M cuya
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imagen bajo f es el punto 7(yy, ). Cuando los puntos & (y, )y 1(Vn,)
existen, tomamos

my. = min{m € N: (0 (yn)) <xm < (1N (yn))}-

O bien, si el punto o (y,, ) no existe, se elige

m =min{m € N: x,, < g(n(yn))}
O si ocurre que el punto 71 (y,, ) no existe, se toma
mp =min{m € N: g(c(ys,)) < xn}.
En cualquiera de los tres casos, se define f(x,,,) = y,, . De acuerdo a la

construccion hecha, se tiene que f es una funcién biyectiva de M en N.

Por tltimo, veamos que f es una funcién creciente. Sean a y b pun-
tos distintos del subconjunto M tales que a < b. Entonces existen indices
s,t € N de manera que a = x,,,, y b = Xy, €sto implica que f (X, ) = yn,
y que f(Xm,) = Y-

Suponga que s < ¢. Si ¢t es un nimero impar, entonces se tiene que
Xm, < O (X, ), y por tanto

S (xm,) < f(0(xm,)) <yn,-

Si ¢ es un nimero natural par, entonces se tiene la desigualdad y, <
0 (yn,) < yn,- Ahora suponga que s > ¢. Si s es un nimero impar, enton-
ces se tiene que X, < N (Xm,) < Xy, y por tanto

S (xm,) < f(M () < Y,

Si s es un nimero par, entonces se tiene que y,, < 10 (yy,) < y,,. Por lo
tanto f es una funcidn creciente de M en N. T

Siguiendo un procedimiento similar al que se us6 en la demostracién
del Lema[I.29]se prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.30. Si M y N son subconjuntos numerables y densos de R,
entonces existe una funcion biyectiva y decreciente de M en N.
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Lema 1.31. Sean M y N dos subconjuntos numerables y densos de R.
Si f: M — N es una funcién biyectiva y creciente, entonces existe un
homeomorfismo h: R — R tal que h|y = f.

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos numerables y densos de
Ry f: M — N una funcién creciente y biyectiva. Definimos A(x) =
f(x), para cada x € M. Para cada x € R — M considere {x,},cn una
sucesion contenida en el subconjunto M que sea estrictamente creciente
y convergente al punto x en el espacio R, definamos entonces

h(x) =limh(x,).

neN

Consideremos x un punto del subconjunto R — M y sean {x,}nen Y
{¥m}men dos sucesiones contenidas en el subconjunto M que sean cre-
cientes y convergentes al punto x en R.

Veamos que /2 : R — R es una funcién bien definida. Note que, si
b es un punto perteneciente a M tal que x < b, entonces la sucesion
{h(xn) }nen es creciente y estd acotada superiormente por h(b), esto im-
plica que tiene limite, llamémoslo a. Observe que para cualquier m € N,
existe un n € N de manera que y,, < x, < x. Note que h(y,) = f(ym) y
h(x,) = f(xn), paracadam € Ny n € N. De donde, para cualquier natu-
ral m existe un n € N tal que h(ynm) < h(x,) < a, es decir que el punto a
es una cota superior para la sucesion creciente {/(yy) } men. Para € > 0,
existe un nimero natural N; de modo que para cualquier n > N se tiene
que |h(x,) —a| < €. Ademds, es posible hallar un nimero natural N, tal
que para cualquier m > N, sucede que xy, <y, < x, entonces para todo
m > N, se tiene que |h(y,,) —a| < €. Esto implica que

lim h(y,,) = a.
lim (m) =a

Por lo tanto 4 es una funcién bien definida.
Ahora mostremos que /(x) € R—N. Sea y un punto del subconjunto
denso N, entonces existe un tnico x, € M de modo que f(x,) =y. Es

claro que x y x, son puntos distintos. Asi, existen 0 > 0y Ny € N de
manera que para cualquier nimero natural n > Ny ocurre que

Xn & (xy—0,x,+0).
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Esto implica que existen dos puntos ¢,d € M con ¢ < x, < d tales que
para cualquier indice natural n > Ny no sucede que ¢ < x, < d, de aqui
que para todo n > Ny no ocurre que h(c) < h(x,) < h(d). Por lo tanto el
punto y no es el limite de la sucesién {A(x,)},en. Es decir que h(x) €
R—N.

Probemos que la funcién & es inyectiva. Sean x,y € R puntos dis-
tintos. En los casos en que o bien x,yc M obienxe MyyeR—-M,
es claro que h(x) es distinto de A(y). Sin perder generalidad, suponga
que x,y € R—M y que x < y. Considere {x, },en ¥ {Vim }men sucesiones
contenidas en M que sean crecientes y convergentes a x y y, respecti-
vamente, de manera que para todo m € N ocurra que x < y,,. Entonces
el punto Ai(y;) es una cota superior para la sucesion {h(x,)},en, esto
implica que i(x) < h(y;), y por tanto i(x) y h(y) son distintos y no sélo
eso, de hecho h(x) < h(y). Asi, la funcién h es inyectiva.

Por ultimo, veamos que / es una funcién suprayectiva. Seay € R. Si
y pertenece al conjunto N, entonces existe un tnico x € M de manera que
h(x) =y.Siy € R—N, consideremos {y,, } mey una sucesion creciente de
puntos en el subconjunto denso N que es convergente a y en el espacio
IR. Observe que la sucesion { f ! (y,) }men esté contenida en el conjunto
M, es creciente y acotada, por lo tanto tiene limite. Sea x el punto limite
de la sucesion { £ ! (y,n) }men- Note que x no pertenece a M y que h(x) =

y.

Para ver que la funcién # es creciente, considere x,y € R, tales que
x < y. Note que, si x,y € M, entonces h(x) = f(x) y h(y) = f(y), por
lo tanto se tiene que A(x) < h(y). Ahora, si x,y € R — M, entonces se
puede hallar una sucesidn creciente de puntos del conjunto M acotada
inferiormente por x, asi, 2(x) < h(y). Ademds, ya hemos mostrado que
six,y € R—M, entonces sucede que i(x) < h(y). Por lo tanto, la funcién
h es creciente.

Se concluye que la funcién & es biyectiva, estrictamente creciente y
tal que /|y = f. Por lo tanto A es un homeomorfismo de R en si mismo
de forma que h(x) = f(x), para todo x € M. T

Siguiendo un procedimiento similar al que se usé en la demostracion
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del Lema[I.31]se demuestra el siguiente lema.

Lema 1.32. Sean M y N dos subconjuntos numerables y densos de R.
Si f: M — N es una funcion biyectiva y decreciente, entonces existe un
homeomorfismo h: R — R tal que h|y = f.

Lema 1.33. Si M|,M,,N, y N, son subconjuntos numerables y densos
en R tales que My y M, son ajenos y N1 y N, también son ajenos, enton-
ces existe una funcion biyectiva y creciente f : M UM, — Ny UN, tal
que f(My) =Ny f(M2) = Na.

Demostracion. Para esta demostracién convendremos que 0 € N. Sean
M, M,, N1 y N, subconjuntos numerables y densos en R de manera que
M y M, son ajenos y N; y N, también son ajenos. Numerémoslos de la
siguiente manera:

(1) My = {xomy1 :me N}
(i) My = {xom :m €N},
(iii) Ny ={yam+1:n €N}y
(iv) Ny ={ya :n e N}.
Hagamos#; =1y k; = 1. Note que el punto x;, pertenece al conjunto M

y que el punto yj, pertenece al conjunto N;. Asi, hacemos f(x;,) = yx, -
Ahora tomamos

ky = min{k € Nty # yi, },

observe que kp, = 2, entonces k; es congruente con 0 en médulo 2. Ade-
mads, es posible que yi, < y, 0 bien que yi, < y,. Supongamos sin
perder generalidad que yx, < yx,. Elijamos

thh=min{t e N:x, <x, yt =k, méd 2}.

Entonces definimos f(x;,) como yi,. A continuacién tomamos 73 de la
siguiente forma,

t3 =min{r € N: x, # x;,, paracada 0 < i < 3}.
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Al igual que en el Lema[I.29] ocuparemos o y 1 para elegir adecuada-
mente el indice k3. Sean

G(xt3) = méx{xti X, <Xy 0<i< 3ty

N (%) = min{x, : x, <x,y0<i<3}.

Observe que es posible que alguno de o(x,) y n(x;) no exista, pero
al menos uno de ellos si. Si tanto o(x;,) como 1(x;,) existen, entonces
elegiremos

ks =min{k e N: f(o(x;)) <y < f(N(x;)) y k=13 m6d 2}.
Si ocurre que o (x;, ) no existe, entonces tomaremos
ks =min{k e N:y; < f(n(x,)) y k=13 mod 2}.
O bien, si 1 (x;;) no existe, entonces elegimos
ks =min{k e N: f(o(x;)) <y y k=13 méd 2}.
Entonces definimos f(x;,) = yx,. Ahora tomemos k4 de tal forma que
ks =min{k € N : y; # y,, paracada 0 <i < 4}.

Sean
o (yk,) = max{yx : y, <yk, y0<i<d4}y
n(yk4) = mfn{yki Yk < VY 0<i< 4}7

y denotemos por g(o(yx,)) al punto del conjunto denso M; UM, cuya
imagen bajo f es el punto o (yx,), y por g(1n(yx,)) al punto del subcon-
junto denso M| UM, cuya imagen bajo f es el punto 1 (yy,.)

Nuevamente, puede suceder que o bien &(yy,) no exista o bien que
1N (yk,) nO exista, pero al menos uno de ellos debe existir. Si ambos exis-
ten, elegimos 74 como

ts =min{r e N:g(o(w,)) <x <g(M(yk,)) yt =ks méd 2}.
Si o(yx, ) no existe, entonces tomamos

ty =min{r e N:x, <g(n(yx,)) y? = ks méd 2}.
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O bien, si el punto 1 (yx,) no existe, entonces elegimos
ts =min{r e N: g(o(y,)) <x yt =ks méd 2}.

Hecha la eleccion del indice 4, definimos f(x;,) = yk,. En general, pro-
cederemos como sigue. Cuando r es un entero positivo impar hacemos

tr =min{t € N:x; #x,, paracada 0 <i <r}
y alguna de las siguientes elecciones segtin convenga,
() k=min{k e N: f(o(x,)) <y < f(n(x,)) y k=1, mod 2},
(i) k,=min{fk e N:y, < f(n(x,)) y k=1, méd 2} o
(iii) k, =min{k e N: f(o(x,)) <yry k=1, m6d 2}.
Cuando r es un entero positivo par, elegimos el indice k, como sigue
k, =min{k € N : y; # yy,, paracada 0 <i <r}

y realizamos alguna de las siguientes elecciones, segtin resulte conve-
niente,

() tr=min{r e N:g(o(n,)) <x <g(Mbx,))yt =k méd 2},
(i) t,=min{r e N:x, <g(m(w,)) yt =k - mdd 2} o
(iii) t, =min{r e N: g(o(w,)) <x yt =k, mod 2}.

Consecuentemente, definimos f(x;,) = yx,. De acuerdo a la construccién
hecha, f es una funcion biyectiva del conjunto M; UM, en el conjunto
NiUN;.

Veamos que f(M;) =N, y que f(M,) = N,. Sea x un elemento de la
unién M; UM,;. Entonces, existe un indice ¢, con r € N, tal que x = x; ,
ademds, note que f(x; ) =y, y que t, = k, méd 2, esto implica que x,, €
M;y que y;, € N;, paraun i € {1,2}. De aqui se sigue que f(M;) = N,
paracadai € {1,2}.

Para finalizar, demostraremos que la funcién f es creciente. Sean
a y b puntos distintos pertenecientes a la unién de los conjuntos M; y



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

M,. Supongamos, sin perder generalidad, que a < b. Entonces existen
numeros enteros positivos ¢, y # tales que a = x; y b = x;,. Recuerde que,
con base en la construccién de la funcién f, se tiene que f(x;,) =y, ¥

f (xts) = Yk,-

Suponga que r < s. Si s es un ndmero impar, entonces se tiene que
X, < 0(x,), y por tanto

f(x,) <,

Si s es un nimero par, entonces se tiene la desigualdad y,, < o (y;,) < yi,.
Ahora suponga que r > s. Si r es un niimero impar, entonces se tiene que
X, < M(x,) < X, y por tanto

flx,) < f(r,)-

Si r es un ndmero par, entonces se tiene que y; < 1(y;,) < y;,. Por lo
tanto, la funcién f es creciente. Luego, se tiene lo desado. T

Teorema 1.34. Sea X un n — odo simple con punto de ramificacion r.
Si{em : 1 <m <n} es una numeracion del conjunto de puntos extremos
del n—odo simple X,

(1) i:{1,...,n} — {1,...,n} es una funcion biyectiva y

(2) fun s [r,em] = [1;€i(m)] un homeomorfismo que satisface las igual-
dades fu(r) =71y fm(em) = eim), para cada 1 <m <n,

entonces existe un homeomorfismo h : X — X, de manera que h|[r’em] =
fm, para cada 1 <m < n.

Demostracion. Definamos una funcion 4 del n—odo X en si mismo co-
mo h(x) = fu(x), six € [r,e,] para algin 1 <m <n.

Veamos que % es una funcién bien definida. Para ello basta observar
que fu(r) = r, para todo 1 < m < n. Esto implica que i(r) = r. Por lo
tanto, & es una funcion bien definida.

Mostremos que 4 es una funcion suprayectiva. Consideremos y un
punto del n—odo X, asi, existe un nimero natural 1 < k < n de manera
que y € [r,¢;)]. Dado que la funcién f; es suprayectiva, existe un punto
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x en el arco [r,e] tal que f;(x) = y. Esto implica que A(x) = y. Por lo
tanto & es una funcién suprayectiva.

Ahora, probemos que /4 es una funcién inyectiva. Sean x; y x» puntos
distintos del n—odo X. Asi, ocurre alguno de los siguientes casos:

(i) existe un ndmero natural 1 < k < n de manera que h(x;) = f(x)
y h(x2) = fi(x2). Dado que la funcién f es inyectiva, se tiene que

h(x1) # h(xz).

(i) existen dos nimeros naturales distintos, digamos k(1) y k(2), tales
que a(x1) = fi(1)(x1) y h(x2) = fi2) (x2), esto implica que A(x; ) #
h(xz) .

Por lo tanto, la funcién /4 es inyectiva.

Note que el arco [r, e,,] es un subconjunto cerrado del n — odo simple
X,paracadal <m <n,yque

X = U [ryem).

1<m<n
Asi, del Teorema[I.26] se tiene que /& es una funcion continua.

Note que el n — odo simple X es un espacio compacto y Hausdorff,
dado que la funcién & es continua, se sigue que /& es una funcién ce-
rrada. Ademds, observe que de acuerdo a su definicién, la funcién £
satisface la igualdad A [rem] = Jm, paracada 1 <m < n. Por lo tanto h es
un homeomorfismo de X en si mismo que satisface lo deseado. T

Teorema 1.35. Sea X un drbol que contiene solamente dos puntos de
ramificacion r1 y ry, cada uno de ellos de orden k+ 1, con k > 2. Si el
conjunto de puntos extremos estd numerado como E(X) ={e,:1<n<
2k}, se tienen funciones biyectivas a: {1,2} — {1,2} ei: {1,...,2k} —
{1,...,2k} tales que

» el punto ey, es consecutivo al punto ry, para cada 1 < n <k,
= el punto e, es consecutivo al punto ry, para cada k+1 <n < 2k,

= el punto e, es consecutivo al punto r,yy, para cada 1 <n<ky
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w el punto e;(,) es consecutivo al punto ry(), para cadak+1<n <

2k.
y se tienen homeomorfismos
= fo:[ri.ra] = [rar)sTa))s
» fuilri,en = [ra),€im), para cada 1 <n<ky

» fuilr2,en = [ra),€im), para cada k+1 < n < 2k,

tales que
(1) fo(r1) =ra)y fo(r2) = ra),
(2) fa(r1) =141y ¥ fulen) = €j(n), para cada 1 <n<ky
(3) fa(r2) =ra2) ¥ fulen) = ejn), para cada k+1 < n < 2k,
entonces existe un homeomorfismo h : X — X tal que
hlir, ) = fo,

h|[r1,en] = fu,paracadal <n<ky
iy, e, = fus para cada k+1 <n < 2k.

Demostracion. Definamos para cada x € X,

fo(x) six € [r,r],
h(x) =4 fu(x) six€[r, e, paraalgin 1 <n <k,
fa(x) six € [ra,r), paraalgink+1 <n < 2k.

De las propiedades (1), (2) y (3), se sigue que h(r1) =ry y h(r) = ra,
esto implica que £ es una funcién bien definida.

Ahora mostremos que la funcién /4 es suprayectiva. Consideremos y
un punto del drbol X, entonces ocurre alguna de las siguientes situacio-
nes:

(i) el punto y pertenece al arco [ra(l), Va(z)]- Dado que la funcién fy
es suprayectiva, existe un punto x en el arco [ry,r;] de manera que

fo(x)=y;
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(i1) existe un ndmero natural 1 <7 < k de manera que y € [ra(l) , el-(n)].
Dado que la funcién f;, es suprayectiva, se puede hallar un punto
x en el arco [r1,e,] tal que f,(x) =y;

(iii) existe un nimero natural k + 1 < n < 2k tal que y € [ry2), €i(n)]-
Dado que la funcién f;, es suprayectiva, se puede hallar un punto
x en el arco [rp,e,] tal que f,(x) = y.

Los incisos (i), (ii) y (iii) implican que la funcién % es suprayectiva.

A continuacién probaremos que /4 es una funcidn inyectiva. Consi-
deremos dos puntos distintos x; y xp del arbol X. Se tiene que ocurre
alguno de los siguientes casos:

(i) los puntos x; y x» pertenecen al mismo arco, sea o bien el arco
cuyos puntos extremos son puntos de ramificacién de X o bien un
arco cuyos puntos extremos sean un punto de ramificaciéon y un
punto extremo de la grafica X; en cualquiera de los dos casos se
puede hallar un nimero natural 0 < n < 2k, de manera que h(x;) =
fa(x1) y h(x2) = fu(x2). Dado que la funcién f, es inyectiva, se
tiene que f,(x1) y fn(x2) son distintos.

(i) existen dos nimeros naturales distintos, n(1) y n(2), de manera
que h(x1) = foa)(x1) y h(x1) = fu2)(x2). Dado que los nimeros
n(1) y n(2) son diferentes y los puntos x; y x, también lo son, se
tiene que f,(1)(x1) 7 fuo)(52)

Por lo tanto, la funcién /4 es inyectiva.

Note que se cumple que:

(a) el arco [ry,e,] es un subconjunto cerrado del drbol X, para cada
1<n<k,

(b) el arco [ry,e,| es un subconjunto cerrado del arbol X, para cada
k+1<n<2k,

© X = (Unailra]) U (Ui lmee).
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Asi, del Teorema [I.26]se sigue que & es una funcién continua.

Dado que el drbol X es un espacio compacto y Hausdorff y la fun-
cién h es continua, se tiene que / es una funcién cerrada. Por lo tanto A
es un homeomorfismo del drbol X en si mismo.

Ademds, observe que de acuerdo a la definicién de la funcién 4 se
cumple que

(1) h|[r1,r2} :f07
(i) hljy e, = fus paracadal <n<ky
@iii) hl(, ., = fu, paracadak+1<n < 2k.

Por lo tanto, la funcién 4 es un homeomorfismo del arbol X en si misma
que cumple lo deseado. T

Teorema 1.36. Sea X una grdfica completa con k vértices, con k > 4.
Si el conjunto de vértices estd numerado como V(X) ={v,: 1 <n <
k}, se tienen una funcion biyectiva i : {1,...,k} — {1,....k} y pa-
ra cualesquiera 1 < m < n <k, se tiene un homeomorfismo f,, ,y de
la arista [vm,va] en la arista [vi),vip] tal que fonn(Vim) = Vigmy ¥
Simn) (vn) = Vi(n), entonces existe un homeomorfismo h: X — X tal que
h‘[vm,vn] = f(mn), para cualesquiera 1 <m <n <k.

Demostracion. Definamos h(x) = f{,, »(x), si x pertenece a la arista
[Vin, V| para algunos 1 <m < n <k.

Veamos que 4 es una funcién bien definida. Basta mostrar que 4 esta
bien definida en los vértices de la grafica completa X . Consideremos 1 <
t <k, note que para cadat < n <k, se tiene que f{; ) (V) = vi(,), ademds,
en caso de que existan, para cada 1 < m <t, se tiene que f(,,) (v) =
Vi()- Por lo tanto h(v) = Vi(r)- Esto implica que /& es una funcion bien
definida.

Mostremos que la funcién 4 es suprayectiva. Sea y un punto de la
grédfica completa X, entonces existen 1 < m < n <k, tales que el punto
y pertenece a la arista [vi(m),vi(n)}. Dado que la funcion f,, , es supra-
yectiva, se sabe que existe un punto x en la arista [v,,, v,] de manera que
fimn)(x) =y. Asi, h(x) = y. Por lo tanto, la funcién / es suprayectiva.
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Probemos que la funcidn 4 es inyectiva. Sean x| y x» puntos distintos
de la gréifica completa X. Asi, ocurre alguno de los siguientes casos:

(i) existe nimeros naturales 1 < m < n < k de manera que se cumple
que A(x1) = finn (X1) Y h(x2) = fimn)(x2). Dado que la funcién
fimn) €s inyectiva, se sigue que h(x1) # h(x2).

(ii) existen nimeros naturales distintos, digamos 1 <m(1) <n(1) <k
y 1 <m(2) < n(2) <k de manera que h(x1) = fu(1) 1)) (X1) ¥
h(x2) = fm(2)n(2))(x2), dado que los puntos x; y x son distintos
se tiene que h(x;) # h(x).

Por lo tanto, la funcién /4 es inyectiva.

Note que para cualesquiera 1 < m < n < k, la arista [v,,,v,] es un
subconjunto cerrado de la grafica completa X, y que

k—1 k
()

Asi, del Teorema |1.26]se sigue que la funcién & es continua.

Dado que la funcién £ es continua y que la grafica completa X es un
espacio compacto y Hausdorff, se sigue que % es una funcién cerrada.
Por lo tanto, & es un homeomorfismo de la grifica completa X en si
misma.

Note que de acuerdo a su definicion, la funcién £ satisface la igual-
dad h
funcién s es un homeomorfismo que cumple lo deseado. T

] = J(m,n)> Para cualesquiera 1 < m <n < k. Por lo tanto, la
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1.4. Espacios de funciones

Para los resultados que siguen consideremos los conjuntos de fun-
ciones contenidos en un espacio de funciones continuas que a continua-
cién se definen. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, se denota por
C(X,Y) al conjunto de todas las funciones continuas de X en Y, por
S(X,Y) al conjunto de todas las funciones continuas de X en Y que son
sobreyectivas, por H(X,Y) al conjunto de todos los homeomorfismos
de X en Y. Cuando ocurra que el espacio Y es homeomorfo a X, simple-
mente escribiremos C(X), S(X) y H(X).

Definicion 1.37. Sean X y Y espacios topoldgicos, f y g dos funciones
continuas del espacio X en Y. Si el espacio Y es metrizable y d es una
métrica admisible para Y, se define la métrica d : C(X,Y) — C(X,Y)
como:

d(f,8) = sup{d(f(x),g(x)) : x € X}.

Veamos que efectivamente d es una métrica. Sean f,g y h tres fun-
ciones continuas del espacio X en el espacio Y. Dado que d es una mé-
trica sobre el espacio Y, ocurre que d(f(x),g(x)) > 0, para todo x € X.

Ademis, que d(f,g) = 0 ocurre si y s6lo si sup{d(f(x),g(x)):x €
X} =0, como d es una métrica, esto es equivalente a que d(f(x),g(x)) =
0, para cualquier x € X, es decir que las funciones f y g son iguales.

Nuevamente, como d es una métrica del espacio Y, para cualquier
x € X, ocurre que

d(f(x);h(x)) < d(f(x),&(x)) +d(g(x),h(x)),
esto implica que para cada x € X
d(f(x),h(x)) —d(f(x),g(x)) < d(g(x),h(x)),

asi, tomando el supremo del lado derecho de la desigualdad se tiene que
para cualquier x € X,

d(f(x),h(x)) —d(f(x),8(x)) < d(g.h),
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de aqui se sigue que, para cualquier x € X,

d(f(x),h(x)) —d(g,h) < d(f(x),8(x)),

nuevamente, tomando el supremo del lado derecho de la desigualdad, se
tiene que para cualquier x € X,

d(f(x):h(x)) —d(g,h) <d(f.g),

después, se tiene que para cualquier x € X

d(f(x),h(x)) < d(f,8) +d(g,h),
por lo tanto
d(f.n) <d(f.g)+d(g.h)
Es decir, que la funcién d es una métrica sobre el espacio de las funcio-
nes continuas de X en Y.

Lema 1.38. Sean (X,d) un espacio métrico completo, {A, :n € N} una
coleccion de subconjuntos de X y {x, }nen una d—sucesion de Cauchy
de puntos de X. Si d(xp41,x,) < 37"min{d(x;,A;) : 1 < j <n}, para
cada n € N, entonces limy,_,o X, ¢ U;enAi-

Demostracion. Observe que para cada n € Ny cada 1 < j < n ocurre
que
d(xp11,%,) <37"d(x,Aj),

de aqui se sigue que 0 < d(x;,A;), para cualquier j € N. Denotemos
ahora como x al limite de la sucesion {x, },cn y elijamos i € N. Vamos
a mostrar que el punto limite x no pertenece al conjunto A;. Sea m un
nimero natural, dadoque 1 <i<(m—1)+iyquem < (m—1)+i,se
tiene que

d (i X o) <37V d (0, A) <37 (30, A).

Asi, para cada j € N, ocurre que

J 1
d(xjyix;) Z (X11iy X 1)4i) < 23 ld(x;,A)) = Zd(xi,Ai).
=1 =1

Por lo tanto x ¢ A;, para cada i € N. Luego el punto limite x no pertenece
al conjunto [J;cnAi. T
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Lema 1.39. Sean X, (Y,d) y Z tres espacios métricos compactos, y
sean f € C(Z,X)yg,he C(X,Y). Si f € S(Z,X), entonces sucede que

d(g,h) =d(go f,ho f).

Demostracion. Dado que f(Z) =X, se tiene que {d(g(x),h(x)) :x€ X}
es igual al conjunto {d(g(f(z)),h(f(z))) :z € Z}. Por lo tanto d(g, h) =

d(gof.hof). f
Definicion 1.40. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y A un sub-

conjunto de X. Se define el didmetro del conjunto A como el:

sup{d(x,y) : x,y € A}.
Al didgmetro del conjunto A lo denotaremos por diam(A).

A la funcién identidad de un espacio topoldgico X la denotaremos
por Ix.

Lema 1.41. Sean (X,d) un espacio metrizable, f € H(X) y A un sub-
conjunto de X. Si f(A) =Ay f(z) =z, para cada 7 € X — A, entonces
d(f,Ix) < diam(A).

Demostracion. Se sabe que d(f,Ix) = sup{d(f(x),x) : x € X}. Como
se cumple que f(z) = z para cada z € X — A, entonces se sigue que:

d(f,Ix) = sup{d(f(x),x) : x € A}.

Ademds, note que para cada x € A, ocurre que d(f(x),x) € {d(a,b) :
a,b € A}. Por lo tanto, se tiene que d(f,Ix) < diam(A). T

Teorema 1.42. Sean X y Y espacios métricos compactos. Si d es una
métrica admisible para Y, entonces d es completa. Por lo tanto, C (X,Y)
es completo.

Demostracion. Sea {f,}nen una sucesion de Cauchy en C(X,Y). Va-
mos a demostrar que la sucesion { f, },cn converge.

Primeramente, vamos a mostrar que { f,,(x) },en es una sucesién de
Cauchy en Y, para cada x € X. Sean x € X y € > 0. Dado que {f,}nen
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es una sucesion de Cauchy en C(X,Y), entonces existe N € N de mane-
ra que d (fn, fm) < €, para cualesquiera n,m > N. Ahora, del hecho de

que d(fu(x), fn(x)) < d’\(fmfm)a se sigue que d(fu(x), fin(x)) < €. Por
lo tanto, { f,,(x) }nen es una sucesion de Cauchy en Y.

Dado que el espacio Y es compacto y que la sucesion { f,,(x) }nen €8
de Cauchy en Y, se sigue que para cada x € X, la sucesion {f,,(x) }nen
converge. Para cada x € X, definamos a f(x) como el punto limite de la

sucesion { fy,(x) }nen.

Sea y > 0. Considere M € N de manera que d (fusSm) < %’ , para cada
n,n>M.Seax€Xyn>M.Asi,d(f,(x), fin(x)) <, paracadam> M.
Por la continuidad de la métrica d y de que f(x) es el punto limite de la
sucesion { f,,(x) }nen, se sigue que

A(f(x), F(3) = 1 d((2), fn(2)) <

N1

Por lo tanto d(f,,, f) < ¥ < y. Esto implica que f = lim,,_co f;.

Ahora verificaremos que la funcién f es una funcién continua de
XenY.Seanw € X y n > 0. Dado que la funcién f es el limite de la
sucesion { f, hqen, es posible hallar K € N, de manera que d (fn, ) < g,
para cualquier n > K. De aqui que d(f(x), fx (x)) < %, para cada x € X.
Dado que la funcidén fx es continua, se puede hallar un conjunto abierto
U de X de manera que el punto w pertenece a U y el conjunto fx(U) estd
contenido en la bola abierta By(fx (w), ). Finalmente vamos a compro-
bar que el conjunto f(U) estd contenido en la bola abierta B;(f(w),n).
Considere z un punto del conjunto abierto U, asi

d(fw),f(z)) < d(f(w),fx(w))+d(fx(w), fx(2)) +d(fk(2),f(2))
n,n_n
< 3 + 3 + 3
Esto demuestra que la funcién f es continua en w, para cada w € X. Por
lo tanto la funcién f pertenece al conjunto C(X,Y). Luego, el espacio

de las funciones continuas de X en Y es completo. T

Teorema 1.43. Si X y Y son espacios métricos compactos, entonces
S(X,Y) es un subconjunto cerrado de C(X,Y).
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Demostracion. Demostraremos que el conjunto C(X,Y) —S(X,Y) esun
subconjunto abierto del espacio de las funciones continuas de X en Y.

Consideremos f una funcién contenida en el espacio C(X,Y) y que
no pertenece al conjunto S(X,Y), y sea d una métrica admisible para Y.

Como f no es suprayectiva, se puede hallar un punto y que perte-
nece al conjunto ¥ — f(X). Dado que X es un espacio compacto y que
la funcién f es continua, entonces existe € > 0, de manera que la in-
terseccion By(y,€) N f(X) es vacia. Demostraremos que la bola abierta
B(f,€) estd contenida en el conjunto C(X,Y) —S(X,Y).

Considere g una funcién que pertenece a la bola abierta B;(f,€).
Asi, d(f(x),g(x)) < d(f,g) < &, para cada x € X. De este modo se
tiene que y ¢ g(X). Asi, g pertenece al conjunto C(X,Y) — S(X,Y).
Por lo tanto el conjunto C(X,Y) — S(X,Y), es un conjunto abierto de
C(X,Y). Luego, se tiene que S(X,Y) es un subconjunto cerrado del es-
pacio C(X,Y). T

Recuerde que para un € > 0, una funcién f entre dos espacios mé-
tricos X y Y es una e—funcién si diam(f~!(y)) < €, para cada y € Y.
Asi, definimos

Ce(X,Y)={fe€C(X,Y): f esuna & —funcién},

Se(X,Y) = S(X,Y)NCe(X,Y) y Ge(X,Y) =S(X,Y) - Se(X,Y).

Teorema 1.44. Sean X y Y espacios métricos compactos. Sucede que

H@Jﬁzﬂ&ﬂﬁfﬂ%@l)
neN
Demostracion. Observe que si f es una funcidén biyectiva de X en Y,
entonces la funcién f pertenece al conjunto S(X,Y). Ademads, como f es
una funcién biyectiva, para cada y € Y, la el conjunto f~!(y) es singular,
esto implica que diam(f~'(y)) = 0, para cada y € Y. De aqui que, para
cada n € Ny para cada y € Y, ocurre que diam(f~!(y)) < 1. Por lo
tanto, la funcién f pertenece a la interseccion siguiente

Smmmﬂgam.

neN
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Para mostrar la otra contencidn, consideremos f una funcion que perte-
nezca a la interseccion:

(X,Y).

S=

Sx,y)yn(c
neN

Asi, la funcién f es suprayectiva y continua, y para caday € Y se cumple
que diam(f~'(y)) < %, para cada n € N. Esto implica que para cada
y €Y se tiene que diam(f~'(y)) = 0. Es decir, la funcién f es inyectiva.

Ademas, como los espacios X y Y son compactos, se sigue que la
funcién continua f es cerrada. Por lo tanto, f pertenece al conjunto
H(X,Y). Con esto hemos demostrado la igualdad deseada. T

Teorema 1.45. Sean (X,d) un espacio compacto y {hy}nen una suce-
sion de elementos de H(X). Si para cada n € N se cumplen las siguien-
tes condiciones

(1) d(hasr,Ix) <27,y
(2) d(hyi1,1x) < 37" -min{d(hgo--- ohi,Gy(X)): 1 <k<n},
entonces 1im,_,o hy 0 - - - 0 hy existe y pertenece al conjunto H(X).

Demostracion. Para cada n € N, defina f;, = h,, 0---ohy. Por la condi-
cion (1) y del Lema se tiene que

dA(fn-H:fn) = dA(hn-‘rl o-+-ohy,hyo---ohy) = dA(hn-HaIX) <27 (LD

para cada n € N. Veamos que la sucesion {f,},cn es de Cauchy. Sea
€ > 0, se puede hallar N € N de manera que 2~V < &. Considere m,n >
N con n < m. Asi, se tiene que

m—1
dA(fmvfn) < Z dA(fi-Hafi)a

i=n

de la expresion (I.1)) se sigue que:

m—1
d(fm fu) < Y 277 <27V,
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Asi, la sucesion {f, },en es una sucesion de Cauchy con respecto a la
métrica d. Del Lema se sigue que existe una funcién f que es el
limite de la sucesioén {f,},cn. Ahora, del hecho de que la funcién f,
pertenece al conjunto S(X,X), para cada n € N, y del Teorema se
sigue que f € S(X,X). Por dltimo, note que d(f, +1, f,) = d(h, +1,1Ix)
y de la condicién (2) se tiene que:

d(fu+1,n) < 3_"-m1’n{dA(hko~--oh1,G%) 11 <k<n},
y del Lema|[I.38]se tiene que la funcion f no pertenece a la unién

U G1(x.,X).
keN

Por lo tanto, se tiene que la funcién f pertenece a la interseccion
N C1(X,X).

keN

Luego, del Teorema se concluye que f € H(X,X). T



Capitulo 2

Espacios homogéneos con
respecto a conjuntos denso
numerables

Los espacios homogéneos con respecto a conjuntos denso numera-
bles fueron definidos por primera vez por R. Bennett en [17] en 1970.
Este capitulo estd dedicado al andlisis del trabajo de R. Bennett. Aqui
se presenta la definicién de los espacios homogéneos con respecto a
conjuntos denso numerables, también presentamos las demostraciones
de los teoremas que Bennett redactd en su articulo [17], el Teorema
1 del articulo de Bennett es el Teorema que dice que los espa-
cios conexos que son primero numerables y homogéneos con respecto
a conjuntos denso numerables, son homogéneos; ademds, el Teorema
2 de [17] afirma que si un continuo X es homogéneo con respecto a
conjuntos denso numerables, entonces el continuo X no es irreducible
entre cualesquiera dos de sus puntos, éste es el Teorema de este
capitulo. En el Teorema 3 de [17], R. Bennett proporciona una condi-
cién suficiente para garantizar que un espacio metrizable, separable y
localmente compacto sea homogéneo con respecto a conjuntos denso
numerables, dicha propiedad es la de ser fuertemente localmente homo-
géneo que definimos en[2.19] el Teorema [2.23] establece que si X es un
espacio topolégico metrizable, separable, localmente compacto y fuer-

37
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temente localmente homogéneo, entonces X es homogéneo con respecto
a conjuntos denso numerables.

Nuestra aportacién a este capitulo de la tesis consta de dos resulta-
dos. El primero de ellos es el Teorema [2.5] que dice que si un espacio
topoldgico no discreto X es homogéneo con respecto a conjuntos denso
numerables, entonces el espacio X es no numerable, este teorema nos
delimita la clase de los espacios topoldgicos con los que trabajaremos,
tal como lo evidenciamos en el Corolario El segundo aporte que
hacemos en este capitulo es el Teorema el cual establece que la
suma topoldgica ajena de una cantidad numerable de espacios homogé-
neos con respecto a conjuntos denso numerables también es un espacio
topoldgico homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables.

Definicion 2.1. Un espacio topoldgico X es homogéneo con respecto a
conjuntos densos numerables si

(1) X es separable y

(2) para cualesquiera subconjuntos M y N numerables y densos en X
existe un homeomorfismo % : X — X de modo que h(M) = N.

Ejemplo 2.2. Un arco no es homogéneo con respecto a conjuntos den-
sos numerables.

Demostracion. Sea X el arco euclidiano [0, 1]. Se sabe que la 6rbita del
punto O es el conjunto

7(0) ={0,1}
y que la orbita de un punto x € X que es distinto de los puntos 0 y 1 es

el conjunto
7(x) = (0,1).

Esto implica que si M es un conjunto numerable y denso en el arco X
contenido en el subconjunto (0, 1) y & es un homeomorfismo del espacio
X en si mismo, entonces (M) estd contenido en el intervalo (0,1). Por
lo tanto, si NV es un conjunto numerable y denso en el arco X, tal que la
interseccion NN 7(0) es no vacia, entonces no existe un homeomorfismo
f:X — X de manera que f(M) = N. Luego, el arco X no es homogéneo
con respecto a conjuntos densos numerables. T
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Ejemplo 2.3. Consideremos al conjunto de los nimeros reales R con la
topologia

N={UCR:R—Uesfinitoy0cU}U{0}.

Note que si M es cualquier subconjunto infinito numerable de R, enton-
ces M es un conjunto denso en (R, 7). También observe que, la intersec-
cién de cualquier conjunto abierto no vacio U con el singular {0} es no
vacia. Por lo tanto, {0} es un conjunto denso en (R, 7). Consideremos
entonces M un subconjunto infinito numerable de Ry N = {0}. Es claro
que no existe un homeomorfismo de (R, 7n) en si mismo que mande M
en N. Esto implica que el espacio topoldgico (R, 1) no es homogéneo
con respecto a conjuntos denso numerables.

Observacion 2.4. Si X es un espacio homogéneo con respecto a con-
juntos denso numerables, entonces todos sus subconjuntos numerables
y densos son infinitos.

Teorema 2.5. Sea X un espacio topolégico no discreto. Si X es homo-
géneo con respecto a conjuntos densos numerables, entonces X es no
numerable.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico con cardinalidad @ que
no sea discreto y xo un punto no aislado en X. Observe que los con-
juntos X y X — {xp} son numerables y densos en X. Si f:X — X
es un homeomorfismo, entonces f(X) = X. Por lo tanto, no existe un
homeomorfismo 4 : X — X de manera que h(X) =X — {xo}. Esto de-
muestra que X no es un espacio homogéneo con respecto a conjuntos
denso numerables. T

Corolario 2.6. El espacio euclidiano de los niimeros racionales no es
homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables.

Demostracion. El espacio euclidiano de los numeros racionales QQ tiene
cardinalidad igual a ®. T

Teorema 2.7. El espacio euclidiano de los niimeros reales R es homo-
géneo con respecto a conjuntos denso numerables.
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Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos numerables y densos en
R. Del Lema|1.29|se sabe que existe una funcién creciente f del con-
junto denso M en el conjunto denso N. Ademds, del Lema[I.31]se sabe
que existe un homeomorfismo /4 del espacio euclidiano de los nime-
ros reales en si mismo de manera que la restriccién de la funcién 4 al
conjunto denso M es igual a la funcién f. Esto implica que h(M) = N.
Es mds, del Lemal[I.30|se sabe que existe una funcién decreciente f
del conjunto denso M en el conjunto denso N. Ademds, del Lema|1.32
se sabe que existe un homeomorfismo / del espacio euclidiano de los
nimeros reales en s mismo de manera que la restriccién de la funcién
h al conjunto denso M es igual a la funcién f. Esto implica que h(M) =
N. Por lo tanto, el espacio de los niimeros reales R es homogéneo con
respecto a conjuntos denso numerables. T

Teorema 2.8. El subespacio de los niimeros irracionales es homogéneo

con respecto a conjuntos denso numerables.

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos numerables y densos en
el espacio de los niimeros irracionales R — Q. Dado que el conjunto de
los niimeros irracionales es denso en el espacio de los nimeros reales,
se tiene que los conjuntos M y N también son densos en R. Ademais,
recuerde que el conjunto de los nimeros racionales Q es numerable y
denso en R.

Del Lemal[I.33]se sabe que existe una funcién biyectiva y creciente f
de la union M UQ en el conjunto NUQ tal que f(M) =Ny f(Q) =Q.
Ademds, del Lema [I.31] se sabe que existe un homeomorfismo % del
espacio de los nimeros reales en si mismo, de manera que la restriccion
de la funcién 4 al conjunto M UQ es igual a la funcién f. Esto implica
que 7(Q) = Q. Es mds, la restriccién de la funcién £ al conjunto de los
nimeros irracionales es un homeomorfismo del conjunto R — Q en si
mismo.

Luego, el espacio de nimeros irracionales es homogéneo con res-
pecto a conjuntos denso numerables. 1
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Teorema 2.9. Sea X un espacio primero numerable. Si el espacio X
es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables, entonces
clx(t(x)) = t(x) = int(t(x)), para cada x € X.

Demostracion. Sea x un punto del espacio X. Primero vamos a demos-
trar que int(7(x)) # 0. Suponga que el interior de la 6rbita del punto x es
vacia. Dado que X es separable y primero numerable, del Teorema [[.23]
se sabe que existe un subconjunto denso y numerable A de X — 7(x).
Sea B=AU{x}. Asi, el conjunto B es denso y numerable en el espacio
X. Como X es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables,
existe un homeomorfismo % del espacio X en si mismo de manera que
h(B) = A. Esto implica que h(x) ¢ 7(x), lo cual es una contradiccion.

Ahora demostremos que la orbita del punto x estd contenida en el
conjunto int(7(x)). Sea w un punto de la 6rbita del punto x. Considere
z € int(7(x)). De la definicién se tienen homeomorfismos fi y f>
del espacio X en si mismo, de manera que fj(x) =wy f2(x) =z. Asi, la
funcién g definida como la composicion fj o f5 ! es un homeomorfismo
del espacio X en si mismo, tal que g(z) = w. De esto, se sigue que w €
g(int(t(x))) C 7(x). Dado que el conjunto g(int(7(x))) es abierto en
X, entonces ocurre que w pertenece a int(7(x)). Por lo tanto 7(x) =
int(7(x)).

Por dltimo, mostremos que el conjunto cly (7(x)) es igual a la 6rbita
del punto x. Suponga que existe un punto p que pertenece al conjunto
clx(t(x)) tal que p ¢ 7(x). Dado que el espacio X es separable y que
los conjuntos 7(x) y X — clx(7(x)) son conjuntos abiertos de X, se ob-
tienen conjuntos densos y numerables C y D de los conjuntos 7(x) y
X — clx(7(x)), respectivamente, asi, el conjunto £ = CUD es un sub-
conjunto denso y numerable del espacio X. Como el conjunto EU{p} es
denso y numerable en X, existe un homeomorfismo % del espacio X en si
mismo, tal que A(E) = EU{p}. Del inciso (2) del Teorema|l.2]se sigue
que h(C) C 7(x). Esto implica que el punto p no pertenece al conjunto
h(C). Por lo tanto, existe un punto g en el conjunto X — clx(7(x)) de ma-
nera que h(q) = p. De aqui que, el conjunto (X — clx(7(x)) es abierto
en X y p pertenece a la interseccion clx(7(x)) Nh(X —clx(t(x))), por
lo tanto 7(x) Nh(X — clx(t(x))) es no vacia. Como la funcion & es bi-
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yectiva, se tiene que 2(7(x) N (X —clx(7(x)))) es un conjunto no vacio.
Lo cual es una contradiccion. Luego, t(x) = clx(7(x)). T

Teorema 2.10. Un espacio X que es conexo, primero numerable y ho-
mogéneo con respecto a conjuntos denso numerables es homogéneo.

Demostracion. Sea x un punto del espacio X. Del Teorema [2.9]se sabe
que la ébita del punto x es un subconjunto cerrado y abierto de X. Como
X es conexo, se sigue que T(x) = X. Por lo tanto X es homogéneo.

Corolario 2.11. Si X es un triodo simple, entonces X no es homogéneo
con respecto a conjuntos denso numerables.

Demostracion. Dado que X es un triodo simple, existe un inico punto
r cuyo orden es igual a 3. Esto implica que la 6rbita del punto r es el
singular {r}. Es decir que X no es homogéneo. Como el espacio X es
primero numerable y conexo, del Teorema [2.10] se sigue que el triodo
simple X no es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables.

I

Lema 2.12. Si {X,},en es una familia de espacios topolégicos homo-
géneos con respecto a conjuntos denso numerables, entonces la suma
topologica ajena @, X, es un espacio homogéneo denso numerable.

Demostracion. Para cada n € N el espacio X,, es separable, entonces
P, .cn X, también es separable. Ahora, si M y N son densos numerables
en @, cn X, entonces los conjuntos definidos como M, = MNX, y N, =
NNX,, para cada n € N, son densos en X,. Asi, es posible hallar, para
cada n € N, un homeomorfismo 4, : X, — X,, de modo que h,(M,) = N,,.
Consideremos la funcién

h:EPXx, — Px,

neN neN

dada por h(x) = hy(x) si x € X,,. Es claro que la funcién 4 es un homeo-
morfismo y ademds 2(M) = N. Por lo tanto, el espacio @,cy X, es ho-
mogéneo denso numerable. T
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Ejemplo 2.13. La conexidad en las hipétesis del Teorema [2.10] es una
condicién esencial.

Demostracion. Del Teorema se sabe que el espacio euclidiano R
es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables, y del Teo-
rema [2.8] se sabe que el espacio euclidiano de los nimeros irracionales
R — Q es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables. Asi,
del Lema[2.12]se tiene que la suma topolégica R & (R — Q) es un espa-
cio homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables, ademads es
un espacio disconexo.

Note que el espacio R — Q es disconexo. Esto implica que para x €
Ry y e R—Q no existe un homeomorfismo % de la suma topoldgica
R@ (R —Q) en si misma, de manera que /(x) = y. Este ejemplo muestra
la importancia de la conexidad para garantizar la homogeneidad de un
espacio homogéneo denso numerable. ]

Teorema 2.14. En general, la homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables no se preserva bajo producto de espacios topologi-
Cos.

Demostracion. Denotemos por X al espacio producto R x (R —@Q). Sea
f un homeomorfismo de X en si mismo. Note que para cualquier punto
y € R—Q, el conjunto R x {y} es un subespacio conexo de X, y no s6lo
eso, es el conjunto conexo mas grande que contiene al punto (0,y). Esto
implica que f(R x {y}) es una componente conexa de X.

Sean M y N dos conjuntos denso numerables de los espacios R y
R — @Q, respectivamente. Entonces el conjunto D definido como el pro-
ducto M x N es un subconjunto denso numerable del espacio X. Ahora
considere xp un punto de R que no pertenece al conjunto M, y yg un
punto de R — @Q que no pertenezca al conjunto denso N. Asi, el conjunto
DU{(x0,y0)} es un subconjunto denso numerable de X.

Si & es un homeomorfismo del espacio X en si mismo, entonces en
virtud de que A(R x {y}) es una componente conexa de X, para cual-
quier y € R —(Q, y de que ninguna de las componentes conexas de X
contiene exactamente un punto del conjunto D, se tiene que h(D) #
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DU {(x0,y0)}. Por lo tanto, el espacio X no es homogéneo con respecto
a conjuntos denso numerables. ]

Teorema 2.15. La homogeneidad con respecto a conjuntos denso nu-
merables no se preserva bajo funciones continuas.

Demostracion. Del Teorema [2.7]se sabe que el espacio euclidiano R es
homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables. Consideremos
f la funcién que va del espacio R en el subespacio real {x € R : x > 0}
definida como el valor absoluto de x, f(x) = |x|, para cada x € R.

Se sabe que la funcién f es continua. Ademads, como la érbita del
punto 0 en el espacio real {x € R: x> 0} es igual al singular {0}, se
sigue del Teoremaque el espacio {x € R : x > 0} no es homogéneo
con respecto a conjuntos denso numerables. Por lo tanto, la homoge-
neidad con respecto a conjuntos denso numerables no se preserva bajo
funciones continuas. T

Definicion 2.16. Sea X un espacio topolégico. La composante de un
punto p de X es el conjunto

{y € X : existe Y un subcontinuo propio de X cony,p € Y}.

A la composante del punto p en X la denotaremos por K(p).

Teorema 2.17. Un continuo X que es homogéneo con respecto a con-
juntos denso numerables no es irreducible entre cualesquiera dos de sus
puntos.

Demostracion. Mostraremos que para cualquier punto p € X, su com-
posante k(p) es el espacio X. Se sabe que la composante de cualquier
punto de X es un conjunto denso en X [15, Teorema 2, p. 209]. Dado
que X es separable y primero numerable, del Teorema [I.23]se sabe que
existe N un conjunto denso numerable de X contenido en k(p) tal que
el punto p pertenece a N. Suponga que k(p) es distinto de X, considere
q€X—x(p).

Como X es homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables,
existe un homeomorfismo /4 : X — X de modo que A(NU{g}) = N.
Note que h(x(p)) = k(h(p)). Observe que si Y es un subcontinuo de
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X de manera que los puntos p y ¢ pertenecen a Y, entonces ocurre que
Y = X. Por otro lado, se tiene que los puntos A(p) y h(g) pertenecen a
la composante k(h(p)). Asi, si Z es un subcontinuo de X que contiene
a los puntos i(p) y h(q), entonces h~!(Z) es un subcontinuo de X que
contiene a los puntos p y g, esto implica que 4~ (Z) = X. De aqui que
Z = X. Lo cual es una contradiccién ya que X es irreducible entre los

puntos py q.

Por lo tanto se concluye que k(p) = X, y como la eleccién del punto
p fue arbitraria, se tiene que X es no irreducible entre cualesquiera dos
de sus puntos. ]

Ejemplo 2.18. El reciproco del Teoremal[2.10]no se cumple.

Demostracion. Sea X un solenoide p-ddico [20, Definicién 2.8 p.21].
Se sabe que X es un espacio conexo, primero numerable e indescompo-
nible. Del Corolario 11.15.1 de [20] se tiene que X es irreducible. Del
Teorema 2 de [5] se sabe que el solenoide p-ddico es homogéneo. Por
lo tanto, del Teorema [2.17] se concluye que el solenoide p-ddico no es
homogéneo con respecto a conjuntos denso numerables. T

Definiciéon 2.19. Un espacio topoldgico X es fuertemente localmente
homogéneo si para cualquier punto x € X y cualquier W vecindad abierta
de x, existe un abierto U que contiene a x y de modo que para todo
y € Uexiste un homeomorfismo % : X — X tal que h(x) =y y h(z) =z,
paracadaze X —W.

Observacion 2.20. Suponga que X es un espacio métrico y fuertemente
localmente homogéneo. Consideremos un punto x € X y € un nimero
real positivo. Como X es fuertemente localmente homogéneo existe un
abierto U, vecindad del punto x que satisface la definicién de un espacio
fuertemente localmente homogéneo para W = B(x, €). Entonces ocurre
lo siguiente.

(1) La vecindad abierta U de x estd contenida en la bola abierta
B(x,€).

En efecto, sea w € U, entonces existe un homeomorfismo g : X — X
tal que g(w) = x y que para cada z € X — B(x,€), g(z) =z. Si w = x,
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entonces w € B(x, €). De otro modo se tiene que g(w) # w, es decir que
w & X — B(x, €). Por lo tanto, el conjunto U esta contenido en B(x, ).
Ademds, dado que X es un espacio métrico, existe un nimero real § > 0
de manera que B(x,8) C U. Mds atin, la bola abierta B(x,d) también
satisface la definiciéon de homogeneidad local fuerte en el papel de U de
la definicién

En conclusidn, si X es un espacio métrico y fuertemente localmente
homogéneo, para cualquier nimero real € > 0 se puede hallar un nu-
mero real positivo & de manera que, para cada y € B(x,8) existe un
homeomorfismo % : X — X, que satisface que h(y) = xy h(z) = z, para
todo z € X — B(x, €).

(2) Para cualesquiera dos puntos w,y € U existe un homeomorfismo
h:X — X de manera que h(w) =y y h(z) = z, para cada z ¢ B(x,€).

Sean w y y puntos del abierto U. Entonces existen homeomorfismos
hy y hy de X en si mismo de modo que h,,(x) =w, hy(x) =y y h(z) =z,
para todo z € X — B(x, €). La composicién A, oh,,! es un homeomorfismo
de X en si mismo que cumple que A, ohy, ' (w)=yyhyoh,'(z) =z, para
cada z € X — B(x, €). Por lo tanto se tiene lo deseado.

Teorema 2.21. La recta real es fuertemente localmente homogénea.

Demostracion. Se sabe que el espacio de los niimeros reales R es ho-
mogéneo. Dado que la homogeneidad es una propiedad topoldgica, para
cualesquiera a,b € R, con a < b, el intervalo (a,b) es homogéneo.

Consideremos un punto x € R y un intervalo abierto (a,b) en R que
contenga al punto x. Sea y € (a,b). Considere las siguientes funciones

(i) hy :[a,x] — [a,y] definida como h(z) = 1= (z —a) +a, para cada
z€lax]y

(i) hy : [x,b] — [y,b] definida como h(z) = 2=2(z — x) +y.

Note que como las funciones &) y hy son polindmicas, entonces son
homeomorfismos. Ademads, ocurre lo siguiente:

h(a)=ay h(x)=y
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hg(x) =YYy /’lz(b) =b.

Asi, definamos g : [a,b] — [a,b] como g(z) = h1(z),siz € [a,x],y g(z) =
hy(z), si z € [x,b]. La funcién g es un homeomorfismo del arco [a,b]
en si mismo, de manera que g(x) =y. Ahora, considere #: R — R la
funcién dada por h(z) = g(z), para cada z € [a,b], y h(z) = z, para cada
z € R—[a,b]. Es claro que la funcién & es un homeomorfismo tal que
h(x) =y. Por lo tanto R es fuertemente localmente homogéneo. T

Teorema 2.22. Si X = R x (R —Q), entonces el espacio X no es fuer-
temente localmente homogéneo.

Demostracion. Sea f un homeomorfismo del espacio X en si mismo.
Note que para cualquier punto y € R — Q, el conjunto R x {y} es un
subespacio conexo de X, y no sélo eso, es el conjunto conexo mds gran-
de que contiene al punto (0,y). Esto implica que f(R x {y}) es una
componente conexa de X.

Ahora, considere z = (x,y) y w = (a,b) puntos en X tales que y # b.
Sea & un ndmero real positivo. Si & es un homeomorfismo de X en si
mismo tal que A(z) = w, entonces h(R x {y}) = R x {b}, esto implica
que existen puntos de X que no pertenecen a la bola abierta B(z, €) tales
que & no los deja fijos. Por lo tanto, X no es fuertemente localmente
homogéneo. ]

Teorema 2.23. Los espacios métricos, separables, localmente compac-
tos y fuertemente localmente homogéneos son homogéneos con respecto
a conjuntos denso numerables.

Demostracion. Sea X un espacio métrico, separable, localmente com-
pacto y fuertemente localmente homogéneo. Suponga que d es la mé-
trica del espacio X. Como X es localmente compacto asumiremos que
las bolas abiertas de radio menor que 1 tienen cerradura compacta. Por
hipétesis, el espacio X es separable, consideremos entonces M y N dos
conjuntos infinitos numerables que ademds sean densos en X. A con-
tinuacién construiremos una sucesién de homeomorfismos de X en si
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mismo, digamos {/ }xen, que converja uniformemente a un homeomor-
fismo 4 : X — X tal que h(M) = N. Numeremos los puntos de los con-
juntos densos M y N como sigue

M={pn,:meN}y

N={gn,:neN}

Consideremos dos nimeros 0 < o < % y0 < & <2 'o. Dado que X es
fuertemente localmente homogéneo, para el punto g; existe un nimero
y(1) > 0 tal que para cualesquiera dos puntos x,y € B(g;, (1)) existe
un homeomorfismo de X en si mismo que manda x en y, y que a todo
punto z € X —B(ql,%), lo deja fijo. Note que del inciso (1) de la Ob-
servacion se tiene que ¥(1) < . Dado que M es denso, podemos
elegir el indice m; como sigue

m; =min{j € N: p; € B(q1,7(1))}.

Denotemos por n(m;) al indice 1, de esta manera se denota por g, al
punto g;. Asi, existe un homeomorfismo g,,, : X — X tal que

gm (Pmy) =q1 y

£
8my (z) = z,para todo z ¢ B(q1, Zl)

Si ocurre que m; = 1 entonces definimos el homeomorfismo f; como
&m, - De otra forma hacemos lo siguiente. Note que para cada 0 < i <
m el punto p; no pertenece a B(q;,Y(1)). Consideremos un nimero
positivo como sigue

- &
0< Pmi—1 < mln{rn/ll7d<Qn(ml)7gml (pml_]))}‘

Usando nuevamente que el espacio X es fuertemente localmente ho-
mogéneo, se sabe que existe un nimero real ¥, 1 > 0 para el cual se
satisfacen las condiciones de la Definicién [2.19] con respecto al punto
gm; (Pm—1) y el radio py,, 1. Sea g,,(,,,—1) un punto del conjunto denso
N que pertenezca a la bola abierta B(gu, (Pm;—1), Ym,—1)- Asi es posible
hallar un homeomorfismo g, -1 : X — X de modo que se satisface lo
siguiente



49

Zmy—1(8my (Pmy—1)) = Gu(m—1)»

gy —1(8my (Pmy)) = &my—1(@nmy)) = Gn(my)»

gm—1(z) =z, paracada z € X — B(gm, (Pmy—1):sPmy—1) Y
gm—1(z) =z, paracada z € X — B(gm, (pm,—1), 72 )-

dmy

Suponga que para algtin 0 < k < m; — 1 hemos construido homeomor-
fismos g, —j : X — X, para cada 0 < j < k, de manera que ocurre lo
siguiente

8mi—(k—=1)C """ ©8m (Pmi—j) = Gn(m—j) ¥
gm—j(2) =2z, paratodo 2 € X —B(gy, _(j-1)°" 0 &my (Pmy—j) P —)-

Sea A1 = {qn(m,—(k—1))>- - - sTn(mi—1)>In(m,) } - Consideremos el punto

Xmi—k = 8my—(k—1)© """ ©C8m (Pmy—)

y un radio 0 < py,,—x < min{zt%l,d(xml,k,Al)}. Asi, existe un nimero
Y, —k > 0 para el cual se satisfacen las condiciones de la Definicion[2.19]
Sea gy,(;n, —k) un punto del conjunto denso N perteneciente a la bola abier-
ta B(Xm, —k, Yim,—k) Y que no pertenece al conjunto A, consecuentemente
existe un homeomorfismo g,,, —x : X — X tal que que paracada 0 < j <k
cumple lo siguiente

8mi—kC "0 8m (pmlfk) = gmlfk(xmlfk) = 4n(m;—k)»

gmy—k© 0 &my (Pm—j) = An(m,—j) Y

8m,—k(2) =z, para cada punto z en X — B(Xp, —k, Pm,—k)-

Una vez realizado este procedimiento para cada punto p; con 1 <i <
my, definimos el homeomorfismo f; del espacio X en si mismo como la
composicién gj o --- o gy, . Es claro que para cada 1 <i <m; laimagen
del punto p; bajo f; es el punto g, ;). Ademas, note que para cualquier
X € X se tiene que

d(x,gm (x)) < 3y

d(x,gm—j(x)) < 70—, paracada 1 < j <my,
de aqui que d(x, f(x)) < €. No sélo eso, para cualquier punto z que
pertenezca al conjunto X — i, B(p;, %) se tiene que fi(z) = z. Dado
que el espacio topoldgico X es localmente compacto, la cerradura de la
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bola abierta B(p;, %) es un conjunto compacto, para cada 1 <i <my, se
sigue que la cerradura del conjunto

:QlB(pia %)

es un conjunto compacto, denotémoslo por K;. Puesto que la funcién
i I'es continua, existe un niimero positivo 8; de modo que si x y y son
dos puntos cualesquiera de X tales que d(x,y) > 27! entonces ocurre
que d(f1(x), f1(y)) > 8. Yaque f; ' es un homeomorfismo que es igual
a la identidad fuera de un compacto, ocurre que para cualesquiera dos
puntos x y y que pertenecen al conjunto compacto clx (B(Ki, %)), tales
que d(x,y) > 27! entonces d(fi(x), fi(y)) > &;. Consideremos

ri=min{j € N:q; ¢ {fi(p;): 1<i<m}}.
Sea & un real positivo que satisfaga lo siguiente
(1) & <2 2a,
Q) &<2738y
(3) & <d(gr,A1).

Asi, existe ¥(2) > 0 de manera que para cualesquiera dos puntos
x,y € B(qyr,,7(2)) se puede hallar un homeomorfismo de X en si mismo
que manda el punto x en el punto y y, a todo punto z que pertenezca
al conjunto X — B(gy,, %) lo deja fijo. Nuevamente, note que del inciso
(1) de la Observacién se tiene que ¥(2) < 2. Dado que M es un
conjunto denso en X y f; es un homeomorfismo, entonces el conjunto
f1(M) también es denso en X. Sea

nmp :mfn{j eN: fl(Pj) € B(qu7Y(2)) ym < ]}

Hagamos n(my) = r;. Sea g,,, un homeomorfismo de X en X que cum-
ple que
gmy (f1(Pmy)) = n(my)>

&

8my (Z) =z, paratodoz € X — B(‘In(mg)v Z)

y
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dado que % <d(f1(pm,),A1) entonces se tiene que g, (f1(p:)) = f1(pi),
para cada 1 <i < m;. Ahora considere p,,— un real positivo tal que

Pmy—1 < mfn{%n;7d(gm2 (fl (pmz—l ))7Qn(m2))7d<gm2 (fl (sz—l ))7A1 >}

Sean ¥,,—1 > 0 un nimero real positivo, g,,—1 un homeomorfismo de
X en si mismo y g, (,n,—1) un punto de N perteneciente a la bola abierta
B(gm, © f1(Pmy—1), Ym,—1) de manera que se cumple lo siguiente

8my—1 (gmz o fi (szfl)) = Gn(imy—1) Y

8my—1(2) =2, para todo z € X — B(gm, © fi (sz—l ), Pmr—1)-

Observe que de acuerdo a la manera en que se eligié el nimero
Pm,—1 también ocurre lo siguiente

8my—1°8my (f1(Pi)) = 8my—1(f1(Pi)) = f1(Pi) = (i), para cada 0 <
i <mj.

De la misma forma en que procedimos en la construccién del homeo-
morfismo f, suponga que para algtn natural k con 0 < k <mp —m;+1,
hemos construido homeomorfismos gm, , 8m,—1, - - - m, — (k—1)- Construi-
remos el homeomorfismo g, . Consideremos el punto

Ximy—k = &my—(k—1)© " ** © &my © f1(Pmy—k)

Y Pm,—k un real positivo estrictamente menor que:
. & .
mln{rlnz:d(xmz—kaAl)ad(xmz—kv {Qn(t) tmy — (k - 1) S l S mZ})}

Entonces existe un ¥, positivo que es menor que p,,,—k, de modo
que podemos elegir un punto g, ) en el denso N que pertenezca a la
bola abierta B(xX,n, &, Yim,—&)- Para 10s puntos g,(,, ) ¥ Xm, €xiste un
homeomorfismo g, —« : X — X tal que

8my—k(8my—(k=1) @+ 0 8my © J1(Pmy—k)) = my—k (Xmy—k) = Gnmy—k)>
gmz—k(z) =Z, para todo zeX — B(xmz—kapmz—k) y

8my—k O 08m, 0 f1(pi) = qn(i), cON 1<i<mjobienmy—(k—1)<
i <my.
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Continuando con este proceso para cada natural j entre m; + 1y
my habremos construido un homeomorfismo g; de X en X. Definimos
entonces el homeomorfismo f, como la composicién gy, 4100 &gm,.
Notemos que f> cumple lo siguiente

(1) f20 f1(pi) = Gu(s), paracada 1 <i < m.
() fo(z) =z, paratodoze X -, . B(fi(pi), %)y
(3) d(z, f2(z)) < &, paratodo z € X.

Denotemos por K a la cerradura del conjunto U2, .| B(fi(pi), %)
Andlogamente, dado que la funcién f, ! es uniformemente continua
sobre el compacto K, existe &, > 0 tal que si d(x,y) > 272 entonces
d(fx), /2()) > 8.

Procediendo de la misma manera uno puede construir una suce-
sién de nimeros positivos €;, &, ...; una sucesién de enteros positivos
ri,7,...; una sucesion de naturales mj,ms,...; una sucesion de reales
positivos 01, d,...; una sucesién de conjuntos compactos Ki,K>,...;
una sucesién de homeomorfismos f1, f>,... de X en X y una sucesion
de homeomorfismos hy,hy,... de X en si mismo que satisfacen las si-
guientes condiciones.

(i) h = fi,ha=frofiyh=fio---ofi.
(i) & <27*a.
(iil) & < 2*(1‘“)@7 para cada j < k.
(iv) e =min{j e N:q; & {l(p;) : 1 <i <my}}.
(V) @u(m,) Pertenece al conjunto {Ay, (p;) : 1 <i<myyi}.

(vi) Six no pertenece a Kj, entonces fi(x) =xy, sii < my_;, entonces
hi(pi) = li—1(pi)-

Aplicando el criterio de convergencia de homeomorfismos, el limite
de la sucesion {hy }ren existe y es un homeomorfismo tal que (M) =
N. T
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Teorema 2.24. El cubo de Hilbert es homogéneo con respecto a con-

juntos denso numerables.

Demostracion. De los Teoremas 4.2 y 2.4 de [16] de Fletcher, se sabe
que el cubo de Hilbert es un espacio fuertemente localmente homogé-
neo. Dado que el cubo de Hilbert es un espacio métrico, separable y
localmente compacto, del Teorema[2.23]se concluye que el cubo de Hil-
bert es un espacio homogéneo con respecto a conjuntos denso numera-
bles. T
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Capitulo 3

El grado de homogeneidad
con respecto a conjuntos
denso numerables

3.1. Aspectos generales

Es grato mencionar que la totalidad de este ultimo capitulo de la tesis
es trabajo original en conjunto de la Dra. Patricia Pellicer Covarrubias,
la Dra. Maria de Jesds Lépez Toriz y mio.

Para comenzar estableceremos una relacién de equivalencia entre
los subconjuntos densos y numerables de un espacio topolégico X. A
partir de esta relacién definiremos en [3.1] el grado de homogeneidad
con respecto a conjuntos denso numerables de un espacio topolégico
separable X, el cual denotaremos por g, (X). El primer resultado re-
levante de este capitulo se encuentra en esta seccién, es el Teorema [3.5]
que nos proporciona una cota superior del grado de homogeneidad con
respecto a conjuntos denso numerables de cualquier continuo; tal como
se hace en la aritmética cardinal, poseer una cota superior nos facilita
el célculo preciso del grado de homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables de cualquier continuo.

Definicion 3.1. Sean X un espacio topoldgico separable y M y N dos

55
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subconjuntos numerables y densos de X . Diremos que los conjuntos M y
N estén relacionados si existe un homeomorfismo 4 : X — X de manera
que h(M) = N. A este hecho lo denotamos por M ~ N.

Lema 3.2. La relacion ~ definida en[3.1es de equivalencia.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico separable y M, N 'y D
subconjuntos numerables y densos de X, tales que M ~ Ny N ~ D.
Entonces existen homeomorfismos 4y y hy del espacio X en si mismo
que cumplen que i (M) =Ny hy(N) = D.

Es claro que el homeomorfismo identidad Ix cumple que Ix (M) =
M. Ademais, note que hfl la funcion inversa de /1 es un homeomorfismo
de X en si mismo de manera que hfl (N) = M. Finalmente, la composi-
cién hyohy : X — X es un homeomorfismo tal que i, o hy (M) = D. Por
lo tanto la relacién ~ es de equivalencia. ]

Si X es un espacio topoldgico separable y M es un subconjunto nu-
merable y denso de X, entonces a la clase de equivalencia del conjunto
denso M la denotaremos por [M]....

Definicion 3.3. Sea X un espacio topoldgico separable. El grado de
homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables del espacio
X es el nimero cardinal

|{[M]~ : M es un subconjunto denso numerable de X }|,

el cual denotaremos por g,,,,, (X).

Lema 3.4. Si X es un espacio homogéneo con respecto a conjuntos
denso numerables, entonces el grado de homogeneidad con respecto a
conjuntos denso numerables de X es 1.

Demostracion. Se sabe de la definicién [2.1] que para cualesquiera dos
subconjuntos numerables y densos de X, digamos M y N, existe un
homeomorfismo % : X — X tal que /(M) = N. Esto implica que la rela-
cién ~ definida en determina una sola clase de equivalencia. Por lo
tanto el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso nume-
rables de X es g,y (X) = 1. T
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Teorema 3.5. Si X es un continuo no degenerado, entonces el grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de X estd

acotado superiormente por el niimero cardinal c.

Demostracion. Observe que la cardinalidad del continuo X es igual a c,
esto implica que:

|{M C X : M tiene cardinalidad igual a }| = c.

Por lo tanto el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso
numerables del continuo X cumple que g,,,,, (X) <. T

Teorema 3.6. Sea X un continuo no degenerado. Si M y N son dos
conjuntos densos y numerables de X tales que M ~ N, entonces ocurre
lo siguiente:

(i) IMNE(X)|=|NNEX)],
(i) IMNR(X)| = |[NNR(X)|.

Demostracion. Sean M 'y N dos conjuntos densos y numerables del con-
tinuo X. Suponga que M ~ N, esto implica que existe un homeomorfismo
h del continuo X en si mismo de manera que 2(M) = N. Del Lema[l.4]
y como h es un homeomorfismo se tiene que

hMNE(X))=h(M)Nh(E(X))=NNE(X),
de aqui se sigue que [M NE(X)| = |NNE(X)].
Del Corolario|1.8|y como 4 es un homeomorfismo se tiene que
hMNR(X))=h(M)Nh(R(X)) =NNR(X),
de aqui se sigue que |[M NR(X)| = [NNR(X)|. T

El Teorema [3.6] dice que siempre que dos conjuntos densos y nu-
merables de un continuo no degenerado X estén relacionados segin ~,
que se defini6 en|3.1] entonces ocurrird que ambos conjuntos contienen
la misma cantidad de puntos extremos o de puntos de ramificacién del
continuo no degenerado X.
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Teorema 3.7. Sean [a,b] y [c,d] dos arcos y M y N dos subconjuntos
denso numerables de los arcos |a,b] y [c,d), respectivamente. Si las in-
tersecciones MNE([a,b]) y NNE([c,d]) son vacias, entonces existe un
homeomorfismo h : [a,b] — [c,d] el cual cumple que h(a) = c, h(b) =d
yh(M)=N.

Demostracion. Note que los conjuntos M y N no contienen puntos ex-
tremos de los arcos [a,b] y [c,d], respectivamente. Como [a,b] y [c,d]
son arcos, existen homeomorfismos fi : [a,b] — [0,1] y f>:[0,1] —
[c,d] tales que fi(a) =0, fi(b) =1, £2(0) =cy fa(l) =d. Asi, los
conjuntos f;(M) y f, ' (N) son subconjuntos densos del arco [0, 1] que
no contienen puntos extremos. Del Lema [1.29] se sabe que existe un
homeomorfismo creciente f: (0,1) — (0, 1) tal que f(f1(M)) = f, '(N).

Ademis, del Lema [[.28]se sabe que existe un homeomorfismo cre-
ciente /1 del arco [0, 1] en si mismo tal que /(g 1) = f, esto implica que
hi(fi(M)) = f5 '(N). Es mds, se tiene que /1; (0) =0y h; (1) = 1. Defina
h como la composicién f> o hy o fi. Observe que ocurre lo siguiente:

h(M) = frohio fi(M) = fo(f, ' (N)) =N,
h(a) = froh o fi(a) = from(0) = f2(0) =,
h(b) = frohio fi(b) = faohi(1) = fo(1) =d.
Por lo tanto se tiene lo deseado. 1

Teorema 3.8. Sean [a,b] y [c,d] dos arcos y M y N dos subconjuntos
denso numerables de los arcos |a,b] y [c,d), respectivamente. Si las in-
tersecciones M NE(|a,b]) y NNE([c,d]) tienen cardinalidad igual a 1,
entonces existe un homeomorfismo h : [a,b] — [c,d| el cual cumple que
h(MN(Ea,b])) =NNE([c,d]) yh(M)=N.

Demostracion. Suponga sin perder generalidad que el conjunto M con-
tiene al punto a y el conjunto N contiene al punto ¢. Como [a,b] y [c,d]
son arcos, existen homeomorfismos f; : [a,b] — [0,1] y f>:[0,1] —
[c,d] tales que fi(a) =0, fi(b) =1, f2(0) =cy f2(1) =d. Asi, los con-
juntos fi (M) y f5 '(N) son subconjuntos densos del arco [0, 1] los cuales
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contienen al punto 0. Del Lema [I.29] se sabe que existe un homeomor-
fismo creciente f: (0,1) — (0,1) tal que £(f1(M)) = £, '(N).

Ademds, del Lema|[I.2§]se sabe que existe un homeomorfismo cre-
ciente /11 del arco [0, 1] en si mismo tal que /1] (g1 = f, esto implica que
h(fi(M)) = f5 '(N). Es més, se tiene que h; (0) =0y Ay (1) = 1. Defina
h como la composicién f> o i o fi. Observe que ocurre lo siguiente:

h(M) = frohio filM) = fo(f, ' (N)) =N,
h(a) = frohio fi(a) = f20m(0) = f2(0) =c,
h(b) = frohio fi(b) = faoh (1) = fo(1) =d.
Por lo tanto se tiene lo deseado. i

Teorema 3.9. Sean [a,b] y [c,d] dos arcos y M 'y N dos subconjuntos
denso numerables de los arcos |a,b] y [c,d), respectivamente. Si las in-
tersecciones M NE([a,b]) y NNE([c,d]) tienen cardinalidad igual a 2,
entonces existe un homeomorfismo h : [a,b] — [c,d] el cual cumple que
h(a)=c,h(b)=dyh(M)=N.

Demostracion. Note que los conjuntos M y N contienen a los dos pun-
tos extremos de los arcos [a,b] y [c,d], respectivamente. Como |[a, b]
y [c,d] son arcos, existen homeomorfismos fi : [a,b] — [0,1] y f2:
[0,1] — [c,d] tales que fi(a) =0, fi(b) =1, f2(0)=cy fo(1) =d.
Asi, los conjuntos fi(M) y f5 '(N) son subconjuntos densos del arco
[0,1] que contienen a los dos puntos extremos. Del Lema se sa-
be que existe un homeomorfismo creciente f : (0,1) — (0,1) tal que

M) = f51(N).

Ademds, del Lema|[I.28]se sabe que existe un homeomorfismo cre-
ciente /11 del arco [0, 1] en si mismo tal que /1] (g 1) = f, esto implica que
hi(fi(M)) = f; '(N). Es mds, se tiene que ; (0) =0y k(1) = 1. Defina
h como la composicién f> o i o fi. Observe que ocurre lo siguiente:

h(M) = frohio fi(M) = fo(f; '(N)) =N,
h(a) = faohio fi(a) = fr0h1(0) = f2(0) = c,
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h(b) :fzoh] Of] (b) :fzol’l](l) :fz(l) :d
Por lo tanto se tiene lo deseado. t

Teorema 3.10. El grado de homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables de un arco es 3.

Demostracion. Sean M y N dos subconjuntos densos y numerables del
arco [0, 1]. Asi, los conjuntos M y N poseen alguna de las siguientes
propiedades.

Propiedad P1. Cada uno de los conjuntos M 'y N estdn conformados
tinicamente por puntos ordinarios del arco [0, 1].

Note que los conjuntos M y N no contienen a los puntos extremos
del arco [0, 1]. Del Teorema se sabe que existe un homeomorfismo
h del arco [0, 1] en si mismo tal que 2(M) = N. Por lo tanto, todos los
conjuntos densos y numerables del arco [0, 1] que satisfacen la propie-
dad P1 pertenecen a la clase de equivalencia con respecto a la relacién
~ definida en[3,1]del conjunto denso M.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable del arco
[0, 1] que pertenezca a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teo-
rema[3.6]se sabe que el conjunto D no contiene puntos extremos del arco
[0, 1]. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la
siguiente:

{D C [0,1] : D es denso numerable en [0, 1] y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene solamente a
uno de los puntos extremos del arco [0, 1].

Del Teorema [3.8] se sabe que existe un homeomorfismo % del arco
[0, 1] en si mismo de manera que 4(M) = N. Por lo tanto, todos los sub-
conjuntos densos y numerables que contienen a exactamente un punto
extremo del arco [0, 1] pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto
M con respecto a la relacién ~ definida en[3.1]

Ahora, suponga que D es un conjunto denso y numerable del arco
[0, 1] que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M, del
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Teorema [3.6] se sabe que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos extremos del arco [0, 1]. Por lo tanto, la clase de equivalencia a
la que pertenecen los conjuntos M y N es el conjunto:

{D C [0,1] : D es denso numerable en [0, 1] y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Ambos conjuntos densos, M 'y N, contienen a los dos
puntos extremos del arco [0, 1].

Note que los conjuntos M y N contienen a ambos puntos extremos
del arco [0, 1]. Del Teorema [3.9]se sabe que existe un homeomorfismo 4
del arco [0, 1] en si mismo, de manera que h(M) = N. Por lo tanto, todos
los subconjuntos densos y numerables del arco [0, 1] que contienen a los
dos puntos extremos pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto
denso M.

Suponga que D es un conjunto denso y numerable del arco [0, 1] que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M, del Teorema [3.6]se
sabe que el conjunto D contiene a los dos puntos extremos del arco [0, 1].
Por lo tanto, la clase de equivalencia de los conjuntos denso numerables
M y N es la siguiente:

{D C [0,1] : D es denso numerable en [0, 1] y posee la propiedad P3}.

Luego, el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso nu-
merables de un arco es igual a 3. T
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3.2. n-odos simples

A un 3 — odo simple se le llama triodo simple. En esta seccién en-
contramos un ejemplo del calculo del grado de homogeneidad con res-
pecto a conjuntos denso numerables de un triodo simple, este ejemplo
es de ayuda para comprender el proceso de demostracién del Teore-
ma[3.12] el cual dice que el grado de homogeneidad con respecto a con-
juntos denso numerables de un n — odo simple, con n > 3, es igual a
2(n+1).

Teorema 3.11. El grado de homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables de un triodo simple es 8.

Demostracion. Sea X un triodo simple. Denotemos por r al punto de
ramificacion del triodo X y a sus puntos extremos por ej, e; y e3. Sean
M y N dos subconjuntos densos y numerables de X. Asi, los conjuntos
M y N poseen alguna de las siguientes propiedades.

Propiedad P1. Los conjuntos M y N estdn conformados tinicamente
por puntos ordinarios de X .

Del Teorema 3.7 sabemos que existen homeomorfismos
fi:[nel] = [rel],
frine] —[rely
f3i[nes] — [re3]
tales que para cada i € {1,2,3} se cumple que
filMN[re]) =NNinei,
filei) =eiy
filr)=r.

En virtud del Teorema[[.34] existe un homeomorfismo A del triodo sim-
ple X en si mismo tal que A|}.,) = fi, para cada i € {1,2,3}. Observe
que el homeomorfismo i cumple que (M) = N. De aqui que la clase de
equivalencia del conjunto denso M contiene todos los conjuntos densos
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y numerables del triodo simple X que estdn conformados Unicamente
por puntos ordinarios.

Considere D un conjunto denso y numerable del triodo simple X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M, del Teo-
rema [3.6] se sabe que el conjunto D estd conformado Gnicamente por
puntos ordinarios del triodo simple X. Por lo tanto la clase de equiva-
lencia del conjunto denso M es el conjunto:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Los conjuntos M y N no contienen al punto de ramifi-
cacion de X y cada uno contiene solamente un punto extremo del triodo
simple X.

Supongamos sin perder generalidad que el punto extremo e perte-
nece al conjunto denso M. Denotemos por e,(;) al punto extremo del
triodo simple X que pertenece al conjunto N, y por e,2) y €,3) a los
puntos extremos de X que no pertenecen al conjunto N. De los Teore-
mas|3.7|y se sabe que existen homeomorfismos

fii[nel] = e,
fai[rne] = [ne,m))y
f3:[nes] = [re,3)]
tales que para cada i € {1,2,3} se cumple que
fitM N [re]) = NN[req),
filei) = ey y
filr)=r.

En virtud del Teorema[[.34] existe un homeomorfismo /4 del triodo sim-
ple X en si mismo tal que hl,.. = f;, para cada i € {1,2,3}. Observe
que el homeomorfismo & cumple que 2(M) = N. De aqui que la clase
de equivalencia del conjunto denso M contiene a los conjuntos denso
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numerables que no contienen al punto de ramificacién de X y que so-
lamente contienen a uno de los puntos extremos del triodo simple X.

Ahora, si D es un conjunto denso y numerable de X que pertenece a
la clase de equivalencia del conjunto denso M, entonces del Teorema [3.6]
se tiene que el conjunto D no contiene al punto de ramificacion del es-
pacio X y solamente contiene a uno de los puntos extremos del triodo
simple X. Por lo tanto la clase de equivalencia del conjunto denso M es
el conjunto:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Los conjuntos M y N no contienen al punto de ramifica-
cion de X y cada uno contiene dos puntos extremos del triodo simple X .

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos e, y e3 per-
tenecen al conjunto denso M y denotemos por e,(;) ¥ €,3) a los puntos
extremos de X que pertenecen al conjunto denso N y por e,y al punto
extremo de X que no pertenece al conjunto N.

Observe que el homeomorfismo 4 del caso en que los conjuntos
densos poseen la propiedad P2 cumple que h({e2,e3}) = {€,2),€n(3)}
esto implica que el homeomorfismo / es un testigo de que los conjunto
densos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto
a la relacion ~ definida en [3.1} Asf, la clase de equivalencia a la que
pertenecen los conjuntos densos M y N contiene a todos los conjuntos
densos y numerables que no contienen al punto de ramificacién de X y
que contienen exactamente dos puntos extremos del triodo simple X .

Considere D un conjunto denso y numerable que pertenezca a la
clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema [3.6] se sabe
que el conjunto D no contiene al punto de ramificacion de X y contiene
exacatamente a dos puntos extremos del triodo simple X. Por lo tanto la
clase de equivalencia del conjunto denso M es el conjunto:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P3}.
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Propiedad P4. Los conjuntos M y N no contienen al punto de ramifica-
cion de X y cada uno contiene a los tres puntos extremos del triodo
simple X.

Observe que el homeomorfismo % del caso en que los conjuntos den-
sos poseen la propiedad P1 es un testigo de que los conjunto densos M y
N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relaciéon
~ definida en Asi, la clase de equivalencia a la que pertenecen los
conjuntos densos M y N contiene a los conjuntos denso numerables que
satisfacen la propiedad P4.

Por otra parte, si D es un conjunto denso y numerable de X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M, entonces del
Teorema 3.6]se tiene que el conjunto D satisface la propiedad P4. Por lo
tanto la clase de equivalencia del conjunto denso M es el conjunto:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P4}.

Propiedad P5. Los conjuntos M y N contienen al punto de ramificacion
de X y no contienen ningtin punto extremo del triodo simple X .

Observe que el homeomorfismo £ del caso en que los conjuntos
densos poseen la propiedad P1 cumple que /(r) = r, esto implica que
el homeomorfismo 4 es un testigo de que los conjuntos densos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relacion
~ definida en [3.1] Asi, la clase de equivalencia a la que pertenecen los
conjuntos densos M y N contiene a todos los conjuntos densos y nume-
rables que satisfacen la propiedad P5.

Sea D un conjunto denso y numerable que pertenezca a la clase de
equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema se sigue que el
conjunto denso D contiene al punto de ramificaciéon de X y no contie-
ne a los puntos extremos del triodo simple X. Por lo tanto, la clase de
equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P5}.

Propiedad P6. Los conjuntos M y N contienen al punto de ramificacion
de X y cada uno contiene un punto extremo del triodo simple X .
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Supongamos sin perder generalidad que el punto extremo e; per-
tenece al conjunto denso M, denotemos por ¢,y al punto extremo de
X que pertenece al conjunto denso Ny por e,) ¥ €,3) a los puntos
extremos que no estdn contenidos en el conjunto N.

Observe que el homeomorfismo / del caso en que los conjuntos den-
sos poseen la propiedad P2 cumple que h(e) = e, (1) y que h(r) = r, esto
implica que el homeomorfismo 4 es un testigo de que los conjuntos den-
sos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto de
la relacién ~ definida en [3.1] Asf, todos los conjuntos densos y nume-
rables que poseen la propiedad P6 pertenecen a la clase de equivalencia
del conjunto M.

Ahora, si D es un conjunto denso y numerable de X que pertenece a
la clase de equivalencia del conjunto denso M, entonces del Teorema|3.6|
se tiene que el conjunto D contiene al punto de ramificacién de X y
solamente uno de los puntos extremos del triodo simple X. Por lo tanto
la clase de equivalencia del conjunto denso X es el conjunto:

{N C X : N es denso numerable en X y posee la propiedad P6}.

Prepiedad P7. Los conjuntos M y N contienen al punto de ramificacion
de X y cada uno contiene dos puntos extremos del triodo simple X .

Supongamos sin perder generalidad que los puntos extremos e y €3
pertenecen al conjunto denso M, denotemos por e,,(2) y €,,(3) a los puntos
extremos de X que pertenecen al conjunto denso Ny por e, al punto
extremo de X que no estd contenido en el conjunto N.

Observe que el homeomorfismo / del caso en que los conjuntos den-
sos poseen la propiedad P2 cumple que A({e2,e3}) = {ey(2);€n(3) }, €St0
implica que el homeomorfismo 4 es un testigo de que los conjuntos den-
sos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto de
la relacién ~ definida en[3.1] dicha clase contiene a todos los conjuntos
densos y numerables que satisfacen la propiedad P7.

Ahora, si D es un conjunto denso numerable que pertenece a la cla-
se de equivalencia del conjunto denso M, entonces del Teorema [3.6] se
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sabe que el conjunto D contiene al punto de ramificacién de X y a exac-
tamente dos puntos extremos del triodo simple X. Por lo tanto la clase
de equivalencia del conjunto M es el conjunto:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P7}.

Propiedad P8. Los conjuntos M 'y N contienen al punto de ramificacion
de X y cada uno contiene a los tres puntos extremos del triodo simple
X.

Observe que el homeomorfismo % del caso en que los conjuntos den-
sos poseen la propiedad P1 es un testigo de que los conjuntos densos M
y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la rela-
cién ~ definida en[3.1] Asf, los conjuntos denso numerables que poseen
la propiedad P8 pertenecen a la clase de equivalencia de los conjuntos
densos My N.

Considere D un conjunto denso y numerable de X que pertenece a
la clase de equivalencia de M. Del Teorema [3.6]se sigue que el conjunto
D contiene al punto de ramificacién de X y también a los tres puntos de
ramificacion del triodo simple X. Por lo tanto la clase de equivalencia
del conjunto denso M es el conjunto:

{D C X : D es denso numerable en X y posee la propiedad P8}.

Luego, el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso nu-
merables de un triodo simple X es g, (X) = 8. T

Teorema 3.12. Sea X un n— odo simple, para algiin n > 3. El grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de X es
igual a2(n+1).

Demostracion. Denotemos por r al punto de ramificacién del n — odo
simple X y numeremos el conjunto de puntos extremos E (X ) del n—odo
simple X como E(X) ={e;: 1 <i<n}.Sean M y N dos subconjuntos
numerables y densos del n — odo simple X tales que las intersecciones
MNE(X)y NNE(X) tengan la misma cardinalidad, digamos k, con
0<xk<n.
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Sin perder generalidad, supongamos que para cada 1 <i < k, el
punto extremo e; pertenece al conjunto denso M, y que para cada K <
i < n, el punto extremo e; no pertenece al conjunto M.

Numeremos el conjunto de puntos extremos E(X) como E(X) =
{en(i) : 1 <i < n}, de manera que para cada i € {1,...,x}, el punto
extremo e, ;) pertenece al conjunto N, y para cada kK < i < n, el punto
extremo e,; no pertenece al conjunto N.

Asi, los conjuntos densos poseen alguna de las siguientes dos pro-
piedades:

Propiedad Pl1k. Los conjuntos densos M y N no contienen al punto
de ramificacion r.

De los Teoremas[3.7)y[3.8|para cada 1 < i < n existe un homeomor-
fismo f; : [r,e;] — [, e,;)] tal que

filMN[re]) =NN[reym)s

Del Teorema |1.34] se sabe que existe un homeomorfismo /# : X — X de
manera que h|[r,e,-] = fi, paracada 1 <i < n. Observe que el homeomor-
fismo A cumple que #(M) = N. Por tanto, los conjuntos densos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relacion
~ definida en[3.1] Asi, la clase de equivalencia del conjunto M contiene
a todos los conjuntos densos y numerables del n — odo simple X que
poseen la propiedad P1x.

Ahora, suponga que D es un conjunto denso numerable de X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teo-
rema [3.6] se sigue que el conjunto denso D no contiene al punto de
ramificacién r y que contiene kK puntos extremos del n — odo simple
X. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la
siguiente:

{D : D es denso numerable en X y posee la propiedad P1k}.
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Propiedad P2x. Cada uno de los conjuntos densos My N contiene al
punto de ramificacion r.

Observe que el homeomorfismo del caso en el que los conjuntos
densos no contienen al punto de ramificacién cumple las siguientes pro-
piedades

h(r)=ry
h(MNE(X))=NNE(X).

Esto implica que el homeomorfismo 4 es un testigo de que los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la
relacion ~ definida en[3.1] Por lo tanto, los conjuntos densos y numera-
bles del n — odo simple X que poseen la propiedad P2k pertenecen a la
clase de equivalencia del conjunto denso M.

Considere D un conjunto denso numerable de X que pertenece a la
clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema [3.6] se sigue
que el punto de ramificacién r pertenece al conjunto denso D y que el
conjunto D contiene kK puntos extremos del n — odo simple X. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D : D es denso numerable en X y posee la propiedad P2k}.

Note que el conjunto {0,...,n} tiene cardinalidad n+ 1. Asi, de lo ante-
rior se concluye que el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables de un n — odo simple es g, (X) =2(n+1). T
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3.3. Graficas completas

(Para cada nimero natural n existe una grafica completa cuyo grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables sea igual
a n? En esta seccién mostramos que la respuesta a esta cuestion es que,
para cada n > 4, la grafica completa con n vértices tiene grado de ho-
mogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables igual a n.

Dado que en la seccién anterior ya conocimos la técnica que se usa
para calcular el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso
numerables, presentamos inmediatamente la manera de calcular el grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de una
gréfica completa con n vértices en el resultado siguiente.

Teorema 3.13. Si X es una grdfica completa con n vértices, para algiin
n > 4, entonces el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos
denso numerables de X es igual an+1.

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos densos y numerables de
la grafica completa X. Numeremos el conjunto de vértices V(X) de la
gréfica completa X como V(X) = {v;: 1 <i <n}. Asi, los conjuntos M
y N poseen alguna de las siguientes propiedades.

Propiedad PO. Los conjuntos M y N no contienen vértices de la
grdfica completa X .

Del Teorema @] se sabe que existe un homeomorfismo f{; ; de la
arista [v;,v;] en sf misma, para cada 1 <i < j < n, que satisface lo si-
guiente

En virtud del Teorema|1.36|se puede hallar un homeomorfismo /# : X —
X de manera que h|[v,—,v,—] = f(i,j)» para cada 1 <i < j < n. Esto implica
que el homeomorfismo /& cumple que #(M) = N. Por tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la
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relacién ~ definida en Asi, se tiene que la clase de equivalencia
a la que pertenece el conjunto denso M contiene a todos los conjuntos
densos y numerables de la grafica completa X que no contienen vértices
de X.

Considere D un subconjunto denso y numerable de la gréfica com-
pleta X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema[3.6]se tiene que el conjunto D no contiene vértices de la grafica
completa X. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M
es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P0O}.

Para cada nimero cardinal x tal que 1 < x < n, se tiene la propiedad
siguiente.

Propiedad Px. Las intersecciones MNV (X) y NNV (X) tienen car-
dinalidad x.

Supongamos sin perder generalidad que el vértice v; pertenece al
conjunto denso M, para cada 1 <i < Kk, y que el vértice v; no pertenece
al conjunto denso M, para cada k < i < n.

Numeremos el conjunto de vértices como V(X) = {v,; : 1 <i <
n}, de manera que el vértice V(i) pertenece al conjunto denso N, para
cada I <i <K,y el vértice v,(;) no pertenece al conjunto N, para cada
K<i<n.

De los Teoremas 3.7} [3.8]y[3.9]se sabe que existe un homeomorfismo
fi,j) de la arista [v;,v;] en la arista [v, ), v,(j], paracada 1 <i< j<n,
que satisface lo siguiente

iy MO i vi]) =Ny, vl
f(i,j)(Vi) =Vai) ¥
T (Vi) = va(j)-

En virtud del Teorema|[I.36]se puede hallar un homeomorfismo / : X —
X de manera que h|[v,~,v,~] = f(i,j), para cada 1 <i < j < n. Esto implica
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que el homeomorfismo 4 cumple que 4(M) = N. Por tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la
relacién ~ definida en Es mds, todos los conjuntos densos y nume-
rables de la grafica completa X que contienen Kk vértices pertenecen a la
clase de equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, considere D un conjunto denso numerable de X que perte-
nezca a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema3.6]
se tiene que el conjunto D contiene k vértices de la grafica completa X .
Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguien-
te:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad Px}.

Propiedad Pn. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene al conjunto de
vértices V (X).

Observe que el homeomorfismo del caso en que los conjuntos den-
sos satisfacen la propiedad PO cumple que 2(M) = N, es decir que los
conjuntos densos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia
determinada por la relacién ~ definida en Note que esta clase de
equivalencia contiene a todos los subconjuntos densos y numerables de
X que contienen a todos los vértices de la grafica completa X.

Ahora, suponga que D es un conjunto denso y numerable de la
grifica completa X que pertenece a la clase de equivalencia del con-
junto denso M. Del Teorema [3.6 se sigue que el conjunto D contiene al
conjunto de vértices de la grafica completa X. Por lo tanto, la clase de
equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad Pn}.

Como para cada 0 < k < n, la propiedad Pk determina una clase de
equivalencia distinta, se concluye que el grado de homogeneidad con
respecto a conjuntos denso numerables de la grafica completa X con n
vértices es g, (X) =n—+ 1. T

Corolario 3.14. Para cada niimero natural n tal que n € {1,3} on>5
existe un continuo cuyo grado de homogeneidad con respecto a conjun-
tos denso numerables es igual a n.
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Demostracion. Sea X una curva cerrada simple. Como X es un espacio
homogéneo, del Teorema 3.4|se sabe que el grado de homogeneidad con
respecto a conjuntos denso numerables es 1.

Del Teorema [3.10] se sabe que el grado de homogeneidad con res-
pecto a conjuntos denso numerables de un arco es igual a 3.

Sea n un nimero natural tal que n > 5. Denotemos por m al niimero
natural tal que n = m+ 1. Del Teorema [3.13]se sabe que el grado de ho-
mogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de una grafica
completa con m vértices es igual a m+ 1, es decir, igual a n. T
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3.4. Arboles

(Para cada nimero natural n existe un 4rbol cuyo grado de homo-
geneidad con respecto a conjuntos denso numerables sea igual a n? En
esta parte respondemos parcialmente a esta pregunta.

Nos concentramos en hallar una expresion algebraica que permi-
ta determinar el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso
numerables de un tipo de arbol en particular. Los arboles con los que tra-
bajamos son aquellos que tienen tinicamente dos puntos de ramificacion,
ambos con el mismo orden. En el Teorema [3.16| probamos que el grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de cual-
quier drbol es finito. En los teoremas [3.17} [3.18] y [3.19] calculamos la
cantidad de clases de equivalencia de subconjuntos densos y numera-

bles de un arbol con la forma de la letra H que determina la relacién ~
definida en [3.1] estos tres resultados se usan en el Teorema [3.20] para
determinar el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso
numerables de un arbol con la forma de la letra H. Posteriormente se
analiza otro ejemplo, el de un arbol que contiene solamente dos pun-
tos de ramificacion, cada uno de ellos de orden cuatro. Estos dos ejem-
plos proporcionan una estructura en la manera en que determinaremos el
grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de
cualquier drbol que tiene solamente dos puntos de ramificacién, ambos
del mismo orden.

Teorema 3.15. Sean X un drbol que contiene exactamente dos puntos
de ramificacion, cada uno de ellos de orden k+ 1, e un punto extremo de
X y r un punto de ramificacion de X. Si h : X — X es un homeomorfismo
y el punto e es consecutivo al punto r, entonces el punto extremo h(e) es
consecutivo al punto de ramificacion h(r).

Demostracion. Sean e un punto extremo del arbol X, r un punto de
ramificacién del arbol X tales que son consecutivos y & : X — X un
homeomorfismo. De la Definicion|1.22|se sabe que si y pertenece al arco
[r,e] entonces y = e, 0 bien y = r o bien y es un punto ordinario. Dado
que & es un homeomorfismo, se tiene que A(e) es un punto extremo de
X, h(r) es un punto de ramificacién de X y para cada z € [h(e),h(r)] —
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{h(e),h(r)}, el punto h(z) es un punto ordinario. Por lo tanto, h(e) y
h(r) son puntos consecutivos. T

Teorema 3.16. Sea X un drbol. El grado de homogeneidad con respecto
a conjuntos denso numerables de X es finito.

Demostracion. Para proporcionar una cota superior del grado de ho-
mogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables del drbol X,
suponga que la 6rbita del punto x es el conjunto 7(x) = {x}, para cada
punto extremo y cada punto de ramificacién x del drbol X. Dado que X
es un drbol, se tiene que el conjunto de puntos extremos E(X) y el con-
junto de puntos de ramificacién R(X) son finitos. Numerémoslos como:

EX)={en:1<n<|EX)[} y RX)={m:1<n<|RX)[}.

Sean M y N dos subconjuntos densos y numerables del arbol X. Recuer-
de que del Teorema [3.6] se sabe que si dos conjuntos densos contienen
cantidades distintas de puntos extremos o de puntos de ramificacion,
entonces dichos conjuntos densos no pertenecen a la misma clase de
equivalencia, asi, debemos considerar los siguientes casos:

(1) Los conjuntos M y N estdn constituidos tinicamente de puntos
ordinarios.

Denotemos por <7 al conjunto de arcos A contenidos en X cuyos
puntos extremos son un punto extremo y otro de ramificacién, o bien
los dos son puntos de ramificacion, y el resto de los puntos son puntos
ordinarios de X. Note que para cada arco A € &/ se sabe que existe un
homeomorfismo /4 del arco A en si mismo de manera que hq (M NA) =
NNAy hdeja fijos a los puntos extremos del arco A.

Definamos una funcién A del arbol X en si mismo como h(x) =
ha(x), si x € A, para algtin arco A € <. Note que si x es un punto extre-
mo de X, entonces existe un tnico arco A € o7, de manera que A tiene
por puntos extremos al punto x y a un punto de ramificacién de la grafica
X, asi h(x) = hg(x) = x. Ahora bien, si x es un punto de ramificacion,
entonces para cualquier arco A € .o/, de manera que el punto x es un
punto extremo del arco A, se tiene que h(x) = hs(x) = x. Por lo tanto,
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la funcidén £ estd bien definida. Ademds, dado que para cualquier arco
A € of se tiene que hy es un homeomorfismo del arco A en si mismo, se
sigue que la funcién 4 es un homeomorfismo del 4drbol X en si mismo.
Por lo tanto, los conjuntos densos y numerables M y N pertenecen a la
misma clase de equivalencia con respecto a conjuntos denso numerables
de X.

(2) Los conjuntos M y N contienen la misma cantidad de puntos
extremos.

Observe que si x es un punto extremo que pertenece al conjunto My
ocurre que x no pertenece al conjunto denso N, entonces como la érbita
del punto x es el conjunto {x}, se tiene que no existe un homeomorfismo
h de la grifica X en si misma de manera que h(M) = N. Esto implica
que, para que los conjuntos densos M y N pertenezcan a la misma cla-
se de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en 3.1} debe
suceder que

MNE(X)=NNE(X).

(3) Los conjuntos M y N contienen la misma cantidad de puntos de
ramificacion.

Observe que si x es un punto de ramificacién que pertenece al con-
junto M y ocurre que x no pertenece al conjunto denso N, entonces co-
mo la 6rbita del punto x es el conjunto {x}, se tiene que no existe un
homeomorfismo % del drbol X en si mismo de manera que 2(M) = N.
Esto implica que, para que los conjuntos densos M y N pertenezcan a
la misma clase de equivalencia determinada por la relaciéon ~ definida
en[3.1] debe suceder que

MNR(X)=NNR(X).

Recuerde que el conjunto de puntos extremos E(X) y el conjunto de
puntos de ramificacién R(X) son finitos, asi, para calcular el grado de
homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de X basta
calcular la cantidad de subconjuntos del conjunto E(X) UR(X).

Dado que el conjunto E(X)UR(X) es finito, existe una cantidad
finita de subconjuntos de la unién E(X) UR(X). Como para cada punto
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x € X se supuso que la 6rbita 7(x) es el singular {x}, se tiene que cada
subconjunto de la unién E(X) UR(X) determina una clase de equiva-
lencia de subconjuntos denso numerables del drbol X con respecto a la
relacién ~ definida en Por lo tanto, el grado de homogeneidad con
respecto a conjuntos denso numerables del drbol X estd acotado por el

ntmero cardinal 2/EX)URX)[

t

Teorema 3.17. Sea X un drbol con la forma de la letra H. Existen
seis clases de equivalencia de conjuntos denso numerables de X que no

contienen puntos de ramificacion con respecto a la relacion ~ definida

enl3.1]

Demostracion. Sean M y N dos subconjuntos densos y numerables del
arbol X que no contienen puntos de ramificacién. Denotemos por r; y
ry a los dos puntos de ramificacion de X. Numeremos el conjunto de
puntos extremos como

E(X)={e,:1<n<4},

de manera que los puntos e; y e, sean consecutivos al punto de ramifi-
cacion ry y los puntos e3 y e4 sean consecutivos al punto de ramificacion
ry. Asi, los conjuntos M y N poseen alguna de las siguientes propieda-
des.

Propiedad P1. Los conjuntos M y N no contienen puntos extremos.

Del Teorema|[3.7]se sabe que existen homeomorfismos
foilri,r) = [ri,rl,
Soilri,en) = [r1,eq], paracadal <n <2y
Jnilr2,en] — [r2,e4], paracada3 <n <4
que satisfacen las siguientes propiedades:
foMN[ri,r]) =NN[r,r],

faMN[ri,e,]) =NNJry,ey), paracadal <n <2,
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fa(M N [r2,eq]) = NN [r2,ep), paracada 3 <n <4,

Jo(r1) =r1y folr2) =r2,
fa(ri)=r1y fu(e,) = ey, paracadal <n <2y
fa(r2) =r2y fulen) = en, paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
drbol X en s{ mismo de manera que

h|[r1,r2} :f07
By, o) = fn, paracadal <n <2y
hl(ry.e,) = Jn, paracada 3 <n < 4.

Ademds, la funcién h cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacion ~ definida en @ Ademads, todos los subconjuntos densos
y numerables del arbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que poseen la propiedad P1 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teo-
rema [3.6] se tiene que los puntos de ramificacién y los puntos extremos
del arbol X no pertenecen al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equi-
valencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Los conjuntos M y N contienen solamente un punto ex-
tremo del drbol X .

Sin perder generalidad suponga que e; es el punto extremo de X
que pertenece al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto de
ramificacién del drbol X que es consecutivo al punto extremo que per-
tenece al conjunto N, y por r,(,) al otro punto de ramificacion. Ademas,
consideremos la siguiente numeracién del conjunto de puntos extremos

E(X)={ejn :1<n<4},
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de manera que los puntos e;1) y e;2) son consecutivos al punto de
ramificacion r (1), los puntos ¢;(3) y €;(4) son consecutivos al punto 7,2
y el punto extremo que pertenece al conjunto N es el punto ¢;y).

De los Teoremas y se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[risr] = [raqysra)s
fut[ri,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <2y
fu 2 [r2,en] = [ra), €], paracada 3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r]) = NO[ryuy,ra@),
Fn(M O [r1,en]) = NN [ra1y,€ign)), paracada 1 <n <2,
Ja(M O [ry,en]) = NN [ry2), €], paracada 3 <n <4,
fo(r1) =ray y fo(r2) = o),
Ja(r1) =71401) Y fu(en) = €i(n), paracadal <n <2y
fu(r2) = ry0) Y fulen) = ej(n), paracada 3 <n < 4.

En virtud del Teorema [[.35] se puede hallar un homeomorfismo # del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] :f07
i, e, = fn,paracadal <n <2y
hl(y, e, = fn, paracada3 <n < 4.

Ademis, la funcién i cumple que (M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en Ademds, todos los subconjuntos densos
y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que poseen la propiedad P2 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.
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Sea D un subconjunto denso y numerable del arbol X que pertene-
ce a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema
se sigue que los puntos de ramificacién del drbol X no pertenecen al
conjunto D y solamente uno de los puntos extremos de X pertenece al
conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M
es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Los conjuntos M y N contienen exactamente dos puntos
extremos los cuales son consecutivos a un mismo punto de ramificacion
del drbol X .

Sin perder generalidad suponga que e; y e, son los puntos extremos
de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto
de ramificacion del arbol X que es consecutivo a los puntos extremos
que pertenecen al conjunto N, y por r,(;) al otro punto de ramificacion.
Ademds, consideremos la siguiente numeracién del conjunto de puntos
extremos

E(X) = {ei(n) 1<n< 4},

de manera que los puntos e;) y e;2) son consecutivos al punto de
ramificacion r (1), los puntos ¢;(3) y €;(4) son consecutivos al punto r,)
y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos ¢;y)
Y éi)-

De los Teoremas[3.7]y se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[ri,r2] = [rar)srag))s
fu 2 rsen] = [raqys €], paracada 1 <n <2y
fu i [r2,en] = [ra),€im)], paracada3 <n <4
que satisfacen las siguientes propiedades:
Sfo(M O [ri,m]) = NO[ryuy, ra@)],
Fn(M N [r1,en]) = N [ray,€ign)), paracada 1 <n <2,

Fn(M N [r2,en]) = NN [ra0),ei(n), paracada 3 <n <4,
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Jo(ri) =raqy ¥y fo(r2) = rae)
Ja(r1) = ray ¥ fu(en) = €j(n), paracada 1 <n <2y
Ja(r2) = Ta2) ¥ fulen) = €i(n), paracada 3 <n <4.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo £ del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] :f07
Bl e = fns paracadal <n <2y
h(rye,) = fn, paracada 3 <n < 4.

Ademds, la funcién & cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacion ~ definida en [3.1] Ademds, todos los subconjuntos densos
y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que poseen la propiedad P3 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X
que pertenezca a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del
Teorema [3.6] se sabe que el conjunto D no contiene a los puntos de
ramificacién de X y que dos de los puntos extremos del arbol X per-
tenecen al conjunto D. Es mas, del Teorema 3.13]se tiene que los puntos
extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos a un
mismo punto de ramificacién. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P3}.

Propiedad P4. Cada uno de los conjuntos densos M 'y N contiene exac-
tamente dos puntos extremos del drbol X los cuales son consecutivos a
puntos de ramificacion distintos.

Sin perder generalidad suponga que e; y e3 son los puntos extre-
mos de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r,j) y
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rq(2) @ los puntos de ramificacion del arbol X. Ademas, consideremos la
siguiente numeracién del conjunto de puntos extremos

E(X) = {e,-(n) | §n§4},

de manera que los puntos e;) y €;2) son consecutivos al punto de
ramificacion r (1), los puntos €;(3) y €;(4) son consecutivos al punto r,(2)
y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos ¢;y)
Y €i(3)-
De los Teoremas [3.7]y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos

fo:[r,m] — [ra(l)vra(Z)]v

Jo 2 [r1,en] = [raiys€in)], paracada 1 <n <2y

fu 2 [r2,en] = [ra)s€iny]; paracada 3 <n <4
que satisfacen las siguientes propiedades:

oM [ri,r]) =N [ryu),ra@),

fn(Mm [rlaen]) =NN [ra(l)vei(n)]a paracadal <n <2,

Fn(M N [r2,en]) = NN [ra0),€i(n)], paracada 3 <n <4,

fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),

fa(r1) =741y y fulen) = €i(n), paracada 1 <n <2y

fu(r2) =742) ¥ fulen) = ei(n), paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo £ del
arbol X en si mismo de manera que

h|[7177'2} :f07
h‘[’uen] = fy,paracadal <n<2y

hl(y, e, = fn, paracada3 <n <4.
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Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en Ademds, todos los subconjuntos densos
y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que poseen la propiedad P4 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.

Suponga que D es un subconjunto denso numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teore-
ma 3.6 se tiene que ninguno de los puntos de ramificacién del drbol X
pertenece al conjunto D y que exactamente dos de los puntos extremos
de X pertenecen al conjunto denso D. Ademds, del Teorema [3.15] se
sigue que los puntos extremos que pertenecen al conjunto D son con-
secutivos a puntos de ramificacién diferentes. Por lo tanto, la clase de
equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P4}.

Propiedad P5. Los conjuntos M y N contienen exactamente tres puntos
extremos del drbol X .

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos e, e3 y
e4 pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por ry(1) ¥ ry(2) @ los
puntos de ramificacion del arbol X y, numeremos el conjunto de puntos
extremos como

E(X) = {ei(n) 1<n< 4}

de manera que para cada 2 < n < 4, el punto ¢;, pertenece al conjunto
denso N y los puntos extremos ¢;(1) y €;2) son consecutivos al punto
de ramificacion r,1) y, los puntos €;(3) y €;(4) son consecutivos al punto

ra(z).

Observe que el homeomorfismo £ del caso en que los conjuntos
densos poseen la propiedad P2 cumple que /(e,) = ¢;(,), para cada 1 <
n < 4, esto implica que #(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos densos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ . Ademds, todos los subconjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificacién y que poseen la
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propiedad PS5 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Sea D un subconjunto denso y numerable del drbol X que pertenece
a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema [3.6] se
sabe que ninguno de los puntos de ramificacién del arbol X pertenece
al conjunto denso D y que exactamente tres puntos extremos de X per-
tenecen al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso M es la siguiente:

{D : D es denso numerable en X y posee la propiedad P5}.

Propiedad P6. Los conjuntos M y N contienen a todos los puntos extre-
mos del drbol X .

Observe que el homeomorfismo 4 del caso en que los conjuntos
densos poseen la propiedad P1 cumple que k(e,) = e,, para cada 1 <
n < 4, esto implica que la funcién / es un testigo de que los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacion ~ definida en [3.1] Ademds, todos los subconjuntos densos
y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacion y
que poseen la propiedad P6 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.

Suponga que D es un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del
Teorema [3.6] se sabe que el conjunto D no contiene a los puntos de
ramificacién de X y que todos los puntos extremos del arbol X perte-
necen al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso y numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P6}.

Luego, existen seis clases de equivalencia de conjuntos densos y nume-
rables del arbol X que no contienen puntos de ramificacién. T

Teorema 3.18. Sea X un drbol con la forma de la letra H. Existen seis
clases de equivalencia de conjuntos denso numerables de X que con-
tienen a los dos puntos de ramificacion con respecto a la relacion ~

definida en3.1]
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Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos densos y numerables del
arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién del 4rbol X . De-
notemos por r; y r» a los dos puntos de ramificacién de X. Numeremos
el conjunto de puntos extremos como

E(X)={e,:1<n<4},

de manera que los puntos e; y e, sean consecutivos al punto de ramifi-
cacién ry y los puntos e3 y e4 sean consecutivos al punto de ramificacién
ry. Asi, los conjuntos M y N poseen alguna de las siguientes propieda-
des.

Propiedad P1. Los conjuntos M y N no contienen puntos extremos.

Del Teorema [3.§]se sabe que existen homeomorfismos

fo:lr,rn) = [r,nl,
Soilri,en) = [r1,eq], paracadal <n <2y
Jnilr2,eq] = [r2,eq], paracada3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:
foMN[ri,r]) =NN[r,r),
faMN[ri,eq]) =NN[ry,ey], paracadal <n <2,
fa(MN[r2,e,]) =NNra, ey, paracada3 <n <4,
Jo(r1) =riy folr2) =r,
fa(ri)=r1y fulen) = ey, paracadal <n<2y
fa(r)=ryy fule,) = ey, paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema [1.35|se puede hallar un homeomorfismo # del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] = f0>

iy, e, = fn; paracadal <n <2y



86 CAPITULO 3. GRADO HDN

hl(ry.e,) = fn, paracada 3 <n < 4.

Ademds, la funcién 4 cumple que #(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Es decir que la clase de equivalencia del con-
junto denso M contiene a todos los subconjuntos densos y numerables
del 4rbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién de X y que
satisfacen la propiedad P1.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenezca a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del
Teorema [3.6] se sabe que el conjunto D contiene a los dos puntos de
ramificacién de X y que no contiene puntos extremos de X . Por lo tanto,
la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Los conjuntos M 'y N contienen solamente un punto
extremo del drbol X .

Sin perder generalidad suponga que e; es el punto extremo de X
que pertenece al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto de
ramificacién del arbol X que es consecutivo al punto extremo que per-
tenece al conjunto N, y por r,(2) al otro punto de ramificacion. Ademads,
consideremos la siguiente numeracion del conjunto de puntos extremos

E(X)={ejn:1<n<4},

de manera que los puntos e;1) y ¢€;2) son consecutivos al punto de
ramificacion r,(), los puntos €;(3) y €;(4) son consecutivos al punto r,z)
y el punto extremo que pertenece al conjunto N es el punto e;y).

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos
Jo:[risre] = [raqysra)s
Ju 2 [rsen] = [raq1)s€in); paracada 1 <n <2y
fu i [r2,en] = [ra2),€im)], paracada3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:
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oM N [ri,m2]) = NN [raays Ta@)],

Fn(M N [r1,en]) = N [ra1y,€ign)), paracada 1 <n <2,
fa(M O [ry,en]) = NN [ryo),€in), paracada 3 <n <4,
Jo(r1) =raqy ¥ fo(r2) = ra),

Ja(rt) = raqy y fu(en) = ey, paracada 1 <n <2y
fn(r2) =7142) Y fu(en) = ei(), paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
arbol X en s{ mismo de manera que

h|[r177'2] :f07
Rl o] = S, paracadal <n <2y
h|["2,€n] = fny para cada3 <n<4.

Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1} Ademads, todos los conjuntos densos y nume-
rables del arbol X que contienen al conjunto de puntos de ramificacién y
que contienen solamente a uno de los puntos extremos de X pertenecen
a la clase de equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable de X que
pertenezca a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teore-
ma3.6]se sigue que el conjunto D contiene a los dos puntos de ramifica-
cién de X y solamente contiene a uno de los puntos extremos del drbol
X. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la
siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Los conjuntos M y N contienen exactamente dos puntos

extremos, los cuales son consecutivos a un mismo punto de ramificacion
del drbol X .
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Sin perder generalidad suponga que e; y e son los puntos extremos
de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto
de ramificacién del drbol X que es consecutivo a los puntos extremos
que pertenecen al conjunto N, y por r, ) al otro punto de ramificacion.
Ademads, consideremos la siguiente numeracién del conjunto de puntos

extremos
E(X) = {ej:1<n<4},

de manera que los puntos e;1) y €;2) son consecutivos al punto de
ramificacion r (1), los puntos €;(3) y €;(4) son consecutivos al punto r,(2)
y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos ¢;y)
Y éi2)-
De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

fo:[ri,m2] = [raqr)srag))s

Jo 2 [r1,en] = [rarys€in)], paracada 1 <n <2y

e [r2aen] - [ra(Z)aei(n)]v paracada3 <n<4
que satisfacen las siguientes propiedades:

oM [ri,r]) = NN [rya),ra@),

fn(Mm [rlaen]) =NN [ra(l)vei(n)]a paracadal <n <2,

Fn(M N [r2,en]) = NN [ra0),€i(n)], paracada 3 <n <4,

Jo(r1) =ray ¥ fo(r2) = ra),

Ju(r) = raqy y fu(en) = ej(), paracada 1 <n <2y

Ju(r2) = ra0) Y fulen) = ejn), paracada 3 <n < 4.

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo # del
drbol X en s{ mismo de manera que

h‘[l‘hrﬂ = f07

iy, o] = fn, paracadal <n <2y
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hl(ry.e,) = Jn, paracada 3 <n < 4.

Ademds, la funcién & cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1} Ademas, todos los conjuntos densos y nume-
rables del arbol X que contengan a los dos puntos de ramificacién de X y
que contienen a exactamente dos puntos extremos que son consecutivos
a un mismo punto de ramificacion pertenecen a la clase de equivalencia
del conjunto M.

Suponga que D es un conjunto denso y numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teore-
ma[3.6]se tiene que el conjunto D contiene a los dos puntos de ramifica-
cién de X y ademas, contiene a dos puntos extremos de X . Por otra parte,
del Teorema 3.13]se sabe que los dos puntos extremos que pertenecen al
conjunto D son consecutivos a un mismo punto de ramificacién. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P3}.

Propiedad P4. Cada uno de los conjuntos densos My N contiene
exactamente dos puntos extremos del drbol X los cuales son consecuti-
vos a puntos de ramificacion distintos.

Sin perder generalidad suponga que e; y e3 son los puntos extre-
mos de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r,(1) y
T4(2) @ los puntos de ramificacion del arbol X. Ademas, consideremos la
siguiente numeracién del conjunto de puntos extremos

E(X) = {e[(n) 01 Sl’l§4},

de manera que los puntos e;) y e;2) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (1), los puntos ¢;(3) y €;(4) son consecutivos al punto 7,
y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos ¢;y)
yéis)-

De los Teoremas [3.8]y [3.9] se sabe que existen homeomorfismos

Jo: [1"1,1’2] — [ra(l)ara(Z)])
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Ju 2 lrsen] = [raq1)s i) paracada 1 <n <2y

Jo 2 [r2.en] = [ra(2), €i(n)], para cada3 <n < 4
que satisfacen las siguientes propiedades:

oM N [ri,r2]) =N [raay, ra),

(MO [ri,en]) = NN[rg)seim), paracada 1 <n <2,

> o>

(M N [ry,en]) = NN [raa), i), para cada 3 <n < 4,
Jo(r) =raqy y fo(r2) = ra),

Ju(r1) =ra1y ¥ fulen) = ei(n), paracada 1 <n <2y
Ja(r2) = ra2) ¥ fu(en) = €j(), paracada 3 <n < 4.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,rz] :f0>
iy, e, = fn,paracada 1 <n <2y
hl(ry.e,) = Jn, paracada 3 <n < 4.

Ademids, la funcién i cumple que (M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en [3.1] Es decir, que la clase de equivalencia del
conjunto denso M contiene a todos los conjuntos denso numerables del
drbol X que contienen a los puntos de ramificacién y que satisfacen la
propiedad P4.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teore-
ma [3.6] se sabe que los dos puntos de ramificacién del drbol X y dos
de sus puntos extremos pertenecen al conjunto D, ademads, del Teore-
ma [3.15] se sabe que los puntos extremos que pertenecen al conjunto
D son consecutivos a puntos de ramificacién distintos. Por lo tanto, la
clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P4}.
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Propiedad P5. Los conjuntos My N contienen exactamente tres puntos

extremos del drbol X .

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos e, e3 y
e4 pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r41) ¥ ry(2) @ los
puntos de ramificacion del drbol X y, numeremos el conjunto de puntos
extremos como

E(X) = {e,-(n) 01 S n S 4}

de manera que para cada 2 < n < 4, el punto ¢;, pertenece al conjunto
denso N y los puntos extremos e;1) y ¢€;2) son consecutivos al punto
de ramificacion r,(1) y, los puntos e;3) y €;(4) son consecutivos al punto
ra(z).

Observe que el homeomorfismo 4 del caso en que los conjuntos
densos poseen la propiedad P2 cumple que h(e,) = e, para cada
1 < n <4, esto implica que /(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos den-
sos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~, dicha clase de equivalencia contiene a todos los subcon-
juntos densos y numerables del arbol X que contienen a los dos puntos
de ramificacion y que poseen la propiedad P5.

Suponga que D es un subconjunto denso numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teore-
ma|3.6]se sabe que los dos puntos de ramificacién del drbol X y tres de
sus puntos extremos pertenecen al conjunto D. Por lo tanto, la clase de
equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D : D es denso numerable en X y posee la propiedad P5}.

Propiedad P6. Los conjuntos M y N contienen a todos los puntos extre-
mos del drbol X .

Observe que el homeomorfismo £ del caso en que los conjuntos
densos poseen la propiedad P1 cumple que A(e,) = e,, para cada 1 <
n < 4, esto implica que la funcidn /4 es un testigo de que los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en tal clase de equivalencia contiene a los
subconjuntos densos y numerables del drbol X que contienen a los dos
puntos de ramificacién del arbol X y que poseen la propiedad P6.
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Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que per-
tenece a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema [3.6]
se sabe que los dos puntos de ramificacion y los puntos extremos del ar-
bol X pertenecen al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P6}.

Luego, existen seis clases de equivalencia de conjuntos densos y nume-
rables del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién del
arbol X. T

Teorema 3.19. Sea X un drbol con la forma de la letra H. Existen nueve
clases de equivalencia de conjuntos denso numerables de X que contie-

nen solamente a uno de los dos puntos de ramificacion con respecto a
la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos numerables y densos de
X tales que cada uno de ellos contenga solamente a uno de los puntos de
ramificacién del arbol X. Denotemos por ry al punto de ramificacion de
X que pertenece al conjunto denso M y por r; al punto de ramificacién
que no pertenece al conjunto M. Andlogamente, denotemos por r ) al
punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso Ny por r,(y) al
punto de ramificacién que no pertenece al conjunto N. Ademds, enume-
remos el conjunto de puntos extremos como

E(X)={e,:1<n<4},

de manera que los puntos e; y e, sean consecutivos al punto de ramifi-
cacion ry y los puntos e3 y e4 sean consecutivos al punto de ramificacion
ry. También, consideremos la siguiente numeracién del conjunto de pun-
tos extremos

E(X) = {ei(n) 01 <n< 4},

de manera que los puntos ¢;1) y €;) sean consecutivos al punto de
ramificacion r (1) y los puntos e;3) y €;4) sean consecutivos al punto
de ramificacion r,). Asi, los conjuntos M y N poseen alguna de las
siguientes propiedades.
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Propiedad R1. Los conjuntos M 'y N no contienen puntos extremos
del drbol X .

Del Teorema [3.8| se sabe que existen homeomorfismos

fo:[ri,m2] = [rag),rag))s
Ju 2 [rsen] = [raq1),€im), paracada 1 <n <2y
fu 2 [r2,en] = [ra)s€in]; paracada 3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r2]) = NN [ranys ra@)],
Ja(M O [ri,en]) = NN ra), €], paracada 1 <n <2,
fa
fo
Ja
fa(r2)

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del

M [ry,en]) = NN [ryo),eim), paracada3 <n < 4,

1) =140 Y fo(r2) = rag),

(
(r1) =
(r1) = ra(y ¥ fulen) = ej(n), paracada 1 <n <2y
(r2) =ra2) ¥ fulen) = €y, paracada 3 <n < 4.

arbol X en s{ mismo de manera que
h|[r1,r2] = f07
iy, e, = fn,paracadal <n <2y
hl(y, e, = fn, paracada3 <n < 4.

Ademds, la funcién h cumple que (M) = N. Por lo tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en [3.1] Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del drbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R1 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Sea D un subconjunto denso y numerable del drbol X que pertenece
a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6] se tiene
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que el conjunto denso D contiene a exactamente uno de los puntos de
ramificacién del drbol X y no contiene puntos extremos de X. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R1}.

Propiedad R2. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamen-
te un punto extremo, el cual es consecutivo al punto de ramificacion

contenido en el conjunto denso correspondiente.

Sin perder generalidad suponga que e; es el punto extremo de X
que pertenece al conjunto denso M, y el punto extremo e;(;) pertenece
al conjunto denso N.

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[ri,r2] = [raqr)srag))s
Ju 2 lrsen] = [raq1)s i) paracada 1 <n <2y
Ju 2 [r2,en] = [ra)s€imy]; paracada 3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM [ri,r2]) = NN [ra),ra);
Fa(M N [r1,en]) = N [rary,€i(n)), paracada 1 <n <2,
Fn(M N [r2,en]) = NN [ra2),€i(n)], paracada 3 <n <4,
fo(r1) = ra1y yfo(r2) = ra02),
Ta(r) =71401) Y fulen) = €i(n), paracadal <n <2y
Ju(r2) =7ra2) ¥ fulen) = ei(n), paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo £ del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2} = f07

iy, e = fn, paracadal <n <2y
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hl(ry.e,) = Jn, paracada 3 <n < 4.

Ademds, la funcién h cumple que (M) = N. Por lo tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en [3.1] Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del arbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R2 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Sea D un subconjunto denso y numerable del arbol X que pertenece
a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema 3.6|se sa-
be que solamente uno de los puntos de ramificacién y exactamente uno
de los puntos extremos del drbol X pertenecen al conjunto D. Ademds,
del Teorema |3.15] se sabe que el punto extremo que pertenece al con-
junto denso D es consecutivo al punto de ramificacién que pertenece al
conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M
es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R2}.

Propiedad R3. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamente
un punto extremo, el cual no es consecutivo al punto de ramificacion
contenido en el conjunto denso correspondiente.

Sin perder generalidad suponga que e3 es el punto extremo de X que
pertenece al conjunto denso My, que el punto extremo e;(3) pertenece al
conjunto denso N.

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos
fo:lr,r] — [’”a(1)7”a(2)]7
fu i [ri,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <2y
fu i [r2,en] = [ra2),€im)], paracada3 <n <4
que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(M N [ri,m]) = NOrya), fa@)l;

Fa(M N [r1,en]) = NN [ray,€ign)], paracada 1 <n <2,
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Jo(M O [ry,e,]) = NN [ryo),eim), paracada 3 <n <4,

(
Jo(r) = raay ¥ fo(r2) = ra),
(

1) =1401) Y fulen) = ej(n), paracada 1 <n <2y

fu(r2) =742) ¥ fulen) = ei(n), paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[7177'2} :f07
iy, o] = fn, paracada 1 <n <2y
h|[r2~en] = fl’ly para Cada 3 S n S 4'

Ademds, la funcién h cumple que (M) = N. Por lo tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en [3.1] Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del drbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R3 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X que
pertenezca a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]
se tiene que solamente uno de los puntos de ramificacion y exactamente
uno de los puntos extremos del arbol X pertenecen al conjunto D. Es
mds, del Teorema [3.15] se sabe que el punto extremo que pertenece al
conjunto D no es consecutivo al punto de ramificacién que pertenece al
conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M
es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R3}.

Propiedad R4. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamente
dos puntos extremos, los cuales son consecutivos al punto de ramifica-
cion contenido en el conjunto denso correspondiente.

Como los conjuntos M y N satisfacen la propiedad R4, se tiene que
e1 y ez son los puntos extremos de X que pertenecen al conjunto denso
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My que los puntos extremos e;() y €2 pertenecen al conjunto denso
N.

De los Teoremas [3.8|y se sabe que existen homeomorfismos
fo:[ri,m2] = [raqr),rag))s
Ju 2 [rsen] = [raq1),€im), paracada 1 <n <2y
fn 2 [r2,en] = [ra)s€iny]; paracada 3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:

oM N [ri,r2]) = NN [raays Ta@),
Ja(M O [ri,en]) = NN ra), €], paracada 1 <n <2,
fa
fo
Ja
fa(r2)

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del

M [ry,en]) = NN [ryo),eim), paracada3 <n < 4,

1) =140 Y fo(r2) = rag),

(
(r1) =
(r1) = ra(y ¥ fulen) = ej(n), paracada 1 <n <2y
(r2) =ra2) ¥ fulen) = €y, para cada 3 <n < 4.

drbol X en s{ mismo de manera que
h|[r1,r2] = f07
i, e, = fn,paracada 1 <n <2y
hl(y, e, = fn, paracada3 <n < 4.

Ademds, la funcién h cumple que (M) = N. Por lo tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en [3.1] Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del drbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R4 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Sea D un subconjunto denso numerable del drbol X que pertenez-
ca a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6] se sabe
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que el conjunto denso D contiene solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y a exactamente dos puntos extremos del drbol X.
Del Teorema [3.15| se tiene que los puntos extremos que pertenecen al
conjunto denso D son consecutivos al punto de ramificacién del drbol X
que pertenece al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R4}.

Propiedad RS. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamente
dos puntos extremos, los cuales son consecutivos a puntos de ramifica-
cion distintos.

Sin perder generalidad suponga que e; y e3 son los puntos extremos
de X que pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos
€j(1) Y €;(3) pertenecen al conjunto denso N.

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

fo:[risre] = [raqysra)s
Ju 2 Irsen] = [raq1)s€imy]; paracada 1 <n <2y
fu 2 [r2,en] = [ra)s €], paracada 3 <n <4

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r2]) = NN ranys fa@)],
fa(M O [ri,e]) = NN ry), €], paracada 1 <n <2,
fn(M O [ry,e,]) = NN [ry2),€in), paracada 3 <n <4,
fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),
Ja(r1) = ray ¥ fulen) = €in), paracadal <n <2y
Ju(r2) = ra0) Y fulen) = ejn), paracada 3 <n < 4.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo /4 del
arbol X en si mismo de manera que
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h|[r1,r2] :f07
By, e,] = S, Paracadal <n <2y
hl(ry.e,) = Jn, paracada 3 <n < 4.

Ademds, la funcién h cumple que h(M) = N. Por lo tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en [3.1] Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del arbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R5 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Suponga que D es un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teore-
ma[3.6]se tiene que solamente uno de los puntos de ramificacién y exac-
tamente dos puntos extremos del arbol X pertenecen al conjunto denso
D. Ademds, del Teorema[3.13]se sigue que los puntos extremos que per-
tenecen al conjunto denso D son consecutivos a puntos de ramificacion
distintos. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es
la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R5}.

Propiedad R6. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamen-
te dos puntos extremos, los cuales no son consecutivos al punto de
ramificacion contenido en el conjunto denso correspondiente.

Como los conjuntos M y N satisfacen la propiedad R6, se tiene que
e3 y e4 son los puntos extremos de X que pertenecen al conjunto denso
My que los puntos extremos e;3) ¥ €;4) pertenecen al conjunto denso
N.

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos
Jo: [1"1,1’2] - [ra(l)vra(Z)])
Jo:[r1,en] = [ra1ys€i(n)], paracada 1 <n <2y

fu i [r2,en] = [ra(2),€im)], paracada3 <n <4
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que satisfacen las siguientes propiedades:
So(MO[ri,r]) =NO[ryuy, ra@),
Ja(M O [ri,e]) = NN ra), e, paracada 1 <n <2,
fa(M O [ry,e,]) = NN [ryo),ein), paracada 3 <n <4,
Jo(r1) = raay ¥ fo(r2) = ra@),
Ju(r1) =741y Y fulen) = ei(n), paracada 1 <n <2y
fu(r2) =742) ¥ fulen) = ei(n), paracada3 <n < 4.

En virtud del Teorema se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2} :f07
iy, o) = fn, paracadal <n <2y
hl(y, e, = fn, paracada3 <n <4.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjun-
tos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por
la relacién ~ definida en [3.1] Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del drbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R6 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Considere D un subconjunto denso y numerable de X que pertenece
a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema [3.6] se
sabe que solamente uno de los puntos de ramificacién y exactamente dos
puntos extremos del arbol X pertenecen al conjunto denso D. Es més,
del Teorema [3.15]se sigue que los dos puntos extremos que pertenecen
al conjunto denso D no son consecutivos al punto de ramificacién que
pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R6}.
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Propiedad R7. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamente
tres puntos extremos, de los cuales exactamente dos no son consecutivos
al punto de ramificacion contenido en el conjunto denso correspondien-
te.

Sin perder generalidad suponga que los puntos extremos e;, €3 y e
pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos ¢;(), €;3) ¥
e;(4) pertenecen al conjunto N.

Observe que el homeomorfismo 4 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad R2 cumple que /(e,) = ¢4,
para cada 2 < n < 4. Por lo tanto, el homeomorfismo 4 es un testigo de
que los conjuntos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia
determinada por la relacién ~ . Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del arbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacion de X y que poseen la propiedad R7 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Sea D un subconjunto denso y numerable del arbol X que pertenece
ala clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema|3.6]se sabe
que solamente uno de los puntos de ramificacion y exactamente tres de
los puntos extremos del drbol X pertenecen al conjunto D. Ademds, del
Teorema |3.15| se tiene que dos de los puntos extremos pertenecientes
al conjunto denso D no son consecutivos al punto de ramificacién que
pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R7}.

Propiedad R8. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamente
tres puntos extremos, de los cuales exactamente dos son consecutivos al
punto de ramificacion contenido en el conjunto denso correspondiente.

Sin perder generalidad suponga que los puntos extremos ey, e; y e
pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos ¢;(1, €;2) ¥
e;(4) pertenecen al conjunto N.

Observe que el homeomorfismo que se obtuvo en el caso en que los
conjuntos densos poseen la propiedad R3 cumple que /(e,) = ¢;(,), para
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cada n € {1,2,4}. Por lo tanto, el homeomorfismo % es un testigo de
que los conjuntos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia
determinada por la relacién ~ . Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del drbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R8 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Sea D un subconjunto denso y numerable del drbol X que pertenece
a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6|se sabe que
solamente uno de los puntos de ramificacién y exactamente tres pun-
tos extremos del drbol X pertenecen al conjunto denso D. Ademads, del
Teorema [3.15] se tiene que dos de los puntos extremos pertenecientes al
conjunto denso D son consecutivos al punto de ramificacién que perte-
nece al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R8}.

Propiedad R9. Los conjuntos M y N contienen a los cuatro puntos ex-
tremos del drbol X .

Observe que el homeomorfismo 4 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad R1 cumple que /(e;) = e;(),
para cada 1 < n < 4. Por lo tanto, el homeomorfismo % es un testigo de
que los conjuntos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia
determinada por la relaciéon ~ . Asi, todos los subconjuntos denso nu-
merables del drbol X que contienen solamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad R1 pertenecen a la clase
de equivalencia del conjunto denso M.

Sea D un subconjunto denso y numerable del drbol X que pertenece
a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del Teorema [3.6] se
sabe que solamente uno de los puntos de ramificacién y todos los puntos
extremos del arbol X pertenecen al conjunto denso D. Por lo tanto, la
clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad R9}.
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Luego, existen nueve clases de equivalencia de conjuntos densos y nu-
merables del drbol X que contienen a exactamente uno de los puntos de
ramificacién de X. ]

Teorema 3.20. Sea X un drbol con la forma de la letra H. El grado
de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables de X es
igual a 21.

Demostracion. Del Teorema se sabe que existen seis clases de
equivalencia distintas de conjuntos denso numerables que no contienen
puntos de ramificacién. Ademds, del Teorema [3.18] se sabe que exis-
ten seis clases de equivalencia distintas de conjuntos denso numerables
que contienen a los dos puntos de ramificacién. Adicionalmente, del
Teorema [3.19] se sabe que existen nueve clases de equivalencia distin-
tas de conjuntos denso numerables que contienen exactamente a uno de
los puntos de ramificacién del drbol X. Por lo tanto, el grado de ho-
mogeneidad con respecto a conjuntos denso numerables del drbol X es

gHDN(X):zl‘ T

Teorema 3.21. Sea X un drbol que contiene iinicamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de ellos de orden 4. Existen diez clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables de X que no contienen puntos
de ramificacion con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean M y N dos subconjuntos densos y numerables del
arbol X que no contienen puntos de ramificacién. Denotemos por r| y
ry a los dos puntos de ramificacién de X. Numeremos el conjunto de
puntos extremos como

E(X)={e,:1<n<6},

de manera que los puntos e, e y e3 sean consecutivos al punto de
ramificacién r; y los puntos e4, es y eg sean consecutivos al punto de
ramificacién r,. Asi, los conjuntos M y N poseen alguna de las siguien-
tes propiedades.

Propiedad P1. Los conjuntos M 'y N no contienen puntos extremos
del drbol X .
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Del Teorema[3.7]se sabe que existen homeomorfismos

fo:lri,ra] = [ri,ml,
Snilri,en) = [r1,eq], paracadal <n <3y
Jnilr2,eq) — [r2,e,], paracadad <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
foMN[ri,r]) =NN[r,r),
faMN[ri,eq]) =NNJry ey, paracada 1 <n <3,
fa(MN[r2,e,]) = NNra, ey, paracadad <n <6,
fo(ri) =riy folr2) =r,
fa(r))=r1y fulen) = ey, paracadal <n <3y
fa(r2) =r2y fulen) = ey, paracadad <n <6.

En virtud del Teorema [1.35|se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

hlir, ) = fo,
Ry, e,] = fn, paracada 1 <n <3y
hl(r,.e,) = fn, paracada 4 <n < 6.

Ademis, la funcién i cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificacion y que poseen la
propiedad P1 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]se
sabe que ninguno de los puntos de ramificacién y ninguno de los puntos
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extremos pertenece al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Los conjuntos M y N contienen exactamente a uno de los
puntos extremos del drbol X.

Sin perder generalidad suponga que el punto extremo e; pertenece
al conjunto denso M. Denotemos por r, (1) al punto de ramificacion del
arbol X que es consecutivo al punto extremo que pertenece al conjunto
Ny, por ry) al otro punto de ramificacién. Ademds, consideremos la
siguiente numeracion del conjunto de puntos extremos

E(X) = {e[(n) 01 Sl’l§6},

de manera que los puntos ¢;(), €;2) y €;(3) son consecutivos al punto de
ramificacion r,(y), los puntos e;(4), €;(s) y €) son consecutivos al punto
rq(2) Y €l punto extremo que pertenece al conjunto N es el punto e;().

De los Teoremas y se sabe que existen homeomorfismos
fo:[ri,m2] = [ra), rag))s
Ju 2 [r1sen] = [raq1)s€im); paracada 1 <n < 3y
fn 2 [r2,en] = [ra)s€in)]; paracada 4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(M N [ri,ml]) = NN rya), Fa@)l;
Ja(M O [ri,en]) = NN ra), €], paracada 1 <n <3,
fn(M N [r2,en]) = NN [ra2),€i(n)], para cada 4 <n <6,
Jo(r1) = ray ¥ fo(r2) = ra),
Ja(r1) = ray ¥ fulen) = ejny, paracada 1 <n <3y

fn(r2) =Ta2) Yy fn(en) = €(n), para cada4 <n<6.
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En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
drbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2} :f07
iy, e,) = fn, paracada 1 <n <3y
hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.

Ademis, la funcién i cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificacion y que poseen la
propiedad P2 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se sabe que ninguno de los puntos de ramificacion del ar-
bol X pertenece al conjunto D y que exactamente uno de los puntos
extremos de X pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de
equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
dos puntos extremos, los cuales son consecutivos al mismo punto de
ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que e; y e, son los puntos extremos
de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto
de ramificacion del arbol X que es consecutivo a los puntos extremos
que pertenecen al conjunto Ny, por r,(z) al otro punto de ramificacion.
Ademds, consideremos la siguiente numeracién del conjunto de puntos
extremos

E(X) = {e,-(n) 1<n< 6},

de manera que los puntos ¢;1), €;2) ¥ €;3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;4), €(5) ¥ €;(s) Son consecutivos al punto
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rq(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1) Y €i(2)-
De los Teoremas [3.7]y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos

fo:[ri,m2] = [raqr), rag))s
Ju 2 [r1sen] = [raq1),€im), paracada 1 <n <3y
fu 2 [r2,en] = [ra)s€in)]; paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r2]) = NN [raays Ta@)],
Ja(M O [ri,en]) = NN (ry), €], paracada 1 <n <3,
fa
Jfo
fa
fa(r2)

En virtud del Teorema [[.35] se puede hallar un homeomorfismo / del

M [ry,en]) = NN [ryo),eim), paracada 4 < n <6,

1) =140 Y fo(r2) = rag),

(
(r1) =
(r1) =r401) Y fulen) = ej(n), paracada 1 <n <3y
(r2) = 1402) ¥ fulen) = ejn), paracada 4 <n <6.

drbol X en si mismo de manera que
h|[r1,r2] = an
iy, e, = fn,paracadal <n <3y
hl(y, e, = fn, paracada4 <n <6.

Ademis, la funcién i cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del drbol X que no contienen puntos de ramificacién y que poseen la
propiedad P3 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]se
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sabe que ninguno de los puntos de ramificacion del arbol X pertenece al
conjunto D y exactamente dos de los puntos extremos de X pertenecen
al conjunto D. Ademds, del Teorema [3.15| se tiene que los dos puntos
extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos al mismo
punto de ramificacion. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P3}.

Propiedad P4. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
dos puntos extremos, los cuales son consecutivos a puntos de ramifica-
cion distintos.

Sin perder generalidad suponga que e; y e4 son los puntos extre-
mos de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r 1) y
rq(2) @ los puntos de ramificacion del drbol X. Ademas, consideremos la
siguiente numeracion del conjunto de puntos extremos

E(X) = {ei(n) 1 §n§6}7

de manera que los puntos ¢;1), €;2) ¥ €;3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(5) ¥ €;(s) Son consecutivos al punto
rq(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1) Y €i(4)-
De los Teoremas [3.7]y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[ri.re] = [raqysra)s

e [rlaen] - [ra(l)aei(n)]v paracadal <n<3y

fu:[r2,en] = [ra2),€i(n)], paracada4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:

fo(M O [ri,r]) =NO[ryuy, ra@),

Fn(M N [r1,en]) = N [ra1y,€i(n)], paracada 1 <n <3,

Fn(M N [r2,en]) = NN [ra0),ei(n), para cada 4 <n <6,
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fo(r) = raay ¥ fo(r2) = ra),
Ja(r1) =71401) Y fu(en) = €i(n), paracada 1 <n <2y
Ja(r2) = ra(2) ¥ fu(en) = €j(n), para cada 4 <n < 6.

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
arbol X en s{ mismo de manera que

h|[r1,r2] :f07
hly, e = fusparacadal <n <3y
h|[r2,en] = fu,paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificacién y que poseen la
propiedad P4 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema 3.6]se
sabe que ninguno de los puntos de ramificacién del arbol X pertenece al
conjunto D y exactamente dos de los puntos extremos de X pertenecen
al conjunto D. Ademds, del Teorema [3.15]se tiene que los puntos extre-
mos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos a puntos de
ramificacién distintos. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P4}.

Propiedad P5. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
tres puntos extremos, los cuales son consecutivos a un mismo punto de
ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que el punto e, pertenece al con-
junto denso M, para cada 1 < n < 3. Denotemos por r,(1) al punto de
ramificacién del drbol X que es consecutivo a los puntos extremos que
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pertenecen al conjunto Ny, por r,(z) al otro punto de ramificacion. Ade-
mads, consideremos la siguiente numeracion del conjunto de puntos ex-
tremos

E(X) = {ei(n) 1<n< 6},

de manera que los puntos ¢;(), €;2) y €;(3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(s) ¥ €;(s) son consecutivos al punto
rq(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1)s €i(2) Y €i(3)-
De los Teoremas [3.7]y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos

fo:r,m] — [ra(l)vra(Z)]v

Jo i [risen] = [raqry,€in)), paracadal <n <3y

fu:[r2,en] = [ra2),€i(n)], paracada4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:

f()(Mﬂ [rlyrZ]) =NN [ra(l)aru(Z)],

Fn(M N [r1,en]) = N [ray,€ign)], paracada 1 <n <3,

Fa(M N [r2,e4]) = NN [ry2), e, paracadad <n <6,

Jo(r1) = raay ¥ fo(r2) = rae),

fn(rl) =Ta1) Y fn(en) = €j(n), para cadal <n<3y

fu(r2) = ry0) Y fulen) = ejn), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema [[.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
drbol X en s{ mismo de manera que

hliry ra) = fos
Ry, o] = S, paracada 1 <n <3y

hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.
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Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del 4rbol X que no contienen puntos de ramificacién y que poseen la
propiedad P5 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se sabe que ninguno de los puntos de ramificacién del 4r-
bol X pertenece al conjunto D y exactamente tres de los puntos extre-
mos de X pertenecen al conjunto D. Ademas, del Teorema [3.15]se tiene
que los tres puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son
consecutivos al mismo punto de ramificacién. Por lo tanto, la clase de
equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P5}.

Propiedad P6. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
tres puntos extremos, de los cuales solamente dos son consecutivos a un
mismo punto de ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que el punto e, pertenece al con-
junto denso M, para cada n € {1,2,4}, y que los puntos e; y e, son
consecutivos al punto de ramificacion ry, asi, el punto extremo e4 es
consecutivo al punto de ramificacion r,. Denotemos por r,(1y al pun-
to de ramificacién del drbol X que es consecutivo a dos de los puntos
puntos extremos que pertenecen al conjunto Ny, por ry(;) al otro pun-
to de ramificacién. Ademads, consideremos la siguiente numeracién del
conjunto de puntos extremos

E(X) = {e[(n) 01 Sl’l§6},

de manera que los puntos ¢;(1) ¥y €;(2) ¥ €;(3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(s5) ¥ €;(s) son consecutivos al punto
rq(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1)) €i(2) Y €i(4)-

De los Teoremas [3.7]y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos
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fo:[risre] = [raqysra)s
fu i [r1,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <3y
fu 2 [r2,en] = [ra@)s €], paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r2]) = NN ey fa@)],
Fn(M O [r1,en]) = N [ra1,€ign)], paracada 1 <n <3,
fa(M O [r2,e4]) = NN [ry2),€in), paracada 4 <n <6,
Jo(r1) =raqy ¥ fo(r2) = ra),
Ja(rt) = raqy y fu(en) =€), paracadal <n <3y
Ja(r2) =71402) ¥ fu(en) = €i(n), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo £ del
arbol X en si mismo de manera que

hl (v, ) = fo,
iy, e, = fn,paracada 1 <n <3y
hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificaciéon y que poseen la
propiedad P6 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]se
sabe que ninguno de los puntos de ramificacion del drbol X pertenece al
conjunto D y exactamente tres de los puntos extremos de X pertenecen
al conjunto D. Ademas, del Teorema [3.15] se tiene que solamente dos
puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos
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al mismo punto de ramificacion. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P6}.

Propiedad P7. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
cuatro puntos extremos, de los cuales tres son consecutivos a un mismo

punto de ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que el punto extremo e, pertenece
al conjunto denso M, para cada 3 < n < 6. Denotemos por r,(1) al punto
de ramificacion del drbol X que es consecutivo a solamente uno de los
puntos extremos que pertenecen al conjunto Ny, por r,(,) al otro pun-
to de ramificacién. Ademads, consideremos la siguiente numeracién del
conjunto de puntos extremos

E(X) = {ei(n) 01 §n§6},

tal que el punto e;(,) es consecutivo al punto r,(y), para cada 1 <n <3,
el punto ¢, es consecutivo al punto de ramificacion r, (), para cada
4 <n <6,y que el punto ¢;,) pertenece al conjunto denso N, para cada
ne{3,...,6}.

Observe que el homeomorfismo £ obtenido en el caso en que los
conjuntos densos poseen la propiedad P3 cumple que A(e,) = €i(n), para
cada 3 <n <6, esto implica que 2(M) = N. Es decir, que el homeomor-
fismo h es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Ast,
todos los conjuntos densos y numerables del arbol X que no contienen
puntos de ramificacién y que poseen la propiedad P7 pertenecen a la
clase de equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, sea D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema 3.6]se
sabe que ninguno de los puntos de ramificacion del 4rbol X pertenece
al conjunto D y exactamente cuatro de los puntos extremos de X perte-
necen al conjunto D. Ademds, del Teorema [3.15|se tiene que tres de los
puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos



114 CAPITULO 3. GRADO HDN

al mismo punto de ramificacion. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es numerable y denso en X y posee la propiedad P7}.

Propiedad P8. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
cuatro puntos extremos, de los cuales dos son consecutivos a un mismo
punto de ramificacion y los otros dos son consecutivos al otro punto de
ramificacion.

Suponga sin perder generalidad que el punto e, pertenece al conjun-
to denso M, para cada n € {2,3,5,6}. Denotemos por Ta(1) Y Ta(2) @108
puntos de ramificacién del drbol X. Enumeremos el conjunto de puntos

extremos como
E(X) = {ei(n) 1<n< 6}7

de manera que el punto ¢, es consecutivo al punto de ramificacion
ra(1), para cada 1 < n < 3; el punto ¢, es consecutivo al punto de
ramificacion r, (), para cada4 <n < 6y el punto ¢;, pertenece al con-
junto denso N, para cadan € {2,3,5,6}.

De los Teoremas [3.7)y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos
fo:[risre] = [raqysra)s
fu 2 [rsen] = [raq1)s€in); paracada 1 <n <3y
fu i [r2,en] = [ra2),€im)], paracadad <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r2]) = NN ranys fa@)],
Fn(M N [r1,en]) = N [ra1y,€i(n)], paracada 1 <n <3,
Fn(M N [r2,en]) = NN [ra2),€i(n)], para cada 4 <n <6,
fo(r1) = raqy ¥ fo(r2) = ra),
Ja(r1) = ray ¥ fulen) = ejn), paracada 1 <n <3y

fn(r2)

Ta2) Y Ju(en) = €y, para cada 4 <n <6.
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En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo # del
drbol X en s{ mismo de manera que

h|[r17r2] :f07
h|[r1,en] = fy,paracadal <n <3y
hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1] Asf, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificacién y que poseen la
propiedad P8 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema 3.6]se
sabe que ninguno de los puntos de ramificacion del 4drbol X pertenece
al conjunto D y exactamente cuatro de los puntos extremos de X perte-
necen al conjunto D. Ademds, del Teorema [3.15|se tiene que dos de los
puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos
un mismo punto de ramificacion, y que los otros dos puntos extremos
son consecutivos al otro punto de ramificacién del arbol X. Por lo tanto,
la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P8}.

Propiedad P9. Cada uno de los conjuntos M 'y N exactamente contiene
cinco puntos extremos.

Suponga sin perder generalidad que el punto extremo e, pertenece
al conjunto denso M, para cada 2 < n < 6. Denotemos por r,(q) al punto
de ramificacién del 4drbol X que es consecutivo solamente a dos de los
puntos puntos extremos que pertenecen al conjunto N y por r,(y) al otro
punto de ramificacién. Ademds, consideremos la siguiente numeracion
del conjunto de puntos extremos

E(X) = {ei(n) 1 §n§6}7
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de manera que los puntos ¢;1), €;2) ¥ €;3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(5) ¥ €;(s) Son consecutivos al punto
rq(2) ¥ €l punto e;(,) pertenece al conjunto denso N, paracada2 <n <6.

Observe que el homeomorfismo 4 del caso en el que los conjuntos
densos poseen la propiedad P2 es tal que /(e;) = ¢;(,), paracada 1 <n <
6. Por lo tanto, el homeomorfismo % es un testigo de que los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificaciéon y que poseen la
propiedad P9 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Suponga que D es un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teore-
ma [3.6 se sabe que ninguno de los puntos de ramificacion del drbol X
pertenece al conjunto D y exactamente cinco de los puntos extremos de
X pertenecen al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del
conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P9}.

Propiedad P10. Los conjuntos M y N contienen los seis puntos extremos
del drbol X .

Observe que el punto e, pertenece a los conjuntos densos M y N,
paracada 1 <n < 6. Ademds, note que el homeomorfismo / del caso en
que los conjuntos densos poseen la propiedad P1 cumple que A(e,,) = ej,.
Asi, el homeomorfismo 4 es un testigo de que los conjuntos M y N per-
tenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la relacién ~
definida en Asi, todos los conjuntos densos y numerables del drbol
X que no contienen puntos de ramificacién y que poseen la propiedad
P10 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso M.

Suponga que D es un subconjunto denso y numerable del 4drbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teore-
ma [3.6] se sabe que ninguno de los puntos de ramificacién del drbol X
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pertenece al conjunto D y que los puntos extremos de X pertenecen al
conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M
es la siguiente:

{D : D es numerable y denso en X y posee la propiedad P10}.

Luego, existen diez clases de equivalencia de conjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que no contienen puntos de ramificacién con respecto
a la relacién ~ definida en T

Teorema 3.22. Sea X un drbol que contiene tinicamente dos puntos
de ramificacion, cada uno de ellos de orden 4. Existen diez clases de
equivalencia de conjuntos denso numerables de X que contienen a los
dos puntos de ramificacion de X con respecto a la relacion ~ definida

en3.11

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos densos y numerables del
arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién. Denotemos por
r1 'y ry alos dos puntos de ramificacién de X. Numeremos el conjunto
de puntos extremos como

E(X)={e,:1<n<6},

de manera que los puntos e, ex y e3 sean consecutivos al punto de
ramificacién r; y los puntos ey, es y eg sean consecutivos al punto de
ramificacion r,. Asi, los conjuntos M y N poseen alguna de las siguien-
tes propiedades.

Propiedad P1. Los conjuntos M y N no contienen puntos extremos
del drbol X .

Del Teorema [3.8]se sabe que existen homeomorfismos
fo i [ri,r2] = [r1,r],
foilri,en) = [r1,eq], paracadal <n <3y
Juilr2,en] = [r2,en], paracadad4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
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oM [ri,r2]) =NN[ri,ra,
faMN[ri,e,]) =NNJry,ey), paracada l <n <3,
fa(MN[r2,e,]) =NNra,ey), paracadad <n <6,

fo(r1) =r1y fo(r2) =r,
fa(ri)=r1y fulen) = ey, paracadal <n <3y
fu(r) =r2y fu(en) = ey, paracada4 <n <6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h‘[,«hrﬂ :f07
iy, e,) = fn,paracada 1 <n <3y
hl(r,.e,) = Jn, paracadad <n <6.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacion y que poseen
la propiedad P1 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema 3.6]se
sabe que los dos puntos de ramificacion de X pertenecen al conjunto D
y que ninguno de los puntos extremos pertenece al conjunto D. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Los conjuntos M y N contienen exactamente a uno de los
puntos extremos del drbol X .

Sin perder generalidad suponga que el punto extremo e; pertenece
al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto de ramificacion del
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arbol X que es consecutivo al punto extremo que pertenece al conjunto
Ny, por ry(z) al otro punto de ramificacion. Ademas, consideremos la
siguiente numeracioén del conjunto de puntos extremos

E(X) = {ej : 1 <n <6},

de manera que los puntos ¢;1), €;2) ¥ €;3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(5) ¥ €(s) Son consecutivos al punto
rq(2) Y €l punto extremo que pertenece al conjunto N es el punto ¢;1).

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[ri,m2] = [raqr)srag))s
Ju 2 [r1sen] = [raq1)s€im); paracada 1 <n <3y
foilr,eq] — [ra(z),ei(n)], paracada4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,m2]) = NN [raays Ta@)],
Ja(M O [ri,en]) = NN ry), €], paracada 1 <n <3,
fa(M N [r2,en]) = NN [raa),€i(n)], para cada 4 <n <6,
fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),
Ja(r1) = ray ¥ fu(en) = ejn), paracada 1 <n <3y
fu(r2) =7142) Y fu(en) = ei(n), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo # del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r17r2] :f07
iy, o] = S, paracada 1 <n <3y

hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.
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Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen los dos puntos de ramificacién y que poseen
la propiedad P2 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se sabe que los dos puntos de ramificacién y exactamente
uno de los puntos extremos del arbol X pertenecen al conjunto denso
D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la
siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
dos puntos extremos, los cuales son consecutivos al mismo punto de
ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que e; y e, son los puntos extremos
de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r,(q) al punto
de ramificacién del arbol X que es consecutivo a los puntos extremos
que pertenecen al conjunto Ny, por 7, al otro punto de ramificacion.
Ademads, consideremos la siguiente numeracion del conjunto de puntos
extremos

E(X) = {ejn :1<n <6},

de manera que los puntos ¢;1), €;2) ¥ €;3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(5) ¥ €(s) Son consecutivos al punto
rq(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1) Y €i(2)-
De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos
Jo:[ri,m2] = [raqr)srag))s

Ju:[r1,en] = [ra1ys€in)], paracada 1 <n <3y

fu i [r2,en] = [ra(2),€im)], paracadad <n <6
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que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [r1,r2]) = NN gy Ta)],
Ja(M O [ri,en]) = NN ra), €], paracada 1 <n <3,
fa(M O [ry,en]) = NN [ry2),€in), paracada 4 <n <6,
Jo(r1) = ray ¥ fo(r2) = ra),
Ju(r1) =741y Y fulen) = ei(n), paracada 1 <n <3y
fn(r2) =7142) ¥ fu(en) = ei(n), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo £ del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] = fo,
Bl o] = S, paracadal <n <3y
hl(y, e, = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién & cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién y que poseen
la propiedad P3 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]
se sabe que los dos puntos de ramificacién del arbol X pertenecen al
conjunto D y exactamente dos de los puntos extremos de X pertenecen
al conjunto D. Ademas, del Teorema [3.13] se tiene que los dos puntos
extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecutivos al mismo
punto de ramificacién. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P3}.
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Propiedad P4. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
dos puntos extremos, los cuales son consecutivos a puntos de ramifica-
cion distintos.

Sin perder generalidad suponga que e; y es4 son los puntos extre-
mos de X que pertenecen al conjunto denso M. Denotemos por r 1) y
rq(2) @ los puntos de ramificacion del arbol X. Ademads, consideremos la
siguiente numeracién del conjunto de puntos extremos

E(X) = {ejn : 1 <n <6},

de manera que los puntos e;(1), €;2) ¥ €;(3) son consecutivos al punto de
ramificacion r,(q), los puntos e;(4), €;(s) y €;) son consecutivos al punto
rq(2) ¥ 10s puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1) Y €i(4)-
De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

fo:lri,r] — [ra(l)ara(Z)]y

foilri,en] = [ra(l)aei(n)]7 paracadal <n <3y

fn:[r2,en] = [ra2), €i(n)], paracada4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:

oM [ri,r]) = NN [ryu),ra@),

Fn(M N [r1,en]) = N [ra1y,€i(n)), paracada 1 <n <3,

fn(Mm [r27en]) =NN [ra(Z)vei(n)]a paracada4 <n <6,

fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),

fu(r1) =741y Y fulen) = ei(n), paracada 1 <n <2y

fn(rZ) =Ta2) Y fn(en) = €j(n), para cada4 <n<6.

En virtud del Teorema [1.35| se puede hallar un homeomorfismo # del
drbol X en s{ mismo de manera que

h|[r1,r2] = f07
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iy, e, = fn,paracadal <n <3y
hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen los dos puntos de ramificacidon y que poseen
la propiedad P4 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema 3.6]se
sabe que los dos puntos de ramificacién y exactamente dos de los pun-
tos extremos del drbol X pertenecen al conjunto denso D. Ademds, del
Teorema se tiene que los puntos extremos que pertenecen al con-
junto denso D son consecutivos a puntos de ramificacion distintos. Por
lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P4}.

Propiedad P5. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
tres puntos extremos, los cuales son consecutivos a un mismo punto de
ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que el punto e, pertenece al con-
junto denso M, para cada 1 <n < 3. Denotemos por r,() al punto de
ramificacion del arbol X que es consecutivo a los puntos extremos que
pertenecen al conjunto Ny, por r,(z) al otro punto de ramificacién. Ade-
mads, consideremos la siguiente numeracién del conjunto de puntos ex-
tremos

E(X)={ejn:1<n<6},

de manera que los puntos ¢;(1), €;2) ¥ €;3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(5) ¥ €(s) Son consecutivos al punto
T4(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1), €i(2) Y €i(3)-

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos
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fo:[risre] = [raqysra)s
fu i [ri,en] = [raq1),€im)], paracada 1 <n <3y
fu i [r2,en] = [ra2),€im)], paracadad <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(MN[ri,m]) = NNry), ra@)l;
fa(M O [ri,e]) = NN ry), €], paracada 1 <n <3,
fa(M O [ry,en]) = NN [ry2),€in), paracada 4 <n <6,
Jo(r1) = raay ¥ fo(r2) = ra),
fu(r1)
fu(r2)

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del

ra(1) Y fu(en) =€), paracada 1 <n <3y

Ta(2) Y Jfa(en) = €y, paracada 4 <n <6.

drbol X en s{ mismo de manera que

h|[r1,r2} :f()v
iy, o] = S, paracada 1 <n <3y
hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién del arbol X
y que poseen la propiedad P5 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del ar-
bol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teo-
rema se sabe que los dos puntos de ramificacién y exactamente tres
de los puntos extremos del drbol X pertenecen al conjunto D. Ademds,
del Teorema[3.15]se tiene que los tres puntos extremos que pertenecen al
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conjunto denso D son consecutivos al mismo punto de ramificacion. Por
lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P5}.

Propiedad P6. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
tres puntos extremos, de los cuales solamente dos son consecutivos a un
mismo punto de ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que el punto e, pertenece al con-
junto denso M, para cada n € {1,2,4}, y que los puntos e¢; y e, son
consecutivos al punto de ramificacion ry, asi, el punto extremo e4 es
consecutivo al punto de ramificacion r,. Denotemos por r,py al pun-
to de ramificacion del drbol X que es consecutivo a dos de los puntos
puntos extremos que pertenecen al conjunto Ny, por r,(,) al otro pun-
to de ramificacién. Ademads, consideremos la siguiente numeracién del
conjunto de puntos extremos

E(X)={eq: 1<n <6},

de manera que los puntos ¢;(1) ¥ €;(2) ¥ €;(3) son consecutivos al punto de
ramificacion r, (), los puntos e;(4), €(5) ¥ €;(s) Son consecutivos al punto
ra(2) Y los puntos extremos que pertenecen al conjunto N son los puntos
€i(1)y €i(2) Y €i(4)-
De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[risr] = [raqysra)s

St [rlaen] - [ra(l)aei(n)]a paracadal <n<3y

fo: [r2,en] = [ra2), €i(n)], paracada 4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:

oM O [ri,r]) =NO[ryuy, ra@)],

fa(M O [ri,en]) = NN ry),€in)], paracada 1 <n <3,

fa(M N [r2,en]) = NN [ra0),€i(n)], para cada 4 <n <6,
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fo(r) = Ta(1) Y fo(r2) = Ta(2)s
Ja(r1) = ray ¥ fu(en) = €j(n), paracada 1 <n <3y
Ju(r2) = Ta2) ¥ fulen) = €(n), paracada4 <n < 6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2} :f07
By, e,] = fn, paracada 1 <n <3y
hl(ry.e,) = Jn, paracada 4 <n <6.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacion y que poseen
la propiedad P6 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del drbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6)se
sabe que los dos puntos de ramificacién y exactamente tres de los puntos
extremos del 4rbol X pertenecen al conjunto denso D. Ademas, del Teo-
rema[3.15]se tiene que solamente dos puntos extremos que pertenecen al
conjunto denso D son consecutivos al mismo punto de ramificacién. Por
lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P6}.

Propiedad P7. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
cuatro puntos extremos, de los cuales tres son consecutivos a un mismo
punto de ramificacion.

Sin perder generalidad suponga que el punto extremo e, pertenece
al conjunto denso M, para cada 3 < n < 6. Denotemos por r,(1) al punto
de ramificacién del drbol X que es consecutivo a solamente uno de los
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puntos extremos que pertenecen al conjunto Ny, por r,(2) al otro pun-
to de ramificacion. Ademads, consideremos la siguiente numeracion del
conjunto de puntos extremos

E(X) = {ei(n) 01 Sl’l§6},

tal que el punto e;(,) es consecutivo al punto r,(y), para cada 1 <n <3,
el punto ¢;,) es consecutivo al punto de ramificacion r,(,), para cada
4 <n <6,y que el punto ¢;,) pertenece al conjunto denso N, para cada
ne{3,...,6}.

Observe que el homeomorfismo /4 obtenido en el caso en que los
conjuntos densos poseen la propiedad P3 cumple que A(e,) = ¢;(,), para
cada 3 <n <6, esto implica que h(M) = N. Es decir, que el homeomor-
fismo h es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Ast,
todos los conjuntos densos y numerables del arbol X que contienen a los
dos puntos de ramificacién y que poseen la propiedad P7 pertenecen a
la clase de equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, sea D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]
se sabe que los dos puntos de ramificacion y exactamente cuatro de los
puntos extremos de X pertenecen al conjunto D. Ademas, del Teore-
ma[3.15]se tiene que tres de los puntos extremos que pertenecen al con-
junto denso D son consecutivos al mismo punto de ramificacién. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es numerable y denso en X y posee la propiedad P7}.

Propiedad P8. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
cuatro puntos extremos, de los cuales dos son consecutivos a un mismo
punto de ramificacion y los otros dos son consecutivos al otro punto de
ramificacion.

Suponga sin perder generalidad que el punto e, pertenece al conjun-
to denso M, para cada n € {2,3,5,6}. Denotemos por r,(1) Yy 74(2) @ los
puntos de ramificacion del drbol X. Enumeremos el conjunto de puntos
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extremos como
E(X) = {e,-(n) 1<n< 6},

de manera que el punto ¢, es consecutivo al punto de ramificacion
ra(1), para cada 1 < n < 3; el punto ¢, es consecutivo al punto de
ramificacion r, (), para cada4 <n < 6y el punto ¢, pertenece al con-
junto denso N, para cadan € {2,3,5,6}.

De los Teoremas 3.8y se sabe que existen homeomorfismos
Jo:[ri,m2] = [raqr)s rag))s
fu 2 [r1sen] = [raq1)s€in]; paracada 1 <n <3y
fu i [r2,en] = [ra2),€im)], paracadad <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:

fo Mm[rl’rz]) :Nm[ra(l)’ru(Z)]a

o

M0 [ri,en]) = NO[rgy,eim), paracada 1 <n <3,

o

M [ry,ep]) = NN ryo),eim), paracada 4 <n <6,

>

(
(
(
(r1) = raq) ¥ fo(r2) = ra02),
Ja(r)) =raqy y fulen) = ej(), paracada 1 <n <3y
() =

Jn rZ)_

En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo / del

Ta2) Y fulen) = ei(y), paracada 4 <n < 6.

arbol X en si mismo de manera que

h|[7177'2} :f07
h|[r1,en] = fy,paracadal <n <3y
h|[r2,en] = fu,paracadad <n <6.

Ademds, la funcién 4 cumple que #(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1] Ast, todos los conjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién y que poseen
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la propiedad P8 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X que
pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teorema [3.6]
se sabe que los dos puntos de ramificacion y exactamente cuatro de
los puntos extremos del drbol X pertenecen al conjunto D. Ademds, del
Teorema [3.15] se tiene que dos de los puntos extremos que pertenecen
al conjunto denso D son consecutivos un mismo punto de ramificacion,
y que los otros dos puntos extremos son consecutivos al otro punto de
ramificacién del arbol X. Por lo tanto, la clase de equivalencia del con-
junto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P8}.

Propiedad P9. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
cinco puntos extremos.

Suponga sin perder generalidad que el punto extremo e, pertenece
al conjunto denso M, para cada 2 < n < 6. Denotemos por r,(1) al punto
de ramificacion del arbol X que es consecutivo solamente a dos de los
puntos puntos extremos que pertenecen al conjunto N'y por r,(,) al otro
punto de ramificacién. Ademads, consideremos la siguiente numeracion
del conjunto de puntos extremos

E(X) = {ei(n) 01 §n§6}7

de manera que los puntos ¢; 1), €;2) ¥ €;(3) son consecutivos al punto de
ramificacion r,(y), los puntos e;(4), €;(s) y €(6) son consecutivos al punto
rq(2) ¥ €l punto e;(,) pertenece al conjunto denso N, paracada2 <n <6.

Observe que el homeomorfismo 4 del caso en el que los conjun-
tos densos poseen la propiedad P2 cumple que %(e,) = ¢;(,), para cada
1 < n < 6. Por lo tanto, el homeomorfismo /4 es un testigo de que los
conjuntos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determi-
nada por la relacion ~ definida en[3.1] Asi, todos los conjuntos densos y
numerables del drbol X que contienen a los dos puntos de ramificacion
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y que poseen la propiedad P9 pertenecen a la clase de equivalencia del
conjunto denso M.

Suponga que D es un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teore-
ma[3.6]se sabe que los dos puntos de ramificacién y exactamente cinco
de los puntos extremos de X pertenecen al conjunto denso D. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P9}.

Propiedad P10. Los conjuntos M y N contienen los seis puntos extremos
del drbol X .

Observe que el punto e, pertenece a los conjuntos densos M y N,
paracada 1 <n < 6. Ademads, note que el homeomorfismo / del caso en
que los conjuntos densos poseen la propiedad P1 cumple que k(e,,) = e,.
Asi, el homeomorfismo /4 es un testigo de que los conjuntos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la relacién
~ definida en Asi, todos los conjuntos densos y numerables del
arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién y que poseen la
propiedad P10 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Suponga que D es un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teore-
ma [3.6] se sabe que los dos puntos de ramificacién y todos los puntos
extremos del arbol X pertenecen al conjunto denso D. Por lo tanto, la
clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D : D es numerable y denso en X y posee la propiedad P10}.

Luego, existen diez clases de equivalencia de conjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que no contienen puntos de ramificacién con respecto
a la relacién ~ definida en 3.1 T

Teorema 3.23. Sea X un drbol que contiene tinicamente dos puntos
de ramificacion, cada uno de ellos de orden 4. Existen dieciséis clases
de equivalencia de conjuntos denso numerables de X que solamente
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contienen a uno de los dos puntos de ramificacion con respecto a la

relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos numerables y densos en X
tales que cada uno de ellos contenga a uno de los puntos de ramificacién
del arbol X. Denotemos por r; al punto de ramificacién de X que per-
tenece al conjunto denso M y por r, al punto de ramificacién que no
pertenece al conjunto M. Andlogamente denotemos por r,(1) al punto de
ramificacion que pertenece al conjunto denso Ny por r,(;) al punto de
ramificacién que no pertenece al conjunto N. Ademads, enumeremos el
conjunto de puntos extremos del arbol X como

E(X)={e,:1<n<6},

de manera que los puntos e, ex y e3 sean consecutivos al punto de
ramificaciéon r; y los puntos e4, es y e sean consecutivos al punto
de ramificacién r,. También, consideremos la siguiente numeracién del
conjunto de puntos extremos

E(X) = {ejn :1<n <6},

de manera que los puntos ¢;(1), €;2) y €;3) sean consecutivos al punto
de ramificacion r,(1) y los puntos e;(4), €;(s5) ¥ €;(6) sean consecutivos al
punto de ramificacion r, ;). Asfi, los conjuntos M y N poseen alguna de
las siguientes propiedades.

Propiedad P1. Los conjuntos M y N no contienen puntos extremos.

De los Teoremas [3.7]y [3.8] se sabe que existen homeomorfismos
Jo:[ri,m2] = [raqr)srag))s
fu i [ri,en] = [raq1),€im)], paracada 1 <n <3y
fot[r2.en] = [ra2), €i(n)], paracadad4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:
Jo(M DO [ri,r2]) = N0 [ry), ra),

fa(M N [r1,en]) = NN [ra1y,€ign)], paracada 1 <n <3,
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Jo(M O [ry,e,]) = NN [ryo),ein), paracada 4 <n <6,
So(r1) = raqy y fo(r2) = ra),

Ju(r1) =141y ¥ fulen) = €i(n), paracada 1 <n <3y
fu(r2) = ra0) Y fulen) = ejn), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo /4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2} :f07
iy, e,) = fn,paracadal <n <2y
hl(y, e, = fn, paracada3 <n < 4.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Asf, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente un punto de ramificacién
y poseen la propiedad P1 pertenecen a la clase de equivalencia del con-
junto denso M.

Ahora, considere D un subconjunto denso y numerable del arbol X
que pertenezca a la clase de equivalencia del conjunto denso M. Del
Teorema se sabe que solamente uno de los puntos de ramificacién
de X pertenece al conjunto denso D y ninguno de los puntos extremos
pertenece al conjunto D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del con-
junto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P1}.

Propiedad P2. Cada uno de los conjuntos M y N contienen exactamente
un punto extremo, el cual es consecutivo al punto de ramificacion que
pertenece al conjunto denso correspondiente.

Sin perder generalidad suponga que e es el punto extremo de X que
pertenece al conjunto denso M, y que el punto extremo e;(;) pertenece
al conjunto denso N.

De los Teoremas [3.7] [3.8]y [3.9] se sabe que existen homeomorfismos



3.4. ARBOLES 133

Jo:[risre] = [raqysra)s
fu i [ri,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <3y
fu 2 [r2,en] = [ra)s €], paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r2]) = NN raays Ta@)],
fn(M O [r1,en]) = NN [ra1,€ign)], paracada 1 <n <3,
fa(M O [ry,en]) = NN [ry2),€in)], paracada 4 <n <6,
Jo(r1) = raqy yfo(r2) = ra),
Ja(r) = raqy y fu(en) =€), paracada 1 <n <3y
Ja(r2) =71402) ¥ fu(en) = €in), para cada 4 <n <6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] = fo,
iy, e, = fn,paracada 1 <n <3y
hl(y, e, = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién A cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en [3.1] Asi, la clase de equivalencia del conjunto
denso M contiene a todos los subconjuntos densos y numerables del
arbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de ramificacion
de X y que poseen la propiedad P2.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de
los puntos de ramificacion y exactamente a un punto extremo del drbol
X. Del Teorema [3.15] se sabe que el punto extremo que pertenece al
conjunto D es consecutivo al punto de ramificacién que pertenece al
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conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P2}.

Propiedad P3. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
un punto extremo, el cual no es consecutivo al punto de ramificacion
que pertenece al conjunto denso correspondiente.

Sin perder generalidad suponga que e3 es el punto extremo de X que
pertenece al conjunto denso M, y que el punto extremo e;3) pertenece
al conjunto denso N.

De los Teoremas [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[ri,m2] = [raqr)s rag))s
Joilr,en] — [ra(l),e,-(,,)], paracadal <n <3y
Ju 2 [r2,en] = [ra)s€imy]; paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(M N [ri,m]) = NN ry), fa@)l;
Fn(M N [r1,en]) = N [ra1y,€i(n)], paracada 1 <n <3,
Fn(M N [r2,en]) = NN [ra2),€i(n)], para cada 4 <n <6,
fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),
Ju(r1) =141y Y fulen) = €i(n), paracada 1 <n <3y
In(r2) =7ra2) ¥ fulen) = €i(n), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo /4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1772] = fo,
h|[r1,e,,] = fy,paracadal <n <3y

hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.
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Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Asi, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad P3 pertenecen a la clase de
equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de
los puntos de ramificacién y exactamente a un punto extremo del arbol
X. Del Teorema [3.15] se sabe que el punto extremo que pertenece al
conjunto D no es consecutivo al punto de ramificacién que pertenece
al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P3}.

Propiedad P4. Cada uno de los conjuntos M y N contienen exacta-
mente dos puntos extremos, los cuales son consecutivos al punto de
ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondiente.

Como los conjuntos M y N satisfacen la propiedad P4, podemos
suponer que e; y e» son los puntos extremos de X que pertenecen al
conjunto denso M y que los puntos extremos e;(1) ¥ ¢€;2) pertenecen al
conjunto denso N.

De los Teoremas y[3.9]se sabe que existen homeomorfismos
Jo:[risre] = [raqysra)s
fu i [ri,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <3y
Ju 2 [r2,en] = [ra)s €], paracada 4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:
oM N [ri,r]) = NO[ryuy, ra@),

fa(M N [r1,en]) = NN [ra1y,€ign)), paracada 1 <n <3,
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Ja(M O [ry,e5]) = N [rym),ei(n), paracada4 <n <6,
Jo(r1) =ray ¥ fo(r2) = ra),

Ju(r1) =7ra1y Y fulen) = ei(n), paracada 1 <n <3y
fu(r2) =7a2) ¥ fulen) = ei(n), paracada 4 <n < 6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo 4 del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r17r2} :f07
h‘[rhen] :fn, para cadal <n<3 y
h|jry.e,] = fo» para cada 4 < n < 6.

Ademds, la funcion 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Asi, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad P4 pertenecen a la clase de
equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacién y exactamente a dos puntos extremos del drbol
X. Del Teorema [3.15] se sabe que los puntos extremos que pertenecen
al conjunto D son consecutivos al punto de ramificacién que pertenece
al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P4}.

Propiedad P5. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamen-
te dos puntos extremos, de los cuales solamente uno es consecutivo al
punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondiente.
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Sin perder generalidad suponga que e; y e4 son los puntos extremos
de X que pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos
€i(1) Y €i(4) pertenecen al conjunto denso N.

De los Teoremas y[3.9]se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[risr] = [raqysra)s
fu i [ri,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <3y
fu 2 [r2,en] = [ra), €], paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(M O [ri,r]) = NO[ryuy,ra@),
Fn(M N [r1,en]) = NN [ra1y,€ign)], paracada 1 <n <3,
Ja(M O [ry,e,]) = NN [ry2),€in), paracada 4 <n <6,
fo(r1) =ray y fo(r2) = o),
Ju(r1) = ray ¥ fulen) = ejny, paracada 1 <n <3y
fn(r2) =742y Y fu(en) = ei(n), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema [[.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] :f07
iy, e, = fn,paracadal <n <3y
hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.

Ademis, la funcién i cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Asi, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad P5 pertenecen a la clase de
equivalencia del conjunto denso M.
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Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacidn y exactamente a dos puntos extremos del drbol
X. Del Teorema 3.15]se sabe que solamente uno de los puntos extremos
que pertenecen al conjunto D es consecutivo al punto de ramificacion
que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P5}.

Propiedad P6. Cada uno de los conjuntos M y N contiene exactamen-
te dos puntos extremos, los cuales no son consecutivos al punto de
ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondiente.

Como los conjuntos M y N satisfacen la propiedad P6, suponga que
e4 'y es son los puntos extremos de X que pertenecen al conjunto denso
My que los puntos extremos e;4) y €5y pertenecen al conjunto denso
N.

De los Teoremas [3.7]y se sabe que existen homeomorfismos
fo:lr,ra] = [ray,ra@)s
fu 2 [r1sen] = [raq1)s€in); paracada 1 <n <3y
fu 2 [r2,en] = [ra)s €], paracada 4 <n <6
que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(M O [ri,m]) = NO[ryuy, ra@)],
fa(M O [ri,en]) = NN ry), €], paracada 1 <n <3,
fa(M O [ry,e,]) = NN [ryo),€in), paracada 4 <n <6,
Jo(r1) =raqy ¥ fo(r2) = ra),
Ju(r1) =141y Y fulen) = €i(n), paracada 1 <n <3y

fn(r2) =Ta2) Yy fn(en) = €j(n), para cada4 <n<6.
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En virtud del Teorema [I.35] se puede hallar un homeomorfismo # del
drbol X en s{ mismo de manera que

h|[r1,r2] = fo,
iy, e, = fn,paracada 1 <n <3y
hliy, e, = fn, paracada4 <n <6.

Ademds, la funcién & cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacién ~ definida en[3.1] Ast, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad P6 pertenecen a la clase de
equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacién y exactamente a dos puntos extremos del arbol
X. Del Teorema 3.13]se sabe que los puntos extremos que pertenecen al
conjunto D no son consecutivos al punto de ramificacién que pertenece
al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P6}.

Propiedad P7. Cada uno de los conjuntos M y N contienen exacta-
mente tres puntos extremos, los cuales son consecutivos al punto de
ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos ej, €2 y €3
pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos ¢;(1), €;2) ¥
e;(3) pertenecen al conjunto denso N.

De los Teoremas [3.7]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

fo:[risr] = [raqysra)s

fu i [ri,en] = [raq1),€in)], paracada 1 <n <3y
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Ju 2 [r2,en] = [ra2)s €iny]; paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
foM N [ri,r2]) = NN [ranys ra@)],
Jo(M O [ri,e]) = NN [ra),eim), paracada 1 <n <3,
Fn(M N [r2,en]) = NN [ra2),€i(n)], para cada 4 <n <6,
fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),
Ta(r1) =71401) Y fu(en) = €i(n), paracadal <n <3y
In(r2) =742) ¥ fulen) = ei(n), paracada 4 <n < 6.

En virtud del Teorema [[.35] se puede hallar un homeomorfismo / del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] :f07
h|[r1,e,,] = fy,paracadal <n <3y
h|(ryc] = fn, Paracadad <n <6.

Ademds, la funcién 4 cumple que #(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Asi, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad P7 pertenecen a la clase de
equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema 3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacién y exactamente a tres puntos extremos del arbol
X. Del Teorema [3.15] se sabe que los puntos extremos que pertenecen
al conjunto D son consecutivos al punto de ramificacién que pertenece
al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P7}.
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Propiedad P8. Cada uno de los conjuntos M 'y N contiene exactamente
tres puntos extremos, de modo que uinicamente dos de ellos son conse-
cutivos al punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso co-
rrespondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos ey, €2 y e
pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos ¢;(1), €;2) ¥
e;(4) pertenecen al conjunto denso N.

De los Teoremas3.7] [3.8]y [3.9]se sabe que existen homeomorfismos

Jo:[r1,m2] = [raqr)srag))s
fu 2 [rsen] = [raqr)s€in); paracada 1 <n <3y
Ju 2 [r2,en] = [ra)s €iny]; paracada 4 <n <6

que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(M O [ri,r]) = NO[ryuy, ra@),
Fn(M O [r1,en]) = NN [ray,€ign)], paracada 1 <n <3,
fa(M O [ry,en]) = NN [ry2),€in)], paracada 4 <n <6,
fo(r1) =ray y fo(r2) = ra),
Ja(rt) = raqy y fu(en) =€), paracadal <n <3y
Jn(r2) = ra@) ¥ fu(en) = ej(n), paracada 4 <n <6.

En virtud del Teorema |1.35| se puede hallar un homeomorfismo #/ del
arbol X en si mismo de manera que

h|[r1,r2] = fo,
iy, e, = fn,paracadal <n <3y

hl(y, e,] = fn, paracada4 <n <6.



142 CAPITULO 3. GRADO HDN

Ademds, la funcién 4 cumple que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos
M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada por la
relacion ~ definida en[3.1] Asi, todos los subconjuntos densos y nume-
rables del 4rbol X que contienen exactamente a uno de los puntos de
ramificacién de X y que poseen la propiedad P8 pertenecen a la clase de
equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacion y exactamente a tres puntos extremos del arbol
X. Del Teorema [3.15]se sabe que solamente dos de los puntos extremos
que pertenecen al conjunto D son consecutivos al punto de ramificacién
que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P8}.

Propiedad P9. Cada uno de los conjuntos densos M y N contiene
exactamente tres puntos extremos, de modo que solamente uno de ellos
es consecutivo al punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso
correspondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos es, €5y eg
pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos ¢;(3), €;(s) ¥
¢;(6) pertenecen al conjunto denso N.

Observe que el homeomorfismo % que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P8 cumple que k(e,) = €i(n)s
paracadan € {3,5,6} y, que h(M) = N. Es decir que el homeomorfismo
h es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma cla-
se de equivalencia determinada por la relacion ~ definida en [3.1] Asi,
todos los subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificaciéon de X y que poseen la
propiedad P9 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
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Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacién y exactamente a tres puntos extremos del drbol
X. Del Teorema 3.13]se sabe que solamente uno de los puntos extremos
que pertenecen al conjunto D es consecutivo al punto de ramificaciéon
que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P9}.

Propiedad P10. Cada uno de los conjuntos densos M 'y N contiene exac-
tamente tres puntos extremos, los cuales son consecutivos al punto de
ramificacion que no pertenece al conjunto denso correspondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos e4, es Y eg
pertenecen al conjunto denso M y que los puntos extremos ¢;(4), €(s) ¥
ej(6) pertenecen al conjunto denso N.

Observe que el homeomorfismo 7 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P7 cumple que h(e,) = ¢y,
paracadan € {4,5,6} y, que h(M) = N. Es decir que el homeomorfismo
h es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma cla-
se de equivalencia determinada por la relacion ~ definida en [3.1] Asi,
todos los subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificacién de X y que poseen la
propiedad P10 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema 3.6|se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacién y exactamente a tres puntos extremos del drbol
X. Del Teorema 3.15]se sabe que los puntos extremos que pertenecen al
conjunto D son consecutivos al punto de ramificacién que no pertenece
al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto
denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P10}.

Propiedad P11. Cada uno de los conjuntos densos M y N contiene exac-
tamente cuatro puntos extremos, tres de los cuales son consecutivos al
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punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos ey, €2, €3 y
ee pertenecen al conjunto denso M 'y que los puntos extremos ¢;(1, €;(2),
€i(3) Y €i(6) pertenecen al conjunto denso N.

Observe que el homeomorfismo /4 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P6 cumple que /(e,) = €y,
para cada n € {1,2,3,6} y, que h(M) = N. Es decir que el homeomor-
fismo & es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Ast,
todos los subconjuntos densos y numerables del drbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificacién de X y que poseen la
propiedad P11 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de
los puntos de ramificacion y exactamente a cuatro puntos extremos del
drbol X. Del Teorema [3.15| se sabe que exactamente tres de los puntos
extremos que pertenecen al conjunto D son consecutivos al punto de
ramificacién que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase
de equivalencia del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P11}.

Propiedad P12. Cada uno de los conjuntos densos M y N contiene exac-
tamente cuatro puntos extremos, de los cuales solamente dos son con-
secutivos al punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso co-
rrespondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos e, €3, €5 y
ee pertenecen al conjunto denso My que los puntos extremos ¢;(3), €;(3),

€i(5) Y €i(6) pertenecen al conjunto denso N.

Observe que el homeomorfismo % que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P5 cumple que /(e,) = €4,
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para cada n € {2,3,5,6} y, que h(M) = N. Es decir que el homeomor-
fismo £ es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Ast,
todos los subconjuntos densos y numerables del drbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificacién de X y que poseen la
propiedad P12 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de
los puntos de ramificacion y exactamente a cuatro puntos extremos del
arbol X. Del Teorema [3.15| se sabe que solamente dos de los puntos
extremos que pertenecen al conjunto D son consecutivos al punto de
ramificacién que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase
de equivalencia del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D : D es denso y numerable en X y posee la propiedad P12}.

Propiedad P13. Cada uno de los conjuntos densos M 'y N contiene cuatro
puntos extremos, de los cuales solamente uno es consecutivo al punto de
ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondiente.

Suponga sin perder generalidad que los puntos extremos e3, es, €5 y
ee pertenecen al conjunto denso M 'y que los puntos extremos ¢;(3), €;(4),
€i(5) Y €i(6) pertenecen al conjunto denso N.

Observe que el homeomorfismo 7 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P4 cumple que h(e,) = €i(n)>
para cada n € {3,4,5,6} y, que h(M) = N. Es decir que el homeomor-
fismo & es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Ast,
todos los subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificacién de X y que poseen la
propiedad P13 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del ar-
bol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teo-
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rema|[3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los pun-
tos de ramificacién y exactamente a cuatro puntos extremos del drbol
X. Del Teorema |3.15|se sabe que solamente uno de los puntos extremos
que pertenecen al conjunto D es consecutivo al punto de ramificacion
que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P13}.

Propiedad P14. Cada uno de los conjuntos densos M y N contiene exac-
tamente cinco puntos extremos, de los cuales tres son consecutivos al
punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso correspondien-
te.

Suponga sin perder generalidad que el punto extremo e; pertenece al
conjunto denso M, para cada n € {1,2,3,5,6} y, que el punto extremo
ei(n) pertenece al conjunto denso N, para cadan € {1,2,3,5,6}.

Observe que el homeomorfismo /4 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P3 cumple que h(e,) = €4,
paracadan € {1,2,3,5,6} y, que h(M) = N. Es decir que el homeomor-
fismo h es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Asf,
todos los subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificacién de X y que poseen la
propiedad P14 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de
los puntos de ramificacién y exactamente a cinco puntos extremos del
arbol X. Del Teorema [3.13] se sabe que exactamente tres de los puntos
extremos que pertenecen al conjunto D son consecutivos al punto de
ramificacién que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase
de equivalencia del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D : D es denso y numerable en X y posee la propiedad P14}.
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Propiedad P15. Cada uno de los conjuntos densos My N contiene exac-
tamente cinco puntos extremos, de modo que solamente dos de ellos son
consecutivos al punto de ramificacion que pertenece al conjunto denso
correspondiente.

Suponga sin perder generalidad que el punto extremo e; pertenece
al conjunto denso M, para cada 2 <n < 6y, que el punto extremo e;,)
pertenece al conjunto denso N, paracada2 <n < 6.

Observe que el homeomorfismo 7 que se obtuvo en el caso en que
los conjuntos densos poseen la propiedad P2 cumple que h(e,) = €4,
paracada2 <n <6y, que h(M) = N. Es decir que el homeomorfismo
h es un testigo de que los conjuntos M y N pertenecen a la misma cla-
se de equivalencia determinada por la relacion ~ definida en [3.1] Asi,
todos los subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente a uno de los puntos de ramificacién de X y que poseen la
propiedad P15 pertenecen a la clase de equivalencia del conjunto denso
M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacion y exactamente a cinco puntos extremos del drbol
X. Del Teorema [3.15]se sabe que solamente dos de los puntos extremos
que pertenecen al conjunto D son consecutivos al punto de ramificacion
que pertenece al conjunto denso D. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto denso numerable M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y posee la propiedad P15}.

Propiedad P16. Cada uno de los conjuntos densos M y N contiene al
conjunto de puntos extremos del drbol X.

Observe que el homeomorfismo £ que se obtuvo en el caso en el que
los conjuntos densos poseen la propiedad P1 cumple que A(M) = N,
Por lo tanto el homeomorfismo % es un testigo de que los conjuntos
densos M y N pertenecen a la misma clase de equivalencia determinada
por la relacién ~ definida en [3.1] Asf, todos los subconjuntos densos y



148 CAPITULO 3. GRADO HDN

numerables del drbol X que contienen exactamente a uno de los puntos
de ramificacién de X y que poseen la propiedad P16 pertenecen a la
clase de equivalencia del conjunto denso M.

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6]se tiene que el conjunto D contiene solamente a uno de los
puntos de ramificacion y a los seis puntos extremos del drbol X. Por lo
tanto, la clase de equivalencia del conjunto denso numerable M es la
siguiente:

{D : D es denso y numerable en X y posee la propiedad P16}.

Luego, se concluye que el arbol X posee 16 clases de equivalencia dis-
tintas de conjuntos denso numerables que contienen a solamente un pun-
to de ramificacién con respecto a la relacién ~ definida en t

Teorema 3.24. Sea X un drbol que contiene iinicamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de ellos de orden 4. El grado de homogeneidad
con respecto a conjuntos denso numerables del drbol X es igual a 36.

Demostracion. Del Teorema se sabe que existen 10 clases de equi-
valencia distintas de conjuntos denso numerables que no contienen pun-
tos de ramificacion.

Ademis, del Teorema [3.22] se sabe que existen 10 clases de equiva-
lencia distintas de conjuntos denso numerables que contienen a los dos
puntos de ramificacion del arbol X.

Finalmente, del Teorema [3.23]se sabe que existen 16 clases de equi-
valencia distintas de conjuntos denso numerables que contienen exacta-
mente a uno de los dos puntos de ramificacién del arbol X .

Luego, el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso
numerables del arbol X es g,,,,, (X) = 36. T

Teorema 3.25. Sean X un drbol que contiene solamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de orden k+ 1, para algiin k> 2y 0 <n <k
Las siguientes proposiciones son verdaderas.
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(1) Si n es un niimero par, entonces existen 5 + 1 clases de equiva-
lencia de conjuntos densos y numerables de X que no contienen
puntos de ramificacion y que contienen exactamente n puntos ex-
tremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

(2) Si n es un niimero impar, entonces existen % clases de equiva-
lencia de conjuntos densos y numerables de X que no contienen
puntos de ramificacion y que contienen exactamente n puntos ex-

tremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean n un entero no negativo tal que 0 <n<ky M
y N dos subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente n puntos extremos y ningin punto de ramificacion. Asi
existen dos enteros no negativos, n; y np, tales que

n+ny=ny

existen nj puntos extremos contenidos en el conjunto M que son con-
secutivos al punto de ramificacién ry, existen np puntos extremos que
pertenecen al conjunto M que son consecutivos al punto de ramificacion

r.

Numeremos el conjunto de puntos extremos como E(X) = {e; : 1 <
i <2k} de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

(i) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién ry, para cada
1<i<k,

(i1) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacion r,, para cada
k+1<i<2k,

(iii) el punto e; pertenece al conjunto M, paracada 1 <i<n;y
(iv) el punto e; pertenece al conjunto M, paracada k+1 <i < k+ny.

Denote por r,(1) ¥ 74(2) @ los puntos de ramificacion del arbol X. Da-
do que el conjunto N contiene n puntos extremos y deseamos construir
un homeomorfismo del espacio X en si mismo que mande el conjunto
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M en N, suponga que el conjunto N contiene 7| puntos extremos con-
secutivos al punto de ramificacion r,(1) y contiene n puntos extremos
consecutivos al punto de ramificacion r, ).

Consideremos una funcién biyectiva A : {1,...,2k} — {1,...,2k}
que posea las siguientes propiedades:

(1) el punto e, ; es consecutivo al punto de ramificacion r,(y), para
cadal <i<k,

(i) el punto ey ;) es consecutivo al punto de ramificacion r,,), para
cadak+1<i <2k,

(iii) el punto e, ;) pertenece al conjunto N, paracada 1 <i<nyy
(iv) elpunto e, ;) pertenece al conjunto N, paracadak+1 <i<k-+n;.
De los Teoremas|[3.7] [3.8]y [3.9] se sabe que existen homeomorfismos
fo:[ri,m2] = [raqr)s rag))s
fiilre] = [raqy,ea), paracada 1 <i<ky
fii[r2,ei] = [ra2), €], paracada k+1 <i < 2k,
que satisfacen las siguientes condiciones

fo(r) = ray, fo(r2) = ra),

fi(ei) = ex (), para cada 1 < i < 2k,
fi(r1) =r41), paracada 1 <i <k,
fi(r2) = rq(2), para cada k41 < i < 2k,

fo(MN [r17r2]) =NN[ray,Ta@)],
fitM N [ri,e]) = NN raay, el paracada 1 <i<ky
filMN[ra,ei]) = NN [rya),exq)], paracada k+1 <i < 2k.

En virtud del Teorema|[I.35|existe un homeomorfismo 4 : X — X tal que

h|[r1,r2] = f07
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iy e = fi; paracada 1 <i<ky
hl(y, e) = fi, para cada k+1 < i < 2k.

Asi, se tiene que h(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos densos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relacion
~ definida en[3.11

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema se sabe que el conjunto denso D contiene exactamente n
puntos extremos del drbol X y que no contiene a ninguno de los pun-
tos de ramificacién de X. Del Teorema [3.15| se sabe que exactamente
n| puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecu-
tivos a uno de los puntos de ramificacién y que exactamente n, de los
puntos extremos que pertenecen al conjunto D son consecutivos al otro
punto de ramificacién del arbol X. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto M estd conformada precisamente de aquellos subconjuntos
densos y numerables del arbol X que no contienen ninguno de los puntos
de ramificacién del drbol X y contienen exactamente 7 puntos extremos,
de los cuales n; puntos extremos son consecutivos un mismo punto de
ramificacién, y n, son consecutivos al otro punto de ramificacion del
arbol X.

Si n es un entero par, es sabido que existen 5 + 1 pares distintos de
enteros no negativos cuya suma es igual a n. Se concluye que existen
5 + 1 clases de equivalencia distintas de conjuntos densos y numerables
del arbol X que no contienen puntos de ramificacién y que contienen n
puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (1) es verdadera.

Si n es un entero impar, es sabido que existen % pares distintos de

enteros no negativos cuya suma es igual a n. Se concluye que existen
% clases de equivalencia distintas de conjuntos densos y numerables
del 4rbol X que no contienen puntos de ramificacién y que contienen n

puntos extremos. Por lo tanto, la proposicion (2) es verdadera. ]

Teorema 3.26. Sean X un drbol que contiene solamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de orden k+ 1, para algiin k> 2y 0 <n <k
Las siguientes proposiciones son verdaderas.
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(1) Sin esun niimero par, entonces existen 5 + 1 clases de equivalen-
cia de conjuntos densos y numerables de X que contienen a los
dos puntos de ramificacion y que contienen exactamente n puntos
extremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

(2) Si n es un niimero impar, entonces existen % clases de equiva-
lencia de conjuntos densos y numerables de X que contienen a los
dos puntos de ramificacion y que contienen exactamente n puntos

extremos, con respecto a la relacion ~ definida en

Demostracion. Sean n un entero no negativo tal que 0 <n < ky M
y N dos subconjuntos densos y numerables del arbol X que contienen
exactamente n puntos extremos y a los dos puntos de ramificacién. Asi
existen dos enteros no negativos, n; y np, tales que

n+ny=ny

existen n; puntos extremos contenidos en el conjunto M que son con-
secutivos al punto de ramificacién ry, existen np puntos extremos que
pertenecen al conjunto M que son consecutivos al punto de ramificacion

r.

Numeremos el conjunto de puntos extremos como E(X) = {e; : 1 <
i <2k} de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

(i) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién ry, para cada
1<i<k,

(i1) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién r;, para cada
k+1<i<2k,

(iii) el punto e; pertenece al conjunto M, paracada 1 <i<n;y
(iv) el punto e; pertenece al conjunto M, paracada k+1 <i < k+ny.

Denote por r,(1) ¥ 742) @ los puntos de ramificacion del arbol X. Da-
do que el conjunto N contiene n puntos extremos y deseamos construir
un homeomorfismo del espacio X en si mismo que mande el conjunto
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M en N, suponga que el conjunto N contiene ;| puntos extremos con-
secutivos al punto de ramificacion r,(1) y contiene ny puntos extremos
consecutivos al punto de ramificacion r,(y).

Consideremos una funcién biyectiva A : {1,...,2k} — {1,...,2k}
que posea las siguientes propiedades:

(1) el punto e, ;) es consecutivo al punto de ramificacion r,(y), para
cadal <i<k,

(ii) el punto ey ;) es consecutivo al punto de ramificacion r,(,), para
cadak+1<i <2k,

(iii) el punto e, ;) pertenece al conjunto N, paracada 1 <i<nyy
(iv) el punto e ;) pertenece al conjunto N, paracadak+1 <i<k-+n;.
De los Teoremas[3.7] [3.8]y [3.9] se sabe que existen homeomorfismos
fo:[ri,m2] = [raqr), rag))s
fiilre] = [raqy,exl, paracada 1 <i<ky
fitlr,e] — [ra(z),el(i)], paracada k+ 1 <i <2k,

que satisfacen las siguientes condiciones

f()(l"]) f()(rz)—}" (2)s
fi(ei) = exp), para cada 1 <i < 2k,
fi(r1) =r41), paracada 1 <i <k,

=

i(r2)
o(MnN [Vhrz]) =NNT[ra1)sTa2)]s

2), paracada k+ 1 <i <2k,

S~

fitM N [ri,ei]) = NN raa), e paracada 1 <i<ky
fi(Mﬂ [}’2,61‘}) =NN [ra(z),e,l(,-)], paracada k+1 <i <2k.
En virtud del Teorema|[I.35|existe un homeomorfismo 4 : X — X tal que

h|[r1,r2] = f07
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iy, ) = fi; paracada 1 <i<ky

hl(r,.e) = fi, para cada k+1 <i < 2k.

[r2,ei

Asi, se tiene que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos densos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relacion
~ definida en[3.11

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del ar-
bol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del Teo-
rema[3.6]se sabe que el conjunto denso D contiene exactamente n puntos
extremos del drbol X y que contiene a los dos puntos de ramificacién de
X. Del Teorema [3.15] se sabe que exactamente n; puntos extremos que
pertenecen al conjunto denso D son consecutivos a uno de los puntos
de ramificacion y que exactamente n, de los puntos extremos que perte-
necen al conjunto D son consecutivos al otro punto de ramificacion del
drbol X. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto M estd con-
formada precisamente de aquellos subconjuntos densos y numerables
del arbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién y a exacta-
mente n puntos extremos del drbol X, de los cuales n; puntos extremos
son consecutivos un mismo punto de ramificacion, y n, son consecuti-
vos al otro punto de ramificacién del arbol X.

Si n es un entero par, es sabido que existen 5 + 1 pares distintos de
enteros no negativos cuya suma es igual a n. Se concluye que existen 5 +
1 clases de equivalencia distintas de conjuntos densos y numerables del
drbol X que contienen los dos puntos de ramificacion y que contienen n
puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (1) es verdadera.

Si n es un entero impar, es sabido que existen % pares distintos de

enteros no negativos cuya suma es igual a n. Se concluye que existen %
clases de equivalencia distintas de conjuntos densos y numerables del
arbol X que contienen los dos puntos de ramificacién y que contienen n

puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (2) es verdadera. t

Teorema 3.27. Sean X un drbol que contiene solamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de orden k+ 1, para algink >2yk+1<n<
2k. Las siguientes proposiciones son verdaderas.
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(1) Sin esun niimero par, entonces existen 2]‘; %+ 1 clases de equiva-

lencia de conjuntos densos y numerables de X que no contienen
puntos de ramificacion y que contienen exactamente n puntos ex-
tremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

(2) Sin es un niimero impar, entonces existen clases de equi-

2k—n+1
2

valencia de conjuntos densos y numerables de X que no contienen

puntos de ramificacion y que contienen exactamente n puntos ex-

tremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean n un entero no negativo tal que k+1 <n <2ky
M y N dos subconjuntos densos y numerables del drbol X que contienen
exactamente n puntos extremos y ningun punto de ramificacién. Obser-
ve que si m = 2k — n, entonces se tiene que 0 < m < k. Ahora considere
dos enteros no negativos, m; y my, tales que

my+my=m,y

existen m; puntos extremos que no pertenecen al conjunto M que son
consecutivos al punto de ramificacién ry, existen m; puntos extremos
que no pertenecen al conjunto M que son consecutivos al punto de
ramificacion r;.

Numeremos el conjunto de puntos extremos como E(X) = {e;: 1 <
i < 2k} de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

(i) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién ry, para cada
1 <i<k,

(i1) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién r,, para cada
k+1<i<2k,

(iii) el punto e; no pertenece al conjunto M, paracada 1 <i<m;y

(iv) el punto e; no pertenece al conjunto M, para cada k+1 < i <
k+ my.

Denote por r,(1) ¥ 74(2) @ los puntos de ramificacion del drbol X. Da-
do que el conjunto N contiene n puntos extremos y deseamos construir
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un homeomorfismo del espacio X en si mismo que mande el conjun-
to M en N, suponga que m| puntos extremos consecutivos al punto de
ramificacion r,(1y no pertenecen al conjunto denso N'y my puntos extre-
mos consecutivos al punto de ramificacion r,(;) no pertenecen al con-
junto denso N.

Consideremos una funcién biyectiva A : {1,...,2k} — {1,...,2k}
que posea las siguientes propiedades:

(1) el punto e, ;) es consecutivo al punto de ramificacion r (), para
cadal <i<k,

(i) el punto ey (;) es consecutivo al punto de ramificacion r,,), para
cadak+1<i <2k,

(ii1) el punto e ;) no pertenece al conjunto N, paracada 1 <i<n;y

(iv) el punto e, (;) no pertenece al conjunto N, para cada k+1 <i <
k+ np.

De los Teoremas|[3.7] [3.8]y [3.9] se sabe que existen homeomorfismos
fo:[risre] = [raqysra)s
fit[r1,ei] = [raqysea)s paracada 1 <i<ky
fit[r2,ei] = [ra2), €], paracada k+1 <i < 2k,

que satisfacen las siguientes condiciones

Jo(r1) = raqry, fo(r2) = rae),

filei) = ep), paracada 1 < i < 2k,
fi(r1) =r4), paracada 1 <i <k,
fi(r2) = ry), para cada k+1 < i < 2k,

>

(Mﬂ[rl,rz]) :Nm[ra(l)>ra(2)]7

fi

(MN[ri,e]) = NNryuy,en) paracada 1 <i<ky
filMN[ry,e]) = NN [rao),exq), paracada k+1 <i < 2k.
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En virtud del Teorema|[I.35|existe un homeomorfismo 4 : X — X tal que
hliry ra) = fo,
iy, ) = fisparacada 1 <i<ky
hl(r,.e) = fi; para cada k+1 <i < 2k.

Asi, se tiene que h(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos densos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relacién
~ definida en

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema [3.6] se sabe que el conjunto denso D contiene exactamente 7
puntos extremos del drbol X y que no contiene a ninguno de los pun-
tos de ramificacion de X. Del Teorema [3.15] se sabe que exactamente
n| puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son consecu-
tivos a uno de los puntos de ramificacién y que exactamente n, de los
puntos extremos que pertenecen al conjunto D son consecutivos al otro
punto de ramificacién del arbol X. Por lo tanto, la clase de equivalencia
del conjunto M estd conformada precisamente de aquellos subconjuntos
densos y numerables del 4rbol X que no contienen ninguno de los puntos
de ramificacién del drbol X y contienen exactamente 7 puntos extremos,
de los cuales n; puntos extremos son consecutivos un mismo punto de
ramificacién, y ny son consecutivos al otro punto de ramificacién del
arbol X.

Si n es un entero par, es sabido que existen @ + 1 pares distintos

de enteros no negativos cuya suma es igual a 2k — n. Se concluye que
existen LZ_” + 1 clases de equivalencia distintas de conjuntos densos
y numerables del arbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que contienen n puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (1) es

verdadera.

Si n es un entero impar, es sabido que existen w pares distin-
tos de enteros no negativos cuya suma es igual a 2k — n. Se concluye

2k—n+1
2

que existen clases de equivalencia distintas de conjuntos den-

sos y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacién
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y que contienen n puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (2) es
verdadera. ]

Teorema 3.28. Sean X un drbol que contiene solamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de orden k+ 1, para algink>2yk+1<n <
2k. Las siguientes proposiciones son verdaderas.

(1) Si n es un niimero par, entonces existen 2k2_ 41 clases de equi-

valencia de conjuntos densos y numerables de X que contienen
a los dos puntos de ramificacion y que contienen exactamente n
puntos extremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

(2) Sin es un niimero impar, entonces existen L;H clases de equi-

valencia de conjuntos densos y numerables de X que contienen
a los dos puntos de ramificacion y que contienen exactamente n
puntos extremos, con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean n un entero no negativo tal que k+1 <n <2ky
M y N dos subconjuntos densos y numerables del arbol X que contie-
nen exactamente n puntos extremos y a los dos puntos de ramificacion.
Observe que si m = 2k — n, entonces se tiene que 0 < m < k. Ahora
considere dos enteros no negativos, m y my, tales que

my+my=m,y

existen m; puntos extremos que no pertenecen al conjunto M que son
consecutivos al punto de ramificacién ry, existen m, puntos extremos
que no pertenecen al conjunto M que son consecutivos al punto de
ramificacion r.

Numeremos el conjunto de puntos extremos como E(X) = {e;: 1 <
i <2k} de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

(i) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién r, para cada
1 <i<k,

(i1) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacion r,, para cada
k+1<i<2k,

(ii1) el punto e; no pertenece al conjunto M, paracada 1 <i<m;y
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(iv) el punto ¢; no pertenece al conjunto M, para cada k+1 < i <
k+ my.

Denote por r4(1) ¥ 74(2) @ los puntos de ramificacion del arbol X de ma-
nera que se cumpla todo lo siguiente. Dado que el conjunto N contiene
n puntos extremos y deseamos construir un homeomorfismo del espa-
cio X en si mismo que mande el conjunto M en N, suponga que m
puntos extremos consecutivos al punto de ramificacion r,() no pertene-
cen al conjunto denso N y my, puntos extremos consecutivos al punto de
ramificacion r,(;) no pertenecen al conjunto denso N.

Consideremos una funcién biyectiva A : {1,...,2k} — {1,...,2k}
que posea las siguientes propiedades:

(i) el punto e, ;) es consecutivo al punto de ramificacion r,(y), para
cadal <i<k,

(i) el punto ey (;) es consecutivo al punto de ramificacion r,(,), para
cada k+1 <i <2k,

(ii1) el punto e ;) no pertenece al conjunto N, paracada 1 <i<n;y

(iv) el punto e, (;) no pertenece al conjunto N, para cada k+1 <i <
k+ny.

De los Teoremas[3.7] [3.8]y 3.9 se sabe que existen homeomorfismos
Jo:[risr] = [raqysra)s
fiilr,ei] = [raqy,exq), paracada 1 <i<ky
fit[r2,ei] = [ra2), €], paracada k+1 <i < 2k,

que satisfacen las siguientes condiciones

fo(r1) = ray, fo(r2) = ra),

D
<
Il

€).(i), para cada 1 <i <2k,

Ta(1), paracada 1 <i <k,

=
— — —
—
SN—
Il

r2) = Ia(2), para cada k+1 < i < 2k,
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foM N [r1,r2]) = NN [ranys ra@)],
fitM N [ri,e]) = NN raay,ea), paracada 1 <i<ky
filMN[ra,ei]) = NN [ryo),exq), paracada k+1 <i < 2k.

En virtud del Teorema|l.35|existe un homeomorfismo % : X — X tal que
Al (v, ) = fo,
Ry, o) = fi;paracada 1 <i<ky
hl(y, e) = fi para cada k+1 <i < 2k.

Asi, se tiene que 2(M) = N. Por lo tanto, los conjuntos densos M y N
pertenecen a la misma clase de equivalencia con respecto a la relacion
~ definida en[3.11

Ahora, suponga que D es un subconjunto denso y numerable del
arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del conjunto M. Del
Teorema se sabe que el conjunto denso D contiene exactamente n
puntos extremos y a los dos puntos de ramificacién de X. Del Teore-
ma/[3.15]se sabe que exactamente n; puntos extremos que pertenecen al
conjunto denso D son consecutivos a uno de los puntos de ramificacion
y que exactamente n, de los puntos extremos que pertenecen al conjun-
to D son consecutivos al otro punto de ramificacién del arbol X, con
ny +ny = 2k —n. Por lo tanto, la clase de equivalencia del conjunto M
estd conformada precisamente de aquellos subconjuntos densos y nu-
merables del drbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién del
drbol X y a exactamente n puntos extremos, de los cuales n; puntos ex-
tremos son consecutivos un mismo punto de ramificacién, y n, son con-
secutivos al otro punto de ramificacién del arbol X, con n| +np = 2k —n.

Si n es un entero par, es sabido que existen @ + 1 pares distintos

de enteros no negativos cuya suma es igual a 2k —n. Se concluye que
existen ZI‘T*” + 1 clases de equivalencia distintas de conjuntos densos
y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que contienen n puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (1) es

verdadera.
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Si n es un entero impar, es sabido que existen % pares distin-

tos de enteros no negativos cuya suma es igual a 2k — n. Se concluye

: 2k—n+1
que existen =—-=

clases de equivalencia distintas de conjuntos den-
sos y numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacién
y que contienen n puntos extremos. Por lo tanto, la proposicién (2) es

verdadera. T

Teorema 3.29. Sea X un drbol que solamente contiene dos puntos de
ramificacion, de orden k+ 1, para algiin k € N. Si n es un entero no ne-
gativo tal que 0 < n < k, entonces existen n+ 1 clases de equivalencia de
conjuntos denso numerables que estdn conformados de puntos ordina-
rios, exactamente un punto de ramificacion y de exactamente n puntos
extremos del drbol X con respecto a la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. Sean M y N dos subconjuntos densos y numerables del
arbol X tales que cada uno contiene solamente uno de los puntos de
ramificacién del drbol X y n puntos extremos, para algiin 0 < n < k.
Denotemos por r; al punto de ramificacién del drbol X que pertenece
al conjunto M y por r, al punto de ramificacién que no pertenece al
conjunto M. Numeremos el conjunto de puntos extremos del arbol X
como sigue:

E(X)={ei:1<i<2k},

de manera que para cada 1 <i < k, el punto extremo e; sea consecutivo
al punto de ramificacién ry, y que para cada k+ 1 < i < 2k, el punto
extremo e; sea consecutivo al punto de ramificacion rp.

Al punto de ramificacién del arbol X que pertenece al conjunto N,
lo denotaremos por r,(1) y al punto de ramificacion que no pertenece a
N, lo denotaremos por r4(3).

Propiedad PO. Los conjuntos densos M y N no contienen puntos ex-
tremos.

Consideremos una numeracién mas del conjunto de puntos extremos
como sigue:
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de manera que el punto extremo e,,(;) sea consecutivo al punto de ramifi-
cacion r,(1), paracada 1 <i<k;y el punto e, ;) sea consecutivo al punto
de ramificacion r, ), para cada k+ 1 <i <2k.

En virtud de los Teoremas [3.7] [3.8]y [3.9] existen homeomorfismos
Joi[ri,re] = [raqysra)s
fiilrsei] = [ra),em(), paracada 1 <i<ky
fit[r2,ei] = [ra2)sem@i)], paracada k+1 < i <2k

que satisfacen las siguientes propiedades:

Jo(r1) = ray, fo(r2) = ra),
foM N [ri,r2]) = NO[raay: ra));
fi(r) = Ta(1)s filei) = em(i), para cada 1 <i <k,

~

(
(MO [ri,e]) = NO[ryy,em), paracada 1 <i <k,
fi(r2) = ra2), fiei) = epiy, paracadak+1 <i < 2ky

fiM N [ra,ei]) = NN [ryo), emi), paracada k+ 1 <i < 2k.

Del Teorema|l.35|se sabe que existe un homeomorfismo 4 : X — X tal
que se cumple lo siguiente:

h|[r1,r2} :f07
hljr ) = fi; paracada 1 <i<ky
hljy, e) = fi, para cada k+1 <i < 2k.

De aqui que 7(M) = N, por lo tanto M y N pertenecen a una misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Por
lo tanto se tiene la siguiente contencion:

{D: D es denso y numerable en X y satisface la propiedad PO} C [M]...

Para evidenciar la otra contencidn, consideremos D un subconjunto den-
so y numerable del drbol X que pertenece a la clase de equivalencia del
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conjunto denso M. Del Teorema 3.6]se tiene que el conjunto D contiene
exactamente a uno de los puntos de ramificacion del drbol X y ninguno
de los puntos extremos de X pertenece al conjunto D. Esto implica que
la clase de equivalencia del conjunto denso M es la siguiente:

{D: D es denso y numerable en X y satisface la propiedad PO}.

Sea n un nimero natural tal que 1 <n <k.

Propiedad Pn. Los conjuntos densos M y N contienen exactamente
I puntos extremos.

Dado que el conjunto M contiene n puntos extremos, se pueden ha-
Ilar dos nimeros enteros no negativos ny y ny cuya sumaes n, 0 < ny <
n, 0 <np <nyde modo que el conjunto M contiene n; puntos extre-
mos consecutivos al punto de ramificacién r; y n, puntos extremos que
son consecutivos al punto de ramificacién r,. Ademds, suponga que el
conjunto denso N contiene 71 puntos extremos consecutivos al punto de
ramificacion r,(1) y ny puntos extremos que son consecutivos al punto
de ramificacion r,y).

Suponga sin perder generalidad que el punto extremo e; pertenece al
conjunto denso M, paracadai € {1,...,n,k+1,...,k+ny}. Ademis,
consideremos una numeracién del conjunto de puntos extremos

E(X) = {em(,-) 01 SIS Zk},

de manera que el punto extremo e, ;) pertenece al conjunto denso N,
paracadai€ {l,...,n;,k+1,....k+na}.

En virtud de los Teoremas 3.8y [3.9] existen homeomorfismos
fo:lr,ral = [ray, ra@)ls
fit[r1,ei] = [raq)sem@)], paracada 1 <i<ky
fit[r2,ei] = [ra)sem@)], paracada k+1 < i <2k
que satisfacen las siguientes propiedades:

fo(r1) = raqry, fo(r2) = rag2),
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foM N [ri,r2]) = NO[raays o))

=

r1) = ra), filei) = ey, paracada 1 <i <k,

~

(MO [ri,ei]) = NO[ryiy,em), paracada 1 <i <k,

~

(

(

i(r2) = Ta(2)> filei) = em(i), paracadak+1 <i<2ky
fiM N [r2,ei]) = NN [ryo), emi)), paracada k+ 1 < i < 2k.

Del Teorema |I.33]se sabe que existe un homeomorfismo 4 : X — X, tal
que se cumple lo siguiente:

h|[r1,r2} :f07
Ry, ) = fi;paracada 1 <i<ky
hl(y, e) = fi para cada k+1 <i < 2k.

De aqui que /(M) = N, y por lo tanto M y N pertenecen a una misma
clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1] Es
decir, que se tiene la siguiente contencion

{D : D es denso numerable en X y satisface la propiedad Pn} C [M]..

Para mostrar la otra contencidn, suponga que D es un subconjunto denso
y numerable del drbol X, el cual pertenece a la clase de equivalencia del
conjunto M. Del Teorema 3.6 se sabe que el conjunto denso D contiene
exactamente uno de los puntos de ramificacion del drbol X y a exac-
tamente n puntos extremos. Ademds, del Teorema [3.13] se sabe que n;
de los puntos extremos que pertenecen al conjunto D son consecutivos
al punto de ramificacidon que pertenece al conjunto denso D, y se sabe
que ny de los puntos extremos que pertenecen al conjunto denso D son
consecutivos al punto de ramificacién de X que no pertenece al conjunto
denso D. Por lo tanto, se tiene que la clase de equivalencia del conjunto
denso M es la siguiente:

{D : D es denso numerable en X y satisface la propiedad Pn}.

Adicionalmente, note que existen n + 1 combinaciones distintas de nu-
meros naturales cuya suma es igual a n. Por lo tanto existen n+ 1 clases
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de equivalencia distintas de conjuntos densos y numerables que contie-
nen exactamente uno de los puntos de ramificacion y a n puntos extre-
mos. ]

Teorema 3.30. Sea X un drbol que solamente contiene dos puntos de
ramificacion, de orden k+ 1, para algiin k € N. Si n es un entero no
negativo tal que k+1 < n < 2k, entonces existen 2k —n+1 clases de
equivalencia de conjuntos denso numerables que estdn conformados de
puntos ordinarios, exactamente un punto de ramificacion y de exac-
tamente n puntos extremos del drbol X con respecto a la relacion ~

definida en|3.1]

Demostracion. Sean M 'y N dos subconjuntos densos y numerables del
arbol X tales que cada uno contiene solamente uno de los puntos de
ramificacién del 4rbol X y n puntos extremos, para algin k+1 <n < 2k.
Denotemos por r; al punto de ramificacién del drbol X que pertenece
al conjunto M y por r, al punto de ramificacién que no pertenece al
conjunto M.

Note que si m = 2k — n se tiene que 0 < m < k. Dado que M con-
tiene n puntos extremos, se pueden hallar dos nimeros naturales m; y
my tales que m; +my = m, existen exactamente 7, puntos extremos que
son consecutivos al punto de ramificacién r; los cuales no pertenecen
al conjunto M, existen exactamente 7, puntos extremos que son conse-
cutivos al punto de ramificacién r, los cuales no pertenecen al conjunto
densoMyl<m <kyl<m<k.

Numeremos el conjunto de puntos extremos E(X) = {e;: 1 <i <
2k} de manera que se cumplan las siguientes propiedades:

(i) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacién ry, para cada
1 <i<k,

(i1) el punto e; es consecutivo al punto de ramificacion r,, para cada
k+1<i<2k,

(iii) el punto e; no pertenece al conjunto M, para cada k —m; <i <k
y
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(iv) el punto e; no pertenece al conjunto M, para cada 2k —mp < i <
2k.

Denote por r,(1) ¥ r4(2) @ los puntos de ramificacion del arbol X. Supon-
ga que m; puntos extremos consecutivos al punto de ramificacion r )
no pertenecen al conjunto N y que my puntos que son consecutivos al
punto de ramificacion r,(;) tampoco pertenecen al conjunto denso N.

Consideremos una funcién biyectiva A : {1,...,2k} — {1,...,2k}
que posea las siguientes propiedades:

(1) el punto e, ;) es consecutivo al punto de ramificacion r,(y), para cada
1<i<k,

(ii) el punto e, ;) es consecutivo al punto de ramificacion r,(,), para cada
k+1<i<2k,

(ii1) el punto e, ;) no pertenece al conjunto N, paracadak—n; <i<ky

(iv) el punto e, ;) no pertenece al conjunto N, para cada 2k —np <i < 2k.
En virtud de los Teoremas [3.8]y3.9] existen homeomorfismos

Jo:[risre] = [raqysra)s
fit[ri,e] = [raqysea)s paracada 1 <i<ky
fii[r2,ei] = [ra),exqp), paracada k+1 <i < 2k

que satisfacen las siguientes propiedades:
fo(r1) = ray, fo(r2) = ra2),
oM N [ri,r2]) = NN ranys Ta@)],
fi(r1) = rq1), fi(ei) = e (i), paracada 1 <i <k,
fitM N [r1,e]) = NN rya),eaq)], paracada 1 <i <k,
fi(r2) = ra2), filei) = ey (i), paracada k+1 <i < 2ky

filMN[ry,e]) = NN [ryo),exq), paracada k+1 <i < 2k.
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Del Teorema I.33]se sabe que existe un homeomorfismo 4 : X — X, tal
que se cumple lo siguiente:

h|[r1,r2] :f07
iy e = fi; paracada 1 <i<ky
hl(y,e) = fi para cada k+1 < i < 2k.

De aqui que /(M) = N, y por lo tanto M y N pertenecen a una mis-
ma clase de equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1]
Es decir, que todos los conjuntos densos y numerables del arbol X que
contengan exactamente un punto de ramificacidn y exactamente n pun-
tos extremos, con k < n < 2k, de modo que m; puntos extremos que
son consecutivos a un punto de ramificacién no pertenecen a dicho con-
junto denso, my puntos extremos que son consecutivos al otro punto de
ramificacién no pertenecen a dicho conjunto denso y la suma de los
nimeros naturales m; y my es igual a 2k — n, pertenecen a la clase de
equivalencia determinada por la relacién ~ definida en[3.1]del conjunto
denso y numerable M

Para mostrar la otra contencidn, considere D un subconjunto denso
y numerable del arbol X que pertenece a la clase de equivalencia del
conjunto M. Del Teorema [3.6]se sabe que el conjunto denso D contiene
exactamente un punto de ramificacién y a exactamente n de los puntos
extremos de X. Ademds, del Teorema|3.15|se sigue que m; de los puntos
extremos que son consecutivos a un punto de ramificacién no pertenecen
al conjunto D, y que exactamente m; de los puntos extremos que son
consecutivos al otro punto de ramificacién no pertenecen al conjunto
denso D, de modo que m; 4+ my = 2k — n. Por lo tanto, se tiene que la
clase de equivalencia del conjunto denso M es el conjunto:

{D : D es denso numerable de Xy posee la propiedad Pn}

Dado que existen m 4 1 pares de nimeros naturales mayores o iguales
que uno y menores o iguales a k cuya suma es igual a m, se tiene que
si k+ 1 < n < 2k, entonces existen (2k —n) + 1 clases de equivalen-
cia distintas de conjuntos densos y numerables que contienen n puntos
extremos y un punto de ramificacién. T
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Teorema 3.31. Sea X un drbol que contiene solamente dos puntos de
ramificacion, cada uno de orden k+ 1, para algiin k € N. Existen (k +
1)? clases de equivalencia de conjuntos densos y numerables que con-
tienen solamente un punto de ramificacion, con respecto a la relacion

~ definida en[3.1]

Demostracion. Del Teorema [3.29] se sabe que para cada 0 < n <k,
existen n+ 1 clases de equivalencia de conjuntos densos y numerables
que contienen solamente un punto de ramificacién y n puntos extremos.
Ademas, del Teorema@ se sabe que si k+ 1 < n < 2k, entonces exis-
ten (2k—n)+ 1 clases de equivalencia de conjuntos densos y numerables
que contienen solamente un punto de ramificacidn y n puntos extremos.

Observe que cuando k+ 1 < n < 2k ocurre que 0 < 2k —n < k. Esto
implica que para cada k41 < n < 2k existe un unico entero no negativo
mtal que 0 <m < k de modo que, si M es un conjunto denso y numerable
del drbol X que contiene exactamente un punto de ramificacién y exac-
tamente n puntos extremos, entonces existen exactamente (2k —n) + 1
clases de equivalencia de conjuntos densos con dicha propiedad. De aqui
que la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos densos y nume-
rables que contienen solamente un punto de ramificacion es

2<kiln+l>+(k+1).
n=0

Si cambiamos el indice haciendo n + 1 = m, entonces se obtiene que la
expresion anterior es igual a

Z(Xk:m>+(k+1) - 2k(kz+l)+(k+1)
m=1
= k(k+ 1)+ (k+1)
= (k+1)%

Por lo tanto, un drbol X que solamente contiene dos puntos de ramifica-
cién, cada uno de ellos de orden k + 1, para algiin k > 2, posee (k+1)?
clases de equivalencia de conjuntos densos y numerables que contienen
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a exactamente uno de los puntos de ramificacion, con respecto de la
relacion ~ definida en|3.1 T

Teorema 3.32. Sea X un drbol que contiene exactamente dos puntos
de ramificacion, cada uno de orden k+ 1, para algiin k > 2. Existen
exactamente %(/’c2 +3k) + 1 clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del drbol X que no contienen puntos de ramificacion, con
respecto de la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. La prueba la haremos en dos casos, el primero cuando k
es par, y el segundo cuando k es impar.

Caso 1. El niimero natural k es par.

Del Teorema se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que
n es par, existen exactamente 5 + 1 clases de equivalencia de conjuntos
denso numerables del arbol X que no contienen puntos de ramificacién
y que contienen exactamente n puntos extremos. Denotemos por A al
conjunto de todos los enteros no negativos pares que son menores que k.
Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del arbol X los cuales no contienen puntos de ramificacion
y que contienen exactamente n puntos extremos, para algin 0 <n <k

(Z(%+Q)+§+L 3.1)

neA

que es par, es

Por otra parte, del Teorema[3.27]se sabe que para cada enterok+1 <n <
2k tal que n es par, existen exactamente 2]‘77” + 1 clases de equivalencia
de conjuntos denso numerables del drbol X que no contienen puntos de
ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademads, note que 2k —n
cumple que 0 <2k —n < k'y es par. Asf se tiene que la cantidad de clases
de equivalencia de conjuntos denso numerables del drbol X los cuales no
contienen puntos de ramificaciéon y que contienen exactamente n puntos

extremos, para algin k+ 1 < n < 2k que es par, es
Y (5+1) (32)
neA 2

De las expresiones [3.1] y [3.2] se tiene que, la cantidad de clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del drbol X que no contienen
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puntos de ramificacién y que contienen una cantidad par de puntos ex-
tremos es igual a

2[Z(g+1)}+§+1. 3.3)

neA

Del Teorema [3.25] se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que n
es impar, existen exactamente % clases de equivalencia de conjuntos
denso numerables del d&rbol X que no contienen puntos de ramificacién y
que contienen exactamente n puntos extremos. Denotemos por B al con-
junto de todos los enteros no negativos impares que son menores que k.
Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del drbol X los cuales no contienen puntos de ramificacién
y que contienen exactamente n puntos extremos, para algin 0 <n < k

que es impar, es

y (”;1) (3.4)

neB

Por otra parte, del Teorema se sabe que para cada entero k+ 1 <

2%k—n)+1 .
% clases de equi-

n < 2k tal que n es impar, existen exactamente
valencia de conjuntos denso numerables del drbol X que no contienen
puntos de ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademds, note
que 2k —n cumple que 0 < 2k —n < k y es impar. As{ se tiene que la
cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del
arbol X los cuales no contienen puntos de ramificacion y que contienen

exactamente n puntos extremos, para algin k+ 1 < n < 2k que es impar,

Y ("5) 65)

neB

€S

De las expresiones [3.4] y [3.5]se tiene que, la cantidad de clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del arbol X que no contienen
puntos de ramificacién y que contienen una cantidad impar de puntos

(5 ()

neB

extremos es igual a

Para obtener el total de clases de equivalencia de conjuntos denso nu-
merables que no contienen puntos de ramificacién basta sumar las ex-
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presiones [3.3]y [3.6] es decir:

2|(Bren (3+1)) |+ 5+ 142](Zen (15))
= 2)(Zuea (341)) + (Bues () )1+4+1. @)

Dado que los conjuntos A y B contienen % elementos y su unién es igual
al conjunto {0,...,k— 1}, se sigue que la expresic’)nes igual a:

2[k+lZAn+k+%ZBn}+§+l
= [ }+k+1
= 2[1"+(2)( SRS 5a
= By Bolk Lk
LBk+K —k+k)+1
- (K2 +3k)+1 (3.8)

Caso 2. El niimero natural k es impar.

Del Teorema se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que

n es par, existen exactamente ”“

clases de equivalencia de conjuntos
denso numerables del arbol X que no contienen puntos de ramificacién
y que contienen exactamente n puntos extremos. Denotemos por A al
conjunto de todos los enteros no negativos pares que son menores que k.
Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del 4rbol X los cuales no contienen puntos de ramificacion

y que contienen exactamente n puntos extremos, para algin 0 <n <k

Y (g+ 1). (3.9)

neA

que es par, es

Por otra parte, del Teorema[3.27]se sabe que paracadaenterok+1<n<
(2k—n)

de conjuntos denso numerables del drbol X que no contienen puntos de

2k tal que n es par, existen exactamente + 1 clases de equivalencia
ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademads, note que 2k —n
cumple que 0 <2k —n < k'y es par. Asf se tiene que la cantidad de clases
de equivalencia de conjuntos denso numerables del drbol X los cuales no
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contienen puntos de ramificacién y que contienen exactamente 7 puntos
extremos, para algin k+ 1 < n < 2k que es par, es

Y (5+1): (3.10)

neA

De las expresiones[3.9)y [3.10|se tiene que, la cantidad de clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del arbol X que no contienen
puntos de ramificacién y que contienen una cantidad par de puntos ex-

2[2 (g+1)} 3.11)

neA

tremos es igual a

Del Teorema se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que n
n+1
2
denso numerables del arbol X que no contienen puntos de ramificacion y

es impar, existen exactamente clases de equivalencia de conjuntos
que contienen exactamente 7 puntos extremos. Denotemos por B al con-
junto de todos los enteros no negativos impares que son menores que k.
Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del 4rbol X los cuales no contienen puntos de ramificacion
y que contienen exactamente n puntos extremos, para algin 0 <n <k

Z("?)Jr”;l. (3.12)
neB

Por otra parte, del Teorema se sabe que para cada entero k+ 1 <
(2k—n)+1
2

que es impar, es

n < 2k tal que n es impar, existen exactamente clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del drbol X que no contienen
puntos de ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademads, note
que 2k —n cumple que 0 < 2k —n < k y es impar. Asi se tiene que la
cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del
arbol X los cuales no contienen puntos de ramificacién y que contienen

exactamente n puntos extremos, para algin k+ 1 < n < 2k que es impar,

y (”;1) (3.13)

neB
De las expresiones y se tiene que, la cantidad de clases de
equivalencia de conjuntos denso numerables del drbol X que no con-

€S

tienen puntos de ramificacién y que contienen una cantidad impar de
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puntos extremos es igual a

2[2 (”erl)hkizl (3.14)

neB

Para obtener el total de clases de equivalencia de conjuntos denso nu-
merables que no contienen puntos de ramificacién basta sumar las ex-
presiones y asi, obtenemos lo siguiente

2| Zea (§+1)] +2[Loes (25) | + 45
- 2[ZneA< +1)+Zneg<”+1)}+%. (3.15)

Dado que el conjunto A contiene k“ elementos, el conJunto B contiene
T elementos y su unién es 1gual al conjunto {0,...,k— 1}, se sigue
que la expresion [3.15]es igual a:

R RO RS
SRR RS
k—1 (k—Dk k+1
+

= 1
k++2+2 5
3

k-1
= Sl 1)+ (k+ 1)

1
= Sk+1)(k+2)

1
= 5(k2+3k)+1. (3.16)

Por lo tanto, se tiene lo deseado. ]

Teorema 3.33. Sea X un drbol que contiene exactamente dos puntos
de ramificacién cada uno de orden k+ 1, para algiin k > 2. Existen
exactamente (k2 +3k) + 1 clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del drbol X que contienen a los dos puntos de ramificacion,
con respecto de la relacion ~ definida en[3.1]

Demostracion. La prueba la haremos en dos casos, el primero cuando k
es par, y el segundo cuando k es impar.
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Caso 1. El niimero natural k es par.

Del Teorema se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que
n es par, existen exactamente 5 + 1 clases de equivalencia de conjun-
tos denso numerables del drbol X que contienen a los dos puntos de
ramificacién y que contienen exactamente n puntos extremos. Denote-
mos por A al conjunto de todos los enteros no negativos pares que son
menores que k. Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de
conjuntos denso numerables del drbol X los cuales contienen a los dos
puntos de ramificacion y que contienen exactamente # puntos extremos,
para algtin 0 < n < k que es par, es

(Z(g+1))+§+1. (3.17)

neA

Por otra parte, del Teorema se sabe que para cada entero k+ 1 <
n < 2k tal que n es par, existen exactamente ZI‘T_” + 1 clases de equiva-
lencia de conjuntos denso numerables del arbol X que contienen a los
dos puntos de ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademas,
note que 2k —n cumple que 0 < 2k —n < k 'y es par. Asi se tiene que la
cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del
arbol X los cuales contienen a los dos puntos de ramificacién y que con-

tienen exactamente n puntos extremos, para algin k41 <n < 2k que es

Y (5+1) (3.18)

neA
De las expresiones y se tiene que, la cantidad de clases de
equivalencia de conjuntos denso numerables del drbol X que contienen

par, es

a los dos puntos de ramificacién y que contienen una cantidad par de
puntos extremos es igual a

2[%(;+1)}+§+1. (3.19)

Del Teorema [3.26] se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que
n es impar, existen exactamente % clases de equivalencia de conjun-
tos denso numerables del drbol X que contienen a los dos puntos de
ramificacién y que contienen exactamente n puntos extremos. Denote-

mos por B al conjunto de todos los enteros no negativos impares que son
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menores que k. Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de
conjuntos denso numerables del drbol X los cuales contienen a los dos
puntos de ramificacion y que contienen exactamente z puntos extremos,
para algiin O < n < k que es impar, es

y (”er 1). (3.20)

neb

Por otra parte, del Teorema [3.28| se sabe que para cada entero k+ 1 <

n < 2k tal que n es impar, existen exactamente M

clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del drbol X que contienen a los
dos puntos de ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademads,
note que 2k —n cumple que 0 < 2k —n < k 'y es impar. Asi se tiene que
la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del
arbol X los cuales contienen a los dos puntos de ramificacién y que con-
tienen exactamente n puntos extremos, para algin k+1 <n <2k que es

impar, es

y (”;1) (3.21)
neB

De las expresiones [3.20] y [3.21] se tiene que, la cantidad de clases de

equivalencia de conjuntos denso numerables del arbol X que contienen

a los dos puntos de ramificacién y que contienen una cantidad impar de

puntos extremos es igual a

2[2 (”;1)] (3.22)

neB

Para obtener el total de clases de equivalencia de conjuntos denso nu-
merables que contienen a los dos puntos de ramificacién basta sumar las

expresiones [3.19]y [3.22] es decir:

2[(ea (3 +1))] #1102 (e (231))

= 2[(ZneA <%+1))+<Zn63 (%))]_‘_%—i_l (3'23)

Dado que los conjuntos A y B contienen % elementos y su unién es igual
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al conjunto {0,...,k— 1}, se sigue que la expresion es igual a:

2[§+12An+@+123n}+§+1
- 2[3"+22 }+@+1
— 3k (—
= ¥ 2) +§+1
1Bk+I2—k+k)+1
= $(k2+3k)+1 (3.24)

Caso 2. El niimero natural k es impar.

Del Teorema[3.26]se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que n es

par, existen exactamente ”“

clases de equivalencia de conjuntos denso
numerables del drbol X que contienen a los dos puntos de ramificacién
y que contienen exactamente n puntos extremos. Denotemos por A al
conjunto de todos los enteros no negativos pares que son menores que
k. Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos
denso numerables del drbol X los cuales contienen a los dos puntos de
ramificacién y que contienen exactamente n puntos extremos, para al-

gtin 0 <n < k que es par, es

Y (g n 1). (3.25)

neA

Por otra parte, del Teorema [3.28] se sabe que para cada entero k+ 1 <

n < 2k tal que n es par, existen exactamente (Zk n)

+ 1 clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del érbol X que contienen a los
dos puntos de ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademads,
note que 2k —n cumple que 0 < 2k —n < k y es par. Asi se tiene que la
cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del
arbol X los cuales contienen a los dos puntos de ramificacion y que con-
tienen exactamente n puntos extremos, para algin k+ 1 < n < 2k que es
par, es

Y (g n 1). (3.26)

neA
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De las expresiones [3.25] y [3.26] se tiene que, la cantidad de clases de
equivalencia de conjuntos denso numerables del 4rbol X que no contie-
nen puntos de ramificacidén y que contienen una cantidad par de puntos

2[2 (§+1)} (3.27)

neA

extremos es igual a

Del Teorema se sabe que para cada entero 0 < n < k tal que
n es impar, existen exactamente % clases de equivalencia de conjun-
tos denso numerables del drbol X que contienen a los dos puntos de
ramificacién y que contienen exactamente n puntos extremos. Denote-
mos por B al conjunto de todos los enteros no negativos impares que son
menores que k. Asi se tiene que la cantidad de clases de equivalencia de
conjuntos denso numerables del arbol X los cuales contienen a los dos
puntos de ramificacién y que contienen exactamente n puntos extremos,

para algtin 0 < n < k que es impar, es

Z(";1)+H71. (3.28)
neB

Por otra parte, del Teorema [3.27] se sabe que para cada entero k+ 1 <
(2k—n)+1 1 .

= clases de equi-
valencia de conjuntos denso numerables del drbol X que contienen a los

n < 2k tal que n es impar, existen exactamente

dos puntos de ramificacién y exactamente n puntos extremos. Ademas,
note que 2k —n cumple que 0 < 2k —n < k 'y es impar. As{ se tiene que
la cantidad de clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del
arbol X los cuales contienen a los dos puntos de ramificacién y que con-
tienen exactamente n puntos extremos, para algin k41 <n < 2k que es

] (3.29)

neB

impar, es

De las expresiones [3.28] y [3.29] se tiene que, la cantidad de clases de
equivalencia de conjuntos denso numerables del drbol X que contienen
a los dos puntos de ramificacién y que contienen una cantidad impar de
puntos extremos es igual a

oL )+
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Para obtener el total de clases de equivalencia de conjuntos denso nu-
merables que contienen a los dos puntos de ramificacion basta sumar las

expresiones y[3.30} asi, obtenemos lo siguiente
2 Lrea (5+1)] +2[ e (2£1)] + 44
= 2[Tuea (3+1) + Een (252 | + 552, (3.31)

Dado que el conjunto A contiene HTl elementos, el conjunto B contiene

k%l elementos y su unién es igual al conjunto {0,...,k — 1}, se sigue
que la expresién [3.31]es igual a:
k+1 1 INek—1 1 k+1
s ()5 5!
2 +2An+ + Zn +
k+1 k=1 17 k+1
[ L
2 T AT
n=
k—1 (k—1Dk k+1
= k+1
+1+ > + > + 7
3 k—1

= Sl 1)+ (k+ 1)

1
= Sk+1D)k+2)

1
- 5(k2+3k) +1. (3.32)

Por lo tanto, se tiene lo deseado. ]

Teorema 3.34. Para cada niimero natural k > 2, existe un drbol X tal
que el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso numera-
bles del drbol X es igual a 2k* + 5k + 3.

Demostracion. Sea X un drbol que contiene exactamente dos puntos de
ramificacién, cuyo orden es igual a k+ 1. Del Teorema se sabe que
existen: 1

i(k2 +3k) +1 (3.33)

clases de equivalencia de conjuntos denso numerables que no contienen
puntos de ramificacién. Ademas, del Teorema [3.33]se sabe que existen:

1
E(k2 +3k) 41 (3.34)
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clases de equivalencia de conjuntos denso numerables del arbol X que
contienen a los dos puntos de ramificacién. Por dltimo, del Teorema(3.31

se tiene que existen:
(k+1) (335)

clases de equivalencia de conjuntos denso numerables de X que contie-
nen exactamente a uno de los puntos de ramificacién del arbol X. Asi,
para obtener el grado de homogeneidad con respecto a conjuntos denso
numerables del drbol X basta sumar las expresiones [3.33] [3.34] y [3.35]
De aqui que:

Gy (X) (%(k2+3k)+1>+(%(k2+3k)+1)+(k+1)2

= K+43k+2+k+2k+1
= 2k*>+5k+3.

Luego, se tiene lo deseado. T
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