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El conjunto de los nimeros naturales.

El conjunto de los ntimeros reales.

{€: A— R|é es continuo en Ay é(x) > 0, para todo x € A}.

{r eR|a<z<b}.

{F :[a,b] = R | F es continua en [a,b]} con la || - ||co-norma.

{F € Cla,b]| F(a) =0} con la || - ||oo-norma.

{g : a,b] = R | g es de variacion acotada en [a,b]}.

{g € BV]a,b]|g(a) =0y lm, .+ g(x) = g(zo), para todo zg € (a,b)}

{(z,) C R|(z,) es una sucesion acotada} con la || - ||.-norma.
{(z,) C R|(z,) es una sucesion convergente} con la ||+ [|-norma.
{(z,) C R| lim; 00 &, = 0} con la || - ||co-norma.

{(z,,) CR| >, |zn? < 00} con la || - ||,-norma, siendo 1 < p < oo.
Espacio de Hausdorff compacto.

{F : K — R| F es continua en K} con la || - ||s-norma.

Espacios isométricamente isomorfos.

Espacios isomorfos.

{T : X — Y |T es un operador lineal}.

{T : X = Y |T es un operador lineal acotado}.

{T': X - Y |T es un operador lineal compacto}.

{T': X - Y |T es un operador lineal débilmente compacto}.

{T : X - Y |T es un operador lineal completamente continuo}.
Espacio normado (Banach) haciendo énfasis en su norma.

La topologia generada por la norma (topologia fuerte) de (X, || - ||).
La topologia débil del espacio (X, || - |]).

El dual topolégico de X.

{z* € X*|2*(x) =0, para cada v € M}, donde M C X.
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[f] — Hg:]a,b] > R|f=gen [a,b], casi donde sea}.
HK[a,0] — {[f] : f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b]}.

HKla,b) — La completacion del espacio HK[a, b] bajo la norma de Alexiewicz.



Introduccion

Kurzweil [36] en el ano 1957 y Henstock [24] en el ano 1961 definen, de
manera independiente, una integral. Estas integrales son equivalentes para
funciones reales definidas en un intervalo compacto. Debido a esto, algunos
autores la llaman integral de Henstock-Kurzweil, aunque no es un nom-
bre universal ya que también se le conoce como:

Integral de Riemann generalizada. Se debe a que es una integral de ti-
po Riemann con la cual se extiende el espacio de las funciones Riemann
integrables. Es decir, es una integral que esta definida en términos de
sumas de Riemann, cuyo espacio de funciones integrables contiene pro-
piamente al espacio de las funciones Riemann integrables.

Integral de Henstock. Se debe a que Henstock fue el primero en realizar
un estudio sistematico de esta integral.

Integral de Denjoy-Perron-Henstock-Kurzweil. Se debe a que esta in-
tegral es equivalente a las integrales de Denjoy y Perron. Precisamente,
Henstock reconoci6 que esta integral es equivalente a la integral de Pe-
rron y, por tanto, a la integral de Denjoy. Aunque una demostracion de
esto ultimo fue descubierta a finales de la década de los ochenta.

Integral medidora. Se debe a que la definicion clésica de esta integral em-
plea particiones etiquetadas subordinadas por una funcién medidora
para formar las sumas de Riemann. Es decir, las sumas de Riemann
consideradas en esta integral son del tipo

Z fti)(x; — xiq),

v
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donde f es una funcion real definida en [a,b], {20, ..., x,} es una par-
ticion clasica de [a, b] y, para todo i = 1,n, ;1 —0(t;) < t; < @ +0(t;)
siendo § una funcion positiva (funcion medidora) definida en [a, b].

En esta tesis hacemos referencia a esta integral como la integral de Henstock-
Kurzweil. Algunas de las propiedades més importantes que tiene esta integral
son:

a) Toda funcién Henstock-Kurzweil integrable es Lebesgue medible.

b) Toda funciéon Lebesgue integrable en un intervalo compacto es Henstock-
Kurzweil integrable en el mismo intervalo. Ademaés, los valores de las
integrales coinciden.

¢) Proporciona una solucion general al problema de las primitivas.
Sea f :]a,b] = R una funcion. Si f es diferenciable, excepto quizd en un
conjunto a lo mds numerable, en [a,b], entonces f" es Henstock-Kurzweil
integrable en |a,x] y fax "= f(z) — f(a), para todo x € |a,b].

d) Se puede calcular la integral de una funcién Henstock-Kurzweil integrable
a través de un limite de integrales.
Una funcion f : |a,b] — R es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si
y sdlo si existe A € R tal que para todo ¢ € (a,b) la restriccion de f a
la, c] es Henstock-Kurzweil integrable y lim, ;- facf = A. En este caso,

A=[f.

Ademas, el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables tiene
teoremas de convergencia similares a los del espacio de funciones Lebesgue in-
tegrables, ya que cuenta con un teorema de convergencia acotada, mondtona,
dominada y con un lema de Fatou. También tiene un teorema de convergen-
cia méas general que estos: teorema de equi-integrabilidad (conocido también
como el teorema de la convergencia uniforme de Henstock).

Dado que la integral de Henstock-Kurzweil es una integral relativamente
nueva y, teniendo en consideracién sus propiedades, algunos investigadores
han centrado su atencién en esta integral. Entre algunas lineas de investiga-
cion que han considerado estos investigadores estan las siguientes:

1) Analizar, dentro del marco de los espacios normados, el espacio de las
funciones reales Henstock-Kurzweil integrables.
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11) Investigar que propiedades tiene la integral de Henstock-Kurzweil al
extenderla a funciones vectoriales, en particular a funciones que toman
valores en un espacio de Banach.

111) Analizar, dentro del marco de los espacios vectoriales topologicos, el
espacio de las funciones vectoriales Henstock-Kurzweil integrables.

En general, los resultados originales de esta tesis estan incluidos en la
primera de las lineas de investigacion mencionadas anteriormente. Es decir,
estos resultados son concernientes al espacio HK|a,b] dotado con la norma

de Alexiewicz N
4]

Donde HKla, b es el espacio cociente que resulta al definir en

I f]la= sup

a<z<b

{f :[a,b] = R | f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b]}

la relacion de equivalencia ~ dada por f ~ g st y sdlo si f = g excepto en
un conjunto de medida Lebesgue cero.

La motivaciéon de estre trabajo de tesis se debe a lo siguiente:

a) Dado que (HK[a,b],||-||a) no es un espacio de Banach, este resulta ser
deficiente desde el punto de vista de la teoria de los espacios normados.
En el sentido de que la mayoria de los resultados que se tienen en esta
teoria asumen la completés de estos espacios. Lo anterior no excluye la
posibilidad de que (HK[a,b],|| - ||4) cumpla con algunas propiedades que
también son de interés en la teoria de los espacios normados. Por tanto,
investigamos cuales de estas propiedades se tienen en (H/X[a,b], || - ||4)-

b) Alno ser (HK[a,b],]||-]|4) un espacio de Banach es natural centrar nuestra
atencion en su completacion, la cual denotamos por H|a, b]. En este caso,

demostramos algunas propiedades relevantes de HA[a, b] como un espacio
normado.

¢) HKla, b] dotado con la topologia generada por la norma de Alexiewicz es
un espacio ultrabornolégico y por tanto tonelado. Por lo cual, en dicho
espacio se verifican algunos teoremas fundamentales del anélisis funcio-
nal, como el teorema de la grafica cerrada y el principio del acotamiento
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uniforme. Al tener en consideracion que Li[a,b] es un subespacio vecto-
rial de HK[a, b], nos vimos motivados a investigar si Li[a,b] dotado con
la topologia generada por la norma de Alexiewicz es ultrabornologio.

Con base en lo anterior, y con el objetivo de hacer este trabajo de tesis lo
més autocontenido posible, hemos organizado este trabajo de tesis en cuatro
capitulos:

Capitulo 1. En este capitulo se enuncian algunos conceptos de la teoria
de los espacios normados que son empleados en los capitulos principales de
esta tesis: capitulos 3 y 4. En la seccién 1.1 se consideran a las topolo-
gias débil y débil* y algunos conceptos y resultados que se tienen para estas.
En la seccién 1.2 se consideran a los operadores débilmente compactos y
completamente continuos, y las propiedades de Dunford-Pettis, reciproca de
Dunford-Pettis, x-Dunford-Pettis, aproximacion y aproximacion acotada. En
la seccién 1.3 se consideran diferentes tipos de bases de Schauder y se men-
ciona la relacién que existe entre estas bases y las propiedades de aproxima-
cion y aproximacion acotada. En la seccién 1.4 se considera la importancia
que tienen los isomorfismos e isomorfismos isométricos, y técnicas para anali-
zar la estructura algebraica y topologica de los espacios normados. Hacemos
hincapié en que este capitulo s6lo es de preliminares y que no existe ninguna
aportaciéon de parte de nosotros a dicha teoria.

Capitulo 2. En este capitulo se proporciona un panorama general de
los resultados bésicos e importantes de la teoria de la integral de Henstock-
Kurzweil. En la seccién 2.1 se enuncian las definiciones de las integrales
de Kurzweil y Henstock, la equivalencia de estas integrales y la relaciéon que
tiene esta con las integrales de Riemann y Lebesgue. En la seccién 2.2 se
mencionan algunas propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil. En la
secciéon 2.3 se enuncia el teorema fundamental del cilculo. En la seccién
2.4 se mencionan algunos teoremas de convergencia que se cumplen en el es-
pacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables, donde el teorema 2.4.2
es un resultado original de esta tesis. En la seccién 2.5 se menciona el lema
de Saks-Henstock y la importancia que tiene este en la teoria de la integral
de Henstock-Kurzweil. Todo el material expuesto en este capitulo se localiza
en libros especializados en el tema, excepto el lema 2.4.1 y el teorema 2.4.2,
resultados originales de esta tesis, los cuales estan publicados en [12].
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Capitulo 3. En este capitulo se hace un analisis dentro del marco de
los espacios normados de (HK[a,b],|| - ||4). En la seccion 3.1 demostra-
mos que la cardinalidad del conjunto HK[a, b] es igual a la cardinalidad del
conjunto de los nimeros reales y que existe una norma en Hla,b] que lo
dota de una estructura de espacio de Banach. En la seccién 3.2 demostra-
mos que la topologia débil de (HK[a,b], || - ||a) es natural y tonelada. En la
seccion 3.3 demostramos que (HK[a,b], || - ||4) contiene una copia comple-
mentada de ¢y y una copia no complementada de [;. Ademés, demostramos
que (HKla,b],|| - ||a) no tiene las propiedades de Radon-Riesz, Schur y *-
Dunford-Pettis, pero si la propiedad de Dunford-Pettis y una version fuerte
de la propiedad *-Dunford-Pettis. Todos los resultados expuestos en este ca-
pitulo son resultados originales de esta tesis. Las proposiciones 3.1.1 y 3.1.2
estan publicados en [22], las otras proposiciones se han enviado a una revista
para su posible publicacién.

Capitulo 4: En este capitulo se hace un analisis, dentro del marco de

los espacios normados, de H[a,b]. En la seccién 4.1 demostramos que
(Bcla,bl,||||) s un subespacio complementado en C|a, b]. También, demos-
tramos que (B.[a,b],|| - ||o) contiene una copia complementada de co, tiene
una base de Schauder y tiene las propiedades de Dunford-Pettis, reciproca de
Dunford-Pettis, aproximacién y aproximacion acotada. Ademas, demostra-
mos que (B.[a, b], ||-||) no es débilmente secuencialmente completo y no tiene
las propiedades de Radon-Riesz y Schur. En la seccién 4.2 demostramos que
toias\las proposiciones de la seccién 4.1 son validas si las formulamos para

HK[a,b]. También, demostramos que HL[a, b] no contiene una copia de I, y
tampoco copias complementadas de L;[a, b] ni de [,, para todo 1 < p < oo.

Ademas, demostramos que HKa, b] no es isométricamente isomorfo al dual
de ningin espacio normado, no es reflexivo y no tiene bases de Schauder que
sean incondicionales, ni acotadamente completas, ni reductoras. Para todo

—

espacio de Banach E, demostramos que K(E,HK][a,b]) no es un subespacio

—

complementado en B(E, HK]a,b]), ni isomorfo a ningtin subespacio comple-
mentado de un espacio dual. Por tltimo, demostramos que L;[a,b] dotado
con la topologia de Alexiewicz no es tonelado. Todos los resultados de este
capitulo, excepto los teoremas 4.1.1 y 4.2.1, son resultados originales de esta
tesis, los cuales estan publicados en [20] y [21].
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Capitulo 1

Preliminares: Teoria de los
espaclos normados

El objetivo de este capitulo es recordar algunos conceptos de la teoria
de los espacios normados que son empleados en los capitulos principales de
esta tesis: capitulos 3 y 4. Las demostraciones de la mayoria de los teoremas
que se enuncian aqui se pueden consultar en libros especializados en el tema,
como [1], [9] ¥ [39]. Para aquellos teoremas que se localizan en articulos de
investigacion citamos las referencias bibliograficas.

1.1. Las topologias débil y débil*
Definicion 1.1.1. Sea X un espacio normado y sea X* el dual topoldgico de

X. St 1 es una topologia en X que cumple lo siguiente:

a) Todo elemento x* € X* es continuo considerando la topologia T.

. L . . . ’
b) SiT esuna topologia en X que cumple el inciso anterior, entonces T C 7 .

Entonces a esta topologia (la cual denotaremos por 7,,) se le llama topologia
débil de X.

A una propiedad topologica que se esté considerando bajo la topologia
débil se le anadira la palabra débilmente. Por ejemplo, débilmente compacto,
relativamente débilmente compacto, etc.

Definiciéon 1.1.2. Sea X un espacio normado, sea X* el dual topoldgico de
X y sea (x,) una sucesion en X.



1.1. LAS TOPOLOGIAS DEBIL Y DEBIL*

a) (r,) converge débilmente a v € X (lo cual denotaremos por x,, —= x)
st, para todo x* € X*, la sucesion de escalares (z*x,) converge a x*x.

b) (x,) es débilmente de Cauchy si, para todo x* € X*, la sucesion de
escalares (x*xz,) es de Cauchy.

En todo espacio normado de dimension algebraica finita, toda sucesion
débilmente de Cauchy es débilmente convergente. Lo anterior no se cumple
para algunos espacios normados de dimension algebraica infinita.

Definiciéon 1.1.3. Un espacio normado X es débilmente secuencialmen-
te completo si, toda sucesion débilmente de Cauchy en X es débilmente
convergente.

Dado que la topologia débil de un espacio normado X estda contenida
en la topologia fuerte de X, toda sucesion convergente en X es débilmente
convergente. En general, el reciproco no se cumple.

Definiciéon 1.1.4. Un espacio normado X tiene la propiedad de Schur
st, toda sucesion en X que converge débilmente, converge al mismo limite
considerando la topologia fuerte.

Existe una propiedad mas general que la de Schur, la cual enunciamos a
continuacion.

Definiciéon 1.1.5. Un espacio normado X tiene la propiedad de Radon-
Riesz’ o la propiedad de Kadets-Klee® si, toda sucesion (x,) en X que
converge débilmente a © € X y ||z,|| — ||z||, la sucesion (x,) converge a x
considerando la topologia fuerte.

Todo espacio normado que tiene la propiedad de Schur tiene la propiedad
de Radon-Riesz. En general, el reciproco no se cumple, siendo /5 un ejemplo
de ello.

A continuacién enunciamos la definicién de topologia débil*.

'El nombre de esta propiedad se debe a que Schur (|45]) demostré que el espacio Iy
tiene tal propiedad.

2Este nombre se debe a que Radon ([41]), y Riesz ([42],[43]) demostraron que los
espacios L,(€,%, ) con 1 < p < oo tienen tal propiedad cuando (€2, %, ;) es un espacio
de medida positiva.

3Este nombre se debe a que Kadets ([31],[32]) y Klee (|34]) usaron versiones de la
propiedad de Radon-Riesz para demostrar que todos los espacios de Banach separables de
dimensién algebraica infinita son homeomorfos entre si.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definiciéon 1.1.6. Sea X un espacio normado y sea X* el dual topoldgico de
X. St 1 es una topologia en X* que cumple con lo siquiente:

a) Para cada x € X, el funcional lineal T : X* — F definido por T'(z*) = x*x
es continuo con respecto a T.

Lo . . . .
b) Si T es una topologia en X* que cumple con el inciso anterior, entonces
/
TCT.

Entonces a esta topologia (la cual denotaremos por 1, ) se le llama topologia

débil* de X*.

A una propiedad topologica que se esté considerando bajo la topologia
débil* se le anadira la expresion débilmente*. Por ejemplo, débilmente* com-
pacto, relativamente débilmente* compacto, etc.

Definicién 1.1.7. Sea X un espacio normado, sean X* y X** el dual y doble
dual topologico de X, respectivamente, y sea () el mapeo natural que va de X

a X**. Una sucesion (x}) en X* converge débilmente” a 0 € X* (lo cual

*k *)

Tw* . ..
denotaremos por x} —= 0) si, para todo x** € Q(X), la sucesion (x**z,
converge a 0.

Las topologias débil y débil* del dual topolégico de un espacio normado
X coinciden si y solo si X es reflexivo. Por tanto, las topologias fuerte, débil
y débil* del dual topologico de un espacio normado X coinciden si y so6lo si
X es de dimensién algebraica finita.

A continuacién enunciamos dos teoremas que estin en términos de la
topologia débil*.

Teorema 1.1.1. Sea X un espacio normado y sea X* el dual topologico de
X. La topologia débil* relativa a la bola unitaria cerrada del espacio X* es
inducida por una métrica si y solo st X es separable.

Teorema 1.1.2. [29] Sea X un espacio normado y sea X* el dual topoldgico
de X. Si X tiene la propiedad x-Dunford-Pettis* y la bola unitaria cerrada
del espacio X* es débil* secuencialmente compacto, entonces X es un espacio

de Schur.

“Este concepto se define en la siguiente seccion.



1.2. ALGUNAS CLASES DE OPERADORES LINEALES

Finalizamos esta seccidn mencionando una caracterizacidén de las suce-
siones débilmente convergentes y débilmente de Cauchy del espacio C|a, b]
dotado con la norma uniforme.

Teorema 1.1.3. Sea (F),) una sucesion en Cla,b] y sea F' € Cla,b].
a) La sucesion (F,) converge débilmente a F si y sdlo si

1) lim, o F,(z) = F(z), para todo x € |a,b], y

11) existe un M > 0 tal que ||F,|lo0 < M, para todo n € N,

b) La sucesion (F,) es débilmente de Cauchy si y sdlo si

1) lim,, o F,(2) eziste, para todo x € |a,b], y
11) existe un M > 0 tal que ||Fy|lo0 < M, para todo n € N,

1.2. Algunas clases de operadores lineales

En esta seccion enunciamos dos tipos de operadores: operadores débilmen-
te compactos y operadores completamente continuos. Ademas, enunciamos
las propiedades de Dunford-Pettis, reciproca de Dunford-Pettis, *-Dunford-
Pettis, aproximacién y aproximacion acotada.

Definicién 1.2.1. Sean X y Y espacios normados y sea T : X — Y un
operador lineal.

a) T es un operador débilmente compacto si, para todo conjunto acotado
B de X, T(B) es un conjunto relativamente débilmente compacto en'Y'.

b) T es un operador completamente continuo® o Dunford-Pettis si, pa-
ra todo conjunto K débilmente compacto de X, T(K) es un conjunto
compacto en Y.

Para todo par de espacios normados X y Y los conjuntos
WK(X,Y)={T:X — Y |T es un operador débilmente compacto}
DP(X,Y)={T: X — Y |T es un operador completamente continuo}

son espacios vectoriales bajo las operaciones usuales de funciones. En gene-
ral, no existe una relacién de contencion entre los conjuntos WK(X,Y) vy
DP(X.,Y).

Este concepto fue establecido por Hilbert [26].

4



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definiciéon 1.2.2. Un espacio normado X tiene:

a) La propiedad de Dunford-Pettis® si, para todo espacio normado Y,
cualquier operador débilmente compacto que va de X a 'Y es completa-
mente continuo.

b) La propiedad reciproca de Dunford-Pettis si, para todo espacio nor-
mado Y, cualquier operador completamente continuo que va de X a'Y es
débilmente compacto.

Ejemplos de espacios normados que tienen la propiedad de Dunford-Pettis
y la propiedad reciproca de Dunford-Pettis son los espacios C(K).

A continuacion enunciamos una formulacion equivalente de la propiedad
de Dunford-Pettis en términos de las propiedades intrinsicas del espacio nor-
mado en cuestion. Un espacio normado X tiene la propiedad de Dunford-
Pettis si, para toda sucesion (x,) en X que converge débilmente a 0 y para
toda sucesion (xF) en X* que converge débilmente a 0, la sucesion (x}fx,)

converge a (. Si en la formulacion anterior consideramos la topologia débil*
de X* en lugar de su topologia débil obtenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.2.3. Un espacio normado X tiene la propiedad x-Dunford-
Pettis si, para toda sucesion (x,) en X que converge débilmente a 0y para
toda sucesion (xl) en X* que converge débilmente* a 0, la sucesion (z}x,,)
converge a 0.

Si un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis, o la pro-
piedad reciproca de Dunford-Pettis, entonces no necesariamente todo subes-
pacio cerrado de X tiene tal propiedad. Aunque si el subespacio es comple-
mentado, entonces si la tiene.

Definicién 1.2.4. Sea X un espacio normado y sea M un subespacio cerrado
de X. M es complementado en X si, existe un subespacio cerrado N de
X tal que:

a) X =M+ N, es decir, X ={m+n:meMynecN}.

6Este concepto fue establecido por Grothendieck ([19]) en honor a Dunford y Pettis
quienes demostraron ([10]) que los espacios Li(S, X, \) tienen tal propiedad cuando A es
la medida de Lebesgue sobre la o-algebra X de los subconjuntos Lebesgue medibles de un
intervalo finito o infinito S en R”™.
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b) MNN ={0}.

Teorema 1.2.1. Sea X wun espacio de Banach que tiene la propiedad de
Dunford-Pettis (respectivamente, propiedad reciproca de Dunford-Pettis). Si
Y es un subespacio complementado en X, entonces Y tiene la propiedad de
Dunford-Pettis (respectivamente, propiedad reciproca de Dunford-Pettis).

Cerramos esta seccion enunciando las propiedades de aproximacion y
aproximaciéon acotada.

Definicién 1.2.5. Un espacio normado X tiene la propiedad de aproxi-
macion si, para todo conjunto compacto K de X y para todo € > 0, existe un
operador lineal acotado de rango finito T : X — X tal que ||T'(z) — z|| < e,
para todo v € K. Si ademds existe una constante t tal que ||T|| < t, entonces
se dice que X tiene la propiedad de aproximacion acotada.

Es claro que todo espacio normado que tiene la propiedad de aproximaciéon
acotada tiene la propiedad de aproximacion. En general, el reciproco no se
cumple”.

1.3. Bases de Schauder

En esta secciéon enunciamos el concepto de base de Schauder y algunas
clases de este tipo de bases: condicionales, incondicionales, reductoras y aco-
tadamente completas. Ademéas, mencionamos la relacion que existe entre las

bases de Schauder y las propiedades de aproximaciéon y aproximacion acota-
da.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio de Banach. Una sucesion (x,) C X es
una base de Schauder para X si, para cada v en X, existe una sucesion
unica de escalares (o) tal que x =3 07 | pxy,.

Espacios de Banach que tienen una base de Schauder son el espacio ¢y,
los espacios [,,, donde 1 < p < 00, y el espacio C[a, b]. En el ejemplo siguiente
exhibimos una base de Schauder para el espacio C[0, 1].

"Figiel y Johnson ([13]) demostraron que existen espacios de Banach separables di-
mensionalmente infinitos que tienen la propiedad de aproximacion, pero que carecen de la
propiedad de aproximaciéon acotada.
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Ejemplo 1.3.1. Sea (s,)5°, una sucesion en C[0,1] definida de la manera
siguiente: Para n = 0,1 sea so(t) =1 y s1(t) = t, para todo t € [0,1]. Para
n > 2 sea

2m [t — (B2 - 1)] si 22— 1<t <2 -1,
sa(t) =4 1=2m[t = (B —1)] s HE—1<t<gi-l,
0 de otra forma,

donde m € N tiene la propiedad de que 2™ ' < n < 2™. De esta forma se
tiene que (s,) es una base de Schauder (conocida como la base de Schauder
cldsica) para el espacio C[0, 1].

A continuacién enunciamos cuatro tipos de bases de Schauder.

Definiciéon 1.3.2. Sea X un espacio de Banach, sea X* el dual topoldgico
de X y sea (x,) una base de Schauder para X. Para cada v* € X* ym € N
sea ||z*||om) la norma de la restriccion de x* a [{x, : n > m}|. La base de
Schauder (z,,) es reductora si, lim,, , ||2*||m) = 0 para todo z* € X*.

Definicion 1.3.3. Sea X un espacio de Banach y sea (x,) una base de
Schauder para X. (x,) es acotadamente completa si, para toda sucesion
de escalares (o) con la propiedad de que sup,, || > " a,z,|| es finito, la
serie Y | Gy, Converge.

Definicién 1.3.4. Sea X un espacio de Banach y sea (x,) una base de
Schauder para X . (z,) es una base incondicional® si, para todo x € X, la
serie y >0 | anZy es incondicionalmente convergente. En caso contrario, (x,)
es una base condicional.

Toda base de Schauder es incondicional 6 condicional. Por otro lado, exis-
ten bases de Schauder reductoras que son condicionales o incondicionales y
bases de Schauder acotadamente completas que son condicionales o incon-
dicionales. Sin embargo, en general, no existe una relacion entre las bases
reductoras y acotadamente completas.

Ejemplo 1.3.2. Sea (e,) la sucesion de vectores unitarios standard.

w En ¢y la sucesion (e,) es reductora, pero no acotadamente completa.

8Este concepto se debe a James [28]. Sin embargo otros investigadores ya habian estu-
diado este tipo de bases antes que él. Uno de ellos fue Karlin [33] quien llamo a tales bases
como absolutas.
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» Enly la sucesion (e,) es acotadamente completa, pero no reductora.

» Enl,, siendo 1 < p < oo, la sucesidn (e,) es acotadamente completa y
reductora.

El teorema siguiente menciona la relacion que existe entre las bases de
Schauder y las propiedades de aproximacion y aproximacion acotada.

Teorema 1.3.1. Sea X un espacio de Banach. Si X tiene una base de Schau-
der, entonces tiene la propiedad de aprorimacion acotada.

En general, el reciproco del teorema anterior no es valido. Es decir, existen
espacios de Banach que tienen la propiedad de aproximacion acotada pero
no tienen bases de Schauder?.

1.4. Isomorfismos e isomorfismos isométricos

En esta seccién enunciamos los conceptos de isomorfismo e isomorfismo
isométrico, y mencionamos la importancia que tienen estos en el estudio de
los espacios normados. Ademas, se mencionan algunas técnicas para analizar
el comportamiento algebraico y topologico de los espacios normados.

Definiciéon 1.4.1. Sean (X,||-||x) v (Y,||-|ly) espacios normados
y sea T : X — Y un operador lineal. T es un isomorfismo si, T es in-
yectivo, continuo y el mapeo inverso T~' es continuo sobre el rango de T.
Si ||T(x)|ly = ||z||x, para todo © € X, entonces T es un tsomorfismo
tsométrico.

Definiciéon 1.4.2. Sean X y Y espacios normados.

a) Y contiene una copta de X si, existe un isomorfismo que va de X a
Y. Si tal isomorfismo es isométrico, se dice que Y contiene una copia
tsométrica de X.

b) X yY son isomorfos (lo cual denotaremos por X ~ Y ) si, existe un
isomorfismo suprayectivo que va de X a Y. Si tal isomorfismo es iso-
métrico, se dice que X y Y son isométricamente tsomorfos (lo cual
denotaremos por X =Y ).

9El primer ejemplo de este tipo de espacios se debe a Szarek [48].
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La mayoria de las propiedades mas importantes que un espacio normado
puede tener se preservan bajo los isomorfismos.

Teorema 1.4.1. Sea X un espacio de Banach. S© X es isomorfo a un espacio
reflexivo, o débilmente secuencialmente completo, o que tiene la propiedad
reciproca de Dunford-Pettis, Radon-Riesz o Dunford-Pettis, entonces X tiene
la misma propiedad.

A continuacién enunciamos un teorema que determina cuando un espacio
normado no es isométricamente isomorfo al dual topologico de ningin espa-
cio normado, pero antes enunciaremos la definicién de punto extremal y el
comportamiento que tienen estos bajo los isomorfismos isométricos.

Definicién 1.4.3. Sea X un espacio vectorial y sea K C X. Un vector z € K
es un punto extremal de K si, para todo x,y € K tales que z = (1/2)(z+vy),
z=x=y.

Teorema 1.4.2. [8] Sean X y Y espacios de Banach, sea T : X — Y un
1somorfismo isométrico y sean x € K C X. Entonces, x es un punto extremal
de K siy solo si T'(x) es un punto extremal de T(K).

Teorema 1.4.3. Un espacio normado dimensionalmente infinito cuya bola
unitaria cerrada tiene un nimero finito de puntos extremales no es isométri-
camente isomorfo al dual de ningin espacio normado.

El dual topolégico de todo subespacio de un espacio normado X es iso-
métricamente isomorfo a un espacio cociente del dual topologico de X.

Teorema 1.4.4. Sea M un subespacio de un espacio normado X. Entonces
existe un tsomorfismo isométrico que identifica M* con el espacio cociente
X*/M* tal que si un elemento de M* es identificado con el elemento x*+ M=+
de X* /M~ se tiene que la accion de x*+M=* sobre M estd dada por la formula
(z* + ML) (m) = z*m.

Otra técnica que se emplea para obtener informaciéon de la estructura
algebraica y topologica de un espacio normado es determinar si tal espacio
contiene una copia de ¢ o [;.

Teorema 1.4.5. Sea X un espacio de Banach.

a) Si X contiene una copia de ¢y, entonces ninguna base de Schauder para
X es acotadamente completa.



1.4. ISOMORFISMOS E ISOMORFISMOS ISOMETRICOS

b) Si X contiene una copia de ly, entonces ninguna base de Schauder para
X es reductora.

Teorema 1.4.6. ([11],/30]) Sean X yY espacios de Banach.

a) Si X yY contienen una copia complementada de cq, entonces WK(X,Y)
no es un subespacio complementado en B(X,Y).

b) SiY contiene una copia complementada de co, entonces K(X,Y') no es
un subespacio complementado en B(X,Y).

Por tal motivo existen teoremas que proporcionan condiciones para de-
terminar cuando un espacio normado contiene una copia de ¢y o (.

Teorema 1.4.7. Sea K un espacio métrico compacto. St X es un subespacio
complementado dimensionalmente infinito de C(K), entonces X contiene un
subespacio complementado tsomorfo a cy.

Teorema 1.4.8. Sea X un espacio de Banach y sea X* el dual topoldgico de
X.

a) X* contiene una copia de ¢y si y sdlo si X contiene una copia comple-
mentada de l;.

b) Si X* contiene una copia de Li|a,b], entonces X contiene una copia del
espacio lq.

Otra técnica que se usa para investigar la estructura algebraica y topo-
logica de un espacio normado es determinar si tal espacio no tiene ciertas
propiedades.

Teorema 1.4.9. Sea X un espacio normado, sea X* el dual topoldgico de X
y sea Y un espacio de Banach que tiene la propiedad de Dunford-Pettis y no
la propiedad de Schur. St X* contiene una copia de Y, entonces X contiene
una copia de l;.

Teorema 1.4.10. [30] Sean X yY espacios de Banach. Si'Y tiene la propie-
dad de aprozimacion acotada y K(X,Y') no es un subespacio complementado
en L(X,Y), entonces K(X,Y') no es isomorfo al dual de ningin espacio nor-
mado ni isomorfo a un subespacio complementado de ningun espacio dual.
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Capitulo 2

La integral de Henstock-Kurzweil

El objetivo de este capitulo es proporcionar un panorama general de los re-
sultados mas elementales e importantes de la integral de Henstock-Kurzweil.
Las demostraciones de los resultados que se exponen en este capitulo, excep-
to la del lema 2.4.1 y las de los teoremas 2.4.1 y 2.4.2, se localizan en libros
especializados en el tema, como [3], [17], [38] y [47].

El lema 2.4.1 y el teorema 2.4.2 son resultados originales de esta tesis,
los cuales estan publicados en [12]. En dichos resultados se establece un
teorema de convergencia para el espacio de las funciones vectoriales Henstock-
Kurzweil integrables definidas en un intervalo no acotado.

2.1. Definiciones

Antes de enunciar las definiciones de las integrales de Kurzweil (defini-
cion 2.1.5) y Henstock (definicion 2.1.4) mencionaremos algunos conceptos
técnicos que se emplean en ambas definiciones.

Definicion 2.1.1. Una particion etiquetada de [a,b] es una coleccion fi-
nita de pares ordenados

P = {([xi—la xi]? tz)}?:lu
tal que {[x;—1, x|}, es una particion cldsica del intervalo [a,b] y el punto t;,

llamado la etiqueta asociada al intervalo [x;_1,x;], cumple que t; € [x;_1, 4],
para todo i =1,...,n.

11
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Definicién 2.1.2. Sea 6 : [a,b] — R una funcion. La funcion 6 es una
funcion medidora' sobre [a,b] si, para todo t € [a,b], 6(t) > 0.

Definicién 2.1.3. Sea §: [a,b] = R wuna funcion medidora 1y sea
P = {([ziz1, ], ti) }y una particion etiquetada de [a,b]. P estd subordina-
da por 0 o P es -fina si, para todoi=1,...,n,

Dada una particion etiquetada P de [a, b] se puede construir una funcion
medidora ¢ sobre [a, b] tal que P esté subordinada por 4. El reciproco también
se cumple, como se establece en el siguiente resultado el cual se le atribuye
a Cousin [7].

Lema de Cousin.? Sea § : [a,b] — R una funcion medidora. Entonces
existe una particion etiquetada P de [a,b] subordinada por ¢.

Definicion 2.1.4. Sea f : [a,b] — R una funcion. f es Henstock inte-
grable en [a,b] si, existe una funcion F : [a,b] — R con la siguiente pro-
piedad: Para todo € > 0 existe una funcion medidora § sobre [a,b] tal que si
P = {([wic1, xi], t:) Y1y es una particion etiquetada de [a,b] subordinada por
0, entonces

Z [F(zi) — Fzio) — f(L)(zi — i) <&

En este caso [T f = F(x) — F(a), para todo x € [a, b).

Definicion 2.1.5. Sea f : [a,b] — R una funcion. f es Kurzweil integrable
en |a, b] si, existe un C € R con la siguiente propiedad: Para todo € > 0 existe
una funcion medidora 6 sobre [a,b] tal que si P = {([zi—1, x:], ti) Y1, es una
particion etiquetada de |a,b] subordinada por §, entonces

D[t @i —wi) = C| <e. (2.1)

!Este concepto aparece en la literatura inglesa como gauge, pero dado el rol que tiene
en la definicién de la integral de Henstock-Kurzweil la traducimos como funcion medidora.

2Para ver un resultado similar al lema de Cousin y algunas de sus aplicaciones invitamos
al lector a consultar [5], [6], [18], [37] v [46].
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El siguiente resultado establece la equivalencia de las integrales de Hens-
tock y Kurzweil para funciones reales.

Teorema 2.1.1. Sea f : [a,b] — R una funcion. f es Henstock integrable en
[a,b] si y sdlo si f es Kurzweil integrable en [a,b]. En este caso, el valor de
las integrales coinciden.

Con base en el teorema anterior, a las integrales definidas por Henstock y
Kurzweil las llamaremos indistintivamente como la integral de Henstock-
Kurzweil. Cuando nos refiramos a esta integral tendremos en mente la de-
finicion 2.1.5.

Teorema 2.1.2. Sea f : [a,b] — R una funcidn Henstock-Kurzweil integrable
en [a,b]. El nimero real C' que cumple con la definicion 2.1.5 es unico.

Con base en el teorema anterior, al inico nimero real C' que cumple con
la definicion 2.1.5 le llamaremos la integral de Henstock-Kurzweil de f
sobre [a, b] y lo denotaremos por f: f.

A continuacién enunciaremos dos teoremas en los cuales se establece la
relacion que existe entre las integrales de Riemann, Lebesgue y Henstock-
Kurzweil.

Teorema 2.1.3. Sea [ : [a,b] — R una funcion. Si f es Riemann integrable
en [a,b], entonces f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y el valor de las
integrales coinciden.

En general, el reciproco del teorema anterior no se cumple. Es decir,
existen funciones que son Henstock-Kurzweil integrables en [a,b], pero no
Riemann integrables sobre el mismo intervalo. Un ejemplo de lo anterior es
la funcion f : [0, 1] — R definida por

flz) = 1 si z€]0,1] es racional,
Y70 si x€]0,1] es irracional.

Teorema 2.1.4. Sea f : [a,b] — R una funcion. Si f es Lebesgue integrable
en [a,b], entonces f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y el valor de las
integrales coinciden.

En general, el reciproco del teorema anterior no se cumple. Es decir,
existen funciones Henstock-Kurzweil integrables en [a, b] que no son Lebesgue

13
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integrables sobre el mismo intervalo. Un ejemplo de lo anterior es la funcion
f:0,1] — R definida por

fz) = 0 si =0,
= 2x cos(m/x?) + Zsin(n/2?) si 0<az <1

2.2. Propiedades elementales

Es de interés que una integral posea las propiedades de linealidad y positi-
vidad dado que estas implican otras propiedades. Los dos teoremas siguientes
mencionan que la integral de Henstock-Kurzweil tiene estas dos propiedades
importantes.

Teorema 2.2.1. (Propiedad de Linealidad) Sean f,q : [a,b] — R fun-
ciones Henstock-Kurzweil integrables en |a,b] y sea ¢ € R. Entonces:

» f+ g es Henstock-Kurzweil integrable en |a, b]

[uro- /f+/

» cf es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y

/abcf:c/abf.

Teorema 2.2.2. (Propiedad de Positividad) Si f : [a,b] — R es una
funcion Henstock- Kurzweil integrable en [a,b] y f(x) > 0, para todo x € [a,b],

entonces )
[ r=0
a

Ahora enunciaremos dos resultados que son consecuencias de las propie-
dades de linealidad y positividad.

Corolario 2.2.1. Sean f,g : [a,b] — R funciones Henstock-Kurzweil inte-
grables en [a,b] tales que f(x) < g(z), para todo x € [a,b]. Entonces

/abe/abg

14
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Corolario 2.2.2. Sea f : [a,b] — R una funcion Henstock-Kurzweil integra-
ble en [a,b]. Si m, M € R cumplen que m < f(x) < M, para todo x € |a, b,
entonces

m(b—a)g/ f< M- a).

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes y necesarias
para determinar cuando una funcién es Henstock-Kurzweil integrable. Este
criterio es Gtil cuando no se puede predecir ni estimar el valor de una integral.

Teorema 2.2.3. (Criterio de Cauchy) Una funcion f : [a,b] — R es
Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y sdlo si para cualquier ¢ > 0 eziste
una funcion medidora § sobre [a,b] tal que si P = {([wi1,zi],t:) iy v
Q = {([yi—1, yi], si) }1™, son particiones etiquetadas de |a,b] subordinadas por
0, entonces

m

Z ) (@i —wia) = Y f(50)(ys — vi1)

=1

<e.

Otra propiedad deseable para una integral es que sea aditiva con respecto
a los subintervalos, propiedad que tiene la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 2.2.4. (Propiedad de Aditividad) Sea f : [a,b] — R una fun-
cion y sea ¢ € (a,b). f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y sdlo si la
restriccion de f sobre [a,c] y [c,b] es Henstock Kurzweil integrable. En este

€450, b b
[i=[1+]s

Los dos colorarios siguientes son consecuencias de la propiedad de aditi-
vidad.

Corolario 2.2.3. Sea f : [a,b] — R wuna funcion Henstock-Kurzweil in-
tegrable en [a,b]. Si [c,d] C la,b], entonces la restriccion de f a [c,d] es
Henstock-Kurzweil integrable.

Corolario 2.2.4. Sea f : [a,b] — R una funcion Henstock-Kurzweil integra-
ble en [a,b]. Sia=cy<cy <---<c¢, =b, entonces las restricciones de [ a
cada uno de los subintervalos [c;_1,¢;] son Henstock-Kurzweil integrables y

[=%[
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A continuacion enunciamos un teorema establecido por Hake [23| para la
integral de Perron.

Teorema 2.2.5. 3 Sea f : [a,b] — R una funcion. f es Henstock-Kurzweil
integrable en [a,b] si y solo si existe un A € R tal que para todo ¢ € (a,b) la
restriccion de f al intervalo |a, c] es Henstock-Kurzweil integrable y

h’m/ f=A.
c—=b— [,
En este caso, A = f;f

El teorema anterior pone de manifiesto una propiedad de la integral de
Henstock-Kurzweil que la diferencia de las integrales de Riemann y Lebes-
gue, ya que si este teorema se reformula para estas dos tltimas integrales el
teorema es falso.

Otra propiedad que tiene la integral de Henstock-Kurzweil que la dife-
rencia de las integrales de Riemann y Lebesgue es la de ser una integral
condicional. Es decir, existen funciones Henstock-Kurzweil integrables en
[a, b] que al hacer la composicion de estas con la funcién valor absoluto la fun-
cion resultante no es Henstock-Kurzweil integrable sobre el mismo intervalo.
Un ejemplo de esto es la funcion f : [0, 1] — R definida por

fz) = 0 si x=0,
~ | 2zcos(n/a?) 4+ Esin(r/2?) si 0<az <1

Siuna funcion f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b] v | f| no es Henstock-
Kurzweil integrable en [a, b] se dice que f es condicionalmente integrable.
Pero si f y |f| son funciones Henstock-Kurzweil integrables en [a, b] se dice
que f es absolutamente integrable y, en este caso, el siguiente resultado
establece la comparacion entre los valores de las integrales de f y |f].

Teorema 2.2.6. Sea f : [a,b] — R una funcidn. Si f es absolutamente

integrable en [a,b], entonces
b b
[ 1= [

3En este teorema se considera el caso para el punto extremo derecho del intervalo [a, b],
pero se puede reformular de manera anéloga para el punto extremo izquierdo.
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Cerramos esta secciéon enunciando un teorema que proporciona una ca-
racterizacion de las funciones Henstock-Kurzweil integrables las cuales son
Lebesgue integrables.

Teorema 2.2.7. Sea f : [a,b] — R una funcion. f es absolutamente Henstock-
Kurzweil integrable en |a,b] si y sélo si f es Lebesque integrable en [a,b]. En
este caso, el valor de las integrales coinciden.

2.3. Teorema fundamental del calculo

Hay dos aspectos a los cuales tradicionalmente se les llama el teorema
fudamental del calculo: uno es concerniente a la integracion de deriwadas y
el otro a la diferenciacion de integrales. En esta secciéon enunciamos ambos
aspectos para la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema fundamental del calculo (integraciéon de derivadas). Si
f :la,b] = R es una funcion diferenciable en |a,b], entonces la funcion f' es
Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y

/JC "= f(x) — f(a), para todo x € [a,].

El teorema anterior menciona que toda funcién diferenciable se puede re-
cuperar a través de su derivada empleando la integral de Henstock-Kurzweil.
Es decir, la integral de Henstock-Kurzweil proporciona una solucién general
al problema de las primitivas. Esta es otra propiedad que tiene la integral de
Henstock-Kurzweil que la diferencia de las integrales de Riemann y Lebesgue.

El teorema anterior se puede generalizar al pedir que la funcion f sea
diferenciable en [a, b] excepto en un conjunto a lo méas numerable, pero man-
teniendo la condiciéon de que f sea continua en [a,b]: Si f : [a,b] — R
es una funcion continua y diferenciable excepto a lo mds en un conjunto
numerable en [a,b], entonces [ es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y

[Zf = f(z) — f(a), para todo x € [a, b].
Antes de establecer la parte del teorema fundamental del calculo refe-

rente a la diferenciacion de integrales enunciaremos el concepto de integral

indefinida.
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Definicion 2.3.1. Sea f : [a,b] — R una funcion Henstock-Kurzweil inte-
grable en [a,b]. A la funcion F : [a,b] — R definida por

F(x) :/ f, para todo x € (a,b],

y F(a) =0 se le llama la integral indefinida de f.

Teorema fundamental del calculo (diferenciacion de integrales).
Sea f: |a,b] = R una funcion Henstock-Kurzweil integrable en |a,b] y sea F
la integral indefinida de f. Entonces:

a) F es continua en [a,b].

b) Si f es continua en ¢ € (a,b), entonces F' es diferenciable en c y

F'(e) = f(c).

Cerramos esta seccién mencionando un resultado que proporciona una
caracterizacion de las funciones absolutamente integrables en términos de la
integral indefinida.

Teorema 2.3.1. Sea f una funcion Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y
sea F' la integral indefinida de f. f es absolutamente integrable en [a,b] si y
sdlo si I es de variacion acotada en [a,b]. En este caso,

[ 11 =var(Fia.n).

2.4. Teoremas de convergencia

En esta seccidén enunciamos algunos teoremas de convergencia que se tie-
nen para el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Para
facilitar la lectura, el simbolo (f,,) denotara una sucesion de funciones reales
definidas en un intervalo compacto [a, b], excepto cuando se diga lo contrario,
y el simbolo HK|a,b] representara el conjunto de las funciones Henstock-
Kurzweil integrables en [a, b].

Teorema de la convergencia monétona. Sea [ : [a,b] — R una
funcion y sea (f,) una sucesion mondtona en HKla,b| tales que, para todo
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r € [a,b], f(z) = lim, o fu(z). Entonces f € HK]|a,b| si y sdlo si la
sucesion ( ;fn) es acotada. En este caso,

f = lim fn
n—o0
El teorema anterior asume que la sucesion (f,,) es creciente o decreciente.

Sin embargo, no toda sucesion de funciones es mono6tona. Por tal motivo, el
siguiente resultado® es de gran utilidad.

Lema de Fatou. Sea (f,,) una sucesion en HKla,b] y « € HK|a,b]. Si

a(z) < fu(x), para todo x € [a,b] y para todon € N, y lim,,_, Inf ff fn < 00,
entonces la funcion lim,,_,. inf f,, es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y

b b
—00 < / lim inf f, < hm inf [ f, <oo.

n—oo a

El siguiente resultado es una extension a la integral de Henstock-Kurzweil
de un teorema probado en 1908 por Lebesgue.

Teorema de la convergencia dominada. Sea f : [a,b] — R una
funcion y sea (f,) una sucesion en HKla,b] tales que f(z) = lim, o0 fn(z),
para todo x € [a,b]. Si existen funciones a,w € HK]la,b| con la propiedad de
que a(z) < fu.(z) < w(x), para todo x € [a,b] y para todo n € N, entonces

f € HKla,b] y
/ =i [ fu

El siguiente teorema de convergencia esta formulado en términos de las
propiedades intrinsicas de la integral de Henstock-Kurzweil: equi-integrabilidad.

Definicién 2.4.1. Una sucesion (f,) en HK]Ja,b] es equi-integrable
si, para todo ¢ > 0 eziste una funcion medidora & sobre |a,b] tal que si
P = {([xi—1, i), t:) Y1y es una particion etiquetada de [a,b] subordinada por

0, entonces
b
(%‘ - %;71) —/ fn

4 Aunque en las hipétesis del lema de Fatou no se requiere que la sucesién sea creciente
o decreciente en su demostracion se emplea el teorema de la convergencia monétona.

< e, para todon € N.
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Teorema de equi-integrabilidad.® Sea f : [a,b] — R una funcién y
sea (fn) una sucesion en HKJa,b]. Si (f,) es equi-integrable y, para todo
x € [a,b], f(z) =lm, o fu(x), entonces f € HK|a,b] y

[ =t [ 5

McLeod [38] y Gordon [16] demostraron, de manera independiente, que
los teoremas de la convergencia mono6tona y dominada son consecuencias del
teorema de equi-integrabilidad.

Todos los teoremas que hemos mencionado anteriormente asumen que la
sucesion (f,,) converja puntualmente. El siguiente teorema considera conver-
gencia uniforme en vez de convergencia puntual.

Teorema de la convergencia uniforme. Sea f : [a,b] — R una funcidn
y sea (fn) una sucesion en HK|a,b]. Si (f,) converge uniformemente a f en
[a,b], entonces f € HK][a,b] y

/f—,};n; I

En general, el teorema anterior no es vilido cuando consideramos interva-
los no acotados. Antes de ver un ejemplo de esto (ejemplo 2.4.1) enunciare-
mos una formulacion equivalente de la definicion de la integral de Henstock-
Kurzweil para funciones que toman valores en un espacio de Banach y que
estan definidas en un intervalo no acotado del conjunto de los niimeros reales.
De aqui hasta terminar esta seccion, los simbolos f y (f,,) representaran una
funcién y una sucesion de funciones que toman valores en un espacio de
Banach X, respectivamente.

Definicion 2.4.2. ¢ Sea X un espacio de Banach y f : [a,00) — X una
funcion. La funcion [ es Henstock-Kurzweil integrable en [a, 00) si, existe un

®A este teorema también se le conoce como el teorema de la convergencia uniforme
de Henstock, dado que la equi-integrabilidad hace a la integrabilidad de la sucesion (f;,)
uniforme en el sentido de que: Si e > 0, entonces existe una funcion medidora que cumple
con la definicion (2.1.5) para todas las funciones que estin en (f).

fEsta definicion se puede reformular para intervalos de la forma (—oco,b] y (—oc, 00),
en este ultimo caso se consideran los intervalos (—oo,a] y [a, 00) para algin a € R.
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A € X tal que para todo ¢ € (a,00) la restriccion de f al intervalo |a,c| es
Henstock-Kurzweil integrable” y

im [ f=A.
c—=b" J,

En este caso, la integral de f en [a,00) (la cual denotaremos por [~ f) es

A.

Ejemplo 2.4.1. Sea X =R y sea (f,) una sucesion de funciones definidas
en [a,00) por
1
fn(m) = EX[a,a—&-n}(x)'

Entonces, (f,) converge uniformemente en [a,o0) a la funcion constante cero,
faoo fn =1, para cada n € N, y el lim,,_, faoo fo=1.

En el teorema 2.4.2 veremos que si f es el limite en el sentido de Moore
de una sucesion (f,,) de funciones Henstock-Kurzweil integrables sobre un
intervalo no acotado, entonces f es Henstock-Kurzweil integrable sobre el
mismo intervalo y el valor de su integral es el limite de las integrales de la
sucesion (f,,). Antes de establecer este teorema de convergencia, el cual es un
resultado original de esta tesis, enunciaremos el concepto de convergencia en
el sentido de Moore y la relacion que tiene esta con la convergencia uniforme.

Definicion 2.4.3. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y sean f y (f.) una
funcion y una sucesion de funciones definidas en un conjunto A C R, res-

pectivamente. La sucesion (f,) converge en el sentido de Moore® a f en
A si, para todo € € CT(A), donde

CH(A)={é: A= R|E es continua en A y é(x) > 0, para todo xv € A},

existe m € N tal que st n > m, entonces

|| fu(x) — f(2)]| < é(x), para todo x € A.

"En el sentido de la definicién 2.1.5, considerando la norma en vez del valor absoluto
en la desigualdad 2.1.

8Este concepto no esta en la literatura que hemos consultado. La nombramos asi dado
que esta estd basada en las ideas de una convergencia que empledé Moore [40] en su estudio
de las ecuaciones integrables lineales.
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Si una sucesion de funciones (f,,) converge en el sentido de Moore a una
funcion f en A, entonces (f,,) converge uniformemente a f en A. En general,
el reciproco no es valido, excepto si A es un conjunto compacto.

Teorema 2.4.1. [0] Sean f y (f.) una funcion y una sucesion de funciones
definidas en A C R, respectivamente. Si (f,,) converge uniformemente a f en
A y A es compacto, entonces (f,) converge en el sentido de Moore a f en A.

El siguiente lema es un resultado auxiliar para la demostracion del teore-
ma 2.4.2. En este lema proporcionamos una caracterizacion de la convergencia
en el sentido de Moore en términos de la convergencia uniforme.

Lema 2.4.1. Sean f y (f,) una funcion y una sucesion de funciones defi-
nidas en [a,00), respectivamente. La sucesion (f,) converge en el sentido de
Moore a f en [a,00) siy sdlo si existe M > a tal que:

a) (fn) converge uniformemente a f en [a, M].

b) fn— =0 en[M,o0), excepto para un nimero finito de indices.

Demostracion. =) Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que la
sucesion (f,) converge en el sentido de Moore a la funcion f en [a,00) v,
para cada M > a,

fn—f #0en [M,o00), para un nimero infinito de indices. (2.2)

Sea M; = |a|+1. Acorde a (2.2), existe n; € N tal que f,, —f # 0 en [M;, 00).
Esto altimo implica que existe x1 > |a| + 1 tal que f,, (z1) — f(x1) # 0. Sea
My = x1+1. Acorde a (2.2), existe ny € N mayor que n; tal que f,,—f # O en
[Ms, 00). Esto ultimo implica que existe zo > 2 tal que f,,(x2) — f(z2) # 0.
Empleando este procedimiento de manera recursiva obtenemos dos sucesiones
(fue) ¥ (xg) con las siguientes propiedades:

1) Para cada k € N, ngq > ng y Tpy1 > xp.
11) xp — oo cuando k — o0.

111) Para cada k € N, f,, (zx) — f(zx) # 0.
Definamos ¢, = || fn, (xr) — f(xk)||/2 v €:a,00) — R por

1 six € [a,x1],
é(x) = Cr, si x = x, para todo k € N,
(;Zi—:;’;) (x —xg) + ¢ si x € [xg, xpy1], para todo k € N.
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Asi, € € Ct[a,00) y, dado que (f,) converge en el sentido de Moore a f en
[a,00), existe m € N tal que si n > m, entonces ||f,(x) — f(z)|| < é(z),
para todo = € [a,00). En particular, para cada k € N tal que n, > m,
|| fr, (xk) — f(xk)|] < é(zk). Lo anterior es una contradiccion.

<) Supongamos que existe M > a tal que:
1) (fn) converge uniformemente a f en [a, M].
11) f, — f=0en [M,oc0), excepto para un ntimero finito de indices.

Acorde a IT), para todo i = 1,...,7, sea f,, — f #Z 0 en [M,00). Con base a
I) y el teorema 2.4.1, (f,,) converge en el sentido de Moore a f en [a, M]. Sea
€ € C*|a, ). Entonces existe m € N tal que si n > m,

|| fu(z) = f(z)]| < é(x), para todo x € [a, M].
Asi, si n > max{m,nq,...,n,;},
|| fu(z) — f(z)]| < é(x), para todo x € [a, 00).

La anterior desigualdad implica que (f,) converge en el sentido de Moore a
f en [a,00). O

Teorema 2.4.2. ° Sean [ y (f.) una funcion y una sucesion de funcio-
nes Henstock-Kurzweil integrables definidas en [a,00), respectivamente. Si
(fn) converge en el sentido de Moore a f en |a,0), entonces f es Henstok-
Kurzweil integrable en [a,00) y

/ f=1m [ 1. (2.3)

n—o0

Demostracion. Dado que (f,) converge en el sentido de Moore a f en [a, 00)
existe, acorde al lema (2.4.1), M > a tal que:

1) (fn) converge uniformemente a f en [a, M].

11) f, — f=0en [M,o00), excepto para un ntumero finito de indices.

9En [12] este teorema esta formulado para la integral impropia de Riemann vectorial.
Sin embargo, las técnicas empleadas ahi también son validas si consideramos la integral
de Henstock-Kurzweil sobre intervalos no acotados.

23



2.5. LEMA DE SAKS-HENSTOCK

Con base a I) y el teorema de la convergencia uniforme, f es Henstock-
Kurzweil integrable en [a, M]. Acorde a II), existe n € N tal que f, = f en
[M,o0) y, por tanto, f es Henstock-Kurzweil integrable en [M, 00). Asi, f es
Henstock-Kurzweil integrable en [a, 00).

Veamos la validez de (2.3).

o [ = [ ) ()
e L e

Como las integrales [17 f, v [y fexisteny [ fo— [ f= [ (fa—f) =0,

| o= L= e

Con base a la igualdad anterior y el teorema de la convergencia uniforme,

h’m/ fn:/ f
n— oo a a

2.5. Lema de Saks-Henstock

—

El lema de Saks-Henstock!'? es de suma importancia en la teorfa de la in-
tegral de Henstock-Kurzweil ya que este resultado se aplica en la mayoria de
las demostraciones de los resultados més importantes que hay en esta teoria.
Por ejemplo, se usa para demostrar que la integral indefinida de una fun-
cion Henstock-Kurzweil integrable es continua y diferenciable (excepto en un
conjunto de medida Lebesgue cero). También se emplea en la demostracion
del teorema de la convergencia monoétona, el cual se usa para demostrar el
lema de Fatou y, este dltimo, para demostrar el teorema de la convergencia
dominada.

Antes de formular el lema de Saks-Henstock enunciaremos la defincién de
subparticion etiquetada.

0Henstock en la pégina 197 de [25] atribuye este lema a Saks [44]. Sin embargo, el uso
de este lema en la teoria de la integral de Henstock-Kurzweil se debe a Henstock.
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Definicién 2.5.1. Sea [a,b] un intervalo compacto. Una subparticion eti-
quetada de [a,b] es una coleccion finita de pares ordenados {([yi—1,vi], i)}y
tal que {[yi—1,y:]}™, es una coleccion de subintervalos no translapados de
[a,b] y s; € [yi_1,yi], para todo i =1,...,m.

Lema de Saks-Henstock. Sea f : [a,b] — R una funcion Henstock-
Kurzweil integrable en [a,b] y para € > 0 sea § una funcion medidora en
[a,b] tal que si P = {([xi—1, 2], t:) 1, es una particion etiquetada de [a, D]
subordinada por d, entonces

;n;f(ti)(% — 1) — /abf

St {([Wie1,yi], 8) Y, es una subparticion etiquetada de  [a,b] tal que
[Yi-1, 4] C [si — 0(s:),8i +6(s:)], entonces

Xm: {f(si)(yi — Yi1) — /yy1 f}

=1

< e

<eE.

Corolario 2.5.1. ' Con las mismas hipdtesis del lema de Saks-Henstock,

m

D

=1

Yi
F(si) (Y — yim1) — / f‘ < 2e.

En general, el resultado anterior ya no es valido cuando extendemos la
integral de Henstock-Kurzweil a funciones vectoriales.

HEste resultado es conocido como el Lema fuerte de Saks-Henstock.
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Capitulo 3

El espacio cociente de las
funciones Henstock-Kurzweil
integrables

En este capitulo hacemos un anélisis del espacio cociente que resulta al
definir en el espacio vectorial de las funciones Henstock-Kurzweil integrables
en [a,b] la relacion de equivalencia ~ dada por: f ~ g si y sdlo si f = g
excepto en un conjunto de medida de Lebesque cero o, equivalentemente, si
f y g tienen la misma integral indefinida. A este espacio cociente lo denota-
mos por HK|a,b], y hacemos referencia a él como el espacio cociente de las
funciones Henstock-Kurzweil integrables. Este capitulo estd conformado por
tres secciones:

Seccioén 3.1. En esta seccion demostramos que la cardinalidad del con-
junto HK|a, b] coincide con la cardinalidad del conjunto de los nimeros reales
(proposicion 3.1.1). Con base a esto tltimo, demostramos que existe una nor-
ma en HK[a, b] que genera una estructura de espacio de Banach (proposicion
3.1.2).

Secciéon 3.2. En esta secciéon demostramos que la topologia débil de
HKC[a,b], considerando en este ultimo la norma de Alexiewicz || - || 4, es na-
tural' (proposiciéon 3.2.1), pero no tonelada® (proposicion 3.2.2).

ILa definicién de este concepto se enuncia en la seccién 3.2.
2La defincién de este concepto se localiza en el apéndice A.3
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Seccibén 3.3. En esta seccion demostramos que (HK[a,b],||-||4) contiene
una copia complementada de ¢y (proposicién 3.3.1) y una copia no comple-
mentada de [ (proposicion 3.3.3). Como una consecuencia de la proposicion
3.3.1 demostramos que (HK][a,b], || - ||4) no tiene las propiedades de Radon-
Riesz y Schur (proposicion 3.3.2). Ademés, demostramos que (H/C[a, ], ||-||4)
tiene la propiedad de Dunford-Pettis (proposicion 3.3.4), pero no la propiedad
«-Dunford-Pettis (proposicion 3.3.5). Sin embargo, (HK[a,b], || - ||4) cumple
una version mas fuerte de la propiedad x-Dunford-Pettis (proposicion 3.3.6).

Todas las proposiciones que aparecen en este capitulo son resultados ori-
ginales de esta tesis. Las proposiciones 3.1.1 y 3.1.2 estan publicadas en [22].
Las otras proposiciones se han enviado a una revista (indexada en JCR) para
su posible publicacion.

3.1. El espacio HK|a, b]

Una de las propiedades que se buscan al definir una norma en un espacio
normado es la de generar una estructura de espacio de Banach. Asi, nos
vemos motivados a preguntarnos jexiste una norma en HK|a, b que lo dote
de una estructura de espacio de Banach? La respuesta a la anterior pregunta
es afirmativa (proposicion 3.1.2). Antes de demostrar la proposicion 3.1.2
demostramos el siguiente resultado que se empleara en la demostracion de la
proposicion referida.?

Proposicion 3.1.1. La cardinalidad del conjunto HK|a,b] es igual a la car-
dinalidad del conjunto de los nimeros reales.

Demostracion. Sea G : HK[a,b] — Cla,b] el mapeo definido por G(f) = F,
donde F es la integral indefinida de f. Asi, G es inyectivo y, por tanto,

card (HK[a,b]) < card (Cla,b]) .
Con base en la desigualdad anterior y teniendo en consideraciéon que

card ({f : [a,b] = R| f es constante}) = ¢ = card (Cla, b)),

3El simbolo ¢ empleado en las demostraciones de las proposiciones 3.1.1 y 3.1.2 repre-
senta la cardinalidad del conjunto de los ntimeros reales.
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card (HK[a,b]) = c.
[

Proposicion 3.1.2. Ezxiste una norma en HK|a, b] que genera una estructura
de espacio de Banach.

Demostracion. Dado que Ly[a,b] es un espacio de Banach de dimension al-
gebraica infinita,
dim(L4[a, b)) > c.

Acorde a la desigualdad anterior y teniendo en consideracion que Li[a,b] es
un subespacio vectorial de HK|a, b],

c < dim(HK][a, b]). (3.1)

Como dim (HK[a,b]) < card (HK|a,b]) se tiene, con base en la proposicion
3.1.1, que

dim(HK|a, b)) < c. (3.2)
Acorde a las desigualdades (3.1) y (3.2),
dim(HKla, b)) = c. (3.3)

Asi, con base a (3.3), el teorema A.2.2 y la hipotesis del continuo obtenemos
la conclusion deseada. O]

En ciertos contextos no solo basta con definir una norma en HK[a, ]
que genere una estructura de espacio de Banach. También es importante
que esta norma esté relacionada con la integral de Henstock-Kurzweil. ;FEn
qué sentido una norma en HK[a,b] debe estar relacionda con la integral de
Henstock-Kurzweil? Una respuesta a la pregunta anterior estd dada en la
siguiente seccion.

3.2. Topologias naturales en HK|a, b|

En el marco de los espacios vectoriales topologicos?, un marco mas general
que el de los espacios normados, algunos autores han definido topologias
vectoriales® en HK[a,b] que estan relacionadas con la integral de Henstock-
Kurzweil en el sentido de la siguiente definicion.

4La definicién de este tipo de espacios esta dada en el apéndice A.3.
La definicién de este concepto se enuncia en el apéndice A.3.
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Definiciéon 3.2.1. 5 Una topologia vectorial T en HK[a,b] es natural si,
para toda sucesion (f,) en HK[a,b] tal que f, — 0 bajo dicha topologia,
[Z fu =0, para todo x € [a,b].

Hoéning [27] demostré que no existe una norma en HK[a,b] que genere
una estructura de espacio de Banach y que la topologia generada por esta
sea natural”. Por tanto, la topologia generada por la norma de la proposicion
3.1.2 no es natural.

Un ejemplo de una topologia natural en HK|a, b] es la generada por la
norma de Alexiewicz [2], norma que quizé sea la més estudiada en HK|a, b].
Esta norma se define de la siguiente manera: Sea f € HKla,b]. La norma de
Aleziewicz de f se define como

1711 = sup{

/ f‘ : para todo x € (a,b]}.

Si f € HK[a,b] y F es la integral indefinida de f, entonces || f||a = ||F||oo-
Por tanto, si (f,) es una sucesion en Hla, b tal que ||f,||a — 0y (F,) es la
sucesion de las integrales indefinidas de (f,,), entonces ff fn — 0, para todo
x € [a,b]. Asi, la topologia generada por la norma de Alexiewicz es natural.
Ademas, HK[a,b] dotado con la topologia generada por la norma de Ale-
xiewicz es un espacio ultrabornologico® (ver [15]) y, por tanto, tonelado. Sin
embargo, acorde a lo demostrado por Honing en [27], la norma de Alexiewicz
no genera una estructura de espacio de Banach en HKla, b].

Dado que las topologias débil y normada de un espacio normado tienen
ciertas similitudes, por ejemplo tienen los mismos conjuntos acotados y el
mismo espacio dual, nos vemos motivados a investigar algunas propiedades

de la topologia débil de (HK[a,b], || - ||4)-

Proposiciéon 3.2.1. La topologia débil del espacio (HK[a,b],|| - ||a) es na-
tural.

5Esta definicién es la que comunmente se considera en la literatura referente al tema.
Sin embargo, esta definicién se puede generalizar empleando redes en vez de sucesiones.
Esta ultima definicién es equivalente a la definicién 3.2.1 para topologias metrizables o
ultrabornolégicas.

"En ese mismo articulo, Héning menciona que la técnica que él emple6 sirve para
demostrar que en HK[a, b] no existen topologias naturales y de Fréchet.

8La definicién de este concepto se enuncia en el apéndice A.3.
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Demostracion. Sea T, la topologia débil de (HK[a,b],||-||4) v sea (f,) una
sucesion en (HK[a,b],|| - ||a) tal que
fo = 0.

Con base en la definicion 1.1.2 inciso a),
" f, = 0, para todo x* € (HK]a,b],|| - ||4)".

Acorde a lo anterior y al teorema 4.2.1,
b
/ fng — 0, para toda g € NBV|a,b].
Asi, al considerar la funcion g € NBV|a, b] definida por g(z) = X4, (%),

/ fn — 0, para todo = € [a, b)].

Por tanto, 7,, es una topologia natural. O
Proposicion 3.2.2. La topologia débil del espacio (HK[a,b],||-||a) no es
tonelada.

Demostracion. Sean T4 y T, las topologias fuerte y débil de (HK[a, ], || - |]4),

respectivamente. Supongamos que 7, es tonelada. Asi, acorde a la proposicion
3.2.1y al hecho de que toda topologia natural y tonelada en HK|a, b] contiene
a la topologia de Alexiewicz (ver [14]),

T4 € Ty-

Con base en lo anterior y teniendo en consideracion que la topologia débil de
un espacio normado esta contenida en la topologia fuerte,

TA = Tw-
Lo anterior implica que (HK[a,b],|| - ||a) es de dimension algebraica finita,
lo cual es una contradicion acorde a (3.3) de la proposicion 3.1.2. ]

Acorde a la proposicion 3.2.1, la topologia débil de (HKla, b], || - ||4) es na-
tural y, por tanto, esta relacionada con la integral de Henstock-Kurzweil. Sin
embargo, con base en la proposicion 3.2.2, la topologia débil de (HCa, b], || - ||4)
no es tonelada y, por tanto, carece de una propiedad importante en la teoria
de los espacios vectoriales topolégicos.
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3.3. Propiedades del espacio (HK[a,b],|| - ||4)

Como se menciono en la seccion anterior, (HK[a, b, ||-|| ) no es un espacio
de Banach. Como una consecuencia de esto 1ltimo, se tiene que el espacio
(HK[a,b],|| - ||a) no es isomorfo al dual de ningin espacio normado y, por
tanto, no es reflexivo. Sin embargo, la no completés de (HK[a,b],|| - ||a)
no impide que en este espacio se cumplan otras propiedades de los espacios
normados. En esta seccién demostramos algunas de estas.

Proposicion 3.3.1. El espacio (HK[a,b],||-||a) contiene una copia comple-
mentada de cg.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que [a,b] = [0, 1].
Construiremos un operador 7" : ¢g — (HK[0, 1], || - ||4) que sea lineal, inyec-
tivo, acotado y cuyo operador inverso T~! sea continuo sobre el rango de 7.

Sea (aj) € co. Definamos la funciéon f,) : [0,1] — R por

0 si x=0,
Flom) () = ap, siox=1/k,
(%) (x—1)+o st z€(3,5), parak > 2.
De esta forma se tiene que f(,,) es continua en [0,1] y derivable, excepto

quiza en los puntos de la forma 1/k, en (0,1). Donde f('ak) :[0,1] — R esta
dada por

Qp_1—0 : 1 1
= { wsmam sie € (o), parak 22, 3.4
f(ak)(x) { 0 de otra forma. (3:4)

Por el teorema fundamental del calculo para la integral de Henstock-Kurzweil,
f(’ak) es Henstock-Kurzweil integrable en [0,1] y

/x f(/ak) = f(z), para todo z € [0,1]. (3.5)
0

Definamos el operador T': ¢g — (HK[0,1],]| - ||a) por

T((ar)) = f(ak)-

Asi, T es lineal. Ademas:
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3.3. PROPIEDADES DEL ESPACIO (HK[A, B, || - ||4)

El operador T es inyectivo: Sea (aj) un elemento del kernel de T'. Es
decir, T'((ax)) = 0 y, por tanto, f(;i) = 0. Acorde a (3.4), f('ak)(:c) = 0, para
todo = € (3, =) ¥ k > 2. Es decir, % =0y, por ende, a1 = i,
para todo k& > 2. Esto ultimo implica que (aj) es una sucesion constante, y
teniendo en consideracion que limy_, o = 0, o, = 0 para todo k € N. Asi,
T es un operador inyectivo.

El operador T es acotado: Sea (ay) € ¢y. Acorde a (3.5),

/ f(ak)
0

a) Si x =0, entonces f(,,)(0) =0y, por tanto, ‘f(ak)(O)‘ < ||(ag) |00

= | fiap(2)| , para todo z € [0,1]. (3.6)

b) Six = 1/k, entonces f(a,)(%) = ay, y, por tanto, | fia,) (%)] < [|(ar)]|s

c) Siz e (%, ﬁ), para algun k > 2, entonces

foo®) = (5= ta7) (2= ) + o

y, por tanto, el par ordenado (x, f(a,)(x)) forma parte de la recta que une
a los puntos (ﬁ) ak—l) y (%7 Cl{k;) . ASiJ f(ak)(x)‘ < ||(ak)||00

Con base en los incisos a), b) y ¢),

/ f(ak)
0

Acorde a esta tltima desigualdad y teniendo en consideracion que

7@y = [[Fo |, =510 | [ fi| € .11},

se tiene que ||T'((ow))||4 < ||(o)||oo- Asi, T" es un operador acotado.

= [ftan (@) < [[(a)]]oo, para todo z € [0, 1].

El operador 7! es acotado en el rango de T: Sea

A = {f(an) | (ar) € co}.

Veamos que A es un subespacio cerrado de C[0,1]. En efecto, sea f € Ay
sea (f(a,.,)) una sucesion en A tal que

f(ay..) converge uniformemente a f en [0, 1]. (3.7)
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a) Si x = 0, entonces f(a, ,)(0) = 0, para todo n € N. Luego, como conse-
cuencia de (3.7), lim, o f(a;.,)(0) = 0. Es decir, f(0) = 0.

b) Si x = 1/k, para cualquier k € N, entonces f(am)(%) = oy, para cada
n € N. Luego, como consecuencia de (3.7), imy, oo fia,.)(3) = [(3), para
todo k € N. Sea 3, = f(%), para todo k € N. Dado que f es continua en
0y limyo 3 = 0, se tiene que limy,_, f(3) = 0. Es decir, limy_,o B = 0.

Lo cual implica que (8x) € .

¢) Si z € (3,75), entonces f,(z) = (%) (z — 1) + i, para
cualquier k£ > 2. Luego, como consecuencia de (3.7),

tim (o) =t | (R ) (2 1) o
- (west=tm) (7-5) =

Con base a los incisos a), b) y ¢), f € Ay, por tanto, A es cerrado en
C[0,1]. Asi, A es un espacio de Banach. Ahora consideremos el operador
O (HK[0,1],]] - ||a) — C[0, 1] definido por ®(f) = F, donde F es la integral
indefinida de f. De esta forma se tiene que ® es lineal, inyectivo y

HfHAzsup{

/Oxf' e [071]} = sup {|F(z)| : @ € [0,1]} = [|F]w.

Es decir, ® es una isometria lineal. Dado que ® (T'(¢p)) = A y teniendo en
consideracion que A es un espacio de Banach, T'(¢) también es un espacio de
Banach. Asi, al considerar que el operador lineal T : ¢y — T'(¢g) es biyectivo,
el operador T—! es acotado.

Dado que T : ¢ — (HK[0,1],||-||4) es un operador lineal, inyectivo, aco-
tado y cuyo operador inverso 7! es continuo en el rango de T, se tiene que
(HK[0,1],]|-|]4) contiene una copia de cy. Al ser (HK[a,b],||-||4) un espacio

separable (ver [47]), ¢ esta como copia complementada en (HK[a,b], || -||4)
ya que todo espacio normado separable que contiene una copia de ¢y es com-
plementada. O

Proposicién 3.3.2. El espacio (HK|a,b],||-]|a) no tiene las propiedades de
Radon-Riesz y Schur.
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3.3. PROPIEDADES DEL ESPACIO (HK[A, B, || - ||4)

Demostracion. Si un espacio normado tiene la propiedad de Radon-Riesz o
la propiedad de Schur, entonces todo subespacio cerrado de él tiene la misma
propiedad. Asi, la conclusion se sigue de la proposicion 3.3.1 y del hecho de
que ¢y no tiene las propiedades de Radon-Riesz y Schur. O

Proposicion 3.3.3. El espacio (HK|a,b],||-||a) contiene una copia no com-
plementada de [;.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que [a,b] = [0, 1].
Sea (i) € I y sea x = S.°°, | Bk|. Definamos ay, = = — S+, | 3], para todo
k € N. Asi, la sucesion (ay,) esté en ¢o. Ahora, sea T : Iy — (HK[a,b], || - ||4)

el operador definido por T((5x)) = f('ak). Donde f(/ak) es la derivada de la
funcion fe,) : [0,1] = R dada por

0 si x=0,
foole) - o i o
(%) (x—3)+o si ze (3, 75), parak >2.

La demostracion de que 7" : [} — (HK[0,1],||-||4) es lineal, inyectivo, aco-
tado y cuyo operador inverso T~ ! es continuo en el rango de T' es similar a la
demostracion del operador T': ¢g — (HK[0,1],||-||4) de la proposicion 3.3.1.
Por tanto, (HK[a,b],|| - ||4) contiene una copia de [;. Supongamos que dicha
copia es complementada en (HK[a,bl, || - ||4). Asi, (HK[a,b],||-||4)* contie-
ne una copia (complementada) de I, y al ser (HKla,b],|| - ||4)* débilmente
secuencialmente completo, [, es débilmente secuencialmente completo. Esto
altimo es una contradiccion. Por tanto, (HK[a,b], || - ||4) contiene una copia
no complementada de [;. O

Ahora, demostraremos que el conjunto de los operadores débilmente com-
pactos que van de un espacio normado E a (HK[a,b],||-|]4) esta contenido
en el conjunto de los operadores completamente continuos. Es decir, demos-
traremos que (H/C[a,b],|| - ||4) tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Proposicion 3.3.4. El espacio (HK[a,b], ||-||4) tiene la propiedad de Dunford-
Pettis.

Demostracion. Sea (f,) una sucesion en HK|a, b] y sea (z) una sucesion en
(HIC[CL, b]? H ’ HA)* tales que

fo =50 vy ot %0, (3.8)
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Si Hf[a\,b] es la completacion de (HK[a, b],||-|]4), entonces HK[a, b] es denso
en HK[a,b]. Asi, a las sucesiones (f,) y («}) las podemos considerar como

sucesiones en HK|[a,b] y <7—UC[a, b}) , respectivamente. Por tanto, con base

a (3.8) y al inciso a) de la proposicion 4.2.1,
xy fn — 0.

Con lo cual obtenemos la conclusién deseada. O]

Acorde a la proposicion 3.3.4, el operador evaluacion
A (HK[a, 0], [| - [|a) x (HK[a,b], ][ - [[4)°

definido por

A(f,xz*)=2"f
es secuencialmente continuo considerando las topologias débiles de los espa-
cios (HK[a,b],|| - [|a) v (HK[a,b],]| - ||a)*. Sin embargo, si consideramos la

topologia débil de (HK[a,b], ||-||4) ¥ la topologia débil* de (H[a, bl, || ||4)*,
el operador A no es secuencialmente continuo. Esto dltimo es el contenido de
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.3.5. El espacio (HK[a,b],|| - ||a) no tiene la propiedad *-
Dunford-Pettis.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Dado que (HK[a,b], || - ||4) es un
espacio separable (ver [47]) se tiene, con base en el teorema 1.1.1, que la
topologia débil* relativa a la bola unitaria cerrada de (HK[a,b],|| - ||4)* es-
t4 inducida por una métrica. Con base en lo anterior y al teorema 1.1.2,
(HK[a,b],|| - ||a) tiene la propiedad de Schur. Esto altimo es una contradic-
cion acorde a la proposicion 3.3.2. O]

Si consideramos la topologia fuerte de (HKa,b],|| - ||a) v la topologia
débil* de (HK[a,b], || - ||a)*, el operador A es secuencialmente continuo. Lo
anterior se demuestra a continuacion.

Proposiciéon 3.3.6. Sean (f,) vy (xf) sucesiones en HK[a,b] y

n

(HK[a,b], || - ||a)*, respectivamente. Si f, [l y x50, entonces

Zy fn — 0.
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3.3. PROPIEDADES DEL ESPACIO (HK[A, B, || - ||4)

Demostracion. En la teoria de los espacios normados, si (z,) es un sucesion

en un espacio de Banach (X ||-]|) y (z%) es una sucesion en el dual topologico

de X tales que z, g y ¥ = 0, entonces

zyx — 0. (3.9)

La razon principal que garantiza la validez de (3.9) es el principio del aco-
tamiento uniforme. En la teoria de los espacios vectoriales topologicos los
espacios tonelados cumplen el principio del acotamiento uniforme. Asi, la
conclusion se sigue del hecho de que HKla,b] dotado con la topologia gene-
rada por la norma de Alexiewicz es tonelado (ver [14]). O
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Capitulo 4

La completacion del espacio
cociente de las funciones
Henstock-Kuzrweil integrables

En este capitulo hacemos un anélisis, dentro del marco de la teoria de
los espacios normados, de la completacion de (HK[a,bl, || - |]4). A esta com-

pletacion la denotamos por HK[a,b] y hacemos referencia a ella como la
completacion del espacio cociente de las funciones Henstock-Kurzweil inte-
grables. Este capitulo esta conformado por dos secciones:

Seccién 4.1. En esta seccién demostramos que (B.[a,b], || - ||«), €l cual

es isométricamente isomorfo a ’Hf[a\,b], es un subespacio complementado en
Cla, b] (proposicion 4.1.1). Ademas, demostramos que (B.[a, b], ||-||oc) contiene
una copia de ¢y (proposicion 4.1.2), tiene las propiedades de Dunford-Pettis
y reciproca de Dunford-Pettis (proposiciones 4.1.3 y 4.1.4, respectivamen-
te), tiene una base de Schauder (proposicion 4.1.5) y tiene las propiedades
de aproximacion y aproximacion acotada (proposicion 4.1.6). También, de-
mostramos que (B.la,bl,|| - ||«) no es débilmente secuencialmente completo
(proposicion 4.1.8) y no tiene las propiedades de Radon-Riesz y Schur (pro-
posiciones 4.1.9 y 4.1.10, respectivamente).

Seccién 4.2. En esta seccion demostramos que todas las proposiciones
de la seccion 4.1 son validas si las formulamos para el espacio HK[a, b] (pro-

posicion 4.2.1). Ademés, demostramos que HK[a, b] contiene una copia no
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4.1. EL ESPACIO Bc[A, B]

complementada de [; (proposicion 4.2.2), no es isométricamente isomorfo al
dual de ningin espacio normado (proposicion 4.2.3), no es reflexivo (pro-
posicion 4.2.5) y no tiene bases de Schauder que sean incondicionales, ni
acotadamente completas, ni reductoras (proposicion 4.2.6). Tambié/n_,iemos—

tramos que, para todo espacio de Banach E, el subespacio K (F, HK|[a, b]) no

—

es complementado en B(E,HK[a,b]) y no es isomorfo a ningiin subespacio
complementado de un espacio dual (proposicion 4.2.8). Atin mas, demostra-

mos que HK[a,b] no contiene una copia de I, ni copias complementadas
de Li[a,b] y de [,, para todo 1 < p < oo (proposiciones 4.2.10, 4.2.11 y
4.2.9, respectivamente). Cerramos esta seccion demostrando que L;[a, b] do-
tado con la topologia generada por la norma de Alexiewicz no es tonelado
(proposicion 4.2.12).

Todos los resultados que aparecen en este capitulo, salvo los teoremas
4.1.1 y 4.2.1, son resultados originales de esta tesis. Los cuales estan publi-
cados en [20] y [21]. Para hacer comoda la lectura de este capitulo, hicimos
los siguientes ajustes:

= La proposicién 4.1.1 forma parte de la demostracién del lema 12 de
[21].

= Las proposiciones 4.1.4, 4.1.5 y 4.1.6 son reformulaciones de las propo-
siciones 3.5 y 3.2 y del corolario 3.3 de [20], respectivamente.

= Las proposiciones 4.1.10 y 4.2.10 son reformulaciones de los comentarios
dados en [21] y [20], respectivamente.

4.1. El espacio B.[a, b]

Como se mencioné en la seccion 1.4, una técnica que se usa para analizar
la estructura algebraica y topologica de un espacio normado es emplear es-
pacios isomorfos a él. En esta seccion empleamos dicha técnica con base en
el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. [?] El espacio (B.[a,b], || ||e) €s isométricamente isomorfo

—

a HKla, b].
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Todos los resultados de esta seccion son concernientes a (B.[a,b], || - ||o0),
donde

B.la,b] = {F : [a,b] — R | F es continua en [a,b] y F(a) = 0}.

Proposicion 4.1.1. El espacio B.[a,b] es un subespacio complementado en

Cla,b].

Demostracion. Sea H : Cla,b] — R el operador definido por H(F) = F(a).
Asi, H es lineal y continuo. Es decir, H es un funcional lineal acotado de
Cla,b]. Por tanto, el kernel de H, ker(H), es un hiperplano de C|a,b]. Es
decir,
Cla,b] = ker(H) & W,
)

donde ker(H) = {F € Cla,b] : F(a) = 0} = B.[a,b] y W es un subespacio
cerrado unidimensional de Cla, b]. O

Como una consecuencia del resultado anterior se tienen las siguientes tres
proprosiciones.

Proposicion 4.1.2. El espacio (B.[a,b],|| - ||«) contiene una copia comple-
mentada de cg.

Demostracion. Acorde a la proposicion 4.1.1, B.[a, b] es un subespacio com-
plementado en C|a, b]. Por tanto, con base en el teorema 1.4.7, obtenemos la
conclusion deseada. ]

Proposicion 4.1.3. El espacio (B.[a,b],||||s) tiene la propiedad de Dunford-
Pettis.

Demostracion. Por la proposicion 4.1.1, B.[a, b] es un subespacio complemen-
tado en C|a, b]. Asi, con base al teorema 1.2.1 y al hecho de que Cla, b] tiene la
propiedad de Dunford-Pettis (ver [4]), obtenemos la conclusion deseada. [

Proposicién 4.1.4. El espacio (B.[a,b],|| - ||e) tiene la propiedad reciproca
de Dunford-Pettis.

Demostracion. Con base en la proposicion 4.1.1, B.|a,b] es un subespacio
complementado en Cla,b]. Asi, acorde al teorema 1.2.1 y al hecho de que
Cla, b] tiene la propiedad reciproca de Dunford-Pettis (ver [19]), obtenemos
la conclusion deseada. O]
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En las demostraciones de las proposiciones 4.1.2, 4.1.3 y 4.1.4 se usa
el hecho de que B,.[a,b] es un subespacio complementado en Cla,b]. En las
demostraciones de las proposiciones 4.1.5y 4.1.7 ese hecho no es fundamental.

Proposicion 4.1.5. El espacio (B.[a,b], || - ||o) tiene una base de Schauder.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que [a,b] = [0,1].
Sea (s,) una sucesion en B.[0, 1] definida de la siguiente manera:

» Para n =1, sea s;(t) = t, para todo t € [0,1].

» Paran > 2y m € N con la propiedad de que 2™ < n < 2™, sea

2m [t — (B2 —1)] si 22 -1 <t< il
sat)=¢ 1—-2"[t— (22 -1)] si Zr-1<t< -1,
0 de otra forma.

Asi, la sucesion (s,) es la base de Schauder clasica, sin considerar el primer
elemento, de C|0, 1]. Por tanto, no es complicado verificar que (s,) es una
base de Schauder para el espacio B.[0, 1]. ]

Dado que todo espacio de Banach que tiene una base de Schauder no
solo tiene la propiedad aproximacion sino también la propiedad de aproxi-
macion acotada, el siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la
proposicion 4.1.5.

Proposicion 4.1.6. Fl espacio (B.|a,b],||-||«) tiene las propiedades de apro-
rimacion y aprorimacion acotada.

Proposicion 4.1.7. El conjunto de los puntos extremales de la bola unitaria
cerrada del espacio (B.[a,b],|| - ||~) €s vacio.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea F' un elemento de la bola uni-
taria cerrada de (B.[a,b], || ||s)- Al ser F una funcion continua en [a, b, para
e =1/2 existe un § > 0 tal que

|F(z)| < %, para todo x € [a,a + 0).
Sea r cualquier funcion continua en [a, a + 6] con la propiedad de que
ra)=0=r(a+8) y 0< |l < 3.
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Definamos las funciones G y H de la siguiente manera:

() +7r(x) s x€la,a+d],
Glz) = { F(z si x€la+0,b)].

Fo
Hiz) = { F(z) —r(z) =i xE[a,a—i—é],
F(x) si x €la+0,b].

Asi, Gy H son continuas y ||G|lee =1 = ||H||OO Es decir, G y H estan en
la bola unitaria cerrada de (B.[a,b], || - ||o)-

Dado que F' = (1/2)(G + H) y F es un punto extremal, F = G = H. Lo
anterior es una contradiccion ya que G # H. O

Haciendo uso del teorema 1.1.3 obtenemos las siguientes dos proposicio-
nes.

Proposicion 4.1.8. Fl espacio (B.[a,b], || ||s) no es débilmente secuencial-
mente completo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |b—a| > 1. Para
todo n € N, sea F), : [a,b] — R definida por

[0 si x€la,b—1],
F"(x)_{n(:v—b)+1 sioze(b— L.

Asi, (F,) es una sucesion en B.[a,b] y
» lim,,_,o, F,,(x) existe, para todo z € [a, b].
» ||F,]|eo = 1, para todo n € N.
Por tanto, con base en el teorema 1.1.3, (F),) es una sucesion débilmente de

CaUChy en (Bc[au b]u H ) ||oo)

Supongamos que la sucesion (F,,) converge débilmente a una funcion G
en (B.[a,b], || ||)- Entonces, acorde al teorema 1.1.3, G(z) = lim,,_,o F,,(2),
para todo x € [a,b]. Asi,

[0 si x€]a,b),
G<x>_{1 si x=hb.

Por tanto, G no es una funcién continua. Lo anterior es una contradiccion
dado que G € B.[a,b]. Asi, (F},) no converge débilmente en (B.[a,b], || - ||~0)-
]
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Proposicion 4.1.9. El espacio (B.a,b],|| - ||«) no tiene la propiedad de
Radon-Riesz.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |b—a| > 1. Para
todo n € N, sea F,, : [a,b] — R definida por

(—n(b—Z)—1> (x—a) si x€la,b—1/n],
Fo(x) =9 2n(b—2) —1 si ze(b—1/nb—1/2n),
2n(zx —b) +1 si ze(b—1/2n,b).

Asi, (F,) es una sucesion en B.[a, b]. Ademas:

» (F,) converge puntualmente en [a, b] a la funcion F : [a,b] — R definida
por F(z) = (x —a)/(b—a).

v ||F,.||o =1, para todo n > 2.

Por tanto, con base en el teorema 1.1.3, (F},) converge débilmente a F'. Ade-
mas, ||Fulle = ||F||leo. Sin embargo, (F),) no converge a F' en el espacio
(Bela, bl [[ - [loo)- O

Si un espacio normado tiene la propiedad de Schur, entonces tiene la
propiedad de Radon-Riesz. Por tanto, con base en la proposiciéon 4.1.9, el
siguiente resultado se obtiene de manera inmediata.

Proposiciéon 4.1.10. El espacio (B.[a,bl,|| - ||o) no tiene la propiedad de
Schur.

4.2. La completacion de (HK[a,b], || ||4)

La mayoria de las propiedades mas importantes que un espacio normado
puede tener se preservan bajo los isomorfismos y, en particular, bajo los

isomorfismos isométricos. Asi, al ser (B.[a, 8], ||-||s) iSométricamente isomorfo
—_—
a HK]|a,b], todas las proposiciones que se localizan en la seccién anterior
—_—

también son validas si se formulan para el espacio HK|[a,b]. Por tanto, la
siguiente proposicion se obtiene de manera inmediata.

o —

Proposicion 4.2.1. El espacio HKC[a,b] cumple con las siguientes propieda-
des:
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a) Tiene la propiedad de Dunford-Pettis.
b) Tiene la propiedad reciproca de Dunford-Pettis.

¢) Tiene una base de Schauder y las propiedades de aprozimacion y aproxi-
macion acotada.

d) Contiene una copia complementada de cg.

e) No tiene las propiedades de Radon-Riesz y Schur.

f) No es débilmente secuencialmente completo.
Acorde al siguiente teorema, empleando el espacio

NBV]a,b| = {g € BV[a,b] | gla) =0y lim, g(x) = g(z0), Vo € (a, b)} :

I‘)ﬁo

dotado con la norma de la variacion

lgll = Var(g; [a, b])

también podemos obtenemos informaciéon de la estructura algebraica y topo-

—

logica de HK[a, b] (proposicion 4.2.2).

Teorema 4.2.1. [}7] El espacio NBV]a,b] dotado con la norma de la va-
riacion es isométricamente isomorfo al dual topoldgico de (HK[a,b], || |]a).

—

Proposicion 4.2.2. El espacio HK[a,b] contiene una copia no complemen-
tada de l;.

Demostracion. Acorde al teorema 4.2.1,

NBV]a,b] = (HK[a,b],]|| - |]a)"
Por tanto, el dual topologico de Hf[a\,b] es isométricamente isomorfo a
NBV]a,b]. Es decir,
HK[a,b] = NBV]a,b. (4.1)
Interpretando el teorema 2.3.1 en términos de isomorfismos isométricos,
NBV|a,b] contiene un subespacio isométricamente isomorfo a L1|a, b]. Asi,
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4.2. LA COMPLETACION DE (HK[A, B],|| - ||4)

—

con base a (4.1) y al inciso b) del teorema 1.4.8, HK|a, b] contiene una copia
de ll.

Supongamos que [; estd como copia complementada en HK|a, b]. Enton-

%

ces, por el teorema 1.4.8, H/[a,b] contiene una copia de ¢y. Asi, acorde a
(4.1), NBVa, b] contiene una copia de ¢y. Lo cual es una contradiccion. [

—_—
El dual de HK[a,b] es isométricamente isomorfo a un espacio normado,

acorde a (4.1) de la proposicion 4.2.2. Sin embargo, HK[a, b] no es isométri-
camente isomorfo al dual de ningiin espacio normado.

—

Proposicion 4.2.3. El espacio HK|a,b] no es isométricamente isomorfo al
dual de ningun espacio normado.

Demostracion. Acorde a la proposicion 4.1.7, el conjunto de los puntos ex-
tremales de la bola unitaria cerrada de (B.[a, b], || -||) es vacio. Dado que los
puntos extremales se preservan bajo los isomorfismos isométricos (teorema
1.4.2) se tiene, con base al teorema 4.1&&16 el conjunto de los puntos extre-

males de la bola unitaria cerrada de H[a, b] es vacio. Asi, al ser Hf[a\,b] de

dimension algebraica infinita se tiene, acorde al teorema 1.4.3, que HK[a, b
no es isométricamente isomorfo al dual de ningin espacio normado. O]

La proposicién anterior menciona que no existe un espacio normado tal
que su dual topol()g/igi tenga la misma estructura algebraica, métrica y topo-
logica que la de HK[a, b]. Lo anterior no excluye la posibilidad de que exista
un espacio normado tal que su du;al@polégico tenga la misma estructura al-

gebraica y topologica que la de H/Cla, b]. Por lo cual nos preguntamos jexiste

un espacio normado tal que su dual topologico sea isomorfo a HK[a, b]?

Proposicion 4.2.4. El espacio HI[a,b] no es isomorfo al dual de ningin
espacio normado.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea X un espacio normado y sea
X* el dual topologico de X tal que
HK[a,b] ~ X*. (4.2)

Dado que (HKla, b],||-||a) es separable (ver [47]), HK[a, b] también es sepa-
rable. Asi, acorde a (4.2), X* es separable.
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LAS FUNCIONES HENSTOCK-KUZRWEIL INTEGRABLES

Con base a (4.2) y al inciso d) de la proposicion 4.2.1, X* contiene una
copia complementada de ¢y. Dado que ¢y tiene la propiedad de Dunford-
Pettis y no tiene la propiedad de Schur se tiene, con base al teorema 1.4.9,
que X contiene una copia de [;. Por tanto, acorde al teorema 1.4.4, [} es
isométricamente isomorfo a X* /I{-. Es decir

I X/l (4.3)

Dado que [} es isométricamente isomorfo a [, se tiene, acorde a (4.3),
que
loo =~ X* /17

Con base en esto ultimo y al hecho de que X* es separable, [, es separable.
Lo cual es una contradiccion. O

Como una consecuencia inmediata de la proposicién 4.2.3 obtenemos el
siguiente resultado.

—

Proposicion 4.2.5. El espacio HK|a,b] no es reflexivo.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Asi, el mapeo candnico que va de
—_— —_—

HK[a,b] al doble dual topolégico de HK[a, b] es suprayectivo y, por tanto,

— k%

HKa,b] = HK[a, b]

*

Es decir, HK|[a, b] es isométricamente isomorfo al dual topologico de H[a, b] .
Lo cual es una contradiccion acorde a la proposicion 4.2.3. ]

En las demostraciones de las tres proposiciones siguientes hacemos uso
del hecho de que ¢q y {5 estan contenidos como copias en HK[a, b].

Proposicion 4.2.6. El espacio HK[a,b] no tiene una base de Schauder que
sea acotadamente completa, ni reductora.

Demostracion. Con base en la proposicion 4.2.2 y el inciso d) de la proposi-

cion 4.2.1, HK[a, b] contiene una copia de [; y una copia complementada de
co. Por tanto, acorde al teorema 1.4.5, obtenemos la conclusién deseada. [

Proposicion 4.2.7. El conjunto de los operadores débilmente compactos que
van HK[a,b] en si mismos no es un subespacio complementado en el espacio

normado de los operadores acotados que van de HK[a,b] en Hmb].
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4.2. LA COMPLETACION DE (HK[A, B],|| - ||4)

Demostracion. Con base al inciso d) de la proposicion 4.2.1, HK|a, b] contiene
una copia complementada de ¢y. Asi, acorde al inciso a) del teorema 1.4.6,
se obtiene la conclusion deseada. O

Proposicion 4.2.8. Sea E un espacio de Banach. Entonces, el espacio

K(E, HK[a,b]):

a) No es un subespacio complementado en B(E, HK|a,b]).

b) No es isomorfo al dual de ningin espacio normado, ni isomorfo a un
subespacio complementado de ningun espacio dual.

Demostracion. .

a) Con base al inciso d) de la proposicion 4.2.1, HK[a, b] contiene una copia
complementada de ¢q. Asi, acorde al inciso b) del teorema 1.4.6, obtenemos
la conclusion deseada.

—

b) Acorde al inciso anterior, K(FE,HK[a,b]) no es un subespacio comple-

mentado en B(E,HKla,b]). Asi, dado que HK][a,b] tiene la propiedad
de aproximacion (inciso c¢) de la proposicion 4.2.1) se tiene, con base al
teorema 1.4.10, la conclusion deseada.

]

Asi como nos da informacion de la estructura algebraica y topolédgica de
un espacio normado el hecho de saber que este contiene una copia (com-
plementada) de ¢y o [;. También, podemos obtener informacién de dicha
estructura si sabemos que el espacio normado en cuestion contiene una copia
(complementada) de [, para algin 1 < p < oco. Por lo cual nos preguntamos
g}[mb] contiene una copia (complementada) de [, para algin 1 < p < co?

—

Proposicion 4.2.9. El espacio HK[a,b] no contiene una copia complemen-
tada de l,, para todo 1 < p < oo.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea p € (1, 00) tal que [, es isomor-

fo a un subespacio complementado de HKla,b]. Dado que HK|a,b] tiene la
propiedad de Dunford-Pettis (inciso a) de la proposicion 4.2.1), y al preser-
varse esta propiedad bajo los isomorfismos y los subespacios complementados
(teorema 1.2.1), [, tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Esto altimo es una
contradiccion ya que ningin espacio de Banach reflexivo dimensionalmente
infinito tiene tal propiedad. O
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—

Proposicion 4.2.10. El espacio HK[a,b] no contiene una copia de l.

—

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea W un subespacio de HX[a, b]
isomorfo a [.,. Es decir,

W~ (4.4)
Al ser (HK[a,b],]|| - ||a) separable (ver [47]), Hmb} es separable y, por
tanto, W es separable. Asi, acorde a (4.4), I, es separable. Lo cual es una
contradiccion. n

Acorde a la proposicion 4.2.9, HK|a, b] no contiene copias complementa-
das de los espacios [, siendo 1 < p < oo. Sin embargo, estos tiltimos si estan

contenidos como copias en HK[a, b] dado que éste es un hiperplano de C|a, b
(teorema 4.1.1 y demostracion de la proposicion 4.1.1).

Cerramos esta seccién con dos proposiciones formulados para el espacio
Li[a, b]. Estas proposiciones fueron motivadas por las siguientes preguntas:

—

= Al ser Li[a,b] un subespacio vectorial de HK[a,b], HK[a,b] contiene
una copia de Li[a, b]. {Esta copia es complementada?

= HKla,b] con la topologia generada por la norma de Alexiewicz es un
espacio ultrabornolégico y, por ende, un espacio tonelado. Asi, dentro
del marco de la teoria de los espacios vectoriales topologicos, HK[a, b]
con dicha toplogia goza de varias propiedades. ;L[a,b] con la topo-
logia relativa inducida por la topologia de Alexiewicz es un espacio
ultrabornologico?

o —

Proposicion 4.2.11. El espacio HK|a,b| no contiene una copia complemen-
tada de Li[a,b].

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sea W un subespacio complemen-
—_—

tado de HK[a, b] tal que
W ~ Ly[a,b]. (4.5)

Con base en el inciso b) de la proposicion 4.2.1, HK[a, b] tiene la propiedad
reciproca de Dunford-Pettis. Asi, acorde al teorema 1.2.1, W tiene la pro-
piedad reciproca de Dunford-Pettis. Por tanto, con base a (4.5) y al teorema
1.4.1, Ly[a, b] tiene la propiedad reciproca de Dunford-Pettis. Lo cual es una
contradiccion. n
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4.2. LA COMPLETACION DE (HK[A, B],|| - ||4)

Proposiciéon 4.2.12. El espacio Li[a,b] dotado con la topologia generada
por la norma de Alexiewicz no es un espacio tonelado.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sean ||-||; ¥ ||-||4 la norma usual y
la norma de Alexiewicz en Lj|a, b, respectivamente. Consideremos el mapeo
identidad ¢ que va de (L1]a,bl,|| - ||1) a (L1]a,b],|| - ||a). Es decir,

i (Lala, O], [ - [lt) = (Lafa, b1, [| - ||4) definido por i(f) = f.

Dado que ||f]|a < ||f]l1, para todo f € Li[a,b], i es acotado y, por tanto,
tiene grafica cerrada. Asi, al ser i el mapeo identidad, i~! tiene grafica cerra-
da. Por tanto, al ser (Li[a,bl,|| - ||4) un espacio tonelado y (L1[a,b],|| - ||1)
un espacio de Banach, i~! es acotado. Como los operadores i y i~! son aco-
tados, (L1[a,b], || - ||a) es un espacio de Banach. Asi, al ser L;[a,b] denso en
(HK[a,b], || - ||a), (HK][a,b],|] - ||4) es un espacio de Banach. Lo cual es una
contradiccion. ]
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Conclusiones

Las conclusiones respecto a los resultados presentados en esta tesis son
las siguientes:

1) Respecto al espacio (HK|a,b],|| - ||4)-

a)

Aunque (HKla,bl,]|| - ||a) no es un espacio de Banach, si cumple
con otras propiedades que son de interés en la teoria de los espa-
cios normados. Por ejemplo, (HK[a,b],|| - ||4) tiene la propiedad de
Dunford-Pettis (proposicion 3.3.4), una version fuerte de la propie-
dad *-Dunford-Pettis (proposicion 3.3.6) y contiene una copia (com-
plementada) de ¢y (proposicion 3.3.1). Hacemos énfasis en que la
técnica empleada en la demostracién de esto utlimo sirve para de-
mostrar que otros subespacios de ¢y también estan contenidos como
copias en (HK][a,b],||-||4). Un ejemplo de ello es la proposicion 3.3.3
en donde se demuestra que (HK[a, b],|| - ||4) contiene una copia (no
complementada) de [;.

En la teoria de los espacios vectoriales topolégicos, la topologia débil
de (HK][a,b],||-||4) no es de mayor utilidad que la topologia generada
por la norma de Alexiewicz. En el sentido de que esta topologia no es
tonelada (proposicion 3.2.2), atn siendo natural (proposicion 3.2.1).

—

11) Respecto al espacio HK[a, b]

a)

Aunque Hmb] es un espacio de Banach, no tiene muchas de las
propiedades deseables para los espacios normados. Por ejemplo, no
es isomorfo al dual de ningin espacio normado (proposicion 4.2.4),
no es reflexivo (proposicion 4.2.5), no es débilmente secuencialmente
completo (inciso f) de la proposicion 4.2.1) y no tiene las propiedades
de Radon-Riez y Shur (inciso e) de la proposicion 4.2.1). Tampoco

49



tiene bases de Schauder que sean acotadamente completas, ni reduc-
—_—

toras (proposicion 4.2.6). Sin embargo, al saber que H/[a, b] contiene
copias no complementadas de los [, para todo 1 < p < oo (proposi-
cion 4.2.9) y una copia complementada de ¢q (proposicion 4.2.2) se
puede obtener wplio conocimiento de la estructura algebraica y

topologica de HK[a, b]. Ejemplo de esto altimo son las proposiciones
4.2.7y 4.2.8.

Gran parte de los resultados originales de esta tesis se encuentran publi-
cados en los siguientes articulos:

L. A. Gutiérrez, J. A. Escamilla, M. G. Raggi, and J. F. Estrada, The
closed graph theorem and the space of Henstock-Kurzweil integrable
functions with the Alexiewicz norm, Abstract and Applied Analysis,
vol. 2013, Article ID 476287, 4 pages, 2013. doi:10.1155/2013 /476287

L. A. Gutiérrez, J. A. Escamilla, F. J. Mendoza, and M. G. Mora-
les, The use of an isometric isomorphism on the completion of the
space of Henstock-Kurzweil integrable functions, Journal of Function
Spaces and Applications, vol. 2013, Article ID 715789, 5 pages, 2013.
doi:10.1155/2013 /715789

L. A. Gutiérrez and J. A. Escamilla, Some results about completion
of the space of Henstock-Kurzweil integrable functions, Int. Journal of
Math. Analysis 8(2014), no. 7, 307-315.

J. A. Escamilla, M. G. Raggi, L. A. Gutiérrez, and F. Hernandez,
A convergence theorem for the improper Riemann integral of Banach

space-valued functions, International Journal of Mathematical Analysis
8(2014), no. 50, 2451-2460.

Teniendo como base los resultados de esta tesis, futuros proyectos de
investigacion son:

)

1)

Investigar que utilidad podemos obtener de la proposiciéon 3.1.2 en el
marco de los espacios vectoriales topologicos.

Como las integrales de Henstock y Kurzweil no son equivalentes, en
general, para funciones que toman valores en un espacio de Banach X,
es deseable hacer un analisis similar al de esta tesis de los siguientes
espacios:
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a) {f :]a,b] = X | f es una funcion Henstock integrable en [a, b]}.
b) {f:a,b] = X | f es una funcién Kuzweil integrable integrable en [a, b]}.

Ambos dotados con la norma de Alexiewicz.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Espacios vectoriales

Definicién A.1.1. Un espacio vectorial sobre un campo de escalares F es
un conjunto X de objetos llamados vectores junto con una operacion + de
X X X a X llamada adicion de vectores y una operacion - de F x X a
X llamada multiplicacion de vectores por escalares que satisfacen las
stquientes condiciones:

a) El par (X,+) es un grupo abeliano.

b) Sean o, B € F, sean x,y € X y sea 1 la identidad en F. Entonces:
sa-(z4+y)=a-z+a-y.
» (a+p)-x=a-x+[-x.
= a-(f-z)=(aff) .

s 1.2 =12x.

Un concepto importante en la teoria de los espacios vectoriales es el de
independencia lineal: Sea X un espacio vectorial y sean {x1,...,x,} C X.
FEl conjunto {x1,...,x,} es linealmente independiente si, para cualquier
conjunto {1, ..., A\ } CTF tal que

)\1$1+"'—|—)\nl’n:0,

se tiene que \; = 0, para todo i =1,...,n.
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Con el concepto de indepenencia lineal se define la dimensiéon algebraica
de un espacio vectorial: Sea X un espacio vectorial. Entonces:

a) X es de dimension algebraica finita si, existe un n € N (el cual se
denota por dim(X) = n) tal que cualquier conjunto de n + 1 vectores, o
mds, no es linealmente independiente.

b) X es de dimensién algebraica infinita si, para cualquier n € N exis-
te un conjunto de n wvectores linealmente independiente. En este caso,

dim(X) = oo.

En general, dados dos espacios vectoriales siempre existe una infinidad
de funciones definidas entre ellos. Sin embargo, son de interés aquellas que
preservan la estructura algebraica de los espacios vectoriales en cuestion.

Definiciéon A.1.2. Sean X y Y espacios vectoriales. Un operador lineal o
transformacion lineal de X a 'Y es una funcion T : X — 'Y tal que, para
todo x,y e X ya,p €F,

T(\x + By) = \T(z) + BT (y).

El conjunto de los operadores lineales forma un espacio vectorial bajo las
operaciones usuales de funciones: Sean X y Y espacios vectoriales y sean
Ty, T, : X =Y operadores lineales. El conjunto

L(X,)Y)={T: X — Y |T es un operador lineal}
Junto con las operaciones + y - definidas puntualmente por

(Ty + To)(z) = Ti(x)+ Ta(x)
(A T)x) = AT(2)

forma un espacio vectorial.

A.2. Espacios normados

Definicion A.2.1. Sea X un espacio vectorial. Una norma en X es una
funcion (denotada por || - ||) que va de X a R tal que, para cada x,y € X y
ael,
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a) ||z|[ >0,

b) ||z|| =0 siy solo six =0,
c) |laz|| = |al |[z]],

d) |z +yl| < |z]| + [|y]l.

Un espacio normado es un par (X, || -||), donde X es un espacio vecto-
rial y || - || es una norma definida en X. Usualmente, cuando no hay lugar a
confusién respecto a la norma que estd siendo considerada, un espacio nor-
mado es denotado por X.

Operadores lineales que van de un espacio normado X a un espacio nor-
mado Y que son de importancia en la teoria de los espacios normados son
aquellos que tienen relacion con las normas de X y Y.

Definicion A.2.2. Sean X y Y espacios normados y sea T : X — Y un
operador lineal. T es acotado si, para todo conjunto acotado B en X, T(B)
es un conjunto acotado en 'Y .

Si X y Y son espacios normados, entonces el conjunto

B(X,Y)={T: X — Y |T es un operador lineal acotado}

forma un espacio vectorial bajo las operaciones usuales de funciones. En
la teoria de los espacios normados también existen otros conjuntos de ope-
radores lineales que son de importancia: operadores débilmente compactos
WK(X,Y), operadores completamente continuos DP(X,Y’) y operadores
compactos K(X,Y).

Teorema A.2.1. Sean X y Y espacios normados y sea T : X — Y un
operador lineal.

a) Si T es compacto, entonces T es débilmente compacto y completamente
continuo.

b) Si T es débilmente compacto o completamente continuo, entonces T es
acotado.
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Acorde al teorema anterior,
K(X,Y) CWK(X,Y) C B(X,Y) C L(X,Y).

K(X,Y)C DP(X,Y)C B(X,Y) C L(X,Y).

Dado un espacio normado X, dos conjuntos importantes de operadores
acotados son el dual y doble dual topolégicos de X.

Definiciéon A.2.3. Sea X un espacio normado. El dual topoldogico de X
se denota y define como

X" ={T: X = F|T es un operador lineal acotado}.

A los elementos de X* se les llama funcionales lineales acotados, y se les
denota por x*. El segundo dual topologico de X, el cual lo denotaremos
por X**, es el dual topologico de X*.

Sea X un espacio normado y sea zyp € X. El funcional @,, : X* — F
definido por

Qo () = 2"
es un elemento del dual topologico de X*. Es decir, ()., € X*™*. Al mapeo

Q@ : X — X™ que cumple con la propiedad de que a cada xg € X le asigna el
funcional @), se le conoce como el mapeo natural, o el embebimiento candnico,

de X.

Definiciéon A.2.4. Sea X un espacio normado. X es refliexivo si, X es iso-
métricamente isomorfo a X** bajo el mapeo natural de X.

Si X es un espacio normado, la funcién d : X x X — R definida por
d(z,y) = ||z =yl
es una métrica que esta relacionada con la estructura algebraica de X.

Teorema A.2.2. Sea X un espacio normado dotado con la métrica generada
por su norma. La suma de vectores + : X X X — X y la multiplicacion de
vectores por escalares - : F x X — X son funciones continuas.

Dado que un espacio normado tiene, considerando en él la métrica gene-
rada por su norma, una estructura de espacio métrico, es natural preguntarse
si tal espacio métrico es completo.
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Definicién A.2.5. Sea X un espacio normado dotado con la métrica ge-
nerada por su norma. X es un espacio de Banach si, toda sucesion de
Cauchy en X es convergente.

En algunas partes de esta tesis decimos que una norma || - || en X es de
Banach si, la métrica generada por || - || cumple la definicion anterior.

En todo espacio vectorial se puede definir una norma, aunque no siem-
pre una norma de Banach. Existen criterios para determinar cudndo esto es
posible.

Teorema A.2.3. [35] Sea X un espacio vectorial y sea Xy la cardinalidad del

conjunto de los numeros naturales. X es un espacio de Banach bajo alguna
norma si y solo si la dim(X) < Xy o dim(X)¥ = dim(X).

Definiciéon A.2.6. Sea X un espacio normado y sea d la métrica generada
por la norma de X. La topologia fuerte de X (la cual denotamos por 7))
es la topologia inducida por d.

A.3. Espacios vectoriales topolégicos

Antes de enunciar la definicién de espacio vectorial topolégico (defini-
cion A.3.2) mencionaremos los conceptos de conjunto convexo, balanceado y
absorbente.

Definicion A.3.1. Sea X un espacio vectorial y sea A C X.
a) A es convexo si, \A+ (1 —N)A C A, para todo X € [0, 1].
b) A es balanceado si, NA C A, para todo |\| < 1.

c) A es absorbente si, para todo x € X existe A, > 0 tal que x € NA, para
todo \ > \,.

Definicion A.3.2. ! Sea X un espacio vectorial y sea T una topologia Haus-

dorff en X.

! Algunos autores no asumen que 7 sea Hausdorff al definir una topologia vectorial. Sin
embargo, la mayoria de los resultados de la teoria de los espacios vectoriales topologicos
asumen tal propiedad.
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a) T es una topologia vectorial si, las operaciones vectoriales de suma de
vectores y multiplicacion de vectores por escalares son funciones continuas
bajo T.

b) (X,7T) es un espactio vectorial topoldgico si, T es una topologia vecto-
rial.

Una caracteristica de las topologias vectoriales es que se pueden deter-
minar a través de una base de vecindades del origen. Por tal motivo, varios
conceptos de la teoria de los espacios vectoriales topologicos estan en térmi-
nos de las vecindades del origen. Una clasificacion de los espacios vectoriales
topologicos esta en términos del concepto de espacio localmente convexo.

Definiciéon A.3.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico. X es un espacio
localmente convexo si, existe una base local del origen de X conformada
por conjuntos convexos.

Dentro de la clase de los espacios vectoriales topologicos localmente con-
vexos, los espacios tonelados y ultrabornolégicos son de gran importancia.

Definiciéon A.3.4. Sea X un espacio localmente convexo. X es un espacto
tonelado si, todo conjunto convexo, balanceado, absorbente y cerrado de X
es una vecindad del origen.

Definiciéon A.3.5. Sea X un espacio localmente convero. X es un espacio
ultrabornoldgico si, es un limite inductivo de espacios de Banach.

Dejando aparte a los espacios de Fréchet, posiblemente los mejores espa-
cios desde el punto de vista del analisis funcional son los espacios ultrabor-
nolgicos.

Allector interesado en conocer acerca de la teoria elemental de los espacios
vectoriales topologicos lo remitimos a la referencia [49].
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