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Capitulo 1

Resumen

En esta tesis se explican varios conceptos teoricos necesarios para el entendi-
miento de los estados de Volkov no relativistas. Por ejemplo, se desarrollan
conceptos matematicos como grupos, notaciones tensoriales, invariancia, etc.
Ademas, se plantean las teorias fisicas necesarias para el entendimiento del
tema, como son las teorias electrodinamicas necesarias, culminando con una
revision de los puntos de interés de la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion
de Dirac, sobre la cual provienen las soluciones de Volkov, pero puntualizan-
do la funcion de Gordon-Volkov no relativista.

Posteriormente, se presenta la base del desarrollo matematico de la tesis,
basado en el método de Wei-Norman, el cual es un método algebraico pa-
ra encontrar soluciones a cierto tipo de ecuaciones diferenciales de manera
exacta. El método serd aplicado a una ecuacion de Schrédinger dependiente
de tiempo, bajo influencia electrodindmica, en tres distintas normas (lon-
gitud, velocidad y velocidad reducida), asi como en el marco de referencia
de Kramers-Henneberger. Dicha solucién algebraica se le aplica la formula
de Baker—-Campbell-Hausdorff, para obtener una solucién tinica en forma de
funciéon de onda de Gordon-Volkov.

Finalmente se concluye con una discusién de los resultados, las conclusio-
nes del autor y futuras posibles avenidas de investigacion.



Epigrafe

No one understands quantum mechanaics.
-The Character of Physical Law, Richard P. Feynman

The best that most of us can hope to achieve in phy-
sics 1s simply to misunderstand at a deeper level.
-Wolfgang E. Pauli, Berkeley, California (May 1958)



Capitulo 2

Introduccion

La funcién de onda de Gordon-Volkov no relativista es equivalente a las ex-
presiones relativistas derivadas por Gordon [1] y Volkov [2] para particulas
cargadas sin spin y spin un medio, respectivamente. Estos hallazgos, tienen
su origen en la década de 1920; sin embargo, siguen siendo temas de interés
en la mecénica cuédntica.

La inspiracién para esta tesis nacié del estudio de resonancia en tunelamiento
cudntico, en particular del articulo de Lefebvre [3|, donde por medios clési-
cos, principalmente, utilizando ansatz encuentran las soluciones a funciones
de onda que son estados de Volkov. El sistema que se analiza es el de barreras
de potencial, por donde se realiza el tunelamiento, inmersas en dos campos
electrodinamicos distintos, uno oscilante y otro estatico.

Considerando lo anterior, esta tesis tiene como objetivo dar el primer paso
en el hallazgo de los estados de Volkov exactos utilizando el método alge-
braico desarrollado por James Wei y Edward Norman [4], para encontrar la
solucién a la ecuaciéon dependiente del tiempo de Schrodinger. Se procura
obtener una comprension necesaria de la teoria fisica en cuestién, incluyendo
temas de mecdanica cuantica electrodinamica, asi como de mecanica cuantica
relativista.

A través de esta tesis, se obtuvieron resultados factibles y utilizables so-
bre el sistema en cuestién. Se ejemplifica el método de Wei-Norman como
una herramienta 1util y versatil, que se puede emplear sobre una gran varie-
dad de distintos sistemas, mas alla del espectro del articulo de Lefebvre, y se
adentra en topicos de intereses variados para la mecénica cuantica.



2.1. Objetivos

Esta tesis tiene como objetivo encontrar de manera algebraica el operador de
evolucién temporal de una ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
bajo 3 normas distintas y un cambio de marco de referencia para un sistema
constituido por una barrera de potencial constante inmerso en dos campos
eléctricos, uno constante y otro oscilante.

En particular para poder realizar este encargo se debe de primero identi-
ficar la ecuacion de Schrodinger del sistema propuesto para las 3 normas:
longitud, velocidad y velocidad reducida; asi como para el marco de referen-
cia que es el de Kramers-Henneberger.

Estas diferentes transformaciones dejan invariantes las observables, por lo
cual deberian pertenecer a un grupo de Lie, el siguiente objetivo seria identi-
ficar el algebra de Lie asociado a este grupo y confirmar que son un algebra
soluble.

Finalmente, utilizando lo obtenido anteriormente, el objetivo final es hallar el
operador de evolucién temporal utilizando el método algebraico desarrollado
por James Wei y Edward Norman [4].

2.2. Hipotesis

La hipotesis de este trabajo es que se puede utilizar el método matematicos
desarrollado por Edward Wei y James Norman [4] al sistema propuesto por
Lefevbre [3] para hallar de manera sencilla el operador de evolucién temporal,
la cual, debido a su naturaleza no relativista, es descrita por una funcion de
onda de Gordon Volkov. Habiendo cumplido esto, se propone que este camino
analitico sea aplicable a un numero considerable de sistemas.



Capitulo 3

Marco Teorico

3.1. Puntos Importantes y Notacién

Se usard la notacion de cuatrivector contravariante:

1

ot = {2 2t 2? 2*} = {ct, 2,9, 2}

Ademas, se utilizara la convencion de Einstein para las sumatorias. Los indi-
ces con letras griegas indican una sumatoria desde el 0 hasta el 3, mientras
que las letras latinas suman del 1 hasta el 3.

Notamos a cuatrivectores con letras normales y a los vectores con letras en
negritas:

a :{Goaah@’a:&}

a :{ala az, a3}

Se introduce el tensor métrico, en su forma covariante:

1 0 0 0
o -1 0 o0
9w =10 0 -1 0
00 0 -1

El vector de longitud se define como:
ds* = drvdx = g, dr"dx”
Y el tensor métrico contravariante, (¢"”), es de la forma:

0

_— o O O

10
01

po I /R
g gO’I/ 5y O 0
0 0

o = O

10



1 0 0 0
A 0 -1 0 0

o —1 o
97 =), = ; o 0o -1 0
00 0 -1

En donde A, es el cofactor de g,,. Siendo éste un sub determinante, se
calcula al eliminar la fila p-ésima y la columna o-ésima, se obtiene su deter-
minante y se multiplica por la fase (—1)" 7 La "¢’ es sélo el determinante
del tensor métrico. Para la métrica de Lorentz, el tensor métrico covariante
y contravariante son idénticos:
po_
g - g,uy
Para obtener el vector covariante desde la contravariante, se utiliza el tensor

métrico para bajar los indices, esto es:

Z, = g/u/xy = {Ct7 -, Y, _Z} = {l‘o,l’l,l'g, 1’3}

De manera similar, se puede obtener la forma contravariante de la covariante
al subir los indices con el tensor métrico:

v 0.1 2 3
at=gtx, = {a",x, 2%, 27}
La definicién del cuatrivector de momento es:

p“ = {E/Capxapyapz}
El producto escalar, o interno, en cuatro dimensiones se define como:

. B, By
Pl'p2=p1p2p=7?—p1'p2

Similarmente:
x-p=a'p, =x,pt' =FEt—x-p
En su forma covariante, el operador de cuatri-momento se denota como:

0 in{ 0 o 0 8}
oz, Y0 (ct)’ Oy Oxy” O

o o 9 9

— [, - - - __—

=NV =Gy e ey T as)
)

P =ih

11



Usando esas definiciones, el producto escalar del cuatri operador de momento
se obtiene como:

o 0 1 0? 02 92 9?
us 2. 9 9 (L O (O O 07
PPy h Jzx,, OxH h (62 ot? (&EQ - dy? " 62’2>)

— 2 2 182

en donde [J es el d’Alembertiano de cuatro dimensiones.
El cuatri potencial del campo electromagnético se define como:

At = {A07 A} = {A07 Aza Aya Az} = QWAV (32)

También se pueden obtener las relaciones de conmutacion entre el momento
y la posicion.

0
[p!, x"] =ih [—,gw%} = ihg"’ ——
Oz,

=ihg"? 0" = ihg""

12



3.2. Invarianza, Simetria y Covarianza

Un objeto es invariante si no cambia bajo transformaciones, esto es:
FA,B.C,.)=F(ABC,..)

bajo la transformacién A, B,C, ... —» A, B,C, .... F es invariante.

La simetria es la invarianza bajo una clase de transformacion, por ejem-
plo, si un sistema fisico es invariante bajo rotaciones, entonces es simétrico
bajo rotaciones.

Covarianza significa que el objeto toma una forma igual al ser transformado.
Entonces, una ecuacion covariante seria:

E =ax® + bay + c2* —» E = az™ + ba'y + x2"

Bajo la transformacion z,y, z — ', 1/, 2’ E es covariante.

13



3.3. Transformaciones de Lorentz

La relatividad espacial tiene dos postulados base:

= El principio de Relatividad: Las leyes de la fisica no cambian en-
tre marcos de referencia inerciales (aquellos que se mueven a velocidad
constante)

s Invariancia de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz es la
misma en todos los marcos de referencia inerciales.

Esto quiere decir que ds® = ¢g"dx,dx, es la misma para todos los marcos de
referencia, esto es:

ds”? = dx) dal,g" = ds* = dx,,dx,g"" (3.3)

Las transformaciones permitidas en la relatividad especial son aquellas que
dejan este producto escalar de Minkowski en el espacio-tiempo invariante.

Si A es una transformacion que describe el cambio de un marco de referencia
a otro, las coordenadas transformadas d:L‘L se pueden describir como:

dx, — dx,, = A dz,
Aplicando lo anterior a la condicién de invariancia , tenemos que:
dx - dx =dx’ - dx’
= da,dr,g" =dz,dx,g"" = Adr,\)dr,g"”
= dz,dx,g"" =N dx, N\ dx,g7"
S g —AEAYGT (3.4)
Considerando este tipo de transformaciones se definen las transformaciones
de Lorentz. Escrita en su forma matricial, una transformaciéon de Lorentz

cumple que:

g=ATgA (3.5)

14



3.4. Grupos

La rama de las matematicas que trata las simetrias, que son transformaciones
que dejan invariantes a los objetos bajo dichas transformaciones, es la teoria
de grupos. Los grupos tienen reglas (o) bajo las cuales los elementos del grupo
interactian, por ende, se define un grupo como un conjunto G, sobre el cual
se le define una operacién binaria o que actia sobre esta, tal que el grupo
(G, o) cumple con los siguientes axiomas::

» Elemento identidad: Si la transformacion que se aplica es aquella
que no cambia nada, esta transformacion siempre es simétrica, por lo
cual todo grupo necesita un elemento de identidad. Técnicamente, esto
se expresa como: Vg € Gde € G\ goe=g=c¢€og.

» Elemento inverso: Si se transforma un objeto y luego se aplica una
transformacién que revierte la primera transformacién, ésta siempre es
simétrica, por lo cual todo grupo debe tener un elemento inverso. T'écni-
camente, esto se describe como: Vg € GIg~! € G\gog ! =e=gtog.

s Cerradura: Si se realiza una transformacion simétrica y posteriormen-
te otra transformacion simétrica, en su totalidad se transformo simétri-
camente, esto significa que los grupos deben ser cerrados en sus transfor-
maciones. Técnicamente, este se describe como: Vg, g2 € G\g1092 € G.

» Asociatividad: La combinacién de transformaciones debe ser asocia-
tiva. Técnicamente, esto se describe como: Ygi, g2, g3 € G\ g10ga093 =

(gr092) 095 =g10(g203)-

En relatividad especial, el grupo més famoso es el Grupo de Poincaré, el cual
deja invariante la métrica de Minkowski. [5].

Un ejemplo sencillo de un grupo es un cuadrado en el espacio cartesiano,
siendo G el conjunto de todos los puntos dentro del cuadro, como se muestra
en la figura 3.1}

Si se define la operacién de rotacion respecto al origen de este conjunto,
las simetrias se dan con las transformaciones que rotan el conjunto £n7 ra-
dianes. Esto crea un grupo en donde la operacién identidad es la falta de
rotacién y, la operacién inversa es rotar en el sentido contrario.

15
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Figura 3.1: Cuadrado en espacio cartesiano

Se debe notar que en este ejemplo sencillo no todas las rotaciones dan trans-
formaciones simétricas; por ejemplo rotar el cuadro de la figura|3.1| 7 radianes
con respecto al origen, no resulta en una invariancia, como se aprecia en la
figura A los grupos como estos se les denomina grupos discretos debido
a que solo se obtienen transformaciones invariantes con algunas operaciones
discretas.

Figura 3.2: Cuadro sin rotar y cuadro rotado 45 grados, § radianes.

16



En cambio, si se define la misma transformacion de rotacién con respecto al
origen de un circulo, por ejemplo, éste queda invariante sin importar cuantos
grados se rota. A estos grupos, en donde el parametro de transformacién es
arbitrario, se les llaman grupos continuos.

3.4.1. Generadores

Para comprender el concepto de grupo, es necesario definir a los generadores
de grupo y, por consiguiente, el concepto de continuidad. Continuidad sig-
nifica que hay elementos del grupo que estan arbitrariamente cercanos a la
transformacién de identidad (1), es decir:

gle)=1T+e€eX (3.6)

En donde g(e) es dicho elemento del grupo cercano a la identidad y € es
una cantidad diminuta, tendiendo a cero. En este caso, a X se le denomina
generador. € es solo un niimero muy chico, por lo que se puede definir como el
parametro de alguna transformacion 6 dividida entre un niimero enorme, N,
tan grande que éste tiende al infinito. Entonces, la ecuacién se puede
escribir como: o

9(0) =1+ X (3.7)

Debido a las propiedades de los grupos, se puede obtener una transformacion
finita de esta transformacion infinitesimal si se aplica una cantidad infinita
de veces, o dicho de manera matematica:

N—oo N
= h(h) =X (3.8)

h(6) = lim (1 + iX)N

Por otro lado, si podemos utilizar la expansién de Taylor sobre h(f) alrededor
de la identidad, resulta que:

dh d?h d"h "
h 9 - I - )= 0 — | p— 02 ce e = _ J—
(6) + de\e_o + d92|0_0 + ;d&n ol
—¢liglo=o (3.9)

Comparando las ecuaciones (3.8)) y (3.9), podemos encontrar una relacién
para el generador:

X :e%\gzoe

dh
= X :@M:U

17



3.4.2. Foérmula de Baker-Campbell-Hausdorff

La formula de Baker-Campbell-Hausdorff establece que:

SIX)Y €L = e¥e¥ = Yl YI- Yl (3 10)
En donde L es un algebra de Lie.
Demostracion

Para comenzar la demostracion de la formula de Baker-Campbell-Hausdorff,
se empieza por su logaritmo:

e ((25) (£5))

1 1 1 1
:log(1+A+B+AB—|—§A2+§BQ+§A2B+§AB2+--~)

1 1 1 1
=log (1+ (A+B+AB+§A2+§B2+§AQB+§AB2+--->)

—log (1+C) (3.11)

en donde se define que C = A+ B+ AB + %AZ + %BQ + %AZB + %AB2 +
A continuacién utilizamos la expansion de Taylor para escribir la ecuacion
(3-11)), de tal forma que:

d (log( - C)) 1 d*(log(1+0Q))
+ C + 5 + 102

1og(1+0)—1og<1+0)(

C=0

=C — §(72+—C3+~- (3.12)

18
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Escrito de manera explicita, la ecuacién (3.12) queda como:
A B Lo, 1
log(ee): A+B—|—AB+§A +§B + e

1 1, 1., 2

1 1 1 ¥
+§(A+B+AB+§A2+§BQ+---) + -

1 1
:(A+B+AB+§A2+§BQ+--->

1 1 1
—5(A2+AB+AQB+§A3+§ABQ+---

1 1
BA+BQ+BAB+§BA2+§B3+---

1 1 1 1
+ABA+ABQ+---+§A3+§AQB+---+§BQA+533)

1
+§(A3+A2B+---+ABA+AB2+---
+BA*+ BAB+ -+ B*A+B*+--.)

1 1 1 1 1
—A+B+-AB— ~BA+ —AB?> - ~BAB + — BA?
+ +2 2 +12 6 +12
1 1 1
— —ABA+ —A’B+ —B?A
6 +12 +12
1 1 1
—A+B+-[A.Bl+—[A.[A.B] - —[B.[A.B]] + - --
+ B+ 5 [A Bl + 5 [A[A, Bl - 5 [B.[A. Bl +

s eAeB — oATB+5[ABl+15[A[A Bl - 5[B,[AB]+

Con lo que queda demostrada la formula de Baker-Campbell-Hausdorft.

3.4.3. Lemas de Baker-Campbell-Hausdorff

En la metodologia de esta tesis se hara uso de dos lemas provenientes de la
formula de Baker-Campbell-Hausdorff, por lo cual se expone en esta seccion
demostraciones.

19



Lema 1

El primer lema que deseamos demostrar es:

SiX,Y eL = Ve ¥=(Y)Y (3.13)
tal que:
(adX)Y =[X,Y]
(adX)’Y =[X, [X, Y]] (3.14)
ete.
Demostracion
Propongamos una funcién general: f(t) = e*ABe™*4 de tal manera que

f(0) = B. Posteriormente se expande la funcién usando la expansién de
Taylor:

Fy=> %fnt" (3.15)
n=0

Derivamos a f(t) con respecto a t en su forma exacta y en su expresién
expandida por la serie de Taylor, de tal forma que se obtiene:

df ~— 1 .
o _; = 1)!fnt ! (3.16)

(;—]; —Ae! Be 4 — B A

—et4 [A, B] et = [A, etABe_tA}

=[A, f()] = |A Z %fnt"]
=> % [A, fu] t"
= ﬁ [A, frnq] ™ (3.17)

1

3
I

en donde se cambié n — (m —1) en (3.17)), y (3.16|) es la derivada de f(t) en

su forma expandida por Taylor.

20



Se igualan a ) v , con lo que obtenemos que:

[e.9]

Z fntn ! Z ﬁ [A7 fm—l] ¢t
= fu=[A, ful (3.18)

Esto quiere decir que:

f@)=fo+ fit + %fth +
=B+ [A, B]t + % [A, [A, B]] > +
= f(1) =e*Be™
_B+[A B+ 21 A [A, B]] +
—( 6adA) B
Con lo que queda demostrado este primer lema de Baker-Campbell-Hausdorff.
Lema 2

Se desea demostrar que:

(HeXp(gi ) (HGXP —g:H ) Z&mHk (3.19)
7’:1,...,

De tal forma que {H;, Ha,...H,} son los elementos de la base del grupo de
Lie £ y & es una funcién de las 7¢”s

21



Demostraciéon

(H P (giHi)> H; (H exp (—giH;) | =
(1:[ exp (giHi)> ad( ngr ( H exp (—g:H) | =

i=1 i=r—1
r—2 1
(H exp (giH¢)> (ead(g’“*lH“l)) ad( g’H* ( H exp (—g:H;) | =
=1 i=r—2

— - (ead(ngk)) H;
k=1

Dado que, como se mencioné anteriormente, { Hy, Hy,...H,} son elementos
de la base del grupo de Lie, se logra obtener que:

(H exp (g:H; ) (H exp (—g;i H; ) kasz

Quedando demostrado el segundo lema de Baker-Campbell-Hausdorft.

3.4.4. Grupos de Lie/Algebra de Lie

El algebra de Lie se define con base en un grupo de Lie, pero a favor de la
facilitacién de la comprensiéon de los temas, primero se presentara lo que es
un algebra de Lie y, posteriormente, se definird lo que es un grupo de Lie.
Esto tultimo puede llegar a ser matematicamente complicado, pero por fines
fisicos, tiene una explicacién relativamente sencilla de entender.

Algebra de Lie

Un 4algebra de Lie es un espacio vectorial g, con una operacién binaria [, ] :
g X g — g. Esta operacion binaria satisface los siguientes axiomas:

= Bilinealidad: VX,Y,Z € g : [aX +bY,Z] = a[X,Z] + b]Y,Z] A
[Z,aX +bY] =a[Z,X]+b[Z,Y] para cualquier escalar a, b.

» Alternatividad: VX € g: [X, X] =0

s La identidad de Jacobi:
VX,Y.Z € g: [X.[Y, Z)] + [Z,[X. Y]] + [V, [Z.X]] = 0

22



Utilizando la bilinealidad y la alternatividad se puede demostrar una propie-
dad importante del dlgebra de Lie:

» Anticonmutatividad: VX,Y € g: [X,Y] = — [V, X]

Para grupos de Lie GG, en donde G son matrices n x n, un algebra de Lie
g de G es dada por las matrices X (n x n), tal que X € G, con t € R.
Esto quiere decir que para los grupos de Lie matriciales, el algebra de Lie
correspondiente es una coleccién de objetos que dan un elemento del grupo
al ser operados por una funcién exponencial.

Para grupos de Lie matriciales, la operacién binaria que los define es la mul-
tiplicacion matricial sencilla. Por otro lado, esto no es generalmente correcto
para el algebra de Lie, debido a que las operaciones con funciones exponen-
ciales dependen de la conmutatividad de los elementos exponenciados:

eXoe¥, talque X,Y €g

Para poder definir la operacion binaria del algebra de Lie, se hace uso de la

formula de Baker-Campbell-Hausdorff (3.10)):

eX oY = XY H3IXY XY - H WX Y]+ o o
Del lado izquierdo de la ecuaciéon, XY € g son generadores y del lado de-
recho tenemos una suma de generadores. Se denomina el simbolo [,] como
braquets de Lie, y para grupos de Lie matriciales, estos braquets represen-
tan a conmutadores. Por ende, el operador binario para el algebra de Lie en
grupos de Lie matriciales es el conmutador.

Cabe mencionar algunos conceptos relacionados con el dlgebra de Lie [6]:

= Subdlgebra de Lie: Sea g un dlgebra de Lie. Entonces, un subespacio
lineal U C g es una subalgebra de Lie si U es cerrado bajo el braquet
de Lie de g, esto es:
Ve,y e U:jz,yl e U

] Algebra de Lie derivada: Es la subdlgebra de un algebra de Lie, g,
que consiste de todas las combinaciones lineales de los pares de elemen-
tos sobre braquets de Lie, esto es:

g,09,9], ([0, 0. [g. 9] -

En esta tesis se denomina £’ como la primera subalgebra derivada de
Lie, £"” como la segunda subalgebra derivada de Lie, etc.
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] Algebra de Lie soluble: Un dlgebra de Lie g es soluble si su serie
derivada termina en la subdlgebra cero, esto es:

g, (0,9, [[9,0],[9,0]] - -- {0}

Cada subélgebra de Lie y cociente de un algebra de Lie solubles son
solubles también.

3.4.5. Espacios Topolégicos

Un espacio topolégico es un par ordenado (X, T') en donde X es un conjunto
y T es una topologia sobre X. Cuando 7" es una topologia sobre X, significa
que es una coleccién de subconjuntos de X que cumplen tres propiedades [7]:

= Conjunto vacio: El conjunto vacio y X estdn en T:
gelT . XeT

» Interseccién: La interseccién de cualquier sub coleccién finita de con-
juntos de T esta en T:
(01 € T702 € T) = (OlmOQ € T)

= Unién: La unién de cualquier sub coleccién de conjuntos de T estd en
T.

Las variedades y espacios métricos son casos especiales de espacios topoldgi-
cos [9).

3.4.6. Variedad Matematica

Una variedad M es una serie de puntos tal que existe un mapa continuo uno
a uno de cada vecindad a un conjunto abierto de ". Una variedad de dimen-
sién n es, entonces, un espacio que se parece localmente a R". Dicho de otra
manera, una variedad es el objeto geométrico estandar en matematica que
generaliza la nocién intuitiva de curva (1-variedad) y superficie (2-variedad)
a cualquier dimension y sobre cuerpos diversos, no solamente los reales, sino
también los complejos y matriciales.

Un ejemplo de una variedad es la superficie de una esfera tridimensional,
llamada S2. Se puede construir la esfera por una serie de tridngulos diminu-
tos, la suma de los dngulos de estos tridangulos no es igual a 180°, por estar
curvos, pero localmente las leyes de la geometria euclidiana son buenas apro-
ximaciones, por lo que la esfera puede ser representada por una coleccién de
mapas bidimensionales, llamada una variedad Riemanniana.
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Finalmente, se definen las variedades diferenciables, las cuales son super-
ficies lisas o suaves y generalmente reales, donde se pueden definir en cual-
quier punto vectores (o planos) tangentes; estdn utilizadas por la teoria de
los grupos de Lie, por el calculo diferencial sobre los espacios topolégicos mas
generales. [8]

3.4.7. Grupo de Lie

Un grupo de Lie es una variedad infinitamente diferenciable. Una funcién

infinitamente diferenciable, o funcién suave, es una funcion que admite deri-

vadas de cualquier orden, por lo que todas sus derivadas son continuas. Esto
M 00

quiere decir que: existe la derivada de g en cualquier punto "z”, y en ese
punto se cumple que:

g(a) = lim f(x) (3.20)

T—a

Ademas, la operacién del grupo, o, debe inducir un mapa diferencial de la
variedad en si mismo. Esto es un requisito de compatibilidad que asegura
que la propiedad del grupo es compatible con la propiedad de variedad. Lo
que significa que cada elemento del grupo ”a” induce un mapa que toma
cualquier elemento del grupo b a otro elemento del grupo c=ab, y que es-
te mapa debe ser diferenciable. Al usar coordenadas, esto significa que las
coordenadas de ab deben ser funciones diferenciables de las coordenadas de b.

Hay exactamente un grupo de Lie distinguido para cada algebra de Lie. Esto
significa que hay solamente un grupo de Lie que es conectado, correspondien-
te a cada algebra de Lie. Dicho de otra forma, cualquier curva cerrada de la
variedad puede ser reducida suavemente a un punto. Todos los demés grupos
con la misma algebra de Lie, se dice que son cubiertos por un algebra de Lie
simplemente conectada. SU2, por ejemplo, cubre a SO3 dos a uno. Es decir,
que hay un mapa de SU(2) a SO(3) dos a uno.

En fisica, los grupos de Lie son grupos de simetria y las algebras de Lie
asociadas son movimientos infinitesimales simétricos.
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3.5. Teoria Electromagnética

El sistema a tratar en este trabajo es un sistema bajo campos electromagnéti-
cos oscilantes, asi como campos constantes. Para esto, sirve describir la fun-
cion Hamiltoniana de un sistema clasico, para entonces poder describir la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo. Finalmente, se podran de-
sarrollar las diferentes normas para simplificar el problema de manera co-
rrecta.

3.5.1. Funcion Hamiltoniana de Campos Electromagnéti-
cos Clasicos

Un campo electromagnético que viaja en un vacio obedece las siguientes
ecuaciones de Maxwell:

V-E=0 (3.21)

V- B =0 (3.22)
0B

D ——" 2

V X o (3.23)
1 0F

B=—— .24

V x 25 (3.24)

tal que c es la velocidad de la luz en el vacio.

Por otro lado, los campos eléctricos £ y magnéticos B se pueden generar
a partir de un potencial escalar y un potencial vectorial ¢ y A, respectiva-
mente, por medio de las siguientes relaciones:

0A
E=-ve- 22 2
Vo T (3.25)
B=VxA (3.26)

También se sabe que la fuerza de Lorentz no relativista se expresa como:
F=z[E+ (vx B)] (3.27)
en donde z es una carga eléctrica. Se puede desarrollar mas este concepto
utilizando las ecuaciones y de la siguiente manera:
F=z[E+ (vx B)]

ot

:z{—vgb—%—erV(v-A)—(v-V)A}

:ZPV¢_Qé+@x(VxA»
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Dado que:

i o T2~y
0A
5+ (v-V)
La fuerza de Lorentz por fin se puede escribir como:
dA
F=z [—V(b — +V(v- A)} (3.28)
Se puede utilizar la teoria Lagrangiana, en donde recordamos que:
L=T-U (3.29)
d
VL - 7 (V,L)=0 (3.30)

Siendo la ecuacién (3.29) el Lagrangiano, £, del sistema, T', la energia cinética
y U, la energia potencial. La ecuacion (3.30)) es la ecuacién de movimiento.
Aplicando esta teoria a nuestro sistema:

1

L= 5771'02 - U(q7 Q7t)

Por tanto, las ecuaciones de movimiento resultan ser:
F
%—FVU— d (V,U)=0
dt "7
d
= F = 7 (V,U)—=VU (3.31)

Entonces, se sustituye la ecuacién (3.28)) en la ecuacién (3.31)) para obtener:

dA d

z {—ng— pr +V(U~A)} == (V,U) - VU

= U=z[p—(v- A)

Por lo que el Lagrangiano termina siendo:

1
L= Emv2 +z[—¢+ (v-A)] (3.32)
La Hamiltoniana se define a partir del Lagrangiano, de la siguiente manera:
H = Zpiqi —L (3.33)
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En donde p; es el momento generalizado, definido como:
pi=V,L (3.34)
Sustituyendo los resultados correspondientes de nuestro sistema en la ecua-
cién ([3.33)), se obtiene que:
1
H:mv2+zA-v—§m1)2—z[—¢—|—(v-A)]

1
zimzﬂ + z¢ (3.35)

Dado que la Hamiltoniana se define con los momentos caracteristicos, hay
que sustituir:

p=muv+ zA

—zA
—p=2

m

En la ecuacién (3.35)), resultando en que:

1 — zAP]?
H :—mw + z¢
m
1

Por otro lado, el potencial vectorial tiene la agregada caracteristica de que
satisface la ecuacion de onda homogénea:

1 0%A

Un resultado inmediato de esta ecuacién es que la solucién para una onda
monocromatica tiene la siguiente forma:

VA

A(r,t) = €Apsin (K - R — wt — ) (3.38)

en donde K es el vector de propagacién, w = cky y ¢ es una fase constante.

Ahora se puede utilizar la ecuacién (3.26)), ademas de la caracteristica de
que el rotacional de un gradiente es igual a cero, y sus propiedades distribu-
tivas, para obtener el siguiente resultado:

VX(A+Vf)=(vXA)+WO

=V x A
=B
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en donde f es una funcién diferenciable real, dependiente de la posicién y el
tiempo.

Sustituyendo la transformacién de A en la ecuacién (3.25)), obtenemos que:

0 0A ovVf
—V¢——(A+Vf)=(Vop— — ) ———
¢ ot ( /) ( ¢ ot ) ot
oV
_p_ VS
ot
Lo anterior quiere decir que esta transformacion no es invariante, pero si
agregamos un —%—{, se logra que la transformacién en ¢ sea invariante. Jun-

tando estos resultados, se obtiene que se pueden tener transformaciones que
dejan invariantes a los campos electromagnéticos, llamados transformaciones
de norma, si éstos tienen la siguiente estructura:

A=A =A+Vf (3.39)
|
¢2¢ =d- 7 (3.40)

Cuando no se considera que hay una fuente presente cerca del sistema, se
toma que ¢ = 0, por lo que las ecuaciones de los campos electromagnéticos
quedan reducidas a:

0A
E=— (3.41)
B=VxA (3.42)

Aplicando la solucién de la ecuacién de onda homogénea (3.38]) a las ecua-
ciones (3.41)) y (3.42)), se obtienen los siguientes resultados:

0A

S

:—%(éAosin(KL-R—wt—gp))

=— €Ay (—wcos (KL - R—wt—y))

=éApwcos (K - R —wt — @) (3.43)
B=VxA

=V X (€Apsin (KL - R —wt — ¢))

=Ao (KL x €)cos (K- R—wt— ) (3.44)
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3.5.2. Norma de Coulomb

En este trabajo se utilizarda de manera extensiva la norma de Coulomb, por
lo que es 1util empezar por describir esta transformacién. Se utiliza principal-
mente cuando no hay fuentes presentes, y se define por cumplir la ecuacién:

V-A=0 (3.45)

Si se aplica esta definicién a la ecuacion ([3.38)), que es la solucién a la ecuacién
homogénea para una onda plana monocromatica obtenemos que:

V-A=V-(¢4sin (K- R—wt—p))

) . 0
:_8x1x1 (€Agsin (K - R — wt — ) + _axQQS'z (éApsin (K - R — wt — @)
+—8 Ty - (€Agsin (K - R — wt — )
a$3

=Ap [e1k1cos (KL - R — wt — ) + kg cos (K - R — wt — )
+eskscos (K - R — wt — )]
=Ag(é- Kp)cos(Kp-R—wt—¢)=0
=¢-K; =0 (3.46)
Quiere decir que las ondas monocromaticas que son solucién a la ecuacion de

onda homogénea deben ser ondas transversales para cumplir con la norma
de Coulomb.

Utilizando el resultado de (3.46)), podemos analizar las normas de las ecua-
ciones (3.43)) y (3.44)) bajo la norma de Coulomb:

1
| B =Ao| K p|cos (K77 6)[cos (K, - R — wt — )|
=AoZ|cos (K, - R — wt — )|
C
|E| =Aow|cos (K - R — wt — )|

B

= |B| == (3.47)

A continuacion, se expone la ecuacion de Lorentz para un electrén, utilizando
el resultado de la ecuacién (3.47)):

F=—e[E+(V xB)]
:—e[|E|E+|B||V\( B)}

|E|{E+ VXB]
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Dado que la presente tesis trabajara en términos no relativistas, ‘%‘ < 1,
podemos despreciar la contribucion magnética a la fuerza de Lorentz, por lo

que ésta queda expresada como:

F=—¢E (3.48)

3.5.3. Energia Ponderomotriz de un Electrén

De la ecuacion (3.48)), se puede encontrar la velocidad de un electrén con
velocidad inicial vy en un tiempo #; de la siguiente manera:

=—ck
dp
Pk
= i e
= i(mv) =—¢eF
dt B
e t
=v=—— [ E(re,t)dt' + vg
m J,
=% (A(ro, ) — A(ro, t0)) +v (3.49)

en donde se utilizé la ecuacion ([3.41)) en el ultimo paso.
Como se habia visto, en la ecuacién (3.36)), el momento candnico es:

p = mv — eA(rg, t)
Sustituyendo esto en la ecuacion ([3.49)), se obtiene que:
VvV — E‘A(I'O, t) =Vqo — E‘A(I'O, to)
m m
= p(t) =p(to)

lo cual es la conservacion de momento candnico del electrén en la aproxima-
cién de larga longitud de onda. Siguiendo los calculos, entonces:

v(t) = %A(ro,t) +vg

= /tv(t’)dt/ = /t (%A(ro,t’) +vd) dt’
=r(t) = /t (%A(ro, t’)) dt' + vyt — to) + 1o (3.50)

En donde se utilizé la notacién de:

e
Vi = Vo — EA(TOJO)
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La ecuacion se puede deconstruir en dos partes, una que se denomina
el movimiento pondero motriz, y la otra es el movimiento de deriva (por ello
el subindice d). Entonces, el movimiento pondero motriz debido a radiacién
por laser se establece como:

t
a(t,ty) = %/ A(rg, t')dt’ (3.51)
to
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3.6. Mecanica Cuantica

La mecanica cuantica surgié en el inicio del siglo XX para complementar la
fisica, que se habia considerado resuelta durante mucho tiempo, hasta que
surgieron problemas que no se podian resolver por medio de un enfoque de
mecanica clasica, electrodinamica o termodinamica. Estos problemas inclu-
yen la radiacién de cuerpo negro, el efecto fotoeléctrico, la estabilidad atémica
y la espectrometria atomica.

Los primeros pasos para resolver algunas de estas problematicas se dieron
en el ano 1900, cuando Max Planck originé el concepto de ”cuantos” de
energia o, dicho en otras palabras, que en un cuerpo negro el intercambio
de energia entre la radiacion y el alrededor se da por paquetes discretos, a
diferencia de lo que suponia la mecanica clasica newtoniana, que establecia
que era un proceso continuo.

En 1905, Einstein utilizé este concepto para cuantizar la energia de la luz y
asi encontrar una teoria adecuada para explicar el efecto fotoeléctrico. Bajo
esta visualizacion, la luz se podria ver como fotones, cada uno con energia
E = hv, en donde v es la frecuencia de la luz y h es la constante de Planck.

En 1911 Lord Ernest Rutherford descubrié experimentalmente el nicleo en
un atomo. Y en 1913, Niels Henrik David Bohr cre6 el modelo del atomo de
Hidrégeno, el cual seguia una serie de reglas. Entre las cuales, se establece
que un atomo sélo se puede encontrar en ciertos estados discretos de energia
y que la interaccion de la energia radiante con el &tomo también se da sélo
en cantidades discretas. Esta teoria creada por una mente brillante aun tenia
limitaciones; sin embargo, ésta explicaba de manera satisfactoria los proble-
mas de estabilidad atomica y espectrometria.

En 1923, Arthur Holly Compton descubrié que los rayos X (radiacién electro-
magnética de alta energia) se comportan como particulas con un momento
lineal igual a %”, donde c es la velocidad de la luz en el vacio. Potencialmen-
te, con base en ello, Louis-Victor de Broglie postulé ese mismo ano en su
tesis doctoral que la radiacion puede presentar propiedades de particula y
que la materia, a su vez, puede presentar propiedades de onda. Esto no fue
demostrado experimentalmente sino hasta 1927, cuando Davisson y Germer
crearon un patrén de interferencia (suceso plenamente ondulatorio) usando

electrones (los cuales eran considerados particulas).

Gracias a todos estos avances se desarrollaron dos ramas paralelas del nue-
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vo arbol llamado fisica cuantica, uno por Werner Karl Heisenberg, llama-
da mecanica matricial, en 1925, y otro por Erwin Rudolf Josef Alexander
Schrodinger, llamada mecénica ondulatoria, en 1926.

La mecanica matricial de Heisenberg proviene de la nocién de que sélo algu-
nos valores permitidos de energia discreta se pueden intercambiar en sistemas
microscépicos, por lo que sus propiedades dindmicas (energia, momento, po-
sicién, momento angular, etc.) se pueden describir como matrices. La solucién
del problema de eigenvalores describe la dindmica del sistema y la diagona-
lizacién de la matriz de la Hamiltoniana establece el espectro de energias
disponibles y sus vectores de estado. Gracias a esto, se pudo describir la es-
tructura atémica a partir de lineas espectrales.

La mecéanica de ondas de Schrodinger es una generalizacién del postulado
de de Broglie. Este describe el sistema usando la ecuacién de Schrodinger,
que es una ecuacion diferencial de una funcién de onda, y al resolverla obte-
nemos el espectro de energia y la funcién de onda. No fue hasta 1927 cuando
Max Born propuso una interpretacién probabilistica de la mecanica ondula-
toria, en donde el cuadrado del moédulo de la funciéon de onda se considera
una densidad de probabilidad. Bajo inspeccién, se vio claro que las mecanica
de Heisenberg y de Schrodinger son equivalentes.

Estas teorias cuanticas, sin embargo, no consideraban la relatividad espe-
cial, la cual a su vez apenas habia sido descubierta por Einstein en 1905.
Ante este reto se encontré Dirac, quien hallé una ecuacién que describe el
movimiento de un electrén utilizando la relatividad especial de Einstein, en
1928. También veremos que hay otra ecuacion relativista, la de Klein-Gordon,
pero es menos conocida en la colectiva popular que la de Dirac.

A lo largo de los anos, la mecdnica cuantica ha avanzado la ciencia desde
varias disciplinas, entre ellas, el estudio de sélidos, semiconductores, super-
conductores, plasmas y muchas més. Entre los temas que son mas senalados
dentro de esta tesis, se encuentra el de los laseres, debido a las aproximacio-
nes dipolares que se usaran para describir el problema y el tipo de campos
que se insertaran en el sistema.

Postulados de la Mecanica Cuantica

La mecanica cuantica tiene algunos postulados base sobre los que se constru-
yen sus teorias. Estos sirven como fundamentos, y con ellos se puede obtener
informacion del sistema por medio de dichas teorias. Como lo establece Zettili
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en su libro [10], los postulados son los siguientes:

1. Estado del sistema: El estado de un sistema fisico esta especificado
en el tiempo t, por un vector de estado |¥(t)) del espacio de Hilbert.
Este contiene toda la informacién necesaria sobre el sistema. La super-
posicién de vectores de estado también es un vector de estado.

2. Observables y operadores: Cualquier cantidad medible A, la cual es
denominada como un observable o variable dinamica, le corresponde un
operador Hermitiano A, cuyos eigenvectores forman una base completa.

3. Medidas y eigenvalores de operadores: El acto de medir una ob-
servable A puede ser representado formalmente por la accién de A sobre
un vector de estado |W(¢)). El tnico resultado posible de tal medicién
es el de un eigenvalor a, € R del operador A. El resultado de dicha
medicién de A en el estado |¥(t)) resulta en el inmediato colapso del
sistema a

AfV(t)) = an|Vy)
tal que a,, = (U, |V(t)).
4. Resultado probabilistico de una medicién:

a) Espectro discreto: La probabilidad de obtener un eigenvalor no
degenerado a,, de una observable A en un sistema en estado |¥)
se calcula por:

(WU anf?

Pulen) = Z5 1wy = wlw)

Si el eigenvalor a,, es degenerado m veces, esto es, si hay m posibles
formas de obtener el mismo eigenvalor, P, se vuelve:

S )P ST P
(V[7) (V[7)

Pn<an) =

En cualquiera de los dos caso, al medir el sistema el estado cambia
de |¥) a |¥,), representando un colapso desde una funcién de onda
probabilistica, a un estado completamente establecido.

b) Espectro continuo: La densidad de probabilidad de que la me-
dida de A caiga entre a y a+da en un sistema con vector de estado
| W) es:

dP(a) _ [¥(a)* _  [¥(a)f?
da (V)W) 7 (a)|2da’
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5. Evolucién temporal del sistema: La evolucion temporal del vector
de estado |¥(t)) de un sistema es dado por la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo:

O|¥ (1))
ot

en donde H es el operador Hamiltoniano correspondiente a la energia
total del sistema.

ih

= H[V (1))

3.6.1. Momento Angular y Spin en Mecanica Cuantica

Para hablar de rotaciones, tanto en mecéanica clasica, como en mecanica
cuéantica, debemos hablar de operadores de rotacién, D(R), tal que éstos
caracterizan la operacién de rotacién R sobre un estado «, tal que:

) r = D(R)|a)

en donde |a)g es el estado rotado, mientras que |«) es el estado original.
Para poder construir el operador D(R), se debe partir de rotaciones infinite-
simales. Los operadores infinitesimales cumplen la condicion de:

U.=1—iGe (3.52)

tal que G es llamado generador del operador y es Hermitiano, mientras que
€ es la cantidad infinitesimal.

Clasicamente, el momento angular es el generador de las rotaciones, por lo
que se puede definir un operador de momento angular Ji, en donde la sub £
expresa que se rota sobre el eje k-ésimo en un dngulo d¢, esto es:

J,
G — —k, € — do
h
Por lo que, utilizando la ecuacion (3.52)), el operador de rotacién resulta ser:

@(ﬁ,d¢):1—z’<%) d¢

tal que 1 es el vector unitario sobre el cual rota un dngulo infinitesimal de¢.
En mecéanica cuantica, a diferencia de la mecanica clasica, el momento an-
gular total no es equivalente al producto cruz del operador de posicion con

el operador de momento lineal. Se ha demostrado por experimentos, como el
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de Ster-Gerlach [11], que hay una cualidad intrinseca de las particulas que
le dan momentos angulares, por lo que el momento angular total se puede
escribir como:

J=L+S

en donde L es el momento angular orbital, clasicamente reconocido, y S es el
operador de Spin, que no es clasico, y es intrinseco de algunas particulas. El
operador de momento angular total cumple relaciones de conmutacion, las
cuales pueden ser escritas como:

[Ji, J]] = ihgz‘,j,kjk (353)

donde ¢; ;1 es el simbolo de Levi-Civita. Debido a esto, no cumple la propie-
dad conmutativa, por lo que no forman un grupo Abeliano.

Spin

Los conceptos de spin y spin un medio nacieron del experimento de Stern-
Gerlach, en donde se hall6 que las particulas, que clasicamente no tienen
momento angular, mostraban interaccién con campos magnéticos, lo cual su-
ponia una contradiccién clasica. Bajo estos experimentos, se puede inferir
que existe un momento angular intrinseco para algunas particulas, el cual es
el spin un medio. A todas las particulas con spin un medio se les denomina
Fermiones, diferente a los Bosones, que no tienen spin.

Los operadores que definen el spin del sistema son:

5= (5) (4D + (-0}
(5) 1= (4D + 420 (3.54)

5. = (3 ) LD = (-1}

Estos operadores cumplen con las relaciones de conmutacién dados en la
ecuacion ([3.53)), y a partir de éstos se pueden definir las matrices de Pauli:
(R _(h
s = (5) o0 A @S = (5) @, 359)

Usando la relacién de (3.54)) y la definicién de (3.55]), podemos concluir que

las matrices de Pauli tienen forma matricial:

(01 (0 -1 /1 0
9%=1\1 0) %= '"\1 o) 27 \0o -1
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Ademas, las matrices de Pauli cumplen con las siguientes propiedades:
» Relacién de Anticonmutador: {o;,0;} = 2J;;
» Relacién de Conmutacion: [o;, 0;] = 2ig; 0y
= Hermitiano: ¢! = o;
= Unitario: 00; = 0;0] = 1
» Determinante: Det (0;) = —1

» Traza: Tr(0;) =0

» Identidad Importante: (o -a)(o-b)=(a-b)1+io-(axb).

Formalismo de Pauli, Espinores

Debido a que los sistemas con spin un medio tienen una base de dimensién
2, las cuales son |+) y |—), éstas se pueden sustituir por un formalismo de
dos componentes llamado espinor:

1\ _ (0 _
H=(g)=x  1=(])=x
(Hl=(1 0)=xL (1= 1)=xL
Para estados arbitrarios, el espinor de dos componentes se escribe como:

= () = ()

=Cy X4+ +C_X-
X'=(lal4) (o) = (¢} )

en donde las constantes c,,c_ € C.

3.6.2. Ecuacién de Schrodinger con Potencial Eléctrico

La ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo es:

L0
iha W (X, 1) = HU (X 1) (3.56)
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Sustituyendo la Hamiltioniana (3.36)) en la ecuacién, se obtiene que para un
electron:

0 [ 1
iha\lf(X,t):_%(P—eA)ZjLw U (X, 1)
__1 2 2 42
__2m(P e(P-A+A- P)+6A)+e¢} (X,¢)

[ R h
= —%V2+%(v A+ A- V)+—A2+e¢} (X, 1)
] (3.57)

Cuando se cumple la norma de Coulomb, V - A = 0, se obtiene que:

V- (AD) =A - (V) + (LA
=A-(VV)
Ademas, suponemos que no hay fuentes cercanas, ¢ = 0, por lo que obte-

nemos una ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo (TDSE por sus
siglas en inglés) de la siguiente forma:

9 h? 2, ihe N

Para considerar interacciones con algin potencial, se puede agregar:
U(X) = Energia Potencial
Por lo que el TDSE queda como:

0 h? 1he e?

h—U (X, t) = |——V?*4+U(X)+ —A-V+ —A*| U (X, ¢t

Mo (X,0) = | <o VP U0 + 5249 4 ]
En esta ecuacion se puede hacer la separacion H = Hy+ H,,,;, tal que Hy es la
Hamiltoniana independiente del tiempo, mientras que H;,; es la Hamiltoniana

de la interaccién con un campo radiante:

hQ
Hy = — —v2 +U(X)

Hin :m—eA v

2m
Su forma generalizada a partir del caso de N particulas, es entonces:

zhg\I/Xt ZP2+V——ZAT1, P+—2Ar,,] (X, 1)
(3.58)

En este momento es 1til introducir la aproximacién dipolar. Esta aproxima-
cion se puede utilizar toda vez que se cumplan dos condiciones:
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» La longitud de onda de la radiacién incidente al sistema tiene una
longitud de onda larga comparada con el tamano del sistema atémico
estudiado; y

» La intensidad de la radiacién no es tan alta como para tener que con-
siderar efectos relativistas.

La aproximacion dipolar establece que el potencial vectorial de la radiacién
incidente es independiente de la posicién, A = A(t). Con esta aproximacién
se cumple de inmediato la norma de Coulomb, y bajo la misma, la TDSE
queda como:

2N

ih%\lf (X,t) = |Hy — %A(t) P+ %A%t) (X1 (3.59)

en donde se define que P = ZZN:1 P,.

A la ecuacion de Schrodinger sobre la que se le aplica la aproximacion dipolar
y la norma de Coulomb se le denomina la TDSE bajo la norma de velocidad.
Para el sistema estudiado en esta tesis es escrito explicitamente como:

m%qf (X,t) = ﬁ (P—eA(t)’ +V — Fz| U (X,t) (3.60)

3.6.3. Transformaciones de Norma

La TDSE de un electréon bajo radiacién sin aplicar la norma de Coulomb
(3.57)), tiene la cualidad de que es invariante bajo las siguientes transforma-
ciones [12]:

Ao A =A+Vf (3.61)
9t

o= ¢ = <b—. BT (3.62)

VoW =e TP (3.63)

en donde f es una funcién real diferenciable.
Estas transformaciones se pueden generalizar dado las cantidades medibles,
como valores esperados o probabilidades de transicion, deben de mantenerse

invariantes.

En esta tesis utilizaremos estas transformaciones, aun cuando hagamos uso
de la aproximacion dipolar, y por ende de la ecuacion (3.59)).
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Norma de Velocidad Reducida

Esta norma queda especificada con la funcién f:

eN [*
f=—— A% () dt
2m J_
Con esto se puede escribir el potencial eléctrico vectorial, el potencial eléctrico
escalar y la funciéon de onda transformados como:

t
A =A+V (—ﬂ A% (1) dt’)
2m J_o
eN [! 0
=A+-—— / AL (V) dt!
2m J_o
=A
0 t
0 elN
r_ L o AQ / /
¢ % 815( 2m J_ (t)dt>
2m
I _i€2N ! 2 [yl /
U’ =exp ( Sy 7OOA () dt) v (3.64)

Aplicando estas transformaciones a la ecuacion ([3.59)), se obtiene:
0 —ie?N [! 2\
ih— (exp < - A% (1) dt’) \If) = [Ho _ ‘APt e—AZ]

m 2m

ot 2mh )
. 2N t
X exp ( e A% (1) dt') v

2mh  J_ o
(3.65)
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuaciéon obtenemos:
ie? N —ie’N [*
h | — A? A% (t)dt' | v :
i {( 5T )exp( omh ) () ) (3.66)
oV —ie?N (!
— A2(Ydt' || =
o (G [ A 0]
e?N ov —ie?N (!
—— A%V + ih— A2 () dt .
( T +ih T ) exp ( omh | (t" dt) (3.67)

Insertando el lado derecho de la ecuacién (3.67)) en la ecuacion (3.65)) y sim-
plificando, se obtiene:
o
h
ot

- [HO - %A : P} e (3.68)
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Esta es la TDSE bajo la norma de velocidad reducida, en donde se sustituyé
la notacion primada por ”v” en las W para diferenciar la norma de velocidad.
Esta presentacién de la TDSE tiene la gran ventaja de haber eliminado el
término cuadratico del potencial vectorial. Esta norma se denomina norma
de velocidad reducida debido a que la Hamiltoniana de interaccién sélo es el
acoplamiento del potencial vectorial con el momento dividido entre la masa,
resultando en una semejanza al acoplar el potencial con la velocidad.

Norma de Longitud

La norma de longitud se puede obtener con la funcién especifica:
f=—A-R
Por lo que los términos transformados resultan ser:
A'=A+V (-A-R)
0
— [A X (M xR)+ R x (VXA)+(A-V)R+(R-V)A}
0 A 0
— |Rx (VxA)+ (A-VR+ (R =0
0
o =f— 5 (-
0
_0A 8)2
A- —-E-
=5 R+ n R
I e
U™ =exp EA -R)WU (3.69)
en donde se nota que el potencial vectorial se simplifico significativamente al

tener a R = xi +yj + zk: y utilizar la aproximacion dipolar debido a que se
deduce que:

VxR :Eijkaka = eijkéjk = €5 = 0
0
V x A :Eijkﬂ‘a/':
(R-V) A =rida; = W—
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Introduciendo estos valores en la ecuacién (3.59)), se obtiene:

a ie ie
P

) \Ij ie ie
= ih % %/-R qf+aa—t W:Howmxp

ov
La cual es la TDSE aplicada a la norma de longitud. Esta lleva el nombre
de norma de longitud porque la parte de la Hamitloniana donde interactia
la radiacion es un acoplamiento entre el campo eléctrico y el operador de
posicion de los electrones.

3.6.4. Marco de Kramers-Henneberger

En la transformacién de Kramers-Henneberger, se transforma para cambiar
el marco de referencia desde el laboratorio a un marco acelerado, especifica-
mente centrado sobre el movimiento pondero motriz del electréon. El procedi-
miento utilizado para realizar esto se obtiene del articulo de W.C. Henneber-
ger |13], por lo cual por simplicidad, se toma un atomo de Hidrégeno bajo la
aproximaciéon dipolar no relativista, similar a como lo haremos también en
esta tesis. La ecuacién de Schrodinger es:

1 e 2 L 0p(r1)
I —ihV — EA(t)] e, t)+V(r)p(rt) = th
Se introduce una funcién de onda transformada:
Y (r,t) = Qp(r,t) (3.71)

Tal que:

T AR

o0

vt [ ]

Debido a la aproximacion dipolar, €2 se puede escribir como:

Q=005
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En donde

t
Q; = exp {— By (1) dr - V}

oo MC

0y = Z‘/t ¢ A(r)d
9 = exp i) ame T)dTr

Aqui se nota que €2; es un operador de traslacién, tal que su operacién realiza

el cambio: .
Qlf(r):f(r—/_ micA(T)dT)

Por lo que la ecuacion (3.71)) es un cambio a un marco de referencia acelerado.

Retomamos la ecuacion de movimiento ponderomotriz (3.51)):
t

o=— iA(T)dT

o MC

e - e
Y = ——A = —E(t
-« mc (7) m ®)

De nuevo confirmando que « es el desplazamiento de un electrén libre desde
el centro de su oscilacién en un campo de radiacién E(t).

La funcién de onda # (r,t) satisface la ecuacién diferencial:

—%v% (0, 8) + V (r+ )t (r,t) = mw (3.72)

la cual es la TDSE en el marco de Kramers-Henneberger.

Este procedimiento se puede realizar mas rdpidamente partiendo de la ecua-
cién ; habiendo ya utilizado la aproximacion dipolar, se le agrega la
transformacién unitaria adicional:

U4 (X, t) = er®OPYY (X 1) (3.73)

en donde «(t) es el desplazamiento ponderomotriz definido en la ecuacién
(3.51)) bajo la aproximacién dipolar.

Por lo tanto, la transformacion de Kramers-Henneberger corresponde a una
traslacion espacial caracterizada por el desplazamiento ponderomotriz, tal
que oscila con respecto al ”laboratorio”, asi como haria un electrén clédsico
en un campo electromagnético E. Bajo esta transformacién, la ecuacién de
Schrodinger presenta la siguiente forma:

20 oa |1 5o A
@halll = %P + V(e +at), - ,rn+at)| v (3.74)
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3.6.5. Ecuaciones de Pauli

Particula Libre

La ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo es:
H|®) = E|)

Para una particula libre, esto se traduce a:

P2
5—|2) = o)
m

Haciendo el cambio a la notacién spinorial en el formalismo de Pauli, esta
ecuacion independiente del tiempo es:

;X =FEx (3.75)
P 1) (0 =Ex (3.70)

Posteriormente, se puede utilizar la identidad importante especificada en las
propiedades de las matrices de Pauli, (6 -a) (6-b) = (a-b)1+io-(a x b),
de tal manera que:

(0-P)(c-P)=P*1+0
Este resultado lo sustituimos en la ecuacién (3.76)), para obtener:

(c-P)(c-P)
2m

x = Ex

Introduciendo el Campo Electromagnético

Se introduce en este momento la particula en un sistema electromagnético
en una aproximacién dipolar, por lo que A(x,t) = A(x),y P - P —¢A. La
q es la carga total, pero para simplificar el desarrollo, se considera la carga
de un electroén, e.

En este caso, la identidad importante de las propiedades de las matrices
de Pauli queda como:

(c-P—eA)(c-P—eA)=
(P—eA) - (P—ceA)Ll+io-((P—eA) x (P —eA)) (3.77)
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Descomponiendo esto por partes, analizamos el producto cruz de la segunda
parte de ecuacién:

(P —eA) x (P —eA) =¢i (pi — ea;) (pj — ea;)

1

:§5ijk [(pz - eai) ) (pj B eaj)]

1
=5¢ijk (2P — Py — €Pjak + akp;

2
—ea;pi, + epia; —1—%—%)

1
:ggijk (iheﬁjak — iheakﬁj + iheajﬁk — ihe@kaj)

realizando la derivada parcial con conciencia de que se opera sobre una fun-
cion esto se desarrolla a:

1
(P—eA) x (P—ecA) =5 ik (ihe (ax0; + O;ai) — iheard;
+ihea;0); — ihe (a0 + Oka;))
1
:ﬁeijk (iheajak - ihe(?kaj)
:§Zh€ (a-jk(?jak — Eijkakaj)

1.
:§Zh€ (gijkajak; + 5ikjakaj)

=1heV X A = iheB

En donde B es el campo magnético, y se utilizé (3.26]) en el dltimo paso.
Sustituimos este resultado en la ecuacion (3.77]) para obtener:

(c-P—eA)(c-P—eA)=(P—¢cA)- (P—cA)l +io - (eB)

Sustituyendo estos resultados en nuestra ecuacion de Schrodinger, se obtiene
la ecuacion de Pauli:

2m

<M_heU.B>X:EX
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3.7. Ecuaciones Relativistas de Klein-Gordon
y Dirac

Las ecuaciones relativistas de la mecanica cuantica fueron desarrolladas poco
tiempo después de la mecanica cudntica no relativista, aun en la década de
1920. Las dos ecuaciones que se desarrollaron fueron las de Klein-Gordon (o
Klein-Gordon-Fock) para bosones y la ecuacién de Dirac para fermiones. En
esta seccion se presenta lo elemental de estos temas.

3.7.1. Ecuacién de Klein-Gordon
Ecuacién de Klein-Gordon

La ecuacién elemental de Schrodinger se escribe:

ov R,
h— = |——V*+V v :
ih ot 2my +Vix) (3.78)

Que corresponde al operador de energia no relativista:

o2
= p
EF=—
2m0
Para obtener una ecuacién de onda relativista, comenzaremos con un caso
mas sencillo: el de una particula libre. En este caso la energia relativista se
escribe como:

E?=cp-p+mic!

Se sustituye el cuatri momento por el cuatri operador de momento, (3.1)), y
lo sustituimos en la ecuacién de Schrodinger ((3.78]):

v
in?Y

= VAV 4 mia (3.79)

Esta ecuacion es poco 1til debido a que si se expande es capaz de contener
todas las potencias derivadas del operador, por lo cual contiene teoria no
local y sus soluciones son muy complicadas [14]. En vez de eso, es preferible
utilizar:

H? = p*c® + mic!
Para esto se utiliza el hecho de que si A, B son operadores que conmutan
entre ellos, y ademds AV = BV, entonces A>¥ = B2V, por lo que podemos
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reescribir la ecuacion ([3.79) como:

2
—hQ%\IJ = [-R*PV? + mct| U
N [D + (%)2} W =0 (3.80)

A la ecuacién ((3.80)) se le llama la ecuacién de Klein-Gordon para una particu-
la libre. Las soluciones de esta ecuacién tienen la siguiente estructura:

U = ¢ Pt ——i(poa—px)

—en(Px—FD) (3.81)

Sustituyendo la ecuacion {D en |D se llega a que E = +v/mic? + p?,

por lo que hay soluciones positivas y negativas de energia. Esto se debe a que
las energias negativas estan asociadas a las antiparticulas. Ademas de esto,
la ecuacién de Klein Gordon es una ecuacion de segundo grado en el tiempo,
por lo que se necesitaria saber OW /0t ademds de la funcién de estado ¥ en
un tiempo dado t. Por estas razones, esta ecuacion parecia carecer de sentido
matematico y, de hecho, cuando Oskar Klein publicé su articulo al respeto,
puso mayor énfasis en su teoria relativista de cinco dimensiones que de sus
resultados.

Esta primera version de la ecuacién de Klein-Gordon fue publicada en 1926
por el fisico suizo Oskar Klein [15], quien otorga la primera parte del nom-
bre de la ecuacion. Sin embargo, existe evidencia escrita en el cuaderno de
Schrédinger, que indica que fue éste ultimo el primero en obtener una ecua-
cién parecida a la de Klein-Gordon [16], basado fuertemente en la férmula
de onda-materia de Broglie, mientras que, la teoria de Klein involucraba una
teoria relativista de 5 dimensiones.

Vladimir Fock también encontré la ecuacién de Klein-Gordon en 1926 |17],
por lo que a veces se le llama la ecuacion Klein-Gordon-Fock, aunque es més
conocida por el nombre de Klein-Gordon, a pesar de la injusticia del nombre.
Schrédinger mismo referenciaba a la ecuacion por el nombre de Gordon.

Aunque fue Fock el primero en resolver la ecuacién de energia para el atomo
de hidrégeno, no fue capaz de reproducir la estructura fina correcta, resaltan-
do una debilidad en la ecuacion de Klein-Gordon: no interpreta de manera
correcta a los fermiones.
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Mientras tanto, Walter Gordon derivé la ecuacién de Klein-Gordon en 1926
[1], siguiendo de cerca el método de Schrodinger, en donde aplicé mecanica
de ondas relativistas al efecto Compton, por lo que encontré las densidades
de carga y corriente.

Limite no Relativista

Para estudiar el limite no relativista de la ecuacién de Klein Gordon ([3.80)),
primero se debe hacer un ansatz, en el cual dividimos la dependencia temporal
de ¥ en dos términos, en donde uno contiene la masa de la particula en

descanso: ‘
i 2
U(r,t) = p(r, t)e nm" (3.82)

Posteriormente, y recordando que la diferencia entre la energia total £ de
una particula y su masa en descanso mgc? es chica, podemos definir la energia

no relativista como:
FE' = E —myc?

tal que B’ < moc?.
Ya que en el esquema de Schrodinger el operador de E es ih%, tenemos que:

)
|z‘ha—f| ~ E'p < mocdy (3.83)

Ahora derivamos la ecuacién (3.82)) una y dos veces y se sustituye el resultado
encontrado en la ecuacion (3.83)):

o — (0_@ . ~m002 QO) —imoc?t ~77WLOC2 —%moc2t
h

ot o h ¢’ ~ pe
82_\11 —2 6_90 — Z'mOCQ 6—%m062t
oz ot |\ ot n 7

mec?dp  moc® o mict et
~ |- = — = - ol e
h Ot h Ot h?

4

~[.2mec® 9y mie
- hoot . wt

:| 6—%m002t

Sustituyendo estos resultados en la ecuaciéon de Klein-Gordon (3.80]) se ob-

tiene:

1 @'2m0628_¢+m304 e~ Fmoc’t _ V2—m302 e~ nmoc’t
2" o T ¢ n2 ) ¥

op W[ h?
= Zﬁa = —2m0 (8$2 + 8y2 + @) Y = —Q—WAQO (384)
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Este resultado es la ecuacién de Schrodinger para una particula libre sin
spin, por lo que se puede suponer que la ecuacion de Klein Gordon trata de
particulas de spin cero.

Ecuacién de Klein-Gordon con Campo Electromagnético

Como ya se estableci6 en la ecuacion (3.2)), el cuatrivector del potencial elec-
tromagnético se describe como:

AP = {Ag, A} = g4,

Asimismo, como se describié en la ecuacion (3.36)), el potencial se puede
introducir en el momento, tal que:

ﬁu_”au_fAu
c

Con estos cambios, la ecuacion de Klein-Gordon para una particula libre se
transforma en la ecuacion de Klein-Gordon con un campo electromagnético:

(- 5) (- 50) = i

= [g‘“’ (m 0 _ ZAV> (m 0 EA“H U = mac*U (3.85)

oxv dzh ¢

Ecuacién no Relativista de Klein-Gordon con Campo Electromagnéti-
co

Una vez mads, para conseguir el caso no relativista de la ecuacion (3.85)), se

utiliza el ansatz: ,
U(x,t) = p(x, t)e 7m0 (3.86)

En donde se cumple la condicién pasada, ademas de una nueva:

L 0p 2
he
thg | <mocl] (3.87)

|€A0(,0| <<m002|g0|

en donde la segunda condicién proviene del hecho de que los potenciales deben
ser planos para no lidiar con la creacién de pares, lo cual es un fenémeno
relativista.

Similar al caso sencillo, se deriva la ecuacién con respecto al tiempo,
y ademas se le resta eAy:

0 0 o
(zha — 6A0> v = (zha—f —eApp + moc2g0> e~ nmoct
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Posteriormente, a este resultado se le saca su cuadrado y se le aplican las
aproximaciones de la (3.87)) para obtener:

L0 2 ,0%p 0Ay . L Bp . L0p
<zha—ez40) v = ( h W_ the—— T —ZheAOE—l—thoc e

—iheaa—on + eAggo — eAgmociy

—24moc?t

0
+ihm0028—(’: — eAgpmoc® + mgc4<,0) e

8 8A0 i 2
~ -2 Ag+2 jh— — ithe—— | e~ #"M0c?
(moc moc eAg + moc 7 o 1he BN ) e

Si se inserta este resultado en la ecuacion (3.85)), se obtiene que:

0 e dA ) —

(moc — 2mpeAy + 2mozhat 2 7

= {(z’hV—i—EA) +mac ]e hmocztw
1he 8A0:|

I Ot (3.88)

o Lmo (mv+ A) Fedy +

lo cual es la ecuacién de Schrodinger para potenciales electromagnéticos.

3.7.2. Ecuacién de Dirac, Soluciones de Gordon-Volkov
Ecuacién de Dirac

Si recordamos la ecuacion (3.79), que es la ecuacion de Klein-Gordon en
su forma de raiz cuadrada. Como se mencioné anteriormente, esta ecuacion
tenia desventaja debido a que la raiz cuadrada de los operadores diferencia-
les son dificiles de manejar, al punto de que Dirac no pudo incluir en ella
a los campos electromagnéticos externos de manera invariante, relativista.
Esto propicié que Dirac a hallara una nueva ecuacion, preferentemente de
primer grado en su derivada temporal, estableciendo la parte temporal al
mismo nivel que la parte espacial. La ecuacion resultante podria describir la

estructura interna de un electrén, la cual tiene un spin de un medio, que la
ecuacion de Klein-Volkov (3.80)) era incapaz de hacer [1§].
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Partiendo de la ecuacion (3.79)):

LoV
zha :\/—hQCQVQ + mctU
ov
= zha :c\/p% + p3 + p3 + mic2U (3.89)

Para linealizar esta expresion encontré que se cumple la identidad:

Ip| = \/p% + p3 + P} = o1p1 + o2p2 + o3p3

En donde las {p1, p2,p3} conmutan entre ellas y las {01, 09,03} son las ma-

trices de Pauli:
(0 1
17\1 0
(0 —1
2=\ 0
(1 0
73=\0 -1

Esto Dirac lo quiso expandir para incluir cuatro cuadrados dentro de la raiz,
en vez de tres, para que se pueda utilizar en la ecuacion ([3.89)), de tal forma
que:

\/P% +p3+p3+ (m00>2 = ap1 + QP2 + Qzps + agmoc

Dado que el propésito de la ecuacién de Dirac era contener la ecuacion de
Klein-Gordon (3.80f), deberfa cumplir las condiciones necesarias, tal que:

2 2 2 2 2\ 2
(a1p1 + caps + asps + aymoc)” =pi + ps + ps + (moc?)

Esto quiere decir que:

a0y + oo, =0 (u#v)
g b (3.90)
a, =1

Las condiciones de las ecuaciones definen el algebra de Clifford, que
Dirac no conocia en ese entonces, por lo que derivo expresiones para estas
alfas. Estas matrices a deberian ser Hermitianas para que la energia sea
autoadjunta. Utilizando la ecuacion , se puede observar que:
Tr () =Tr (ofoy,)

=Tr (e, cry,)

=—Tr(a,0,0)

=—Tr(aua,00)

=—Tr(a,) = Tr(a,) =0
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Considerando que Oéi = 1, es decir, que el eigenvalor de o, es 1 6 —1, por
lo que la dimensién de las matrices debe ser par. Para una dimensiéon de
2, s6lo hay hasta 3 matrices linealmente independientes que autoconmutan,
representadas principalmente por las matrices de Dirac, lo cual es insuficiente,
por lo que se escoge una matriz de 4 dimensiones:

. 0 g;
% = o; 0
u=p= ((1) —01)

en donde [ es la matriz correspondiente a la energia de descanso, por lo
que recibe su propio nombre. Estas matrices se llaman matrices de Dirac,
y son expresadas en especifico con sélo una opcién posible. Cada matriz
o = Uoq;U™! es una matriz de Dirac, tal que U es una transformacién
unitaria. Insertandolas en la ecuacién , se obtiene la ecuacién de Dirac
libre, que es:

(3.91)

oV
i =H¥ (3.92)

tal que Hy = —ihco - V + Bmc?

La cual describe un electron libre relativista. La funcién de onda es un vector
tal que:
\111 (t, X)
U (t,x) = e
\114 (t, X)
En muchos casos, sera 1util dividir esta funcién de cuatro componentes a una
sola con dos espinores de dos componentes cada uno, esto es:

¥y

U= $§ _(i) (3.93)

Wy

tal que:

@ = @;) (3.94)
(

ii) (3.95)



Los estados estacionarios de la ecuacion (3.92)) tradicionalmente se encuen-
tran usando un ansatz:

U (x,t) =W (x)e i (3.96)
Por lo que la ecuacién ([3.92) queda como:
U (x) = HyV (x) (3.97)

Se utiliza la notacion de la ecuacién (3.93)), junto con las matrices de Dirac

(3.91)), para reescribir la ecuacién (3.97)) como:

Y\ _ 0 o . ¥ 22(1 0 ¥
(5 =clo 7)o () (6 ) ()
Esto se reduce a resolver el sistema de ecuaciones:

(€ — moc®) 1y — co - pxo =0 (3.98
—co - ppg + (6 + m062) 1y, =0 (3.99)

Los estados con momento definitivos p son:

()= () 109

El sistema de ecuaciones (3.99)) sélo tiene soluciones no triviales si su deter-
minante es igual a cero:

(€ —moc®)1  —co-p
—co-p  (e+mpc?)1

—0

Desarrollando el determinante se obtiene que:

(e — moc®) (e +moc®) 1 —¢* (o - p) (o - p) =0 (3.101)
= (€ —mic")1—¢* (o -p)(o-p) =0 (3.102)

Para resolver esta ecuacion se ocupa la relacion:
(0-A)(c-B)=A-Bl+io-(AxB) (3.103)

Sustituyendo en la ecuacién (3.102)), se obtiene que:

(€ =mgc*) 1 —*(p-pl+io - (pxp)) =0
2_ 24 2.2 _ — /D2 2,2
=€ =myc +c’p° = e==xE, =cy\/p*+mie
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Lo cual resalta que hay dos soluciones para el factor €, una positiva y otra
negativa. Con estas soluciones, se puede escribir la ecuacion (3.99)) como:

c¢(o-p)
= — 3.104
Xo moc® + e’ " ( )
Luego se normaliza el espinor ¢, de tal forma que:
Ui
=U = 3.105
¥o <U2) ( )

tal que:
UU=UU +UsUy, =1

Sustituyendo la ecuacion (3.100)) en la ecuacién (3.96), se obtiene que:

U (x,t) = ((’00> erPXe el

X0

a esta ecuacion se le insertan los valores encontrados en las ecuaciones (|3.104))
y (3.105)), por lo cual se obtiene que:

U ;
quA =N ( c(a-p)_U> eg(p-x—AEpt) (3'106)

moc2+AEp

en donde se agregd a N como factor de normalizacién y A = 1 que es la
solucion positiva o negativa del factor €. Para hallar el factor de normalizacion
se hace el procedimiento usual, utilizando la condicion:

/\I/I))\ (X, t) \I[p/)\/ (X7 t) dgm = 5)\)\/5 (p — p/)

Sustituyendo los valores de la ecuacion [3.106| se obtiene que:

N? (U*U+UTCQ(“‘p>(U'p)U> =1

(moc? + \E,)”
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Utilizamos de nuevo la ecuacién (3.103|) para reducir la ecuacién, tal que:

T U (+p%® —1

(moc? + A\E,)

LN — (moc? 4+ \E,)?
(moc? + \E,)* 4 ¢2p?

B (moc® + \E,)’
\ mdet + N EZ + 2moc*AE), + c¢*p?

(moc? + \E,)”
E2
(mad+7e"p?) + 2m062)\E + N2E?2

Debido a que A\? =1, se desarrolla:
B
N E2 + 2moc?AE, + N2 B2
_\/ (moc? + /\Ep)2
2 (moc® + \E,) \E,

(moc® + \E,)
INE,

Con este factor de normalizacion se encuentran las soluciones a la ecuacion
libre de Dirac. Cabe mencionar que se encuentran en una forma exponencial.
Esta solucién también tiene un espectro de energias negativas, similar al caso
de la ecuacién de Klein-Gordon.

Ecuacién de Dirac en Campo Electromagnético

Para resolver la ecuacion de Dirac con campo electromagnético, se introduce
el cuatripotencial electromagnético en la ecuacién de Dirac (3.92) usando el
principio de acoplamiento minimo:

w%w—%wzw (3.107)
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tal que IT* es el momento cinético, y p* el momento candnico. Esto significa
que la ecuacién de Dirac cambia a:

c (zh% — SAO) U= (ca . (p - ZA> + Bmoc2> \J
= ihaa—\f = (ca : (p - ZA) + ey + ﬁmocz> Y (3.108)

Esto se denomina como ecuacion de Dirac con potencial electromagnético.
Estas ecuaciones tienen soluciones exactas, llamadas soluciones de Volkov,
o de Gordon-Volkov. Las funciones de Gordon-Volkov tienen aplicaciones en
la ionizacién de atomos [19], excitacién en bandas de semiconductores [20] y
dispersion de particulas cargadas [21].

Limite no Relativista

Para encontrar el limite no relativista de la ecuacién j3.108|), se utiliza la
representacion de la funciéon de onda con dos espinores 3.93|), ie,:

Utilizando las matrices de Dirac (3.91)), la ecuacion (3.108) queda como:

L0 (@)  [co-1I X O o[ @
zha ()~(>_(CU'H¢>+6AO <>~<)+moc 5

Similar al caso del limite no relativista de Klein-Gordon, se toma el ansatz

B52), tal que:
(- ()
X X

Introduciendo ésta a la ecuacién, se obtiene que:

L0 [\ _imger | [co-II x

g () [z
X 8 ©@ ’im0C2 ) —imOCQt - . H

ézh{at(x)— N (X e = 0

0



en donde el ultimo elemento (2) proviene del despeje en el penultimo paso

que resulta en la resta de mgc? ( 90X> — moc? <£)

Posteriormente, se analiza la parte inferior de la ecuacion pasada:

0
ihax —co - TIp + eAgx — 2moc’y

= (2m002 —eAo+ ’Lh%) X =co - Ilp (3.110)

Luego se le aplican las condiciones no relativistas:

0 o ,
]zh—§| <|moc®x| (Energia cinética mucho menor que la energfa de masa en descanso)

0

leAgx| <|moc®x| (Energfa potencial mucho menor que la energia en descanso)

Tal que la ecuacién (3.110f) es:
2moc?

2moc? —eAg T iha x =co - Iy

By
T 20 (3.111)

= v =
X 2moc?

Debido al factor que se le tiene que agregar a ¢ para obtener y, se nota que
es una componente chica de la funcién de onda.

Ahora podemos analizar la parte superior de la ecuacién , introdu-
ciendo el valor de y de la ecuacion :

ih%—f _le Hz)ns;j ) 4 edgp (3.112)
Utilizamos nuevamente la relacion de la ecuacion (3.103]) y sustituimos el
valor del momento cinético usando la ecuacién para obtener que el
primer elemento del lado derecho de la ecuacion pasada se pueda reescribir
como:

(o a) o [l 8) <)
~(p-SA) bio - |reE St S (4 ) 4 (7 5 4)
o)L
oAy T
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Sustituyendo este valor en la ecuacién (3.112]), obtenemos:

2
Lo | (P—£A) eh

h— = & — -B A 3.113
! ot 2my 2moca telol ( )

Esta es la famosa ecuacién de Pauli, por lo que los dos componentes de
@ describen los grados de libertad del spin. Esta ecuacién brinda el factor
giromagnético correcto para un electrén libre (g = 2). Debido a que el spin
no depende de la velocidad de la particula estudiada, la ecuacion de Dirac es
util para describir particulas de spin un medio.

3.7.3. Funcion de Onda de Gordon-Volkov

Para una particula libre a la que se le aplica un potencial vectorial bajo
la aproximacién dipolar A(t), la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo es:

ov 1

th—— =

o = o (p+ eA(t))* (3.114)

Como se vio en la seccion bajo la norma de velocidad reducida esto se
expresa como:

a\I,V 2
ih - = (g—m + %A(t) -p) s (3.115)

A esta ecuacion se le puede buscar una solucién en forma de:

U = Cexp(k-r) fi(t) (3.116)

Sustituimos la ecuacién (3.116)) en (3.115]) y desarrollamos:

i (Coxp(he) fu0) = ( GV + AWV ) Coxplkr) ()
= mafgt(t) = (;Z V2 + _ZLQA (t) V) fr (1)
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Dado que exp (k - p) es eigenfuncién de p, con un eigenvalor de hk, se puede
escribir como:

Gfk(t)_ _z'hk:2 ie
ot 2m m

_ dilt) _ (_z‘hk2 - i—ek-A(t)> "

fr(t) 2m  m
In fu(t) + C = (—ZSZQt—ik -/%A(t’)dt’)
= fr(t) =Cexp (—ZETIJ — ik - a(t)) (3.117)

27.2 , e sy . .
en donde By = h’2 ::L es la energia cinética y a(t) es el movimiento pondero-
motriz visto en la seccién B.5.3

Sustituyendo la ecuacion (3.117)) en (3.116|) se obtiene el resultado:

UV = Nexp (zk (r—a(t) - %) (3.118)

en donde N es un factor de normalizacion.

La ecuacién (3.118]) es la funciéon de onda de Gordon-Volkov para la nor-
ma de velocidad reducida. Para obtener la funcién de Gordon-Volkov bajo
la aproximacién dipolar (o, dicho de otra manera, la funcién de la norma de

velocidad), se debe sustituir la ecuacion (3.118) en la ecuacién (3.64) para
obtener:

¥ = Nexp (m (= ap) - B A?(t'dt/) | (3.119)

De forma similar, se puede hallar la funcién de Gordon-Volkov sustituyendo
la ecuacion (3.119) en la ecuacion (3.69)) para obtener:

Ul = Nexp (% [hk + eA(t)] - r — ﬁ / (hk 4 eA(t')? dt’) . (3.120)

Finalmente, se sustituye la ecuacién (3.119)) en la ecuacién (3.73) para ob-

tener la funcién de Gordon-Volkov bajo el marco de Kramers-Henneberger:
Ext

U4 = Nexp {z (kr—%)} . (3.121)

60



Esto aplica para casos no relativistas. Con respecto a las funciones derivadas
de la solucién de la ecuacién de Dirac se pueden leer los articulos de Gordon
[1] y de Volkov [2], disponibles en idioma alemén, en donde éstas a veces se
conocen como funciones de Dirac-Volkov y representan las soluciones para
particulas relativistas de spin cero y un medio, respectivamente.
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Capitulo 4

Metodologia

4.0.1. Método de Wei-Norman

La teoria fundamental establecida en esta seccién es como la propuesta por
James Wei y Edward Norman en su articulo [4], en donde comienza propo-
niendo que un operador lineal H(t) se puede expresar de la siguiente forma:

H(t) = Zai(t)Hi con m finito (4.1)
i=1
En donde a;(t) son operadores escalares dependientes del tiempo y H; son
operadores independientes del tiempo. Sea el dlgebra de Lie L generada por
H(t) de una dimensién finita n. Esto implica que existe una vecindad de
t = 0 en la cual la solucién a la siguiente ecuacién:

dU

Se puede expresar asi:
U(t) — 91 (OH1 ,92()H2 | ogn(t)Hn (4‘3)
en donde Hy,--- , H, son la base de Ly g;(t) son funciones escalares depen-

dientes del tiempo. Ya que n < m, sabemos que: a;(t) = 0 si ¢ > m, por lo

que podemos definir:

i=1
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.2)) y utilizando la (4.1)), obte-

nemos que:
n

U _ > ai(t)H; - U (4.4)

dt



Por otro lado, se deriva la ecuacion (4.3]) para obtener:

AU d (T, e ®H:)

dt dt -
=Yt [H H] 1, [H H] (15)

Luego, sustituimos la ecuacién (4.5)) en la (4.4]) y operamos por el lado derecho
U~! usando la definicién de (4.3)):

n n

> a®)H;-U-U =Y a;(t)H;

i=1 i=1

n Mi—1 7 . -
- Zl gi(t) 1_[1 et H, H engj] . 1_[1 e—ngj]
= | j= ] = -
n [i—1 7 _— -
—a | [ 11 e 16)
i= | j= ] P |
n [i—1
=3 a0 HH] , i
=1 L j=1

A pesar de que la ecuacion (4.7)) es clave en esta tesis, podemos aplicar la
ecuacion ([3.19) del Lema 2 en la ecuacién para obtener que:

Z ap(t) Hy = Z Z Gi(t)Eri Hy,

i=1 k=1

Los operadores Hj pertenecen a la base de L, por lo que son linealmente
independientes. Observando la ecuacion anterior, esto establece que hay una
relacién lineal entre ax(t) y g;(t), esto es:

-Gl- _511 §12 - 51n- -91-
a2 §o1 E2 o0 &on g2
| = ' (4.8)
_an_ _fnl 5712 e gnn_ _gn_

Aqui £ es invertible dado que &; es una funcién analitica de g, por lo que su
determinante también es analitico. En el tiempo ¢t =0 £ = I, lo cual implica
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que su determinante en tiempo cero es distinto a cero. Por lo tanto, existe
una vecindad de ¢t = 0 en donde la determinante es distinta a cero. Usando
la invertibilidad, operamos £~ en el lado izquierdo y obtenemos que:

dg _

-1
cht_5 a4
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Capitulo 5

Resultados

5.1. Sistema Fisico

Desde su concepcion, esta tesis estaba ligada al articulo de Lefebvre [3], en
donde se estudia la resonancia de transmision de una particula a través de
varias barreras de potencial, ademas de 2 campos eléctricos, uno estatico y
otro fluctuante. Sin embargo, para la comunidad cientifica el estudio de es-
tados de Volkov es de mayor interés [22}23].

Para los propdsitos de esta tesis, se decidié considerar el caso de una particula
en un potencial, como podria ser una barrera de potencial constante, que lla-
maremos V' en la presente. Ademas, al sistema se le agregan dos potenciales
vectoriales: uno que actia como un campo eléctrico constante y sera repre-
sentado por el potencial vectorial F'x, y el otro siendo un potencial vectorial
oscilante, el cual se anotara como Ay cos (wt), siendo omega la frecuencia an-
gular.

El sistema que estudiaremos aqui considera los casos en los que existe una
aproximaciéon dipolar, lo que reduce la complejidad del potencial vectorial
oscilante a depender solo del tiempo. Este tipo de sistemas se dan al cumplir
las dos siguientes condiciones:

= La longitud de onda de la radiacién incidente al sistema tiene una
longitud de onda larga comparada con el tamano del sistema atémico
estudiado; y

= La intensidad de la radiacién no es tan alta como para tener que con-
siderar efectos relativistas.
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En general, la investigacién sobre la resonancia de tunelamiento es un tema
de interés [24-26|, asi como la dispersién de particulas por laser de alta
intensidad [27H32], fisica de laseres [33-39], ionizacién multifoténica [40-42],
y hasta de semiconductores [43], en esos casos se analizan sistemas similares
a los que se estudian en esta tesis, por lo que podria se concebible utilizar el
método desarrollado en esta tesis para estudiar dichos sistemas.

5.1.1. Nuestro Sistema

Todas las ecuaciones de Schrodinger que se resolveran en esta tesis contienen
una Hamiltoniana que se puede descomponer en un producto entre un ope-
rador escalar dependiente de tiempo y un operador independiente del tiempo
como sigue:

=2 Hy=2 Hy=z Hy=1

1= Ba2 Oz
aq Q9 as Qg

en donde se asocia el operador independiente del tiempo con un operador
escalar no especificado aun.

Se asegura que los operadores {H;} son la base de un algebra de Lie so-
luble. Para ésto, es necesario encontrar los valores de sus conmutaciones, de
la siguiente manera:

9> 0
[Hy, Hy| = [?; %1 =0
92
[HbHS] = {?;l’]
0 (0 0wy _ &
"oz \"or | oz D2
07 0 07
=z xz—i—Z%—x 5 =2H,
e
[Hy, Hy| = _@,ﬂ] 0
[Hy, H3) 2 =1=H
25 3] — -axa - — 4
[0
[Hy, Hy| = _%,]l] 0




Esto quiere decir que £ = {H,, H,}. Si se repite el procedimiento para los
elementos de £, notamos que Hy no conmuta con Hy, por lo que £” = {0}
y por ende, {H;} genera un dlgebra de Lie soluble al segundo grado.

Utilizando la ecuacién (4.7)):

i=1 j=1
:ngl + gg [eXp {gladHl}] H2 + gg [GXp {gladHl} exp {ggang}] Hg
+ gy [exp {gradH; } exp {goad Hy } exp {gsad H3 }] Hy

Para proceder, se debe notar que:
dXx)*  (adX)®
() (adX)"
2! 3!

X, [X,Y
=>€adXY:Y—|—[X,Y]—|—[ 7[2'7 ]]+

X =1 4+ adX +

Sustituimos esta definicién en la ecuaciéon anterior, por lo que:

4
§ a;H; =gi Hy + G291 Hy + g2 920482
=1
+ g'4€91adH1 egzadeeg3adH3H4

. . 0
=g1H1 + go (H2+91M+”')

. 4 2 4
T gaceith (H3 + gal ot 2 {HQ,M +- )
. _giadHy _goadH> 0 g% \
+ gae e Hi + ga[HsHa] + 5 [Ho [Hs Hul + - -

:gIHI + 92H2 + g};egladHl (Hg + ggH4) + g4egladH16g2adH2H4

Aqui cabe aclarar que no se indagara sobre la expansion mas alla del término
cuadratico, debido a que los operadores son un algebra de Lie soluble a se-
gundo grado, por lo que los términos mayores al cuadratico deben dar igual
a cero. También nos apoyamos del hecho de que Hy no conmuta con ningin
término, por lo que se resuelve rapidamente el ultimo elemento de la suma-
toria de la ecuacion.
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Continuando la simplificacién:

4
Z a;H; =g Hy + goHs + g5 (e9°Y" Hy + g2 *V" Hy) + g4 H,y

i=1
=g1Hy + g2l + g3 (H3 + gdﬂmﬁ'%@g? [Hy, [Hy, Ha]] + - + 92H4) + gaH,4
=g1Hy + g2 Hy + g3 (Hz + 291 Hy + go Hy) + gaHy

Reacomodando de una manera practica, ésto termina siendo:

arHy + agHy + agHs + ayHy = g1 Hy + (G2 + 29391) Ha + GsHz + (94 + g392) Ha

Se utiliza el hecho de que {H;} son base para escribir la ecuacién pasada en
su forma matricial:

a 10 0 0\ /¢
Q9 . 0 1 291 0 gg
as] 1o o0 1 0]
Gy 00 g 1 Ga

Usamos cualquier método para hallar la matriz inversa (el autor utilizé el
método de Gauss-Jordan) y multiplicamos esta inversa por el lado izquierdo,
para obtener:

10 0 0\ [m i
01 —2g1 0 Qo . gg
00 1 0fla| " |
00 —g 1) \as 4

Por lo que hay que resolver las cuatro ecuaciones diferenciales:

ay = g
az — 2g1a3 = g2 (5 1)
as = gs

a4 — o3 = (4

La tultima parte de esta seccion sera dedicada a convertir el resultado que ob-
tenemos con el método de Wei-Norman a una solucion unica usando la
férmula de Baker—Campbell-Hausdorff (férmula BCH de ahora en adelante)
(3.10) considerando las relaciones de conmutacién para nuestro sistema.
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Las primeras dos funciones exponenciales que juntaremos son los que contie-
nen los operadores Hy y Hjs principalmente porque el operador Hy conmuta
con todos los demés operadores y la férmula BCH se simplifica:

e93Hs p9aHs _ p93H3+94Ha

a este resultado ahora se le agrega la funciéon exponencial que asociada al
operador Hs:

09213 p93Hs+91Hs _ 92 Ho+gs HagaHa+5(92Ha,g3 Hs+gaHal 4

:692H2+93H3+94H4+%Q2Q3H4

en este paso se uso el hecho de que Hs conmuta con todos los operadores
exceptuando Hjs y dicha conmutacién resulta en Hy, la cual ya se establecio
que conmuta con todos los operadores, por lo cual no es necesario escribir
mas términos de la formula BCH mas alld de los escritos explicitamente.

Finalmente, se le suma el dltimo término de la solucion:
eI H1 o2 Ho+g3 Ha+gaHat 59205 Ha
:eglH1+92H2+93H3+94H4+%9293H4X
e%[glHl792H2+Q3H3+94H4+%9293H4] «

15 [91H17[QlHl792H2+93H3+94H4+%9293H4H

e X

(&
— 691Hl+92H2+93H3+94H4+59293H4+%(29193H2) %
0
T12<[91H 3 2]+[92H2+93H3+94H4+39293H4,—2g1gsH2])
€
:engl+92H2+93H3+Q4H4+%9293G4+9193H2+ﬁ(*29195(*1‘14))
= 91H1 9212 og3H3 ,94H4 :eglH1+(92+glg3)H2+93H3+(g4+%gzgs+églg§)H4

(5.2)

Este sera la solucién unica que se utilizard en esta tesis en la secciéon de
resultados.

5.2. Norma de Velocidad Reducida

La TDSE bajo la norma de velocidad reducida, definida bajo la ecuacion
Hamiltoniana ([3.68)) cuando tenemos una barrera de potencial y dos campos
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eléctricos actuando sobre el sistema, uno fijo y otro oscilante, es :

ov ih 0% i iFx e 0

— =|———-V4+ —4+—A t)—| ¥ 5.3

ot 2m ox? h + h + m 0% (wt) ox (5:3)
Tal y como establece la metodologia, la Hamiltoniana se separa en varios

operadores independientes del tiempo y sus escalares dependientes del tiem-
po:

H=2 H=~2 H=z H-=1

Ox?
ih eAp cos(wt) iF iV
ay = 5~ A= ——— A3 = 7 Q4= —7

Los valores de los operadores escalares, ”a”, se utilizan en la ecuacién ([5.1)),
de donde se deben desarrollar las cuatro ecuaciones diferenciales, empezando
por la ecuacién referente a g:

. ih 1ht
= Q1 = — : = —_—
n " om a 2m

A continuacion se pasa a la ecuacién gz, debido a su sencillez:
iF _iFt
h R
Ahora se resuelve go, utilizando el resultado encontrado en g;:
_ eAg cos (wt) i\ (iF
g2 =03 —2g1a3 = ———— =2 — | | 5~
m Im K
eAgsin (wt) = Ft?
_.I_
mw 2m

g3 = az = = g3

= g2 =

Finalmente se encuentra g4, con el resultado obtenido en gs:

, iV (ersin (wt) Ft2) (zF)
g4 =4 — o3 = ——— — + —

h mw 2m h
L iVt N ieAgF cos (wt)  iF?t3
9a = h mw?h 6mh

Por lo que la funcién de onda es simplemente:

U = 9111 p92H2 p93Hs 94 Hs (5‘4)

Como establece la ecuacion (4.3]). Ahora utilizamos el resultado encontrado

en la ecuacion ((5.2)):

U= 691H1+(92+9193)H2+93H3+(g4+%9293+%919§)H4 (5.5)
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Resolviendo por secciones se calcula primero:

eAgsin (wt) N Ft*2  Ft?

g2+ 9193 =

mw 2m  2m
_ eAgsin (wt)
B mw
y segundo:
N 1 N o, iVt N ieAgF cos (wt)  iF?*t?
g4 29293 69193 = A mw2h 6mh
1 (eApsin (wt) Ft? 1iht F?t?
+ = + +o— (-
2 mw 2m 6 2m h?
iVt deAgF cos (wt)  iF”
-k mw?h Bmh

iAgFtsin(wi) | 2 i
2mwh Ambh )/émh
Vit N ieAoF cos (wt) 1AgFtsin (wt)
h mw?h 2mwh

Usando estos resultados obtenemos que la el operador de evolucion temporal
unico es:

U (z,t) =UV (z,0)

itE N eApsin (wt) 0 N ieAgF cos (wt)  iAgFtsin (wt)
h" mw Ox mw?h 2mwh

= exp

En donde ¢, es la solucién de la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo:
h* 02
< 2m Ox? * x) 4 4

5.3. Norma de Velocidad

La TDSE bajo la norma de velocidad se da por la ecuacion [3.60} establecida
como:

ov |1 0 ’

ih 5 5 ( Zh@x + eAy cos (wt)) +V x

N oV [ih & ie*Afcos® (wt)  Agecos(wt) O iV N iFx v
ot | 2m Ox? 2mh m or h h

(5.6)
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En esta TSDE, los operadores escalares temporales son:

_ ih _ eAgp cos(wt) __iF _ iV ie2 A2 cos?(wt)
ay =3, G2= m g = 4= h 2mh

Y, debido a que la Hamiltoniana se divide en los mismos operadores inde-
pendientes del tiempo, podemos utilizar las mismas ecuaciones diferenciales
de la seccion anterior, definidos por la ecuacién (5.1J):

g1 =aq
g2 =as — 2g1a3
g3z =as

g4 =04 — g2a3

Se resuelve la primera ecuacion diferencial:

. ih
a1 ~om
ih
= g =—t 5.7
g1 om ( )
Posteriormente resolvemos la tercera ecuaciéon diferencial:
. F
g3 :?
P
= g5 :%t (5.8)

Utilizamos ahora el resultado de la primera ecuaciéon diferencial para resolver
la segunda ecuacion diferencial:

i _eAgcos (wt) y <ﬂt) iF

m Im ) K
A si t F
= gy =0 (1) + —t (5.9)
mw 2m
Resolvemos la ecuaciéon diferencial 4 utilizando lo encontrado en la ecuacion
3:
i (e*AZcos? (wt) eAgsin (wt) F il
.t V) — 2|
94 h ( 2m * ) < mw - 2m > h
i (e2A%1 sin (2wt) eAgcos (wt)  f iF
= (o (T ) v ) - (T L) —
9 h(2m2(+ 2% >+ ) ( mw? +6m)h
i [e?A3 sin (2wt) eAgcos (wt) Ft?
= - t4 — t—F -
—n h{élm ( * 2w )+V ( mw? 6m>]
(5.10)
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Finalmente utilizamos la solucién tnica hallada en la ecuacion (|5.2)):

U= 691H1+(92+9193)H2+93H3+(g4+%9293+%919§)H4 (5.11)

De similar manera al caso anterior se resuelve por partes:

eAgsin (wt)  Ft*  Ft?
_I_ —
mw 2m  2m
eAgsin (wt)
mw

9o + 9193 =

y posteriormente:

1 1, ie? AZ sin (2wt) iVt iFeAgcos (wt) iF*t3
gat 29298 * 6719 =7 i (t * 2w ) ok * mw?h ~ 6mh
1 (ersin(wt) N Ft2> iF't N 1iht (ﬂ)
2 mw h h ~ 62m h?
A (t . sin(2wt)) iVt iFedycos(w) i
- 4mh 2w h mw?h Bmh

ieAgFtsin (wt) i N z'F}t’g/_ zF}tZ‘/
2mwh Ambh /lémh
_ie?A - sin (2wt)\ iVt N iFeAy ([ cos(wt) N tsin (wt)
- 4mh 2w h mwh w 2 '

Con esto deducimos que el operador de evoluciéon temporal tnico es:

U (z,t) =U0 (2,0)

B i eApsin (wt) 0
=exp htEn + p— £
i e? A2 - sin (2wt) +F6A0 cos (wt) N tsin (wt) o
h| 4m 2w mw w 2

En donde ¢, es la solucién de la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo:

n* 02

a5 _ 43 o V—-F n — Ln¥n-
( 2m Ox? * x) 7 7
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5.4. Norma de Longitud

La TDSE bajo la norma de longitud se da por la ecuacion (3.70)), y se esta-
blece como:

ov h* 0? eAow sin (wt)
h—=|-——+V -For— — 2|V
"ot [ 2m Ox? * g w 4
N ow ih 0? iF N ieAgw sin (wt) iV v
_ = - _ e S r — —
ot 2m Ox? h h h
Los operadores escalares temporales resultan ser:
ap = % as = O as = % + —ierw;in(wt) ay = —%

Se utilizan ecuaciones diferenciales (5.1) para hallar las g;:

g1 =
g2 = as — 2g1a3
g3 = as

g4 = a4 — G203

Se resuelve primero para g¢:

) 1h

912%
ih

= g1 = %t

Posteriormente se resuelve la siguiente ecuacion sencilla, gs:

. 1F  ieAgwsin (wt)
B=

h h
iFt  ieApcos (wt)
R e

Ahora se resuelve la ecuacion diferencial para go, utilizando lo encontrado en

g1t
oo )\ [P deAgwsin (wt)
=02 (g) [+

Para resolver esta ecuacién se utiliza una integral del apéndice [A] de tal
forma que g, resulta ser:

P {F_ﬁ oo (~teos (o) + D)

m | 2 w
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Finalmente, se resuelve la ecuacion diferencial para g4 con lo encontrado para
g2, por lo que se tiene que:

iV 1 [ Ft? sin (wt) iF ieAgwsin (wt)

{7+€A0|: tcos(wt)—i— o :|}{W+T

Vo1 (P2 N ieF Agwt? sin (wt) N ieF Ay
2h 2h h

(—t cos (wt) +

h m w

(—t sin (wt) cos (wt) + M)]’

w

Se utilizan las integrales del apéndice [A] para resolver esta ecuacién diferen-
cial, resultando en:

6h 2h w

m

}

sin (wt)

Vi 1 [iF*  ieFA 2 t
g4:—%——{2 4 O(—tzcos(wt)—i—;(tsin(wt)—i—M))

ieF A , cos (wt)
— (—t sin (wt) — - )

(
w
ie? A3 sin (2wt) 1 sin ( th
2ut) — =) -
+ P ((tcos(wt) % )—1—2 ) }
Vt 1 [iF*®  ieFA
v 1 {Z e {—tZ cos (wt) + <t sin (wt) + cos )>

o m\ 6h oh
cos (wt )) 2cos(wt)}

w

cos (wt)

—3<mm@w+

w

ie? A2 sin (2wt) t  sin(2wt)
tcos (Qut) — 22y 2 PR
{COS(W) 2w +2 4w }}

iVt 1 [iF?*®  ieF A 5 2
=—— - — + —cos (wt) [ t°+ —
w

+

h m | 6h 2h
ie? A2 1 3sin (2wt)
+ " {t (COS (2wt) + 5) - T} }

Nuevamente se recurre a la ecuacién (5.2]) para hallar la solucién tnica del
operador de evolucién temporal. Con este objetivo se realiza primero la ope-
racion:

Ft*  eApt t Apsin (wt) iht (iFt ieA t
. _eocos(w)+e 051n(w)+z_(z_ ie Ocos(w)>

2m m mw om \ h h
B gg eApt cos (wt)  eApsin(wt) F }‘/y eAot cos (wt)
“Im m * mw 2m
ey (sin(wt)  tcos(wt)

T m ( w 2 ) ‘
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Posteriormente se efectiia la operacion:

1
59293 + = oh o7 i os (wt)

2 6
ie? A3 ie? A3t 3ie? A3 sin (2wt)
2 0~ 0
> t cos (2wt) + 5 Al }
sin (wt) iF't ieAcos (wi)
w h h

gs +

1, iVt 1 [iF?t?  ieFAgt?cos (wt) ieF Ag
NE=T T T ‘

1 [Ft?
2m

-t eAy (—t cos (wt) +

N it (iFt  ieAgcos (wt) 2
12m \ h h
B ﬁ B @F/tg/ ieF Agt? cos (wt) N ieF Ag cos (wt)
ﬁ/mh 2mh mhw
ze2A2t cos (2wt)  ie? Akt 3ie?Alsin (2wt)
- - +
mh 2mh mwh
1 ZF%/ _deAgFt?cos (wt)  ieAgFt’ cos (wt)
2m | 2h 2h h
ie? A3t cos® (wt) N ieAgFtsin (wt)  ie® AFsin (wt) cos (wt)
h hw hw
ht ([ F? e Al t AoFt t
i ( }/2/ cos? w)+60 cos(w))

12m h? h? h?
vt N ieFAgt® cos (wt) | ieFAgcos (wt)  ie*Aft cos (2wt)
h 3mh mhw mh
ie? A3t 3ie?Alsin (2wt) e AgFt? cos (wt)
© 2mh Amwh a 2mh
5e? AZt cos® (wt) N ieAgF'tsin (wt) ie* AZ sin (wt) cos (wt)
12mh hw hw
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Finalmente, el iltimo paso que se hara para reducir la ecuacién seria utili-
zando identidades trigonométricas conocidas:

1 1, iVt ieFApt? cos (wt) ieF Agcos (wt)
9ot 59293+ 9195 = — —— +

2 6 h 3mh mhw
ie? A3t (cos® (wt) — sin® (wt)) 2 A2t
a mh ~ 2mh
3ie? AZsin (wt) cos (wt)  ieAgF't? cos (wt)
2mwh a 2mh
5e? A3t cos? (wt)  ieAgFtsin (wt)  ie?A3sin (wt) cos (wt)
12mh huw - hw
iVt ieFAgt? cos (wt) N ieF Ay cos (wt)
h 6mh mhw

ie? Akt [ Tcos® (wt) ., 1
T <_ st - 5)
ie? A2 sin (wt) cos (wt) N ieAgF't sin (wt)
2mhw mhw

Introduciendo estos valores en la ecuacién (5.2), el operador evolucién tem-
poral Unico es:

U (z,t) =UV (z,0)

=exp T

i eAo (sin(wt) tcos(wt)\ O  ieApcos(wt)
__tEn + — -~ 7
h m Ox h
_deF Agt? cos (wt) N ieF' Ay cos (wt) N ie? A2 sin (wt) cos (wt)
6mh mhw 2mhw
N ie? A%t (_ 7 cos? (wt) 1) N ieAgFtsin (wt)] o

w 2

3 + sin® (wt) — = pre

mh 2

En donde ¢, es la solucién de la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo:
n* 92
( 2m Ox? * ;p) 4 7

5.5. Marco de Kramers-Henneberger

Para definir la TDSE bajo este marco, se necesita primero el movimiento pon-
deromotriz de la particula. Este se calcula utilizando la ecuacién (3.51)). Para
nuestro sistema, el potencial vectorial es sencillo, por lo que el movimiento
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poderomotriz es:

a:E/A(t’)dt’

= / Ag cos (wt')
m

A t
L o = Aosin (wt) (5.12)
mw

Se sustituye este resultado en la ecuacion (3.74]) para obtener la TDSE:
8¢_{_ﬁ_23_2+v F( ersin(wt)>}w

ot 2m Ox? mw
3¢ {zh 9% iV iF ( eAp sin (wt))}
p - ST |y

(9t 2mdz:  h h mw

+ 5.13
2m oz h h (5.13)
Aqui es necesario considerar que, si V' = V(x) en el marco de laboratorio, en
el marco de Kramers-Henneberger éste cambiard a V =V (x — a).
Utilizaremos nuevamente la misma base del dlgebra de Lie, por lo que:

0? el
Hl——amQ Hg——ax Hy==x H,=1
__ ih _ i ' A% iFeAq sin(wt
m=gr a=0 =1 ag=-f - Fe

Debido a que es la misma base que en los casos anteriores, podemos utilizar
las ecuaciones diferenciales (j5.1)) de nuevo:

91 =ay
G2 =0y — 2a3¢;
g3 =as

g4 =04 — Q302

Resolviendo g; primero se tiene que:

. th
1 =5—
2m
iht

Posteriormente se resuelve la ecuaciéon diferencial de gs:

_iF
9s = 3
1Bt
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A continuacién se resuelve la ecuacion diferencial para go:

2(2}’575) iF Ft

m) K~ m
Ft?
92 om ( )
Y por ultimo se resuelve la ecuaciéon diferencial referente a gy:

. iV iFeAgsin (wt) iF?*t?
=——— — 5.17
g h hmw 2mh ( )

i iFeAgcos (wt)  iF?*t

=g =—-Vi — 5.18
g h * mhw? 6mh (5.18)

Finalmente, se desarrollamos la ecuacién (|5.2)) componente por componente,
empezando por la ecuacién:

N _Ft2+ iht\ (iFt\ _
g2 9193—2 om n) =

Y después la ecuacién:

1, iVt ifeAgcos(wt) iF*3
9193 = — + -
h mw?h 6mh

6
L L(ERY (i) | Lin (i
2\ 2m h 62m \ h
Vit FeA t) F F F
:_z +zeocosw z/tg/ z/tg/ z/tg/
h mw?h ~ Bmh /(mh /YZ/mh

iVt iFeAcos (wi)
h mw?h

1
59293 +

94+2

Sustituimos los resultados en la ecuacién (5.2)) para obtener el operador de
evolucién temporal tnico:

U (z,t) =UT (,0)

=exp

i iFeAgcos (wt)
__tEn n
h * mw?h 7

En donde ¢, es la solucién de la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo:



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Discusion

6.1.1. General

El desarrollo matematico realizado para la obtencién del operador de evolu-
cién temporal de nuestro sistema ha sido desde un inicio bastante elemental,
aunque extenso en ciertas secciones. Esta extension laboral es manejable de-
bido, en parte, a la capacidad de reutilizar ciertas férmulas para una gran
cantidad de sistemas, principalmente las cuatro ecuaciones diferenciales a re-
solver y la solucion unica del operador de evolucion temporal.

Referente a la solucién tnica, el resultado fueron operadores adimensiona-
les, y cabe notar que en los cuatro casos estudiados el resultado se simplificd
en cuanto al nimero de términos sobrevivientes, resultando en las funciones

de Gordon-Volkov.

6.1.2. Norma de Velocidad Reducida

Matematicamente, esta norma resulto ser la mas directa a realizar, debido a la
concentracion del potencial vectorial en una sola seccion de la funcion Hamil-
toniana (como més adelante pasara con el marco de Kramers-Henneberger)
y a que todos los elementos de a; tienen un solo término.

A su vez, el calculo del operador de evolucién temporal tinico se realizd con
brevedad y atn en este caso se simplifico el resultado.
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6.1.3. Norma de Velocidad

Este caso fue uno de extensién matematica media debido a que existe el
componente relacionado con el vector potencial en dos elementos de la Ha-
miltoniana. Aun siendo este el caso, las operaciones fueron elementales y el
operador de evolucién temporal tinico presentado en este caso termina sim-
plificando el resultado de manera significativa.

6.1.4. Norma de Longitud

Esta norma, a pesar de eliminar el término A - p de la ecuacion de Schrodin-
ger, resultd ser matematicamente extenso. Considerando esto, se puede ver
en el apéndice [A] que las herramientas matemadticas requeridas son las que se
podrian esperar para estudios de nivel superior en adelante en areas exactas.

Aqui, la solucién tnica también es la mas extensa, pero se simplificé en
gran medida con respecto a nuestro resultado primario. Es también en el
resultado donde el operador Hs sobrevive fuera del elemento F,,, restandole
algo de elegancia.

Al obtener el resultado final, las limitaciones de este método quedan cla-
ramente observables, ya que, dependiendo de cudl elemento de la funcion
Hamiltoniana contiene el elemento variable en el tiempo, la respuesta final
se puede simplificar o extender.

6.1.5. Marcos de Kramers-Henneberger

El marco de Kramers-Henneberger es utilizado principalmente en el area de
fisica con pulsos de laseres de alta intensidad y de ionizaciéon multifétonica
debido a que ayuda a facilitar los calculos en fronteras de dichos sistemas.
Aunque la presente tesis no busca estudiar condiciones de frontera, cabe
mencionar que el marco de Kramers-Henneberger, al introducir toda la de-
pendencia temporal en el potencial de la funcion Hamiltoniana, asi como
igualar la frecuencia de dicha dependencia al de la radiacion incidente, crea
una localizacion de los efectos del campo de laser debido a que en lo que de-
crecen los efectos del campo potencial también disminuye el efecto que crea
el laser. Debido a esto, llegar a una frontera ayuda a evitar problemas de
rebote en estos puntos criticos [44./45].

Es evidente que la labor matematica mas directa dentro de la presente fue en
este marco, en buena parte debido a que, como se mencioné anteriormente,
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se elimina el término A - p de la ecuacién de Schrodinger, simplificando las
cuatro ecuaciones diferenciales a resolver a solamente tres. Ademas, se trasla-
da el factor oscilatorio a la dltima ecuacion diferencial del elemento operador
lineal Hy, haciendo que ningin otro resultado dependa de su solucion.

6.2. Conclusiones

Se hallaron facilmente soluciones exactas a la TDSE que se propusieron en
esta tesis. Dicha facilidad proviene de la utilizacion de herramientas elemen-
tales, como seria el cdlculo matricial y ecuaciones diferenciales basicas, para
resolver el problema.

Se ha demostrado que el método es facil de entender y llevar a cabo, con
la ventaja de poderse resolver un nimero grande de sistemas con las mismas
ecuaciones diferenciales. Esto es debido a la amplia utilizaciéon de sistemas
con aproximaciéon dipolar y al nimero de casos en donde la Hamiltoniana en
la ecuacién de Schrodinger llega cuando mucho a la segunda derivada con
respecto a la posicion.

En particular, para el sistema escogido, los casos de la norma de velocidad
y velocidad reducida fueron bastante accesibles de resolver, requiriendo uni-
camente la solucién a unas cuantas integrales sencillas, debido a la manera
en que se separan las diferentes ecuaciones diferenciales en estos casos. Para
estos dos casos, las ecuaciones diferenciales a resolver resultaron ser elemen-
tales y de realizacion rapida. A su vez, el operador de evolucion resultante
no posee una extension excesiva.

Para la norma de longitud, se hallé que el camino para obtener la solu-
cién es tedioso cuando se usa este método. A pesar de ello, las integrales que
se tuvieron que resolver eran integrales conocidas ampliamente, por lo que
mantiene la caracteristica de ser una via sencilla de hallar el operador de
evolucion, a pesar de que éste finalmente es vasto, por lo que los calculos que
se presentan a continuacién resultan ser bastante extensos .

Por ltimo, el marco de Kramers-Henneberger en el sistema propuesto por
esta tesis es sencillo, debido a que V' se propone como un potencial constante
que representa una barrera de potencial. Este marco se utiliza a menudo para
atomos, especialmente Hidrogenoides, en donde la V' dependeria inversamen-
te de la posiciéon, por lo que el nivel de complejidad subiria, pero aun siendo
éste el caso, es una integral trigonométrica conocida, y ain podria hallarse
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la respuesta de manera directa.

La presente tesis de maestria logré una recopilacion de los temas necesarios
para su entendimiento, incluyendo electrodinamica y temas de relatividad
cuantica. Por medio de la presente se retine una serie de conocimientos ne-
cesarios que son base para llegar a una primera comprensiéon completa de
los temas expuestos, y potencialmente, un primer paso para investigaciones
subsecuentes.

6.3. Futuras Investigaciones

Dado de que la funciéon de onda de Gordon Volkov solo acredita la parte
temporal, un posible desarrollo subsecuente a esta tesis seria completar los
pasos seguidos por el articulo de Lefebvre [3] y ver que la solucién de la ecua-
cion de Schrodinger independiente del tiempo conlleva la utilizacion de las
funciones de Airy, cuyo desarrollo requiere matrices de transferencia, u otros
métodos. En efecto, esto involucraria el estudio de las condiciones de frontera.

En opinién del autor, podria ser interesante investigar sistemas practicos
a los cuales se podria aplicar este método, integrandolo a otras investiga-
ciones incluso en dareas fuera de la fisica-matematica, por ejemplo los antes
mencionados temas de laseres de alta intensidad, ionizacién multifoténica,
entre otros.
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Apéndice A
Integrales Necesarias

Se resolveran de manera detallada 5 integrales que son utilizadas en las so-
luciones de las diferentes ecuaciones diferenciales usadas en la seccion de
resultados:

» [tsin (wt)dt
Esta integral se resolverd por partes, tal que:

u=1t dv=sin(wt)dt
du = dt v = __cos(wt) (Al)

w

Esto quiere decir que:

w w
t cos (wt sin (wt
(@t) , sin(wt)

/ tsin (wt) dt = — LS L / cos () 4y

w w?

» [ tsin(wt)cos (wt) dt Primero se utiliza una propiedad de senos y co-
senos:
sin (2a)) = 2sinacos (A.2)

Sustituimos esto en la integral, por lo que queda:

/tsin (wt) cos (wt) dt = /tsin (2wt) dt (A.3)

Posteriormente, se resuelve por partes esta integral, tal que:

u=t dv=sin(2wt)dt

2w
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Por lo que se tiene que la integral es:

cos (2wt) +/cos (2wt) gt

2w 2w
sin (2wt )
2w

/tsin(2wt) dt =—1t

1
=— [—t cos (2wt) +
w

[ sin® (wt) dt
Se utiliza otra propiedad de los senos y cosenos en este caso, especifi-
camente:

cos (2a) = cos® o — sin” &

=1 —2sin’«
1— 2
= sin’«a :%(&)

Sustituyendo este resultado en la integral, y resolviendo se obtiene que:

1-— 2wt
/sin2 (wt)dt :/Wdt

-2

[ tcos (wt) dt
De nuevo, se resuelve por partes esta integral, tal que:

u=t dv=cos(wt)dt

du = dt v = sin(wt) (A5)

Sustituyendo en la integral, se obtiene que:

/tcos (wt) dt :M —/Mdt

w W

cos (wt)]

1 .

— |tsin (wt) +
w

[ t*sin (wt) dt

Esta integral se resolvera utilizando el método de partes dos veces, esto

es:
u=1t> dv=sin(wt)

du = 2tdt v = _cos{iwt) (AG)
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Sustituyendo queda la integral como:

t?cos (wt) 2

/tQSin(wt)dt:———i——/tcos(wt)dt

W w

Para resolver el segundo término del lado derecho de la ecuacién, de
nuevo se utiliza el método de partes, por lo que se tiene que:

z=t dw=cos(wt)dt

- A7
dz = dt w = —Sm((ft) (A7)
La integral se resuelve entonces como:
t? t) 2
/t2 sin (wt) dt = — # cos (wt) + — /tcos (wt) dt
w w
t? t) 270t in (wt
= —COS () + — [— sin (wt) — /sm W >dt}
W lw w
t2 cos (wt) 2 4 cos (wt)
=— — |tsin (wt)
w w
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