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Introduccion

A finales del siglo XIX, W. Burnside introdujo las ideas de lo que actualmente
se conoce como el anillo de Burnside, pero fue Solomon en 1967 en su articulo "The
Burnside algebra of a finite group" quien le da la estructura algebraica de anillo.

En 1977, L. Solomon [15] introdujo una funciéon Zeta para un orden; la cual re-
quiere del conocimiento de todos sus ideales de indice finito, desde entonces C.J. Bush-
nell e I. Reiner han desarrollado atin mas esta funcién y algunas de sus generalizaciones.

En 2009, D. Villa Hernandez [7] obtuvo la funcién Zeta del anillo de Burnside
para grupos ciclicos de orden un primo p y p>.

En 2016, J. M. Ramirez Contreras y D. Villa Hernandez [13] obtuvieron la fun-
cién Zeta del anillo de Burnside para grupos ciclicos de orden un primo p3.

En 2020, C. Vazquez Rosas y D. Villa Herndndez [0] determinaron de forma ex-
plicita las (n + 1)! clases de isomorfismo de ideales fraccionales de indice finito del
anillo de Burnside B,(Cyn), que se desprenden de su estrucutra de producto fibrado de
la clase de isomorfismo del ideal fraccional Zj del anillo By, (Cyn-1).

De acuerdo con la definiciéon dada por Solomon para la funciéon Zeta de un orden,
es necesario conocer todos sus ideales de indice finito [15], lo cual puede ser complicado.
En este sentido C. J. Bushnell y I. Reiner emplearon un método que depende solo del
numero finito de clases de isomorfismo de los ideales de indice finito [!]. Sin embargo,
para el estudio del anillo de Burnside para grupos ciclicos de orden p™, donde p es un
entero primo, obtuvimos los siguiente:

Para B,(C,) existen 2 clases de isomorfismo de ideales fraccionales de indice fi-
nito. [¥]

Para B,(C,2) existen 9 clases de isomorfismo de ideales fraccionales de indice
finito.[3]

Para B,(C,s) existen 82+ 7p+5(p—1)+3(p—2) clases de isomorfismo de ideales
fraccionales de indice finito. [14]



Los dos primeros casos muestra que esta es una mejor alternativa al método
usado por Solomon, sin embargo, el tercer caso nos muestra que este segundo méto-
do pronto se vuelve complicado ya que muestra un comportamiento exponencial con
respecto al nimero de las clases de isomorfismo, ademas, de que aparece el parametro p.

De acuerdo a los dos métodos anteriores, en este trabajo de tesis empleamos un
tercer método que solo depende de los conductores, para lo cual sabemos que son 2,3
y 4 en los tres casos anteriores, respectivamente. En general, conjeturamos que existen
exactamente n + 1 conductores para B,(Cyn).

La contribucion principal de este trabajo sera trabajar dicha conjetura y adaptarla
a la teoria de funciones L.



Capitulo 1

Moédulos, Pullbacks y Producto
Tensorial.

Moédulos, Pullbacks y Producto Tensorial.

A lo largo de este primer capitulo daremos los preliminares necesarios acerca de la
estructura del anillo de Burnside y una caracterizacién que ha sido utilizada en trabajos
anteriores para las clases de isomorfismo que se obtienen de su diagrama pullback.

Observacién 1.1. En esta seccion A denotard un anillo no necesariamente conmu-
tativo con unidad. Todos los A-moédulos son izquierdos a menos que se indique lo
contrario. Dados dos A-médulos Ly M, denotamos por Homa (L, M) al grupo aditivo
que consiste de todos los A-homomorfismos de L en M. Para cada ¢ € Homa (L, M),
denotaremos con Ker(p) al ntcleo de ¢, con I'm(p) la imagen de ¢ y Cok(ip) el cokernel

de ¢, i.e,
M
Cok(p) = —.
W=D

Definicién 1.1. Una sucesion de A-modulos y A-homomorfismos

es exacta si Kerf; = Imf;_1, para cada 1.
Este tipo de sucesiones tambien suele llamarse A-exacta en X; para cada i.

Definicién 1.2. Una sucesion exacta corta es una sucesién de la forma
0— L1 M4 N0 (1.2)
Observacion 1.2. De 1,2, se cumplen las siguientes tres condiciones:
= f es inyectiva;

» kerg=1Imf,



= g es sobreyectiva.

En este caso, g induce un isomorfismo, a saber:

M

f(L)

La sucesién exacta 1,2 se escinde si existe h € Hom(N, M) tal que go h = 1y.

I

N.

Definicién 1.3. Un diagrama de A-mddulos y A-homomorfismos

Lo

h g

N
es conmutativo si g o f = h.

Teorema 1.1. Sea
0L M2 NS0

una sucesion exacta corta de A-morfismos de A-modulos. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

» Eziste un A-morfismo de A-médulos h € Homa (M, L) tal que ho f = 1.

» Existe un A-morfismo de A-mddulos h' € Homa (N, M) tal que goh' = 1y.

Definicién 1.4. Dado un par de A-homomorfismos f; : A — M; i = 1,2 definimos
un A-médulo X, llamado "pushout'de la pareja (f1, f2) por:

M+ M,
{(fi(a), = fo(a)) 1 a € A}’
es decir, X se obtiene de la suma directa externa M4 M, identificando la imagen de A

en M; con la imagen de A en M,. Existe un diagrama conmutativo (llamado diagrama
de pushout o suma fibrada)

X —

Ai>M1

|

M2 g2 X7

donde g; es definido por la composicion

MZ—>M1+M2—>X 221,2
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Observacion 1.3. El pushout X es caracterizado hasta isomorfismo por una propiedad
universal, a saber, dado cualquier diagrama de A-mo6dulos y A-homomorfismos

A$M1

AT

MQ*/>X/,

92

existe un tnico A-homomorfismo ¢ : X — X’ tal que:

Yogi=g; i=12

Definicién 1.5. Dados A-homormorfismos f; : M; — B i = 1,2 podemos formar su
"pullback' (o producto fibrado):

Y = {(my,mz) € Mi4+Ms : fi(m1) = fo(ma)}.

Existe un diagrama pullback conmutativo

Yy 2 M,

S

Mo—5= 6
donde g;(my,me) =m; i=1,2.

Observaciéon 1.4. El pullback es caracterizado por la siguiente propiedad universal:
dado cualquier diagrama conmutativo

!
91
Y —— M,

4 s

M= 5,
existe un tnico ¢ : Y’ = Y tal que
gi=giop i=1,2.

Nota 1.1. En general, dadas dos flechas f; y fo con igual codominio en un categoria

C

B

lfl
A—-C,



un pullback de f; y fo consiste de dos flechas

Ax.B2 B

y

tal que el diagrama

A ¢

conmuta y tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada diagrama conmutativo

A

22

f1

A C

f2

existe una tnica flecha v : Z — A X¢ B tal que el diagrama

conmuta. En pocas palabras obtenemos el diagrama conmutativo:
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Producto Tensorial

Definicién 1.6. Sean M un médulo derecho y N un médulo izquierdo sobre A un
anillo con unidad y P un grupo abeliano aditivo. Una funciéon f: M x N — P tal que
(m,n) — f(m,n) es balanceada si para cada m,my,ms € M, n,ny,ne € Nyr e A:

f(mi+ma,n) = f(mi,n)+ f(ma,n);
f(m’nl + n2) = f(m’nl) + f(mv 712);
flm,rn) = f(mr,n).

Definicién 1.7. Con la notacién de la definicion anterior, sean f : M x N — P
y ¢ : M x N — T balanceadas de M x N hacia los grupos abelianos aditivos P
y T respectivamente. Decimos que f se puede factorizar a travéz de T si existe un
homomorfismo de grupos f*: T — P tal que

f=1F o,

es decir,
Fm,m) = f*((m,n)) ¥(m.n) € M x N.

En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta

T

/ :f *
N

M x N P.

Teorema 1.2. Sea M y N mddulos derecho e izquierdo, respectivamente. Fxiste un
grupo abeliano T y una funcion balanceada t : M x N — T tal que

» Los elementos t(m,n) generan al grupo aditivo T y de hecho cada elemento de T
es una suma finita de la forma:

Zt(ml,nl) m; € M,ni € N.



s Toda funcion balanceada de M x N en cualquier grupo abeliano P se puede fac-
torizar a través de T

Observacién 1.5. En el teorema anterior, si I’ es el Z-mddulo libre con base los
elementos de M x N y H el subgrupo de F' generado por las sumas formales:

(my + ma,n) — (my,n) — (Mg, n);
(m,ny +ng) — (m,ny) — (M, n2);
(m,rn) — (mr,n),

para todo m,my,mo € M, n,ny,ns € N yr € R, se puede ver que:
T=F/H
y ademaés

t: MxN — T
(m,n) +— (n,m)+ H

Definicion 1.8. El grupo abeliano T del teorema anterior es llamado el producto
tensorial de M y N, el cual es inico hasta isomorfismo y lo denotaremos como sigue:

M @A N.
Teorema 1.3.

= Sea N un A-mddulo izquierdo, entonces existe un A-isomorfismo A @x N = N
de modulos izquierdos.

» ST M es un A-bimodulo y N un A-mddulo izquierdo, entonces M Qx N es un
A-modulo izquierdo.

» Si A es un anillo conmutativo, entonces tenemos los siguientes isomorfismos de

A-modulos: ' '
(Z Mi> ©a N2> (M;@s N)

el i€l

M ®a (Z Ni) = Z(M ®a N;)

icl iel

para todo conjunto de indices I.



Capitulo 2

Medida de Haar

Para este capitulo hablaremos sobre la medida de Haar y algunas de sus propie-
dades que nos ayudaran a entender como se comporta dicha medida cuando hablamos
de la funcién Zeta y L, ademas, se dara la construccion de los enteros p—adicos que
utilizaremos a lo largo de todo este trabajo.

La medida de Haar

Definicién 2.1. Sea K un campo y R™ = {z € R: 2 > 0} el conjunto de los niimeros
reales no negativos. Un valor absoluto sobre K es una funcién

|-]: K—R*"
que satisface las siguientes condiciones:
» |z| =0siysolosiz=0;
» |zy| = |z||y| para todo x,y € K;
v |z +y| <|z|+ |y| para todo z,y € K.

Definicion 2.2. Un valor absoluto sobre un campo K es llamado no arquimediano si
ademas satisface:
|z +y| < max {|z], |y}

para todo x,y € K, en otro caso se dice que el valor absoluto es arquimediano.

Definicién 2.3. Sea ||, un valor absoluto p-adico sobre Q (el cual es no arquimediano).
Denotamos por C al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de Q
con respecto a |- |, y por N' C C al conjunto de sucesiones que convergen a cero con
respecto a | - |,. Definimos y denotamos el campo de los nimeros p-adicos como sigue:

Q,=C/N.

donde N es un ideal maximal del anillo C.
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Definicién 2.4. El anillo de los enteros p-adicos es el conjunto

Zpy={x€Q,: |z[, <1} ={z€Q, :.r:ZaipiEOconaiEZyOSaiSp—l}.
i=0

Teorema 2.1. 7Z, es un subanillo de Q,.

Proposicion 2.1. El grupo de las unidades de los enteros p-ddicos es el conjunto
Zy={r€Qy: |z,=1}={r€Q, :z= Zaipi, tal que ag # 0}.
i=0
Proposicién 2.2. El anillo 7, es local cuyo ideal mdzimo es el ideal principal

1
Py, ={r € Q,: |z[, < 5}

Corolario 2.1. Sea n € N, el siguiente es un isomorfismo de anillos:
Ly, ~ 7 .
p"Ly DL

Proposicion 2.3. El anillo Z, y el grupo Z;, son compactos.
Corolario 2.2. El anillo Q, y el grupo Q,, son localmente compactos.
Teorema 2.2. Sea (G, *) un grupo topoldgico localmente compacto. Existe una medida

reqular de borel, unica salvo multiplicaciones por constantes positivas tal que

] / dz > 0 para cada U conjunto no vacio y abierto de Borel.
U

. / dr = / dx para cada conjunto E de Borel.
rxF E

Definicion 2.5. La medida descrita en el Teorema anterior es una medida de Haar

sobre G.

Observacién 2.1. (Q,, +) es un grupo topolégico abeliano localmente compacto, asi
que existe una medida de Haar dz sobre (Q,, +).

Observaciéon 2.2. Como Z, es compacto, al ser la medida dz regular, se tiene:

/d:v<oo,

ZP

/da::,
Z

P

asi, normalizando esta condiciéon por

obtenemos que dx es tunica.
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Observacion 2.3. La medida de Haar dx asigna a cada subconjunto abierto compacto
U un nuimero real no negativo
/ dx,
U

/ do =
Unz1 Un

> [ an
n=1 n

donde los U, son subconjuntos abiertos compactos en Q, disjuntos dos a dos, tales que

U,—, U, es igualmente compacto. Ademés se cumple que:

/ dx:/dx.
zo+U U

Proposicién 2.4. Sea d(xza) definida por

que satisface

d(ax)(U) = dz(al),
entonces d(ax) es una medida de Haar y para cada a € Qj se tiene
d(ax) = |a|ydx,

es decir, para cada conjunto de Borel U

/ dx = |a\p/ dx.
aU U

Demostracion. Sea T, : Q, — Q, donde T, = ax. Observemos que Tj, estd bien definida
y es inyectiva ya que T,(x) = T,(y) si y solo si ax = ay siy solo si = y. Por otro lado
consideremos y € Q,, entonces T,(a"'y) =y, as{ T, es sobreyectiva.

Notemos que T}, es la restriccién del producto Q, x Q, al conjunto {a} x Q,, luego T,
y T son continuas, y por tanto T}, es un homeomorfismo. Por otro lado, la invarianza
bajo traslaciones en dx implica la invarianza bajo traslaciones en d(az), esto es, para
cualquier y € Q, se tiene

d(ax)(y+U) = d(z)(a(y +U))
dx(ay + al)
dx(al)

= d(az)(U),

por lo tanto, d(az) es una medida de Haar sobre Q,. Ahora por el Teorema anterior
existe una constante C'(a) tal que

/aU dz = C(a) /de,
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para el cdlculo de C(a) se puede elegir cualquier conjunto compacto U, en particular
podemos considerar U = Z,,.
Supongamos que a € Z,, entonces |a|, = p~* para algtn k € N, luego

pF-1
Zp - |_| (Z +kap)7
i=0
entonces
pF—1
1:/dx: / dr = d:v:pk/dx,
i=0
ST (R

_ ok _ 2k ’ * _
como |a|, = p~", entonces a = p*u para algin u € Z% y usando que Z, = uZ, se

obtiene
/da:: / dx = /dx:|a]p,

aly pruZy P*Zyp

de este modo, C(a) = |al,. Por lo tanto:
d(ax) = |a|,dz, a € Q;.
Nota: El caso a ¢ Z, se aborda de manera similar. ]
Propiedades

1.- Podemos definir una integral sobre un subconjunto arbitrario medible A C I con
I un intervqglo cerrado, utilizando la funcion caracteristica,

{1 sixeA

Palr) =\ « rd A

dicha integral esta dada como sigue:

/A f(@)de = / D a(a) ()

2.- Si conocemos la integral sobre un grupo G y H < G, entonces

/ @)z = / [(@)Pg (2)da

3.- Sil =1 x Iy s(t,ta) = s(t1)s(t2) entonces

/ 51(t1)sa(ta)dtrdty = / 51(t)dty / sa(ta)dts

I xIs I Ip)

Para mas detalles ver [17] aspectos bésicos del anélisis p-adico.



Capitulo 3

Anillo de Burnside

En esta seccién sea un grupo finito G, el anillo de Burnside B(G) es definido
como el anillo de Grothendieck de las clases de isomorfismo de G-conjuntos con la
suma dada por la union disjunta y la multiplicacién por el producto cartesiano. El
anillo de Burnside B(G) es libre como grupo abeliano, con base dada por las clases de
isomorfismo de los G-conjuntos transitivos de la forma % para subgrupos H de G; dos
de los cuales se identifican si sus estabilizadores H son conjugados en G, es decir,

HeC(G)

donde C(G) es la familia de las clases de conjugacion de subgrupos de G. Para mas
informacion sobre el anillo de Burnside ver [10].

Con frecuencia, se estudia el anillo de Burnside de un grupo finito G usando el ho-
momorfismo marca ¢ : B(G) — ZIC@I Para K < G, la K—ésima coordenada de ¢
es definida como g (X) = |X¥|, para X un G-conjunto, extendiendo linealmente ¢ a

B(G).

El anillo B(G) := ZI@)I ¢s el anillo de las funciones de super clase f : C(G) — Z con
la multiplicacién dada coordenada a coordenada; el cual es llamado el anillo fantasma
de G y juega un importante papel para explicar G-conjuntos utilizando sus puntos fijos
dados. En particular, se puede mostrar que el homomorfismo marca es inyectivo.

Sea p € Z un numero primo y sea Z, el anillo de los enteros p-adicos. Denotamos

los siguientes productos tensoriales por
G
P (%)
H

HeC(G)

B,(G) = Z, Q) B(G) =

B,(G) =2, Q) BG) = [] Z

HeC(G)
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donde tenemos que B,(G) es un Z,-orden y B,(G) un Z,-orden méximo.

Observacioén 3.1. Sea ¢ € Z un ntimero primo. Notemos que B,(G) C Eq(G). Sabe-
mos que para todo x € B,(G), se tiene que |G|z € B,(G) por lo que si ¢ no divide
a |G|, entonces |G| es unidad en Z, y asi tenemos que = € B,(G), concluyendo que
B,(G) = By(G).

Ejemplo 3.1. (Caracterizacion de B,(Cyn) C Zp*). Consideremos a Cpn =< a > un
grupo ciclico generado por a de orden p™. Sea

C(Cp)={Hy=<a>H =<a’> Hy=<d" >,... H,=<d" >}

@ .
y sea a; = HL:L para i =0,1,... n, entonces

B,(Cpr) = PZya
=0

luego, el homomorfismo marca ¢ induce la siguiente inclusion:

By(Cpn) — Zn!
X = (QOHO(X)WOFH(X)?"-790Hn(X))

puesto que Cj» es abeliano, entonces

Cr\ _[|%| si HCK
PH\K )T\ 0 s HZK

luego
a=72 — (1,1,....1)
Cyn
a = 0,p,...,p)
_ Gpn 2 2
GQ—TQ — (0,0,p,...,p)
an:i}’: — (0,0,...,p")

Definicién 3.1. Con base al ejemplo anterior, definimos y denotamos el anillo de
Burnside de un grupo ciclico de orden p™ como sigue:

B,(Cpn) = {(0, 71, ++ ,Tn) 1 T — Tip1 €P T Z,coni=0,--- ,n—1}
o equivalentemente

By(Cypn) = {(w0, 01, ) 1 ¥y — 0 € P Zyconi=0,--+ ,n—1}

donde B,(Cyn) C Zp*™" como subanillo.



Capitulo 4

Funcion Zeta para el anillo de
Burnside

El objetivo principal de este capitulo es dar a conocer de forma explicita la funcién
Zeta del anillo de Burnside de un grupo ciclico de orden p,p? v p?, asi como la teoria
necesaria para su desarrollo y algunos resultados importantes que utilizaremos mas
adelante en el ultimo capitulo.

Definicién 4.1. Sea R un D.I.P con campo de fracciones K, sea L una extensién finita
de K y sea S la cerradura entera de R en L, entonces S es un dominio de Dedeking
con campo de fracciones L.

Definicién 4.2. Sean R un dominio de Dedekind con campo de cocientes K y B una
K-algebra de dimension finita. Entonces, para cualquier K-espacio de dimesion finita
V, diremos que un R-submddulo M es una R-reticula plena en V' si M es finitamente
generado, y es tal que KM =V, donde

KM = {Z a;l; (suma finita) :o; € K,l; € M}

Definiciéon 4.3. Sea R un dominio de Dedekind con campo de cocientes K. Un R-ideal
fraccional en K es un R-submodulo finitamente generado M contenido en K tal que
KM =K.

Definicién 4.4. Sean R un dominio de Dedekind con campo de cocientes K y B una
K-algebra de dimension finita. Diremos que un subanillo A de B es un R-orden en B
si el centro de A contiene a R, y ademas A es una R-reticula plena en B.

Definicién 4.5. Definimos la funcién Zeta (5 (s) de un orden A como sigue:

> o@a:nt

I<Aideal
(A:I)<oo
que, en el caso de B(G), B(G), B,(G), B,(G) convergen uniformemente sobre subcon-

juntos compactos de
{s € C|Re(s) > 1}.
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Observaciéon 4.1. Sea E, una Q,-algebra en el campo de los enteros p-adicos, A un
Zy-orden, V, un E, médulo y sea M,, N, dos A-reticulas plenas en V,. Definimos

Za(Myis) = Y (Ay: N
NpCAyp
Np=M,

Por lo tanto:

Cap(8) =D Zn, (M3 s)

donde esta suma finita se extiende sobre todos los representantes de las clases de
isomorfismo de las A-reticulas plenas en V.

Definicién 4.6. Sea M una A-reticula plena en V,, definimos y denotamos al conductor
de M en A como sigue:

{M:A}={ae€B:aM CA}.

Observacién 4.2. Sea ®(y.4; la funcién caracterisca en A de {M : A}. Ahora, elegimos
la Medida de Haar d*x sobre el conjunto de unidades A*. Para conjuntos medibles
E C A, E’" C A* es conveniente escribir

w(E) = /dx, w(E") = /d*:c.
E B
Tenemos que:
Za(M:s) = i (Auta M)~ (A : M)~ / By (@) l|2lld
TEA*

donde ||z||p = (Lz : L), para © € A*, la cual es independiente de la eleccién de la Z,-
reticula plena L en A, ademds es multiplicativa. Més atin, se puede ver que |z||x = 1
siempre que = sea una unidad en algun Z,-orden en A.
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Funcién Zeta para B,(C,).

Observemos por [3] que los tinicas clases de isomorfismo de los ideales fraccionales
de indice finito de B,(C,) son:

1) M, = Bp(cp)
_ 72
2) M, =172
y que en lo sucesivo denotaremos por By = B,(C,) vy By = Zi, entonces

(B, (s) = Zp,(Bu;s) + Zp, (B s).

Ahora vamos a calcular cada una de las anteriores, para ello elegimos la medida
de Haar d*z sobre (Q)? donde d*z = (d*)?, y es tal que d*o es una medida de Haar

sobre 7, ademéas
/ d'a=1

Zp

por lo tanto, tenemos ju((Z3)*) = 1, y como By es local, se sigue rad(B1) = (p,p)Z3,
luego
By = (BY) Ul(p.p)Z,]

= Calculemos Zp, (By;s), notemos que {By; B1} = By y Autp, = By, de donde
w(Autp, By)™ = (B} : Bf) = (p — 1), por tanto:

Zu(Bii=tp-1) [ el

(@3)*N[BTU(PZp)?]

es decir,
Zp,(By;s)) = (p — 1)Zo

en donde Z; es la integral que aporta el conductor Bj.

= Para el caso Zp, (B;s) se tiene {By; B} = (pZ,)* y Autp, By = B, entonces
w(Autp, By)™! = 1, mds atin (By; By) = p. Por lo tanto

Zo(Bis)=r [ lalgda

(@p)*N(pZyp)?

es decir, )
ZBI (Bla ‘9) = pszl

en donde Z; es la integral que aporta el conductor (p,p)B;.

De los dos puntos anteriores tendriamos:
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C:(s) = (p = 1)L +p°Th

donde
1 — 2p—s + p1—25

(p—1)(1 —p=)?

o A

(@3)*N[BTU(pZp)?]

5 v (p~)*
e[ ey

(@5)2N(PZy)?
Funcién Zeta para B,(C)).

Nos ocupamos ahora por el caso By = B,(Cy2) y sea By = Z3 luego, por [9]
sabemos que las tnicas clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de By son:

Ml == B27

{Ml . BQ} = B2,
Aut32M1 = B;,
p*(Bs)~t =p(p— 1)
(B2 N Mll_s = 1,

M2 = B27

{Mz : Ba} = (p,9%,p%) Ba,
Aut32M2 = B;,
M*(B;)il =1,

(Bg : MQ)_S = pBS,

M3 = Zp X Bl,

{M3: B2} = (p,p,p)Ms,
Aut32M3 = Mék,

pr (M)t = (p— 1),

(Bg : M3)™% = p?,

M4 = B1 X Zp,

{My : By} = (p,p*,p*)Bo,
AuthM4 = MZ,
(M)t =(p—-1),
(Bg: My)~* = p?,

M5 = {(z,y,2) € Zj iz —x € Py},
{Ms5 : By} = (p,p*,p*)Bo,
AutB2M5 = M5*,
pr(ME) Tt =(p—1),

(Bg : M5)~° = p?s,

M = {(x,y,2) €73y —x,z — x € pZy},
{Mﬁ : BQ} = (p7p7p)M37
AutB2M6 = Mg,
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pr(Mg) = (p = 1)%,

(B : Mg)™° = p°,

M7 = {(may’z) S ZE) tz—yYc pzzp}a
{Mz : B2} = (p,p,p)Ms,

Aut32M7 = M;,

pH (M)~ =p(p — 1),

(Bg : M7)™" = p°,

Ms = {(z,y,2) € Z) : pr —y + z € p°Zy},
{Ms : B2} = (p,p,p)Ms,

Aut32M8 = B;,

p*(Bs) = plp —1)%

(Bs: My) ™" =,

My = {(z,y,2) €Z} : x —y + z € pLy}.
{My : Ba} = (p,p*,p°) Bz,

AutBZMg = Mg,

pr(Mg) ™t = (p = 1)%,

(Bg : ]\49)_S = pQS.

Por lo anterior los tinicos conductores son B, (p, p, p)Ms, (p, p?, p*) Bo.

Por lo tanto

9
CB2 (S> - Z ZB2(M17 S)
=1
donde
Zp,(Ba;s) = plp— 1)L
Z32 (BQ, 8) = pgsI
Zp,(Ms;s) = (p—1)p*T,
Zp,(My;s) = (p—1)p*L,
Zp,(Ms;s) = (p—1)p*I,
Zp,(Mg;s) = (p—1)*p"Th
Zp,(Mz;s) = plp—1)p'T
Zp,(Ms;s) = plp—1)*p°T
Zp,(My;s) = (p—1)°p*T

y donde los conductores:
No = By, N = (p,p,p)Ms, Ny = (p,p*,p*)B;

aportan las siguientes integrales:

7, = / Jalgyd*a

[B3N(pZpxpB1]—{0}
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1=yt (L opp R 2l —pp (P 1)
p(p—1)*(1L—p=*)3 ’
p73s<1 - 2p75 + p1725)
(p—1)(1 —p=)3

ni— [ Jelgda-

[(pZpxpB1]—{0}

(p~°)°
(1 —p)%

L- [ lalyde-
[pZp X p?Lp X p*Zp] —{0}

De este modo:
(B:(s) = p(p — 1)°Zo + [(1 — 2p + P°)z + (p — 1)2°| Ty + [(p* — 1)2* + 2°] T,
donde x = p°.
Funcién Zeta para B,(Cy3).

Nos ocupamos ahora por el caso By = B,(C)3) y sea By = Zf) luego,por [11]
sabemos que

97
CBa = Z ZB3(Mi; 3)
=1

donde las M; son las tnicas clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de Bs, a
saber,

M, = B3

{M; : B3} = Bs,

Aut33M1 = B;,

pr (B )t =p*(p - 1)°

(Bg : Ml)_s = 1,

M, = {(u,v,w,t) € Zg 2 (w —v) € p?Zy, (t —w) € p3Zp}
{M; : B3} = (p,p,p,p) Ms,

AutB3M2 = M2*7

pr (M)t =p*(p - 1),

(B3 : My)™* =p°,

Mjz = {(u,v,w,t) € Zg : (w—u),(w—v) € pZp, (t —w) € p3Zp}
{M3 : B3} = (p’p’pvp) M87

AutB3M3 = Mg,

p (Mg~ =p*(p—1)°,

(Bs : M3)™° = p°,

My = {(u,v,w,t) € Z;l) : (w—v) € pZp, (t —w) € p3Zp}
{My: B3} = (p,p,p,p) Ms,
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Aut33M4 = M;f,

p (M)~ = p*(p — 1)?,
(Bs : My)~* = p*,

My = {(u,v,'w,t) € Zg
{M5 : B3} = (p,p,p, p) Ms,
Aut33M5 = M5*,
p(Mg)~t = p*(p — 1)?,
(B3 : Ms)™* =p°,

Mg = {(u,fv,'w,t) € Zg
{Mﬁ : B3} = (p7p7p7p) M87
AutBBMﬁ = Mg,
p(Mg) = p*(p —1)?,
(Bs: Mg)~° = p*,

M, = {(u,v,'w,t) € Zg
{M7 : B3} = (p7p7p7p) M87
Aut33M7 = M;,
p*(M7) = p(p — 1)?,

(BS : M?)is = pzsv

Mg = {(u,v,'w,t) € Zg
{M8 : B3} = (p7p7p7p) M87
AutBSMg = Mg,
pH(Mg) ™ = p(p —1)?,

(Bs : Mg)~* = p3,

Mgy = {(u,v,'w,t) € Zg

D (w— u) € ply, (w—v), (t —w) € Py}

D (w—v),(t—w) € PPy}

D (w =), (w—v) € ply, (t—w) € PZ)

: (w—v) € pZp, (t —w) € pQZp}

: (w—u) € pZyp, (t —w) € p3Zp}

{My : B3} = (p,p*,p*,p*) M,

Aut33M9 = MJ,
pH(Mg) ™t =p*(p - 1)%,
(B3 : My)~° = p?*,

Mg = {(’U,,'U,w’t) S Z;l, : (t - w) € p3ZP}

{Mio : Bs} = (p,p*,p* p?)
AUthMlo = Mfo,
(M)t =p*(p—1)
(B : Myg)~° = p%,

M167

M, = {(u,’v,w,t) € Zg : (w—u) € pZy, (t —w) € p2Zp}

{Mi: : Bs} = (p,p* p%,p?)
Aut33M11 = Mfl?

p (M)~ = plp — 1)%,
(Bg : M11> S :p?’s’

M167

M5 = {(u,'v,w,t) € Z; : (t—w) € pzZp}

{Mis : B3} = (p,p*, %, p?)
AutBSMlg = Mﬁ,

(M)~ =p(p — 1),

M167
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(Bs : Mia)~° = p,

Mg = {(u,v,w,8) € Z4: (w—w), (w—v),(t —w) € pZ,}
{Mis : Bs} = (p,p*,p*, p*) Mg,

Aut33M13 = Mf3,

P (M)~ = (p—1)?,

(Bs: Mi3)~ " = p*,

Myy = {(uavvwat) € Z;l) :(w—v),(t—w) € pr}

{Mi4: Bs} = (p,p?,p* p*) Mg,

AutB3M14 = Mf4,

(M)~ = (p—1)2,

(Bs : Mys)~° = p*,

Mis = {(u,v,w,8) €28+ (w—u), (t—w) € Ty}

{Mi5 : Bs} = (p,p*,p*, p*) Mg,

Aut33M15 = M{%,

P (M)~ = (p—1)?,

(Bs: My5)~ " = p*,

Mg = {(uavvwat) € Z;l) : (t—w) € pr}

{Ms : B3} = (p,p* p?,p*) Mas,

AutBSMm = MfG’

(M)~ =(p—1),

(B3 : Myg)™* = p°%, ,
Mz = {(u,v,w,t) € 2%+ (v—u), (w—v) € py, (t— v) € p*Zy}
{My7 : B3} = (p,p% p*, p?) M,

AUthMN = Mik?,

@ (Mi7) =t = plp = 1)%,

(B3 : My7)~° = p*,

Mis = {(u,v,w,8) € Z} : (w = v) € pLp, (£ —v) € P*Zp}
{Mis : B3} = (p,p* p* p*) Mis,

Aut33M18 = MfS?

(M)~ = p(p — 1)%,

(B3 : Mig)~° = p*,

Mo = {(u,v,w,8) € Z8 ¢ (v —u) € pLp, (£~ v) € P2}
{Mig : B3} = (p,p*,p°,p°) Mo,

AutBleg = Mfg,

1 (M)~ = p(p — 1)?,

(Bs : M)~ " = p*,

Moo = {(u,v,w,t) € Z; : (t—w) € p2Zp}

{Mao : B3} = (p,p*, 0%, p*) Mo,

Aut33M20 = M507

(M)t =plp - 1),

(B3 : My) ™ = p*,

Mz = {(u,v,0,) € Z4: (v—u),(t—v) € Py
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{MQI : B3} = (p7p27p37p3) Moy,

AUth,M21 = Mékl,

pe(Mzy) ™t = (p—1)%,

(B3 : My )™ = p*,

Mo = {(u,v,w,t) € Zg : (t—w) € pr}
{Mys : B3} = (p,p*,p*,p*) Maa,

Aut33M22 = M§2,

W (M)~ = (p- 1),

(B3 : Myg)™* = p°*,

Ma3 = {(u’vvw’t) € Z; : (t - u) € pr}
{M23 : B3} = (p7p27p37p3) Moy,

Aut33M23 = Mgg,

p(Mzy)~t = (p— 1),

(B3 : My3)™* = p°*,

May = Z;l,

{M24 : B3} = (p7p2ap37p3) Moy,

Aut33M24 = M§4,

pr(Mzy) "t =1,

(Bg : M24)75 = PGS,

M5 = {(u,v,w,t) €Zy: (pu—v+t) € p’ly, (t—w) € p3Zp}

{M25 : B3} = (papapap) M87

AUtBSMQE, = B;,

p*(B*)~t =p*(p —1)%,

(B3 : Mas) ° =p°,

Mog = {(u,v,w,t) € Z; : (pu—v+1t),(t—w)E pzzp}
{M26 : B3} = (papapap) M87

Aut33M26 = Mg,

(M)t =p*(p - 1)%,

(B3 : Mag)™° = p*,

Mo7 = {(u,v,w,t) € Z; :(u—v+t) €ply, (t—w)e€ p3Zp}
{Maz : Bs} = (p,p?,p?, p*) Mg,

Aut33M27 = Mék,

p*(Mz) =t = p*(p — 1)?,

(Bs : My7)~° = p%,

Mog = {(u"vvw’t) € Z?) : (’U - u) € pr, (t - w) € pSZP}
{M28 : B3} = (p7p27p27p2) M,

AutBBMgg = M;Sv

pr(Msg) ™t = p*(p — 1)%,

(Bs : Mag)™° = p*,

Moy = {(u,v,w,t) € Z; :(u—v+t) €Ply, (t—w)e p2zp}
{MQQ : B3} - (p7p27p27p2) M167

AutBBMgg = M;,
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(M)t =p(p—1)°

(Bg . MQg)iS = p35 ’

Mso = { |

{]\;0 B}(u,v,w,t) € Z;: (v —u) € pZy, (t

30 : — 2 2 p2 S 2
Aut g, M3 = %’*p ,p*,p?) Mis, e Zp}
W (M) = plp — 1)

(B3 : M3p)™° 2(235 v
Mgz = { |
o B}(u,'v,w,t) € Z; : (pu—wv+t) € pZ

31 = 2 p? ’ o
Autp, M3, = %}lp P ’pQ) M;s, " " pzp}
(M) = plp 1)

N i(];as 1)%,
M3y = {(u,v,'w ’t) ezt (
: .
{Ms3 : B3} = %0 T
. - 2 e Z
Autp, M3z = ]\(ﬂ,p PP )M167 ’ p}
b (i) = (- 1)
(B3 : M3)™® Sp4sl) |
M33 = {(u |
v, w,t 4.
{M33:B3}:,(,p ’2 )2E %p. (=), (t—w) €p2 }
Autp, M35 = M*,p o )Mlﬁ’ p
) - (h-17
30 Mzz) ™" = p** |
P,
M3y = {(u,v,w,t) €74
{Msy : By} = (p 2, p? 31’ : (pu—v+1t) €p2Zp}
AutBSM34 _ M*) yD™» P ) M247
W (M) = plp — 1)
(B3 : M3y)™® Z(Z% v
Mgy = {(u,v,w ’t) €7
, .
{Ms3s : B3} = (pp2 3 3p. Y epr}
Autp, M35 = M*, e )MM,
) - (h17
3 . M35)_5 = 58 ’
p,
M36 = {(u
v, w,t 4.
{M36133}=, (;7 ’2 )3e %p (o) Epr}
Aut g, M3 = M*’p e )M247
W (M3 = (po 1)
(B3 : Msg)™* = p°* |
e = {(wo,w,6) €28+ (pPu—w+1)

37: B3} = - et ert B
Autp, M37 = B(Zj’Pap,p) Ms, e pZZP}
N*(B*)_l — 3 '

p’(p—1)°
(Bs: M37)™* =p° "
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M3zg = {(Ua’va w,t) € Zf, : (PPu—wAt) € pPLy, (t—v) € pr}
{Msg : Bs} = (p,p,p,p) Mg,

AutBSMgg = Mék,

p*(Mz) = p*(p — 1)%,

(Bs : Msg)™* = p*,

Msg = {(u,v,w,t) € Z; : (pzu —w + t) € p3Zp}

{M39 : B3} = (p»anPQaPZ) M16>

AutB3M39 = Mg,

p(Mg)~t = p*(p— 1),

(Bs : Msg)~* = p*,

Mao = {(u,v,w,8) € Z4: (pu—w +1),(t —v) € p*Z,}
{M40 : B3} = (p7p27p27p2) M167

AutBSM40 = Mg,

pr(Mg) = p*(p — 1)%,

(Bs : Myg)~° = p*,

My = {(u,v,w,t) € Zg : (pu—w+t) € p?Zy, (t—v) € pr}
{M41 : B3} = (p7p25p23p2) M16>

AutB3M41 = M;(,

p*(Mz) =t = p(p—1)?,

(B3 : Myy)~° = p3,

Maz = {(u,v,w,8) € 24+ (pu—w+1) € p*Z,p )

{M42 : B3} = (p7p27p27p2) M167

AutBSM42 = Miklv

p (M)~ = p(p — 1)?,

(Bs : Myg) ™ = p,

Mys = {(u,v,w,t) € Zg : (u—w+t) € py, (t—v) € pzZp}
{My3 : Bs} = (p,p* p*,p*) Mo,

AutB3M43 = Mik?,

@ (Mi7) ™t = p(p — 1)?,

(B3 : Mys)™° = p%,

Mas = { (u,0,w,t) € Z4: (u—w) € pZy, (t— ) € P, )
{M44 : B} = (p7p27p37p3) M247

AutgMys = MZ4,

P (M)~ = p(p — 1)%,

(B : Myq)~° =p*,

Mys = {(u,v,w,t) € Z; t(u—w+t),(t—v) € pr}
{Mys : Bs} = (p,p* p*,p*) Mo,

AutB3M45 = Mf?’,

(M)~ = (p—1)?,

(Bs : Myz)~* = p*,

Mag = {(u,v,w,8) € Z4: (u—w), (t - v) € pZy}

{Mys : Bs} = (p,p*,p*,p°) Mo,
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Aut33M46 = MIG?

(M)~ = (p—1)?,

(Bs : Myg)~° = p*,

My = {(u,'v,w,t) € Z; t(u—w+t) e pr}

{M47 : B3} = (p7p2ap37p3) M247

AutBSM47 = Mfg),

pH (M)~ = (p—1)?,

(Bs : My7)~° = p*,

Myg = {(u,v,w,t) €Zy: (u—w)E€ pr}

{Muys : B3} = (p,p* p*,p°) May,

Aut33M48 = MIS?

pH(Mg)~t = (p— 1),

(Bs : Myg)™* = p*,

Mo (a) = {(u,v,w,t) € Z4 : (pav — (1 + pa)w + 1) € p*Zp, (u—1), (v — ) € pZp}
{M49 ((I) : B3} - (papapﬂp) MS)

Autp, Myg (a) = My (a),

pH(Mjg(a)) ™t = p*(p — 1)%,

(B3 : My (a))”* = p°,

Mo (a) = {(u,v,w,t) € Z;ﬁ : (pav — (1 + pa)w +t) € p3Z,, (v—1t) € pr}
{M50 (CL) : B3} = (papapap) M87

Autp, Mso (a) = M7, (a),

pH(Mzo(a)) ™t = p*(p — 1)%,

(Bs : M5 (a))~% = p%,

My, = {(u,'v,w,t) € Z; : (pzv —w + t) € pPZp, (u—1t) € pr}
{M51 : B3} = (p7p2ap27p2) M16>

AutB3M51 = M;,

pr(M3) = p*(p - 1)%,

(Bs : Ms1)~° = p*,

Mgy = {(u,v,w,t) € Z; : (pzv —w + t) € p3Zp}

{M52 : B3} = (p7p27p27p2) M167

Aut33M52 = MZ,

p (M)~ =p*(p — 1)?,

(Bs : Ms2)~° = p*,

Mgs = {(u,'v,w,t) € Z; : (v —w) € p?Zp, (v—u),(t—v) € pr}
{M53 : B3} = (p7p2ap27p2) M16>

AutB3M53 = M§3,

p(Mgy)™! = p(p —1)%,

(Bs : Ms3)~° = p*,

Mia (@) = {(u,v,,1) € Z4+ (av — (L + a)w + 1) € Py, (£ — ), (v — 1) € py)}
{M54 (CL) : B3} = (p7p27p27p2) M167

Autp, M54 (az = M, (a),

pH(Mzy(a)) ™t = p(p — 1)?,
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(B3 : M5y (a))™" = p*,

Mss = {(u,v,w,t) € Z; : (v —w) € p?Zy, (t—v) € pr}
{Mss5 : Bs} = (p,p*,p* p*) Mg,

Aut33M55 = Mg%,

pF(Mgs) =" = p(p — 1)%,

(B3 : Ms5)™" = p**,

Ms6 (a) = {(u,v,w,t) € Z; : (av— (1 +a)w +1t) € p?Zy, (v—1t) € pr}
{Msg (a) : B3} = (p,p?,p% p?) Mg,

AutB3M56 (az = M;G (a) ,2

p(Mzg(a)) ™" =p(p —1)7,

(B3 : Msg (a)) ™" = p*,

M7 = {(u,v,w,t) €Z:: (pv—w+t) €P*Zy, (t—u) € pr}
{M57 : B3} = (p7p2ap2ap2) M,

Aut33M57 = M%‘,

pr(M7) = p(p — 1)%,

(B3 : Ms7)™" = p**,

Mg = {(u,v,w,t) € Z; : (pv—w+t) € p2Zp}

{M58 : BS} = (p7p25p27p2) M167

AutBBM58 = Mg*,

P (Mg)~" = p(p —1)?,

(B3 : Mzg) ™ = p**,

Mgg = {(u,'v,w,t) € Z; : (v—pw+t) €Pp?*ZLy, (t—u) € pr}
{M59 : B3} = (p7p2ap37p3) M247

AutBSMg,g = Mik?,

w (M)~ =plp —1)%,

(B3 : Msg)™ " = p**,

Mo = {(u,v,w,t) € Z; : (v—pw+t) € p2Zp,}
{Mgo : Bs} = (p,p*, 1%, p®) Moy,

AutBSMﬁo = MfS?

w(Mig)™h = plp —1)%,

(B3 : Mgo)~° = p**,

Mg, = {(u,'v,w,t) € Z; t(v—w+t),(t—u) € pr}
{Mﬁl : B3} = (p7p2ap37p3) M247

AutBsMﬁl = MfB’ r

pr (M)~ = (p - 1)°,

(B3 : Mg1)™ " = p*,

Mg = {(u,v,w,t) € Z; : (v—w+t) € pr}

{Mes : B3} = (p,p* p*,p°) May,

Aut33M62 = Mﬁ,

b (1) = (p- 12,

(B3 : Mgz)™* = p°%,

Mgz = {(u,'v,fw,t) €Z: (v—w),(t—u)€E pzp}
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{M63:B3 = 2 3
AuthMﬁ?,}: ]\(411,1) v 7p3) M
) - (- 17
30 Mez) * = p'* |
p,
M64 = {(u
v, w,t 4.
{M64IBS}=, (;7 ’2 )36 %p (0w EpZP}
Aut g, Mgy = M*’p e )M247
W (M) = (p- 1)
(Bs: Mgq)™ " = p°* |
Mgs = {(u,'v,w,t) €7t
{Mss : B3} = (p,p* p° 2p. (v = w+8) € P2y, (£ =
Autp, Mes = B*’p PP )M16> '€ pZP}
* *\—1 '
pr(B3) "t =p*(p-1)°
(B3 : Mg5)™ " = p* ’
Mge = {(u,v,w,t) €74
{Mgs : B3} = (P p*, p? 2p e p3Zp}
Aut g, Mg = M*7 et )M167
b () =y - 1)
(Bs : M66)_sp:(£3s v
Megr = {(u,'v,w,t) €7t
{Me7 : Bs} = (p,p*,p’ 3p. (0 —w) €2y (t—u) €
Au‘cBg,JWﬁ?:]\4*7 PP )M24> pzp}
M*(Mg)—l — 257_ 3
i Mm)‘sp:(ﬁ% 1)%,
Mg = {(u,v,w,t) c74:
{Mgs : B3} = (p 2,3 3p : (v—w+pt) € pzva (t —u)
Aut g, Meg = Mx: PP )M247 ) pzp}
N 537
* \—1
i Mes) = = p™?,
Mgg = {(u,'v,w,t) €74
{Meg : B3} = (p,p?,p* 3p. (v —w) € P2, (¢ — ) € PE.
Autp, Mgy = M»:p PP )M24> ’ p}
*( M -1 _ 09
: Meg) = = p*°,
My = {(u,v,w,t) €74
{Mqo : B3} = (p,p*p’ 3p. (v -wti) Epzzp}
U p.p% p%,p%) Moy
ut33M70 = M6* 7
M*(Mg)_l — 2 ’_ 2
(Bs : M?O)_SI;(£4S v
Mn = {(u"vawat) S 75 : (
{Mz : Bs} = (p,p?, p® p3§)1;4 e pZZP}
AUtB3M71 _ Mgs? ) ) 24,
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pF(Mgs) =" = p(p - 1)%,
(B3 : Mqy)™" = p*,
My = {(u,v,w,t) € Z; : (v—w) € p2zp}
{Mzy : B3} = (p,p* p*,p*) Mau,
AutBBM72 = M;(Q,
(M)~ = p(p — 1),
(B3 : Mqa)™* = p*,
Mz3 (a) = {(u,'v,w,t) € Z;‘) : (pau — v +t) € p*Zy, (p2u —w + t) € p3Zp}
{Mz3(a) : Bs} = (p,p,p,p) Ms,
Autp, M73 (a) = B*,

@ (B*)~t =pip - 1)?,
(B3 : M73(a))™" = p®,
Mz (a) = {(u,v,w,t) € Z; : (PPu—w+t) € PPy, (u—v+at) € pr}
{M74 (a) : B3} = (p7p27p27p2) M,
AutBst (a) = Mék,
pr(Mz)~h = p*(p - 1),
(B3 : M7y (a))™" = p*,
My5 (a) :{(u,v,w,t) € Zz : (pau —v +t) € p?Zy, (pu—w+1t) € p2Zp}
{Mz5 (a) : Bs} = (p,p*,p*, p*) Mg,
Aut33M75 (a) = Mg,

(M)~ = p2(p— 1",
(B3 : Mys (a))™" = p*,
Mg (a) = {(u,v,w,t) € Z;ﬁ : (pu—w+t) € p?Zy, (u—v+at) € pr}
{M76 (CL) : B3} = (pap27p27p2) M167
AutBBMm (a) = M%k,

* *\ — 3

(M)~ —p( - 1)7
( : Mg (a)) ™" = p*,
M7 (a) = {(u v, w,t) €Z4 (pu —v+t) € p?Zy, (u — w + at) € pZ, }
{Mz7 (a) : Bs} = (p,p*,p%,p )M247
Aut33M77( ) = Mi,
(M17) _]i( 1)37

(Bs : Myy ()™ = p*,
Mg = {(u v, w,t) €Z4 (u — w) € pZyp, (u—v) € PZy }
{M78 : B3} - (pvp 7p y P )M24>
AutBBMm = M;‘S?
u (M) = (p— 1)2
(B3 : Mqg)™" = p*,
Mg (a) = {(u v, w,t) €Z4 (u —w+1t) € pZp, (u— v+ at) € pZy, }
{M79 ((I) : B3} - (pvp 7p » P )M247

*(MTS)_l - (_p - 1)37
(B3 : Mg ()" = p*,
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Mso = {(u,v,w,8) € Z4: (u—w) € ply, (u—v+1t) € ply)

{MSO : B3} = (p7p2ap33p3) M247

Aut33M80 = Mf&?

p (M)~ = (p—1)°.

(Bs : Mgo)~° = p™*,

Mg, (a) :{(u,v,w,t) € Zg : (pv —w+t) € pPZpy, (u—v+at) € pr}
{Mgl (a) : B3} = (p7p27p27p2) M167

Autp, Mgy (a) = B,

pr (B ) =p p—1)°

(B3 : Mgy (a))”" = p*,

Mgy = {(u,'v,w,t) € Z; : (v —w) € p?Zyp, (u —w) € pr}

{MSQ : B3} = (p7p2ap33p3) M247

Aut33M82 = M§2,

(M)~ = p(p — 1)%,

(B3 : Mgy)™" = p°%,

Msg = {(u,v,w,8) € Z} s (v — w) € P*Z, (u—w +1) € ply

{M83 : B3} = (p7p27p37p3) M247

AutBSMgg = M§3,

pr(Mzs) = = p(p - 1)°,

(B3 : Mgs)™* = p*,

Mgy (a) = {(u,v,w,t) € Z; : (v—w+pt) € p?Zy, (u —w + at) € pr}
{M84 (CL) : BS} = (p’pQ’pS’pf%) M24’

AuthMg4 (a) = Mg?’,

w(Mgy)™t = p(p = 1)%,

(B3 : Mgy ()" = p*,

Mgs (a) = {(u,v,w,t) € Z; : (v—w+t) € p?Zy, (u—w+at) € pr}
{M85 (G) : B3} = (p7p27p37p3) M247

AutBSMgg, (a) = Mg,

pr(Mg)~h =p*(p — 1),

(B3 : Mgs (a))”" = p*,

Mg (a) = {(u,v,w,t) € Zg : (pav — (1 4 pa)w — p?u + t) € pdZp, (W—1t) € pr}
{MSG (G) : B3} - (pupupap) M87

Aut33M86 (a% = ]\gig (a) , ,

p*(Mg(a)) ™ =p*(p — 1)°,

(B3 : Mgg (a))”" = p*,

Mgy = {(u,v,w,t) € Zg : (PPv—w—pPu+tt) € p3Zp}

{Ms7 : B3} = (p,p* p*,p°) Mis,

AutB3Mg7 = Mg,

pr(Mz)~ = p*p — 1)°,

(B3 : Mgy)™* = p?,

Mgs (a) = {(u,v,w,t) €Zy: (av — (14 a)w — pu+1t) € p°Zy, (v—1t) € pr}
{M88 (a) : B3} = (p7p27p27p2) Mlﬁv
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Autp, Msgg (a) = M, (a),

p* (Msy(a)) ™t = p(p - 1)?,

(B3 : Mgs (a)) ™" = p®*,

Mgy = {(u,v,w,t) €Zy: (v—w—pu) €P°Ly, (v—1t) € pr}
{M89 : B3} = (p7p2ap27p2) Mlﬁa

AutBsMgg = M§3,

pr(Mgy)™h = p(p — 1)%,

(B3 : Mgg)™ " = p**,

My = {(u,v,w,t) € Z; : (pv—pu—w+t) € pzzp}
{Mgo : B3} = (p,p* p* p*) Mis,

Aut33M90 = M;(,

(M)t =p(p — 1)%,

(B3 : Myg) ™ = p**,

Mgy, = {(u,v,w,t) € Z; : (pu—v+pw—+t) € pZZp}
{Mgl : B3} = (p7p2ap37p3) M24>

AutBBMgl = Mf7,

p(Mi7)™h = p(p = 1)%,

(B3 : Mgy)™" = p*,

Mg = {(u,v,'w,t) € Z; t(v—u—w+t) € pr}
{Mgs : B3} = (p,p* p*,p°) May,

Aut33M92 = Mf3,

W)~ = (p— 1)

(B3 : Mgy)™* = p°%,

Mgz = {(u’vvw’t) € Z?) : (’U —w _u) € pr}

{M93 : B3} = (p7p27p37p3) M24>

AutBBMgg = M%kg,

p(Mzg)™! = (p— 1),

(B3 : Mg3)™" = p°*,

Mgy = {(u,v,w,t) € Z; : (pv —w —p2u+t) € p3Zp}
{M94 : B3} = (p7p27p27p2) M167

Aut33M94 = B*,

pi(B3) "t =p(p—1)°,

(Bs : Moy)™* = p*,

Mgs = {(u,'v,w,t) € Z; : (put+w—v+1t) € pzZp}
{M95 : B3} = (p7p27p37p3) M24>

AutBBMgg, = Mg,

pr (M)~ = p*(p = 1)°,

(B3 : Mys) ™" = p*,

My = {(u,v,w,t) € Z; : (pu+w—v+pt) € pzzp}
{MQG : B3} = (p7p27p37p3) M247

AutBBM96 = M§3,

(M) =" = p(p — 1)%,
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(Bg : Mgﬁ)_s = p4sa
b~ Jvnen) 522 Gt %)

{M97 : B3} = (1%172’1737193) M247
Aut33M97 = M§2,
1 (Mg,) ™" = p(p — 1)%,
(B3 : Mg7)™" = p**,
donde a €= {1,--- ,p—1}.
Por lo anterior los tinicos conductores son By, (p,p,p,p)Ms, (p,p?, 0%, p*)Mie, (p,p?,p3,p3)May.
Haciendo los calculos necesarios obtenemos:

(Bs(s) =p*(p — 1)°To+
P*(p—1°(®* +p* — D +plp—1)*(0° +p* +p— Da® +p(p — 1)*2°| T+
[(—p® +2p° + p* = 3p° +p)a® + (=1 +2p+p* — 2p° — 2p" + p° +p%)a®+
(2—=3p+phat + (p—1)2°| T+

[(p? — 20" + %)% + (1 — 2p% — p* + p* + p")a* + (=2 4 p? + p*)a® + 25T,

en donde x = p°® y los conductores:

No = Bi, Ni = (p,p,p,p)Ms, N2 = (p,p*,p*,p*) Mig, N3 = (p,p*,p°,p*) Mas

aportan las siguientes integrales:

1
——= + 13,
P(p—1)3

L= [ lelggde -

(Qp)4nBs

I = / Jeligyd*s =

(Q;)‘lm(p:p’p:p)[ZPXBQ]

2

(p=*)* (1 3 ) +30 )+ (P -p-1) )’ =22 -1 () +p* (0 1) (p‘8)5>

pp—1)*(1—p)*

9

()" (1 —2(p~*) +p(p‘s)2)
p-1)(1—p)*

T, = / gy d s =

(Q)4N(p,p?,p?.p?)[Z2 x B1]

)
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(@)*N(p,p?,p%,p3) 2
Los conductores de los ideales fraccionales de B,(Cy»).

Teorema 4.1. Los unicos conductores de las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales
de indice finito en By(Cpn) son:

NO = Bp(Cpn)a

M = (pap2a -"7pi_lapi7 pia apl ) (Z;; X BP(Cp”*i)) ) @ = 17 sy — 17 )
(n—i+1)—veces
No = (p, 0% .0, p") Z0

Teorema 4.2. Existen polinomios f; (p®) € Z [p°] de grado:

n(n+1)

o (i) < "

para i =0, ...,n tal que:

CBP<Opn>(8)—§fi(ps) / la]lgy 1 d*a
B (@) N

Teorema 4.3. Existe una formula recursiva para calcular:
[ lelige da,
(@)™ NG
para i = 0,...,n.. Ademds de puede ver que

9i(p™?)
(p—1)" "1 —ps)"tt

/ ”37”(3;+1 d*x = (n—i)(;—i—l)
p
(Q;‘,)n+1 NN

donde g;(p~®) € Z[p~*] es un polinomio de grado:

9 (gi(p™®)) = n(n2—l—3)

para ¢ = 0, ...,n.

Para los detalles y las demostraciones ver [10].
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Capitulo 5

Series de Hurwitz y Funciones Zeta
Parciales

La finalidad de este capitulo es dar la teoria necesaria sobre las series de Hurwitz y las
funciones Zeta Parciales con el fin de buscar una relacién entre el anillo de Burnside y las
funciones L con ayuda del andlisis p-adico.

A lo largo de este apartado A es una QQ-dlgebra semisimple de dimensién finita, A un Z-
orden y M un ideal izquierdo de A tal que

QM = A.

Observacion 5.1. La ventaja de usar el enfoque de las series de Hurwitz, es que una de ellas
se puede expresar en términos de otras series de Hurwitz que estan unidas a los componentes
simples de A. La funcién Zeta parcial Za (M, s) usualmente no puede expresarse en términos
de funciones zeta parciales para componentes simples.

En lo sucesivo A es el grupo de unidades de un anillo A.

Definicion 5.1. Una Z-reticula completa en un Q-espacio vectorial V' de dimensién fiinita
es un submoédulo L en V' que extiende a V' sobre Q.

Observacién 5.2. Usamos la misma terminologia cuando Q es reemplazado por Q. Cuando
Q es reemplazado por R, también exigimos que L sea un grupo discreto de V.

Definiciéon 5.2. Un Z-orden en una Q-dlgebra de dimensién finita A es un subanillo de A
que también es una Z-reticula completa en A. Esta definicién se vale para Z,-ordenes.

Definiciéon 5.3. Una funcion Zeta parcial es
Za(M,s)= > (A:X)7®
XM

donde s es una variable compleja y la suma se extiende sobre todos los ideales izquierdos X
de A para X =2 M como A-modulos.

Definiciéon 5.4. Sean G un grupo y Hi, Hs subgrupos de GG, decimos que Hj es conmensu-
rable con Hsy si Hy N Hs tiene un indice finito tanto en H; como en Hs.
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Observacion 5.3. El indice del grupo generalizado

(Hl cHi N Hg)

(Hy s He) = i A )

estd bien definido.

Ejemplo 5.1. Dos Z-reticulas completas en el mismo Q-espacio vectorial V' de dimension
finita son subgrupos conmensurables en V.

Definicion 5.5. Un subgrupo W de A* es llamado un subgrupo aritmetico si es conmesurable
con A* para algin Z-orden A en A.

Definicién 5.6. Una tripleta admisible izquierda (W, L, m) en A consiste de un subgrupo
aritmetico W de A*, una Z-reticula completa L en A y un elemento m € A tal que

WL=Ly W(m+L)=m+L

es decir,
wL=Lywm—meL YweW

Analogamente, definimos una tripleta admisible derecha (m, L, W) excepto que W actia
sobre L y m + L desde la derecha.

Definiciéon 5.7. Para x € A* definimos
x|l = (Mz : M)
para cualquier Z-reticula.

Observacion 5.4. La definicién anterior solo depende de x y no de M. Como A es semisimple,
también tenemos
|z|| = (xM : M) para x € A*.
Mas atn,
Jw] =1,
si w es un elemento de algin subgrupo aritmetico de A*. Escribiremos ||z||4 cuando sea
necesario especificar el algebra A.

Definicién 5.8. Dada una tripleta admisible (W, L, m) en A, la serie de Hurwitz F'(s; W, L, m)
estd definida como sigue:

F(S;Wvam) = Z ||$||Sa
ze€W\[(m+L)NAX]

donde s es una variable compleja y la suma se extiende sobre un conjunto de representantes
x de las W-6rbitas en (m + L) N A*. Andlogamente, para una tripleta admisible derecha
(m, L, W) definimos F(s;m, L, W).

Teorema 5.1. Sea F(s; W, L, m) una serie de Hurwitz, entonces
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» F(s;W,L,m) converge absoluta y uniformemente sobre conjuntos compactos a una
funcion holomorfica de s en la region Re(s) > 1.

» Las series de Hurwitz admiten una continuacion andlitica a una funcién meromorfa en
T
todo el s-plano. Si A = HAi donde A; son dlgebras simples, entonces F(s; W, L, m)

i=1
tiene un polo de orden r en s = 1.

Ejemplo 5.2. Sea A un Z-orden en A y M un ideal izquierdo completo de A. Podemos
formar la funcion Zeta parcial como sigue:

Za(M,s)= Y (A: X)’,
XM

definimos

M ' ={zecA: Mz cC A}

AutaM = {x € A* : Mx = M}

entonces M ! es una Z-reticula completa en A y AutaM es un subgrupo aritmetico de A
que acttia sobre M ~'a la izquierda. De este modo

(Auta (M), M~1,0)

es un tripleta admisible izquierda en A. Luego podemos expresar a la funcién Zeta parcial
como sigue:

ZA(M,s) = (A, M)"*F(s; Auta (M), M~1,0).

La ecuacién funcional para una serie de Hurwitz F'(s) implicard "factores gamma'que
deben considerarse como una contribuciéon al primo arquimidiano oo de Q, que se definen
como sigue:

Definiciéon 5.9. Denotemos por I' la funcién gamma de Euler y

r(s) = w2 I(5),
e(s) = (2m)'°T(s),
ya(s) = (2m)7*T(2s),

donde H es la algebra de los Cuaternianos Hamiltonianos. Si B es una R-algebra simple de
dimension finita, tenemos
B = M,(K)

paran > 1, donde K =R, C, H.
Definicion 5.10. Definimos

n—1
v8(s) = [[ v (ns = j).
J=0
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Finalmente, para una Q-algebra semisimple A, tenemos

A =A@gR=]]B;

donde B; son R-dlgebras simples y definimos
va(s) = [ i (s)-
i

Definicién 5.11. Para una tripleta admisible (W, L,m) en A, escribimos
F(s; W, L,m) = ~va(s)F(s; W, L, m)

para referirnos a tal funciéon como una serie extendida de Hurwitz. La siguiente ecuacion
funcional es mucho mas clara cuando se expresa en términos de funciones F' que F.

Definiciéon 5.12. Sea tra : A — Q la funcién traza reducida, definimos
Q

9,4:A—>(CX

como imtr 4 ()
Oa(x)=c¢€ 8

Observacion 5.5. Notemos que para todo =,y € A
0a(z +y) = 0a(x)0a(y)

Oa(zy) = 0a(yx).
Definicion 5.13. Si L es una Z-reticula completa en A, definimos
Lt={zcA:0,zL)={1}}={zecA: tr%(mL) C Z}

la funcién traza es no degenerada, entonces esta es otra Z-reticula completa en A y

(LYYt = L.
Ademas, para cualquier otra Z-reticula completa M en A, se tiene

(M:L)=(L*+: MY,

Maés atin, si W es un subgrupo aritmético de A* tal que WL = L, entonces

L*W =L+

Teorema 5.2. (Ecuacién Funcional para Series de Hurwitz)
Sea A una Q-dlgebra semisimple de dimension finita y (W, L,m) una tripleta izquierda ad-
minisible en A. Fxiste una Z-reticula M en A que satisface:

meM,LcMWM=M

y W actida trivialmente sobre % Para cualquier M y cualquier b € L+, (b, M+, W) es una
tripleta derecha admisible en A y

F(s;W,Lym) = (L* < L)2 Y 0a(mb)F(1 — b, MY, W),
be L
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Observacién 5.6. s La existencia de la reticula M que satisface la primera ecuacién
del Teorema anterior es sencilla, basta tomar

M =7Zm+ L.
La admisibilidad de las tripletas (b, M+, W),b € L+ es inmediata.
= FEl lado izquierdo de la segunda ecuacion del Teorema no depende de M

Definicion 5.14. Sea A un orden méaximo en A, definimos y denotamos el discriminante
absoluto de A como sigue:

dy = (AL :A)
el cual es un entero positivo.
Observaciéon 5.7. Notemos que d4 es una version ligeramente diferente de la constante
(L*:0)=

d es independiente de la eleccién de A y puede ser calculado en términos de A. Ademas

(L*: L) = (Lt :AYH (AL A)A: L),
(LY:L) = (A:L)?dy,
_ =1
(L*:L)z = (L:A)d?.
Definiciéon 5.15. Definimos la funcién Zeta clasica de Hurwitz,
Cssa) = S (n+a)™* Re(s) >1
n=0

donde 0 < a < 1.

Observaciéon 5.8. Sabemos ((s;a) satisface una ecuacién funcional (para Re(s) < 0) a
saber,

((s;a) = 2I(1 — s)(2m)% ! Z(sen(g)cos@wan) + cos(g)sen(2amr)))n‘(”_l7

n=1

si tomamos a = %, k > 2 como un entero, esto expresa a ((s;a) como una combinacién
lineal de

-5,

como en la segunda ecuaciéon del Teorema anterior.
Notemos que

0<j<k,

C(sik™) +¢(ss1 = k%) = Fs; {112, k7).

Ahora si en el Teorema de la ecuacién Funcional para Series de Hurwitz tomamos
m = 0, entonces podemos elegir M = L para obtener un caso especial, a saber:

F(s;W,L,0) = (L* : L)2 F(1 — 5,0, LY, W).
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Corolario 5.1. (Ecuacion Funcional para Funciones Zeta Pariales)
Sea A un Z-orden en una Q-dlgebra A semisimple de dimension finita, y sea M una A-reticula
plena izquierda en A. Sea A’ un Z-orden mdxrimo en A. Entonces

-1
Ya(8) Za(s) (M, s) = (A : M)"5(M - A2 va(l — s)F(1 — 50, (M~ )*, Auta M)
Observacién 5.9. En ciertos casos, es posible expresar la serie de Hurwitz
F(1 =50, (M™Y%, AutA M)

en términos de una funcién Zeta parcial Za(M',1 — s) para alguna A-reticula derecha M.
El punto crucial parece ser cuando se da la siguiente igualdad:

(MYt = (M)~ para algin M’

En el caso donde A = RG, el anillo de grupo de un grupo finito G sobre un anillo R de
enteros en un campo algebraico tenemos

(M—l)L _ (ML)—l

y obtenemos una ecuacién funcional para Za(M,s) en el que el lado derecho involucra el
contragradiente de M.

Reduccién al Caso Simple

Lema 5.1. Sea (W, L,m) un tripleta admisible en A, y W' un subgrupo aritmetico de A*
tal que (W', L,m) es tambien admisible, entonces

F(s; W', Lym)= (W :W')F(s; W, L,m).

Lema 5.2. Sea (W, L, m) una tripleta admisible en A y sean M, N reticulas W -estables en
A, tal que N C L C M,m € M y W actia trivialmente sobre % entonces, para cada |l € L,
la tripleta (W, N,l 4+ m) es admisible y

F(s;W,L,m) =Y F(s;W,N,l +m).

lek

Lema 5.3. Para i = 1,2, sea (W;, Li,m;) una tripleta admisible en el dlgebra A;, entonces
(W1 x Wy, L1 X Lg, (my,ma)) es un tripleta admisible en A; x Az y

F(s; W1 x Wy, Ly x Lo, (m1,m2)) = F(s; W1, L1, m1)F(s; Wa, La, m2).

Observacién 5.10. Los lemas anteriores son validos al reemplazar F por F.

,
Notacién 5.1. Sea A = H A;, donde las A; son dlgebras simples y escribimos x — x; para

=1
la proyeccion canénica A — A;. Si E C A, escribimos F; para su imagen en A;. En particular,
si A es un orden maximo en A, tenemos

A:HA,-

y A; es un orden maximo en A;.
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Definicién 5.16. Sea (W, L, m) una tripleta admisible en A. Decimos que se descompone si

W = ﬁWl L= ﬁLi.
i=1 i=1

Observacioén 5.11. Si esto se satisface, entonces (W;, L;, m;) es una tripleta admisible en
A; para cada i, luego el Lema 5.3 resulta

F(s;W,L,m) = HF(S; Wi, Li,m;).
i=1

Es més conveniente escribir (W, L, m); en lugar de (W;, L;, m;).

Definiciéon 5.17. Sea A un orden maximo en A y un entero positivo ”¢”. Una tripleta
admisible (W, L,m) en A es un tripleta congruente (relativa a A con conductor ”¢”) si

L es una reticula izquierda em € L y W = W, = (1 4+ cA)N A~
W, es un subgrupo aritmetico de A* para cualquier entero positivo c.

Observacion 5.12. Notemos que W, es un subgrupo aritmetico de A* para cualquier entero
positivo c. Cualquier tripleta congruente se descompone y cada factor (W, L, m); es una
tripleta congruente en A; relativo al orden méximo 4A; y con conductor c.

Proposicién 5.1. Sea (W, L,m) una tripleta admisible en A y A un orden mdzimo en A.
Existe una A-reticula M tal que L C M,m € M y existe un entero positivo "¢’ tal que
cM C L. SiW, = (14 cA)NA*, tenemos

F(s;W,Lym) = (We:W) > F(s;We,cM,m+1)

L
lem

= (We:W) Y J[F(s; (We,eM,m +1),)

L =1
le cM ¢

Demostracion. La existencia de M y ¢ son inmediatas y la expresién para F'(s; W, L, m) se
siguen de los lemas 5.1-5.3. |

Notemos que cada (W, cM,m + 1); es una tripleta congruente a A; con conductor c.

Corolario 5.2. Cualquier serie de Hurwitz asociada a A se puede escribir como una combi-
nacion lineal finita de productos de series de Hurwitz de tripletas congruentes en componentes
simples de A.

Proposicion 5.2. Sea M; otra Z-reticula que satisface el Teorema de la Ecuacion Funcional
para Series de Hurwitz, entonces

D 0a(mb)F(s;b, M W) = Y Oa(mbi)F(s; by, M-, W).

1 1
beﬁ bleL

ML
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Teorema 5.3. Para cualquier Z-reticula M y cualquier b € L, (b, M-, W) es una tripleta
admisible derecha en A y

F(s;W,Lym) = (L < L)7 Y Oa(mb)F(1 — 530, M, W).
Ll

be jvan

Supongamos que la condicion anterior se cumple bajo las siguientes hipdtesis adiciona-
les.

i) A es un dlgebra simple.
ii) (W, L,m) es un tripleta congruente relativa a algin A-orden mdzimo y conductor c.

iit) M es una A-reticula izquierda y cM C L, entonces la condicion inicial se cumple en
general.

Observacion 5.13. Dados i) y ii), uno puede encontrar siempre a M tal que satisfaga ii7).
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Integrales Zeta

Sea A una Q-algebra simple de dimensién finita con centro K y dimgA = n?,n > 1.
Sea A-algtin orden maximo en A.
Denotemos por Ad(A) el grupo de Adeles finitos de A y J(A) el grupo de Ideles finitos de A.
Si L es una A-reticula en A, establecemos

UA)=[]AaF v AdL) =]] Lp.
P p

Aqui, P corre sobre los lugares no arquimidianos de K, y el subindice p denota la
completacién p-adica. De este modo U(A) y Ad(L) son subgrupos compactos abiertos de
J(A) y Ad(A) respectivamente.

Definicién 5.18. Si x € J(A), escribimos
2]l = ((AdL)x : AdL)
para alguna L A-reticula completa en A.
Si vemos a A* encajado en J(A) en la diagonal, entonces
|z|| = (Lz : L) para z € A*,
esta definicién coincide con la de ||z|| que se definio con anterioridad.

Definicién 5.19. Sea F(A) quien denota el espacio de las funciones localmente constantes
de soporte compacto
$: Ad(A) — C.

Esto se extiende sobre C, por funciones de la forma

() = [[ ér(z,) con = (,) € Ad(A),
P

donde para cada P la funcién ¢p es un elemento del espacio de las funciones localmente
constantes de soporte compacto F(A,) que van de A, a Cy ¢p es la funcién caracteristica
de A,, sea 1) : J(A) — C* un caracter continuo con imagen finita el cual es trivial sobre A*.

Definicion 5.20. Sea

Z(6,0,5) = / H(x)b(@)||z|*d*z, ¢ e F(A) ,Re(s) > 1,

J(A)

donde d*z es la medida de Haar sobre J(A). La eleccién de d*z es irrelevante pero por
conveniencia tomamos aquella que
d*z=1.
U(a)



44

Teorema 5.4. Sea x el unico caracter de J(K) para el cual 1 = x - nr, donde "nr” denota
la funcion norma reducida

J(A) — J(K).

Entonces x es un caracter de Hecke de K, y sea Li(s,x) quien denota esta L-funcion.
Entonces para cualquier ¢ € F(A) tenemos

n—1
Z((baw?*s) = H LK(nS _.ja X) ' HgP(S)
7=0 P

donde gp(s) € C[p®,p~*| para todo P (siendo p el primo racional por debajo de P). Ademds
gp = 1, en particular

w Z(¢,,8) admite una continuacion andlitica a una funcién meromorfica sobre el plano
s.

» Si v es no trivial, entonces Z(¢p,1,s) es una funcion completa de s

» Sit es trivial, entonces Z(¢p,1, s) es holomorfa excepto posiblemente para polos simples
ens=12 conl<j<n.

Definicién 5.21. Sea dx la medida de Haar sobre Ad(A) para la cual

_1

Ad(A)

donde ds = (A+ : A). Sea 04 : Ad(A) — C* el caracter dado por

Oa(x): Hep(xp) con = (x,) € Ad(A)
P

donde

0p(y) = > TW donde T(y) =tra,,y € Ap.
Qp

Aqui tr denota la funcién traza reducida y para o € Qp,

e?™ gignifica e2™0

con ag € Q la parte principal de a.

Observacion 5.14. Esta definiciéon coincide con

2mitr 4 (x)

e T, xeA

cuando x € A C Ad(A).
El par
(‘T?y) = HA(‘Ty) T,y € Ad(A)

es no degenerado e identifica a Ad(A) con su dual de Pontjagin.
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Observacion 5.15. Si L es una A-reticula completa en A, podemos formar Ad(L) y tomar
su complemento ortogonal (Ad(L))* con respeto a esta pareja.

Observacion 5.16. Si

Lt={zecA:0,zL)={1}}={z € A:tra(zL) C Z},
Q
se sigue que Ad(L+) = (Ad L)* y usaremos el simbolo Ad L= para este grupo.
Definicién 5.22. Para ¢ € F(A), pongamos

d(y) = / (x)a(zy)dr y € Ad(A),

Ad(A)
entonces ¢ € F(A).

Teorema 5.5. Sea A, como antes y definimos ya(s) como en la definicion 5,10 entonces
para todo ¢ € F(A), tenemos

YA(8)Z(,1, 8) = ya(l — 8)Z(p, 07,1 — 5)

Observacion 5.17. La medida definida en 5.21 es la medida de Haar que es su propio dual
sobre Ad(A) para el par
(2,y) = Oa(zy)

Por lo tanto, es la medida de Haar correcta para definir la transformada de Fourier qZ; como
en 5.22.

Para los detalles y las demostraciones ver [1].
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Capitulo 6

Funciones L para B)(C3)

A lo largo de este capitulo sean A una algebra semisimple de dimensién finita sobre
un campo racional p-adico Q,, A un Zy-orden en A y M un ideal izquierdo de A de indice
finito, ademas sea A* el grupo de las unidades de Ay ¥ : A — S un caracter (es decir, un
homomorfismo continuo al circulo unitario complejo) de A* que es de orden finito y trivial
en el subgrupo AutaM.

Definicién 6.1. Definimos y denotamos la funcién L local como sigue:

La(M,s,¥) Z\If )(A:N)™%, Re(s) >1

donde la suma se extiende sobre todos los ideales izquierdos N de A tales que N = M. Aqui
U(N) es definida por la formula

para todo x € A*, tal que N = M.

Observacion 6.1. Dado que ¥ es trivial sobre Auta M, U(N) es independiente de la eleccién
de z en la formula de anterior. Entonces La(M, s, ¥) es una serie de potencias en p~® con
coeficientes en el anillo Z[¥] el cual se obtiene adjuntando a Z los valores de ¥, que por
supuesto son las raices de la unidad.

Observacién 6.2. Para los casos B(G), (G), By(G) y B,(G) con G un grupo finito, la suma
se extiende sobre todos los ideales de indice finito tal que N = M y converge uniformemente
sobre subconjuntos compactos de {s € C|Re(s) > 1}.

Definicién 6.2. Sea ®{; Ay la funcién caracteristica en A de {M, A} y elegimos la medida
de Haar d*z en el grupo de unidades A*. Para conjuntos medibles £ C A, E’ C A*, sera

conveniente escribir
/ dr y u(E al)k

La(M.5,9) = (Autad)) (A 37 [ Bprsy@)@)alid's.

TEA*

entonces:

donde ||z||4 = (Yz :Y) para z € A* y Y es una Zjy-reticula completa.
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Funcién L para B,(C))
Sea By = By(C)) el anillo de Burnside de un grupo ciclico de orden p, recordemos que
By ={(z,y) € Zg cx— Y € plp}.

Sabemos que las tinicas clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de By de indice finito
son:
By y B

donde B; = ZZ y en lo sucesivo B} denotard las unidades de B;. Elegimos la medida de Haar
d*zx sobre (Q;)Q tal que d*z = (d*x1)?, donde d*z; es una medida de Haar sobre Q; tal que

/ d*xl =1.
Z

p
Por lo tanto, tenemos
p(Bi) =1
Sea ¥ = (U, , Uy,) : (Qj’;)2 — S! un caracter continuo de orden finito, el cual es trivial sobre
(Z;)Z, donde
U Q, — St

2im

esta definida por W¢(p) = et , para 0 < t € Z, y VU(b1,b2) = Uy, (b1)Vy,(b2), para cada
(b1,b2) € (Q})*.

= Calculemos ahora la funciéon L para B; = Zg, que por definicién es:

L, (Bi.s,¥) = " (Autp, B1) " (By : By)™* / D 5,5,y () V() [y =
(@p)2

—w (B [ ey @@laliyde= [ @y
(@)? (@p)2nZ3

)l dn | | [ a)lnl,dn

Wl oP" 2y WP Ly

Por lo tanto tenemos:

Lo (Brs ) = g, ) (1~ W, )
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» Ahora calculemos Lp, (Bi, s, V), sabemos que B; = Bf ¢ (p,p)Zg donde Bf y ademéds,

a) AUtBlBl = BI,
b) (B~ =p-1,
C) {Bl . Bl} = Bl

entonces:

LB1 (Bl,s,\ll) = Iu,*(AutBlBl)_l(Bl : Bl)_s / @{BlBl}(I‘)\IJ(.T)Hl‘Hngd*x =

(@)?

e-0 [ W@l -

[Bw(p,p)Z2]N(Q})?

e-v| [ voldgrar [ vl -

BIN(Qp)? [(.p)Z3]N(Q5)?

o-1) [v@lelgdero-1 [ v@llgds-

B} [(p:p)Z2]N(Q})?

(p—1)

Ho- DV ETEr > [ V@)l -
(Z2]N(Q})?

(p—1)

L+ (p— 1)Uy, (p)Vy, (p)p~**Lg, (B1,s, V).

Por lo tanto obtenemos
LBI (Blv 5, \Ij) = [1 - \Ijh (p)p—s - \IJt2 (p)p—s + \Iltl (p)\I’Q (p)pl_%]LBl (Blv S5, \Ij)
= Por tltimo calculemos Lg, (B, s, ¥), observemos que:

a) Autp, By = Bj,

b) {B1: Bi1} = (p,p)Zs,
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C) (B1 : Bl) =p

entonces,

Loy (Brys, W) = i (Aut, B) (B B) ™ [ (5,5 (0)¥(a)Jeltd"a =

P’ / V()| zl|gd s = i, (p) Vi, (p)p~° / U (z)||zl|3ed*e =
(0:0)Z2N(Q})2 Z2]N(Qp)?

asi

LB1 (Bla S, \Il) = [\ptl (p)qjtz (p)p_s]Lfgl (Bla S, \Ij)
Funcién L para B,(C)2)

Sea By = B,(C,2) el anillo de Burnside de un grupo ciclico de orden p?, ademaés,
recordemos que
By ={(x,y.2) €L}y — v € pLy,z — y € p°Lp}.

Sabemos que las tnicas clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de By de indice
finito son:

M, = By,

Mj = By,

M3 = Zy, X B,

M4 = B1 X Zp,

Ms = {(z,y, 2 EZS 2 —x € ply},

z)
Ms = {(z,y,2 )€Z3 Y—a € ply,z—x € ply},
M?—{(w Y,z )GZg z—y € p°Ly},
(2,9,2) € T4 : pr—y + 2 € PPT},
— (=, )ezg T —y+z€ply).

Elegimos la medida de Haar d*z sobre (Q;)3 tal que d*z = (d*z1)3, donde d*x; es
una medida de Haar sobre Q, tal que

d*x1 = 1.
Ly
Por lo tanto, tenemos
w(B3) =1
Sea W = (U, Uy, Uy,) : (Q5)° — ST un caracter continuo de orden finito, el cual es

trivial sobre (Z#)3, donde
v, . Q; — Sl

esta definida por ¥;(p) = e’ para 0 < t € Z, y (b1, ba, bg) = Wy, (b1) Wy, (b2) Wy, (b3),
para cada (b1, b2,b3) € (Q5)°.
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» Calculemos ahora la funcién L para By = Z32, entonces por definicién tenemos:

p?

Lp, (B, s, %) = p*(Aut s, Bo) "By : By)™* / @ 5,15y (1)U () 2]y ' =
(@p)3

BB [ ey @v@ldyda= [ vl -

(@p)? Z3N(Qy)3

/ Wy, (20| I, A0 / Wy, (@0l I, d / Wy (1) 13, 21

W P Ly oo _ o™ L} W2 op' Ly

= (Z[‘I’tl(p)p‘s]”> (Z[‘I’tz(p)p‘s]m> (Z[‘I’ta(p)p‘s]l> :

Por lo tanto:

b P2 W) = g i) (1= 0 olp (4 — T )

» Ahora calculemos Lp,(Bs,s, V), sabemos que By = B3 W [pZ, ® pBi] y ademas,

a) Autp,Bs = B3,

b) u*(Bs)~' =p(p— 1)
C) {B2 . BQ} = Bg
entonces:

L32 (BQ,S, \I/) = I[,L*(AutB2B2)_1(B2 : Bg)_s / @{BZBQ}(I’)\IJ(Ix)Hfodi*CE =
(@)?

-0 [ @)l -
(Q})3N[B3W(pZpxpB1)]

p(p—1)? / U (z)||z|fgdz =

[(Q})3NB318[(Qp)*N(pZp xpBi)]
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-1 [ v@lalyde| 4 pe-0 [ sy -
[(Q@p)*nB3] [(Q})?N(pZpxpB1)]
L~ D0 V> | [ W@leligdte|
(@3)3N(Zyx By)]
" [p(p — 1)*Wy, (p) Ve, (p) U (p)p‘?’s] [1 — (V1 (P) + 15 (0))P™° + ¥, () s, ()P~
(1 =W, (p)p~*) (p = 1)(1 = Wy, (p)p*)(1 = W4y (p)p ™)

3
1- (Z v, (p)> P+ (e (p) Wty () + Uty () Uty (p) + Wiy (p) Wiy ()0 >+
=1

3 3
(H Uy, (p)> P —p—1p~> + (H Uy, (p)> (Wi, (p) + Wiy () (0 — P* )0~ *+

i=1

Uy, (p) U3, ()T, (p) (0 — p*)p~ L, (Ba, 5, ).
» Ahora calculemos Lp,(Bs,s, V), observemos que:
a) Autp,By =B}, y p*(B3)1=1
b) {Bs: B2} = (p,p*,p°) B2,
c) (By: Bs) =p?

entonces:

Lp,(Ba,s,¥) = p*(Autp, By) "' (By : By)™* / @15,.5,) (2) ¥ (2)|[2[lggd > =
Q)3

[ ey -

(@)3N(p,p%,p?) B2

R LA R TO
(Q3)3NBa
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Por lo tanto:
Lp,(By, s, %) = Uy, (p)¥3,(p) V7, (p)p~ **L,(Ba, s, 0).

= M3 = 7Z, x B, entonces:

Lp,(Ms,s,9) =p~°(p — 1)Uy, (p) U4, (p) Yts () / V()| xllgsd e
(Qp)3NM3

=700 () Ve, (D) Ve (p) [1 = (Ve (p) + Wiy ()™ + Vo, (p) Wi (p)P' ] L, (B2, 5,9).

» My = By x Zj, entonces:

L, (M, 5,%) = p~(p — 1)¥y, (p) V2, (p) U2, (p) / V(@)lzllggd"

(Q})3nZ3
= [p*(p— ), ()7, (0)VE (p)] L, (B2, s, 0).
= M5 ={(z,y,2) € Zg 2 —x € pZy}, entonces:

Lp, (M5, S, ‘IJ) = p—35(p - 1)\1’151 (p)\Ilt22(p)\I/§3(p) / \Il(x)Hmedi*x

(Q})3nZ3

= [P (0~ 1)%:, () ¥, (0) ¥, (p)] L, (B2, 5,9).

= Mg ={(z,y,2) € Zg’, 1y — 1,2 —x € ply}, entonces:

Lp, (Mg, 5, %) = p~2*(p — 1)* W4, (p) Uy, (p) Uiy () / U(z)|llggd e

(Q;)3OM3
_ . :
(p—1) H Uy, (p)
= = (1= (W4 (p) + Wuy () + W1, (0) Ty, (p)p* 2] Ly, (Ba, s, ).
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» Mz ={(z,y,2) € Zf; : 2 —y € p°Z,}, entonces:

Lp, (M77 S, \I/) = p1—25(p - 1)\11151 (p)\yh (p)\I}t3 (p) / ‘I/(l')H.TH(S@%d*x
(Qp)3NM3

P (1= (U, (p) + Wiy (0))p° + Wi, (0) Ui, (0)p' ] Lig, (Ba, 5, ).

» Ms={(z,y,2) € Zf; : px —y + 2 € p?Z,}, entonces:

Loy (Ms,5,9) =0 (0 = 10U )0 000 (0) [ W(a)feliga™s

(Q3)3nMs3
] , _
(p—1)J] s(p)
= p_ilzs [1— (U1, (p) + Wiy (p))p° + s, (P) Vi (p)p' ] L, (Ba, 5, V).

s My ={(x,y,2) € Z}: 2 —y+z € ply}, entonces:

Lin (Mo, W) =50~ PUL D0 () [ 0o eligd's
(Q})3NB2
= [(p - 1)2p738\:[lt1 (p)\II?Q(p)\Ijtzg(p)] LBQ(B27S7 \II)
Funcién L para B,(Cy3)

En lo sucesivo denotemos por:

Ji=1=V,(p)p~° — Uy (p)p~° + Vi, (p) Wy, (p)p' 2
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Uy, (p) 97, (p) 97, (p)(P* — P*)p~ ).

Sea B3 = B,(Cps) el anillo de Burnside de un grupo ciclico de orden p*, ademads,
recordemos que

Bs = {(x,y,z,w) € Zf, W — T € plyp,w —Y EpZZp,w —z €p3Zp} C By
Elegimos una medida de Haar d*z sobre (Q})* tal que d* = (d*z1)* tal que
/ d*ﬂfl =1
Zy
luego, p*(Bs) = 1.

Sea W = (Wy,, U, Wy, Wy,) : (Q)* — S' un caracter continuo de orden finito, el
cual es trivial sobre (Z})*, donde ¥, : Q — S* esté definido por ¥,(p) = e'%%) para
teZ y \I’(bl, bg, bg, bg) = \Ijtl (bl)‘lftz (bg)\PtS (bg)\Ift4<b4) para cada (bl, bQ, bg, b4) S (@;)4

Aplicando nuestra definicién de la funcién L para B; tenemos

Lp,(Bs,s,9) = u*(Autp,Bs) (B3 : Bs)™* / D py.pyy () V()| [[3ad™

(@p)*
pero
a) Autp By = B3,y p*(B;) ™' =1
b) {Bg : Bg} = Bg,
C) (B3 : B3)_S =1
entonces
L, (Bus,0) = i (B [ gy ¥@leligde = [ w@)eligs -
(@)% Zgn(Qp)*
{ / ammnxll&pd*xl} [ %mnmgpd*xl} [ / am(m)muapd*xl] [ / Wt4<w1>w1||§pd*x1]

— (Z[\I'm(p)p‘s]”) (Z[\Iftz(p)p‘s]m> (Z[\I’tg(p)p‘s]l> <Z[\I’t4(p)p‘8]k)

n=0 m=0 =0 k=0
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1
(1 =0y, (p)p=*) (1 = Wp, (p)p=*) (1 = Wiy (p)p==) (1 = Wi, (p)p)

Asi
1

LBS(Bg,S,\I/) = 1

[T =)™

i=1
A continuacién calcularemos las 97 funciones L que corresponden a los ideales
respectivos.

s M, = B; entonces:

Liy(Bas.0) =10~ D [ 4oy 0)¥(a) o5y’ =
(Q@p)*

Po-1° [ W@l

(Q3)*NBs

Po-1 [ @iy +re-0 [ el

(Q;)*nB; (Q3)4N[(p,pspsp) (Zp X B2)]

3—4s 3 - 1 ‘% 1 =
ey (1;[1 qju@) {(1 —‘I’tl(p)p‘s)] plp—1)* | A N

1+

P -1) (H v, (p)) Jz] Lp, (B3, s,9) =

[H(l — U, (p)p~*) + (- 1) (H v, (p)> Jz] Lp,(Bs,s,7)

v=1 v=1
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n M8 = {(U, v, w, t) e Z;l) . (’U) — ’U) E pr, (t — ’U)) e pZZP} entonces:

4
Lp,(Ms,s,%) = p**(p = 1)* [ [ ¥, (p)p~™ / U(z)|z|lged e =
k=1

(Q;)LlﬁMg

- 2T ) / W () lallgsds =

(@) *N(Zp x Ms)

1—s o 2 - [ 1 j2 i
P (p—1) g\mk(p) & _\I,tl(mp_s)] [p(p_ T (12 ‘I/tk(p)p_s)] _

B 4
p*S H \Iltk (p)j2] LBg<B37 S, \I/>
L k=1

» M, = {(u,v,w,t) € Zf, : (w —v) € p?Z,, (t—w) € pszp}’ entonces:

4
Lp,(Ma, 5, 9) = p*(p — 1)* [ s, (p) / U ()|wllgyd
k=1

(Q;)4QM8

4
= [p2—35 H qjtk (p)u%] LB3 (B?n S, \D)
k=1

» M; = {(u,v,w,t) €Zy: (w—u),(w—wv) € pLy, (t —w) € p3Zp},en—
tonces:

4
L, (Ms,5,9) = p>**(p = 1)* | [ ¥, () / V()| xllgsd e
h=1 (Qp)*NMs
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[ ] M4 = {(’LL, v,w, t) € Z;l) . (’U) — ’U) - pr, (t — ’U)) € p3Zp}7 entonces:

4
Lo, (M1 %) = 0= P [[00) [ v@)leligde
k=1

(Q3)*N Mg

_ [ 1— QSqutk j2] LB3(33,S \Ij)

= My = {(u,v,’w,t) € Zé: (’w —u) Epr, ('w —'U)a(t—’w) EPZZp}7en_

tonces:

4
i | LTI I C S

(Qp)ANMs
— [ 1— 38 H\Ijtk ] LBS(B?),S \I;)
» Mg = {(u,’u,w,t) € Z;‘) :(w—v),(t—w)E pzZp}, entonces:

4
Lo (Moo, ®) = #2012 T[000) [ v@)leliyas
= (Q3)4NMg

o 2sH\1;tk @] Lp,(Bs, s, ¥).

n M7 = {(U,'v,’w,t) € Zé: (’LU—’U,),(’UJ—’U) EPZP’ (t_w) EpzZp},en_
tonces:

4
Loy, 0) == P [T 0ap) [ wleliyds
= (Qp)*N Mg

[ ~25(p H\Iftk jz] LB3(B?>,5 v).
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s Moy = {(’u,, v,w,t) € L3 : (pu— v +1t) € p?Zy, (1 —w) € p3Zp}, enton-
ces:

4
Lo, 0) = - [ wa) [ 9@leligare
- (Qp)*NMs

_ [ 235 H‘I’tk ]LBS(Bg,S ).

- Mys = {(u,v,w,8) € Z}: (pu—v+1),(t—w) € pZ, ), entonces

4
LBg(M26787 \Ij) =p2_25(p— 1>3H\Ijtk(p> / \I/(,Z‘)HJ]H(S@%d*ZL’

(Qp)*NMs

_ [ 125 () H\Ptk ]LBg(Bg,S ).

s Mgy = {('u,, v,w,t) € Z, : (p*u—w +t) € p°Zy, (t—v) € p2Zp}, enton-
Cces:

4
Lo, (Moo, 9) =9 0= ' [[0a0) [ W@ leliges
k=1

(Qp)*NMs

_ [ 2-3s () H\I]tk ]LBS(Bg,s ).

s Msg = {(u, v, w,t) € Z;f : (PPu—w+t) € p3Zp, (t—v) € pZP}’ enton-
Ces:

4
LBS(M38,87 \I/) =p2_25(p— 1>3H\Ijtk<p) / \I[(x)”ﬂ@gd*x
k=1

(@p)*NMs

_ [ 125 () H‘Ptk ]LBS(B?,,S ).
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s My (a) = {(u,’u,w,t) € Zy: (pav — (1 + pa)w +t) € p°Zy, (u—1t),(v—1t) € pr},

entonces:

Lo, (Ma().59) = - 1 [[0a0) [ v@)lelyaa

(Qp)*NMs

= [ 1=3s(p H\I/tk ] Lp,(Bs, s, 0).

» Mso(a) = {(u,v,'w,t) € Zy: (pav — (1+ pa)w +t) € p*Zy, (v—1t) € pr},
entonces:

Lo, (Mala).5.0) =5 (0~ ) [[00p) [ W@)elgyaa

(Qp)*NMs

— [ 1~ QSH\ptk @] Lg,(Bs,s, ).

- Mys(a) ={(u,v,w,t) € Z}: (pau — v +1t) € PZy, (PPu—w +1t) € p°Z,},
entonces:

Lo, Oafa).5.0) =3~ D [ 0ulp) [ @)elgyaa

(Qp)4nMs

- [ 2-35(p H\ptk jg] Lg,(Bs,s, 7).

» Mg (a) = {(u,v,w,t) € Z;l, : (pav — (1 4 pa)w — p*u +t) € p?Zp, (v—1t) € pr},
entonces:

4
Loy(Mso(@).,9) = p - 0P [ 000 [ @)l
(Qp)*NMs

- [ 1=25(p) H\I/tk j2] L, (Bs,s, 7).
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« Mg = {(u,v,'w,t) € Zg : (t—w) € pr}, entonces:

Lp,(Myg,s,0) = p°(p — 1)y, (p H\ytk p / V(@) |aligyd e =
(Q3)*NMig
(= )W (p Hwtk [ vl -
(Qp)*N(Z3 x By)

~25(p—1) Wy, (p 2 1 J1 ] _
e H [Him ~ v, <p>ps>] [@ DT — Uy (0)p)

P20y, (p) H‘I’tk «71] Lp,(Bs,s,0)

. Mg:{(’u,’v w, t)eZ4 (w — u) € pZyp, (t —w) € p3Z, } entonces:

Ly (Mp,5,0) = p*5(p — 1), (p Hw ) [ vl
(Qp)4NMie

= lp25s - 1)Uy (p H \Il jl] LB3(B3,S ).
s Mg = {(u,fu,w,t) € Zg : (t—w) € p3Zp}, entonces:

Ly, (Mio,s,9) = p*(p — 1)y, (p H\If ) [ vl

(Qp)*NMie

P50, (p) H\I! p)Ji| Lg,(Bs,s, 7).

« My = {(u,'v,'w,t) € Zg : (w—u) € pZp, (t —w) € pzzp}, entonces:

Ly (My1,5,%) = 4% (p — 120, (p Hwtk | @y
(Qp)*NMie
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= [p14s \I]tl H \Ilt jl] LB3(B378 \Il)

= M2 = {(U’U’wat) € Z;l) : (t - w) € p2zp}7 entonces:

L, (Maa, 5,9) = = (p — )W, (p H\Ptk / V(@)lzligyd s
(@)ANMie

pl_gs\lf H\IJ p)J1 LBS(BSaS ).

s Mz = {(u,v,w,t) € Zg t(w—u),(w—v),(t—w)E PZp}v entonces:

L0t = - 0 T [ ool
(Q@p)*NMi6
= lp4s \Ijtl H \112 \71] LB3(B378 \1})

s My, = {(u,'v,'w,t) € Z;‘) : (w—v),(t—w)E pr}, entonces:

Ly (Mas,5,%) = p(p — 1), (p Hwtk | @y
(Qp)*NMie

_ [p—as ~1)T,, (p H\If J1] Lp,(Bs,s, 7).
» M5 = {(u,v,w,t) c Zg : (w—u),(t—w) € pr}, entonces:

L0t = - P T [ ool
(Qp)*NMie

_ [p3s — D)Wy, (p H\II j1] Lp,(Bs3,s,¥).
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« M7 = {(u,v,'w,t) € Zg : (v—u),(w—v) €pZy, (t—v) € p2zp}, entonces:

Lp,(Miz7,8,¥) = p'~

— [pl 53

H \Ptk

H w2 / V(@) oy de

(@;)40]\416

L33 (_BB7 S ‘I’)

s Mg = {(u,v,w,t) € Z;l, : (w—v) € pZy, (t —v) € pZZp}, entonces:

LBg(M187 S, \I’) - 1

— [p1—45

» Mop = {(u,v,w,t) € Zg : (u—v+t) €ply, (t—w)€E p3Zp}, entonces:

Lp,(Ma7,s,V) = p*~

_ [p2 55

H \Ijtk

Hwtk | @y

(Qp)*NMi6

)%, (p H\I/ j1] Lg,(Bs,s,7).

H ¥2 / W (@)|lalled'

(Qp)*NMie

1| L, (Bs, s, ¥).

» Moy = {(u,v, w,t) € Zg : (v—u) € pZp, (t —w) € p3Zp}, entonces:

Lp,(Mog, s, V) = p*~

— [p25s

n Moy = {(u,v,w,t) € Z;l, : (u—v+t) €Ply, (t—w)eE pzzp}, entonces:

Lp,(Mag, s, V) = p'~

H 2 / (@) oy de

(@;)40]\416

)Wy, (p H vy (p ] Lp,(Bs3,s,9).

Hwtk | @y

(Qp)*NMie
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= [pl 48 qltl H\IJ2 jl LBg(B37S ‘I’)

= Mso = {(u,v,w,t) €Zy: (v—u) € ply, (t—w) € p2Zp}a entonces:

Ly (Mo, 5, %) = p'~4(p — 1)y, (p H% / V(@)lzligyd
(Qp)*NMi6

ey [p1_45 — 1 \Ijtl H \Il jl] LBg(B3’S ‘1’)

» M3 = {(u,v,w,t) € Zg : (pu—v+1t) € p?Ly, (t—w) € PZP}> entonces:

Ly (Mat,5,) = 95— 104, 7 Hw ) v@leliyd
(Qp)*NMie
= [pl 48 qltl H\IJQ jl LB3(B37S ‘I’)

» Mgy = {(u,'v,'w,t) € Z;‘, t(u—v+1t),(t—w) € pr}, entonces:

Ly (M, 5,0) = p(p — 10, (p Hwtk | @y
(Q})*NM1s
— [p—SS )20y, (p pr j1] L, (Bs,s,7).

s M3z = {(u,v,w,t) € Z;l, t(u—v),(t—w) € pr}, entonces:

L0t = - VO T W) [ ool
(Qp)*NMie

_ [p3s — D)Wy, (p H\II j1] Lp,(Bs3,s,¥).
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» Msg = {(u,v, w,t) € Zg : (p2u —w + t) € p3Zp}, entonces:

L, (Mg, 5,%) = 524 (p — 120, (p H\P ) [ vy

(Qp)*NMie

= [p243 - 1 \Iltl H \Iltk ] LBg(B?”S \II)

n Myy = {(u,v,w,t) € Z;l, : (pu—w+1t),(t—v) € p2Zp}, entonces:

L, (Mo, 5,%) = 52 (p — 1"y, (p Hwtk | @y
(Qp)*NMi6
— [pQ 5s( )20y, (p H\If p)Ji| Lg,(Bs,s, 7).

n My = {(u,v,w,t) € Zg : (pu —w +t) € p?Zy, (t —v) € pr}, entonces:

Lp,(My1,s,%) =p™(p — 1)30, (p H\II / \I/(x)Hfo@%d*x
(Q)*NM1e

1| L, (Bs, s, ¥).

= [pl 45 \I]tl H\Ptk

» Mys = {(u,v,'w,t) € Zg : (pu—w+t) € pzzp}, entonces:

Ly (Miz.5,0) = p'5(p — 120y, (p H\P ) [ vl
(Qp)*NMie
= [pl?;s \Iltl H \I/t ] LBg (BS,S \II)

» My = {(u,v,w,t) € Zé : (pzv —w+ t) € pPZp, (u—1t) € pr}, entonces:

Ly (M1, 5,9) = 525 (p — 1)y, (p Hwtk | @y
(Qp)*NMie
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— [p2 55 (p—1)2Wy, (p nyt )J1| Lg,(Bs,s, ).

s Mgy = {(u,fv,'w,t) € Zg : (p2'v —w + t) € pSZP}, entonces:

Ly (Mz.5,0) = 5245 (p — 120, (p H\If ) [ vy
(Qp)*NMi6

= lp24s — 1 \Iftl H \112 jl] LB3(B3,S \I/)

» Ms3 = {(u,v,'w,t) € Zé : (v —w) € p?Zp, (v—1u),(t—v) € pr}, entonces:

L, (M, 5,%) = % (p — 1"y, (p H B [ vy
(Qp)*NMi6
- [pl 58 \Ilt1 HIIJ \.71 LBg(B37S \I})
» Msy(a) = {(u,v,w,t) € Zg : (av— 1+ a)w+1t) € p?Zy, (t—u),(v—1t) € pr},
entonces:
L, (Mpa(a),5, %) = p(p — 1 (p H B [ v@lyds
(Q§)40M16
= [pl 58 \Iltl H \I/tk LB;; (Bg, S, ‘I’)

s Mss = {(u,v,'w,t) € Zg : (v —w) € p?Zyp, (t —v) € pr}, entonces:

L, (Ms,5,0) = 4 (p — 120, (p H\P ) [ vy
(Qp)*NMi6

= lp14s D7 (p H ol j1] Lp,(Bs3,s,¥).
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= Msg (a) = {(u,v,'w,t) € Z;‘, : (av — (1 + a)w +t) € p?Zy, (v—1t) € Pzp},en-

tonces:
L, (Msg(a), s, ¥) — pi™ 4s \Ijtl Hq; / \Il(x)Hfodi*x
(Q3)*NMie
— lp14s — 1 \I]tl H \I/ ] LB3(B37S \Ij)

s My = {(u,v,'w,t) € Zg : (pv —w+t) € p?Zy, (t—u) € pr}, entonces:

Ly (Msz,5.0) = p=(p = 1), (p H\P ) [ vy
(Qp)*NMie
— [pl —4s( )20y, (p H\If p)Ji| Lg,(Bs,5, 7).

» Msg = {(u,v,'w,t) € Zg : (pv—w+t) € p2Zp}, entonces:

Ly (Mss,5,0) = p=¥(p — 120y, (p Hwtk | @y
(Qp)*NMi6

— [pl—?)s Dy, (p pr j1] L, (Bs,s,7).
» Megs = {(u, v,w,t) € Zf, : (pv—w+t) €p3Zy, (t—u) € pr}, entonces:

Ly (Mg, 5,9) = 55 (0 — 1), (p Hwtk | @y
(Q@p)ANMie

LBS(Bg,S ).

_ [p3 55 \Ijtl H\Ptk

s Mgg = {(u,v,w,t) € Zg : (pv—w+t) € p3Zp}, entonces:
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Lp,(Mgg, 8, 9) = p**(p

_ [p3—4s

120y, (p

H\II

W () |y

(@;;)4”1\/[16

D, (p nytk ] Lg,(Bs,s, ).

» M7y (a) = {(u,v,'w,t) € Zg : (p2u— w +t) € p3Zp7 (u—v+at) € pzp}ven_

tonces:

Lp, (M74(a)7 S, \Ij) 2 58

_ [p2 55

= My5(a) :{(u,'v,w,t) € Z;: (pau —v +t) € p*Zp, (pu—w—+1t) Ep

tonces:

LBB(M75(a)7S7\II) 2 58

_ [p2 55

‘Ift1

\Iftl

\Iltl

H \Ijtk

\Iltl

H\I/

pr

H \Ijtk

W(a) iy d
(@p)*N My

1| L, (B3, s, V).

2Zp}, en-

U(2)|xllgsd
(QZ)40M16

1| L, (B3, s, V).

= My (a) = {(u,v,w,t) € Z;‘, : (pu—w+t) € p?Zy, (u—v+at) € pr}, en-

tonces:

LBS(M76(a)a57\II) = 1 48

143
p

)2y, (p

\Iltl

pr

H\If

p)J1

U(2)|zllgsd
(QZ)40M16

L, (B3, s, V).
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= Mg (a) _{(u v, w, t)€Z4 (pv —w +t) € p¥Zp, (u— v+ at) € pZ, } enton-

ces:

Lp,(Mgy(a), 5, ¥) = p* > (p— 1)°Uy, (p H‘I’ / ‘I’(Q«")Hfo@gd*x
(Qp)*NMie

LBg(Bg,S ).

= [p?’ Pp - 1)*Wh(p H ¥7 (p)
s Mgy = {(u,v, w,t) € Zg : (p2'v —w — p*u + t) € p3Zp}, entonces:

L, (Mar. 5.8) = p~¥(p — 1), (p H‘I’tk / U)oy
(@p)ANMie

LBg (B37 S, \IJ)

_ [pQ 45( ‘Ijgl H\I} \71

= Msg (a) = {(u,v,w,t) €Zy: (av — (14 a)w — pu+1t) € p°Zy, (v —1t) epr},en

tonces:
Lp,(Mss(ay,s,¥) =p'~*(p—1)°W,, (p H‘I’ / U(z)||z|gad
(@3)4NMae
= |p'"(p - 1T, (p H\I/ p)J1| Lg,(Bs, s, 0).

s Mgy = {(u,v,w,t) S Zz : (v—w—pu) € p*Zy,, (v—1) € pr}, entonces:

Loy (Man.5,0) = p'~(p — 101, p H‘P ) v@ielgs
(Q})4NMie
= pl 45 \I}tl H\IJ jl LBS(Bg,S \I/)

» Mgy = {(u,v, w,t) € Zg : (pv—pu—w+t) e pZZIL,}7 entonces:

L, (Moo, 5,9) = p=5(p — 1), (p Hw ) [ vl
(Q;)*NMie
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P —1)20, (p H V7 (p)J1 | Lp,(Bs,s, ).

= My, = {(u,v, w,t) € Z;ﬁ : (pv —w — pPu+ t) S p3Zp}, entonces:

Lo, (Mot, ,%) = p*4%(p — 1), (p H\vtk [ v@lslgyda
(Q;)*NMa6

1| L, (B3, s,¥).

_ [p3 45( \Ijtl H \If

n Moy = Z , entonces:

Ly (Mau, 5, W) = p* (M)~ (Bs : M)~ / W(@)lalyd e =
(@;)*N(p,p?,p3.p%) Maa

P UGG [ vl -
(@p)*nzg

(P72, (0) 5, (D) W3, (0) V7, (p)] L, (Bs, 5, 7).

s Mg = {(u,v,w,t) e Zg : (v —u) € pZy, (t—v) € pzZp}7 entonces:

Ly (Mag,,%) = ' (p — 120, (n) U3, H@ ) [ vl
(Q;)*NMaa
_ [plﬁs(p— 120, (p H v} (B3, 5,0).

s Moo = {(u,’u,w,t) € Z; : (t—w) € p2Zp}, entonces:

Ly (Mao5,8) = 15 (p — 1)s, ()72, (0 H‘I’ / V(@) ]y d"a
(Qp)*NMa24

)| L, (Bs, s, ).

= [pl_ss( \IItl \II?Q H \Ij
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= My = {(u,v,w,t) € Z; :(v—u),(t—v) € pr}, entonces:

Lp,(Ma1,s,0) =p 2 (p—1)2Ty, (p ‘I’?Q H ‘I’ / ‘I’($)||$||fggd*z
(@;)4%4

- [p—%(p— 1)%%y, (p) V7, (p H 3 (p ,(Bs,s, V).
s Moy = {(u,v,w,t) € Z;f : (t—wv) € pr}, entonces:
Ly (Mas, 5,9) = p~*(p — )Wy, (p) U2, H W) [ vl
(Q;)4QM24
= [p *(p—1)Ty, (p) V7 (p) H\IJ 5, (B3, s, ¥).
» My = {(u,'v,w,t) € Zg : (t—u) € pr}, entonces:
L (Ma, 5,9) = p~*(p — )Wy, (p H W) [ v@lelyd
(@;‘,)4QM24
- [p— *(p— 1)y, (p) 2 (p qu . (B3, 5,7).

« Msy = {(u,v,w,t) €Zy: (pu—v+t)€ pZZP}7 entonces:

Ly (M, 5,) = p=5(p — 120y, ()02 Hw I AT
(Q;)4QM24

)| Lg,( B3, s, V).

_ [pl 55 (p — 1)2Wy, (p) U3 (p H\If
= Mj3s = {(u,v,w,t) €Zr: (u—v+t)€ pr}7 entonces:

L2t 0) = - PO [0 [ wolelgyr
(Qp)*NM24

)| L, (Bs, s, ).

= [p_‘“( 1)@y, (p) 3, (p H‘P
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» Msg = {(u,v,w,t) € Z; : (u—v) € pr}, entonces:

L, (Mag,5.0) = p~*(p — )Ty, (p) U2, (p) Hw ) [ vl
(Q})*NMa24

Bg,S \I/)

= [p_4g( — 1 \I’tl H \IIS
s My; = {(u,v,w,t) e Z;f : (u—w+t) € pZy, (t—v) € p2Zp}, entonces:

L, (Ma, ,) = p=5 (p = 1), (0)¥2 (p) Hw ) [ vl
(Q;)40M24

)| Lg,( Bz, s, V).

= lpl 68( ) \Ijtl \IJ%Q H\Ij
n My, = {(u,’u,w,t) € Zg : (u—w) € pZyp, (t—v) € p2Zp}, entonces:

4
Lp, (Mg, 5,9) = p' =% (p — 1)°¥y, (0)¥7,(0) [[ ¥ (0) / V()| zl|gsd” 2
k=3 (Q})4NMaa

= [pl 65( ) Uy, (p \II?2 H \IJ 1 Bg,S ).

» Mys = {(u,v,w,t) €Zy: (u—w+t),(t—wv)€ pr}, entonces:

LB3 (M457 S, \Il) = p_SS (p - 1)3\I/t1 \II%Q H \II / \Il(x)”x”(s@éd*x
(Q;;)‘lﬂMu

Bg,S \IJ)

= [pBS(p— 1)%%y, (p)V7, (p H 154
» My = {(u,v,w,t) € Z; : (u—w),(t—v) € pr}7 entonces:

L2t 0) = - PO T 9,0) [ wolelgyr
(Qp)*NM24

)| L, (Bs, s, ).

= [p_“( 1)@y, (p) 3, (p H‘P
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» My, = {(u,v,w,t) € Z; t(u—w+t) e pr}, entonces:

Ly (Maz,5,%) = p~(p — 1)20, (p) U2 (p) H\P ) [ vl
(Qp)*NM24

- [p—“(p— 1)%%y, (p) V7, (p H 3 (p ,(Bs,s, V).
s Myg = {(u,v,w,t) € Z;f : (u—w) € pr}, entonces:
Ly (Mas,5,%) = p~(p — 1), (p) U H W) [ vl
(Q;)4QM24
= [p *(p—1)Ty, (p) V7 (p) H\IJ 5, (B3, s, ¥).

» Msg = {(u,'u, w,t) € Zg : (v—pw+t) €P?ZLy, (t—u) € pr}, entonces:

4
Lp,(Msg, s,0) = p' =% (p — 1)° Wy, (p) ¥, (p) [ ¥3, (») / V()| zl|gsd”x
k=3

(Q})4NMaa

= [pl 65( ) \I/t1 \II?2 H\IJ ]LB3 Bg,S \1’)

» Mgy = {(u,v,w,t) €Zy: (v—pw+t) € p°Ly, }, entonces:

Lpy(Meo,s,9) = p' > (p — 1)y, (p) V7, (p H 14 / V(x)||lzlged >

(Q;)4QM24

)| Lg,( B3, s, V).

_ [pl 55 (p — 1)2Wy, (p) U3 (p H\If

= Mg = {(u,v,w,t) € Z; t(v—w+t),(t—u) € pr}, entonces:

Lpy(Me1,5,%) = p~**(p — 1)>W,, (p) V3, (p H‘I’ / U (2)||zllgsd e

(Qp)*NM24

)| L, (Bs, s, ).

= [p_“( 1> Wy, (p) 3, (p H‘P
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» Mgy = {(u,v,w,t) € Z; :(v—w+t) e pr}, entonces:

Ly (Mo, 5,%) = p~(p — 1)20, (p) U2 (p) H\P ) [ vl
(Qp)*NM24
- [p—‘lS(p —1)%0, (p) H 3 (p ,(Bs,s, V).

s Mgs = {(u,v, w,t) € Z;f :(v—w),(t—u) € pr}, entonces:

L, (Mag, 5.0) = p~ (p — 12, ()02 ( Hw ) [ vl
(Qp)*NMa2y

- [pf”(p 120y, (p) V2, () H W3 (9)| L, (Bs 5, 0).
» Mgy = {(u,'v,w,t) € Zg : (v—w) € pr}, entonces:
Lp,(Mea,s,9) = p~*(p — 1)Ty, (p H 1 / U(x) o] gd
(@;>4mM24
= [p_ *(p— 1)y, (p) 2 (p qu ,(Bs,5,0).

« Mgy = {(u,v,w,t) €EZy: (v—w+t) € p°Ly, (t—u) € pZP}, entonces:

Ly (Mo, 5,9) = p>~5(p — 1), (p H o [ vy
(Q;)4QM24

)| Lg,( B3, s, V).

= lp265(p— 120y, (p)¥7, (p H 54
» Mgg = {(u,v,w,t) € Z; : (v —w+pt) € P?Zy, (t —u) € pr}, entonces:

L (Mo, 5,9) = p =5 (p — 120, (0)U (p) Hw ) [ vl
(Q;)4ﬁ]\/[24

BJ,S \I/)

= [pl “(p = 1", () V3, (p H‘I’
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s Mgy = {(u,v,w,t) € Z; : (v —w) € p?Zy, (t —u) € pr}, entonces:

L (Mg, 5.0) = p =5 (p — 120, () U (p) qu ) [ v@lelyds
(Qp)*NMa2y
= lpl—GS(p —1)204, (p) H 3 (p ,(Bs, s, V).

s Mz = {(u,v,w,t) e Z;f :(v—w+t) e pzZp}, entonces:

L, (Mro,,9) = p* (p — 120, (0)¥2 (p) Hw ) [ vl
(Q;)40M24

- lp25s(p 12Ty, (p) V7 (p) H\If )| Lz, (Bs, s, ¥).

= My = {(u,’u,w,t) € Zg : (v—w+pt) € p2Zp}, entonces:

4
Lp, (M1, %) = p'=>*(p = 1)* Wy, (p) V3, (p) [ ¥7, (») / V()| zl|gsd*x
k=3

(Q})4NMaa

= [pl 55( ) \I/t1 \II?2 H \IJ 1 Bg,S \1’)
» My = {(u,v,w,t) €Zy: (v—w)E€ pZZP}, entonces:

Ly (Mo, 8) = p=(p — 100, (o), () [ 2,0 [ vl

k=3 (QZ)4QM24

— [plfw( — 1)Uy, (p)¥ (p H\I/ )| Lz, (Bs,s,¥).

» M7z (a) = {(u,v,w,t) € Z;l) : (pu—v+1t) €p*Zy, (u—w+at) € pr}, entonces:

Ly (Mrr(a).5.9) = p'% (p = 1), (0) ¥, () H‘If ) v@lelgs

(Qp)*N M2y

— [pl 05 (p — 1)%Wy, (p) U7, (p H\IJ ,(Bs, s, 0).
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= Mqg = {(u,v,w,t) € Z; : (u —w) € pZyp, (u—v) € pr}, entonces:

(Qp)*NMa24

:[pf’S(p 1)20,, (p) 92 (p H\I/ (B3, 5,0).

= Mg (a) = {(u,v,w,t) € Z; t (u—w+t) € ply, (u—v+at) € pZP}, entonces:

L, (Mrg(a), 5, %) = p~> (p — 1), () U Hxv [ vl

(Q* )4ﬂjvfg4

Bg,s \I/)

- lp—%( Wy, (p) T (p H\I'

= Mgy = {(u,v,w,t) € Z; : (u—w) €EPZp, (u—v+1t)E pr}, entonces

Ly (Mso. %) = 5 (p = 10, ()92 H\P [ vl

(Qp)*NMaa

— lp—%( )20y, (p)PF, (p H\If3 Lp,(Bs,s, V).

= Mg, (a) {(u v, w,t) €Z4 (pv —w +t) € p*Zp, (u — v + at) € pZ, } enton-

ces:
Lp,(Msi, s, %) = p'~%(p — 1>, (p) T, (p) H\I’ / \I/(x)Hfo@%d*x
(Q)*NMa24
= [pl_Gs(p— 12y, (p) V7, (p) l_I‘I’3 Lp,(Bs,s,¥).

» Mgy = {(u,v,w,t) € Zé : (v—w) € Pp?Zp, (u—w+1t) E pr}, entonces:

LBg(MS?)aSz\I,) = 1 68( ) \I’tl \1]32 H\IJ / \I’(x)||$||(s@§d*$

(Qp)*NM24
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LB B37 S, \Il)

:[pl 6s(p —1)30y, (p) T2 (p H\If?’

= Mgy (a) = {(u,v,'w,t) € Zg : (v—w+pt) € p?Zp, (u—w + at) € pr}, en-

tonces:
L (Ma(a), 5, ) = =5 (p — 104, ()02 o H% | @ity
(Qp)*NMay
_ [pl—GS(p_ 1)3‘1’t1 \Ijtg H\I] L33 B3,S \I’)

» Mgs (a) = {(u,v,w,t) € Zz : (v—w+t) € p?Zy, (u—w+at) € pr},enton—

ces:

Lisy (Mss(a), 5, %) = 75 (p — 17501, (0) W2, Hxx/ ) [ vy
(Qp)*NMa2y4

LB B37 S, \Ij)

= [p26s(p —1)%0y, (p)¥3, (p H v} (p

= Moy = {(u,v,w,t) €Z}: (pu—v+pw+1t) € p*Zp}, entonces:

Lp,(My1,s,W) = p'=5(p — 130, (p) U7 (p H\If / V(z)]z|ged
(Qp)ANM24

Bg,S U).

= [p15s(p —1)%%,, (p)¥3, (p H v}

s Mgy = {(u,v,w,t) € Zg t(v—u—w+t)E pr}, entonces:

LB?,(M9275)\I’) _48( 1) \Iltl \Ith H \I’ / \II(:C)HJ:H(S@%CZ*I
(@p)*NMaq
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v rsomio 150 o

« Mys = {(u,v,w,1) € Z3: (v — w — u) € ply |, entonces

LBs(M9375’\IJ) = 748( 1) \Iltl \Ith H \I’ / \Il(x)Hl'H(s@%d*l‘

(@;3)401\424

= [p—4s(p - I)Q\Ijh \IthQ H \Ij Bg, S, \Ij)

« Mys = {(u,v,w,t) €Zy: (putw—v+t)€ pzZp} entonces:

Ly (Mas, 5, %) = 52~ (p — 1)U, () V2, (p) H‘P ) [ vl

(Qp)*NMaq

= [p2_5s(p — 1)3\I/t1 \1132 H q’ B3a § \I’)

» Mgg = {(u,v,'w,t) € Zf, : (pu+w—v+pt) € p2Zp}> entonces:

LB3(M96a S, \D) = 1 58( ) \Iltl \IJ$2 H ‘II / \Il(l')H.Z'H(S@gd*x
(Q;)40M24

= [p15s(p — 1)3\11151 \1122 H \Ij B37 S \IJ)

« Mgy = {(u,v,'w,t) € Zg : (pu+w—w) € p2Zp}, entonces:

LBg(M97557\I,) = 1 58( ) \I’tl \1]32 H\IJ / \I’(x)||$||(s@§d*$

(Qp)ANMa24
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= [p' %% (p — 1)y, (p)¥7 (p H\IJ 5,(Bs,5, 7).

Conclusiones

Para el estudio de la funcién L en el caso general B,(C,») se pueden
agrupar de acuerdo al nimero de conductores del mismo.

Es importante calcular las funciones L del caso p y p?> ya que son utili-
zadas para los casos porteriores.

En general conocer la funciéon L para el anillo de Burnside de un grupo
ciclico de orden p” deberd iniciar por conocer Lg,c,.)(By(Cyn), s, V).
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