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Introduccion

Durante la historia de la Medicina, se han desarrollado muchos pro-
cedimientos y herramientas para poder detectar ciertas patologias, una
cualidad muy deseable de tales herramientas es que sean lo menos in-
vasoras posible, un ejemplo de tales herramientas es el electrocardio-
grama. Esta herramienta es muy importante en la actualidad para el
estudio y diagnéstico del corazén, ya que ayuda a detectar anomalias
en este organo, tales como el Sindrome de Brugada, el cual puede lle-
gar a causar muerte stubita. ( [2]) Ademds, es una herramienta bastante
practica, econémica y accesible a la comunidad.

Un electrocardiograma (ECG para abreviar) es una herramienta que
estudia la actividad eléctrica del corazén, registrando las diferencias de
potencial eléctrico en distintos electrodos situados en varios puntos del
cuerpo. Estas mediciones al ser interpretadas por un médico, brindan
informacion acerca de como esta trabajando el corazén en ese momento.
De esta forma, se puede brindar un diagnostico médico sobre su funcio-
namiento ( [7], [8], [9]).

Sin embargo, uno de los problemas que el ECG presenta es que este no
refleja inicamente la actividad propia del corazén; impulsos eléctricos de
otros procesos en el cuerpo son registrados por el ECG, tales como el mo-
vimiento de una parte del cuerpo, la respiracion, entre otras actividades.
También estan los problemas ajenos al cuerpo, como los movimientos e
interferencias en los electrodos. Todo esto genera variabilidad en el regis-
tro de las senales, lo cual dificulta su interpretacién. Todo esto contribuye
al ruido de la senal, asi como oscilaciones de alta frecuencia inherentes
al proceso de medicién y al fendémeno en si.

Ante esta problematica, se han desarrollado algoritmos y técnicas
para reducir de cierta forma los efectos del ruido y facilitar la obtencién de
informacion en el anélisis de senales y en particular del ECG. Muchas de
estas herramientas estan basadas en teorias matematicas (Transformadas
de Fourier, Laplace, Z, Wavelet, . ..), en ellas frecuentemente ejercen unos
objetos matemadticos llamados filtros (algunos tipos son: de pasa-bajo,
pasa-alto, pasa-banda, ...) que permiten analizar de mejor forma las
senales.

El uso de estos filtros ayuda a detectar en la senal cierta informa-
cion de interés que debido al ruido llega a ser dificil de encontrar. En
el caso del ECG, la mayor parte de su informacién esta registrada en
los llamados puntos fiduciarios. Con ellos se puede estudiar de mejor
forma las ondas y segmentos que se presentan en el ECG para asi poder



II

caracterizarlos y brindar informacién del corazén a los médicos.

Algo caracteristico de estos puntos es que en ellos se da una especie
de “giro” o “curva” notable. Estos detalles se pueden apreciar por medio
de la “pendiente” y “curvatura” que puede presentar la senal en algunas
de sus componentes. Sin embargo, estos conceptos no tienen sentido para
una senal en si.

Podemos ver a una senal S de longitud n € N como elemento de
R”, y de esta forma desarrollar herramientas que nos permitan abordar
el concepto de “pendiente” o “curvatura” para un vector. Pero puede
ocurrir que n sea muy grande para poder analizar toda la senal en si, por
lo que debemos dividir a la senal para asi analizar segmentos de esta y
encontrar las caracteristicas que buscamos en ella.

En este trabajo de tesis se desarrollara una herramienta que busque
afrontar esta problematica y poder implementarla en un algoritmo para la
deteccién de los puntos fiduciarios por medio de la pendiente - curvatura
que pueda presentar la senal en ciertas partes de esta. A esta herramienta
se le conocera como los filtros de curvatura.






v

Notacion

R: Conjunto de los niimeros reales.

N: Conjunto de los niimeros naturales (enteros positivos).

Z: Conjunto de los ntimeros enteros.

= R™: Conjunto de las n — tuplas de ntimeros en R.

= X: Denota la media aritmética de X = (zy,9,--+,2,), es decir,
it
X =5 2 k1 The

» < X,Y >: Denota el producto escalar entre X = (1,29, -+ ,x,) ¥

Y = (y1,92,"* ,Yn). Es decir, < X\ Y >= Zzzl Tk - Uk

= a|b: Para a,b € Z, decimos que a divide a b si 2 € 7. Se denota por
alb.

= a{b: Para a,b € Z, decimos que a no divide a bsi 2 ¢ Z. Se denota
por a1 b.
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Capitulo 1

Fundamentos basicos

El corazomn es uno de los 6rganos principales del cuerpo humano debido
a la funciéon que desempena, y su estudio data de hace mas de 2000 anos
( [12]). Histéricamente, éste ha sido considerado uno de los érganos mas
importantes y que ha centrado la atencion de médicos e investigadores.
En la actualidad las fallas cardiacas representan por mucho una de las
causas méas frecuentes de muerte en el mundo occidental ( [1]). Todo
esto motiva la importancia clinica y cientifica de su estudio, que ha ido
creciendo con el paso de los anos.

El objetivo es profundizar en el conocimiento acerca de su funciona-
miento y sus desérdenes. Ademas, los tratamientos que se hacen en este
érgano a veces son demasiado costosos y/o invasivos, por lo que otro te-
ma de investigacion es tratar de mejorar las técnicas de tratamiento de
enfermedades cardiacas. Por otra parte, una de las herramientas clinicas
basicas y principales para estudiar el funcionamiento del corazén es el
FElectrocardiograma (ECG), que aporta informacién sobre su comporta-
miento eléctrico. Por esto, es necesario también conocer la naturaleza de
este tipo de prueba.

Como preambulo al resto del texto, es conveniente hacernos una pe-
quena idea de c6mo se estudia el corazén, analizando su estructura (c6mo
estd formado), y fisiologia (cémo funciona), con especial atencién a los
aspectos eléctricos, asi como familiarizarnos con la naturaleza del ECG.

1.1. La fisiologia del corazén

El corazén es el 6rgano del cuerpo encargado de bombear la sangre
a través de éste por medio del sistema circulatorio, con el cual logra lle-
varla a los demas érganos. Este estd formado por dos bombas separadas,
(ver [10]). Ademés, cada una de estas bombas estd dividida en 2 partes
(cdmaras): las auriculas y los ventriculos. Las primeras funcionan como
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Figura 1.1: Estructura del musculo cardiaco. Fuente: http:
//recursos.cnice.mec.es/biosfera/alumno/3ESQO/aparato_
circulatorio/contenidos4.htm (DIC-2021)

pequenas bombas que hacen pasar la sangre a los ventriculos, y estos
ultimos bombean la sangre hacia sus respectivos destinos (pulmones y
otros 6rganos).

El proceso de bombeo del corazén estd dado por dos movimientos:
sistole y diastole. En el primero el corazén se contrae para expulsar la
sangre por una auricula o ventriculo, mientras que en el segundo se relaja
para recibir la sangre. El proceso completo de sistole y diastole se llama
latido cardiaco, y al evento cardiaco que ocurre desde el inicio de un
latido hasta el inicio de otro se le llama ciclo cardiaco. ( [7])

En estos movimientos actian 4 véalvulas, las cuales ayudan al proceso
de bombeado: Viélvula tricispide, Valvula pulmonar, Valvula mitral y
Vélvula adrtica. Dichas vélvulas son las que permiten la transicion de
sangre de un ventriculo a otro, y realizan el proceso de oxigenacién en la
sangre.

Por medio de los latidos, se define la frecuencia cardiaca, la cual
es sencillamente el nimero de latidos que se efectiian por minuto; el
concepto de frecuencia cardiaca es muy importante, debido a que ayuda
a conocer el estado del corazon, y en particular a saber si una persona
sufre alguna anomalia cardiaca.


http://recursos.cnice.mec.es/biosfera/alumno/3ESO/aparato_circulatorio/contenidos4.htm
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Figura 1.2: Proceso de bombeo del corazon, didstole y sistole. Fuente:
https://www.texasheart.org (JUN-2020)

1.2. Sistema de conduccion eléctrica del co-
razon

Como se mencioné antes, el proceso de bombeo en el corazén se lleva
a cabo mediante la contraccion y relajacion de los musculos del corazén.
Estos movimientos son posibles gracias a las propiedades electrofisiolégi-
cas del corazon. La actividad mecanica de todo el 6rgano esté controlada
por impulsos eléctricos que se producen y propagan en los tejidos de este
6rgano, los cuales permiten la conduccién de estas senales eléctricas. Esto
es lo que se conoce como el sistema de conduccion eléctrica del corazon.

Las células cardiacas son eléctricamente excitables. Su comportamien-
to ante estimulos eléctricos se regula a partir de variaciones del potencial
eléctrico; en concreto, se define a través del potencial transmembrana,
que es la diferencia del potencial en su interior (potencial intracelular) y
su exterior (potencial extracelular). La forma en que reacciona viene re-
gida por un patrén, llamado potencial de accién. Un potencial de accion
es la respuesta de una célula cardiaca a un impulso eléctrico, y define la
forma en que cambia el potencial transmembrana ( [12]).

A nivel macroscopico, cada ciclo se genera por un impulso eléctrico, el
cual empieza desde el nodo sinusal. Periddicamente, se mandan senales
nerviosas al corazén para decirle a qué ritmo debe latir (ya sea més
rapido, o mas lento) dependiendo de la actividad que se esté realizando.
Una idea grafica de la fisiologia eléctrica del corazén esta dada en la fig.
1.3.

Este impulso viaja rapidamente hacia las auriculas, produciéndose la
despolarizacién auricular y su correspondiente contraccién. Después de


https://www.texasheart.org
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Sistema de conduccion eléctrica del corazon.
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Figura 1.3: Representacion  eléctrica de las fibras  mus-
culares de excitacion y  conduccién. Fuente: https:
//sites.google.com/site/portafoliovirtualdeuci/
alteraciones-del-ritmo-y-la-conduccion (JUN-2020)

esto, el impulso se propaga hacia el nodo auriculo-ventricular (nodo A-
V), donde sufre una ligera pausa hasta que los ventriculos se repolarizan,
se relajan y llenan de sangre. A continuacién, el impulso eléctrico viaja
por el haz de His y se distribuye por los ventriculos a través de las fi-
bras de Purkinje. La conduccién por medio de las células ventriculares
provoca la despolarizacion de los ventriculos. Posteriormente, se produce
la correspondiente contraccién. La sangre en los ventriculos es expulsada
y estos poco a poco se repolarizan y se relajan, volviendo a su estado
inicial. De esta forma, queda terminado un ciclo cardiaco ( [7], [6], [8]).

1.3. El electrocardiograma

Hasta ahora, se ha visto en qué consiste la actividad eléctrica del
corazén y cémo ésta influye en el funcionamiento de este 6rgano. Sin
embargo, no se ha descrito como se mide o estudia esta actividad.

Es obvio que la tarea de examinar el corazon de forma directa con-
lleva un grado alto de dificultad técnica y de riesgo para la seguridad
del paciente (o persona observada). Por ello, se han desarrollado herra-


https://sites.google.com/site/portafoliovirtualdeuci/alteraciones-del-ritmo-y-la-conduccion
https://sites.google.com/site/portafoliovirtualdeuci/alteraciones-del-ritmo-y-la-conduccion
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mientas para poder estudiar el corazon de forma segura y no invasiva.
Una de las herramientas mas extendidas para medir la actividad eléctrica
del corazon es el electrocardiograma (que se abrevia normalmente como
ECG o EKG ). [§]

Un electrocardiograma es un tipo de prueba médica que consiste en
un registro de diferencias de potencial eléctrico sobre distintos puntos
de la piel del sujeto, lo que refleja la actividad eléctrica del corazén en
funcién del tiempo. Esta se obtiene colocando electrodos en la superficie.
Estos electrodos miden diferencias de potencial y mandan esa informacién
a la maquina ECG. Esta informacion se utiliza para conocer la salud
cardiovascular del paciente y diagnosticar enfermedades o malestares que
se reflejan en la actividad eléctrica de dicho érgano.

1.3.1. Origen del electrocardiograma.

El primer electrocardiograma fue realizado en 1887 por August D.
Waller [9]. El hizo muchas pruebas para disefiar su idea, usando a su
bulldog Jimmy en varios experimentos. Colocé en sus patas unos baldes
con solucién salina conectados a un dispositivo, de manera que actuaban
como electrodos. Este dispositivo se encargaba de grabar las diferencias
de potencial entre ambos electrodos (ver fig. 1.4).

Figura 1.4: Los primeros experimentos del ECG realizados en Jimmy, el
Bulldog de Waller. Fuente: http://www.somosmedicina.com/2017/02/
cardiologo-que-enfado-parlamento.html (JUN-2020)

Pero fue el fisidlogo Holandés Willem Einthoven quien fue mas alla de
las pruebas que hizo Waller, sofisticando el invento. El utilizo tres elec-

!Esta abreviatura para el electrocardiograma es utilizada en ocasiones para evitar
que se le confunda con el electroencefalograma, cuya abreviatura es EEG.
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trodos conectados en cada uno de sus brazos y su pierna izquierda. Esto
generalizo las grabaciones que hacia Waller, pues mientras el primero gra-
baba las diferencias de potencial por medio de 2 electrodos, Einthoven
usaba 3, lo cual hacfa la grabacién més completa (ver fig. 1.5).

Figura 1.5: El electrocardiograma usado por Einthoven, en donde usa
3 electrodos. Fuente: https://www.historiadelamedicina.org (JUN-
2020)

1.3.2. El electrocardiograma actual: las derivacio-
nes del ECG.

Vamos a describir la estructura del electrocardiograma actual, en su
forma mas usual. Este viene dado en términos de derivaciones, que son
el resultado de ciertas operaciones con las mediciones obtenidas en los
distintos electrodos.

Las derivaciones basicas vienen definidas en términos de los poten-
ciales comentados anteriormente, denotados por ¢g;, ¢sp v épr, que
corresponden a las mediciones en el brazo izquierdo, brazo derecho y
pierna izquierda, respectivamente. Concretamente, las derivaciones vie-
nen definidas asi:

I =¢pr— oD (1.1)
Il = ¢pr — 9D -
Il = ¢pr — ¢pr (1.3)

Asi, los cambios de potencial que se registran en cada derivacién seran
el resultado combinado de las variaciones en el potencial en los dos elec-
trodos que definen esa derivacion. Note que las derivaciones I, I, 111 son


https://www.historiadelamedicina.org
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en realidad las diferencias de potencial que hay entre los 3 electrodos. Es-
tas forman un triangulo sobre el torso, el cual es llamado el triangulo

de Einthoven. (fig. 1.6).
—ﬁl-/ 3 2
(A8 ; 7 (LA)
Darivacions bipolam

.IJ'III

(LF}

Figura 1.6: Las tres derivaciones I, I'I, I1] forman el tridngulo de Eintho-
ven. Modificado de: https://curaraveces.wordpress.com/2015/11/
12/willem-einthoven-y-el-electrocardiografo-de-270-kg/
(JUN-2020)

Este tipo de derivaciones suele recibir el nombre dipolares, ya que
miden las diferencias de potencial entre dos electrodos. De hecho, una
idea central en el estudio de la actividad eléctrica del corazén se basa
en tratar a ese 6rgano como si fuera un dipolo en un volumen conductor
(medio tridimensional conductor de electricidad). Un dipolo es un par de
cargas opuestas de igual magnitud (es decir, con carga eléctrica —q y q)
separadas por una distancia d. La fuerza del dipolo y el campo eléctrico
que genera vienen dadas por su momento dipolar p, que es un vector cuya
direccion va del polo negativo al polo positivo y cuya magnitud esta dada
por p = qd. Para més detalles consultar [7] y [12].

Por como estan definidas, es claro que si se conocen cualesquiera dos
de las tres derivaciones en algin instante de tiempo dado, la tercera se
puede calcular facilmente por medio de una suma de las otras dos. Esta
es la asi llamada Ley de Einthoven [9]. Un ejemplo de esto es el que
sigue: si se conocen las derivaciones [ y I11, la derivacion 11 se puede
calcular como sigue:

IT=T1+1III. (1.4)

En efecto, pues por la definicién de las derivaciones, y por un céalculo
facil, se tiene que:


https://curaraveces.wordpress.com/2015/11/12/willem-einthoven-y-el-electrocardiografo-de-270-kg/
https://curaraveces.wordpress.com/2015/11/12/willem-einthoven-y-el-electrocardiografo-de-270-kg/
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I+ 111 =¢pr— ¢pp + ¢pr — ¢pr = ¢pr — ¢pp = 11.

Este hecho es importante porque nos dice que podemos medir sélo dos
derivaciones y calcular la tercera. Ademads, la informacién de la derivacién
que esta siendo omitida no proporciona informacion nueva a la obtenida
en las otras dos. Asi, podemos decir que no es necesario calcular directa-
mente con esa derivacion, ya que podemos expresarla en términos de las
otras dos. Muchas maquinas ECG hacen esto, midiendo las diferencias
de potencial en las derivaciones I y II y calculando III.

Triangulo De Einthoven

Brazo Derecho . .. Brazo lzquierdo
1° Derivacion +

3° Derivacion

+V+
Pierna Izquierda

Figura 1.7: El tridangulo de Einthoven, y el vector corazén en
su interior. Fuente: http://diagnostico-x.blogspot.com/2016/04/
triangulo-de-einthoven-sencillito.html (JUN-2020)

Durante el ciclo cardiaco las fuentes eléctricas que se presentan pue-
den ser aproximadas por sus momentos dipolares, y la suma de todos
éstos describe un dipolo singular, el cual es un resumen del comporta-
miento general. A este vector suma se le conoce como vector corazén, y
mediante él se pueden interpretar los potenciales obtenidos en cada una
de las derivaciones, pues éstos pueden ser vistos como una proyecciéon del
vector corazon a través de cada una de las derivaciones I, 11y I11 (fig.
1.7). El vector corazén es parte central del analisis del ECG. La posicién
de éste se asume estatica, pero su magnitud y sentido varian durante el
ciclo cardiaco [12].

Las derivaciones I, II y II1I no son suficientes para poder dar una
lectura rigurosa de la actividad eléctrica del corazén, pues hay un espacio
de aproximadamente 60° entre cada derivacién, lo que hace relativamen-
te grosera (poco precisa) su lectura. Es por esto que se anaden otras
tres derivaciones para ayudar a precisarla. Estas son las derivaciones
de extremidades aumentadas (unipolares), las cuales se comportan


http://diagnostico-x.blogspot.com/2016/04/triangulo-de-einthoven-sencillito.html
http://diagnostico-x.blogspot.com/2016/04/triangulo-de-einthoven-sencillito.html
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de forma parecida a las derivaciones dipolares, con la excepcién de que
éstas miden la diferencia de voltaje entre una de estas derivaciones y el
promedio de las otras dos restantes ( [10] y [14], cap. 6, sec. 6.2.2). Las
derivaciones unipolares son:

1. aVR = gy - DBLT 0PI

el promedio de los voltajes del brazo izquierdo y la pierna izquierda.

: Diferencia entre el del brazo derecho, y

2. aVL = ¢p; — M : Diferencia entre el voltaje del brazo iz-
quierdo, y el promedio de los voltajes del brazo derecho y la pierna
izquierda.

_ ®BI — OBD . . . .
3. aVF = ¢p; — — Diferencia entre el voltaje de la pierna

izquierda, y el promedio de los voltajes del ambos brazos.
I [ ]
+ -
1 | + +
avR aVvL aVF
+ +
j l 3 I +

Figura 1.8: Las derivaciones dipolares I,I1I,I11, y las derivaciones
aumentadas aVF, aVR, y aVL. Fuente: http://www.ub.edu/LabFisio/
index.php7option=com_content&view=article&id=29&Itemid=148

(JUN-2020)

Por la ley de Einthoven, podemos reducir estas derivaciones a una
forma més simple [10], la cual es


http://www.ub.edu/LabFisio/index.php?option=com_content&view=article&id=29&Itemid=148
http://www.ub.edu/LabFisio/index.php?option=com_content&view=article&id=29&Itemid=148
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I+11

aVR=— 5 (1.5)
VL =1 % (1.6)
GVF = 11— g (1.7)

Estas 6 derivaciones (dipolares y aumentadas) reflejan la actividad
eléctrica del corazén en el plano frontal (fig. 1.8). Para registrar esta
actividad en el ECG de forma mas completa, se consideré conveniente
el anadir electrodos que reflejan otras direcciones no pertenecientes a
este plano. En el ECG estandar, se anaden otras 6 derivaciones ubicadas
dentro del denominado plano horizontal (fig. 1.9). Asi, el ECG estéandar
se compone de 12 derivaciones.

Figura 1.9: Las 12 derivaciones del ECG, junto con los planos en
los que trabajan. Fuente: https://www.portalesmedicos.com/
publicaciones/articles/1838/3/Electrocardiografia-basica

(JUN-2020)

Las derivaciones del plano horizontal son denominadas derivaciones
precordiales, y son denotadas V1, V2, V3, V4, V5, V6. Estas se


https://www.portalesmedicos.com/publicaciones/articles/1838/3/Electrocardiografia-basica
https://www.portalesmedicos.com/publicaciones/articles/1838/3/Electrocardiografia-basica
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calculan a partir de seis electrodos colocados directamente en el pecho
(fig. 1.9). En éstas se compara el electrodo con el electrodo negativo, que
en este caso es el llamado Terminal de Wilson, que se define como la
media de las tres derivaciones dipolares (ver [14], cap. 6, sec. 6.2.2). Por
ello, éstas derivaciones se consideran unipolares. El terminal central de
Wilson se denotara por ¢wer, y esta definida como:

¢Br + ¢p + ¢pr
dwor = .

3

1.3.3. Las ondas caracteristicas del ECG

Ahora que hemos visto la actividad eléctrica del corazén y hemos visto
que el ECG mide esta actividad, una pregunta natural seria la siguien-
te: ;Como se manifiesta la actividad eléctrica del corazén en el
ECG? El entender bien céomo el ECG refleja el funcionamiento electro-
fisiolégico del corazon es importante, y tiene aplicacion en el diagnostico
médico, por ejemplo.

Como ya se ha dicho, en un latido intervienen varios procesos, que
tienen su contraparte electrofisioldgica, y en consecuencia son detectados
por el ECG, manifestdndose en las distintas derivaciones en forma de
deflexiones llamadas ondas (fig. 1.10).

L
I Intervalo RR

R

Segmento Segmento
PR ST

p T

A\ /\____\ /\

Intervalo PR Q V
S

Complejo
QRS

Intervalo QT

Figura 1.10: Las ondas y segmentos caracteristicos del
ECG. Fuente: https://www.researchgate.net/figure/
Figura-12-Ondas-intervalos-y-segmentos—-que-conforman\
-el-electrocardiograma_fig2 246992000 (JUN-2020)

Concretamente, en estas ondas se reflejan los procesos de polarizacion
y despolarizacién que hay en el corazén. La estructura tipica (idealizada)


https://www.researchgate.net/figure/Figura-12-Ondas-intervalos-y-segmentos-que-conforman\-el-electrocardiograma_fig2_246992000
https://www.researchgate.net/figure/Figura-12-Ondas-intervalos-y-segmentos-que-conforman\-el-electrocardiograma_fig2_246992000
https://www.researchgate.net/figure/Figura-12-Ondas-intervalos-y-segmentos-que-conforman\-el-electrocardiograma_fig2_246992000
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Concepto Valor normal | Limite normal
Ancho de onda P (Py — P)) 110ms +20ms
Intervalo PQ o PR (Q; — P) 160ms +40ms
Ancho QRS (J — @) 100ms +20ms
Intervalo QT (7 — Q) 400ms +40ms
Segmento ST (7; — J) 150ms -
Ancho de onda T (7} — T5) 150ms -
Amplitud onda P 0.15mV +0.0omV
Altitud complejo QRS 1.5mV +0.5mV
Segmento ST 0.0mV +0.1mV
Amplitud onda T 0.3mV +0.2mV

Cuadro 1.1: Valores de referencia para distintas ondas y segmentos en el
ECG. Fuente: [15]

del perfil de una derivacién en un intervalo correspondiente a un latido
se compone de las siguientes ondas, en orden de aparicién ( [9], [8]):

» Onda P: es reflejo de la despolarizacién (estimulacién) de las
auriculas; es decir, su contraccion.

» Complejo QRS: es reflejo del estimulo (despolarizacién) de las
células ventriculares; es decir, de la contraccién de los ventriculos.
Esta formado por las ondas Q, R y S, normalmente.

= Onda T: es reflejo de la repolarizacién ventricular; es decir, cuando
las células ventriculares recuperan su carga inicial, se relajan, y asi
el proceso puede repetirse de nuevo.

En la estructura bésica del ECG, también son importantes los seg-
mentos o intervalos que preceden o siguen a cada onda, pues estos de
igual forma nos brindan informacién til. Estos segmentos son:

= Intervalo P-Q o P-R: Esta formado desde el inicio de la onda P,
y el comienzo del complejo QRS (fig 1.10). Refleja la duracién entre
el comienzo de la contraccion de las auriculas y el comienzo de la
contraccion de los ventriculos. Un intervalo P-Q normal es de unos
0.16 segundos. A menudo, este intervalo se denomina intervalo P-R
porque es frecuente que la onda @ esté ausente.

= Intervalo Q-T: es el intervalo entre el inicio del complejo QRS y
el final de la onda T, y refleja la duracién de la contraccion en los
ventriculos. Normalmente su duraciéon es de aproximadamente 0.35
segundos.
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= Segmento ST: es el periodo de tiempo comprendido entre el final
del complejo QRS y el comienzo de la onda T.

= Intervalo R-R.: este intervalo estd comprendido entre dos picos
R consecutivos, y se usa para describir la frecuencia cardiaca, en
latidos por minuto.

Estas ondas estan caracterizadas por distintas propiedades: la dura-
ci6n (anchura de la base), la amplitud (altura), morfologia (forma), entre
otras cosas. La medicion de duraciones y amplitudes de las ondas es re-
lativamente simple, una vez que se han determinado los puntos de inicio
(onset) y final (offset), asi como los puntos donde las ondas alcanzan
su valor extremo (maximo o minimo); éstos son los llamados puntos
fiduciarios.

Con objeto de analizar estas ondas, definimos los siguientes puntos
caracteristicos, que identifican el inicio y final de dichas ondas, asi como
donde alcanzan su maximo o minimo, segun el caso (fig. 1.11):

Amplitude (mV)

. . . .
100 200 300 400 500 600
Time (ms)

Figura 1.11: Los puntos fiduciarios del ECG. Fuente: [15]

» Los puntos P; y Py marcan el inicio y final de la onda P, respecti-
vamente. El punto P,, denota el instante donde la onda P tiene su
maximo o minimo.

= El complejo QRS, en su forma completa, esta formado por las ondas
Q, Ry S. Los puntos @); y J marcan el comienzo y final del complejo,
y los puntos @Q,,, R, y S, marcan el maximo/minimo de las ondas
Q, R y S, respectivamente.



14 Fundamentos basicos

» Los puntos 7T; y Ty marcan el inicio y final de la onda T, respecti-
vamente. El punto 7}, denota el instante donde la onda T tiene su
maximo o minimo.

Todas estas caracteristicas del ECG (presencia o no de ondas; dura-
ciones de ondas, segmentos e intervalos; amplitudes; distribucién de éstas
por las 12 derivaciones) brindan a los médicos informacion relevante para
conocer el estado del corazon. En consecuencia, se ha dedicado mucho
esfuerzo al desarrollo de metodologias para el andlisis de estas ondas, y
en resumen, del ECG. Por este motivo, el disponer de algoritmos eficaces
para la estimacién de estos puntos es de vital importancia en las aplica-
ciones. En resumen, la estimacion de los puntos fiduciarios es el punto
clave para saber “dénde estan” las ondas, intervalos y segmentos, y poder
hacer mediciones sobre ellos ( [10], [14]).

Con este problema en mente, uno de los propésitos de esta tesis es
el estudio de una herramienta, llamada filtros de curvatura, introducida
en [15] para el diseno de un algoritmo de deteccién de puntos fiduciarios.
Esto se hard en el siguiente capitulo. En capitulos posteriores se describe
dicho algoritmo.



Capitulo 2

Desarrollo de Filtros

Como se ha comentado antes, el proceso del analisis de una senal ECG
depende de la deteccién de los puntos fiduciarios. Desafortunadamente,
esta tarea no es sencilla, debido a la variabilidad alta de las senales que
aparecen en el ECG, asi como la apariciéon de contribuciones de origen
diverso, que no estan relacionadas directamente con la actividad eléctrica
del corazén, pero también se manifiestan en el ECG. Todo esto hace que
la deteccion de los puntos fiduciarios sea bastante dificil. Es por eso que
se han desarrollado diversas herramientas matematicas y multitud de
técnicas para realizar esta tarea de forma mas eficiente [7], [12], [10], [5].

Una de estas herramientas, en la que estamos interesados en esta
tesis, son los filtros de curvatura introducidos en [15]. En este capitulo,
se explicaran los filtros de curvatura, y se introducen otro tipo de filtros
de naturaleza similar, con el objetivo de estudiarlos como potenciales
herramientas para el andlisis de senales, y en particular de ECG.

2.1. Influencia del ruido

Uno de los problemas que nos encontramos a la hora de analizar
este tipo de senales, que provienen de mediciones reales de fenémenos
bioldgicos, es la presencia de ruido, entendido como perturbaciones de
cierto tipo en la senal que dificultan el anélisis de la misma. Esto se debe,
en el caso de ECG, a la propia variabilidad del fenémeno (la actividad
eléctrica del corazén).

En particular, éste nos dificulta la tarea de la deteccion de los puntos
fiduciarios. Por tanto, uno de los objetivos de los filtros que se van a
introducir es reducir de cierta manera la influencia del ruido que hay en
la senal.

Un primer método elemental para el analisis de senales, que puede uti-
lizarse para la deteccion de los puntos fiduciarios es el andlisis de pendien-

15
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te. La pendiente consiste en tomar de la senal pares de puntos contiguos
y medir sus diferencias; es decir, dada la senal S = (sg)g=12..n € R,
(n € N), se construye su senal pendiente

TS = (WkS)k:1,27...7n_1 e R ! (21)

la cual se define de la siguiente manera:

Wkg_%_skﬂ_sk (1<k<n-—1). (2.2)

Si se considera el segmento entre los nodos k y k + 1, es claro que
™S es la pendiente de este segmento. Por tanto, la senal pendiente en
su entrada k-ésima, es decir, el numero 7S nos indica si la senal S sufre
un incremento (o decremento) entre los nodos k y k + 1, y también nos
indica cudnto aumenta (o disminuye). Concretamente:

a) SimpS > 0, la senal S sufre un incremento entre los nodos k y k + 1.
b) Si 7S < 0, la senal S sufre un decremento entre los nodos k y k + 1.

c) SimS =0, la senal S es constante (ni aumenta, ni disminuye) entre
los nodos £y k+ 1.

d) |7 S| cuantifica el salto de la sefial S en términos absolutos entre los
nodos k y k + 1.

Ademas, cuando 7S cambia de signo en los nodos k — 1y k (715 -
TS < 0), entonces S tiene un “pico” en dicho nodo k, que se abrird
hacia arriba (convexo) si 1S < 0y mS > 0, y se abrird hacia abajo
(céncavo) si mp_1S > 0y mpS < 0. En resumen, la senial pendiente nos
proporciona informacion geométrica de la senal original de forma local.

Con esta informacion, a priori es facil localizar los inicios y finales
de las ondas en el ECG, pues éstas estan caracterizadas por un cambio
en la tendencia de la senal en estos puntos, que se espera se refleje en
la pendiente. Concretamente, si la onda esta establecida hacia arriba, el
inicio y el final estaran caracterizados por una regién céncava. Segun lo
descrito arriba sobre la interpretacion geométrica de la senal pendiente,
estos cambios deberian verse reflejados en los valores 7;.S. Esto puede
verse graficamente de la siguiente manera: en los inicios y finales de las
ondas, la senal S sufre una especie de “giro” (ver a,b de figura 2.1).

En el caso de los picos R, este cambio es bastante notorio, pues ademas
del cambio de signo de la senal pendiente en ellos, ésta aumenta o dis-
minuye en gran cantidad. Es decir, si un pico R se encuentra entre los
nodos jy j+1(j € {1,2,...n—1}) de la senal S, entonces |7;5| es
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Senal original Sefal pendiente

(a) senal (b) senal pendiente

Sefal ruidosa (r=0.01) Sefial pendiente (ruido = 0.01)

(c) senal ruidosa (d) senal pendiente ruidosa

Figura 2.1: Senal ECG idealizada y su senal pendiente, ambas perturba-
das con un ruido aleatorio de amplitud 0.01.

un valor mayor comparado con los de otros en la senal 7S. Con esto, la
influencia del ruido no afecta mucho su deteccion.

Pero, en general, esto no es asi. Los inicios y finales de estas ondas
no son faciles de detectar debido a la variabilidad que hay en algunas
mediciones de la senal. Es decir, los puntos F;, Py, T;, Ty, el inicio de la
onda @ (@), y el final de la onda S (el punto J) en ocasiones estin
precedidos (o seguidos) por un segmento que no es del todo isoeléctrico
(un segmento que no es del todo constante), lo cual hace dificil ver en qué
nodo de la senal ésta realiza un “giro”. También en ocasiones el ancho de
sus ondas es muy corto, lo cual hace que en algunos ECG no se detecten
algunas de éstas (esto ocurre usualmente en la onda Q).

En cuanto a los picos de las ondas Py T (P, T,,), la amplitud de
sus ondas a veces es menor a la intensidad el ruido, pues el ECG es
sensible a otras actividades presentes en el cuerpo como la respiracion, el
movimiento, entre otras. Estos obstaculos estan presentes en el ECG, y
juntos hacen que la tarea de detectar los puntos fiduciarios no sea facil.
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(fig. 2.1 c-d).

Todos estos factores hacen que los puntos fiduciarios sean casi indis-
tinguibles del ruido regular y la variabilidad de la senal, por lo que de-
sarrollaremos unos cuantos filtros para estimar estos puntos fiduciarios y
asi llegar a nuestro objetivo, el cual es encontrarlos.

2.2. Los Filtros Promedio

En esta seccién, se busca explicar lo que llamamos filtros promedio.
Al tratar con senales ruidosas, se busca reducir de cierta forma la influen-
cia del ruido en su analisis, es por eso que en algunos procedimientos se
realiza el promediado de ésta. La razén de esto es porque al promediar
la senial se compensa el ruido de alta frecuencia. Esta idea nos dice que
el promedio juega un papel importante a la hora de procesar la senal, es
por ello que haremos la siguiente definicion.

2.2.1. Definicién y propiedades

Definicién 2.1. Para n € N, se define el filtro promedio (x,) como

)Zn = (Xn,k)k:l,Q,m,n S an (23)
donde Xpr =1 (1 <k <n).

Ahora, conviene normalizar el filtro promedio, por lo que calculamos
la norma de x,,.

Il =) =) 1=n= |ul=Va (2.4)
k=1 k=1

Asi, hacemos la siguiente definicion:

Definicién 2.2. Para n € N, se define el filtro promedio normali-
zado (xn) como
Xn 1
XTL g — = —
Xl /1

Es decir, tenemos que x, viene dado por

Xn ER™. (2.5)
1 1 1
Xn = (Xn,th,Qa"' 7Xn,n) = (%7%, ,%) (26)

Dado X € R", consideramos su proyeccién con respecto al espacio
generado por Y, como sigue:
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Definicién 2.3. Sea X € R" una senal cualquiera. Se define a X, como:
Xpr = (Xp’l’7k)]€:1,27“'77’b =< X, Xn = Xn € R™. (27)

Es decir, X,, es la proyeccion ortogonal de X sobre el subespacio generado
por Xn. A X, se le conocerd como la parte promedio de X.

Para una senal dada X € R", X, es una senal que contiene la infor-
macién dada por el promedio de X.

Observacién 2.4. Si Y = (¢,¢,---,¢) € R* (c € R) es una senal
constante, entonces su parte promedio es ella misma. Efectivamente,

- 1 ¢ — cn
<Y, xn>= c(—):— 1= —==cyn.
Entonces

Y;or,k =< Y7 Xn > Xn,k

1
= (C\/ﬁ)%

=c=Y, (k=1,2,---,n).
Es decir, el espacio generado por x, es el espacio (unidimensional)
de las senales constantes.
Ahora calculamos la parte promedio de una senal en general.

Proposicion 2.5. Sea X € R™ una senal cualquiera. Entonces se tiene
que o
Xpr,k =X (k/‘: 1727"' 7”)7 (28)

es decir, Xpr = /1 X Xn = X Xn -

Demostracion. Calcularemos la parte promedio de la senal X. Denota-
mos X = (z1, 9, - ,x,). Primero vemos que

< X, > éxk (%) _ (%) ixk (2.9)

Asi, para 1 < k <n, X, viene dado como sigue:

Xpr,k =< Xa Xn = Xnk

Es decir, X, = X, parak =1,2,--- ,n. u
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Como se puede ver, X, es el vector que nos regresa el promedio de
la senal en cada entrada, el “nivel directo” de la senal. También puede
verse como una aproximacion de nivel cero, reportada en todo el soporte

de X.

2.3. Los Filtros pendiente

En esta seccion se presenta un concepto que resulta muy util para
capitulos posteriores, el cual es el filtro pendiente.

2.3.1. Definicién y propiedades

Como se dijo antes, el anélisis de pendiente resulta ser muy complica-
do al tratar con senales ruidosas, pero eso no significa que la idea sea del
todo inservible. El problema con la senal pendiente vista anteriormente
es que da informacién muy localizada de la senal (cada pendiente solo
considera dos nodos), lo que la hace extremadamente sensible al ruido
de alta frecuencia. Por tanto, aqui se buscara extender este concepto de
pendiente a mas de dos puntos para remediar este problema. Para la dis-
cretizacién de senales continuas, se usaran promedios integrales sobre un
conjunto de intervalos delimitados por una malla finita.

La idea detras de esto es ver qué tan parecido es un pedazo de senal
a una recta, o qué recta aproximaria bien localmente a la senal. Para
ello, usaremos como referencia una recta de pendiente unidad; es decir,
analiticamente, el polinomio p(z) = x como referencia ! . Para nuestro
proposito, fijamos n > 2 entero, esto para que se pueda formar de cierta
forma una recta (pues minimo, se necesitan dos puntos).

Como se esta trabajando con senales discretas, se busca discretizar
p. Para 1 < k < n, integramos a p sobre una familia de intervalos con-
secutivos de la forma [, = [k — %, k + %}, note que cada intervalo tiene
longitud igual a 1. De este modo, al integrar sobre I}, tenemos que:

k+i ki 2275
/ p(z)dz :/ rdr = {—}
k -1 2 hl

—3
(k43— (k=3)" _h+irh-}
2 B 2

=k.

1Un caso particular de p(z) serfa p(z) = ¢ (¢ € R), pero éste serfa el caso constante,
el cual ya se vio anteriormente con los filtros promedio.
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De este modo, hemos logrado discretizar a p, a través de promedios
integrales. Llamemos K € R"™ a tal discretizacion. De este modo, podemos
definir a K como sigue:

k+3
K = (/ p(x) dx) = (k)g=12..n=(1,2,3,....,n). (2.10)
k=3 k=1

2 12,000 ,m

Recordando la proposicion 2.5, podemos ver que el promedio de nues-
tra senal puede ser expresado en términos de su parte promedio, es decir,
para k =1,2,--- ,n, se cumple que:

1<
K:Ezyﬁ%memk:&m. (2.11)
k=1

Con esto, quitaremos a K su media K. Esto es para hacer nuestro filtro
ortogonal a senales constantes. Basicamente lo que se hace es quitarle a
K su proyeccién con respecto a x;, (es decir, K,,.) para lograr la ortogo-
nalidad. Es facil ver que:

zgmzj?z(%><”m;1§::";1 (k=1,2,---,n). (2.12)

De esta forma, obtenemos que:

Kk—K: /{Z— <K;Xn> ka

== k - Kpr,k
1
:k—”; (k=1,2,--- ,n).

Motivados por lo anterior, haremos la siguiente definicion:

Definicién 2.6. Para n € N con n > 2, definimos el filtro pendiente

(0,) como
En = (én,lv gn,Qa U 7£n,n) € Rn; (213)
donde )
@k:k—”; (k=1,2,-- ,n). (2.14)

Una propiedad de los filtros pendiente es que estos son antisimétricos,
esto en el sentido del resultado siguiente.
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Proposiciéon 2.7. Sea n € N con n > 2. Entonces para todo k =
1,2,--- ,n se tiene que:

Coge = —Lnpi1- (2.15)

Demostracion. Notemos que la demostracion depende de la paridad de
n. Asi, tenemos dos casos:

= Caso 1.- Si n es impar, entonces ”TH es entero. De este modo, si

n =2m —1(m € N) entonces " = m. As{ para 1 < k < m se
tiene que
~ n+1
€n7n_k+1 = (n —k + 1) — B
n+1
=—k
2

)

Sim < k < n entonces

m<k=2m<m+k
=2m—-1<k+m-—1
=>n—-Lt+1l<m.

Comon — (n—k+1)+1 =k este caso se reduce al anterior. Para
el caso central se tiene que si k = m entonces:

n—k+l=n—-—m-++1
=2m—-1—-—m+1

=m.

Se comprueba directamente que

gn,n—k—i—l - _en,m =0.
Asi, ¢, es antisimétrico respecto al cero.

n+1

» Caso 2.- Sin es par, entonces - no es entero. Asisin = 2m (m €
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N) entonces ”TH =m+ % Para 1 < k < m se tiene que:
- 1
gn,n7k+1:n_k+1_n+

1
=2m k:+1—m—§
1
= - —k
m+2
n+1
= —k
2
__gnk

Sim < k < n entonces

m<k=2m<m-+k
=>n<m-+k
=>n<m+k-—1
=n—k+1<m.

Es decir, este caso se reduce al anterior. Note que aqui no hay casos

centrales debido a que ”;1 no es entero.

Tal como se hizo con los filtros promedio, normalizaremos a nuestros
filtros pendiente #,. Para ello, dividiremos a /,, sobre su norma, la cual

Il = \/("‘1@(”“) = \/”31;”. (2.16)

La demostracion de este resultado se puede ver en el apéndice B.1. Pro-

cedemos a normalizar el filtro pendiente; para (kK = 1,2,--- ,n) se tiene
que:
b _ k="
14, (n—1)n(n+1)
12

2k —n—1 V3(2k —n — 1)

2\/ n—1) n(n+1) \/(n —Dn(n+1)

2k —n—1 3
_V3@k—n-1) _ 2k —n—1).
nd—n n3 —n

De esta forma, haremos la siguiente definicion:
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Definicién 2.8. Paran € N con n > 2, se define el filtro pendiente
normalizado (¢,) como

fn = (gn,la gn,Z: e 7€n,n) € Rn7 (217)
donde

2k—n—1) (k=1,2,---,n). (2.18)

Una propiedad que se obtiene del filtro pendiente ¢,, con respecto al
filtro promedio y,, es la siguiente:

Lema 2.9. Los filtros x,, y £, son ortogonales; es decir,

< Xny bn >= 0. (2.19)

Demostracion. No es dificil verificar que estos filtros son ortogonales. En
efecto

n

< Xn> ln >:kz:; (%) [ n33—n(2k_n_1)]

) n(n33— n) [2 i Fonlntl)

3
= m[n(n +1)—n(n+1)]

=0.
]

Utilizando adecuadamente los filtros pendiente se puede ver (de forma
local) qué tan parecida es la senal a una recta. Antes de ver esto, daremos
un par de definiciones para poder aclarar mejor nuestro anélisis y explicar
esta idea.

Definicién 2.10. Paran € N, n > 2, y X € R", se define la parte
lineal de X (X;) como X; = (Xp1,X00, ++, Xon) € R™ tal que:

Xé,k:<X>€n>£n,k (k:1,2, ,77,). (220)

Es decir, X, es la proyeccion ortogonal sobre el subespacio generado por

ly.
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Para cualquier vector de R™ se pueden extraer su parte lineal y su
parte promedio. Ademas ambos vectores son ortogonales por el lema 2.9.

Definicién 2.11. Sea n € N(n > 2). Dado X € R", se define su parte
afin (X.r) como Xop = (Xaf1, Xago, s Xagn) € R" tal que:

Xapk = Xpre + Xoge (B=1,2,---,n). (2.21)
Es decir, se tiene que

Xapk =< X, Xn > Xog + < X, by > Lo (2.22)

Un caso ilustrativo ocurre cuando tratamos de encontrar la parte afin
X,f de una senal afin:

Proposicién 2.12. Paran € N conn > 2, sea X = (x1,x9,++ ,x,) €
R™ una senal afin; es decir, para ciertos p,v € R,
r=pk+v. (k=1,2---,n). (2.23)

Entonces, se tiene que
Xaf,k = Tk (k: 1727"' 7”)' (224)
Es decir, Xop = X.

Demostracion. Sea X una senal afin dada como en el enunciado. De
acuerdo a la definicién 2.11, la parte afin de una senal es la suma de sus
partes promedio y lineal, por lo que procedemos a calcular ambas por
separado y al final sumarlas.

La parte promedio viene dada de la siguiente manera: para k =
1,2, n:

Xpr,k =< X7 Xn > Xn,k
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Es decir,

1
XM:@H (k=1,2---,n). (2.25)

Por otra parte, tenemos que calcular la parte lineal X,. Por la proposicién

B.2, tenemos que:
nd—n ~
< X, b, >= B o= |14l (2.26)

De esta manera, la parte lineal de nuestra senal afin viene dada por

A .
Xop =< X, by > loy = |16 “”g’kn —lppp (k=1,2,--- n).
(2.27)
Lo ultimo que hay que hacer es calcular X,;. Para k = 1,2,--- ,n se

tiene que
Xafre = Xprgp + Xog

1 1
:%+U+#<k_n; )

= puk+v.

Por lo tanto; al calcular X, para una senal afin X, recuperamos la misma
senal, es decir:

Xapp = pk+v =14 (k=1,2,---,n). (2.28)
|

Observaciéon 2.13. Una observacion acerca de nuestro filtro pendiente
normalizado es que éste es la discretizacion de una recta formada por n
puntos, lo cual generaliza a la senal pendiente vista en la seccion 2.1,
la cual estd formada por solo dos puntos. En efecto, tomando el caso
particular en el que n = 2 se tendria que ly = (l21,022) = (\’/—%, \%), y
para X = (z1,x2) € R? obtenemos:

—T1 T To — X1
< X, 0, >= x1€271+$2€272:W—|—E: \/§ ,
la cual es, basicamente, la sennal pendiente (incremento) normali-
zada, ya que:

7TkX = Tpy1 — Tk (1 S k S n — 1) (229)

Se verd esto con mds detalle en una seccion posterior.
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En la demostracion anterior, pudimos observar un resultado intere-
sante, el cual se da en la proposicion B.2. De aqui se puede proporcionar
un analisis como el que sigue.

Supongamos que tenemos una senal afin dada L € R", de la cual
se desconocen los pardmetros (u,v) que la definen, pero se conoce su
producto punto con el filtro pendiente ¢,,. Entonces por la ecuacion 2.26
podemos calcular su pendiente facilmente.

po N> 12 (2.30)
1€ n? —n

Este célculo puede hacerse de forma similar a una senal cualquiera X €
R™, y obtener asi un concepto de pendiente para la senal X. Téngase
en cuenta que la senal X — X s es ortogonal a las senales afines. En
consecuencia, hacemos la siguiente definicion.

Definicién 2.14. Sea X € R" una senal dada. Entonces se define su
pendiente generalizada, o promedio, como

12 12 ~
= <X, 0, >. (2.31)

Un anélisis de las pendientes en una senal se abordaré en el siguiente
capitulo.

Del mismo modo que en los filtros promedio, observamos que la parte
afin de una senal afin es la misma senal, pero esto ya lo esperabamos.
Ahora analizamos qué es lo que ocurre con una senal en general.

Proposicién 2.15. Paran € N conn > 2, sea X = (x1,x9, -+ ,x,) €
R™ una senal cualquiera, y sean también

A= Zn:xk Y B = i kxp.
k=1 k=1

Entonces para k =1,2,--- . n, se tiene que

n—n nZ-n n?—n

Xaf,k:( 12B 64 )k+ (2A(2n+1)—6B>. (2.32)
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Demostracion. Sea X € R™ una senal dada cualquiera. Calcularemos su
parte lineal.

<X, l,>= Zn::r:kfn,k

k=1

3 n
— ,/ng_n;mk(%—n—n
e O SEE D oY
k=1 k=1 k=1

3

nd—n

(2B — A(n+1)).

Con esto, para 1 < k < n, las componentes de X, vienen dadas por:

Xé,k =< X, fn > gnJg

_ ngg_n(Qk;—n— 1)(2B — A(n + 1))
- n33_n(4Bk—2nB — 2B — 2A(n+ )k + An(n + 1) + A(n + 1))
_ n3?’_n[(43—2A(n+1))k+(A(n+ 1)2 = 2B(n+1))]

_(12B. GA \, . (3A(n+1)-6B
“\n3—n n2-n nz—n )

Por otra parte, por la proposicién 2.5, vimos que para una senal cual-
quiera las componentes de X, estdn dadas por X, es decir:

1 < A
Xprk =< X Xn > Xop =~ ) wn="— (k=12 ,n).  (233)

n
k=1

Finalmente tenemos que X, se puede expresar como sigue:

Xaf,k = Xpr,k + Xé,k
A ([ 12B 64 3A(n 1) -0
- o L —

n3—n

12B

(2
(2 2
(T

2A( 2n+1 —GB)

Aln—1) +3A(n+1)—6B>

k+



2.3 Los Filtros pendiente 29

Note que, al poner X, como un polinomio en k (en funcién de A, B
y n), vemos que éste tiene, efectivamente, la forma de un polinomio de
grado uno, con pendiente

A:( e ) (2.34)

nd—n nZ2-n

Observaciéon 2.16. Podemos verificar el resultado de la proposicion 2.15
al calcular la pendiente general de la senal X = (x1,x9, - ,x,) € R".
En efecto, por la definicion 2.1} tenemos lo siguiente:

12 N 12 - n+1
w(X) = <X, 0y >= [Zxk<k— : >

nd—n nd—n
k=1
12 u n+1 12 n+1
:n?’—nlzlmk_ 2 Zxk]:n?’—n{B_ 2 A]
k=1 k=1
128 6A

Ejemplo 2.17. Sean n = 100 y S € R" una senal afin tal que S(k) =
QfT*Dl (k =1,2,---n); entonces tenemos que u(S) = 13—0 = 0.02. Ahora,
perturbamos S con cierto nivel de ruido y denotamos a esta nueva senal
como S’. Al calcular la pendiente general de S" por medio de la definicion
2.14 notamos que las pendientes difieren por poco debido a la influencia
del rutdo. De esto, aprectamos que podemos obtener una version discreta
del concepto de pendiente con la ayuda de esta definicion, que parece no
ser muy sensible a la influencia de ruido. Cabe recalcar que a mayor

ruido, menor precision de nuestra definicion (ver figura 2.2).

2.3.2. Sobre la definicion de los filtros pendiente

Los filtros pendiente se obtuvieron considerando una discretizacién de
la funcién identidad p(z) = x, basdndose en promedios integrales sobre
una familia de intervalos consecutivos, y después haciéndolos ortogonales
a las senales constantes (via los filtros promedio). En la proposicién 2.7
se muestra cémo esto se refleja en la antisimetria de los coeficientes del
filtro. La eleccion de la discretizacién a priori puede parecer arbitraria,
por lo que hacemos la siguiente pregunta:

Los resultados serian los mismos si se cambia el polinomio
(por otro polinomio de grado 1), o la familia de intervalos (por
otros consecutivos de la misma longitud)?
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Seiial original (ruido = 0.000) Seial ruidosa (ruido = 0.500) Seiial ruidosa (ruido = 0.100)
25 25 25

Pendiente = 0.020667 | |

Pendiente = 0.020000 | Pendiente = 0.020037 |

05

-0.5

-0.5

. . 1 1 05 I 1 I 1 1 I 1 I
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 2.2: Ejemplo del célculo de la pendiente general de una senal (con
distintos niveles de ruido) por medio de la definicién 2.14.

Para responder esto planteamos lo siguiente. Sean 3,7 € R con § # 0
(la condicién sobre 3 es para que exista un polinomio de grado 1). Enton-
ces buscamos discretizar el polinomio p(x) = fx + v sobre un intervalo
cualquiera divido en n partes iguales (n > 2). Por tanto consideramos
subintervalos de la forma [0 + e(k — 1),0 + €k] donde 1 < k <n,d € R
y € > 0. Asi, el intervalo total es [d,d + en|, que queda subdivido en n
subintervalos de longitud €. La discretizacién se logra al integrar sobre
cada uno de estos subintervalos. Denotamos a tal discretizacién como
Pn = (Pni)i—y € R", en donde:

d+ek
Dok — / (Br++)de (k=1,2,- n). (2.35)
o0+e(k—1)
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Al desarrollar la integral, tenemos que

IQ o+ek
0+e(k—1)

§[<6 bR = (54 <k — 1) + o5+ ek — (5 4 <(k — 1)
g g2
5[255+25k_5 | +ve=p|0de+ek— 5 + ve.

Por lo tanto, tenemos que para k =1,2,--- ,n:

Pnk =€ [5 (5 +k— —) 7} (2.36)

Para que el filtro resultante sea ortogonal a senales constantes, hay
que restarle su media a los coeficientes. Calculamos la media de p, y
tenemos lo siguiente:

N
k=1 k=1

{Bén—éen—%’yn%—ﬁ@}

:5{55—%+7+5”;1}.

Asi, definimos:

S|m

- _ n+1
pn,k:pn,k_pnzﬂg <k_ 9 >

Con esta expresion podemos definir a nuestro filtro pendiente de
pardmetros 3, 7,4,e como (1% = (6(5765 )i_, € R", donde

2

El caso candnico, visto en la seccién anterior, corresponde a [ =
1,v=10,0 = %,5 = 1. De los célculos hechos anteriormente, podemos
decir que hemos probado el siguiente teorema (ver 2.6).

€ _ Tl—|—1
(5709 = P = pai — P = Pe (k— ) (2.37)

Teorema 2.18. Sean 3,7,6,e € R, con f# 0 ye > 0. Entonces se tiene
que:
18799 — ge 0w, (2.38)

7’L7

Es decir, los resultados son proporcionales a los del caso canonico.



32 Desarrollo de Filtros

A continuacién, normalizamos el filtro. Un procedimiento que se ha
hecho en el desarrollo de los filtros pendiente es el normalizarlos. Para
esto vemos que (ver apéndice A.1):

7 ~(1707l71)
R
~(1707l71)
i s

 aa(n— Dalnt 1)
=p 12 '

Asi, definimos £ = (g(ﬁwa) € R". Para k = 1,2,--- ,n en
k=1
virtud de la definicién 2.8:

6(67%675) i ﬁn,k . Bg( - n+l)

ok B HﬁnH 1Ble [ (n— 1)n n+1)

k— ol ~(1,0,1,1)
= Sgn(B)———= = Sgn(B) {,,;, >
(n—1)n(n+1) ’
2

—_

Con lo anterior, queda probado el siguiente resultado:

Proposicién 2.19. Fl filtro pendiente normalizado no se ve afectado por
el valor de los parametros [3,7,0 y € (salvo por el signo de B). Es decir,
para k=1,2,--- ,n se tiene que

7,0, 1,0,5,1
gffig )= E;k : (Sgn(p) > 0),
, ,6,5 107 )
(Proe — (B0 (9n(8) < 0).

Con estos resultados podemos concluir que no importa qué valores se
le asignen a los coeficientes del polinomio p(x) = Sz + 7, o qué longi-
tud tenga el intervalo que se tome, pues el resultado sera igual al caso
canodnico a excepcion del signo que pueda tener 5.

2.4. Los Filtros de Curvatura

En esta seccion se presenta un concepto que resulta muy util para
capitulos posteriores, el cual es el filtro de curvatura.

2.4.1. Definicién y propiedades

Recordemos que en la seccién 2.3, para introducir los filtros pendiente
partimos de la idea de ver qué recta se aproximaria mejor a la senal, y
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para ello, usamos al polinomio de primer grado p(z) = x. Ahora, busca-
mos aproximar a nuestra senal por medio de un polinomio de segundo
grado. Esto es debido a que buscamos ver cuando la senal da una especie
de “giro” o tiene “curvatura”.

Al igual que en la seccién anterior, estamos tratando con senales dis-
cretas, por lo que este polinomio tiene que estar discretizado, para ello
hacemos lo siguiente: Notemos que para cualesquiera dos puntos que
tomemos, éstos estan siempre alineados. Por esta razon fijaremos a un
n > 3 entero, puesto que para poder tener un efecto de curvatura, nece-
sitamos al menos 3 puntos, algo similar al caso de los filtros pendiente
en los cuales consideramos n > 2. Ademas, consideramos el polinomio
p(x) = 2? sobre el intervalo [—%, 2]. La razén para elegir este intervalo
es la simetria de la parabola que se obtiene al graficar dicho polinomio;
el intervalo esta centrado en el origen y tiene longitud n, de manera que

se puede subdividir en n intervalos de longitud 1, éstos son:

n n
[—§+k—1,—§+k] VE=12--.n. (2.39)

La discretizacion se consigue al promediar p sobre los intervalos anteriores
de longitud 1:

—Z4k
Dnk = / v dr (k=1,2,---,n). (2.40)
—D k-1
Para k =1,2,--- ,n, se tiene

—24k

R SR

Cste
A3 03041

- % [3%2“”(%) (—2k +1) — (—3k2+3k—1)]
—%Q—nk+g+k2—k+%.

Definimos a p,, como:

Pn = (pn,hpn,Qa e 7pn,n) S Rna (241)
donde
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2
1
Puk=p—mk D AR k4 (k=120 ). (2.42)

Una propiedad que buscamos en los filtros de curvatura es que éstos
sean ortogonales a senales constantes y afines. La primera condicién im-
pone una restriccion en la forma del filtro, mientras que la segunda se
obtendrd automdaticamente debido a la simetria de los filtros (esto se
aclarara mas adelante). Note que por la seccién 2.2, podemos hacer esto
al quitarle a p, su proyeccién con el filtro promedio (la cual estd dada
por su media), es decir,

Pn— < Py Xn > Xn-

Como también buscamos que los filtros sean ortogonales a senales
afines, ahora le quitamos a p, su proyeccion con los filtros pendiente.
Con esto se tiene que, para n > 3

Gn = Pn— < Py Xn > Xn— < Pnyln > Ly (2.43)
= Pn — (Pn)pr — (Pn)e- (2.44)
De esta manera, hacemos la siguiente definicién.

Definicién 2.20. Sea n € N, con n > 3. Se define a g, € R™ dado por:

z]\n = (Z]\n,la @1,27 e aE]\n,n) S Rny (245)
donde
Gn = Pn— < Doy X > Xn— < Pus bn > Ly (2.46)

Desarrollemos mas a fondo la definiciéon 2.20. Por un lado, tenemos
que (pn)prk viene dado por:

n? n 9 1

k 1

—Zk+ +— ZkQ——ZkJr—

n 1 (n+1)+2n —|—3n+1_n—|—1

n

12Ty T 6 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(21‘5 >+”(§—§+5—§)+6—§+§

E .

S, |3,

Il
3
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Es decir

n2

12°
Por otra parte, vemos que p, es una senal simétrica, pues ésta es la
discretizacién de la parabola 2. En efecto:

(P)prk = Pn = (2.47)

n? n 9 1
pn,n,kﬂzZ—n(n—k+1)+§+(n—k+1) —(n—k—i—l)—i—g
n? n 1
:Z—n2+nk—n+§+n2—2nk+2n+k2—2k+1—n+k—1+§
n2
4

n 1
—nk+=-+k*—k+ -
n+2+ —1—3

= Pn,k (k:17277n)

Por la proposiciéon 2.7, tenemos que ¢, es antisimétrica. Con estas dos
propiedades podemos ver facilmente que son ortogonales haciendo uso
del siguiente lema:

Lema 2.21. Seann € N, A = (a1, as, -+ ,a,) € R" una senal simétrica
y B = (b1,bs, -+ ,b,) € R una senal antisimétrica, es decir:

g = Gp-kt1 Y bp=—bpps1 (1 <k<n).

Entonces A y B son ortogonales:

<A B>=) ab, =0, (2.48)
k=1

Demostracion. Sean n € Ny A, B senales dadas como en el enunciado
anterior. Se consideran 2 casos:

Caso 1.- Si n es impar, entonces %t

es entero, por lo que si n =

2m — 1, con m € N, entonces m = ”TH Asi tenemos
n 2m—1 m—1 2m—1
< A, B >= Zakbk = Z apbr, = Z apbr + amb,, + Z aiby.
k=1 k=1 k=1 k=m-+1

Haciendo el cambio de variable kK = n — v + 1 en el segundo sumatorio,
tenemos que

m—1 m—1

<AB>=> abp+ ambpn + Y an_yyibn_pii.

k=1 v=1
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Ahora, por la simetria de las senales A y B, tenemos que a,,_,11b,_v41 =
—a,b,, por lo que

m—1

< A, B >= Z(akbk — akbk) + ambm = ambm.

k=1

Notemos que, por simetria, se debe cumplir también que a,,b,, = 0 ya
que b,, =0,y asi < A, B >= 0.

Caso 2.- Si n es par, entonces
con m € N, tenemos

n+1

2= no es entero, por lo que si n = 2m,

n 2m m 2m
< A, B >= Zakbk = Zakbk = Z arby + Z aiby.
k=1 k=1 k=1 k=m+1

De nuevo, haciendo el cambio de variable k = n — v 4+ 1 en el segundo
sumatorio, obtenemos

m m
< A7 B > = Z akbk ‘I— Z an_y+1bn_y+1.
k=1 v=1
Y una vez més, por la simetria de Ay B, tenemos que a,b, = —a,_p11bp_p11-
Asi
m
< A, B>= Z(akbk — akbk) =0.
k=1

Por el lema anterior, podemos concluir que < p,, ¢,, >= 0. Con estos
resultados, llegamos a lo siguiente:

n2

1
an,k:EﬂLg—nk—{—k‘Q—k‘ng 1<k<n). (249

Unas propiedades a destacar acerca de los ¢, son las siguientes:

Proposicion 2.22. Para todon > 3, k=1,2,...,n, se tiene que:

n+1 > onp2o1
Onk = -k — . 2.50
= (" k) - (2.50)
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Demostracion. Sélo es cuestion de completar cuadrados respecto a k para
obtener:

o (n+1)? (n+1)°
n — - —nk+ k- —
Ik = 5 2 + k + 3 + 1 1
_(_ n+ i+ D" n? . n n 1
B 2 6 2 3
n+1 n? n 1 n>+2n+1
2 6 2 3 4
1
:(k ; ) +—22n +6n +4 — 3n* — 6n — 3)
n+ 1 n+1\> 1
=(k— —(1— k — — —(n*—1).
(+=55) gt = (=25 - o -
|
Proposiciéon 2.23. Para cadan € Nyn >3, yk=1,2,--- ,n, se cumple
que:
ZZ]\n,k =0.
k=1
Demostracion. Calculamos:
o n n 1 n
S = Ylns 0 = Y (5 zpw>
k=1 k=1 k=1 v=1
1 n n
S 2 (3] ()
k=1 k=1 v=1
= an,k - an,u =0.
k=1 v=1
[ |

Entre las demas propiedades que poseen los filtros de curvatura es
de importancia la de la simetria que éstos heredan de alguna manera
de la funcién cuadrética p(z) = 2%, que es justo lo que buscdbamos. La
siguiente proposicion establece esto.

Proposicion 2.24. Sea n € N con n > 3. Entonces para todo k =
1,2,--- ., n se cumple que

Gn.k = Qnn—k+1-
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Es decir, las componentes son simétricas.

Demostracion. Por la proposicién 2.22, tenemos que la simetria se da
respecto a "TH, y dependiendo de la paridad de n, "TH puede ser entero
o no. Es por eso que consideramos dos casos:

Caso 1: Si n es impar, L es entero. Concretamente, si n = 2m — 1,

2
con m € N, entonces ”TH =m. Con esto, si 1 < k < m se tiene que:

n—+1 2 9
5 —(n—k+1)) =(m—-2m+1+k—-1)

= (k—m)? = (m —k)?

n—+1 2
-(7 1)

De esto y de la proposiciéon 2.22 se deduce el resultado. Si k > m, entonces
1 <n—k+1 < m (ver proposicién 2.7). Puesto que n—(n—k+1)+1 = k,
este caso se reduce al anterior. Resta el caso central. Si & = m se tiene
que n — k + 1 =m pues

n—k+l=n-mi+1=2m—-1—-—m+1=m.

Caso 2: Sin es par, ”TH no es entero. Concretamente, si n = 2m con
m € N, entonces ”T“ =m + % Con esto, si 1 < k < m, se tiene que:

1 2 1 2
(n—21— —(n—k:+1)) = (m—|—§—(2m—k+1))
1 2 1 2
_ <k—§—m) _ (m+§—k>
2
(.
2

De esto y de la proposicion 2.22, se deduce el resultado. Si k& > m,

entonces 1 <n —k+ 1 < m (ver proposicién 2.7). Puesto que n — (n —
k4 1) 4+ 1 =k, este caso se reduce al anterior. |

Con el lema 2.21, y las proposiciones 2.23 y 2.24, podemos demostrar
otra propiedad sumamente importante para los ¢,, la ortogonalidad
con respecto a las senales afines.

Teorema 2.25. Para todo A\, € R, y paran € N, n > 3, se cumple
que:

n

> (M + 1)Gus = 0. (2.51)
k=1
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Demostracion. En primer lugar, notamos que:

n+1
5

n+1

Ak+u:—A< —k)+u+A

n+1

De este modo, podemos aprovechar la simetria de los @, respecto a “3=

(ver proposicién 2.24). Se tiene

§= (Me+m)Gun

k=1

& +1 +17 .
=SB k) At

— 2 2

_ n+1 R n+1Y e
=§:—A( 5 —k)%k+<u+A 5 )2:%&

k=1 k=1

Por la proposicién 2.23, el segundo sumatorio se puede cancelar, y asi

tenemos que
" /n+1 -
S=-=A — k| Guk- 2.52
z( k) (2.52)

Ahora, por la proposicién 2.24, sabemos que g, es simétrico. Puesto que

el vector (25 — >k:1,2,-..,n € R™ es antisimétrico (de hecho, es —¢,,), por
el lema 2.21, se tiene que S = 0. [

Los resultados vistos hasta ahora hacen pensar que los filtros de curva-
tura estan listos para ser implementados en la practica, lo cual se busca
hacer por medio de un computador. Pero, debido a la limitada memoria
de la computadora, solo podemos trabajar con valores aproximados de
un nimero que en general puede encontrarse en R, Q, o incluso en R — Q.
Esto ocurre con las entradas de nuestro filtro de curvatura ¢,; en efecto,
para k =1,2,--- ,n, i € Q.

Debido a esto, podemos llegar a trabajar con valores truncados y
limitados, lo que de cierta forma nos arrastra un error, el cual puede
restar eficacia al funcionamiento del filtro ¢,,. Es por esto que buscamos
hacer enteras las entradas del filtro de curvatura, debido a que es mas
comodo trabajar con enteros y de esta forma se puede reducir al minimo
el error que se pueda llegar a generar.

Asi que procedemos como sigue: para k = 1,2,--- ,n, consideramos
n tal como en 2.50, es decir

N n+1 2 op2
Qn,k:(k_ 9 ) -

< k< .
5 (1<k<n)
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Note que los g, no son todos enteros, pero que si existe p, € R tal
que p,q, € Z™. Es decir, existe un escalar tal que al multiplicarlo por g,
hace que éste tenga sus entradas entera. En particular cualquier multiplo
de 12 sirve para esto. En efecto, para ¢ € Z se tiene

1 2
126G, = 12 (k? k1) + %) 1) eZ

Asi, existe un unico o, > 0 que cumple con lo siguiente:
—1 ~ —1 ~ n .
o meZ" y {0, Gur},_, son enteros coprimos. (2.53)
Con esto, haremos la siguiente definicién.

Definicién 2.26. Sea n € N con n > 3 y sea o, tal que cumple con
la condicion 2.53. Entonces definimos el filtro de curvatura g, € Z"
como

gn - (gn,b @l,?a o 7(.771,71)7 (254)
donde R
o=k ez (1<k<n) (2.55)
On

Ahora, resta saber los valores de o,,. Podemos observar que los filtros
de curvatura obtenidos aqui son proporcionales a los que se obtuvieron en
[15] (uno es 6 veces el otro). Por lo tanto, los factores deben conservar la
misma proporcionalidad, de tal forma que podemos establecer el siguiente
resultado.

Proposicion 2.27. Sean € N conn > 3, y ¢, como se definié en 2.20.
Ademds, sean m,p € Z tales quen = 12m+p y 0 < p < 12. Entonces el
conjunto de factores de escala que cumplen con 2.53 esta dado por

p

st p=20,3,9

W=

wIiN

st p=~6
O12m+p — (256)
1 st p=1,4,5,7,811

2 s1 p=2,10

Demostracion. Por la observacion anterior, tenemos que si existe tal o,
que hace que nuestro filtro de curvatura sea entero en cada entrada, es
decir, g, € Z". Asi, sélo resta ver que {g, }, , sean coprimos.

Y ? ) k=1
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La idea detrés de esto es notar que si algin entero es divisor comun de
las entradas del filtro, entonces debe dividir a la diferencia de cualesquiera
dos. Esta técnica nos reduce por mucho el niimero de opciones, pues
basta con elegir apropiadamente dos de los ¢, (1 < k < n) y ver que su
diferencia no tiene divisores distintos de 1 y -1. Con esto, denotamos a
d € Z como un divisor comun de {Gnx},_;-

Por el algoritmo de la division, para n € N existen m, p € Z tales que
n = 12m + p con 0 < p < 12. Entonces la prueba se reduce a ver los
valores que toma oj2,,,4p para cada p, y ver que éste, en efecto, hace las
entradas del filtro coprimas entre si. Aqui, usaremos la forma del filtro
de curvatura dada por la definicion 2.20, ecuacion 2.49.

» Caso p = 0: En este caso 019y, = %, de aquif op,.,, = 3 y asi

Gromp = 3(24m* + 6m — 12mk + k> — k) + 1.

Tomamos dos valores cercanos entre si. La proposicién 2.22 nos
dice que la simetria de los filtros se da respecto a "T“, por lo que
tomamos dos puntos cercanos aqui. Para ”TH = 6m+%, las entradas
de @, se encuentran mas cerca. En particular, tomamos las entradas

céntricas 6m + 1, 6m + 2.

Al calcular dichas entradas tenemos que Giom, 6m+2 — ¢12m,6m+1 = 0,
por lo que d toma los valores de 1,2,3,6. Sin embargo ni 2, ni 3
dividen a Giamx (por ende, 6 tampoco lo divide). Por lo tanto,
d =1 es el tnico valor.

s Caso p=1: Aqui 019,41 = 1 y asi

Gromi1k = 2(12m* + 5m — 6mk) + k(k— 1) +1 (1 <k <n).

De nuevo, se calculan las mismas entradas que en el caso p = 0.
Vemos que Gi2m+1,6m+2 — Gi2m+1,6m+1 = 2, con esto, d puede tomar
los valores de 1y 2, pero para k = 1,2,--- ,n se ve que 21 G ;. Asi
d =1 es el tinico valor que puede tomar.

» Caso p=2: Aqui 019,42 =2y Ufﬁnﬂ = %, con esto
1
Gromionk = 12m* + Tm — 6mk + 5(15(/@ —1)+1 (1<k<n).

Note que k(k — 1) es siempre par para k = 1,2,---,12m + 2
(en general esto es cierto para k = 1,2,--- ,n), asi tenemos que



42

Desarrollo de Filtros

Gr2m+2,x € Z. De aqui

Gromi2.6mi1 = —11m? +4m + 1

Q12m+2,6m+2 = —11m? +4m + 2.

Por lo que ¢i2m+2,6m+1 — Gi2m+2,6m+1 = 1. De este modo el tnico
valor que puede tomar d es 1.

Caso p = 3: En este caso 01213 = %, es decir 05,45 = 3, asi
Gromi3 = 3(24m? + 18m — 12mk + k* — 4k) + 10. (2.57)
Con esto, obtenemos:

Gr2m13.6mi1 = 3(—12m* — 6m) — 2

Gam+3.6mt2 = 3(—12m* — 6m) — 14.

Ast Giam+36m+2 — G12m+3.6m+1 = 12, por lo que d toma los valores
de 1,2,3,4,6,12. Si d es par (d = 2,4,6,12), entonces d no divide a
G12m+3,k, 10 mismo ocurre si d = 3. Por lo que el inico valor posible
aqui es d = 1.

Caso p = 4: Aqui 019,14 = 1, con esto
Gromiax = 2(12m* + 11m — 6mk) + k* — 5k + 5.
Asi, vemos que

q12m+4.6m+1 = —12m?> —8m + 1

Q12m+4,6m+2 = —12m? — 8m + 1.

Por lo tanto 612m+4,6m+2 - 612m+4,6m+1 = 0. Aqui d puede tener
cualquier valor, sin embargo no es asi. Si d # 1 (ya sea par o
impar) se tendria que d { Giam+4- Por lo tanto aqui también d = 1.

Caso p = 5: Para p = 5 se tiene que 019,45 = 1, con esto
Giamisnk = 2(12m* — 13m — 6mk) + k* — 6k + 7.

De esta forma

~ 2
G12m+5,6m+1 = —12m”~ + 7
~ 2
G12m+5,6m4+2 = —12m~ — 1.

Ast Grom+5.6m+2 — Qem+s6m+1 = —8. De aqui d puede tomar los

valores de 1,2,4,8; pero si d es par, entonces d { G12m+5,%. Por tanto
d =1 es el tnico valor que puede tomar.
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s Caso p=6: Aqui 019116 = %, de modo que Ulemw = % y asi

3
Gramr6 = 3(12m* + 15m — 6mk) + 5(/c(/g —1)) — 9k + 14.

Con esto se tiene

Grom+66me1 = —18(m* +m) +5

Grom+66mi2 = —18(m* +m) + 17.

De esta forma q~12m+676m+2 — g12m+6,6m+1 = 12. Se tiene el mismo
caso que en p = 3, por lo que d = 1 es el tnico valor posible.

= Caso p = 7: Tenemos que 019,47 = 1, con esto
Grami7g = 24m* + 34m — 12mk + k* — 8k + 12.
Por tanto obtenemos los siguiente:

Grom+76me1 = —2(6m” + Tm) + 4
q12m+7,6m+2 = —2(6m2 + 7m) — 4.

AST Grom+7,6m+2 — G12m+7,6m+1 = —3. Se tiene el mismo caso que en
p =5, por lo que aqui también se concluye que d = 1.

s Caso p = 8: Aqui 019,418 = 1, con esto

Gramis g = 24m* + 22m — 12mk + k* — 9k + 11.

Asi
Q12m+8,6m+1 = —4(3m* + 8m) + 2
Gamis6miz = —4(3m* +8m) — 7.
por lo tanto Giom+s6m+2 — Gi2m+sem+1 = —9. Los valores que d

puede tomar son 1,3 y 9, pero d no puede ser impar y distinto de 1,
de ser asi d { Giam—s k- Por lo tanto d = 1 es el tnico valor posible.

1

» Caso p =9: En este caso tenemos que g12,,19 = 3, con esto

Gromyox = 72m* 4+ 126m — 36mk + 3k* — 30k + 220.
De tal forma que

q12m+9,6m+1 = —36m? — 54m + 193
G12m+9,6m+2 = —36m? — 54m + 172.
Con esto ¢12m+96m+2 — Gi2m+9.6m+1 = —21, por lo tanto los valores

que puede tomar d son 1y 21. Si d = 21, entonces d { Gi2m-+9,k, asi
se concluye que d = 1 es el unico valor posible.
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= Caso p = 10: Aquf tenemos que oyam110 = 2, s decir, oo, 19 = =

2
Por tanto:
i , 1
Grom+9k = 12m~ 4 23m — 6mk + 5(1{:(1{: —1)) — 5k + 11.

Asi tenemos que

~ 2
Gr2m+10.6m+1 = —2(3m~ —m) + 6
~ 2
q12m+10,6m+2 = —2(3m” —m) + 1.

De aqui qi2m+10,6m+2 — Gi2m+106m+1 = —9, por lo que lo tnicos

valores que puede tomar d son 1 y 5. Es obvio que si d = 5 entonces
d { Gi2m+10%, Por lo que aqui también el tinico valor que puede tomar

desd=1.
= Caso p = 11: En este caso, 019,111 = 1, asi se tiene que
Grami11k = 24m* + 50m — 12mk + k* — 12k + 26.
De esta forma

Gram+11,6m+1 = —2(6m* — 11m) + 14

Gr2m+11,6me2 = —2(6m” — 11m) + 2.
Con esto, Giam+11.6m+2 — G12m+12.6m+1 = —12. Se da el mismo caso
que en p = 6, asi se concluye que d solo puede tomar el valor de

d=1.

Por lo tanto, para 0 < p < 12, se tiene que {Jl_leer Z]\lzmﬂ,yk}zzl es
coprimo.

Algo que se ha estado haciendo en las secciones anteriores es la de
normalizar a nuestros filtros, y se busca esto también para nuestros filtros
de curvatura. Por la proposicién B.3, tenemos que

. nd — 5n3 4+ 4n
o A 2.58

Con esto podemos normalizar las entradas del filtro de curvatura usando
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esta expresion. Para k = 1,2,  n, tenemos que:

Gk T+ E-nk+k*—k+ 4

1@l /05503 4n
180
VISO (% 4+ % —nk+ K — k+ 1)
(n5 — 5n3 + 4n)2
6\/5(%2+g—nk+k2—k+§)
Bl (n® — 5n3 + 4n)2
V5(n? + 3n — 6nk + 6k> — 6k + 2)
(n5 — Bnd + 4n)2

Por lo tanto, podemos hacer la siguiente definicién.

Definicién 2.28. Sea n € N con n > 3. Entonces se define el filtro de
curvatura normalizado

dn = (Qn,la dn2," " 7Qn,n) S Rn’ (259)
donde para k =1,2,--- ,n se define:

Tr V5(n?+3n — 6nk + 6k% — 6k + 2)
Gnk = 7~ — I
Gl (n® — bn3 4 4n)2

. (2.60)

)

o _ Gn

lgnll — |

Es decir, q, =

nll

=)

Como se hizo en las secciones anteriores, se busca que estos filtros
nos brinden cierta informacién acerca de una senal X € R™ a la cual se
les quiera aplicar. Daremos un par de definiciones antes de proceder a
nuestro analisis.

Definicién 2.29. Sean € N tal que n > 3, y sea q, €l filtro de curvatura
normalizado. Entonces para X € R" se define la parte de curvatura
como

X, =< X,¢, >qn, €R". (2.61)

Con la parte de curvatura, podemos hacer una definiciéon andloga a la
que se hizo con los filtros promedio y pendiente, la cual es la de obtener
la parte cuadratica de una senal.
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Definicién 2.30. Sea n € N tal que n > 3, y sea X € R". Definimos la
parte cuadrdtica de X (X uqq) como

Xewad = Xaf + Xq = Xpr + X+ Xq- (262)

La parte cuadratica, asi como la parte afin, pueden verse como aproxi-
maciones de tipo Taylor, pero netamente discretas, de segundo y primer
orden, respectivamente. Sin embargo, esta afirmacién debe complemen-
tarse con el comentario siguiente: en los desarrollos de Taylor, no se
asume ningun tipo de ortogonalidad, mientras que en este caso discreto
si se impone la condicién de ortogonalidad entre las aproximaciones de
distinto orden. Esta ultima condiciéon es importante desde el punto de
vista de las aplicaciones, ya que facilita los calculos de coeficientes de
aproximaciones.

Con la definicién anterior podemos extraer informacién que nos es de
interés de una senal (en particular, su parte cuadrética).

Teorema 2.31. Sean A\, u,v € R, n € N conn > 3, y sea C =
(Cr)k=12.. n € R" una senal cuadrdtica, es decir

Co =M+ pk+v (1< k<n), (2.63)

entonces se tiene que
Cevaa = C. (2.64)

Es decir, la parte cuadrdtica de una senal cuadrdtica es, precisamente,
la misma senal cuadrdtica.

Demostracion. Por la definicion 2.30, tenemos que la parte cuadratica
de una senal esta conformada por la suma de sus partes promedio, lineal
y curvatura, por lo que calcularemos éstas por separado y al final las
sumaremos.

= Parte promedio.- Sabemos por la definicién 2.3 que
Cpr,k =< C,x, > Xn,k (1 <k< n) (265)
Con esto, y por la proposicion A.1 obtenemos lo siguiente:

Opr,k =< Ca Xn > Xn,k

= [Z(Alf + pk +v) 7

_l[/\<2n +3n%+n

n

1
\/ﬁ

[)\ikz—i—uik—lﬂw
k=1 k=1

) .

+ S|
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De esta forma tenemos la parte promedio para la senal C'.

2n?>+3n+1 n—+1
e (1)

= Parte lineal.- De la definicion 2.10, tenemos que

) +v (1<k<n). (2.66)

Of,k =< C, L, > En,k (1 <k< n)
Por la proposiciéon B.4 tenemos que

1 /n3—n
< Cl, >=—
’ 2 3

(Mn+1) + p).

Con esto, la parte lineal de nuestra senal cuadratica tiene la si-
guiente forma.

CM:(% ”3;”(A(n+1)+u)>( n33_n(2k—n—1)>

:%()\(n+1)+u)(2k—n—1) (1<k<n).

Por lo tanto para £ = 1,2,--- ,n la parte lineal de una senal
cuadratica esta dada por

Cor = |(n+1)k - (”;1)2] +u(k—n;1>. (2.67)

= Parte de curvatura.- De la definicion 2.29, tenemos que la parte
de curvatura de nuestra senal cuadratica se obtiene por la siguiente
expresion.

Cq,k =<< C, qn > Qnk (1 <k< TL) (268)

Por la proposicion B.5, tenemos que

1
< C,gn >=

=3 A(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2), (2.69)

donde

o V5 >
= st N0 Dat D1 2]
(2.70)
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Mejor ain, tenemos también que

< C,qn >=||qnl| M (2.71)
Asi, C, viene dada por
C1q,k: =< O; qn > dnk = ||Z]\n|| A |TI§’€|| = /q\n,k)‘ (k = 1727 e an)'
(2.72)
Por lo tanto
n? n 5 1 ~
Cq,k:A E—Fg—nk—i—k} —]{?—Fg z)\qn,k. (273)

De esta forma, podemos calcular la parte cuadratica de C' sumando las
ecuaciones 2.66, 2.67 y 2.73.

Ccuad,k - Cpr,k + Cf,k + Cq,k
[ <2n2+3n+1) <n+1) }
S P [ e L N Y ey
6 2
2
+[A[(n+1)k——(nzl)1+u<k—n;1>}

n? n 1
M —+——nk+ Kk —k+ = )
+[ (6+2 ok + +3)]

De aqui, podemos observar que tanto pk como v se han recuperado, por
lo que solo falta ver que también se recupera a A\k?. Sumando los términos
que tengan A de la expresion anterior veremos el resultado.

2n? 1 1)2 2 1
Y {(m)+(n+1)k_m_‘_n_+ﬁ_nk+k2_k+_

6 2 6 2 3
2n+3n+1-3n>—6n—-3+n*+3n+2
= + k
6
=\
Por lo tanto, para k =1,2,3,--- ,n, se concluye que
Covady = N> + pk +v = C. (2.74)
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De la ecuacion B.5 y el resultado anterior se obtiene una conclusion
interesante: Supongamos que tenemos una senal cuadratica dada C' € R™
de la cual se desconocen los parametros (A, u, v) que la definen, pero se
conoce el producto punto con el filtro de curvatura g,. Entonces por la
ecuacion B.5 se tiene que

)= < C’Aq" >
1G]
6v/5
= < C,q, >
\/(n —2)(n—1D)n(n+1)(n+2)
= 65 < C, n >,

donde ¢ estd dado por la ecuacién 2.70. Este calculo se puede hacer
con una senal cualquiera X € R" y de este modo obtener una especie
de medida de la curvatura de la senal. Por tanto, hacemos la siguiente
definicion.

Definicién 2.32. Sea X € R"™ una senal dada. Entonces se define su
curvatura generalizada como:

AMX)=6¢ <C,q, > . (2.75)

Ejemplo 2.33. En el ejemplo 2.17, vimos como es que podemos usar
la ecuacion de la definicion 2.14 para obtener la pendiente de una senal
cualquiera, por lo que ahora haremos un estudio andlogo para una senal
cuadrdtica. Sea n =100 y S € R™ una senal cuadrdtica tal que: S(k) =
%, entonces por la definicion 2.32 se tiene que \(S) = 1—8’0 =0.03.
Perturbamos la senal con cierto nivel de ruido y llamamos a ésta nueva
senal S'. Al calcular la curvatura de S y S" vemos que obtenemos resul-
tados parecidos al ejemplo 2.17, es decir, podemos obtener una especie
de medida para la curvatura de una senal, aun con influencia de ruido.
Ademas, notemos que al calcular de la pendiente de la senal S tenemos
que ésta también se ve afectada por el ruido, por lo que de nuevo hay
que recalcar el hecho de que a mayor nivel de ruido, menor precision en
nuestra definicion (ver figura 2.3).

Dada una senal cualquiera X € R", podemos obtener una forma de
calcular su parte cuadrética. Este resultado se resume en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.34. Paran € N conn > 3, sea X = (x1,x9,++ ,x,) €
R™ una senal cualquiera, y también sean
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Senal original (ruido = 0.000) Senal ruidosa (ruide = 25.000) Senal ruidosa (ruido = 5.000)
350 ‘ T T T T 300 ‘ T T T T 300 [

Pendiente = 3.050000,
Curvatura = 0.030000

300 [

Cruvatura = 0.027324
250 8 250

Curvatura = 0.029484

‘ Pendiente = 3.060677

’ Pendiente = 3.053430

250 - 200 - J 200

200 [

150 - 8 150 -

150

100 * 100

100 -

50 - § 50 |

50 -

-50

0 I I . . I I I . 50 I I I I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 2.3: Calculo de la pendiente y curvatura de la senal S(k) =
M, con distintos niveles de ruido.

100
A:Zxk , B:kak Y C:Zk%k.
k=1 k=1 k=1
Entonces para k =1,2,--- ,n se tiene que
30 6C 6B 1\?
Xcuadk = — + A k — nt
’ mn—=2)(n—1)n \(n+1)(n+2) n+2 2

+(n—61)n (n2fl_A) (k’_n;l)

1
' (2<“ ~2n(n + 2)) (=30C +30(n +1)B = 3(n +2)(n +3) ).

Demostracion. Calculamos primero las componentes de la parte curva-
tura de la senal X, la cual viene dada por

Xq:<X7Qn> dn,k (]{3:1,2,-",71).

De la proposicion 2.22 ecuacion 2.50, la ecuaciéon 2.58, y la ecuacion 2.70,

tenemos que
1\*> n*-1
qn,k:§<6(k—”; ) —”2 ) (2.76)
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De esta forma, con estas ecuaciones podemos calcular las componentes
de la parte curvatura de X.

n

<X,y >=) (§(n”+3n+2+6(k* — nk — k)))
k=1

= gi[(# + 3n + 2)p + 624 (k* — k(n +1))]

k=1
=¢[(n*+3n+2)A+6(C — (n+1)B)].

Asi, para k=1,2,--- ,n tenemos que:

Xq,k - £2<(n2—|—3n—|—2)A—|—6(C’_(n+1)B>> (6 (/{J B n _2|_ 1)2 B n22_ 1) |

Notemos que aparece el término (k — "“) por lo que buscamos hacer
aparecer éste en la parte afin. Por la proposicion 2.15 tenemos que

Xafh = <

+

6(2B — (n +1)A) 2A(2n +1) — 6B
" ( >)k (n—L)n

(
E(ﬁ(i (n+ 1);)1)) <n;1>

6E(QB (n+ 1)A)> (n+ 1)

n n(n+1) 2

_ (6(2B - (n+1)A) n+l
(e e ) (=57
2420 +1) = 6B 3(2B — (n +1)4)
(n—1)n (n—1)n

(S (-25) 4
- (n—61)n <n2f1_A) (k_n;rl)JF%

Por lo tanto, las componentes de la parte de curvatura estan dadas
por




52 Desarrollo de Filtros

Xcuad,k = Xaf,k + Xq,k

~30(6C — 6(n+1)B+ (n+1)(n+2)A) <k o+ 1>2
B (n—2)(n—1n(n+1)(n+2) 2

+(nfnn<jf1_A)(k_n;1)

L 5
(n —2)n(n +2) {(n —2)(n+2)A— 5(60 —6(n+1)B+ (n+1)(n+ 2)A)}

- (n—2)3(?7,—1)n <(n+16)((jn+2) _n652+’4) (k_n;1)2

*(nfnn(ff1_A)<k_n;1>

1
: (2<” —2)n(n+ 2)) (=30C +30(n + 1)B — 3(n + 2)(n +3)A).

_|_

2.4.2. Sobre la definicion de los filtros de curvatura

En el proceso de definiciéon de los vectores g, se hicieron algunas
elecciones que pueden parecer arbitrarias, como el polinomio p(z) = 2?2,
los intervalos de longitud 1, etc. En consecuencia, una pregunta legitima

es la siguiente:

i Los resultados seran los mismos si se cambia el intervalo de
integracion, o la longitud de los intervalos, o incluso el
polinomio cuadratico?

Para contestar esta pregunta, debemos hacer ciertas generalizaciones
con respecto a nuestros cédlculos anteriores. En primer lugar, pudimos
tomar cualquier polinomio cuadratico, es decir, de la forma p(z) = ax?®+
Bx+y,con a, B,y € Ry a # 0. Asi mismo, en vez de escoger el intervalo
[—n/2,n/2], podemos escoger un intervalo genérico con extremo izquierdo
igual a 6 € R. Ademads, podemos dividir este intervalo en n € N (n > 3)
subintervalos de longitud € > 0, con € € R. Asi, los intervalos quedan de
la forma:

6 +e(k—1),0+2k] (1<k<n). (2.77)
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Ya con estos cambios, podemos dar una definicién generalizada de
Pn. Sean «, 3,7,0,¢ € R, con a # 0y ¢ > 0. Entonces se define a
pgﬁﬂv%&&) = (ps‘iﬁ’%‘s’a)’pq(;j“f’%‘if) e 7pn‘f‘f’%6’a)) € R™ con respecto a los

parametros «, 3,7, d, & como

o+ek
Pglaiéﬁ’%é’a) — / (az® + Br+y)dr (1<k<n). (2.78)
' o+e(k—1)

Con esto, podemos generalizar a nuestros filtros de curvatura, pues
basta considerar ahora a los parametros que lo definen. Por lo tanto,
haremos una generalizaciéon a la definicion hecha en 2.20 la cual es la
siguiente:

Definicién 2.35. Sea p'™*7%9) con los pardmetros indicados. Entonces

se define a @(f’ﬂ’w’é’e) € R™ con parametros («, 3,7, 9d,€) como:
Wy 757 — 757 767 i) 767
aflaﬁv 6)_@?"1 v 8)’... 7%0;{37 a))GR”,

donde para k =1,2,--- ,n se define

b b} 767 b} b ’67 6 6
afl?zkﬁv ) _ pflofkﬁv e) < pgla,ﬂ,% ’E)7Xn > Xnh— < pgla,ﬁm ’5),€n > Uy g

Bajo estas definiciones, el trabajo visto anteriormente fue hecho con-
siderando ciertos valores para «, 3,7, d, . Por tanto, haremos la siguiente
definicion.

Definicién 2.36. Se dice que ¢, € R™ estd en su forma canonica si los
parametros que definen a p, € R" son:

a:1,5:7:0,5:—g,5:1.
Es decir, la forma candnica estd dada por
—n 4k
pop Y = / ?dr (1 <k<n). (2.79)
k-1

Como se puede observar, el trabajo hecho sobre los filtros de curvatura
fue considerando la forma candnica de estos. Es por eso que enunciaremos
los siguientes resultados, los cuales ilustran que no importan los valores
que se elijan, el resultado se reduce (salvo un signo) al caso canénico.
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Teorema 2.37. Sean «a, 3,7,0,e ER; a#0,e>0yn €N conn > 3.

Entonces para k =1,2,--- ,n se cumple que
a,B,7y,0 «,0,0,0
Qi = a5, (2.:80)

Es decir, podemos eliminar las partes lineal y constante del polinomio,
y nuestros resultados serdn los mismos.

Demostracion. Primero, notemos que:

5, o+cek
pﬁla,f 10,) / (az? + B + v)dx
S+e(k—1)

6+ek 0+cek
azidr + / (Bx + v)dx
5

S+e(k—1) +e(k—1)
_ (@,0,0,6,¢) (0,8,7,8,¢)
- pn k + pn,k .
2 De aqui, tenemos lo siguiente.
b 75 b 76
aflakﬁv e _ pfl kﬁv ) _ p(a B,7,6,€) Xn > Xok— < pgla,ﬁm(ie) > L

(p(OékO 0 6 E) + p(o}f’fﬁda)) —_

(e,0,0,6,¢) (0,8,7,9,¢)

(< py Xn > Xnk T < Dy s Xn > Xnk) —
(< pl0009) 0 >l g4 < plOPI0) 0> 0, 0)

_ (pilo’z];0,0,J,E) - < p(a0065) X > Xnk — < p(a,0,0,é,s) gn > gn,k ) +
(P70 — < pOBI0D >y — < PP 0> 0,0

@(hbakOO(Ss) + 3 /\(06'\/55) (1§k§n)

Por tanto, lo que resta por hacer es demostrar que anokﬁ 0e) 0, es decir,
que

pT(lO,ﬁ;y,&,s) p;r,ﬁ Y50,€) + p(o By1:0,e) . (0,8,7,9, 5)

In afmn

Para ello, veamos lo siguiente. Si 1 < k < n entonces:

2Aunque el caso a = 0 no estd incluido, usaremos la misma notacién por conve-
niencia.
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(0.87.6) O+ek
pOipse) — / (Bx + v)dz
o0+e(k—1)

22 o+ek
- {67 * W}
o+e(k—1)

:M+7(5+5k)_

B((5+5(2k—1))2 Gtk —1))

2
= B+ k)~ e

2
= (B)k + <,655 +ve — %) .
Es decir ,
P 0D = (Be?)k + (665 + e — 575) . (2.81)
Esto demuestra que con estos parametros, pi**"*) es una sefial affn. Por

la proposicién 2.12 se obtiene el resultado.

Con el teorema 2.37, podemos eliminar los parametros (3,7 y seguir
conservando los mismos resultados. Asi, por conveniencia de ahora en
adelante usaremos la siguiente notacion:

ade) _ a,B,7,0e
glese) = gl ), (2.82)

El siguiente teorema nos muestra que la independencia también se da

con respecto a los demas parametros.

Teorema 2.38. Bajo las mismas condiciones que el teorema 2.37, se
cumple que

o9 = o 3G, (2.83)
Demostracion. En primer lugar, es facil ver que por linealidad se cum-
1 ~Na,de) ~N1,6¢) D d d . -
ple que g, ;" = «aq,; . De este modo a se puede sacar sin ningun
problema. En efecto, para 1 < k < n:
o+ek o+ek
pfﬁl’f’e) — / ar’dr = o / ridx = apg;f’s).

o+e(k—1) o+e(k—1)

También se cumple que:
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,d,e 1 = 1,0, — e
:i p(k)_an pgk)—ap(”)

k= k=1

2—97(10475,8)

Ahora veremos que no depende de los parametros ¢ y €. Hagamos el
siguiente cambio de variable

rT—0 n T 0 n
_ =TI Z). 2.84
€ 2 ¢ (5+2> (284)

Con este cambio de variable obtenemos lo siguiente:

t =

6 n ne
r=c|t+-+=|=ct+0+ —,
e 2 2

dx = edt,

Los limites de integracion bajo este cambio son, precisamente, —3 +

1 58)

k—1y —%+k, por lo que p, ;™ se puede reescribir como

5+€k) *%+k‘ c 2
Pglfs) = / r’dr = / <5t +0+ n_) edt
’ S+e(k—1) —24k-1 2

“otk ne ne\ 2
242
= 2 —_— —
/_g+k-1<€t+€t<5+2>+(5+2>)5dt
— D4k 9
:/ ’ {3t2+52t(25+6n)+6<6+5—n) }dt
+k—-1 2

nq
27

0,6,0,—2,1
>+p1(%k¢w 5 )7

(3
n,k
donde ¢ =e?(26 +en) y p =€ (0 + %)2

Procediendo como en la demostracion del teorema 2.37, obtenemos
/\(16&‘) /\(5»72 ) /\(07¢) 1/’:*%71)

que ¢n = Qn + an . Usando la proposicion 2.12 se puede
comprobar que §£L Sl = 0, esto por ser psl =) una senal afin.
Con todo esto, se tiene que
Afzc,vlf’g) = Aleifa) = Afjk_i V= =ac 37(111; B )- (2.85)

Finalmente hemos probado que el filtro de curvatura no depende de
los parametros que se tomen para el polinomio y sus intervalos, solo
queda normalizar los filtros para asociar estos resultados con el trabajo
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realizado en el caso candnico. Sean «, 8,7,0,e E R;a#0,e >0yn €N
con n > 3, definimos

(wpovaey _ v (@Bi6e)
«,0,7,0,&) __ n P «,0,7,0,€ n
Qn - ”@(.LO(’B’%&E)H - (qn’k >k:172,---,n € R . (286)

En los teoremas anteriores podemos ver que los filtros de curvatura
@(f"*’s) se diferencian del caso candnico con respecto a los valores que
toman a y €. Sin embargo, en el desarrollo de los filtros se usé su forma
normalizada, por lo tanto se busca normalizar a los filtros g, respecto a
los parametros mencionados. Al normalizar, veremos que la dependencia
respecto a estos parametros desaparece, esto se da como un resultado

inmediato al teorema 2.38.

Corolario 2.39. Sean «, 3,7,0,¢ € R; a # OS e>0yneNconn>3.
Los filtros de curvatura normalizados ¢\ € R™, no dependen de los
pardmetros que se le asignen a excepcion del signo de o. Es decir:

Gn St > 0.
gLeProe) = (2.87)
—qn St a<0.

Demostracion. Por el teorema 2.37 y el teorema 2.38 tenemos que

g(eB188) _ qerats - qeotta e’y -2,
" [ I (e I e [ e

(2.88)

Lo que nos dice el teorema anterior es que el filtro de curvatura nor-
malizado s6lamente se diferencia del caso candnico por el signo que llegue
a tomar « en los parametros que se le asignen. Asi queda probado que no
importa los valores que se le asignen a dichos parametros, pues se llega
al mismo resultado.



Capitulo 3

Coeficientes promedio,
pendiente y curvatura

3.1. Definicion de los coeficientes prome-
dio, pendiente y de curvatura.

En el capitulo anterior se introdujeron los filtros promedio, pendiente
y de curvatura. Estos filtros son vectores en R", donde su orden es n € N.
Por tanto, en principio nos sirven para analizar senales de longitud n. Sin
embargo, dada la sefial S € R” de tamafnio L € N, estamos interesados
en analizar con ayuda de los filtros promedio, pendiente y curvatura
no sélo la senal completa, si no también partes de ella (es decir, ser
capaces de hacer andlisis locales en la senal). Para ello, introduciremos
una terminologia que nos permita referirnos con comodidad a distintas
partes de la senal, que llamaremos “ventanas”.

Definicién 3.1. Sean L € N, S = (s1,89,--+,5.) € RE, y n € N con
n < L. Dado k € N se define la k-ésima ventana de S de longitud
n como Sigue:

» Sin esimpar y M5 <k < L— 25

» Sinespary sy <k<L-—3%:

Slnk = (Sktp)u=-211...2 € R". (32)

De la definicién anterior, podemos ver que una ventana es una porcion
de senal de longitud n centrada (teniendo en cuenta la paridad de n) en

58
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1 2 3 4 k L-2[-1L
< — ~" - >
n nodos
(Sln,x)

Figura 3.1: Ilustracion de una ventana de longitud n centrada en el nodo
k

el mismo nodo k — ésimo nodo, y contenida completamente en la senal.
Es por esto que las ventanas no estan definidas para todos los nodos de
la senal, sino para algunos k en posiciones centrales, dependiendo de n.
Podemos ver que a medida que k aumenta, la ventana recorre la senal.

T L=10;n=3.

. L=10;n=4
k:'1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
—_—

— k: 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10

) _ —
Y —_—
Sl 2 3 4 5 6 T 8 9 00
| —
St 2 3 45 6 7 8
(a) Caso n impar (b) Caso n par

Figura 3.2: Ejemplos de ventanas para n par e impar. (L = 10,n = 3,4)

Nota 3.2. Dependiendo de la paridad de n, el nodo k puede estar exac-
tamente en el centro de la ventana (caso impar) o en uno de los nodos
centrales (caso par). Por convenio, se elige al nodo izquierdo de los dos
nodos centrales en el caso par. Logicamente, como se puede observar en

la figura 3.2, el numero de ventanas posibles a formar menor al nimero
de nodos de la senal.

Ahora, nos interesa ver qué ocurre con la senal de forma “local”, es
decir, cémo se comporta alrededor de un nodo dado, en una ventana
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concreta. Es aqui donde aplicamos los filtros desarrollados en el capitulo
anterior. De esta forma, haremos las siguientes definiciones.

Definicién 3.3. Sean L € N, S € RY yn € N con n < L. Considere
Slnk, es decir, la k-ésima ventana de longitud n de la senal, para k en
el rango indicado por n. Entonces se define el k-ésimo coeficiente

promedio de orden n, C°, de S como:

Co(8) =< Sluk s Xn > - (3.3)

De la definicién anterior, observamos que el coeficiente promedio esta
definido en términos de la ventana y el orden del filtro (o sea, n). Con
su ayuda, podemos obtener el promedio “local” de la senal alrededor del
nodo k.

Definicién 3.4. Sean L € N, S € R yn € N con 2 < n < L. Considere
Slnk, es decir, la k-ésima ventana de longitud n de la senal para k en
el rango indicado por n, entonces se define el k-ésitmo coeficiente

pendiente de orden n, C), de S como:

Crgo(S) =< Sl s bn > . (3.4)

El coeficiente pendiente nos da informacion sobre la tendencia general
(ascendente ¢ descendente) de la ventana.

Definicién 3.5. Sean L € N, S € Rl yn € N con 3 < n < L. Considere
Slnk, es decir, la k-ésima ventana de longitud n de la senal para k en
el rango indicado por n, entonces se define el k-éstmo coeficiente de

curvatura de orden n, C%, de S como:

C24(S) =< Sluk s qn > - (3.5)

Los coeficientes de curvatura nos dan informacién sobre como y cuanto
(convexidad y concavidad) se curva la ventana.

Para comparar distintas partes de la senal, es conveniente normalizar
por el tamano de la ventana. Para ello, hacemos las siguientes definicio-
nes.

Definicién 3.6. Sean L,n € N conn < L y una senal S = (s1, 82, ,51) €
R”.
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s Para k € N con k < n en el rango correspondiente definido por n,
se define el k — ésimo coeficiente promedio normalizado de
orden n como:

~ CY () .
0 (S) = Tshal 1Skl # 0. .
| 0 i ||Sll = 0

s Parak € N con2 < k <n en el rango correspondiente definido por
n, se define el k — ésimo coeficiente pendiente normalizado
de orden n como:

cl () .
G (8) = { Tt 5t ISkl # 0. .
| 0 i ||Sll = 0

= Parak € N con3 < k <n en el rango correspondiente definido por
n, se define el k—ésimo coeficiente de curvatura normalizado
de orden n como:

c2 ,.(S) .
&2, (8) = Tt 5t [Slnill # 0. .
| 0 si |[Slusll = 0.

3.2. Sobre el significado de los coeficientes
promedio, pendiente y de curvatura.

La idea detras de las definiciones anteriores es la de obtener criterios
en el caso discreto (es decir, para vectores en R™) similares (de alguna
forma) a los de la primer y segunda derivada en el caso continuo. Dada
una funcién f € C%(I) en un intervalo I C R, estos criterios dicen que
es creciente en [ si su derivada es positiva en I, y que es decreciente en
I si su derivada es negativa en I. Andlogamente, f es convexa en [ si su
segunda derivada es positiva en I, y f es céncava si su segunda derivada
es negativa en [.

Ademas, aparte del signo, el tamano de la primer y segunda derivada
(en valor absoluto) nos dan informacién acerca del crecimiento (pendien-
te) y curvatura (mayor o menor convexidad / concavidad) de la funcién.

El problema aqui es que no se trabaja con funciones, sino con senales
discretas (vistas como vectores en R™), por lo que no se tiene el con-
cepto de derivada. Es por esto que buscamos desarrollar herramientas
semejantes, en el sentido de que cumplan un papel andlogo en el caso
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discreto. Para ello, hacemos uso de los coeficientes promedio, pendiente
y de curvatura, junto con sus versiones normalizadas.

La idea es la siguiente: para tratar de describir el crecimiento / de-
crecimiento y convexidad/concavidad de la ventana (es decir, de la senal
en un periodo determinado), buscamos averiguar qué tan parecida es la
ventana a nuestros filtros.

Imaginemos que la ventana es un multiplo de algin filtro: hacemos
v = AF! para A\ € R, donde se define

Xn parai =0,
F, =<4, parai=1,
qn para i =2.
Entonces:
<, F, >=< \F,,F, >= X <F, F, >= A\

De esta forma, si A > 0 tenemos que v ~ F! en el mismo sentido, mientras
que si A < 0, se tiene que v ~ F? en sentido opuesto. Ademads, |A| nos
dice la proporcién que tiene el filtro F?, en la senal.

Podemos ver si la senal es “parecida” a uno de los filtros, pero para
ello es necesario ver el efecto o proporcién que tienen los filtros restantes
en ella. Esto se puede ver como sigue.

Sean € Ny sea {u;};—12.., una base ortonormal de R". Para cada
J (1 <j < n) definimos V; = span(u;). Entonces para todo x € R" — {0}
su proyeccion ortogonal sobre V; es

Pix =< x,u; > u,

con
[Pyl = <@, u; > 1.

Por ser {u}j—12.. » base ortonormal, se tiene que

n n
a:zg <$,Uj>Uj:E Pix.
j=1 j=1

La identidad de Parseval (ver apéndice A.2) nos dice que

n

n
Izl =1 <zuy > P =) [Pl
j=1

j=1
Ahora, fijemos a un k con 1 < k < n. Denotamos

Wy = Vit = span{u; : j #k}.
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Con esto, definimos y = x — Px, es decir, y serd el vector x menos su
proyeccion con uy. Es ficil ver que y = Py, x, pues

n
y::L‘—ka:Z < T, up > uj— < T, U > U :Z <wz,u; >u; = Py,x.
j=1 J#k

Asi, tenemos lo siguiente

ol =) 1 < zu; > 2.

7k
De este modo
Iz]|* =yl + |1Pez]® = gl + | < 2z, u > .
Entonces

|zl =1 < zyue > P =yl =) | <zu > P
J#k

Ahora, siz & Vi, ||z||> — | < z,ux > | = ||y||* = || Pw,z||* > 0, y se tiene

Zj;ék| < T, u; > ’2

=1.
[z]|? = | < =, up > |2
Sea £ con 1 < ¢ <n, {# k. Entonces
| < ,up > |? :1_Zj¢k,z\<f€auj>|2 (3.9)
[z]|? = | < o, up > |2 [2|> = | < @up > 2 '

Podemos obtener este resultado en términos de los espacios y sus
proyecciones ortogonales. Tenemos que

Py,x =< x,u; > uy,
ademds, note que por ser {u;} base ortonormal, se tiene que
Wi "Wy = span{u; : j # k,l},

luego
PwkaﬂC = Z < Z,u; > uj
JFkL
y de aqui
HPWkﬂWex”Q = Z | < T uj > 2
J#k L
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Entonces ) 5
| < x,up > | B | Pwnw, |

o)l = | <@ue > 2 Pw, >

Lo que a su vez significa que:

Py,xz|]? P 2
l]l* = [ P ] [P

De las ecuaciones 3.9 y 3.10, se puede analizar una proyeccién es-
pecifica de la senal x por medio de las deméds proyecciones que forman
los vectores restantes en la base {u;}. Esto es de utilidad en nuestro tra-
bajo, pues los vectores que nos interesan son los formados por la base
B = {Xn,n, qn}, que se puede completar con vectores u; (i =1,...,n—3)
hasta obtener una base ortonormal de R"™. Bajo este supuesto, la identi-
dad de Parseval puede interpretarse de la siguiente forma:

n—3
||x||2:|<x,xn>|2+|<x,€n>|2+|<x,qn>|2+2|<x,uk> 2
k=1

n—3
= |Co(@)]” + [Ca(@)]” + 1Ch (@) + > | < wyue > 7
Lo cual a su vez implica que:

2
1= |CO)2 + |CL )2 + |C2(x) |2+Z<|<“’“>’). (3.11)

Pondremos atencién a estas ecuaciones mas adelante.

Note que si @ € Vj, entonces || Py z||> = 0. De esta forma, si u, =
Xn,n O qn, se obtienen los coeficientes promedio, pendiente y de curva-
tura normalizados en la ecuacion 3.9 segin sea el caso.

Ademas, si x € V, + V}, podemos quitar a x la proporcién del vector
uy. Esto es muy 1til si, por ejemplo, = es una senal afin (digamos z; =
Bk+~,k=1,2,---,n). Podemos quitarle la proporcién que tiene x con
respecto x,, v asi trabajar inicamente con la proyeccion de x con ¢,,. Esto
también se puede ver si x es una sefial cuadrética xj, = ak?+ 8k ++. De
lo anterior, podemos definir las siguientes expresiones:

<z bu>|? (G
2] = | <zx > (1P lzl* = [|CR ()2

D, = (3.12)
En esta expresion, estamos extrayendo la proporcion de x con respecto
a X, v de cierta forma, estamos analizando si z es parecida a ¢,. Analo-
gamente, definimos
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oo l<ma>lP _ C@P

[zll* =l <zxn > 17 llzl* = [|CR(2) [
En este caso, si suponemos que la senal se comporta de forma cuadratica,
podemos quitarle la proporcién que tiene esta con respecto a y,, (o incluso
¢,,). Asi, podemos ver si la sefial se comporta como una combinacién lineal
de £, 0 Xn, con g, (es decir, de la forma ak?® +~ o ak? + Sk).

Podemos adaptar las expresiones obtenidas de D; y D, para usar
los filtros normalizados. Esto se logra al dividir entre la norma de z (al
cuadrado) el dividendo y divisor. Asi

(3.13)

1 2 2 2
N (oGO G 5 P
1 —[|CR()]]? L —[|CR()]]?

De lo anterior, vemos que solo hemos quitado la proporciéon con res-
pecto a uno de los filtros, pero puede ser interesante que se le quiten otras
proporciones mas. Esto seria de utilidad en el caso de una senal cuadrati-
ca, en la cual intervienen sus partes promedio y lineal. Notemos que se
puede hacer el mismo procedimiento anterior, pero esta vez quitando dos
vectores de la base.

Ahora fijamos p,v con 1 < p,v < ny p # v. Definimos z = © —
Pyx — P,x. Es facil ver que z = Py, ~w,z. Se tiene

2P = > [ <zu; >

JFuY
Asi,
Izl = [[2)1* + 1Pzl + |1 Poal® = 112017 + | < 2w > P+ ] < 20, > 7.
Entonces

lzl® = | < o > P = | <zyu, > P =22 = Y | <au; >
JFmY
Siz ¢ Vo+V,, [[z]P =] < zu, > = | < zyu, > > = |2 =
| Pw,.cw, x| > 0 (usamos que W, N W, = (V, + V,)*), y se tiene

Zj;éu,l/| < .I',Uj > |2

=1.
[z)? = [ <zyu > P = [ <zyu, > 2
Sea ¢ con 1 < ¢ <n, {# pu,v. Entonces
| <z, up > |? . Zj;ép,y,f‘ < x,u; > |?
[z)* = [ <zue > P = [ <zyu, > 2 [z = | < @u, > 2 = | <zyu, > |2

(3.15)
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También podemos expresar esta expresion en términos de los espacios y
sus proyecciones ortogonales,

Pyx =<xz,us > uy,

W, W, N W, = spanf{u; : j # p,v,(},

luego
Pw,.aw,ow, T = Z < muy >y
JFuVL
y
HPW;ﬁWuﬂWéxH2 = Z | < Z,u; > 2.
JF#mV,L
Entonces
| <zu > _ 1 _ 1Pwow,cwel”
2] = | <@ u, > P = | <zu, > | Pw,.w, ]2
Lo que a su vez significa que
| Py Bl
]| = N Py, || — || P, z|]? | Py, 2|2

Asi, tenemos un resultado andlogo al obtenido en 3.9 y 3.10, pero esta
vez hemos extraido dos vectores, lo cual hace de cierta forma mas exacto
el ver cémo se comporta la proyeccién de un vector en especifico de la
base en nuestra senal.

Aqui nos interesa sustraer las proyecciones promedio y pendiente de
dicha senal, y asi ver solo la parte de curvatura en esta. Por tanto, defi-
nimos la siguiente expresion

| < z,q, > ?

D5 = )
’ ||ZL’||2—|<ZL‘,X”> |2_|<x7£n> |2

(3.17)

Esta cantidad nos dice si una senal se asemeja a otra de forma cuadratica
sin sus partes promedio y lineal. Del mismo modo que en D; y Ds,
podemos expresar a D3 en términos de los coeficientes y sus versiones
normalizadas (esto ultimo al dividir por la norma al cuadrado de x). Asi
tenemos que

DS _ |CZ‘2 — |CZ|2 (3 18)

2 _ (012 _ |(1)2 A A2 :
]2 = [Co)? = |Cal? 1 —|C0)2 — |CLJ2

En las expresiones 3.9 y 3.15, los criterios que se establecen de ellas
se cumplen si su lado derecho es cercano a uno, es decir, si Dy, Dy y
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D3 ~ 1. Esto implica a su vez que la proporcion de los demas vectores
en la base es minima en la senal. Es decir, a partir de estas expresiones,
también podemos analizar la influencia de los demaés vectores en la senal.

Si tenemos que D;, Dy, D3 son muy pequenos, entonces los demés
vectores u; estan teniendo mayor participaciéon en el comportamiento de
la sefial. Sin embargo, se puede incrementar el orden n de los filtros (y
por ende, el nimero de vectores en {u;}) para tener un mayor panorama
de la senal, y de esta forma, ver si la senal se comporta como uno de
los filtros al aumentar mas puntos en la ventana de la senal. Esto es
util cuando se tienen senales de longitud n, en donde se puede obtener
ventanas de longitud m < n en la senal.

Observaciéon 3.7. Cuando n = 3, tenemos que B = {Xn, ln,qn} €S una
base ortonormal de R3, por lo que dado v € R®* —{0} podemos interpretar
a v como combinacion lineal de los filtros en 5. Con esto y la identidad
de Parseval tenemos que:

[l = 1Ca ) + ICh(0)[* + [Cr(w)]*.

Es decir, en este caso no hay necesidad de extender la base.
Ast tenemos que |C2(v)|? = ||v||* = |CO(v)]? — |CL(v)|?, por lo que:

Cav)?

= 1.
[o]I> = ICR()? = |CR(v)?

En conclusion, para el caso en que n = 3 se tiene que D3 = 1 siempre
que v no sea ortogonal a qy,.

Ejemplo 3.8. Consideremos una senal afin de longitud 100, a la cual
calcularemos sus coeficientes y cantidades Dy, Do, y D3 para distintos
ordenes de n (fig. 3.3). La primer grdfica muestra la senal, después se
muestran los coeficientes promedio, pendiente y de curvatura, al final se
muestra a Dy, Dy y D3 junto con los coeficientes normalizados elevados
al cuadrado.

Notemos que los coeficientes pendiente son positivos, esto es porque la
senal es una recta de pendiente positiva. Los coeficientes de curvatura son
cero debido a la ortogonalidad de estos a senales afines. Y los coeficientes
promedio solo reflejan si la senal es constante (de forma local), se verd
su utilidad mds adelante.

En cuanto a la tercer grdfica, tenemos que los Dy son siempre uno,
pues estos reflejan si la proyeccion de la senal con respecto a £, es pa-
recida a una recta. Pero esto es de esperarse pues nuestra senal es, en
efecto, una senal recta. Esto implica a su vez que tanto los coeficientes
de curvatura, como Dy y D3, son cero.
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—— prom nom cuny norm curviprom

pend nom pendiprom curviprom-pend

Figura 3.3: Coeficientes promedio, pendiente y curvatura, de una senal
afin para diferentes érdenes.

Note que los coeficientes promedio normalizados tienden a 1. FEsto
significa que la proporcion promedio es constante en cada ventana de la
senal, esto puede implicar que no hay alteraciones en esta y se comporta
de forma constante en cada ventana que esta posee. Los coeficientes pen-
diente normalizados tienden a cero, pero esto_es por lo anterior dicho.
Ademds, el resultado es claro si se despeja a |C3|? de la ecuacion 3.11.

Ejemplo 3.9. Consideremos ahora una senal cuadrdtica de la misma
longitud que en el ejemplo anterior. Veremos qué tal se comportan sus
coeficientes junto con sus expresiones Dy, Do y D3 para distintos ordenes
(fig. 3.4). Con los coeficientes (sin normalizar), tenemos que los de pen-
diente se portan de forma descendente, lo cual queda claro si trazamos la
recta pendiente a esta pardbola, la cual pasa de positiva a negativa. Asi
que en este caso, los C} si reflejan el incremento de la serial. El com-
portamiento de los filtros de curvatura no logra verse con claridad debido
a la escala grdfica, pero si se hace un acercamiento a estos, se puede
apreciar que tienden a ser positivos alrededor del nodo en donde se da la
convexidad. Por lo que los filtros de curvatura si reflejan esta actividad
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—— prom nom —— cunvnom - -~ cunviprom —— prom nom —— cunvnom - -~ cunviprom

pend norm pendiprom curviprom-pend pend norm pendiprom curviprom-pend

Figura 3.4: Coeficientes promedio, pendiente y curvatura, de una senal
cuadratica para diferentes érdenes.

sin ningun problema.

En cuanto a la tercer grdfica, vemos que los valores para D3 en cada
ventana son los que toman el valor de 1 esta vez, pues esto se debe a
que la grdafica es una discretizacion de la pardbola, la cual es una senal
cuadrdtica, y por el resultado expuesto en 2.31, sus partes cuadrdticas
cotnciden con la misma senal. Para los Dy, tenemos que estos son casi
uno a excepcion de un entorno del nodo en donde se da la senal donde
se da la inflexion, pues la pendiente permanece constante, es decir, no
hay cambios bruscos en esta. Para los Dy, estos son cero debido a que
en los extremos de la senal esta parece mds a una recta, sin embargo, su
valor cambia cerca del nodo de inflexion, pues aqui es donde se “curva”
la senal.

Los coeficientes normalizados, en este caso, hacen referencia al andli-
sis hecho en el ejemplo anterior, pero en este caso, el punto de interés
es, de nueva cuenta, el punto de inflexion. Para los coeficientes prome-
dio, vemos que alrededor del punto estos dejan de ser 1, esto es debido
a que los coeficientes de curvatura empiezan a adquirir valor e influyen
en el resultado (ver ecuacion 3.11). Lo mismo pasa con los coeficientes
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de pendiente, pues en este caso pasan a incrementar sus valores después
de ser cero, pues aqui la pendiente sufre cambios conforme se acerca /
aleja del nodo de inflexion. Los coeficientes de curvatura también adquie-
ren valor aqui, y es el que se refleja con los coeficientes de curvatura sin
normalizar.

Notamos que, a medida que los ordenes aumentan, las ventanas tam-
bién lo hacen, esto da mds vision de la senal, pero el comportamiento
parece ser el mismo que cuando se obtuvo de drdenes menores.

Ejemplo 3.10. Consideremos una senal formada por cinco partes. Las
primeras dos son senales afines ascendentes con distintas pendientes, la
tercera es una parte constante, y las ultimas dos son simétricas a las
primeras dos, solo que en sentido descendente (fig. 3.10). De los ejemplos
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anteriores pudimos observar dos cosas: que en las partes en donde la senal
es “recta”, podemos ver el ascenso/descenso de esta y cdmo se comporta
la pendiente de dicha senal. Y que los nodos en donde los coeficientes
brindan mucha informacion son en aquellos donde se da una especie de
inflexion.

Notemos que en drdenes pequenos, los valores para D3 son casi cero
a excepcion de un entorno de los nodos de inflexion. Lo mismo ocurre
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con los Dy y Dy, para estos ultimos sus valores pasan de 1 a 0 (pues la
senal es recta en todas partes a excepcion de estos nodos). Note también
que los D3 incrementan su valor mds rapido que los Dy, esto es porque
para los primeros se esta viendo la proporcion de curvatura que hay en
estos nodos de la senal pero sin la intervencion de las partes promedio y
pendiente, es decir, estamos capturando solo la curvatura de estos nodos.

Por dltimo, para los coeficientes normalizados, los coeficientes pro-
medio de nueva cuenta son uno en toda esta, pues la senal parece com-
portarse de forma constante, mientras que los pendiente y de curvatura
se hacen cero debido a esta actividad.

En la seccién 2.1, se hablé de la influencia del ruido en el analisis
de senales, ya que este ocasiona pérdida de informacién en la senal y
dificultad para detectar ciertas caracteristicas de interés. En los siguientes
ejemplos se analiza qué influencia trae el ruido a los coeficientes.

Ejemplo 3.11. Consideremos la senal del ejemplo 3.8, pero esta vez se
le perturba con un ruido aleatorio de intensidad minima. En la figura
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Figura 3.5: Coeficientes promedio, pendiente y de curvatura para una
senal afin con poco ruido.

(8.5) podemos ver que para ordenes pequenos los resultados de Dy, Ds,
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D3, asi como el de los coeficientes normalizados es un completo caos y es
dificil hallar los resultados que obtuvimos en 3.8. Pero a medida que se
incrementa el orden de los filtros se pueden recuperar dichos resultados.

Una observacion de interés a hacer aqui es que en este caso los co-
eficientes promedio reflejan una senal con poco ruido, esto es debido a lo
discutido en la seccion 2.1, donde se hablo que en ocasiones el ruido se
compensa al realizar el promediado. Esto da una justificacion y significa-
do a esta accion en el andlisis de senales. En el caso de los coeficientes
normalizados, estos también se ven afectados por el ruido, pero no parece
haber cambios bruscos en sus resultados comparados con los del ejemplo
sin ruido, esto porque al parecer, después de recorrer cierta parte de la
senal, el promedio se estabiliza.

Los coeficientes normalizados resultan afectados también, pues al ha-
ber muchos ascensos/descensos, los coeficientes pendiente tienen valores
muy pequenos, es decir, no nos dicen que la senal se parezca de forma
local a una recta, a pesar de que se esta tomando como base a una senal
afin. 'Y en los coeficientes de curvatura, al haber varios “puntos de infle-
xion”, estos también sufren mucha inestabilidad. Los resultados, de nueva
cuenta, se recuperan al incrementar el orden de los filtros. Ahora, de la
figura 3.6, podemos ver que los resultados se han agravado, esto es debido
a que se ha incrementado el nivel de ruido. Lo que podemos notar aqui
es que los resultados también llegan a recuperarse, pero con ordenes mds
altos que los del anterior caso.

Ejemplo 3.12. Ahora veamos qué es lo que ocurre con la senal vista en
el ejemplo 3.9 al darle ciertos niveles de ruido. Aqui vemos un comporta-
maento similar al visto en el ejemplo anterior. Para ordenes pequenos los
coeficientes y D; (i = 1,2,3) se portan de forma muy inestable y es dificil
obtener resultados de estas expresiones. Pero a medida que los drdenes
aumentan, de nueva cuenta, los resultados se recuperan (ver fig 3.8). Los
coeficientes promedio de nueva cuenta “limpian” la senal y liberan esta
de cierto ruido.

De nuevo vemos que el nodo de interés es aquel donde se da cierta
“inflexion”, y el ruido afecta de cierta forma los resultados obtenidos en la
senal sin ruido, pero estos de nueva cuenta se logran recuperar conforme
se incrementa el orden de los filtros. St aumenta el nivel del ruido en la
senal, esta se distorsiona mas y afecta de peor forma a los resultados, por
lo que de nuevo es necesario incrementar aun mds el orden para recuperar
los resultados (ver fig. 3.8).

Ejemplo 3.13. Por ultimo, consideremos la senal vista en el ejemplo
3.10. Aqui se procede de la misma forma, por lo que la senal se ha con-
taminado con ciertos niveles de ruido. Podemos ver que los resultados
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Figura 3.6: Coeficientes promedio, pendiente y de curvatura para una
senal afin con ruido considerable.

son bastante andlogos. Aqui se puede observar de nuevo que el ruido en
ordenes pequenos es muy problemdtico, y resta eficacia a los filtros. Pe-
ro a medida que se incrementa el orden, recuperamos los resultados que
obtuvimos en la senal limpia (ver fig. 3.9). El problema se da de igual
forma si se incrementa el nivel de ruido, pues a mayor ruido, se necesita
incrementar el orden de los filtros mucho mas (fig. 3.10).

De los ejemplos anteriores, pudimos observar varias cosas. La primera
es que, en efecto, los coeficientes nos dan la informacién que esperaba-
mos de la senal. La segunda es que podemos ver como se comportan las
proyecciones de los filtros en la senal y de estas obtener un andlisis mas
acertado. Y la tercera es que podemos ver qué efectos tiene el ruido en los
filtros. Es importante analizar estos efectos, pues pueden reducir efica-
cia a los filtros y su funcionamiento. Por lo que dedicaremos el siguiente
capitulo a esto.
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pendnom pendiprom curiprom-pend

Figura 3.8: Coeficientes promedio, pendiente y de curvatura para una
senal cuadratica con ruido considerable.
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Figura 3.9: Coeficientes promedio, pendiente y de curvatura para una
senal en forma de trapecio con poco ruido.
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Capitulo 4

Aplicacion de filtros al
analisis de ECG

En este capitulo, tomaremos un punto importante en la aplicacion de
los filtros que hemos desarrollado, el cual es la eleccién del orden éptimo.

Para empezar, del capitulo 3 tenemos que el orden a tomar en el
filtro depende de la naturaleza de la senal y el ruido que tenga esta.
Como queremos hallar los inicios y finales de las ondas en la senal ECG,
podemos tomar sus longitudes como referencia. Ademas, estos puntos se
caracterizan por una especie de “giro” en la senal, por lo que los filtros
de curvatura jugaran un papel importante en esta seccion.

Ahora, el orden del filtro esta relacionado con el niimero de muestras
a tomar de la senal, por lo que buscamos trabajar con las duraciones de
las ondas en nimero de muestras (ws). Como normalmente se conoce la
frecuencia de muestreo (F,) ! y la duracién aproximada de onda en mili-
segundos (w;), se puede estimar w, simplemente despejando esta variable
de la ecuacion siguiente:

1000w,
Fym — (4.1)
Wy
Es decir, que w, vendra dada por:
F -
wy ~e 2L (4.2)
1000

Podemos entonces decir que w, sera una variable importante en el
analisis de los érdenes para los filtros de curvatura. La estimacion de
wy para ciertas ondas se hace al fijar Fy y wy, por lo cual estos valores
seran importantes también. Unos valores de referencia para las ondas y

'En general, Fy est4 dado en niimeros enteros, por lo que el resultado se redondea
al entero més cercano.
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los segmentos pueden encontrarse en la tabla introducida en el capitulo
11.1.

Recordando el capitulo anterior, los filtros estan definidos para dis-
tintos ordenes menores o iguales que la longitud de la senal a la cual se
les quiere aplicar. Sin embargo, no podemos usar érdenes muy pequenos
debido a la influencia del ruido, ni tampoco demasiado grandes, porque
podemos medir informacién que no nos puede interesar (interferencia de
otras ondas). Es por esto que realizamos una simulacién para poder tener
una idea de como poder elegir dicho orden.

Nota 4.1. Las simulaciones presentadas en este capitulo fueron hechas
en equipos preparados para tareas que requieren un gran numero de ope-
raciones (que poseen una buen procesador y cantidad de memoria RAM),
por lo que se pide que si alguien busca realizar simulaciones futuras, las
realice con un equipo adecuado. De no hacerlo, puede presentar interrup-
ciones del programa o de la mdquina, o puede llevar demasiado tiempo
en realizar éstas (puede llevar hasta semanas de no realizarse adecuada-
mente).

Las simulaciones que se han hecho aqui estan basadas en las hechas
en [15]. De hecho, ahi se da una discusién y metodologia acerca de cémo
elegir el orden en los filtros de curvatura. Podemos resumir esto como
sigue:

Primero, se simula una onda P con un ancho w; fijo y altura h =
0.15mV, seguida de w; ceros (los cuales representan al segmento iso-
eléctrico que le sigue), por lo que la senal estd compuesta de 2w, mues-
tras. Aqui los valores para w, van variando entre 3 y 100.

Ahora, para cada ancho wy, se crean N, sefiales con la misma longitud,
pero cada una perturbada con un ruido aleatorio h, dado. Y para cada
senial perturbada s; (j = 1,2,---,N;), junto con cada orden n (n =
3,4, -+, 2wy — 1), se calculan los coeficientes de curvatura en los nodos
en donde éstos estén definidos (cap. 3). De esta forma, estimamos los
finales de onda seleccionando el mayor de los coeficientes, es decir, los
finales seran los nodos k = 0;, que tengan los mayores coeficientes de
curvatura en cada senal s;. 2

Los valores usados en [15] son ws, = 3,4,---,100, h = 0.15, h,, =
0.01 y Ny = 100. Aqui, hacemos un ligero cambio y aumentamos en 50
el nimero de senales a tomar, es decir, N; = 150. Con esto nuestras
muestras son mas grandes y tenemos mas datos para comparar mejor
los érdenes en los filtros. Con estos valores se obtienen las siguientes
conclusiones:

2Como se estd tratando con una onda P ascendente, se busca el mayor coeficiente
de curvatura positivo, es decir, puntos donde se dé la mayor convexidad.
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Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 136, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 00100, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0.0100,
Ancho de onda: w, = 15, Altura de onda: h = 0.1500. Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = 0.1500.

Final de onda de referencia

Final de onda de referencia

+ Final de onda de senhales ruidosas + Final de onda de senhales ruidosas

Final de onda ( o;,, )
3
Final de onda (o, , )

15 20 25 20 20 60 80 100
n (Orden del filtro) n (Orden del filtro)

(a) ws =15 (b) ws =55

Figura 4.1: Finales de onda para distintos érdenes con anchos ws = 15y
ws = 55, Fuente: [15].

= Si el orden es menor, entonces el ruido afecta mucho a los coefi-
cientes, y los filtros de curvatura no distinguen entre los giros y el
ruido.

= Para un orden moderadamente grande, los filtros de curvatura pa-
recen trabajar bien en la estimacion de los finales de onda.

= Los resultados del método para érdenes muy grandes no son auténti-
cos. Esto es debido al caracter finito de la senal.

Estos resultados se pueden corroborar en la figura 4.1.

Para saber qué orden elegir para los filtros, se toma un orden n en el
rango, y se calculan los errores que tienen los finales de onda o;, con el
final de onda de referencia, que en este caso es w,. Es decir, se calculan
los errores siguientes:

Ejm=0jn—ws| (7=1,2,---, Ny). (4.3)

De los errores ¢, se calcula su promedio y asi, obtenemos el error pro-
medio para cada orden n, es decir:

1
En = Nt Zé‘j’n . (44)

Con esto, se elige al orden éptimo en promedio n,, como el menor 3
orden para el cual g, es minimo, es decir, (g,,, < &,,Vn =3, w;).

3Al imponer que sea el menor orden, evitamos trabajar con érdenes mayores que
tengan el mismo promedio de error, lo cual es una ventaja a nivel computacional.
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Se calcula también la desviacion estdndar de los errores €, ,, para cada
orden n, es decir

Ny

i L > (ejm—en) |- (4.5)
Ny

j=1

Con esto, se define al orden 6ptimo en desviacién estandar n,,y como
el menor orden para el cual o,_, es minimo, y ademés, o,,, < 2. * El
orden en desviacion estandar nos dird cudn alejados estéan los errores de
su promedio, por lo que a menor desviacion estandar, menor dispersion.

Ademas, el orden éptimo ngy usualmente se usa con anchos de onda
muy grandes, en los cuales el orden 6ptimo n,, es “innecesariamente
grande”, lo cual no es conveniente a la hora de implementar el método.
Esto se puede ver mejor en la figura 4.2.

Por tanto, de las figuras 4.2 y 4.3 se obtiene la recomendacién de
tomar un valor para el orden de entre el 15% y el 30% del valor del
ancho de onda a la cual se le quieren aplicar.

Todo lo anterior fue hecho considerando un sélo nivel de ruido (h,, =
0.01mV), por lo que unas preguntas que surgen de manera natural son
las siguientes:

i Los resultados seran los mismos si se cambia la intensidad del
ruido?

;. Como dependen del ruido?

Para responder estas preguntas, se repite el proceso anterior, pero
esta vez variando la intensidad de ruido; desde una intensidad pequena
como para no afectar tanto la senal, hasta una intensidad que llegue a
deformar mucho ésta.

Por eso, aplicamos a la senal un ruido aleatorio que va desde 0.001mV
hasta 0.15mV, es decir, un ruido que sea igual a la altura de la onda. Los
valores de ruido a imponer esta vez son:

h, = 0.001,0.002, - - - ,0.008,0.009, 0.01,0.02, - - - ,0.14, 0.15.

Para empezar, analizamos los finales de onda que se obtienen para los
anchos de onda wg = 15 y wy = 55 descritos en la figura 4.1, junto con
un ancho de onda igual a cien muestras.

De las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 podemos ver que:

4El valor de 2 es puesto como referencia en [15], pues es aqui donde decrece nota-
blemente la varianza, y se puede tomar a un orden moderadamente menor.
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Aplicacion

de filtros al andlisis de

ECG

Longitud de onda: w,
Senhales de prueba:
Ancho de onda:

Orden optimo desviacion estandar:

50 16
2 —— Promedio de los errores 35 & Promedio de los errores &
- “_
—— Desviacion estandar de los errores 5 0 ——— Desviacion estandar de los errores 5
3 E 5 E
5 o s
25 3 = 3
H iw H
] = 5
2 & -1
E] T E]
15 2 g2 g
= £
3
k-]
Z
a

Altura de onda:
Orden optimo promedio: n, =

=5.

st

 Error de las senhales ruidosas

= 110, Frecuencia de muestreo: F, = 136,
50, Intensidad del ruido: h,, = 0.0100,

10 15 20
n (orden del filtro)

25

3

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 00100,
Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = 0.1500,
Orden optimo promedio: n,, = 11,

Orden optimo desviacion estandar: g, = 11.

« Error de las senhales ruidosas

20 60 80 100
n (orden del filtro)

(a) ws =15 (b) ws =55

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 627,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 00100,
Ancho de onda: w, = 69, Altura de onda: h = 0.1500,
Orden optimo promedio: n,, = 23,

Orden optimo desviacion estandar: n_, = 12.

Promedio de los errores 2

——— Desviacion estandar de los errores

Desviacion estandar del error ( ,,)

20 40 60 80 100 120
n (orden del filtro)

(c) ws =69

Figura 4.2: Promedio y desviacion estandar de los errores para anchos
wg = 15, w, = 55 y wy = 69. Note que en este 1ltimo el orden ngy puede
ser mejor eleccién que n,, [15].

= Para anchos pequenos, los ruidos muy bajos no parecen afectar a
los coeficientes de curvatura. De hecho, parece que no hay ninguna
diferencia con los obtenidos en la senal original, pues el ruido es
tan pequeno que no altera de forma significativa a la senal, por lo
que los finales de onda en las senales s; no estan tan alejados del
de la senal original (son casi el mismo).

= A medida que el ruido se va aumentando, los finales de onda se
van esparciendo aun mas del final de referencia, por lo que ain
para valores de w, pequenos, los finales van perdiendo exactitud,
es decir, a mayor ruido, mas probabilidad de error.

= Para anchos mayores, los ruidos muy bajos si llegan a afectar a
ordenes pequenos. Esto es debido al ancho de la ventana que se
toma en ellos (a menor ventana, menor “visién” de la senal), y por
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Longitud de onda: w, = 110, Altura de onda:

Longitud de onda: w, = 110, Altura de onda:
Senhales de prueba: lél) Intensidad del ruido:

Senhales de prueba: 130, Intensidad del ruido

Frecuencia de muestreo estimada F,

Orden optimo promedio n,,

Orden optimo desviacion estandar gy

Orden optimo
Frecuencia de muestreo estimada F,
Porcentajes
Frecuencia de muestreo estimada F,

W = w s ® w7 @ % w0
Ancho de onda Ancho de onda
(a) Ordenes 6ptimos (b) Porcentajes respecto a ancho de onda

Figura 4.3: Los érdenes 6ptimos n,, y ngq para cada ancho, y su porcen-
taje respecto a dicho ancho wg (ws = 3,4,---,100) [15].

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de mlu‘slru) F, =136, Longitud de ondn wl = 110, Frecuencia de muestreo: F = l36
Senhales de prueba: 150, Intensidad del rui 0.0100, Senhales de ntensidad
Ancho de onda: w, = 15 Altura de onda: h =0.1500. Ancho de (mda 15, Altura de unda h= 5 1500

Final de onda de referencia

Final de onda de referencia
Final de onda de senhales ruidosas

‘ + Final de onda de senhales ruidosas

Final de onda ( oj,, )
Final de onda ( oj,, )
@ 8

3

5 10 15 20 2 5 10 15 20 25
n (Orden del filtro) n (Orden del filtro)

(a) ws = 15, h, = 0.01 (b) ws =15, h,, = 0.03

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo:
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: 0,
Ancho de onda: w, = 15, Altura de onda: h = 0.1500.

Final de onda de senhales ruidosas

Foal dconda dereterencia ‘

Final de onda ( o;,, )

15
n (Orden del filtro)

(¢) wy =15, hy = 0.15

Figura 4.4: Finales de onda para un ancho de 15 muestras (ws, = 15),
pero esta vez con ruidos variados.
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Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F_ = 500, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0}!020, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0.0100,
Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = 0.1500. Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = 0.1500.

ol
920
w

ol $

3 3

£ e g

= sepsihh 2

£ st H

Final de onda ( o;,, )

20 40 80 100

60
n (Orden del filtro)

(a) wy = 55, hy, = 0.002

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F_ = 500,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 0.0500,
Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = 0.1500.

Final de onda de referencia

* Final de onda de senhales ruidosas

20 20 60 80 100
n (Orden del filtro)

(b) ws = 55, hy, = 0.01

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 0.1500,
Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = 0.1500.

Final de onda de referencia

* Final de onda de senhales ruidosas

Final de onda (0;,,)

20 40 60 80 100
n (Orden del filtro)

(¢) ws =55, h, =0.05

20 40 60 80 100
n (Orden del filtro)

(d) wy = 55, hy, = 0.15

Figura 4.5: Finales de onda para un ancho de 55 muestras (ws; = 55),

pero esta vez con ruidos variados.

tanto, los coeficientes para érdenes pequenos siguen sin distinguir
entre el ruido y los giros de la senal (atin cuando el ruido sea muy
pequeno) (fig. 4.6).

= Los finales de onda parecen concentrarse mejor en cierto rango de
ordenes para los coeficientes, pero, a medida que se va aumentan-
do el ruido, este rango aumenta. Mas aun, los finales obtenidos se
van alejando del final de referencia cuando se aumenta la intensi-
dad del ruido, atin cuando éstos estén en el rango donde parecen
concentrarse mejor.

De todo esto, podemos decir que a mayor ruido, menor exactitud
de los coeficientes. Esto complementa el andlisis hecho en [15], més en
la eleccién de los 6rdenes 6ptimos n,, y ngq. Veamos qué cambios se dan
al incrementar la intensidad del ruido.

En las figuras 4.7, 4.8 y 4.9 podemos ver que hay cambios notorios
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Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 909, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F_ = 909,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 0.0050, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 0.0100,
Ancho de onda: w, = 100, Altura de onda: h = 0.1500. Ancho de onda: w, = 100, Altura de onda: h = 0.1500.

Final de onda de referencia Final de onda de referencia

+ Final de onda de senhales ruidosas

+ Final de onda de senhales ruidosas

Final de onda ( o;,, )
Final de onda ( o;,, )

20 40 60 80 100 120 140 160 180 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n (Orden del filtro) n (Orden del filtro)

(a) ws = 100, by, = 0.005 (b) ws = 100, h,, = 0.01

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 909, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F_ = 909,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 0.0700, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h,, = 0.1500,
Ancho de onda: w, = 100, Altura de onda: h = 0.1500. Ancho de onda: w, = 100, Altura de onda: h = 0.1500.

Final de onda de referencia Final de onda de referencia

+ Final de onda de senhales ruidosas _ - * Final de onda de senhales ruidosas

de onda (o))

Final de onda (0, )

20 40 60 80 100 120 140 160 180 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n (Orden del filtro) n (Orden del filtro)

(¢) ws = 100, hy, = 0.07 (d) ws = 100, hy,, = 0.15

Figura 4.6: Finales de onda para un ancho de 100 muestras (ws = 100),
pero esta vez con ruidos variados.

a los mostrados anteriormente con un sélo nivel de ruido. Estos cambios
son los siguientes:

= Los errores de las sefiales ruidosas se van aumentando conforme se
incrementa el ruido de la senal, lo cual afecta de forma significativa
a los érdenes pequenos ya que éstos tienden a equivocarse mas con
niveles de ruido altos. Es por esta razén que los puntos (errores)
van llenando una especie de “tridngulo”.

» Los promedios de los errores (linea azul) van aumentando su valor
al aumentar el nivel del ruido. Para érdenes pequenos, el error que
se genera crece conforme se aumenta el ruido. Mas atin, el rango de
sensibilidad al nivel de ruido crece también. Esto es debido a que
a mayor ruido se requiere una mejor “visiéon” de la senal (mayor
orden).

» La desviacién estandar de los errores (linea negra) va aumentando
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Aplicaciéon de filtros al analisis de ECG

Error (&), and €, )

Longitud de ondas: w, = 110; Frecuencia de muesreo: F, = 136, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 136,
Senhales de prucba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0.0060, Senhalcs de pracha: 150, intensidad del ruido: b = 0.0100,
Ancho de onda: Altura de onda: Ancho de onda: w, = 15, Altura de onda: h = 0.1500,
Orden optimo promedio: n,, = Orden optimo promedio: n, = 5,

Orden optimo desviacion estandar: niq = 5. Orden optimo desviacion estandar: niq = 5.
08 1
«  Error de las senhales ruidosas +  Error de las senhales ruidosas 4
—— Promedio de los errores 07 % 12 Promedio de los errores =
5 35 ¢
—— Desviacion estandar de los rrores 06 & —— Desviacion estandar de los errores 5
E 5 E
5 of s
2 z ]
= L] =
- 3 <
= L £
H z g
H 5 z
E] g
= £
]
]
E H
] ]
= =

5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
n (orden del filtro) n (orden del filtro)

(a) wy = 15, hy, = 0.006 (b) wy = 15, h,, = 0.01

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 136, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 136,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 00300, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0.1500,
Ancho de onda: w_ = 15, Altura de onda: 5 Ancho de onda: w, = 15, Altura de onda: h = 1500,
Orden optimo promedio: n,, = Orden optimo promedio: n,, = 15,

Orden optimo desviacion estandar: n, = 13. Orden optimo desviacion estandar: ng = 28.

b= ....... 35 b=
z T
£ 10 e e e e e e g
£ =z s E
z H H
g Y SR s T
3 L N T T PR 3
H & H
H ToOE NN TN 2 §
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g E H

g

=

H

=

n (orden del filtro) n (orden del filtro)

(c) wy = 15, hy, = 0.03 (d) wy = 15, h, = 0.15

Figura 4.7: Errores de senales ruidosas, junto con su promedio y desvia-
cién estandar para distintos niveles de ruido (ws; = 15).

de igual forma sus valores por la misma razén que lo hace su pro-
medio. Para érdenes pequenos la dispersion de los errores respecto
a su promedio es mucho mayor conforme se aumenta el nivel del
ruido, lo cual hace mas dificil la eleccion del orden ng,. En efecto,
el detalle mas notable en este caso es que a mayor ruido, el orden
nsa €s mucho mayor que lo que se espera (més para anchos gran-
des) debido a que el valor de referencia impuesto para su definicién
no es el adecuado para niveles de ruido mayores al descrito en [15].

El detalle mas importante en las gréaficas es la localizacion de los
ordenes 6ptimos para los distintos niveles de ruido, pues al aumen-
tar los valores de los promedios y las desviaciones estandar, también
aumentan los valores de los érdenes n,, v ngq-

Con todo esto, podemos deducir que a mayor nivel de ruido, me-

nor eficiencia en la estimacion del punto final de la onda. Es decir, que
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Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500,
Senhales de prueba: 150, Imenudad del ruido: h,, = 0.0020, Senlalesde pruebas 150, ntensidad del ruido: by =00 0100,
Ancho de onda 5, Altura de onda: h = 0.15

Orden opllmo promedio: n,, = 5, Orden optimo promedio: n, = 11,
Orden optimo desviacion estandar: n g = 5. Orden optimo desviacion estandar: n g = 11.
N 12 3 - N

50 + Error de las senhales ruidosas 0 + Error de las senhales ruidosas .
Promedio de los errores = Promedio de los errores =
0 X s
w —— Desviacion etandar de o rvores P % —— Desvacion estandar de s errores o
- 2 - £
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o 8 5 5 ]
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= £ = £
: ]
£ 4=
10 2 k4
a -

0 1% 0

20 0 60 80 100 20 60 80 100
n (orden del filtro) n (orden del filtro)

(a) wy = 55, hy, = 0.002 (b) wy = 55, hy, = 0.01

Longitud de onda: w = 110, Frecuencia de muestreos F, = S00, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 500,
Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0.0500, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, 0
Ancho de onda: W, =55, Altura de nndn 5 Ancho de onda: w, = 55, Altura de onda: h = .1500,
Orden optimo promedio: n Orden optimo promedio: n,, = 45,
Orden optimo desviacion estandal nyy = 100. Orden optimo desviacion estandar: n, = 93.

Desviacion estandar del error ( o, )

——— Desviacion estandar de los errores a0 ——— Desviacion estandar de los errores

-
Desviacion estandar del error ( ,, )
Error (&), and e, )

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
n (orden del filtro) n (orden del filtro)

(c) wy = 55, hy, = 0.05 (d) wy = 55, hyy = 0.15

Figura 4.8: Errores de senales ruidosas, junto con su promedio y desvia-
cién estandar para distintos niveles de ruido (ws = 55).

a mayor nivel de ruido, es necesario aumentar el orden para evitar su
influencia en los coeficientes de curvatura.

Se puede apreciar en la figura 4.10 que para niveles de ruido muy
pequenos, es recomendable utilizar un orden de entre el 10% y 15 %,
lo cual es una notable reduccién al rango establecido en [15], mientras
que para niveles de ruido muy grandes, este rango aumenta entre 70 % y
100 %. 5 Este ya es un gran incremento y no es tan recomendable a la hora
de implementar el método, pues el nivel elevado del ruido obliga a los
coeficientes a elevar su orden para evitar los efectos de dicho ruido. Por
otro lado, hay que tener en cuenta que es razonable la obtencién de un
desempeno tan bajo con niveles tan altos de ruido. Cuando la amplitud o
nivel de ruido es similar a la amplitud o intensidad de la senal, es logico

5Se toman en cuenta los rangos de n,,, pues los rangos de n4;4 son poco confiables
debido a que el valor de referencia de dos en su eleccién afecté su valor en ruidos
mayores.
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Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 909, Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 909,
Senhales de prucba: 150, Intensidad del ruido: h, = 0.0050, Senhales de prueba: 150, Intensidad del ruido: h, 0})100
Ancho de onda: w, = 100, Altura de onda: h =0.1500, Ancho de onda: w, = 100, Altura de onda: h ="0.1.
Orden optimo promedio: n,, = 21, Orden optimo promedio: n,,, = 3
Orden optimo desviacion estandar: n g = 11. Orden optimo desviacion estandar: nyy = 17.
« Error de las senhales ruidosas 30 + Error de las senhales ruidosas
«° ~ % 30
. —— Promedio de los errores - & ol Promedio de los errores 5
T —— Desviacion estandar de los errores § B —— Desviacion estandar de los errores 25 :g-
T 202 £k 3
= T = 60 & 203
g & z H T
550 g =50 k8 5
g 15 & -
T El T a0 E
£k 8 £ H
2 30 w0 £ & 30 10 £
2 H
2 z z
s 2 5 2
10 - =
o o == 0
20 40 60 80 100 120 140 160 180 20 ) 60 80 100 120 140 160 180
n (orden del filtro) n (orden del filtro)

(a) ws = 100, hy, = 0.005 (b) wy = 100, h,, = 0.01

Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 909 Longitud de onda: w, = 110, Frecuencia de muestreo: F, = 909
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Figura 4.9: Errores de senales ruidosas, junto con su promedio y desvia-
cién estandar para distintos niveles de ruido (ws = 100).

que sea muy dificil distinguir entre lo que es ruido y lo que es el perfil
propio de la senal.

De todo esto inferimos que los filtros de curvatura atun parecen ser
una buena herramienta en la deteccion de los puntos fiduciarios, pero su
eficiencia se ve afectada al momento de tratar con niveles altos de ruido,
por lo que se debe tener en cuenta esto al momento de usarlos, estimar
el nivel de ruido con el que se esta tratando y ajustar los érdenes para
poder trabajar con los filtros de curvatura.
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Figura 4.10: Ordenes éptimos y sus porcentajes (respecto a ancho de

onda) para distintos niveles de ruido.



Capitulo 5

Algoritmo
pendiente-curvatura

En esta seccion, hablaremos acerca del procedimiento que se lleva a
cabo en la deteccion de los puntos fiduciarios en un ECG por medio de
los filtros de curvatura y el método del mayor coeficiente de curvatura.

En la literatura se han encontrado muchos algoritmos y herramientas
que ayudan a la deteccién de los puntos fiduciarios, tales como la aplica-
cién de filtros digitales, filtros pasa-banda, modelos ocultos de Markov,
filtros lineales, entre otros muchos mas (ver [7], [14]), y como se mencioné
en [15], se busca que los filtros de curvatura sean una alternativa més a la
hora de realizar un analisis del ECG, y de ser posible usarlas en conjunto
con éstas u otras herramientas. Es decir, reforzar su uso.

Para ello, enunciaremos el algoritmo que hace uso de los filtros de
curvatura desarrollados aqui, el cual fue introducido en [15]. El desarrollo
es el siguiente:

5.1. Pre-procesamiento

Como se menciono antes, en la seccion 2.1, una senal ECG siempre se
asume contaminada por varias fuentes de ruido que se generan a la hora
de medirla, por lo que para poder reducir de cierta forma los efectos de
este ruido, es necesario realizar un pre-procesamiento en la senal.

Por lo tanto, al hacer este pre-procesamiento la senial original sufre
ciertos cambios que afectan de cierta forma a nuestros resultados. Esto
pasa principalmente en los inicios y finales de las ondas, las cuales su-
fren un ligero desplazamiento. Es por esto que hablamos en términos de
“estimacion” y no de “medicion”.

Supongamos que tenemos en principio una senal ECG. A esta senal
original la denotaremos por ecgy € RE, la cual tiene longitud L y fre-
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cuencia de muestreo Fy, la cual estd medida en Hertzs (Hz). Es decir,
0 # ecgo = (€cgo1,€cqoz, -+ ,ecgor) € R es un vector de L componen-
tes.

= Lo primero que haremos sera normalizar la amplitud de la senal.
Para ello se calcula el maximo de los valores absolutos de sus com-
ponentes, y se divide a toda la senal por dicho valor, es decir:

1

_— . 5.1
Max(|ecgo|) ecgo (5-1)

ecgy =

De esta forma, hemos obtenido la senal ecgy, cuya amplitud maxima
es 1.

= El siguiente paso es el de extraer el nivel de directa o nivel basal
de la senal, el cual viene dado por la media de ecg,. Por la seccién
2.2, esto se expresa por la proyeccién de ecg; con el filtro promedio
X1 Asi, obtenemos una nueva senal, la cual viene dada por:

ecgy = ecgy — eCq pr (5.2)
= ecqg1— < ecgr, XL > XL (5.3)

1 n
=ecqi— 7 ; €Cq1 - (5.4)

Con esto, obtenemos que écgs = 0.

= Después de esto, aplicamos a la senal ecgs un filtro pasa-alto de
tipo Butterworth de orden 2 (ver [15]), al cual le damos una fre-
cuencia de corte de 0.5 Hz para obtener la senal procesada ecgs =
(ecgsq,ecgsa,---ecgsy) € RE. Este paso siempre estd presente en
los analisis de ECG’s y se usa para remover frecuencias muy bajas,
las cuales son ruido muy débil que buscamos eliminar.

Una cosa a aclarar en el ultimo paso es que dependiendo de las técni-
cas que se usen para medir una senal ECG, el pre-procesamiento que se
use en esta podrd llevar més pasos o no. Por ejemplo, en [15] se menciona
que una de las senales que usaron en este articulo fue obtenida de la base
de datos del MIT [4], para las cuales el uso del filtro Butterworth es nece-
sario. Sin embargo, para senales generadas por simuladores o méquinas,
no es necesario un filtrado adicional. Para este trabajo, al igual que en el
articulo mencionado, no se considerara esto ultimo.
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Senhal ECG original (ecg)
0.0015 — T T T T T T T T |

0.001

0.0005

-0.0005 — 1 1 1 1 1 1 1 i
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Senhal ECG pre-procesada (ecg;)
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Figura 5.1: Porcion de la senal original, y su aspecto después del pre-
procesamiento (senal: “ecg4000_cs03.txt”) [3].

5.2. Localizacion de picos R,

La localizacion del complejo QQ RS puede considerarse uno de los pasos
fundamentales en el analisis de senales ECG. Esto es debido a que con
ellos se obtienen resultados de cierta importancia: en primer lugar, con la
ubicacién de los picos R se puede estimar el ritmo cardiaco. En segundo
lugar, es el punto de partida para la estimacion de la localizacion del resto
de puntos fiduciarios. Esto se debe fundamentalmente a que la deteccién
de los picos R es mas facil, ya que presentan una morfologia caracteristica
mas notable. Es decir, para poder estimar mejor los inicios y finales de
las ondas, asi como sus amplitudes, es recomendable encontrar primero
los picos R,,.

Cabe recalcar que en los ultimos anos se han desarrollado muchas
técnicas para la localizacion del complejo QRS pero aqui se explicara el
método usado en [15], el cual consiste en lo siguiente.

Primero, a la senal ecgs se le aplica un filtro de pasa-banda en las ban-
das de 10—25H 2z 0 15—20H z. Esto es debido a que entre estas frecuencias
se encuentran los picos R, también porque de esta forma se elimina la
influencia del ruido generado por artefactos e interferencias, asi como la
influencia de las ondas P y T', las cuales no nos interesan por ahora. Con
este paso obtenemos la senial ecgs = (ecgy1,ecgay, -+ ,ecgsr) € RE.
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Ahora, consideramos la sefial energia ! dada por
Ey = (lecgsa|*, lecgaa|®, -+, lecgar]?) € R (5.5)

A la senal FEy, se le asigna un umbral de energia, el cual tiene como
labor obtener las componentes de energia méaximas de la senal, es decir,
aquellas componentes de F; que cumplan Ey > F,,;,, donde E,,,;, viene
dado por:

Eumb = 2E =

1o

L
Z|ecg47k|2. (5.6)
k=1

Los picos resultantes de este proceso; es decir, los maximos locales de
E4 que cumplen la condiciéon de umbral anterior, tienden a ser “separa-
dos”, esto es porque en un complejo QRS pueden aparecer dos “picos”,
los cuales estan de cierta forma muy cercanos y pueden corresponder a
la misma onda R (esto es debido a la presencia del ruido en la senal y
a los procesos de pre-procesamiento). En este caso, se remueve uno de
estos picos, ya que no nos dan informacion fisiologica relevante respecto
a la frecuencia cardiaca.

De esta forma, cada pico de energia encontrado en la senal F, corres-
ponde a un pico R, de esta senal. Pero los picos para la senal original
deben ser encontrados y estos han sido cambiados de posiciéon, esto es de-
bido a que el filtro pasa-banda genera un sesgo entre ambas senales, y por
tanto genera un cambio en la localizacién de estos (cambio en tiempo).

Para evitar este tipo de problemas, calculamos la correlacién cruzada
entre la senal de energia correspondiente y la senal original pre-procesada
€cygs,

By = (lecgsa|*, ecgsal®,- -+, lecgs o]*) € R (5.7)

y la senal Ejy.

Con este paso, obtenemos la diferencia que hay entre ambas senales,
la cual es la diferencia entre la longitud de la senal L y la brecha corres-
pondiente al coeficiente de correlacién (denotado por K..), es decir, el
maximo coeficiente de correlacion. De este modo, hemos localizado los
picos R,, de la senal ecgs, y por tanto, de la senal original, pues recuer-
de que en los picos R,, la influencia del ruido tiene menos efecto en su
localizacion.

'La energia de una sefal esta definida por

k=—o0

+o0 +o0
E= [lePd  E= ) (P

en los casos continuo y discreto. Por lo que la senal de energia es la compuesta por
(|z(k)[*)7_;, con una sefial = de longitud n (para caso finito).
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Figura 5.2: Senal pre-procesada, su aplicacién del filtro pasa-banda (15—
20H,) y la correlacién cruzada de sus energias.

En el caso de la fig. 5.2, las sefiales no sufren ningin cambio después
del pre-procesado y del filtrado, por lo que no hay diferencia entre estas
(es decir, la diferencia entre sus energias es 0).

De esta forma, al encontrar los picos R, de la senal, podemos encon-
trar la frecuencia cardiaca, la cual se mide al calcular la longitud de los
intervalos RR (la distancia entre dos picos R consecutivos). Si Lgrg es
dicha distancia (en nimero de muestras), entonces la frecuencia cardiaca
HR (medida en lat/min) esta dada por la ecuacion:

60 F

HR =
Lgr

(5.8)

Note que en esta ecuacién estan relacionados la frecuencia de muestreo
(en numero de muestras por segundo) y el intervalo Lrg.

5.3. Estimacién del complejo QRS

Ahora, para el caso de la localizacion del complejo QRS, debemos
hallar los puntos fiduciarios correspondientes a este en cada ciclo, es
decir, Q;, Qm, Sm y J. Para dar un mejor entendimiento al proceso,
consideraremos a R,, como las amplitudes (méximos) de las ondas R, a
Qm/Sm como los minimos de las ondas /S respectivamente, y (); como
el inicio de la onda @ (también el final del segmento PQ) junto con J
como el final de la onda S (también el inicio del segmento ST').
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Para lograr encontrar estos puntos, haremos el método de analisis de
pendiente con algunas restricciones ( [15]).

» La idea bésica es descender/ascender de un méaximo/minimo res-
pectivamente hacia la izquierda o derecha, hasta que un cambio
en la pendiente de la senal es encontrado. Es decir, recordando lo
que se dijo en la seccién 2.1, podemos recurrir a la senal pendiente
mecgs, la cual esta definida como:

T eCgs = eCgs 1 — ecgsr (k=1,2,--- L —1). (5.9)

Este método tiene su justificacién en el hecho de que en los ascensos
y descensos pronunciados de la senal, desde el pico R,,, la influencia
del ruido es mucho menor que la que se presenta en los segmentos
isoeléctricos, especialmente en las senales preprocesadas, y para
frecuencias de muestreo bajas.

Para este analisis, evitamos tomar el primer y ultimo de los ciclos,
esto es debido a que estos pueden estar incompletos o distorsionados
(deformados) debido al proceso de captura que se haya implementado.
De esta forma fijamos un pico R, (excluyendo el primero y el tltimo).

= Lo siguiente es retroceder desde el pico R,, calculando su pendiente
mecgs, v haremos esto hasta encontrar el primer minimo local. Es
decir, retrocedemos hasta encontrar un punto £ tal que las pendien-
tes antes de este punto sean no positivas (las que estan ubicadas a
la izquierda de este), esto es, tal que m,_1 ecgs < 0. Este punto serd
el punto @, de este ciclo.

= Desde este punto (Q,,) seguimos retrocediendo hasta encontrar el
primer maximo local. Es decir, un punto s tal que las pendientes
antes de este punto sean no negativas (mgecgs > 0). Este punto
sera el punto ); del ciclo.

Un procedimiento analogo se hace para la deteccion de los puntos .S,
y J, pero avanzando en la senal desde el pico R,,.

= Avanzamos en la senial desde el pico R,, hasta encontrar el primer
minimo local, pero esta vez buscamos que las pendientes que siguen
después de este punto (ubicadas a la derecha) sean mayores que
cero, es decir, hasta encontrar un punto k en el cual 7 ecgs > 0.
Este punto sera asignado como el punto .S, del ciclo.
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Complejo QRS (m-esimo)
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Figura 5.3: Desde el pico R,,, avanzamos y retrocedemos hasta encontrar
los puntos @,, y S,, por el analisis de pendiente.
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Figura 5.4: Desde los puntos @, /Sy, avanzamos/retrocedemos hasta en-
contrar el punto @);/J, respectivamente

= De forma analoga, seguimos avanzando hasta encontrar el primer
maximo local, y por tanto, buscar un punto s tal que posea una
pendiente no positiva, es decir, tal que (msecgs < 0). Este punto
sera el punto J.

Un inconveniente al momento de poner en practica este método es que
puede verse afectado por la ausencia o deformidad de las ondas () y S en
el ECG, pues el analisis de pendiente puro puede arrojar como resultado
puntos fiduciarios muy lejanos al pico R,,, lo cual no es natural. Ademas,
estos resultados pueden afectar a la deteccion de los puntos fiduciarios
en las demds ondas (P y 7).

Es por esto que, tal como se menciond antes, se hace una modificacion
al método de andlisis de pendiente, el cual es imponer un criterio acerca
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de cuan larga debe ser la busqueda, y esto se hace considerando las
longitudes estimadas para las ondas Q) y S (ver tabla 1.1).

Podriamos combinar el método de andlisis de pendiente con el método
del mayor/menor coeficiente de curvatura, esto principalmente para el
caso de los puntos @Q); y J, pero el corto ancho de estas ondas nos obliga
a usar un orden muy pequeno, lo cual puede hacer imprecisas nuestras
estimaciones, especialmente en senales con una frecuencia de muestreo
baja (a baja frecuencia, menor nimero de muestras, y puede que no
existan las ondas a considerar, lo que puede afectar a otras ondas vecinas).

5.4. Estimaciéon de los puntos fiduciarios
restantes

Ciclo m-esimo

0.0015 -

0.001 -

0.0005 -

Amplitud

-0.0005 -

Figura 5.5: Ciclo completo de la senal.

Lo que queda por hacer a partir de aqui es estimar los puntos fidu-
ciarios restantes, es decir, los correspondientes a los de las ondas P y
T. Como se mencioné anteriormente, se usard el método de analisis de
pendiente [7] pero modificado y, ademés, combinado con el uso de los
coeficientes de curvatura.

El primer paso para la deteccion de los puntos fiduciarios de las ondas
P y T es encontrar sus respectivos picos, es decir, los puntos P, y T,.

Aqui, se asume que las ondas son ascendentes, pero podemos decir (sin
pérdida de generalidad) que el caso en que las ondas sean descendentes
es analogo, y se puede implementar un algoritmo para diferenciar entre
ondas ascendentes y descendentes calculando maximos y minimos. En
este caso, los puntos @); y J pueden ser considerados como parte de un
nivel isoeléctrico para las comparaciones respectivas (punto @); para la
onda Py J para la onda T).
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= Kl proceso que se llevara a cabo es similar al expuesto en la seccion
anterior. Partiendo del pico R,,, avanzamos dentro de un rango
preestablecido ? (en nimero de muestras) buscando un méximo
global. Este méximo (el méximo derecho) serd designado como el
punto 7,,.

Ciclo m-esimo
0.0015 - i v T i T 7

R

0.001 -

Méximo global derecho
T,

1

Maximo global izquierdo
0.0005 - P,

i}

Amplitud

S

-0.0005 - L ' L L L L 4
50 100 150 200 250 300 350

Numero de muestra

Figura 5.6: Partiendo del pico R,,, buscamos los puntos P, y T},.

= Del mismo modo, desde el pico R,,, retrocedemos dentro de un
rango preestablecido (en nimero de muestras) hasta encontrar un
maximo global. Este rango al igual que en el punto anterior, es-
tard dado por los valores de referencia para el segmento PQ) y los
demas datos anteriores. Este maximo (el méaximo izquierdo) serd
designado como el punto P,,. Se puede apreciar esto en la figura
5.6.

A partir de los puntos P, y T},, podemos estimar los inicios y finales
de sus correspondientes ondas al descender por ellos, algo parecido a lo
que se hizo en la seccién anterior con el complejo QRS. El problema aqui
es que no hay ascensos y descensos notorios, por lo que a diferencia del
complejo QRS el ruido suele afectar decisivamente estas ondas.

Por tanto, se recorren los alrededores de estos puntos en la senal,
buscando candidatos aceptables por medio del algoritmo de analisis de
pendiente [7], y escogiendo al mejor de ellos usando el método del mayor
coeficiente de curvatura ® Esto es debido a que en el punto donde se

2Este rango puede ser establecido por el valor de referencia del segmento QT (tabla
1.1), la frecuencia de muestreo, y los puntos fiduciarios previamente estimados.

3Para detectar los inicios y finales de las ondas P y T, es mayor (coeficiente positivo,
que indica convexidad) en el caso de una onda hacia arriba (céncava), como es el
caso que se estd explicando. Si fuera hacia abajo (onda convexa), se usarfa el menor
(coeficiente negativo, convexidad).
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dé la mayor curvatura (segin su coeficiente), es donde se da la mayor
convexidad de la senal (cap. 3). Con esto en mente, el procedimiento es
el siguiente: partimos de un punto P,, (para el caso de la onda T, el
proceso es andlogo).

= Por un lado, retrocedemos hasta un rango establecido en busca de
minimos locales, es decir, puntos k£ en donde las pendientes calcu-
ladas antes de estos (a la izquierda) sean no positivas (7 ecgs < 0),
y cada uno de estos puntos es almacenado como un candidato. El
conjunto de los candidatos a puntos P; se denotara por Ip (Ir en
el caso de la onda T).

= Cuando el rango ya se haya recorrido, seleccionamos de estos candi-
datos al mejor usando el método del mayor coeficiente de curvatura.
Es decir, calculamos los coeficientes de curvatura de cada uno de
ellos, y el candidato con el mayor coeficiente (la mayor curvatura)
serd elegido como el punto P; del ciclo. Asi.

P; = Argmaz{C}  Yrerp- (5.10)

= De forma similar, desde el punto P,, avanzamos hasta un rango
establecido (nunca un rango mayor que contenga al punto @), y
buscamos minimos locales por medio del algoritmo de anélisis de
pendiente, es decir, puntos s tales que las pendientes calculadas
después de estos sean no negativas (msecgs > 0). Estos puntos
seran los candidatos y se almacenan en el conjunto Fp (Fr en el
caso de la onda T') y de ellos se escoge el mejor usando nuevamente
el método del mayor coeficiente de curvatura. Este serd el punto Py
del ciclo. Es decir.

Py = Argmax{C2 ; }rer,- (5.11)

Como todo algoritmo, este también tiene criterios de paro. Uno de
ellos consiste en la eleccion de los rangos de busqueda para la deteccion
de los inicios y finales de las ondas. Estos rangos estan estimados por los
valores de referencia que se tienen para los segmentos PQ y ST (tabla
1.1). Otro criterio estd en la frecuencia de muestreo, pues en caso de que
esta sea baja, pueden tenerse problemas con la morfologia de las ondas.

Ademas, también intervienen los puntos estimados previamente, pues
como se menciono antes, el rango de buisqueda no debe exceder a uno que
contenga a un punto fiduciario anteriormente hallado (en el caso de P,
un rango no mayor a (Q;, y en el caso de T}, un rango no mayor a J).
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Figura 5.7: Deteccién de los inicios y finales de las ondas Py T.

Una cosa que puede ocurrir es que los candidatos a puntos P, /T,
estén suficientemente cercanos entre si, pero de igual forma que se hacia
con los picos R,,, hay que remover uno (o varios) de ellos. Estos casos
pueden darse por la morfologia de las ondas (morfologia no estdndar).

Por ejemplo, si una onda T tiene una morfologia bifasica, con dos
cimas con un valle en medio, uno de los picos se seleccionaria como T,,, y
el valle intermedio podria confundirse con el punto 7; o T, dependiendo
de si estuviera a la izquierda o a la derecha. Para evitar esto, los puntos
T; y Tt no deben seleccionarse demasiado cerca de 7T;,. Esto teniendo en
cuenta los rangos fisiologicos de duracién de la onda T y la frecuencia de
muestreo de la senal. Analogos comentarios para la onda P.

Note que otro punto importante en este algoritmo es el de la eleccion
de un orden aceptable para el filtro de curvatura a usar en las ondas P y
T, esto es para poder desarrollar el algoritmo de forma eficiente. Puede
verse el capitulo 4 para mas informacién al respecto.

5.5. Resumen del algoritmo

Con lo visto anteriormente, podemos ver una forma de implementar
el algoritmo de pendiente-curvatura en un computador para su uso. Es
necesario aclarar que antes de usar este algoritmo, debemos de establecer
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los 6rdenes que se deben usar para los filtros de curvatura y para cada
onda del ciclo (ver capitulo 4).

Resumiendo las secciones anteriores, los pasos a seguir son los siguien-
tes:

1. Se hace un pre-procesamiento de la senal: Esto es para reducir
de cierta forma el ruido en ella. (Normalizacién, quitar nivel de
directa y aplicar filtros Butterworth).

2. Se estiman los picos R,,: Esto se hace por medio de la senal de
energia y la correlaciéon cruzada.

3. Se estiman los picos @), ¥y S,,: A partir de los picos R,, re-
trocedemos/avanzamos por la senal calculando su pendiente hasta
encontrar minimos locales (izquierdo y derecho) en ella, estos seran
los puntos que buscamos en este paso.

A partir de este paso, se procede con los siguientes para cada pico
R,,; es decir, para cada ciclo cardiaco.

4. Se estiman los puntos ); y J: A partir de los puntos @Q,, v
J, retrocedemos/avanzamos por la senial calculando su pendiente,
hasta encontrar los primeros méximos locales en la senal. Estos
puntos seran los puntos Q; y J.

5. Se estiman los puntos P,, y T},: De nuevo, a partir de los picos
R,,, retrocedemos/avanzamos por la senal en un rango (en nimero
de muestra) dado por los intervalos de PQ y ST, y la frecuencia
de muestreo F's, y encontrar los méximos globales (izquierdo y
derecho). Estos puntos seran los puntos P, y T),.

6. Se estiman los puntos ();, ()¢, T; y T: Partiendo de los puntos
Qum Y T, se retrocede/avanza en un rango predefinido, encontran-
do los posibles candidatos para los inicios y finales de estas ondas
por medio del algoritmo de analisis de pendiente. Es decir, se for-
man los conjuntos Ip, I, Fp y Fr. Consecuentemente, se calculan
los coeficientes de curvatura en cada uno de los puntos en estos
conjuntos, y aquél con el maximo coeficiente de curvatura en cada
uno de ellos serd designado como P, Py, T; y Ty respectivamente.

5.6. Resultados

El algoritmo de pendiente-curvatura parece ser una buena herramien-
ta para localizar los puntos fiduciarios en el ECG, sin embargo, no esta-
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remos seguros de esto hasta ponerlos a prueba con ECG’s reales. Esto es
lo que haremos en esta seccion.

Algunas pruebas del algoritmo se pueden hallar en [15], y aqui solo
se realizan también tres pruebas ECG: una senal sintética creada por los
autores de la fuente, y otras dos senales tomadas de la misma fuente que
se tomaron en [15] (pero no necesariamente, son las mismas). Esto se
hace a modo de visualizar los resultados del algoritmo.

La metodologia usada fue la descrita en capitulo 5, es decir, se uso el
andlisis de pendiente modificado para la deteccion del complejo QRS, y
se combiné este con el método de los filtros de curvatura para las ondas
restantes (ver [15]). El orden usado aqui fue de n = 3 para el complejo
QRS yn=>5paraondas Py T, esto en el caso de que F's = 128 Hz. Por
otra parte, se usaron érdenes de n = 9,11, 13 para los complejos QRS, P
y T respectivamente para el caso en que F's = 500H z. Por comodidad, se
usan 6rdenes impares, pues en ellos los puntos fiduciarios se encuentran
en el centro y se tiene una mejor perspectiva de ellos.

Senhal sintetica: senhal ECG completa Senhal sintetica: ciclo 3, senhal y puntos fiduciarios
' o ! A ! i i
os Lo \
o { ' Il | | \H/H\\ | | | |
- 3 o2 |
2 o4 | o
S ’ s ) w1 { | \
| P P P Ry S 3 L T T
ol /\ /\*/\ Al /\ \ /\‘/\ /\m‘ /\ /\[ /\ Al /\\ N /\ ‘Senhal sintetica: ciclo 3, senhal pendiente
wrl | 1 ] | Wl U ‘ ‘ ‘
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 £ o005
Numero de mucstra H | 1 ITANN | | 1
Senhal sintetica: senhal pendiente ECG completa _f, ”;‘5
IS I — ,
o _ Senhal sintetica: ciclo 3, senhal curvatura (orden 9)
PN | o o ool o A | mﬁ\\\\w | ' '
£ 01
i SN | 1 N B
S |
SX01 I R N N N A IR I N 1L 1T |
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 © 1500 1550 1600 1650 1700 1750 1800 1850
Numero de muestra Numero de muestra
(a) ciclo 3

Senhal sintetica: ciclo 6, senhal y puntos fiduciarios
1r ] ] " [} 1 1 ]
e \
e S 11V R R R
,
e —
L) Pm P Ry S J T Tm L
Senhal sintetica: ciclo 6, senhal pendiente
Il | il \1 7] |
[ T T T D\ /I T T
Senhal sintetica: ciclo 6, senhal curvatura (orden 9)

s N

ST 1 [
pi%/

S I R TIA | T T

3050 3100 3150 3200 3250 3300 3350
Numero de muestra

b

| |
| |
—

(b) ciclo 6

Figura 5.8: Senal sintética, con su 3¢ y 6% ciclo. También se muestran
sus puntos fiduciarios.

SENAL SINTETICA: Aqui se usa una senal sintética creada por
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los autores, la cual tiene una frecuencia de muestreo F; = 500 Hz [15].
Segun los resultados, se ve que el algoritmo no presenta problemas al
tratar con senales sin ningun tipo de ruido.

De la figura 5.8, podemos ver claramente el cambio de signo en la
senal pendiente donde se localizan los picos R,,, P, v T},. Para los ini-
cios y finales de las ondas P y T, se usé el andlisis de pendiente para

seleccionarlos como candidatos, y se escogidé a estos con el método del
mayor coeficiente de curvatura.

ecgd000_cs02: senhal ECG completa €cgd000_cs02: ciclo 2, senhal y puntos fiduciarios

* ‘ b 1 \ \
o8 304 | ~
o LT

% 02 1
e/ |
—t— -t t f
G [T T T
j\__./\.] Jﬂ /\_I\J [ — j\_ cgd000_cs02: ciclo 2, senhal pendiente
[

02
=y L’H
0 005 -
T T T L YL ) |
W0 o ts0 o0 a0 S0 S0 om0 2 1
Namero de mcsira Fosl | | | YN [ |
ecgd000_cs02: senhal pendiente ECG completa 2 01 |

| | D I I A [ 10 i \
N & A " " \ 5
my ey L T T T

L I 1

\ N1 | \

1450 1500 1550 1600 1650 1700
Numero de muestra

500 1000 150 2000 250 3000 350 4000
Numero de muestra

(a) ciclo 2
ecgd000_cs02: ciclo 4, senhal y puntos fiduciarios

n‘; | | | " [ | ] |
R S I I | H\\ [ I

_

e I R L o

P Py P @By RSy J i T T
ecgd000_cs02: ciclo 4, senhal pendiente

. 0”2' I 1 I 1 ’(\/V\w [ 1 ] 1
Tt |1 T KT I
oo M

S S [ A ‘
_ ecg4000_cs02: ciclo 4, senhal curvatura (orden 9)
Toar o0 oy | Lo
g o2-
e SRS VN JOL T BUOUS O
S oonl
gel L N |
hd 2800 2850 2900 2950 3000 3050

Numero de muestra

(b) ciclo 4

Figura 5.9: Senial de Cardiosim, junto con su 2% y 4% ciclos. También se
muestran sus puntos fiduciarios.

SENAL ecg4000_cs02: Esta senal fue tomada por un dispositivo
Cardiosim 11 ( [15], [3]). Aqui, la frecuencia de muestreo es igual que en
la senal sintética, es decir, F; = 500 H z, pero esta vez se puede apreciar
que esta senal tiene cierto nivel de ruido.

De la figura 5.9 podemos ver que las pendientes van cambiando mucho
en los puntos donde se encuentran las ondas P y T', es aqui donde se usa
el método del coeficiente de curvatura a los candidatos hallados por el
analisis de pendiente.

SENAL nrsdb273: Esta sefial fue tomada de un banco de datos
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Figura 5.10: Senal nrsdb_273, junto con su 4% y 5% ciclos. También se
muestran sus puntos fiduciarios.

del MIT (Physiobank) ( [15], base de datos MIT [4]). Aqui la frecuencia
de muestreo es baja (Fy = 128 Hz), por lo que los resultados que se
presentan parecieran no ser los indicados.

La razén para pensar esto es que, al ser una frecuencia de mues-
treo baja, puede ocurrir que los finales de una onda estén cerca de los
inicios de otra, lo que llega a dificultar la eleccién correcta de los can-
didatos a inicios/finales de estas ondas. Pero por los resultados vistos
en el capitulo 4, podemos escoger un orden bajo en nuestros filtros de
curvatura para poder estimar de mejor forma los nodos en donde se dan
estos inicios/finales. De esta forma, podemos tener resultados con una
buena aproximacién, considerando la frecuencia de muestreo con la que
se esta tratando en esta senal.
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5.7. Conclusion.

Con lo visto en todo este trabajo, se puede concluir que los filtros de
curvatura son una herramienta que puede ser explotada en el analisis de
un ECG, y que la metodologia expuesta en el capitulo 5 es efectiva en la
tarea de la deteccion de los puntos fiduciarios. Ademas, se ha estudiado
de mejor forma una herramienta para el procesamiento, los filtros de
curvatura.

También se han introducido los filtros promedio y pendiente, que de
igual forma, pueden ser usados en el procesamiento de senales. En efecto,
el nivel de directa descrito en el pre-procesamiento de la senal viene dado
por su proyeccion con el filtro promedio. Si queremos extraer de la senal
mas informacién, podemos quitar también las proyecciones con los demas
filtros expuestos para tener una informacion en especifico.

Observamos también que el método de los coeficientes ha generalizado
el analisis de pendiente, pues podemos llegar a tomar méas de dos puntos
para definir esta por medio de /,. Y también ha ayudado a mejorar
este andlisis con ayuda de los coeficientes de curvatura para detectar de
mejor forma los “giros” que puede haber en la senal (esto para los inicios
y finales de las ondas).

El andlisis mas importante que se hizo aqui fue el ver la influencia
del ruido en el desempeno de los filtros. Concluimos que el ruido afecta
a su eficiencia, y entre mas ruido se tenga en la senal, mayor serd el
trabajo que se le exija a los filtros. Lo que se ha hecho es cuantificar esta
dependencia, lo cual es de suma importancia a la hora de implementar el
algoritmo explicado en el capitulo 5, pues como se busca ver los 6rdenes
adecuados para los filtros a implementar, el ruido es factor importante
en esta decisiéon, y a mayor ruido que se tenga, serd mayor la complejidad
computacional por parte de los filtros.



Apéndice A
Resultados auxiliares

En este apéndice, se expondran algunos resultados auxiliares que se
han utilizado en la elaboracién de este trabajo; esta parte debe ser vista
como un apoyo o una aclaraciéon acerca de algunos célculos que se han
hecho y/o deducido en varias cuentas de este trabajo.

A.1. Formulas de Faulhaber.

Las Férmulas de Faulhaber fueron llamadas asi en honor al ma-
tematico aleman Johann Faulhaber, y éstas expresan la suma de las po-
tencias de los primeros n ntimeros naturales como un polinomio en n de
grado (p+ 1) y coeficientes racionales, donde p es la potencia. Es decir:

> k= P,a(n). (A1)

Los primeros casos para las férmulas de Faulhaber (las utilizadas aqui)
son los siguientes:

Zk_ n+1 zn:kQ 2n? +3n +n

z”:kg n+2n + n? Z’f4 6n° + 15n* + 10n® — n
P 30

A.2. Identidad de Parseval.

La identidad de Parseval es un resultado del dlgebra, el cual esta-
blece que en una base ortonormal B = {b}}_; € R", y un vector X € R"
se cumple que

106
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n
1X])? =< X, X >= Z|< br, X >|*. (A.2)

k=1
Note que esta identidad puede ser vista como la generalizacion del
teorema de Pitagoras. De manera formal, se puede establecer como sigue:

Proposicion A.1. Sea V un espacio euclideo de dimension finita n, y
sea B = {by, by, -+ ,b,} una base ortonormal de V. Entonces para cada
X €V se tiene que

X2 =Y 1< b X > |2 (A.3)
k=1
Demostracion. Por hipétesis B = {b1,bs, - ,b,} es una base de V| en-
tonces para cada X € V se tiene:

k=1
donde ¢ (1 < k < n) son escalares. Sea ¢ € {1,2,--- ,n}. Entonces para

by, € B calculamos lo siguiente:

< X,bg > = <chbk,bg>
k=1

n
= ch < bk,bg > .
k=1

Al ser B una base ortogonal, se tiene que < by, by >= 0 para k # ¢, con
ello, podemos seguir como sigue:

< X,bg > = ¢ < bg,bg >
2
= cq [|bel”.
De esta forma, los coeficientes ¢, de la representacion A.4 se pueden
expresar en términos del producto interior de esta forma

< X, b, >
16k
La ultima expresion se obtuvo debido a que ||bg||* = 1 por ser B base

ortonormal. Lo 1tnico que resta es calcular la norma de X. Para esto,
usaremos el producto interior.

Cr, = =< X,bk> 1<k <n. (A5)

I
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IXIPP =< X, X >

(S omx)

k=1

:<Zn:<X,bk>bk,X>

k=1

=) < X >< b, X >

k=1

=Y < X,bp > < X, by >

k=1

=) < X, b >
k=1



Apéndice B
Demostraciones

En este apéndice, se daran las demostraciones que se omitieron del
texto principal. Una razén del porqué se hizo esto es debido a que en
su mayoria, se trata solo de realizar unas simples cuentas, y por tanto,
complicarian la lectura de este trabajo de tesis.

B.1. Filtros pendiente

Aqui se efectiian las demostraciones que se omitieron en la seccién
2.2.

Proposicién B.1. Sea (, el filtro pendiente como en la definicién 2.6.
Entonces, la norma del filtro pendiente usada en la definicion 2.8 viene
dada por:

HEnH:\/n(n;—l):\/(n—l)f;(n—i—l):\/n?’l;n.

Demostracion. Sea /, el filtro pendiente. Entonces, para evitar radicales
por el momento, se calcula su norma al cuadrado para tener lo siguiente.

109
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- n +1\?2
L= (k-2
e =3 (k-5

k=1

_i(kﬁ—k(nHH@)

2 +3n°+n n(n+1)° N n(n+1)>

6 2 4
_An® +6n° 4+ 2n — 6n(n+ 1)* + 3n(n + 1)
B 12
- %[4n2+6n—|—2—6(n2+2n+1)+3(n2+2n+1)]
N 9
= —n?-1
12[” ]
~ n(n®—1)
12
(n—1)n(n+1)

12

Por lo tanto, se concluye que

[ Y (T R Ry R

12 12
[ |
Proposicién B.2. Paran € N yn > 2, sea X = (21,29, ,2,) una
senal afin, es decir:
rp=Ac+p (1<k<n) (A\peR).
Entonces para el filtro pendiente normalizado £, se tiene que
n3—n
<X, l,>= 17 A= |[l.]] A (B.1)

Demostracion. Sea ¢, el filtro pendiente normalizado, y sea X una senal
afin dada como en el enunciado. Al calcular < X, ¢, > obtenemos:
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<X,en>=iwc+u),/ ’ ~(2k —n—1)
=\ Z)\k+u (2k —n—1)

= 2)\21432 A(n+1) Zk—f—?,qu u(n+1)n

n3—n
k=1 k=1

= n33—n ZAZKQ (2u—An+1 Zk pu(n+1)n

Aqui utilizamos las Férmulas de Faulhaber (ver A.1). Con ellas tene-
mos que:

2
<X > =\ [2>\Zk +(2p = An+ 1) k= p(n+1)n
k=1 k=1
3 2n3 +3n? +n n(n+1)
=\ {2)\ 5 + (2u — A(n + 1))T — p(n + l)n]
3 )\2n2+3n+1 A(n+1)?
= n —_
n3—n 3 2
] 3 o 4n? +6n+2—3n%—6n—3
N -n 6
/ n —1
/ n® — oy
2\/§
n3—n
= A
12
De esta forma, con ayuda de la proposicion B.1 llegamos al resultado que
buscédbamos. |

B.2. Filtros de curvatura

Aqui se efectiian las demostraciones que se omitieron en la seccién
2.4.
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Proposicion B.3. Sean € N con n > 3, y sea el filtro de curvatura g,
tal como se definio en 2.20. Entonces se tiene que:

N n® — 5n3 4+ 4n
nll = ————. B.2
) = /2= (B.2)

Demostracion. Calculemos la norma de ¢,,. Tenemos que

=3 (% D kw2 kt k 2
an 2 \6 "2 3
r 2
_i k:—n+1 2_n2—1
L 2 12
k_n—l—l —1(_ n+1 n?—1\2
N 2 12
e k_n—l—l -1 n—l—l + n? -1\
- 2 "\T12 )
k=1 k=1

(Por proposicion 2.22)

k=1 k=1
B T n?—1
Fot
=0 + i (n2 — 1) (Por proposicion 2.23)
pt 12
_ n(n?—1)
N 12

Por otro lado, para calcular el primer sumatorio, procedemos a considerar
2 casos:

= Sin es impar, entonces existe m € Z tal que n = 2m — 1, con esto
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k=1 k=1
m—1
e
k=
6 15(m — 1)* +10(m — 1) — -1
=2 (m = 1)° +15(m — 1" +10(m — 1)° = (m — 1) (Por A.1)
30
2 2
5m—5m +10m?* — 10m* + 5m — 1)+
2 1
m —4m3+6m2—4m+1+3(m —3m*+3m—1) — 15( m—1)
2 . 2 . 1
=-m’ —m'+-m® - —m
5 3 15
~ 6m® — 15m* + 10m® —m
= 5 )
Puesto que n =2m — 1, entoncesm:”TH,asi
6m> — 15m* + 10m3
15
_ 6(g)(n+1)° —15(5)(n + 1)* + 10(55)(n + 1)* — 5(n+ 1)
B 15
1
80(n + 50t + 10n® + 10n® + 5n + 1)
1
—E(n +4n® 4+ 6n° +4n + 1)
+1( +3n" +3n + 1) 1( +1)
T 3+ 3n 30"
1, 1 7

5" " 2"t ag"

B 3n® — 10n3 + Tn
n 240 '

= Si n es par, entonces existe m € Z tal que n = 2m, asi

B gty

k=1 k=1

Haciendo el cambio de variable v = k —m en el sumatorio, se tiene
que
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v=0 v=0 v=0 v=0
m® 4+ 15m* + 10m? — m)

- ( 15
+
2
5

3<2m3+3m2+m) 1, ,
2

5 3 1200 5\ 25 3\ 23 120 \ 2

1 5 1 . "
80 24 240
_ 3n® —10n3 +7n
N 240 ‘

Con esto concluimos que para n € N se cumple que

- k_n—i—l 4_3n5—10n3+7n
240 ’

De esta forma, podemos proseguir como sigue en nuestro calculo.
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" +1\* 21 & n+1\2 n? —1\2
Angz k_n _ L —
a1 =3 (k=" . . =
2

k=1 k=1
3P =100+ n? -1 (n(n — 1)> . (nQ— 1>2
240 6 12 12
nf—1 <3n3—7n (@’ =1Dn N n(n2—1))
12 20 6 12
n?—1 (9n® —21n — 10n(n® — 1) + 5n(n* — 1)
12 ( 60 )

~n*—1 (4n® —16n
12 ( 60 )
_n*—1(n’—4n
12 ( 15 )
n® — 5n? +4dn

180 .

Proposicién B.4. Sean € N conn > 3 y sea C = (Cy)p=12..n € R"
una senal cuadrdtica, es decir

Co =M +puk+v  (1<k<n).

Entonces para el filtro pendiente normalizado ¢,, se cumple que

DO\ +1)+p). (B.4)

Demostracion. Calculando < C, ¢, > tenemos que

< Cily >=Y (M + ik +v)

k=1

2k —n —1).
5, 2k—n—1)
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Hacemos a = ,/%, con esto

< Cily >=a) [2M*+ (2u— An+ 1)k + (2v — p(n+ 1))k — v(n + 1)]
k=1
o, (n4+2n3+n2 2n3+3n2+n)

; )+(2u—)\(n+1))a( -

2= pln+1)a <”2 2* ”) —van(n + 1)

—atn e [p (Y (25

I (1 ) N VS S SR

6
Comoa:,/ﬁzﬁwm obtenemos lo siguiente:
3 (n—1n(n+1)
C,l, >= A 1
< G > \/(n—l)n(n—l—l) 6 A+ 1) +4)

1 /n3—n

= — A 1 .
5\ 5 A+ 1) +p)

Proposicién B.5. Sean € N conn > 3 y sea C = (Ck)p=12,..n € R"
una senal cuadrdtica, es decir

Co =M +puk+v  (1<k<n).

Entonces para el filtro curvatura normalizado q, se cumple que

1
< C,qn >:%f)\(n—Q)(n—1)n(n+1)(n+2), (B.5)
donde & = m. Una forma mds compacta de este resultado es la

siquiente:
< C,qn >= ||Gnll A (B.6)

Demostracion. Calculando < C ¢, >, tenemos que

n 2 o 2 9
< Ca, >:Z()\k2+,uk+u) V5(n? + 3n — 6nk + 6k 1 6k + 2) .
P (n® —bn3 +4n)z
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Sea £ = — Y5 entonces
(n®—5n3+4n)2

< C,q, >:£Z(Ak2—|—,uk’+y)(n2—|—3n—6nk—|—6k2—6k+2)

k=1
=& [6Mk* + (612 — 6A(n + 1))E* + (6v — 6u(n + 1) + A(n® + 3n + 2))k?
k=1

+ (u(n® 4+ 3n +2) — 6v(n + 1))k + v(n® 4+ 3n + 2)]

) (6n5+15n4+10n3—n) +6§(u—)\(n+1))(

=6

30

n4—|—2n3+n2)
4

2n3 +3n2+n
6

) + v€(n* + 3n + 2)n

+ (6(v — pu(n + 1)) + A(n® + 3n + 2))¢
n’+n
2

+ (u(n® 4+ 3n +2) — 6v(n + 1))¢ (
=¢&n(n+ 1)%/\(6n3 + 9% +n—1)+&n(n+ l)g(u —An+1)n(n+1)

+en(n+ 1) (v = pln+ 1))+ En(n + DA +2)(n+1)(2n + 1)

6
+&n(n + 1)%,u(n +2)(n+1)—=¢&n(n+1)3v(n+1)+&n(n+ 1r(n+2)
_ 3—10/\571(71—1—1)(713 o dpd) = %/\g(n—%(n— Dn(n + 1)(n +2).

De esta tultima expresion, podemos ver lo siguiente:

1 1 [5[(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)?
%)\f(n —2)(n—=1)n(n+1)(n+2) = —\/ (n=2(n = Dn(n +1)(n+2) A

30
n—1)n(n+1)(n+2)
180

= %\/5[@ —2)(n—1n(n+1)(n+2)\ = \/(n —2)( A= |G|\
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