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Introduccion

A principios del siglo XX el matemético Bertrand Russell encuentra una inconsistencia (Paradoja
de Russell) en la Teorfa de Conjuntos (TC), introducida por Georg Cantor. Asi, a inicios del siglo
XX, Ernest Zermelo y Adolf Fraenkel formulan los axiomas de teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel
(zF) y anaden el famoso Axioma de Eleccion (Axiom of Choice), generando asi lo que hoy en dia
conocemos como ZFC. Esta coleccién de axiomas generan la TC actual, utilizando la l6gica formal
en lugar de los lenguajes naturales, evadiendo asi las paradojas. Ademaés, estos enunciados pueden
considerarse ciertos sin pruebas. Aunque hay algunas controversias con el axioma de eleccion. A
partir de dichos axiomas se pueden derivar la mayoria de los resultados mateméticos actuales.

En 1891 Georg Cantor se dio cuenta de que existen distintos “tipos” de infinitos al demostrar
que la cantidad de elementos que tienen lo nameros naturales (N), es menor a la cantidad de
elementos que tienen los nimeros reales (R); con esto en mente Cantor se pregunt6 lo siguiente:
[ Existira algtin conjunto que tenga mas elementos que los niimeros naturales pero menos elementos
que los ntimeros reales? Asi llamaremos la hipotesis del continuo (HC) al siguiente enunciado: “No
existen conjuntos infinitos cuyo tamano esté estrictamente comprendido entre el del conjunto de
los nameros naturales y el del conjunto de los reales”; permaneci6 sin resolverse durante muchos
anos; incluso ocupo6 el primer lugar en la lista de los problemas de Hilbert en 1900. Fue hasta en
el afio de 1963, que Paul Cohen demostré (quien recibié la Medalla Fields por ello) con la ayuda
de Kurt Godel que la hipotesis es independiente de ZFC.

Si la hipotesis del continuo falla, nacen un gran ntimero de preguntas sobre los distintos cardi-
nales infinitos. Unas cuantas de estas preguntas son de naturaleza combinatoria, tales como:

1. ;Es cierto que para un cardinal xk < 2%, 2% = 2¥7
., Ocurre que toda familia casi ajena, A, de cardinalidad k < 2 es maximal?

Estas preguntas tienen una respuesta afirmativa para K = w; el caso interesante es cuando
w < k < 2%. Para tales K, se conoce por el método de forcing que ninguna de las preguntas se
puede resolver conforme a los axiomas ZFC+—HC.

Diversos autores, como Solovay y Tennenbaum, empleando las técnicas forcing o forcing ite-
rado obtuvieron una respuesta parcial y afirmativa a los probelmas anteriores. A grosso modo,
las respuestas se obtuvieron agregando en cada caso alguna hipotesis extra, ademas de ZFC+—HC.
Martin se dio cuenta de que todas las condiciones adicionales (para dar respuesta a las cuestio-
nes anteriores), podian amalgamarse en una sola. Esta se conoce actualmente como “Axioma de
Martin”.

El trabajo de Tesis se desarrolla de la manera siguiente. Como es usual, el primer Capitulo
contiene definiciones, notaciones y algunos resultados de la Teoria de Conjuntos y un poco de
Topologia General. En dicho capitulo no hacemos una exposiciéon a detalle de las teméticas men-
cionadas; pero en las referencias el lector podra encontrar obras en las que se puede obtener mucha
mas informacién sobre dichos tépicos.

En el Capitulo 2, exponemos a todo detalle lo referente al Axioma de Martin. Este capitulo esta
dividido en cinco secciones. La primera de ellas esté dedicada al Axioma de Martin, en la segunda
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e Introduccion

presentamos algunas equivalencias para dicho axioma. La mayor parte de estas dos secciones esta
basada en el texto [8]. En las tres secciones siguientes, presentamos alplicaciones del Axioma de
Martin, principalmente en el area de Topologia General. Con la idea de puntualizar cada una de
ellas, en la seccion 2.3 damos algunas aplicaciones relacionadas a la propiedad de Baire. En la
Seccién 2.4, abordamos el problema siguiente: ;Bajo qué condiciones un espacio topologico que
satisface la CCC resulta separable? Este problema nace del hecho de que todo espacio separable
es ccC. Otro hecho conocido es que todo espacio compacto es numerablemente compacto. Buena
parte del material presentado en esta secciéon proviene del trabajo de [6], [8], [10] y [13].

También es sabido que todo espacio compacto es cercanamente compacto. Luego, la inquietud
natural es establecer condiciones bajo las cuales un espacio numerablemente compacto o cercana-
mente compacto resulta ser compacto. Respuestas a estas interrogantes se obtienen en la ultima
seccion del Trabajo. El material que exponemos en esta seccion se encuentra en las refecencias [11]

y [13].

Es importante comentar que entre las aportaciones del presente Trabajo de Tesis, se tiene las
siguientes:

1. Estamos presentando un texto que puede servir a los lectores interesados en tarbajar con el
Axioma de Martin. Toda vez que hemos luchado para completar muchos de los “huecos” que
se presentan en otras referencias.

2. En la seccién 2.4 se introduce la nocién de espacio cocompacto, en la cual se emplea la nociéon
de pseudobase, a diferencia de la nocién dada por Juhdsz en [6].

3. Los resultados establecidos para espacios cocompactos, estan inspirados en los dados por
Juhész, sin embargo, no hemos logrado establecer si la definicion dada en este trabajo es
equivalente a la empleada por Juhész.

4. El Teorema 19 b), también es una aportacion del presente trabajo de Tesis; pues Porter
establece en [13] un resultado similar, pero emplea espacios T5.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notaciones y definiciones

En la presente seccion mencionaremos las notaciones y definiciones que utilizaremos a lo largo
del trabajo de tesis. Actualmente existen excelentes obras que ofrecen exposiciones sobre teoria de
conjuntos y topologia, temas que son la parte central de esta seccion. Como es usual los simbolos
N, Z, Q y R, denotan a los conjuntos de los ntimeros naturales, los ntimeros enteros, los ntimeros
racionales y los niimeros reales, respectivamente. Asimismo si A es un conjunto, entonces denotamos
P(A) al conjunto potencia de A; es decir, al conjunto de todos los subconjuntos de A.

En diversas ocasiones emplearemos a las funciones como conjuntos de pares (o parejas) orde-
nadas; por ello, introducimos el siguiente concepto.

Definicion 1. El par ordenado de elementos a y b, denotado por (a,b) es el conjunto:

(a,0) = {{a}, {a,0}}
en donde a es llamado primer elemento de (a,b) y b es llamado el sequndo elemento de (a,b).

No es dificil verificar que dos pares ordenados (a,b), (a’,b’), son iguales, (a,b) = (a/,’) siy
solosia=d yb=1".

Definicion 2. Un conjunto R es una relacion (binaria) si todos los miembros de R son pares
ordenados, es decir, para cualquier z € R existen x e y tales que z = (x,y). Denotaremos xRy
siempre que (z,y) € R y diremos que x estd R-relacionado con y.

Recordemos algunos ejemplos tipicos de relaciones.

1. 0 es una relacién.

2. Si A y B son conjuntos, la relacion producto cartesiano de A y B, denotado por A X B; es
el conjunto
AxB={(a,b):a€ A y be B}.

3. Si Ry S son conjuntos, definimos a R\S = {r € R y y ¢ S}, entonces R\S es una
relacion.

4. Sea X un conjunto. Las relaciones inclusion en P(X) y pertenencia en X se definen repecti-
vamente por:
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b) ex={(a,b) € X x X : a € b}.
Definicion 3. Sea R una relacion binaria.

1. Al conjunto de todos los x que estin R relacionados con algin y, se le llama dominio de R
y es denotado por dom R. Asi dom R = {x : existe unay tal que xRy}.

2. Al conjunto de todos los y tales que, para algin x, x estd R relacionado con y, se le nombra
rango de R y es denotado por ran R. Asi ran R = {y : existe un z tal que zRy}.

3. Al conjunto dom RUran R se le llama campo de R y es denotado como camR o CamR.

4. SicamR C X, decimos que R es una relacion en X o R es una relacion entre elementos de
X.

El domino de R, dom R o Dom R, es el conjunto formado por el primer elemento de cada par
ordenado de la relacién. El rango de R, ran R o Ran R es el conjunto formado por el segundo
elemento de cada par ordenado de la relacion R.

Supongamos que R es una relacion. Si R C A x A diremos simplemente que es una relaciéon en
A. Si R C A x B diremos que R es una relacion de A en B.

Definicion 4. Sea R una relacion binaria en X. Diremos que R es:
1. Reflexiva si para todo x € X, xRx.
2. Simétrica si para cualesquiera x,y € X, si Ry se cumple yRzx.
3. Transitiva si para cualesquiera x,y,z € X tales que xRy y yRz, ocurre que tRz.
4. Antisimétrica si para cualesquiera x,y € X, si xRy y yRx, implica x = y.

A continuacion daremos la nocion (conjuntista) de funcion. Observemos que ésta es un caso
particular del concepto de relacién. No obstante, es importante mencionar que la manera en que
presentaremos a las funciones tomaré relevancia més adelante.

Definicion 5. Una relacion f, es una funcion si la siguiente condicion se verifica: Si (x,y),
(x,y') € f, entonces y =y'.

Dos funciones f y g son iguales, f = g si y solo si domf = domg y para todo = € domf,

f(@) = g().

De la definiciéon anterior se sigue que una relaciéon f es una funcién si para cada x € domf,
existe un unico y € ranf, de tal manera que (z,y) € f. Como es usual, el Gnico y tal que (z,y) € f,
lo llamaremos valor o imagen de f en x y lo denotaremos f(z). Ademads, si f es una funcion tal
que domf = X y ranf C Y, lo denotaremos, como es usual, f : X — Y.

Ejemplo 1. Sea f = {(z,
(a,b2) € f, entonces by =

)| x # 0, x es un ndmero real}. f es una funcidn pues si (a,b1) € f y
y by = a%, y asi by = bs.

|-~

[N

a

Definicion 6. Sean f y g funciones y A un conjunto.

1. La funcion restriccion de f en A, denotada por f [a; es el conjunto:

fla={(z,y) € f:x € A}.

2. Diremos que f extiende a g, si existe un conjunto A tal que g = f [a.
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Ejemplo 2. Consideremos a las funciones:

f = {(07 0)7 (17 0)’ (27 1)7 (37 2)7 (47 3)7 (57 3)7 (77 5)7 (97 7)} yg= {(0, 0)7 (2, 1), (77 5), (9, 7)} Entonces
f eatiende a g. En efecto, tomando a A ={0,2,7,9}, tenemos que f [a=g.

Uno de los conceptos que emplearemos en diversas ocasiones, por ejemplo en la prueba del
Lema 1, es el de funciones compatibles.

Definicion 7. Sean f y g funciones y sea F una familia de funciones. Diremos que:
1. f y g son compatibles si y solo si f(x) = g(x), para todo x € dom f Ndomg.
2. F es un sistema de funciones compatibles si para cualesquiera f,g € F, f y g son compatibles.
El resultado siguiente seréd empleado en la prueba del Teorema 4.
Lema 1. Si f y g son funciones, son equivalentes:
1. f y g son funciones compatibles.
2. fUg es una funcion.
3. f Tdom fndom ¢= g ldom fndom g-

Demostracion. [1. = 2.] Veamos que f U g es un conjunto de parejas ordenadas. Notemos que si
z € fUg, entonces z € f o z € g; luego, dado que f y g son funciones, tenemos que z es una pareja
ordenada.

Ahora sean (x,y), (z,z) € f U g. Entonces tenemos los casos siguientes:

1. Si (z,y), (z,2) € f, entonces y = z pues f es funcion.
2. Si (z,y), (z,2) € g, entonces y = z pues g es funcion.

3. Si (z,y) € fy (x,2) € g, entonces x € domf Ndomg y dado que f y g son compatibles
entonces f(x) = g(z), es decir y = z

4. Si (x,y) € gy (x,2) € f, entonces € domf Ndomg y dado que f y g son compatibles
entonces f(x) = g(x), es decir y = 2z

Por lo cual si f y g son compatibles, entonces f U g es funcién.

[2. = 3.] Supongamos que f U g es funcion y que f [dom fndom g7 G ldom fndom g, COMO
f Tdom frdom g7 9 ldom fndom g, €ntonces para algin z € domf N domg, f(z) # g(x), entonces
(z, f(x)), (z,9(x)) € fUgy f(z) # g(x), lo cual es absurdo pues f U g es funciéon. Por tanto
f

[ dom fndomg=— 9 Fdom fNdom g-

[3. = 1.] Supongamos que f [dom frdom g= g ldom fndomg ¥ que f y g no son compatibles,
entonces existe un x € dom f Ndom g, tal que f(x) # g(x). Entonces (z, f(z)) € f [dom fndom g=

(,9(2)) € g ldom frdom g3 luego, (z, f(x)) € g, (z,9(x)) € gy f(x) # g(x); lo cual es absurdo pues
g es funcion. Asi, f y g son compatibles. O

Teorema 1. Si F es un sistema de funciones compatibles, entonces | JF es una funcion con

dom UF = U{dom f|f € F}.

Demostracion. Vamos a demostrar que | JF es un conjunto de parejas ordenadas y que si (z,y),
(z,z) € |JF, entonces y = z.

Observemos que si z € | F, entonces existe f € | JF tal que z € f; luego, como f es una funcion,
tenemos que z es una pareja ordena. De aqui que |J F es un conjunto de parejas ordenadas.
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Ahora veamos que si (z,y), (z,2) € |JF, entonces y = z. Sean (z,y), (z,2) € |JF, entonces
existen f, g € F tales que (z,y) € fy (z,2) € g. Dado que « € dom f Ndom g, tenemos que y = z,
pues f y g son compatibles. Por lo tanto, | J F es funcion.

Resta ver que dom |JF = |J{dom f : f € F}. Veamos: z € dom |JF, si y solo si existe y
tal que (z,y) € |JF, si y solo si existe f tal que (z,y) € f si solo si z € dom f. De aqui que
dom JF =U{dom f: f e F}. O

Definicion 8. Sea f: X — Y wuna funcion. Diremos que:
1. f es inyectiva siempre que (x1,y), (z2,y) € f, se cumple que x1 = .
2. [ es sobreyectiva (suprayectiva), si para todo y € Y, existe x € X tal que (x,y) € f.
3. f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

Diremos que dos conjuntos X y Y son equipotentes, lo que denotamos |X| = |Y|, si existe
una funcion biyectiva entre ellos. El simbolo | X| se lee “cardinalidad de X”. Ahora, diremos que
el conjunto Y tiene mayor o igual cantidad de elementos que el conjunto X, lo que denotamos
| X| < |Y|; si existe una funcién inyectiva con dominio X y rango en Y. De igual forma si | X| < |V,
empero X y Y no son equipotentes, escribiremos |X| < [Y].

Las nociones (equipotencia y mayor o igual cantidad de elementos) cumplen ciertas propiedades
que son de nuestro interés, en particular si X es un conjunto, entonces P(X), tiene mayor cantidad
de elementos que X; es decir, X y P(X) no son equipotentes, pues, si X # ) y dada la funciéon
f definida por f(z) = {z}, es una funcion inyectiva de X hacia P(X). En seguida veamos que no
existe una funcién, g, de X en P(X) de tal forma que ran(g) = P(X). Para ello, seca g : X —
P(X) ysea A ={x € X|z ¢ g(x)}. Aseguramos que A ¢ ran(g). Supongase que para cierto
xo € X, g(xo) = A. Asi tendremos dos casos:

1. 2o € A. Para este primer caso, tenemos que xg ¢ g(xo), por lo cual zo ¢ A.
2. zp ¢ A. Para este caso, zg ¢ g(xg), lo que nos dice que z( € A.

Ambos casos nos conducen a un absurdo. Asi, no existe un xg € X de tal forma que g(zg) = A.
Por tanto, no existe una funcion, g, tal que ran(g) = P(X). De esto concluimos que si (X # 0),
|X| < |P(X)| y que X y P(X) no son equipotentes, esto es | X| < |P(X)].

Definicion 9. Se dice que un conjunto X es:

1. Finito si existe un numero natural n € N, de tal manera que X es equipotente al conjunto

{0,1,-- ,n—1}.
2. Numerable si X es equipotente a N.
3. Infinito no numerable si [N| < |X| y X no es equipotente con N (es decir |N| < | X]).

Asi, por ejemplo, los conjuntos {0,1}, {1,5,7,9,10} son finitos. Asimismo, es posible demostrar
que el conjunto de los nameros enteros, Z y el conjunto de los nimeros racionales, Q son numerables.
Mientras que el conjunto de los ntmeros reales, R y el de los ntimeros irracionales, R\Q, son
infinitos no numerables. Mas atn, es posible demostrar que |R| = |R\Q|. Es usual escribir | X| =
Ng, para decir que X es un conjunto infinito numerable y |X| < ¥y para decir que X es un
conjunto numerable (es decir X finito o X infinito numerable). El simbolo Xy que se lee “aleph
cero” representa al primer (ntimero) cardinal infinito (al infinito namerable). El simbolo X; (aleph
uno) denota al primer cardinal infinito no numerable. Para méas detalles sobre la teoria de los
namero cardinales, recomendamos al lector el texto [5].

Recordemos que un conjunto X se dice que es bien ordenado por la relacion R, si R satisface
las condiciones siguientes:
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1. Cualesquiera z,y € X, son R-comparables; i.e., o bien (z,y) € R o (y,z) € R.
2. R es reflexiva, transitiva y antisimétrica.

3. Para cualquier conjunto no vacio A C X, existe ag € A tal que para todo a € A se cumple
que (ap,a) € R.

Definicién 10. Un conjunto o es un nidmero ordinal (o simplemente un ordinal) si:

(7) « es transitivo (i.e., todo elemento de « es subconjunto de ),

(it) a es bien ordenado por la relacion de pertenecia restringida a «, que se define por:
€o={(a,b):a€a,bcayachb}.

Si @ es un ordinal, el conjunto « U {a}, se llama sucesor de o y es denotado o + 1 (el sucesor
de cualquier ordinal es un ordinal). Esto permite una clasificacion de ordinales: Un ntmero ordinal
«, es llamado ordinal sucesor si a = 8+ 1 para algin ordinal 3. En otro caso a es llamado ordinal
limite.

Para cada par de ordinales «, [ definimos: o < 3 si y solo si a € . Este hecho también se
escribirda como 5 > a.

Se dice que dos conjuntos bien ordenados (X, <) y (Y, <) son isomorfos, si existe una funciéon
f inyectiva con dominio X y rango Y, tal que para todo z,y € X:

z<y<e fz) =2 fy)
Observacion: (i) Si «y 8 son ntimeros ordinales, entonces 'y 8 son isomorfos si y solo si a = 3.

(i) Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un dnico ntmero ordinal. De aqui, si X es un
conjunto bien ordenado, el tipo de orden de X es el tnico nimero ordinal al cual X es isomorfo.

Definicion 11. Un ordinal «, se llama ordinal inicial si o no es equipotente a cualquier f € «
(i.e., no existe una funcion inyectiva con dominio o y rango ().

Recordemos que el Azioma de Eleccion (AE) nos dice que para toda familia no vacia {X;}ses
de conjuntos no vacios, existe una funcion f con dominio S y contradominio |J, .o X tal que
f(z) € X; paracada s € S.

ses

El Azioma de Eleccion (AE) implica que todo conjunto es equipotente a un ordinal inicial.

Definicion 12. Sea X un conjunto. El cardinal de X se define como el unico ordinal inicial
equipotente a X .

Asi, un namero cardinal es un ordinal inicial.

Si k es un cardinal, denotamos T, al menor cardinal mayor que x. Un cardinal de la forma
kT, se llama cardinal sucesor. Un cardinal limite es aquel cardinal que no es sucesor. De aqui que,
k es un cardinal limite si para todo cardinal A < &, AT < &.

En el presente trabajo (aun cuando algunas veces usamos Xg y N; para el primer cardinal
numerable y el primer cardinal no numerable), con w y w; denotamos a ambos, el primer ordinal
y cardinal numerable, y el primer ordinal y cardinal no numerable.

Definicion 13. Sea A un ordinal limite. Un conjunto A C X se dice acotado en A, si existe vy € A
tal que A C . En otro caso se dice que A, es no acotado en \. Asi, A es no acotado en A, si para
todo B € A\, existe a € A tal que a > (3.

Sea (7, : p € 0) una sucesion transfinita de ordinales de longitud 6. Decimos que la sucesion es
creciente si v, < g, siempre que p < 8 < 6.
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Definicién 14. Sea 6 un ordinal limite, y sea (7, : p € §) una sucesion creciente de ordinales en
. Decimos que la sucesion (7, : p € 0), es cofinal en X, si el conjunto {~, : p € 0} es no acotado
en A.

La cofinalidad de A, denotada cf()), es el menor ordinal limite, 6, tal que existe una 6 —sucesion
creciente la cual es cofinal en .

Es importante comentar que ¢f(A) es un ntunero cardinal.

Definicion 15. Un cardinal infinito k es reqular si cf(k) = k; en otro caso, se dice que K es un
cardinal singular. Asi K es singular si cf (k) < k.

Otra forma: Un cardinal infinito x es llamado singular si existe una sucesion creciente (7y, : p € )
de ordinales vy, < k cuya longitud § < kK y sup{v, : p € 0} = k.

Teorema 2. Todo cardinal sucesor e infinito es reqular.

El lector interesado en profundizar sobre el tema de cardinales y ordinales puede consultar las
referencias [4] o [5]; donde, ademés, podréa encontrar las pruebas de resultados planteados aqui sin
demostracion.

A continuacién vamos a presentar algunos conceptos y resultados sobre topologia. Para esta
parte, la referencia es [2].

Definiciéon 16. Un espacio topoldgico es un par (X,7), donde X es un conjunto y T es una
coleccion de subconjuntos de X que satisface:

1. X, 0er.
2. Sil C 7, entonces | JU € T.
3. Sil € [1]<¥, entonces (U € T.

Si T C P(X) satisface las condiciones de la definicién anterior, nos referiremos a ésta como
topologia para X y llamaremos abiertos a los elementos de 7. También, se dice que A es un
conjunto cerrado si X\ A € 7, es decir A es cerrado si y solo si X\ A es abierto.

Es usual decir (cuando no hay lugar a confusion), sea X un espacio topologico; en lugar de,
sea (X, 7) un espacio topologico. Del siguiente ejemplo podemos concluir que cualquier conjunto
no vacio, tiene al menos dos topologias.

Ejemplo 3. Sea X un conjunto, no vacio. Son topologias para X :
1. 7 ={X, 0}, esta topologia se conoce con el nombre de topologia indiscreta.
2. 7 =P(X), llamada topologia discreta.

Ejemplo 4. Sea 7 la coleccion de subconjuntos de R tales que U € T si y solo si para todo x € U,
existen a, b € R tal que x € (a,b) C U, ademds del conjunto vacio. Entonces T es una topologia en
R. Nos referimos a T como topologia usual de R y al par (R, 7), espacio real.

Ejemplo 5. Si X es un conjunto no vacio, la coleccion 7. = {A C X : X\ Aes finito} U {0} es
una topologia para X . La coleccion 7. es llamada topologia co-finita.

Definicion 17.
Sean (X,7) y B C 7, B es una base para 7 si para cada A € 7 existe B C B tal que A =JB'.
Definicion 18. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, D C X yx € X.

1. Llamamos vecindad de x a cualquier abierto U tal que x € U.
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2. La cerradura de D (en X ), denotada D o clx (D) o simplemente cl(D), es el conjunto formado
por los x € X tal que para cualquier vecindad, U, de x, se cumple que UND # (. No es dificil
verificar que para cualquier D C X, X\D es abierto, es decir; D es un conjunto cerrado.

3. El interior de D, denotado int(A), es el conjunto de los x € X tales que existe U € T tal que
zeUCA.

4. 8i D = X, se dice que D es denso en X. No es dificil verificar que D es denso si y solo si
para cualquier abierto no vacio U, UN D # (.

5. Diremos que D es nada denso si X\D es denso.
Definicion 19. Un espacio topoldgico (X, T) es:

1. T5 o Hausdorff si para cualesquiera x, y € X, con x # y, existen vecindades U, y Uy de x y
y, respectivamente tales que Uy N U, = 0.

2. Regular, si para cada U abierto no vacio y cada x € U, existe V vecindad de x tal que V C U.

3. Normal, si dados dos cerrados C, D C X ajenos, existen U, V € T abiertos ajenos tales que
CCUyDCV.

Sean U y V familias de subconjuntos de X . Diremos que:
1. U es cubierta abierta para X y para cada u € U tal que u es abierto, si JU = X.
2. V es subcubierta, siV CU y JV = X.
Ahora recordamos algunas nociones que se definen via cubiertas abiertas.
Definicién 20. Un espacio topoldgico, X, es:
1. Compacto si toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.
Separable si existe un subconjunto denso numerable de X.
Hereditariamente separable si cada subconjunto Y de X es separable.

Lindeldf, si toda cubierta abierta de X admite una subcubierta numerable.

FE's heriditariamente Lindeldf si todo subespacio de X es de Lindeldf.

Una familia {A;};c; de subconjuntos de un conjunto dado X tiene la propiedad de interseccion
finita si, dado J C I finito, (., A;i # 0.

La nocién anterior permite hacer una clasificacién de la nocién de compacidad.
Teorema 3. Si (X,7) es un espacio topoldgico, son equivalentes:
1. (X, 7) es compacto.

2. Si{F;}1 es una familia de cerrados de (X, T) con la propiedad de interseccion finita entonces

ﬂ I F, 7 7é @
Ademds, todo espacio Hausdorff y compacto es regular.

Definicion 21. Una coleccion U, de subconjuntos abiertos, mo vacios, del espacio topolégico X se
dice celular, si para cualesquiera U, V. € U con U # V, ocurre que UNV = . Por ¢(X) = R,
entendemos que toda familia celular en X es numerable.







Capitulo 2

Axioma de Martin

2.1. Axioma de Martin

Para iniciar nuestra exposicion sobre el axioma de Martin, vamos a establecer algunos prelimi-
nares.

Definicion 22. Diremos que una pareja (P, R) es:

(a) Un conjunto preordenado si P es un conjunto no vacio y R es una relacion en P que es reflexiva
y transitiva. Usualmente a la relacion R se le llama preorden (de P).

(b) Un conjunto parcialmente ordenado (en el sentido estricto o usual) si la relacion R es un
preorden y satisface ser antisimétrica. Es usual referirse a R como orden parcial (de P).

Generalmente, cuando no existe lugar a confusiones, diremos simplemente sea P un preorden o
un orden parcial, en lugar de sea (P, <) un preorden o (respectivamente) un orden parcial. Dicho
sea de paso, diremos simplemente orden, en lugar de orden parcial.

Es inmediato de la definicion anterior que todo orden es un preorden.
El ejemplo siguiente es un preorden que no es orden.
Ejemplo 6. Sean P = {0,1} y consideremos la relacion R = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Clara-

mente, para todo x € P, tenemos que (x,x) € R; luego la relacion es reflexiva. Para verificar que
R es transitiva, tenemos tres casos:

1. (0,0) € R y (0,1) € R. Claramente (0,1) € R.
2. (0,1) € R y (1,0) € R. También se cumple que (0,0) € R.
3. (0,1) € R y (1,1) € R. Evidentemente (0,1) € R.

Con todo, tenemos que R es un preorden. Ahora, notemos que (0,1) € R y (1,0) € R, pero
0 # 1. Por tanto R no es antisimétrica y por ende, (P, R) es un preorden que no es orden.

Es natural emplear el simbolo “<” para denotar preérdenes u 6rdenes. También, entendemos
que si “<” es un preorden (orden) en Py p,q € P, entonces la expresion p < ¢ significa que
(p,q) €<. En lo sucesivo:

1. Si < es una relacién que es transitiva y no reflexiva en (P, <), entonces la relacion en P
definida como: p < ¢ sip < g o p =g, es un orden en P.
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2. Si (P, <) es un preorden en P, y p < ¢, diremos que “p extiende a ¢”. Ademaés, a los elementos
de P les llamaremos condiciones.

Al hablar de 6rdenes o conjuntos parcialmente ordenados, naturalmente uno trae a la mente
la relaciéon de orden “<” del conjunto, R, de los ntimeros reales. Claramente esta relacion es un
preorden y se hereda en otros subconjuntos de éste, como por ejemplo al conjunto de los niimeros
naturales, N; al de los enteros, Z; al de los racionales, Q y otros que se nos puedan ocurrir.

Veamos otros ejemplos.

Ejemplo 7. Sea X un conjunto no vacio. Considere P = X . Trivialmente la relacion “<’= X x X
es un orden parcial (en el sentido estricto).

Ejemplo 8. Sea X un conjunto no vacio. Considere P = P(X). Para p, ¢ € P, definimos p < q
sty solo si p C q. Entonces P es un orden parcial (en el sentido estricto).

El siguiente ejemplo es tipico y muy empleado en la teoria de “forcing’, vea [8].

Ejemplo 9. Sean I y J conjuntos arbitrarios. Denotamos F,(I, J), al conjunto de todas las
funciones p tales que:

» dom(p) € [I]<¥; es decir, dom(p) C I y ademds, dom(p) es un conjunto finito.
» rang(p) C J.
Definimos, para cualesquiera p, q € F,(I, J), p < q si ¢ C p.

Observemos que “<” es un orden parcial en F,(I,J). En efecto, si p € F,(I,J), trivialmente
tenemos que p C p; ast que p < p.

Ahora, si p, q y r son elementos de F, (I, J) tales que p < q y q < r, entoncesr C q y q C p;
luego r C p; de donde p < r. Finalmente, si p, q¢ € P son tales que p < q y q < p, entoncesqC p y
p C g; luego, p = q. Por tanto “<” es una relacion reflexiva, transitiva y antisimétrica en Fy,(I, J).

Es importante comentar que la mayoria de los érdenes parciales que usaremos en este trabajo
seran ordenes parciales en el sentido estricto. Sin embargo, eventualmente sera tutil haber desarro-
llado la teoria empleando predrdenes en lugar de 6rdenes parciales, y que la generalidad adicional
no nos causara ningan trabajo adicional aqui.

Definicion 23. Sea (P, <) un preorden.

1. Una cadena en P es un conjunto C C P con la propiedad de que cualesquiera dos de sus
elementos son comparables, respecto a la relacion “<”; i.e., para cualquesquiera p, q € C se
cumple que p < q o bien q¢ < p.

2. Diremos que p, g € P, son:

a) Compatibles si existe r € P tal quer <p yr <gq.
b) Incompatibles, lo que denotamos pLq, si no son compatibles; es decir, si no existe r € P
tal quer <p yr <gq.
3. Una anticadena en P es un subconjunto A C P tal que para cualesquiera p, g € A tales que
p # q se cumple que pLlq.
4. P tiene la propiedad de la cadena contable CCC si toda anticadena en P es numerable.
Los ejemplos siguientes se presentan con la finalidad de familiarizarnos con los conceptos previos.

Recordemos que un orden parcial “<”, en P es un orden total, si para cualesquiera p, ¢ € P se
cumple que p < ¢ o bien g < p.

10
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Ejemplo 10. Consideremos al orden parcial (P, <); donde P es el conjunto de los niimeros reales,
R, y “<” el orden usual de R.

" es un orden total en R, tenemos que cualquier subconjunto de R es una

cadena. En particular, el conjunto, N, de los nimeros naturales es una cadena en R.

= Puesto que, “<’

» Veamos que en (R, <) cualesquiera dos elementos son compatibles. Sea p, ¢ € R, pongamos
r = min{p, q¢}. Claramente r € R, r < p, r < q; es decir, r < p yr < q, por lo cual p y q
son compatibles en R.

Ejemplo 11. Sean A un conjunto con mds de dos elementos, P1 = P(A) y Py = P(A)\{0}. Ahora,
para cualesquiera p,q € Py, i = 1,2, definimos p < q si p C q.

= Notemos que para cualesquiera p y q en Py, se cumple que p y q son compatibles en Py, pues

D<p,0<qydel.

» Ahora sean p, q € Py. Supongamos, ademds, que p y q son compatibles, entonces existe r € Py
tal que r < p yr < q, entonces (por definicion) r C pNq, De donde, pNq # 0. De aqui que
sip, q son compatibles en (P, <), entonces pNq # (). Reciprocamente, si p, q € Py son tales
que pNq # B, entonces p y q son compatibles, pues r = p N q satisface quer € Py, r < p y
r < q. En resumen, p, q € Py son compatibles en (P, <) si y solo si pNq# 0.

s Como A tiene mds de dos elementos, tomemos x, y € A, tales que © # y. Claramente el
conjunto C' = {{x},{y}} no es una anticadena en Py, pero si es anticadena en Ps.

Observemos que si (P, <) es un orden total y A C P tal que |A| > 2; se tiene que si p, g € A,
entonces son compatibles, ya que son comparables. Por lo tanto cualquier anticadena en P tiene a
lo mas un elemento, es decir, P tiene la ccc.

Ahora veremos un ejemplo méas complejo.

Ejemplo 12. Sea A C P(w). Consideremos el conjunto P4 = {(s, F) : s € [w]<¥ y F € [A]<¥} y
definamos la relacion siguiente:

(t, E) < (s, F) siy solo si se cumplen las siguientes condiciones:
(a) s
(b)

(¢) Para cualquier v € F' tenemos que x Nt C s.

'11

A continuacion mostraremos que relacion anterior es un preorden.

1. Sabemos que un conjunto siempre estd contenido en si mismo, entonces tenemos que s C s,
F C F y usando la definicion del ejemplo, entonces tenemos que s =s y F = F, por lo cual
se cumple que (s, F) < (s, F).Es decir, la relacion es refleziva.

2. Ahora sean (t,E) < (s,F) y (s,F) < (u,H), veamos que (t,E) < (u, H). Por hipdtesis se
cumple que s Ct, F C E y para cualquier x € F : x Nt C s; también u C s, H C F y para
cualquier x € H : x Nt C u, es claro que w Ct y H C E, resta ver que se satisface (¢), es
decir, que para cualquier x en H : x Nt C u. Se sabe que para cualquier x € F : x Nt C s
y para cualquier x € H : x N's Cu. Sea xg € H, entonces xg € E tal que xg Nt C s, por lo
cual o Nt C sNxg y como s Nxg C u, entonces tenemos que xog Nt C u, y dado que el zg
fue arbitrario, se sigue lo deseado.

3. Como el orden de la contencion (C) es un orden parcial, entonces de la definicion anterior
se sigue que (t,E) < (s,F) y (s, F) < (t, E), se sigue que t = s y E = F, entonces (t,E) =
(s, F). Es decir la relacion que definimos es un orden parcial (en el sentido estricto).

11
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El siguiente resultado caracteriza la compatibilidad en el orden P 4.

Lema 2. EnPy, (s1, F1), (s2, F) son compatibles si y solo si para cualquier x en Fy : xNsy C s1
y para cualquier x en Fy : x N s C sg.

Demostracion. [=] Supongamos que (s1, F1), (s2, F2) son compatibles, entonces existe (r, F') € P4
tal que (r,F) < (s1,F1), (r,F) < (s2,F3), entonces s; C r, F; C F y para cualquier = en

Fy :xNr C sp; también sy C r, Fy, C F y para cualquier x en Fp : z N7 C s5. Observe que
s1Uso Cry F1UFy C F, asi s1Use C 7, entonces N (s1Usy) C xNr, asi (xNsy)U(zNsg) C N,
por lo cual:

1. Como zNsy C (zNs)U(zNsa)y (xNs1)U(zNsy) CxNr, en consecuencia para cualquier
€ Fi:xNsy Csy.

2. Como xzNs; C (zNsy)U(zNs2) y (xNs1)U(zNsa) C zNr, por consiguiente para cualquier
z € Fy:xNsy Cso.
Por tanto del caso 1 y 2, se cumple lo deseado.

[«<] Supongamos que para cualquier z en Fy, x Nsy C s1 y para todo z en Fy, xNs; C so. Sea
(1, F) == (s1 U s2, F1 U Fy).

Afirmacion. Se cumple que (r, F) < (s1, F1) y (r, F) < (s2, F2).

Notemos que s1 Cs1USs =1ryso Cs1Uso=r, 1 CFUFR=FyF, CFiUF, =F,y
xN(s1Us2) = (xNsy)U(zNsy).

1. Debido a que, para toda x en F} tenemos que x N sy C s1 y dado (s1,F1) < (s1,F1) (es

decir; para cualquier z en Fy :  Ns; C s1), entonces para cualquier x en F; tenemos que
(xNs1)U(zNsz) C s1, de manera que para cualquier x en Fy : x Nr C 5.

2. En vista de que si para cualquier  en F, tenemos que N sy C s2 y como (82, Fa) < (82, Fy)
(es decir; para cualquier z en Fy : x N sy C s9), entonces para cualquier x en Fy obtenemos
que (xNs1) U (zNs2) C sg, en consecuencia para todo x en Fy : z N7 C s9.

Del caso 1 y 2, concluimos la implicaciéon deseada. Quedando asi demostrado el Lema. O

Una consecuencia inmediata del Lema 2, es el siguiente enunciado.

Corolario 1. EnPy, (s1, F1), (s2, Fa) son incompatibles si y solo si existe un x en Fy : xNsy gZ S1
o existe un x en Fy : x N sy g S9.

Otra de las nociones empleadas en la definicion del Axioma de Martin es la de filtro, la cual
presentamos en la siguiente definicion.

Definicion 24. SiP es un conjunto preordenado. Diremos que G C P es un filtro (enP) si cumple
las condiciones siguientes:

1. G#0
2. Para todo p € G y cualquier ¢ € P, si p < q, entonces q € G.

3. Para cualesquiera p,q € G : Existe r € G tal que v < p yr < q (es decir, p y q son
compatibles).

Como veremos a continuacién la nocién de filtro en un conjunto es un caso particular de la
nocién que acabamos de ver. Recordemos que:

Un filtro en un conjunto no vacio X, es una colecciéon F de subconjuntos de X tales que

12
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(i) XeFybe¢F,
(ii) SiAe Fy Be F,entonces ANB € F,
(iii) Si A, BC X, Ae F,y AC B, entonces B € F.
Si F es un filtro en X, diremos que F es un c-filtro. Un par de c-filtros tipicos son los siguientes:

Sea X un conjunto infinito.

= Sea X un subconjunto no vacio de X, arbitrario. Entonces F' = {A C X : Xy C A} es un
c-filtro. Este es conocido como filtro principal.

» (El filtro de Fréchet). El conjunto F = {A C X : X\ A finito} es llamado el filtro de Fréchet
en X. Claramente el filtro de Fréchet no es principal.

Ejemplo 13. Sean X un conjunto no vacio y P = P(X)\{0}. Definamos p < q si p C q, para
cualesquiera p, q € P. Notemos que F es un filtro en X si y solo si F es un filtro en (P, <).

En efecto, supongamos que F es un filtro en el conjunto X. Dado que para todo F € F, F # ()
(vea (i)), tenemos que F C P. Ahora, sip € F yq € P yp < q, entonces (por la definicion de <)
p C q; luego, por (iii), tenemos que q € F. Finalmente, si p, q € F, entonces por (ii), tenemos
que pNq € F; luego, si tomamos ar =pNgq, tenemos quer <p yr <gq.

Con todo, concluimos que F es un filtro en P.

Ahora supongamos que F es filtro en P y veamos que F es c-filtro. Dado que por definicion
F C P, tenemos que para cualquier p € F, p # (. Puesto que F # () por 1. de la Definicion 24,
entonces F tiene al menos un elemento, digamos p € F. Luego, p C X € P(X)\{0} =P, lo cual
implica que X < p, entonces X € F.

Notemos que si p, q € F, por 3. de la Definicion 24, tenemos que eziste r € F tal que r < p
yr < q; lo cual implica que v < p'; donde p’ = p N q. Claramente p' € P; asi que por 2. de la
Definicion 24, tenemos que p’ € F.

Finalmente, supongamos que p € F y que q C X, es tal que ¢ # 0 y p C q. Entonces p < q; de
modo que por 2 de la Definicion 24, tenemos que q € F.

Por tanto, F es un c-filtro.

La ultima nociéon que necesitamos para poder establecer el Axioma de Martin, se presenta en
la definicion siguiente.

Definicion 25. Sean P un conjunto preordenado y D C P. Diremos que D es denso en P, si para
todo p € P, existe d € D tal que d < p.

En adelante si no hay lugar a confusion, diremos simplemente D es denso, en lugar de D es
denso en P. Es evidente de la definicién anterior que si P es un conjunto parcialmente ordenado,
entonces D es un conjunto denso en P.

Ejemplo 14. De la definicion anterior tenemos que Q, el conjunto de los nimeros racionales es
denso en R. Sea p € R, y sabemos que para cualquier x € R se cumple que —|z| < x < |z|, entonces
tenemos que —|p| < p y por la densidad de los nimeros racionales en los reales, existe un d en los
racionales tal que —|p| < d < p, entonces tenemos que d < p. Por lo cual los nimeros racionales
son densos en los nimeros reales.

Ahora estamos en posibilidad de enunciar el Axioma de Martin.

Definicion 26. Si k es un cardinal infinito.

13



Axioma de Martin
2.1 Axioma de Martin

1. AM(k) es el enunciado: Para cualquier conjunto preordenado P, no vacio que cumple la con-
dicion de cadena numerable se verifica que si D es una familia de conjuntos densos en P tal
que |D| < &, entonces existe un filtro G en P tal que GN D # 0, para todo D € D.

2. AM es el enunciado: Para cualquier cardinal k < 2¥, se verifica AM(K).

Una inquietud a raiz de la definicién anterior es: jQué relaciéon guardan AM(k) y AM(\), para
Kk y A dos cardinales infinitos? La respuesta se presenta en la siguiente.

Proposicion 1. Si k < p son cardinales infinitos, entonces AM(u) implica AM(k).

Demostracion. Sean P un conjunto parcialmente ordenado que cumple la cCC y sea D una familia
de conjuntos densos en P tal que |D| < k. Claramente |D| < p; luego, existe un filtro D-genérico,
G, en P. Por tanto AM(k) se cumple. O

Otra interrogante natural es: ;jPor qué en la Definicién 26, se pide que los cardinales sean
menores que 2“7 La razon es la siguiente:

Teorema 4. AM(2%) es falso.

Demostracion. Supongamos que se cumple que AM(2%). Considere
P={p:pCNx{0,1}, pes finito y p es funciéon}.

Definamos, para cualesquiera p, g € P, p < ¢ si y solo si g C p.

Afirmacion 1. Para cualesquiera p,q € P, p y ¢ son compatibles si y solo si p|dom pndomq =
q|dom pndom - En efecto, supongamos que p y ¢ son compatibles y que p|dom pndom ¢ 7 ¢ldom pndom q-
Entonces existen x € dom(p) Ndom(q) vy y1, y2, con y; # ys tales que (z,y1) € py (x,y2) € gq.
Ahora bien, por hipotesis p y ¢ son compatibles; luego, existe r € P tal que r < py r < ¢. Entonces,
(z,y1) €7y (x,y2) €7 (pues p C 7y ¢ C 1), en contradiccion con el hecho de que r es funcién.
Por lo tanto p|d0mpﬁdomq = q‘dompﬁdomtr

Supongamos, ahora, que p, ¢ € IP, son tales que plaom pndom q = ¢ldom pndom ¢- Por el Lema 1,
tenemos que r = p U ¢ es una funcién. Es claro que r < p y r < g; luego, p y ¢ son compatibles. Lo
que concluye la prueba de la Afirmacion 1.

Dado que P es numerable, tenemos que P tiene la ccc (pues las anticadenas son subconjuntos
de P).

Ahora para cada n € N, hacemos D,, = {p € P : n € dom(p)}. Observemos que, para cada
neN, D, CP.

Afirmacion 2. Para cualquier n € N : D, # (. En efecto, fijemos ny € N. Consideremos
p={(1,0), ..., (ng,0)}. Claramente p € D,,,. La Afirmacion 2 queda demostrada.

Afirmacién 3. Para cada n € N, D,, es denso. En efecto, fijemos ng € N y tomemos ¢q € P.
1. Si ng € dom(q), entonces g € D,,,. Asi que tomando p = ¢, obtenemos que p € D,,, v p < q.

2. Si ng ¢ dom(q), hacemos p = q U {(ng,0)}, Veamos que p = q U {(ng,0)} es funcion. Sean
(x,y), (z,2) € ¢U{(no,0)}. Tenemos los siguientes casos:

a) (z,y), (x,z) € q. Como q es funcion entonces y = z.
b) (z,v), (z,2) € {(ng,0)} entonces x =ng, y =0, 2 =0, asi y = z.

¢) (z,y) € qy (x,2) = (no,0) o bien (z,y) € ¢y (z,2) = (np,0) Sin pérdida de generalidad
supongamos que (x,y) € ¢y (x,2) € {(no,0)}, entonces tenemos que = € dom(q),
x =mnpy z =0, entonces ng € dom(q), pero sabemos que ng ¢ dom(q); lo cual es una
contradicciéon. El otro caso es similar.
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Por tanto, de los tres casos se concluye que p es funcion. Ademas, dado que ng € dom(p),
tenemos que p € D, vy, por definicién, p < g.

Por lo cual, tenemos que D, es denso.

Ahora, para cada funcién h con dominio N y rango contenido en {0,1} (i.e., h : N — {0,1}).
Un ejemplo de este tipo de funciones es la funcion constante 1; es decir, la funcion h(n) = 1, para
cada n € N), definimos D, = {p € P : existe n € dom(p) tal que p(n) # h(n)}.

Afirmacion 4. Para cada funcion, h : N — {0,1}, D;, es distinto del vacio. En efecto, sea ¢ la
funcion ¢ = {(1,1 — h(1))}. Claramente h(1) # g(1); luego, q € Dy,. Por tanto Dy, # 0.

Afirmacion 5. Para cada funcion h : N — {0,1}, Dy es denso. En efecto, fijemos una funciéon
ho : N — {0,1}. y sea g € P. Tenemos dos casos:

1. ¢ € Dy,. En este caso, p = ¢ satisface lo deseado.

2. q ¢ Dy, Sea m = maz(dom(q)) y definamos p = gU{(m+1,1—h(m+1))}. Entonces, p € P,
¢ C p y dado que p(m + 1) # h(m + 1), tenemos que p € Dy, v p < q.

Con todo, la Afirmacion 5, queda demostrada.

Finalmente consideremos D = {D,, : n € N} U{Dy, : h € "{0,1}, donde "{0,1}, denota al
conjunto de funciones cuyo dominio es N y cuyo rango esté contenido en el conjunto {0,1}. Dado
que [N{0,1}| = 2¢, tenemos que D es una familia de a lo mas 2% conjuntos densos en P. Luego,
como se cumple AM(2%), existe un filtro D-genérico, G C P, es decir para todo D € D, GN D # (.

Como G es un filtro en P, entonces los elementos de G son compatibles dos a dos; luego:

1. fg =G, es una funcién por el Lema 1.

2. dom(fg) = N. Observemos que dom(fg) C N y se sigue de que para todo n € N, existe
p € GN D, entonces p € D, lo cual implica que n € dom(p) y dado que dom(p) C dom(fg),
entonces tenemos que n € dom(fg) y por tanto dom(fg) = N.

3. Claramente ran(fg) C {0,1}.

En otras palabras, fg : N — {0,1}.

Notemos que si hg € N{0,1}, entonces G N Dy, # 0. Sea p € G N Dy, como p € Dy, existe
m € dom(p) tal que p(m) # ho(m); luego fg(m) # ho(m). Es decir, fg # ho, pero hg fue arbitraria,
asi que para toda h: N — {0,1}, fg # h. Lo cual es absurdo.

Por lo tanto, no ocurre AM(2¢). O

Del Teorema anterior se puede inferir que para cardinales mayores a 2 el Axioma de Martin
es falso.

De los resultados anteriores tenemos el corolario siguiente.
Corolario 2. Los enunciados siguientes son equivalentes:

1. AM(2¥) es falso.

2. AM(k), implica que Kk < 2%.

Demostracion. [=] Supongamos que AM(2%) es falso. Supongamos, ademas, que existe un cardinal
Ko tal que AM(k) y ko > 2%. Claramente kg # 2%; de modo que 2* < kg; luego, por la Proposicion
1., tenemos que AM(2¥), lo cual es una contradiccion.

[«<] Si AM(2¥), entonces por 2., tenemos que 2¥ < 2, lo cual es absurdo. O
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Ya hemos visto que si k y p son cordinales infinitos tales que k < u, si AM(u), implica AM(k).
También hemos visto que los cardinales empleados para AM, deben ser menores que 2“. La pregunta
ahora es jqué ocurre con AM(w)? Una consecuencia del siguiente resultado es que AM(w) siempre
se cumple.

Proposicion 2. Sean P un conjunto parcialmente ordenado yp € P arbitrario. Si D es un conjunto
numerable de subconjuntos densos de P, entonces existe un filtro D-genérico en P tal que p € G.

Demostracion. Como D es numerable, podemos escribir D = {D,, : n € N} una familia de conjun-
tos densos en P. Como Dy es denso, existe py € Dy tal que py < p. Dado que D es denso en P, existe
p1 € Dy tal que p; < po, también como D es denso en P entonces existe un po € Dy de tal manera
que ps < p1, v asi sucesivamente, --- < p, < --- < pa < p; < po, observemos que, para cada i € N,
p; € D;. Ahora bien, definamos D = {p; : i e N} U{p} y G = {q € P:r < g, para algin r € D}.
Claramente G es no vacio; ademés, notemos que 2., de la Definicién 24, se cumple por construccién.

Sean ¢1, g2 € G. Entonces existen i1, i tal que p;, < g1y pi, < g2, tomando a m = max{i, iz},
tenemos que py, < q1 Y Pm < Q2.

Con todo, tenemos que G es un filtro D-genéricoen Py p € G. O
Corolario 3. AM(w) es verdadero.

Es importante notar que en la demostracién del teorema anterior la condiciéon de la cadena
contable no fue empleada; es decir, el resultado se verifica sin solicitar la ccc a P. Entonces la
interrogante natural es:

(Si P es un orden parcial y D es un conjunto numerable de subconjuntos densos de P, entonces
existe un filtro D-genérico en P? Ademas, jpara todo p € P existe un filtro D-genérico G sobre P
que contiene a p?

De los comentarios anteriores es natural preguntarse si la CCC se puede remover del axioma de
Martin. La respuesta a esta interrogante es negativa como veremos en el ejemplo que presentamos
a continuacion.

Ejemplo 15. Euxiste un preorden, P, que no satisface CCC el cual contiene una familia de wq
subconjuntos densos, D, tal que ningun filtro en P es D-genérico.

En efecto, sea P = {p : p € F(w,w1)}. Si p, q € P diremos que p < q si y sdlo si ¢ C p.
Ya sabemos que p, g son compatibles si y sdlo si para toda x € dom(p) N dom(q) : p(x) = q(z),
y ademds que si p, ¢ son compatibles si y sélo p U q es funcion, mds ain pUq < p ypUq < q.
Observe que D = {(0,a) : o € w1} es una familia no numerable de elementos incompatibles de
P, entonces P no tiene la ccc. Ahora para cada o € wy, definimos Do = {p € P : a € ran(p)},
veamos que para cada o € w, D, es denso en P. Sea ag € w y p € P.

v Sip € Dy,, haciendo p = q tenemos que g < p.

» Sip ¢ D,,, sea ng € w tal que ng ¢ dom(p) (observe que la ng eziste pues el dom(p) es
finita). Tomando a ¢ = pU {(no, a0}, entonces ¢ € Doy yp C q, asi ¢ < p.

Por lo tanto para cada o € w, D, es denso en P. También definamos para n € w, el conjunto
E, ={p €P:n e dom(p)}, ndtese que por construccion D, C P y E, es denso en P, sea ng y
peP.

» Sip e E,,, haciendo p = q, tenemos que q¢ < p.

» Sipé¢ E,,, tomando a ¢ =pU {(no,0)}, entonces q € E,, y q < p.
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Ahora sea D = {Dy, : a € w1} U{E, : n € w}, asi |D| = wy; supongamos que G C F,(w,w1)
es un filtro D-genérico en Fn(w,w;), pues para cada n € w, GN E, # 0, asi fo = |JG es una
funcion de w a wy. Y para cada o € w1, GN Dy # 0, la funcion fg : w — wi es suprayectiva, lo
cual contradice la definicion de w1 .

En otras palabras hemos demostrado que la CCC no puede ser omitida en AM.

2.2. Equivalencias al AM

En la presente secciéon presentamos algunas “equivalencias” al Axioma de Martin. La razén de
las comillas se deben al hecho de que son equivalencias con alguna restriccion. Una de ellas, por
ejemplo, restingida a algebras booleanas.

Antes de ver la primera equivalencia introducimos algunas nociones y damos un resultado de
caracter auxiliar.
Definicion 27. Sean A y B conjuntos tales que B C A. Diremos que:
1. Una funcion f es n-aria sobre A, si f: A" — A sin >0, o un elemento de A sin = 0.
2. La funcion f es finitaria sobre A, si existe n € w tal que f es una funcion n-aria sobre f.
3. B es cerrado bajo la funcion n-aria si f(B™) C B (o bien f € B cuando n = 0).

4. Si F es una coleccion de funciones n-arias sobre A, la F-clausura de B es el menor conjunto
C C A tal que BC C y C es cerrado bajo cada f € F.

Para la prueba del resultado siguiente, puntualizamos algunos detalles: Sean f una funcién
finitaria sobre Ay B C A:

1. Denotamos ny al elemento de n € w tal que f: A™ — A.

2. f(B™) = {f((b1,bn,)) : (br, o, bp,) € B Y.
3. |f(B")| < |BM].

Teorema 5. Sea k una cardinal infinito. Suponga que B C A, |B| < k, y que F es un conjunto
de < K funciones finitarias sobre A. Entonces la F-clausura de B tiene cardinalidad < k.

Demostracion. Vamos a definir, recursivamente, para cada n € w, un conjunto C,, como sigue:
1. CO = B, y
2. Cn+1 =Cy U{f(C’:ff) : f S f}

Claramente, para cada n € w, |Cy,| < k; luego, C = |J{C,, : n € w} es un conjunto tal que
BCCy|C|<k.

Sea f € F.

Por construccion tenemos que para cada f € F, C es f-cerrado. Mas atn, no es dificil verificar
que si C’ es un conjunto tal que B C C' y C’ es f-cerrado para cada f € F, entonces C C C'. Es
decir, C es la F-clausura de B y |C| < k. O

El resultado principal de la presente secciéon es el Teorema 6, en el cual se establecen algunas
equivalencias al Axioma de Martin.

Ahora estamos en posibilidad de enunciar el Axioma de Martin.
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Definicion 28. AM. Sea k un cardinal infinito. AM(k), restringido a preordenes de cardinalidad
< k es el enunciado: Para cualquier conjunto preordenado, P, no vacio, con |P| < k y que cumple
la cce se verifica que si D es una familia de conjuntos densos en P tal que |D| < k, entonces existe
un filtro G en P tal que GN D # (), para todo D € D.

Lema 3. AM(k) es equivalente a AM(k) restringido a preordenes de cardinalidad < k.

Demostracion. Es claro que AM(k) implica a AM(k) restringido a preordenes de cardinalidad < k.
Sean (Q, <) un preorden que satisface la ccC y D una familia de < x subsconjuntos densos de Q.
Es claro que si Q tiene cardinalidad < k, entonces existe un filtro D-genérico en Q. Supongamos
entonces que |Q| > k.

A continuacion vamos a demostrar que existe un preorden P tal que PC Q y
1. |P| < k.
2. Para cada D € D, DN P es denso en P.

3. Sip,q € P, entonces p y g son compatibles en IP si y solo si son compatibles en Q.

Para cada D € D, definimos una funcion fp : Q — @ como sigue: Dado p € Q, (fp(p)) es un
elemento en D, de tal manera que fp(p) < p. Esto es posible debido a que cada D € D es denso
en Q. Lo cual concluye la definicién de las funciones mencionadas.

Ahora definamos una funciéon g : Q x Q — Q de la manera siguiente:

Notemos que F = {fp: D € DU{g}} es una familia de funciones finitarias. Ahora sea P’ C Q
tal que |P'| < k y denotemos P a la F-clausura de P’ bajo F. Finalmente, consideremos la relacion
<p=<|p ( la restriccion de < a P). De aqui que (P,<p) es un preorden.

Ademas, por el Teorema 5, P satisface 1.

Veamos que P satisface 2, fijemos D € D y sea p € P. Dado que P C Q, tenemos que p € Q;
luego, hemos tomado fp(p) € D de tal manera que fp(p) < p. Ahora, dado que P es cerrado bajo
F, tenemos que fp(p) € P; de aqui que fp(p) € DNPy fp(p) < p. Asi que D NP es denso en P.

Resta probar que P satisface 3 Claramente, si p, ¢ € IP son compatibles en P, debido a que <p
es la resticciéon de la relacion < restingida a Py P C Q, tenemos que p y ¢ son compatibles en Q.
Ahora bien, si p, ¢ € P son compatibles en Q, entonces g(p,q) € Py (por construccion) g(p,q) <p

y 9(p,q) < q. Asique g(p,q) <ppy g(p,q) <p q.

Notemos que de la equivalencia en 3, y el hecho de que Q cumple la ccc, tenemos que P satisface
la ccc.

Ahora bien, puesto que P es preorden de cardinalidad < k y D' = {D NP : D € D} es una
familia de < x densos en P, por hipétesis, existe un filtro D’-genérico en P, digamos G'.

Consideremos G = {q € Q : Existe p € G’ tal que p < ¢}. Por definicion G satisface las
condiciones 1 y 2, de la Definiciéon 23. Veamos que G también cumple 3. Si p1, ¢1 € G, entonces
existen p, g € G’ tales que p < p; y q < ¢;. Claro que para p, q € G/, existe r € G’ C G tal que
r<ppyr<pgq. Evidentemente r < p; y r < ¢i; i.e., p1 y ¢1 son compatibles (en Q); esto es, G
es un filtro en Q. Atin méas, como para todo D € D, se cumple que (D NP) NG’ # ), tenemos que
para todo D € D, DN G # ). Es decir G es un filtro D-genérico en Q. O

Para presentar la equivalencia del Axioma de Martin, relacionada con algebras booleanas,
daremos algunos preliminares.

Recordemos que un algebra booleana es un séptuplo A = {A, <, \/,; A, —,0,1} en el que A es un
conjunto, la relacion, “<”, es un orden parcial, V y A operaciones binarias en A, — una operaciéon
unaria sobre A y 0,1 € A tales que:
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1. Para cualquier z € A, z\/ze =z yz ANz =z.
2. Para cualesquiera 2,y € A, z\/y=yVaeyzAy=y Az

Para cualesquiera z,y,2 € A, z\/(yV 2) = (zVy)VzyzAlyAz) = (= Ay) A=

Para cualesquiera z,y € A, z\/(z Ay) =z y 2 Az Vy) ==.
5. Para cualesquiera 7,5, 2 € 4, V(A 2) = (Vo) AV 2) y s AV 2) = @A) V(@A 2),

6. Para cualquier z € A, 2 A~z =0y z\ -z =1
7. Para cualquier z € A, 2 A0O=0yz\/1=1.

Nota. Es importante comentar que algunos autores no involucran la nocién de orden parcial
en la definicién de algebra booleana; sin embargo, siempre es posible introducir un orden parcial,
como veremos a continuacion:

x<ysiysolosiz\/y=y
o equivalentemente
x<ysiysolosizAy=ux.

Ejemplo 16. Sea X un conjunto no vacio y consideremos A = P(X) (el conjunto potencia de
X),0=0y1=X. Ademds, definimos, para cualesquiera z,y € A:

1.z <ysixCy.

2. x\Jy=2xUy.

3.z ANy=xnNy.

4. x = X\z.

Claramente de la definicion anterior 1., 2., 3. y 5. se siguen de las propiedades que satisfacen
los conjuntos, por lo cual resta ver que se cumple 4., 6. y 7.

Comencemos viendo que 4. se satisface. Sea x, y en P(X) y observe z\/(x Ay) =xU(xNy) =
(zUz)N(zUy) = azn(zUy), asi sea g € x\(xA\y) si y solo si xg € X yxy € z Uy,
siempre y cuando xo € x. Por lo tanto x\/(z \y) = x. Ahora bien z A(zVy) =zN(zUy) =
(xNz)U(zNy) =zU(xNy), seaxo € z Az Vy), siempre que o € x U (zNy), es decir, xg € x.
Por lo tanto x A(z\/ y) = =.

Veamos que se cumple 6. de la definicion anterior. Sea x en P(X). x A—x = 2N (X\z) =
rN(XN29) =@n2)NX=0NX=0=0. Ahoraz A~z =2U(X\2) =2U (X NaY) =
(rUuX)N(zUz% = XNX =X =1. Quedando verificado asi 6.

Por dltimo veamos que se cumple 7. Sea x en P(z), tAO=2Nh=0=0yz\1=2UX =
X =1. Por lo cual se concluye 7.

Por lo tanto {P(X),<,U,N,—,0, X} es un dlgebra booleana.

Definicion 29. Sean X un espacio topoldgico y U C X. Diremos que U es cerrabierto si U es
abierto y cerrado en X ; es decir, si intx(U) =U = clx(U).

Dado un espacio topologico X, denotaremos clop(X) a la coleccion de todos los subconjuntos
cerrabiertos de X. Definimos, para cualesquiera z,y € clop(X):

l.z2<ysix Cuy.
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2. z\y=zUy.
3. xzANy=znNy.
4. -z = X\z.

Proposicion 3. Si X es un espacio topoldgico, entonces {clop(X), <,U,N, =, 0, X} es un dlgebra
booleana.

Demostracion. Veamos que en efecto el conjunto de clopens es un algebra booleana. Sean A, B, C €
clop(X).

1. Comencemos verificando que se cumple el primer axioma; A\A=AUA=Ay ANA =
AN A=A, por lo cual si se cumple el primer axioma.

2. Continuemos con el segundo axioma; A\ B=AUB=BUA=B\VAyAAB=ANB=
BN A= BAB, con lo cual se cumple el segundo axioma.

3. Ahora verifiquemos que se cumple el tercer axioma, A\/(B\/C)=AU(B\/C)=AU(BU
C)=(AUB)UC = (AUB)VC = (AVB)VCy AN(BANC)=AN(BAC)=AN(BNC) =
(AnB)NnC = (AAB)NC = (AANB)AC, por lo que se infiere que se cumple el tercer

axioma.

4. Continuemos probando el cuarto axioma; notemos que A\ (AAB) = AU(ANB) = (AU
A)N(AUB)=AN(AUB), asisea a € A\/(A\ B) siempre y cuando a € Ayaec AUB,
solo si a € A. Por lo tanto A\/(A A B) = A. De igual manera AA(A\/ B)=AN(AUB) =
(ANA)U(ANB)=AU(ANB),seaa € AA\(A\ B), siysolosiae€ AU (AN B), en otras
palabras, a € A. Por lo tanto A A(A\/ B) = A.

5. Sigamos con el siguiente axioma; A\/(BAC)=AU(BAC)=AU(BNC)=(AUB)N(AU
C) = (AUB) A(AUC) = (AY B) A(AV C) y AN(BV C) = An(BY C) = An(BUC) =
(ANB)U(ANC)=(ANnB)\V(ANC) = (AA\B)V(AAC); asi se cumple el quinto axioma.

6. Veamos que se cumple el sexto axioma; AA\-4A = AN (X\4) = (ANA)NX=0=0y
AV-A=AU-A=AU(X\4) =X.

7. Finalmente probemos el séptimo axioma; AN0O=AN0=ANP=0=0y A\/1=AUl=
AUX =X =1.

Por tanto clop(X) es una algebra booleana bajo las operaciones definidas con anterioridad. O

Definicion 30. Sea X un espacio topdgico. Llamaremos dlgebra de cerrabiertos, al dlgebgra
{clop(X), <,U,N,—, 0, X}.

CONVENCION: Como hemos sefialado, un algebra booleana esta dotada de un orden parcial;
de modo que toda &lgebra booleana induce un conjunto preordenado de manera natural, asi que
si B es un algebra booleana, denotamos B al preorden inducido por el conjunto base de B, sin 0
y el orden de B. Por ejemplo, si B es el algebra de cerrabiertos, entonces B = clop(X)\{(} y para
p, ¢ €B, p < gsipCq. Ademas diremos que clop(X) siempre es una algebra boolena completa,
siempre que £ C clop(X), entonces \/ & existe (y sea igual int(clx [JE))). También, si B es una
algebra boolena, entonces B es completa si y solo si clop(B) es extremadamente disconexo.

De la observacién contenida en la convencion previa, las nociones de compatibilidad o densidad
pueden aplicarse o emplearse al trabajar con algebras booleanas.

Lema 4. SiP es un conjunto parcialmente ordenado, entonces existe un dlgebra booleana completa
B y un mapeo i : P — B\{0} tales que
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1. i(P) es denso en B\{0}

2. Para cualesquiera p, g € P, si p < q, entonces i(p) < i(q

~—

3. Para cualesquiera p, g € P, pLq si y solo sii(p) Ai(q) = 0.
4. Si D es denso en P, entonces i(D) es denso en B.

Demostracion. Para cada p € P, definimos N, = {g € PP : ¢ < p}. La familia £ = {N,, : p € P} es
base para una topologia 7 sobre P.

Consideremos ahora B = clop(PP) con la relacion p < ¢ si p C ¢q (para p, ¢ € B). Claramente,
dos elementos p, q € B son incompatibles si y solo si pN g =0 siy solosipAqg=0.

Definamos, para cada p € P i(p) = int(cl(Np)). Sabemos que B es un algebra booleana; asi que
resta probar que ¢ satisface las condiciones 1., 2. y 3.

Para 1. Sea U € B, tal que U # 0. Como U # 0 , podemos tomar r € U. Ahora, dado que
U es abierto y £ es base para la topologia de P, tenemos que existe p € P tal que » € N, C U.
Como N, C U, tenemos que cl(N,) C cl(U); luego, int(cl(Np)) C int(cl(U)) = U. Asi que
i(p) = int(cl(N,)) C U. De aqui que i(p) < U, por lo que concluimos que i(P) es denso en B\{0}.

Para 2. Sean p, ¢ € P y supongamos que p < ¢. Por demostrar que i(p) < i(q). Como p < g,
entonces p € Ng; atn mas, si r < p, entonces r < ¢; de donde, 7 € N,. Asi que p < ¢, implica que
N, € Ny. Por tanto i(p) < i(q).

Para 3. (=) Supongamos que no, es decir, supongamos que existen p, ¢ € P tales que pLq y
i(p) Ni(q) # 0. Entonces i(p) Ni(q) # 0; es decir, N, N N, # (0. Sea r € N, N N, entonces r < py
r < q; en contradiccién con el hecho de que plg.

(<) Ahora supongamos que i(p) Ai(g) =0y que p y ¢ son compatibles. Entonces existe r € P
tal que r < py r < g, entonces r € N, N N, lo cual es absurdo, pues i(p) A i(g) = 0.

Para 4. Sea b € B, con b # 0. Dado que i(P) es denso (vea 1.), existe p € P tal que i(p) < b.
Luego, como D es denso en P, existe d € D tal que d < p. Por 2., tenemos que i(d) < i(p). De aqui
tenemos que i(d) < b. O

Teorema 6. Para cualquier cardinal k > w, AM(k) es equivalente a AM(k), restringido a dlgebras
booleanas completas.

Demostracion. [=] Es evidente.

[«<] Vamos a verificar que AM(k), restringido a algebras booleanas completas, implica AM(k)
restingido a preordenes parciales de cardinalidad < k.

Sean P un preorden con |P| < k y que cumple cCC y sea D una familia de < k subconjuntos
densos de P. Sean B el algebra booleana obtenida por el Lema 3. y B el conjunto preordenado
inducido por B (vea CONVENCION) 4lgebra booleana dada en el Lema 3.

Afirmacion 1. B tiene la ccc. En efecto, supongamos que {b, : & < wy} es una anticadena en
B, por 1. del Lema 3, podemos tomar, para cada « € wy, ps tal que i(py) < by, entonces por 2. del
Lema 3, {ps : @ < w1} es una anticadena en P. Lo cual contradice el heho de que P tiene la ccc.

Ahora, para cada p, ¢ € P, definimos D, ={r eP: (r <pAr <gq)VrlpVvrlg}.

Afirmacién 2. Para cada p, ¢ € P, D, , es denso en P. En efecto, fijemos p, ¢ € Py sea g € P
arbitrario. Es claro que si 79 € D, 4, hay nada por hacer. Asi que supongamos que 79 € D, 4.
Entonces 7y no es una extensiéon comin para py q y 79 es compatible con p y ¢. Entonces, existe
r1 € P tal que 71 < rg y r1 < p. Ahora tenemos dos casos:

1. 71 Lq. En este caso tenemos que 7 € Dy, y 71 < rg Terminamos.
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2. Si r1 y ¢ son compatibles, entonces existe o € P tal que ro < r1 y 79 < ¢. Luego, ro < rq
y 1 < p, implican que 72 < p; de donde, 72 < p y r2 < g, lo cual implica que 1o € Dy, 4 ¥
ro <7y

Con todo, tenemos que D, , es denso en P.
Ahora sea D' = DU{D, 4 : p, q € P}. Notemos que D’ es una familia de < x densos en B.
Asi que por hipotesis, existe G’ filtro D’-genérico.
Sea G ={i"%(g): g € G'}.
Afirmacion 3. G es filtro D’-genérico (y por lo tanto D’-genérico). En efecto, claramente G # (.

Ahora sean p € G y q € P tales que p < ¢. Por demostrar que ¢ € G. Por demostrar que
q € G. Como p < g, entonces i(p) < i(q) (vea 2., Lema 3). Luego, dado que i(p) € G’ y G’ es filtro,
tenemos que i(q) € G’; de donde, q € G.

Finalmente, sean p, ¢ € G. Por demostrar que p y ¢ son compatibles. Como G’ es filtro D',
existe 7’ € i(Dp,q) N G'. Dado que r’ € i(D, 4), existe r € D, 4 tal que i(r) = r’. Notemos que si
r Lp, entonces ' Ai(p) = 0; lo cual no puede ocurrir, pues i(p) y v’ son compatibles. Similarmente,
si rLgq, entonces 1’ A i(g) = 0; lo cual no puede ocurrir, pues i(q) y 7’ son compatibles. Asi que
debido a que r € D,, 4, debe ocurrir que r < p y r < q. Lo cual implica que p y ¢ son compatibles.

Con todo, G es filtro en P.

Para concluir, dado que para todo D € D', G’ Ni(D) # 0, tenemos que para todo D € D',
G N D # (. Esto es, G es un filtro D’-genérico y por lo tanto D-genérico. O

Teorema 7. AM(k) implica que si X es un espacio Hausdorf, compacto y ccC y si {Uy : a < K},
es una coleccion de subconjuntos densos y abiertos en X, entonces ({{Uq : a < k} # 0.

Demostracion. Definamos aP = {p € X : p es abierto y p # 0}. Consideremos la relacion siguien-
te en P

Para p,q e P:p < g siysolosipCag.

Afirmacion 1. p y ¢ son incompatibles si y solo si pNg = 0. En efecto, supongamos primero que
p v ¢ son incompatibles, y también que pNq # 0. Sea r = pN q. Observemos que p € Py ¢q € P,
asi pNq € P, entonces r € P, pero ya sabemos que pNgCpypNgqC g, entoncesr CpyrCaq,
es decir; r < py r < q, lo cual es una contradiccién, pues p y g son incompatibles.

Ahora supongamos que pN g = @) y que p y ¢ son compatibles, entonces existe r € P tal que
r<pyr<gq,entoncesr Cpyr Cgq, entonces r C pNgq, pero como r € P, tenemos que 7 # {0,
lo cual implica que p N q es distinto del vacio, lo cual es absurdo, pues p N ¢ es vacio. Con todo la
Afirmacion 1. queda demostrada.

Afirmacioén 2. P satisface la ccc. En efecto, sea A una anticadena en P. Dado que los elementos
de A son incompatibles dos a dos, tenemos que A es una familia se conjuntos abiertos, no vacios y
ajenos por pares; luego, como X satisface la ccc, tenemos que |A| < w. Con lo que se concluye la
prueba de la Afirmacion 2.

Consideremos, para cada a € k, Do = {p € P:p C U, }

Afirmacion 3. Para cada a € k, D, es denso en P. Sea aq fijo y tomemos ¢ € P, arbitrario. Si
q € D,,, haciendo ¢ = p tenemos que p < q.

Supongamos que g € D,,. Como g es abierto y no vacio, tenemos que ¢NU,, # 0. Luego, como
X es Hausdorfl y compacto tenemos que X es regular; asi que existe un abierto no vacio, digamos
p tal que p C g N U,,. De aqui que p € D,, y p < gq. Por tanto D, es denso en P.
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Dado que estamos suponiendo AM, para D = {D,, : a < s} existe un filtro D-genérico, G.
Puesto que G es un filtro, entonces G satisface la PIF; y como X es compacto, entonces tenemos
que ({p : p € G} # 0. Finalmente, dado que (\{p : p € G} C ({Ua : a < &}, concluimos que
(WU :a <k} #0. O

Antes de establecer el resultado final de la presente seccién requerimos de una definicién y un
teorema.

Definicion 31. Si B es un dlgebra booleana, entonces st(B) denota al espacio de Stone de B. Los
elementos x € st(B) son los ultrafiltros sobre B, y los conjuntos cerrabiertos de st(B) son de la

forma Ny ={x: b € x}.
El lector interesado en una demostracion del resultado siguiente puede consultar en [8].

Teorema 8 (Teorema de representacion de Stone). Para toda dlgebra booleana B : st(B) es un
espacio Hausdorff, compacto, cero dimensional y B es isomorfo a clop(st(B)) via el mapeo b — Ny,
Ademds, todo Hausdorff compacto, cero dimensional X es homeomorfo a st(clop(X)) a través del
mapeo z — {p € clop(X) : z € p}.

El teorema siguiente resume las equivalencias vistas en esta seccion.

Teorema 9. Para cualquier kK > w, los enunciados siguientes son equivalentes:

(a) AM(K).
(b) AM(k) restringido a preordenes de cardinalidad < k.

(c) aM(k) restringido a dlgebras booleanas completas.

(d) Si X es un espacio Hausdorff, compacto y ccc, y {U, : a € Kk} son conjuntos densos y
abiertos, entonces ({{Uy : o € K} # 0.

Demostracion. (a), (b) y (¢) son equivalentes por el Lema 3 y el Teorema 6.

En el Teorema anterior vimos la implicaciéon (a) = (d). A continuacion daremos la prueba de
la implicacion (d) = (c).

Sean B un &lgebra booleana que satisface la ¢ccc y sea D una familia de < x subconjuntos
densos B\{0}.

Sea X el espacio de Stone de B.

Para cada D € D, sea
Wp =U{Ny:be D}.

Notemos que, para cada d € D, Wp es abierto en X.

Afirmacion. Para todo, D € D, Wp es denso (topologicamente hablando). En efecto, fijemos
D € D, supongamos que N. N Wp = ). Entonces ¢ A b = 0, para todo b € D lo cual es imposible,
pues D es denso (en el sentido del orden). Asi que N, N Wp # 0.

Como X es Hausdorff compacto y ccc, aplicamos (d) aplicado a {Wp : D € D}, para obtener
G € {Wp : D € D}. Entonces G es un filtro (de hecho un ultrafiltro ), y para cada D € D,
G € Wp, asi que existe b € D(G € Ny), o existe b € D(b € G), o bien G(\ D # 0. O
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2.3. Aplicaciones 1

En la presente seccién daremos respuesta a dos de las interrogantes planeadas en la introducciéon
del presente trabajo de tesis. Para ello, primero mostraremos el Teorema 2. Debemos comentar
que la prueba de dicho resultado se obtiene empleando el conjunto preordenado P4 dado en la
seccion 2.1 (Ejemplo 12). Sabemos que los predrdenes con los que debemos trabajar para aplicar
AM, deben cumplir la ccc. A continuaciéon veremos que P4 satisface la ccc.

Lema 5. P4 tiene la propiedad de la cadena contable.

Demostracion. Supongamos que P4 no tiene la propiedad de la cadena contable. Sea {(s¢, Fe) :
¢ < w1} una anticadena testigo de que P 4 no satisface la ccc. Entonces para 1, u € w tal que si
n#pyexistex € Fy:aNs, ¢ s, oexistex € F,:xNs,; ¢ s,. Entonces:

1. Sizns, € s,, entonces existe zg € (xN's,) y To & Sy, asi g € s, ¥y Tg ¢ Sy, por lo cual
Sy 7 Sy
2. SizNs, € s,, entonces existe zg € (xNsy) y Tg & Sy, asl kg € s, y To & Sy, por lo cual
Sy 7 Sy
De ambos casos se obtiene que s, # s,. De aqui que |{(s¢, F¢) : £ € w1 }| = w1, pero {(s¢, Fy) :
¢ <wi} C[w]<¥, lo cual es absurdo. Asf P4 tiene la propiedad de la cadena contable. O
Si G es un filtro en P4, denotamos dg = | J{s : existe F' € [A]<¥ (s, F) € G}.

Teorema 10. Sean G un filtro en P4 y (s', F') € G, entonces para todo © € F', se tiene que
xNdg C .

Demostracion. Deseamos ver que z N |J{s : existe F € [A]<¥[(s, F) € G]} C s’ y observemos que
zNU{s : existe F € [A]<¥[(s,F) € G]} = U{z N s : existe F' € [A]<¥[(s, F) € G]}), asi veamos
que cada x N's C &', donde s es tal que existe un F € [A]<¥ tal que (s, F) € G.

Sea s tal que existe un Fy € [A]<¥ : (sg, Fy) € G. Dado que (s', F’), (so, Fp) € G, como G es
un filtro en P4 y por el Lema 2, se cumple que para cualquier x € F’ tenemos que xtNsy C F' y
para cualquier x € Fy se cumple que xNs’ C sq, entonces para cualquier x € F’, xNsy C F’. Como
so fue arbitrario, entonces se concluye que x Ndg, asi queda probado el Teorema enunciado. [

Para cada x € A denotamos, D, = {(s,F) € P4 :z € F}
Corolario 4. Sea x € A. Entonces:

1. 5i G es un filtro en Py y GND, # 0, entonces |z Ndg| < w.

2. D, es denso en Py

Demostracion. 1. Iniciemos demostrando el inciso 1. Dado que G N D, # (), entonces existe
(s, F) € GNDx, y debido a que G es un filtro en P4, por el Teorema anterior, se tiene que
para cualquier z € F tenemos que zNdg C sy |s| < w; entonces |z Ndg| < |s|y |s| < w, por
tanto se concluye |z N dg| < w.

2. Sea (sg, Fy) € P4, deseamos probar que existe (s, F) € Dy, de tal manera que (s, F) <
(so0, Fo), definamos (s, F) = (so, Fo U {z0}).

Observemos que sg C sg v Fo € Fy U {xo}, resta ver que para cualquier x € Fy U {z} se
cumplird que x N sy C sg. Sea x € Fy U {xp}, entonces x € Fy 6 © = x.

a) Sixz € Fy y sabemos (so, Fy) < (so, Fo), entonces para cualquier z € Fj tenemos que
xr N sy C sy
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b) Si & = =0, entonces (so, Fy) € P4, entonces tenemos (so, Fo) < (s, Fp) satisface lo
deseado.

Por lo cual D, es denso en P 4 O
Sea G es un filtro en P4, denotamos dg = | J{s : Existe F' € [A]<“ ((s,F) € G)}.

Teorema 11. AM. Sean A, C C P(w), tales que |A| < k, |C| < k. Si para todo y € C y cada
F € [A]<¥ se cumple que |y \ |J F| = w, entonces existe d C w tal que:

1. Para todax € A: |dNzx| <w y,
2. Para today € C: |[dNy| =w.

Demostracion. Primero denotemos, para caday € Cyn € w, EY = {(s,F) €P4:sNy ¢ n}.
Afirmaciéon. Para todoy € C y n € w, EY es denso en P 4.

En efecto sean (s,F) € P4, y € Cy n € w. Como |[y\|JF| = w elegimos m € y\|JF tal
que m > n. Pongamos s = s U {m}y F' = F. Es claro que (s,,F/) € EY. Ahora veamos que
(s',F') < (s,F). Obviamente s C s, F C F'. Por ltimo si z € F, entonces 2Ns = xN(sU{m}) =
(x/ﬂs)u(xﬁ{m}); perozN{m} =0, puesz € Fymg|JF. AsizNs* =xNs C s. Por lo tanto
(s ,F') < (s, F)yconello EY es denso.

Ahora, consideremos el conjunto D = {EY : y € CAn € w} U{D, : x € A}. Por la afirmaciéon
anterior y el Corolario 4 inciso 2., tenemos que D es una familia de subconjuntos densos en P 4
con |D| < k. Luego, por AM, existe un filtro D—genérico, G, en P4. Sea d = dg = |J{s : Existe
F e [A]<¥ : (s, F) € G}. Del Corolario 4 inciso 1 tenemos que z € A, |[d N z| < w. Resta probar
que si y € C entonces |d N y| = w. En efecto, supongamos que no es asi, es decir, que para algin
yo € C, ocurre que |d Nyy| < w. Sea ng € w tal que dNyg C ng. Puesto que G es D—genérico,
tenemos que existe (s, F') € GNEY. Lo cual implica que s Nyo € no, lo cual es una contradiccion.
Ya que s Ny C dNyo C ng. Asi, para todo y € C, [dNy| = w. O

A continuacion presentamos algunas consecuencias bastante interesantes del teorema anterior.
Corolario 5. AM. Si B es una familia de subconjuntos de w tal que:

1. |Bl <2,y

2. Para cualquier V € [B]<¥, NV es infinito.
Entonces existe L € [w]¥ tal que para todo B € B, L\B es finito.

Demostracion. Denotemos « a la cardinalidad de B y pongamos A = {(w\B) : B € B}y C = {w}.
Es claro que A y C son subconjuntos de P(w), |A| <k y |C] < k.

Ahora sea {A,..., A} € [A]<“. Por construccion, para cada i € {1,...,k}, existe B; € B de
tal manera que A; = w\DB;. Ahora bien dado que w\|J{A4; : i € {1,....,k}} = N{w\4; : ¢ €
{1,..,k}} = ({w\(W\B;) : i € {1,....k}} = ({Bi : i € {1,...,k}}. Por hipotesis tenemos que
(W{Bi:i€{l,..,k}} es un conjunto infinito; asi que w\ |J{A; : i € {1, ..., k} es infinito.

Con todo concluimos que las colecciones A y C satisfacen las hipotesis del teorema anterior, lo

cual nos arroja un L C w tal que las condiciones 1. y 2. de dicho teorema se satisfacen. Por 2.,
tenemos que L es infinito.

Resta probar que para todo B € B, L\B es infinito. Pero si B € B, entonces w\B € A. Asi
que como L cumple 1. del Teorema 11, tenemos que L N (w\B) es finito; asi que L\B es finito. La
prueba esta completa. O

Corolario 6. AM. Si A y B son familia de subconjuntos de w tales que:
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1. |Al<2¥ y Bl <2¥, y
2. B\|JC es un conjunto infinito, para todo B € B y todo C € [B]<*.

Entonces si |[AUB| = )\, existe un subconjunto infinito L de w tal que AN L es un conjunto finito
para todo A € A y BN L es un conjunto infinito para todo B € B.

Demostracion. Por el Teorema 11 existe un conjunto M C w tal que A\M es un conjunto finito,
para todo A € Ay B\M es un conjunto infinito, para cada B € B. Definamos L = w\ M. Entonces,
para cada B € B, B\M = B\(w\L) = L\(w\B) = L N B es un conjunto infinito.

Similarmente L N A es un conjunto finito, para todo A € A. O

Para continuar con el siguiente teorema, recordemos que si £ C X, se dice que E es Gs-relativo
siy solo si E'=[),c, Gn con G, en 7 y diremos que X satisface el segundo numerable si 7 posee
una base numerable.

Teorema 12. AM. Si X es un conjunto de nimeros reales tal que | X| < 2%, entonces todo sub-
conjunto de X es un conjunto Gg-relativo.

Demostracion. Supongamos que Y C X. Puesto que R con su topologia usual es segundo numera-
ble, podemos tomar B = {U,, },,c., una base numerable de R. Adn més, podemos pedir que B tiene
la propiedad de que ningin si z, y € R, con x # y, se cumple que [{B € B: {z,y} C B}| < w.

Indexamos a Y = {yataecx y consideramos X\Y = {z,}qacr. Para cada a € A, denotamos
B,={n€w:y, €U,} ysea Ay, = {n € w: z, € U,}. Consideremos, ahora, A = {A,}aer ¥
B = {Bu}aex. Por el Corolario 6 existe L C w tal que L N B, es un conjunto infinito y L N A,
es un conjunto finito, para todo a € X. Para n € w definamos L,, = {J,,c5; Um- Dado que cada
By N L es un conjunto infinito, yo € (¢, Ln- Pero cada A, N L es un conjunto finito, asi que
To & pew Ln- AsT Y es un conjunto Gs-relativo. O

Si X is infinito, la cardinalidad del conjunto de todos conjuntos Gs en X es 2%, y la cardinalidad
de todos los subconjuntos de X es 2*.

Asismismo recordermos que si A C [w]¥ decimos que A es una familia casi ajena si se cumple
que para cualesquiera A, B € A con A # B se satisface que AN B < Yy y diremos que A es una
familia maximal casi ajena y es maximal con esta propiedad.

Corolario 7. AM. Sea A C P(w) una familia casi ajena de cardinalidad k, donde w < k < 2¢.
Entonces A no es mazximal.

Demostracion. Supongamos que no; es decir, que A C P(w) es una familia casi ajena maximal.
Sea C = {w}.

Afirmacion. Para todo y € C, y cada F € [A]<¥, |y\|J F| = w. En efecto, supongamos que
para algin F' = {x; : i € 1,n}, ocurre que |w\(J}_, #;)] < w. Entonces |;_, z§| < w. Pongamos
z = (N, zf)° y notemos que x ¢ A; pues de lo contrario, |z1 N z| < w, lo cual implica que
z1 C* i, ¢, una contradiccién. Un argumento similar justifica el hecho de que AU {z} es una
familia casi ajena y A C AU {x}, en contradicciéon con la maximalidad de A. Lo que demuestra la
afirmacion.

Ahora ya podemos aplicar el Teorema 11 a C y A, lo cual nos garantiza la existencia de d C w
tal que 1. y 2., de dicho teorema se verifican. De estos hechos se obtiene que AU {d} es una familia
casi ajena tal que A C AU {d}. Luego, por la maximalidad de A, d € A. Lo cual es absurdo, pues
por 1. del Teorema 11, |[d Nd| = w; pero |[dNd| = |d| = w. O

Corolario 8. AM. Sea B C P(w) una familia casi ajena de tamano K, donde w < k < 2¥. Si
A C B, entonces existe d C w tal que para cualquier x € A (|[d N z| < w) y para toda x € B\A,
(dNz=w).
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Demostracion. Sea C = B\ A.

Afirmacion. Para todo y € C, y cada F € [A]<¥, |[y\UF| = w. En efecto, sean y € C, y
F ={z; : i =1,n} € [A]<“. Entonces y\F = ()i, (y \ z;), y dado que B es familia casi ajena,
tenemos que cada yNxzy (i € 1,n) es finito; luego |y\ U/, (yNz;)| = w. Ademas, y\ U;—, (yNz;) C
Niz;(y\ 2;), pues si a € y\ J;—, (y Na;), entonces a ¢ | J:—, (y Na;), lo cual implica que para cada
i€l,n, acy\z. As, y\U;_;(yNa;) CNie;(y \ z;) y por lo tanto |[y\ U F| = w.

Ahora, aplicando el Teorema 11 a C y A, obtenemos d C w de tal forma que 1. y 2., de dicho
teorema, se verifican. De estos hechos se obtiene, trivialmente la conclusion del resultado. O

Teorema 13. AM. Siw < k < 2, entonces 2% = 2%,

Demostracion. Puesto que la conclusion es inmediata si kK = w, supondremos que w < k. Sea B
una familia casi ajena tal que B C P(w), con |B| < k. Consideremos la funcion @ : P(w) — P(B),
definida por ®(d) = {x € B : |[x Nd| < w}. Por el corolario anterior, ® es sobreyectiva; luego,
2% < 2%, Por otro lado, por aritmética cardinal (vea [8]), w < k, implica que 2¢ < 2%. Por lo tanto
2% = 2%, O

Una consecuencia inmediata del Teorema 13 es que 2 es un cardinal regular.
Lema 6. (Kénig) Si k es un cardinal infinito y cf(k) < X, entonces k < k™.
Corolario 9. AM. 2 es regular.

Demostracion. Pongamos A = ¢f(2%). Por definicién de cofinalidad, A < 2*. Veamos que no puede
ocurrir que A < 2. Si A < 2“, entonces por el Lema 6, aplicado a A y k = 2¥, tenemos que
Kk =2¥ < g =272 pero del Teorema 13 sabemos que 2¢/(2”) = 2* = 2  Una contradiccion.
Por tanto 2“ es regular. O

2.4. Aplicaciones II

Con la finalidad de motivar la presente secciéon y resaltar una de las tantas contribuciones de
AM, supongamos que X un espacio topologico separable (Un espacio topologico es separable si
existe un denso numerable de X) . Entonces existe D C X denso tal que |D| < w. Ahora, si U es
una familia (no vacia) de subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos por pares, entonces, por cada
U € U, podemos tomar un punto dy € U N D. Claramente |U| = |{dy : U € U}| < |D| < w; luego
|U| < |D| < w. De aqui que si X es separable, entonces X satisface la ccc. Una pregunta natural
es:

. Qué se puede decir del regreso de la implicacion anterior? Esto es, jocurre que todo espacio
topoldgico CCC es separable?

El ejemplo siguiente da una respuesta negativa a esta interrogante

Ejemplo 17. Sean (X, 1) un espacio Th y F|X]|={A € P(X): A€ [X]<¥ y A #0}. Para cada
F € F[X] y cada subconjunto abierto, U, de X tal que F C U, definimos:

[F,U]={B e F[X]: FCBCU}

La coleccion {[F,U]: F € F[X] yu € 7} es base para una topologia sobre F[X].

Esta topologia es conocida como Pizley-Roy y el conjunto F[X] con esta topologia es llamado
hiperespacio Pizley-Roy. El lector interesado en estos espacios puede consultar [12]. Entre otras
cosas, tenemos los hechos siguientes:
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1. Si X es un espacio no numerable, entonces F[X] no es separable. En efecto, supongamos
que X es no numerable y sean D = {F,, : n € w} un subconjunto numerable de F[X|. Dado
que X no es numerable, existe xo € X\|U{F, : n € w}. Claramente U, = [{zo}, X]| es una
vecindad de {xo} en F[X] tal que para cualquier n € w, [{zo}, X]N D =0 (observemos que
FeU, siysolosixeFCX). De aqui que ningin subconjunto numerable de F[X] puede
ser denso.

2. Si F[X] es ccco, entonces X es CCC. En efecto, sea U una familia no vacia de conjuntos
abiertos no vacios y ajenos por pares. Por cada U € U, tomamos xy € U. Claramente la
coleccion {[{zv },U] : U € U} es una familia de conjuntos abiertos no vacios y ajenos dos a
dos en F[X], el cual satisface la ccc, tenemos que |{[{zv},U] : U € U}| < w; luego, dado
que [U| = {[{zv}, U] : U € U}|, obtenemos que |[U| < w. Asi, X es cccC.

Para hacer mds explicito el ejemplo, de lo visto previamente tenemos que el hiperespacio Pixley-
Roy , F[R], de la recta real R con la topologia usual es CCC y no es separable.

Debido a la respuesta negativa a la pregunta anterior, la siguiente interrogante es jbajo qué
condiciones sobre un espacio X, la cCC y la separabilidad son equivalentes? El objetivo de esta
seccién es presentar un resultado que, bajo AM, proporciona una respuesta a esta tltima pregunta
(vea Teorema 14).

Lema 7. AM. Sea X un espacio topoldgico el cual satisface la ccc. Si {U, : a < w1} una familia
no vacia de subconjuntos abiertos de X, entonces existe A C w1, no numerable tal que {U, : « € A}
tiene la propiedad de la interseccion finita.

Demostracion. Consideremos, para cada o < w1, Vo = [J{U, : v > a}. Claramente tenemos que
si @ < 8 < wy, entonces Vg C V,; lo cual implica que Vg C V.

Afirmacion 1. Existe g € wy tal que para todo 3 € wy, si ag < 3, entonces Vg = V.
Supongamos que no, es decir; para todo a < wy, existe 3 > a tal que V,\V # 0.

Sea g € wy arbitrario, por nuestra hipotesis, existe a; € wy, con ap < ay y tal que Vo, \Va, #
(). Sea £ < w; y suponga que hemos construido, para cada A < £ un ordinal o, de tal manera que,
para A < B < &

loay<ag,y
2. Vs \Vay #0.

Por construir oy tal que 1. y 2.

Notemos que p = sup{ay : A € £} < w;y (pues c¢f(wi) = wi y & es numerable) Tomemos
o = max{p + 1,§ + 1}. Por nuestro supuesto, existe ag € wy tal que o < agy Vo \Va, # 0.

Observemos que ¢ satisface 1. y 2.. Por construccion, para todo A < &, tenemos que ay < ag.
Supongamos que para algin A € &, Vo, = V,,. Por construccion tenemos que o < a'; luego,
Var CVa, = V%; lo cual es absuro. Asi que para todo A € &, Vm\V%.

Ahora definimos U = {Vo, \Vae,, : & <wi}.

Claramente U es una familia de conjuntos abiertos no vacios en X. Atin mas, los elementos de
U son ajenos dos a dos. En efecto, sean Vo, \Va,,, ¥ Va,\Va,.,, dos elementos de U, tales que

B#NSIz € (Va;\Vasy) N (Vay\Vay,,), entonces x € Vo, NVy, y 2 &€ (V. UV )

QAg+1

Supongamos, sin pérdida de generalidad que A < 5. Entonces tenemos dos casos:

1. Si A+ 1 = 3, entonces a1 = ag, entonces Vo, , = Vay, ast Vo, = Va, ¥ Va, € Vag,
implican que z € V.

axi1; lo cual es una contradiccion.

B
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2. A+ 1 < B. En este caso, axy1 < ag; luego Vo, C Vo, ,,, entonces V% - VaHl y por ende
Va, € Va,,,, entonces € Vi, lo cual es absurdo.

Asi que los elementos de U son ajenos dos a dos. Pero esto contradice el hecho de que X satisface
la ccc. La contradicciéon viene de haber supuesto que la afirmacion era falsa. Luego, ésta debe ser
verdadera. Con lo que concluimos la prueba de la Afirmacion 1.

Sean ap < w; un testigo de la Afirmacion 1 y sea
P={pC Vg, :p esabiertoen Xy p#0}

con el preorden siguiente: p < ¢ si y solo si p C ¢. De aqui tenemos que p y ¢ (elementos de P),
son incompatibles si y solo si p N g = (). Mas atin toda anticadena en P es una familia de abiertos
no vacios en X ajenos dos a dos y dado que X satisface la cCC, obtenemos que para cualquier
anticadena A en P, |A] < w, es decir; P satisface la condicion de la cadena contable.

Consideremos, ahora, para cada oy < 8 < w; la coleccién:
Dg ={p € P: existe v > (3 tal que p C U, }.
Afirmacién 2. Para cada ag < 8 < wy, se cumple que Dg es denso en P.
En efecto, sea g € P
1. Si ¢ € Dg, hemos terminado, pues haciendo p = ¢, se satisface que p < ¢y p € D3.

2. Si g ¢ Dg. Primero notemos que como q € P, entonces ¢ C V,, = V3 y ¢ es abierto no vacio,
entonces ¢ NV # 0, entonces ¢ N (U{U, : v > B}) # 0; luego, existe v, € wy, con v, > [ tal
que gNU,, # 0. Asi p=qNU,, estal que p < ¢y claramente p C Dg.

Por lo tanto Dges denso en P, para cada ag < 8 < wy.
Ahora sea D = {Dgs : ap < 8 < w1 }. Por el AM, existe un filtro D—genérico, digamos G.
Tomemos:

A={y <w; :existe p € G tal que p C U,}

Observe que |A| = wy, pues para toda 8 > g, existe v > 3 tal que v € A, esto se sigue de que
Dg es denso y G satisface la PIF, entonces U’ = {U, : v € A} satisface la PIF. O

Definicion 32. Una pseudobase en un espacio topoldgico X es una familia B de subconjuntos de
X que cumple:

1. Para todo B € B, int(B) #0, y
2. Para todo U conjunto abierto no vacio en X, existe B € B tal que B C U.

Claramente toda base y toda m-base de un espacio topologico X es una pseudobase

Recordemos que un espacio X es casi-regular, si para todo conjunto abierto U, existe V abierto
no vacio tal que clx (V) C U.

Definicion 33. Un espacio X es cocompacto si satisface:
1. X es casi-regular.

2. Eriste una pseudobase B de X tal que si F C B y F tiene la propiedad de la interseccion
finita, entonces (U :U € F} # 0

29



Axioma de Martin
2.4 Aplicaciones II

Observemos que si X es un espacio cocompacto y B es una pseudobase de X testigo de la
cocompacidad de X, entonces podemos asegurar que para todo U abierto no vacio de X, entonces
existe B € B, tal que clx(B) C U. En efecto, si U es un abierto no vacio, entonces (por la casi-
regularidad de X), existe un abierto no vacio, digamos V', tal que ¢lx (V) C U. Ahora bien como
B es pseudobase, existe B € B tal que B C V. Claramente tenemos que clx (V) CU.

Proposicion 4. Todo espacio Hausdorff y compacto, X es cocompacto.

Demostracion. Puesto que todo espacio Hausdorff y compacto es normal, tenemos que X es casi-
regular.

Sea B una base para la topologia de X.

Puesto que B es pseudobase de X, resta probar que para todo, F C B con la PIr, ({U : U €
F # ). Tomemos Fo C B con la PIF. Claramente la coleccion Ffy = {U : U € Fy} satisface la
PIF, y como X es compacto, tenemos que § # (Fy = ({U : U € F}. Teniendo asi la prueba
completa. O

Proposicion 5. Sea X un espacio Hausdorff y cocompacto. Si'Y es un subespacio denso y abierto
de X, entonces Y es cocompacto.

Demostracion. Definamos B={U C X : intx(U) #0y clx(U) CY}.
Afirmacion 1. B es una pseudobase en Y.
En efecto, si U € B, entonces intx (U) A0y clx(U) CY. Pero ) #intx(U)NY Cinty (V).
Asi, para todo U € B, inty (U) # 0.

Ahora sea V abierto no vacio en Y. Por demostrar que existe U € B tal que U C V. Como V
es abierto en Y, existe W abierto no vacio en X tal que V=WnNY.

Dado que X es casi-regular, existe U abierto no vacio tal que clx(U) C W NY. Claramente
U € B. Ademas, como U C W NY, entonces U C V. Con todo B es una pseudobase en Y.
Concluimos que la afirmacién es cierta.

Ahora supongamos que F C B la cual satisface la PIF. Por demostrar que [|F # ). Notemos
que el hecho de que F satisface la PIF, tenemos que la coleccion {clx(U) : U € F} también
satisface la PIF y dado que X es compacto, tenemos que ({clx(U) : U € F} # (. Es claro que si
z € (Helx(U): U € F}, entonces © € Y. Asi que z € ({cly(U) : U € F}.

Por lo tanto, Y es cocompacto. O

Definicion 34. Se dice que un nimero cardinal k es calibre para X si para toda, U familia de
abiertos no vacios de X con |U| = k existe U' CU tal que U'| = y U # .

Proposicion 6. AM. Si X es un espacio cocompacto y CCC, entonces wy es calibre para X .

Demostracion. Sean U = {U, : o € w1} una familia de abiertos no vacios en X tal que |U| = w;.
Por demostrar que existe U’ C U tal que |U'| =w y U # 0.

Como X es cocompacto, existe una pseudobase, B, tal que 1. y 2. de la Definicién 33 se cumplen.
Luego, dado que X es casi regular, para cada o« € wy, existe B, € B tal que clx(B,) C U,. Por
el Lema 7 aplicado a la coleccion {intx(By) : o € wi}, existe A C wy tal que la coleccion
{int(By) : a € A} satisface la PIF, entonces {B, : o € A} satisface la PIF; luego, por 2. de la
Definicion 33, tenemos que ({clx(Ba) : @ € A} # 0. Finalmente, dado que para cada a € A,
clx(Ba) C U,, tenemos que ([{U, : a € A} # (. Por tanto wy es calibre de X. O

Recordemos que si X es un espacio topolégico, diremos que es primero numerable si para cada
x € X existe una base local numerable en z.
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Corolario 10. AM. Sea X un espacio cocompacto y ccC. Si W = {Ue : £ < w1} es una coleccion
decreciente de subsconjuntos abiertos en X, entonces (\{Ug : € < w1} # 0.

Demostracion. Sea W = {Ug : £ < w1} es una coleccién decreciente de subsconjuntos abiertos en
X. Por la Proposicion anterior, tenemos que existe W € [W]“t tal que (\W' # 0. O

Recordemos que la densidad de un espacio topolégico X, denotada d(X), es definida como

d(X)=min{D C X : D = X}. Una vez anadido esto, enunciamos el siguiente Lema.

Lema 8. AM. Si X un espacio cocompacto, primero numerable y cCC, entonces X es d(X) # w1 .

Demostracion. Primero mostraremos que no puede ocurrir que d(X) = w. En efecto, supongamos
que d(X) = w1, y sea D = {d¢ : £ < w1} un subconjunto denso en X. Pongamos, para cada & € w1,

Fe={d,:n<& y Ge=X\Fe.

Notemos que si a, f € wy y a < 3, entonces {dy, : n < a} C {d, : n < B}; luego, clx ({dy, : n <
a}) Ceex({d, : n < B}). De donde X\clx({d, : n < 8}) C X\clx({d, : 1 < a}).

Asi, sia, B €wiya <, entonces Gg C G,. Esto es, la coleccion {Ge¢ : £ < wi} es una familia
decreciente de conjuntos abiertos no vacios en X. Asi que por el Corolario 10, U = ({G¢ : € €

wi} # 0.

Afirmacion 1. U N D = (. En efecto, supongamos que existe o < w; tal que d,, € U N D. Como
do € U, tenemos que para todo § € wi, do € G¢. En particular, dy, € Goqy1 = X\Faq1. Pero
también d, € Fot1 = clx({d¢ : £ € @+ 1}). Lo cual es absurdo. Asi que DN U = ().

De la afirmacion anterior tenemos que int(U) = 0.
Ahora, debido a que X no es separable, tenemos que para todo § € wy, X\Fe # 0.

Sean p € U arbitrario y {B,, : n < w} una base de vecindades de p en X. Como, para todo
£ € w1, p € G, existe n(§) < w tal que para cada £ € wy : Vj,(¢) C Ge¢. Luego, existen ng < w y
A C wr, |A| = wq tales que
n(§) = no para todo £ € A.

Entonces V,,, C N{G¢ : € € A}.

Afirmacion 2. ([{G¢ : £ € A} = ({Ge : € < wi}. Puesto que {G¢ : £ € A} C {Ge : £ < wi},
tenemos que ([{Ge : & <wi} C({Ge : £ < A}. Ahora sea z € ({G¢ : £ < A}. Por demostrar que
z € ({Ge¢ : € <wi}. Sea & € wy arbitrario, como |A| = wy, existe a € w; tal que a > ¢, lo cual
implica que G, C G¢. Por tanto z € G¢. Lo que concluye la prueba de la afirmacion.

De la Afirmacion 2, concluimos que int(U) # (). Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, d(X) # wy. O

Antes de establecer el siguiente resultado, recordemos que el caracter de un espacio topologico
X, denotado x(X), es definido como el menor cardinal infinito x tal que para todo x € X, existe
B, base local de x en X con |B,| < k.

Proposicion 7. Sea X un espacio topoldgico tal que x(X) = o y d(X) > «. Entonces existe un
subespacio Y C X tal que |Y]=d(Y)=aT yc(Y) < e(X).

Demostracion. Fijemos, para cada p € X una base de vencidades {V¢(p) : £ < a}. Entonces
definimos:
Un elemento de V(&) NVy(n), si
fpy 43 € m) = V(&) N Vg (n) # 0;

No definido en otro caso.
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Para H C X arbitrario, denotamos

H ={fp,¢:&n) :{p, ¢} € [H? A (& n) € axal.

A continuacion, definimos:
1. Hy=H,

2. H,=(H,—1),y

3. CL(H) =U{Hn : n < w}.

Nota: En el punto 3 anterior se esta definiendo al operador CL : P(X) — P(X) de modo que
CL(H) no es la clausura topologica de H en el espacio X.

Evidentemente, [H| < a implica que |CL(H)| < . Ahora probaremos que existe una coleccién
{A, :v € at}, tal que para cada v < a:

1. |A,| < «, para todo v < a'™;
2. Paratodo 0 <v <at, CL(U{4¢: ( <V} C A,y

3. Para todo v < a, existe p, € A, \clx (CL(U{A¢ : £ <v})).

Sea Aj un subconjunto de X, no vacio tal que |Ag| < a.

Ahora sea v < a y supongamos que para cada & < v, hemos construido un conjunto A¢ de
tal forma que 1, 2 y 3 se satisfacen. Ahora vamos a construir A,,.

Por hipotesis, para cada £ < v, tenemos que |A¢| < ; ademés, v < o™, implica que |v| < a.
Luego, | U{A¢ : € € v}| < ¢, de donde |CL(|J{A¢ : £ € v})| < a. De aqui que CL(J{A¢ : € € v})
no es denso en X, por tanto, podemos tomar un punto p,u € X\clx (CL(J{A¢ : £ € v})). Ahora
definimos A, = {p,} UCL(J{A¢ : £ € v}). Evidentemente A, es el conjunto deseado, con lo cual
concluye la prueba.

Sea Y = [J{A4¢ : £ < a™}. Notemos que |Y| = a™, pues, por un lado tenemos que |Y] <
|U{A4e : € < at} < S {|4Ae : £ € aT} < a-at = at. Por otro lado para cada v € at hemos

tomado un punto p, y, por construccion, p, # pe, si £ # v; con todo, [Y] = at.

Afirmacion. d(Y) = a™. En efecto, primero notemos que, por definicion, d(Y) < |Y| = a™.
Para concluir la prueba veremos que si A C Y con |A| < «, entonces A no es denso en Y. Sea,
pues, A CY con |A| = a. Entonces para cada a € A, existe {, < a™ tal que a € A¢,. Puesto
que [{& : a € A} < at y a™ es regular, tenemos que £4 = sup{&, : a € A} < a*. Claro que
Pen € cx(CL(U{Ae : £ € €a})) vy dado que clx(A) C clx(CL(U{A¢ : € € £a})), tenemos que
Pea €Yy pe, & clx(A), lo cual implica que A no es denso en Y. De donde d(Y') > at. Concluimos
que, d(Y) = a™.

A continuacion veremos que ¢(Y) < ¢(X). Sea U una familia celular en Y. Para cada U € U,
fijamos py € U. Claro que para cada u € U, existe {y € «, tal que Vg, (py) NY C U. Notemos
que por la condicién 2., tenemos que {V, (pv) : U € U} es una familia celular en X; luego,
HVe, (pr) : U € U} < ¢(X). De aqui que ¢(X) es cota superior para las cardinalidades de las
familias celulares en Y; asi, ¢(Y) < ¢(X). Concluimos lo deseado. O

Ahora introduzcamos las siguientes definiciones, para z € Z\Z, t(x,Z) = min{\
existe un subcojunto A de Z tal que [A] = A y = € A}. Definimos la estanquiedad de X es
t(X) =sup{t(z,2): ZC X yx € Z\Z}.

Proposicion 8. Sean X un espacio topoldgico y Y C X. Entonces d(Y) < d(Y).t(Y).
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Demostracion. Sea Z un subconjunto denso de Y tal que |Z| = d(Y). Ahora, si p € Z, entonces
podemos elegir un subconjunto H, CY con |H,| < t(Y) tal que p € H,,.

Afirmacion.
D=|J{H,:pe 7}

es un subconjunto denso de Y. En efecto, sea x € Y y V una vecindad de = en X. Entonces
V' NY # 0; luego, V NY es un abierto no vacio en Y y dado que Z es denso en Y podemos tomar
peZN(VNY). Como VNY es vecindad de py p € Hp, tenemos que (V NY) N H, # 0, lo cual
implica que (V NY)N D # 0. Por lo tanto, D es denso en Y.

Ahora, notemos que |D| < > {|H,|: p € Z} < |Z].t(S) = d(S). t(S5). O

Corolario 11. Si todo subconjunto cerrado de un espacio primero numerable X es separable,
entonces X es hereditariamente separable.

Teorema 14. AM. Sea X un espacio cocompacto, primero numerable y CCC. Si todo subespacio
cerrado de X es cocompacto, entonces X es separable.

Demostracion. Por el Lema 8, d(X) # wy, entonces o bien d(X) < wy o d(X) > w;.

Supongamos que d(X) > w;. Por el lema anterior, existe S C X con [S| = d(S) = w1 y ¢(S5) <

¢(X) = w. Por hipétesis S es cocompacto, primero numerable (porque X tiene esta propiedad) y
ademés es CcccC, porque S satisface la ccc.

Aun mas, dado que S es denso en clx (S), podemos asegurar que todo subconjunto denso en S

sera denso en clx (S); de donde d(S) < d(S) = w;.
Afirmacion. d(clx(S)). Tenemos que d(clx (S)) < wy. Supongamos que d(clx (S)) < w, entonces
por la Proposicion 8, d(S) < d(clx (5))t(X) = w; lo cual contradice el hecho de que d(S) = wy.

Con todo, tenemos que clx(S) es un espacio cocompacto, primero numerable y ccc, el cual

satisface que d(S) = w;. Lo cual no puede ocurrir por el Lema 6. Asi, dado que no puede ocurrir
que d(X) > wy, concluimos que d(X) = w. O

Recordemos que un espacio topologico es perfecto si y solo si todo subconjunto cerrado es un
conjunto Gs. Un espacio topologico es llamado perfectamente normal si el espacio satisface ser
perfecto y normal.

Corolario 12. aM. Si X es un espacio perfectamente normal y compacto, entonces X es heredi-
tariamente separable.

Demostracion. Por el Corolario 11, es suficiente demostar que todo subespacio cerrado de X es
separable. Sin embargo, es bien sabido que X es hereditariamente Lindel6f y, por lo tanto he-
reditariamente ccc; asi que por el Teorema 14, podemos aplicar a todo subespacio cerrado de
X. O

2.5. Aplicaciones III

Recordemos que un espacio topologico X es numerablemente compacto si para toda U cubierta
abierta de X, con [U| < w, existe V € [U]<¥ tal que JV = X. Evidentemente todo espacio
compacto es numerablemente compacto. A continuaciéon veremos que el reciproco no es valido.

Ejemplo 18. Sea X = w1, con la topologia usual del orden.

1. X no es compacto. En efecto, considere la coleccion U = {[0,a+ 1) : @ € w1 }. Notemos que
U es cubierta abierta de X ; pues si f € wy, entonces B+ 1 < wy (pues wy es ordinal limite).
Es claro que p € [0,8+1) € U.
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2. X es numerablemente compacto. Supongamos que no es ast; es decir, existed = {U, : n € w}
una cubierta abierta de X la cual no admite subcubiertas finitas. Definamos, recursivamente,
para cada n € w un punto o, € X como sigue:

a) ag € X\Uo, ¥y
b) Qpt1 € X\ U{UZ NS {0, ,TL}}

Como wy es regular, entonces a = sup{ay, : n € w} < wy. Ahora, dado que U es cubierta
abierta de X, existe m € w tal que a € Uy,. Como Uy, es abierto, existe k € w de tal
forma que k > m y ap € U,, en contradiccion con la eleccion de ay. Por tanto, X es
numerablemente compacto.

En vista del ejemplo anterior, una interrogante natural es:
.. Qué condiciones adicionales sobre un espacio numerablemente compacto lo hacen compacto?

El problema anterior ha sido estudiado por diversos autores; el lector interesado en este tema
pude consultar la referencia [13].

A continuacion presentaremos algunos resultados en los que espacios numerablemente com-
pactos con algunas condiciones adicionales y bajo AM, resultan ser compactos. Particularmente,
mostraremos que: Todo espacio numerablemente compacto y perfectamente normal es compacto;
usando como hipdtesis AM (vea Teorema 16). Asimismo se dice que un espacio X es separable si
éste contiene un subespacio denso numerable.

Proposicion 9. AM. Sea X un espacio numerablemente compacto y separable. Si U es una cubierta
abierta de X con |U| < 280, entonces existe una coleccion finita U' C U tal que {U : U € U'}
cubre a X.

Demostracion. Como X es separable, existe D = {d,, : n € w} denso en X. Vamos a suponer que
para todo n, m € w, d, # d,,. Supondremos, ademas que si V € [U]<¥, entonces existe n € w
tal que d,, € D\ |JV. Ahora bien, para cada U € U, denotamos F,, = {n € w : d,, € D\U} y sea
F ={F, : U € U}. Entonces, para cada U € U, F,, C w.

Afirmacion 1. Si F/ € [F]<%, entonces (| F’ es un conjunto infinto. En efecto, supongamos que
existe U’ € [U]<* de tal forma que el conjunto F' = {F,, : U € U'} es tal que (| F’ es un conjunto
finito. Pero N\ F' ={{n€w:d, e D\U}:Uel'} ={new:d, € D\(U{U : U eU'})}; luego,
(JU' contiene a todos los puntos de D, salvo un numero finito de ellos, lo cual es absurdo. Lo que
concluye la prueba de la Afirmacion 1.

Por el Corolario 5, existe Y C w infinito, tal que
() Para todo F € F, tenemos que Y\ F' es un conjunto finito.
Sea A={d,:neY}.

Afirmacion 2. Para cada U € U, U N A es un conjunto finito. En efecto, supongamos que existe
U € U, tal que UN A es un conjunto infinito. Entonces al conjunto {n € Y : d,, € ANU} es infinito,
pero {n €Y :d, € ANU} C Y\Fy; lo cual implica que Y\ F,, es un conjunto infinito, que es una
contradiccion con ().

De la Afirmacion 2, se desprende que A es un conjunto cerrado y discreto. Pero esto no puede
ocurrir, pues A es infinito y X es numerablemente compacto. ]

En el siguiente corolario L(X) denota el grado de Lindelof del espacio X, el cual es definido
como el menor cardinal infinito k tal que para cualquier cubierta abierta U de X, existe V C U
con |V| < k tal que X = JV.
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Corolario 13. AM. Si X es numerablemente compacto, separable y reqular con L(X) < 2%o,
entonces X es compacto.

En [3], se demostré que un espacio numerablemente compacto, separable y regular no siempre
es compacto. El lema siguiente proporciona algunos ejemplos.

Recordemos que si X es un espacio topolégico y € X, x es un punto de acumulacion de X si
para cada vecindad U de x existe y € U tal que = # y. Asimismo un espacio topologico Hausdorff
es extremadamente disconexo si las clausuras de sus abiertos son abiertas.

Lema 9. Si X es numerablemente compacto, extremadamente disconezxo y regular, entonces todo
subconjunto infinito de X tiene al menos dos puntos limite.

Demostracion. Supongamos que A = {a, : n < w} es un subconjunto infinito de X un unico
punto limite, al que denotamos y. Supondremos, ademaés, que para todo m # n, y y # a, # Gm.

Ahora, para cada m < w:
Ay ={an: m<n<w}U{y}
es un subconjunto cerrado (y no vacio) en X.

A continuacion vamos demostrar que existe una familia {U,, : n € w} de subconjuntos abiertos
en X tal que:

(1) Para cada n € w, a, € Uy;
(2) cx(U,)N A, =0; paracadan € w, y
(3) Paran, m € w si n # m, entonces U, N U, = 0.

Como ag no es punto de acumulacién de Ay, existe Uy vecindad de ag tal que clx (Uy) N Ag = 0.
Sea n € w y supongamos que hemos construido abiertos Uy,..., U, de manera que (1) — (3) se
verifican. Por construir U, ;. Notemos que para todo i € {0,...,n}, an+1} € A;; entonces para
todo i € {0, ...,n}, an+1 & clx(U;). Entonces existen vecindades V;, 7 € {0, ...,n+1}, de tal manera
que V; NU; = 0, para para todo i € {0,....,n} vy clx(Vaot1) N Apt1 (aqui usamos la regularidad
de X). Tomando a Up+1 = [ [{V;i :i € {0,...,n + 1}, tenemos que U, 1 satisface (1) — (3), lo que
concluye la construccion.

Consideremos ahora
U=U{Uz: kK <w}.

Observemos que U es un conjunto abierto en X; ademds dado que X es extremadamente
disconexo, U también es abierto. Asi y € U y por ende, U es una vecindad de y y no intersecta al

conjunto {ags+1: kK < w}, en contradiccion con el hecho de que X es numerablemente compacto.
O

Ahora, sea X un espacio topologico, llamaremos compactacion de X a una pareja (Y, ¢), donde
Y es un espacio compacto y ¢ : X — Y es un homeomorfismo encagable de X en Y tal que
¢(X) =Y. Asi, para cualquier espacio X Tychonoff, se puede considerar la familia C(X) de todas
las compactaciones de z. Recordemos que el elemento maximal en la familia C(X) de todas las
compactaciones de un espacio Tychonoff X se llama compactacion de Ceech-Stone de X y se denota
por BX. Por lo cual SN denota todas compactaciones de los niumeros naturales.

Teorema 15. Un espacio topoldgico X tiene una compactacion si y solo si X es un espacio
Tychonoff.

El lector interesado en los detalles del ejemplo siguiente puede consultar [14].
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Ejemplo 19. Sea p € SN\N tal que la menor cardinalidad de una base para p es 2*°. La existencia
de tales puntos fue demostrada en [9]. Consideremos X = BN\{p}, como subespacio de F(N).
Entonces

1. X es numerablemente compacto, separable, completamente reqular con grado de Lindelof 2°.
2. X no es compacto.

En [10] Ostaszewski construy6 un espacio topologico que satisface ser regular, numerablemente
compacto y perfectamente normal, pero no es compacto. Adelante (vea Corolario 17) demostra-
remos que, suponiendo AM, todo espacio numerablemente compacto y perfectamente normal es
compacto.

Proposicion 10. Si X es un espacio numerablemente compacto y perfecto, entonces s(X) = V.
Auin mds, si X es regular, entonces t(X) = Ny.

Demostracion. Sean Y un conjunto discreto en X y sea A el conjunto de puntos de acumulaciéon
de Y. Entonces A es cerrado en X. Ademés, Y N A = (.

Ahora, Y es cerrado en X\ A4; luego, dado que X\ A es abiertto en X, tenemos que X\ A es F,
en X. De donde obtenemos que Y es F,, en X; luego, Y = | J{Y,, : n € w}, donde para cada n € w,
Y,, es cerrado en X. Asi, dado que todo subconjunto cerrado y discreto de X es finito pues X es
numerablemente compacto, Y es numerable. O

Proposicion 11. Sea X un espacio topoldgico.

1. X no es hereditariamente Lindeldf si y solo si existe un subespacio A C X y un buen orden
para A = {aq : a < wi}, tal que para todo B < wi, el conjunto {a, : a < B} es abierto en

A.

2. X no es hereditariamente separabale st y solo si existe un subespacio B C X y un buen orden
para B = {b, : a < w1}, de tal forma que para todo < wy, el conjunto {by : a < B} es
cerrado en B.

La siguiente proposicion es muy util. Ademéas diremos que un espacio es derecho (izquierdo)
separado si se puede bien ordenarse de tal forma que sus segmentos iniciales son abiertos (cerrados).

Proposicion 12. Si A es derecho-separado y s(A) = w, entonces A es hereditariamente separable.

Teorema 16. Si existe un espacio numerablemente compacto, perfectamente normal que no sea
compacto, entonces existe uno con las mismas condiciones, pero que no es separable.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio numerablemente compacto y perfectamente nor-
mal, el cual no es compacto. Entonces X no es Lindelof; luego existe un subespacio A C X, el cual
es derecho-separado. Entonces por la proposicién 12, A es separable. Luego A es numerablemente
compacto, perfectamente normal y separable. Finalmente, A no puede ser Lindeldf; asi que A no
es compacto. O

En la referencia [12], se presenta un espacio topologico el cual es numerablemente compacto,
perfectamente normal y no compacto, el cual no es separable. A continuacién veremos que si uno
asume AM, entonces todo espacio que cumpla las condiciones antes mencionadas, sera, no solo
separable sino hasta hereditariamente separable.

Teorema 17. AM y 2% > R;. Si X es un espacio reqular y numerablemente compacto con s(X) =
Ng , entonces X es hereditariamente separable.
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Demostracion. Como X es numerablemente compacto y regular con s(X) = g, entonces ¢(X) =
No.

Supongamos que X no es hereditariamente separable, entonces existe un subconjunto {y, :
a < w;} de X, el cual es izquierdo-separado. Consideremos, para cada a € w

Yo =clx{y,: v <a}.
Pongamos Y = | J{Yo : a <wi};

Afirmacion. Y es cerrado. En efecto, sea y € clx(Y). Dado que t(X) = w, tenemos que existe
C € [Y]=¥ tal que x € clx(C). Para cada ¢ € C existen a. € w1 y Y € [{y, 1 7 < @ }]=* de tal
manera que ¢ € clx(Y.). Notemos que el hecho de que C es numerable, implica que el conjunto
{a. : ¢ € C'}, también es numerable; luego, ac = sup{a. : ¢ € C'} < w;. Claramente, para cada
ceC, Y. C{ys: B < ap}. Luego, ¢ € clx(Y,) C cdx({ys : B < ap}) = Ya., para cada ¢ € C.
De donde C C Y,,; asi que y € clx(C) C clx(Yar) = Yoo C Y. Lo que concluye la prueba de la
afirmacion.

Consideremos, ahora, para cada a < wi, una vecindad de y,, digamos U,, de tal manera que
cx(Uy) NY, = 0. Como s(X) = w, ¢(Y) = w, entonces por el Lema 6 (cocompactos), existe un
subconjunto no numerable S de w; de tal manera que {U, : « € S} tiene la propiedad de la
interseccion finita. Dado que Y es numerablemente compacto, para cada 5 € S podemos definir
F3 como sigue:

Fg=cx(Ua): a« S ByaeS}

Notemos que para todo § € S, Fz # (. En efecto, es claro que para cada § € S, el conjunto
{dx(Uy) : @« < Bya € S} es una familia numerable de subconjuntos cerrados en X con la
propiedad de la interseccién finita; luego, como X es numerablemente compacto, tenemos que Fg
no es vacio.

Adn mas, no es dificil verificar que para todo S € S, FgNY # (.

Construyamos una sucesion creciente {8, : v < wy}, de elementos de wy y un conjunto {z. :
7 < w1} de puntos en Y de tal manera que para cada, p < wi, {4 :y <p} C Y, yx, € Fg, NY.

Sean 3y € S arbitrario y ¢ € F, NY. Tomemos By € w; el primer elemento tal que xg € Yj,.
Sea 1 < wy y supongamos que para cada v < p hemos construido ordinales 3, < w;, de tal forma
que £ <y < p , implica que B¢ < B, y puntos x..

Dado que {f, : v < p} es numerable, tomamos £, = sup{fy : v < p} + 1 y tomemos
x, € Fp, NY arbitrario. Con lo que se termina la construccion.

Entonces Z = {z,, : ;1 <wi} es derecho-separado por {Yp, : p < wi} y izquierdo-separado por
{Fpu : p < wi}; luego Z es un conjunto discreto en X, lo que contradice que s(X) = w. O

Teorema 18. aAM. Todo espacio numerablemente compacto, perfecto y reqular es compacto.

Demostracion. Sea X un espacio numerablemente compacto, perfecto y regular.

Claramente, si X es Lindelof, entonces X es compacto. Supongamos, entonces, que X no es
Lindel6f. Entonces X contiene un subespacio derecho-separado, Y, de cardinalidad w;. Pongamos
Y = {yo : @ < wi}. Para cada 8 < wy, existe un conjunto abierto, Ug, en X tal que {y, : o <
B} CUsy UsN{ya > B =10}

Dado que X es regular, para cada 3 < w; podemos obtener una vecindad Vg de y3 de tal forma
que clx(Vg) C Ug. Denotemos V = {clx(Vg) : B <wr}.

Observemos que si Y’ es un subconjunto no numerable de Y, entonces no existe V' € [V]<% tal
que Y C V.
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Como X es perfecto y |J{Vs : B < w1} es abierto, existe una coleccion numerable de subcon-
juntos cerrados de X, digamos {F,, : n < w} de tal forma que | J{Vs: 8 <wi} =U{F,: n <w}.
Luego, existe m < w de tal manera que Y N F,,, es no numerable.

Sea E = clx (Y N F,;,). Como E es un subconjunto cerrado de X, tenemos que E es numerable-
mente compacto y regular. Asi que por las proposiciones 10 y 12, Y es hereditariamente separable,
asi que F is separable. Lo cual es una contradicciéon con la Proposicion 9. O

Corolario 14. AM. Todo numerablemente compacto, perfectamente normal es compacto.
Ahora usaremos del siguiente resultado vea [7] (Theorem 4).

Proposicion 13. El producto cartesiano de un nimero contable de espacios regulares contables
son perfectamente normales.

Teorema 19. (AM y 2% > Ny). Si X es un espacio numerablemente compacto tal que X2 es
hereditariamente normal, entonces X es compacto.

Demostracion. Supongamos que X es infinito; luego, existe A C X infinito numerable. Dado que
X es numerablemente compacto, A no es discreto. Como A contiene un subconjunto numerable el
cual no es cerrado. Por la proposicion anterior, X is perfectamente normal. Asi, por el Teorema
18, X es compacto. O

Proposicion 14. Para cualquier espacio Hausdorff X los siguientes enunciados son equivalentes:
1. El espacio X es numerablemente compacto.

Toda familia localmente finita de subconjuntos no vacios de X es finita.

Para cualquier familia localmente finita de subconjuntos de un punto de X es finito.

Cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.

Cualquier subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de acumulacion.

Para méas detalles sobre la Proposicion 14 vea Engelking, Theorem 3.10.3 (v) de la referencia
2]

Teorema 20. AM. Sean X un espacio topoldgicop € X y S C X es tal que p € S\S y |S| = w.
Entonces existe una sucesion de puntos en S la cual converge a p, si alguna de las condiciones
siguientes se satisface.

a) x(p,S) < 2%
b) X es, numerablemente compacto y .(p, S) < 2¢.

Demostracion. Como |S| = w, existe una funcion biyectiva f : w — S. Denotaremos, para cada
n € w, s, a la imagen de n bajo f. Entonces S = {s,, : n € w}.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, X = S. Sea I/ una familia de vecindades de p, con
U] < 2v.

Cuando a) se cumple. Entonces, consideraremos a U como base local de p.

Sean A'={UNS:U €U}. Para cadan € w, sea Ay = {m € w: s,, € UN S} y consideremos
A={Ay :n €wyn € w}. Notemos que A C P; ademés, dado que X es T, tenemos que, para
cada U € U, UN S es un conjunto infinito. Todavia mas, el hecho de que U es una base local
de p, tenemos que U es cerrada bajo intersecciones finitas; asi que si Uy, ... Uy € U, entonces
(U NS :ie{l,..k}}=(Ui:ie{1,..,k}})NS; luego dado que ({U; : i € {1,...,k}} € U,
tenemos que (({U; : i € {1,...,k}}) NS es un conjunto infinito. De aqui que si B € [A]<“, entonces
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(B es un conjunto infinito. Asi que por el Corolario 5, existe L € [w]“ tal que, para todo A € A,
tenemos que L\ A es finito. Sea S’ = {s; : k € L}.

Afirmacion 1. La sucesion S’ converge a p. En efecto, sea V' € U arbitraria. Entonces Ay € A;
luego, L\ Ay es un conjunto finito; de donde, {m € L : m ¢ Ay} es un conjunto finito; asi que
existe mgy € w, tal que para todo k > myg, k € Ay, lo cual implica que para todo k& > mg, k € A,
y por lo tanto, para todo k > mg, s € V. Con lo que se concluye la prueba de la afirmacion 1.

Cuando se cumple b). En este caso suponemos que (J{U : U € U} = {p} y que U es cerrada
bajo intersecciones finitas.

Sean A/ = {UNS : U € U}. Para cada n € w, sea Ay = {m € w: s, € UNS}y
consideremos A = {Ay : n € w y n € w}. Notemos que A C P; ademas, dado que X es Ty, tenemos
que, para cada U € U, U NS es un conjunto infinito. Todavia mas, si Uy, ... Uy € U, entonces
(Ui :ie{l,..,k}} €U yentonces (({U;:i€{1,....k}} € U)NS es un conjunto infinito y dado
que (WU; :i € {1,....,k}} €U yentonces (WU, :i € {1,....,k}} e U)NS C{UNS :i € {1,...,k}},
tenemos que (J{U; NS :i € {1,...,k}} es un conjunto infinito. De aqui que si B € [A]<“, entonces
(B es un conjunto infinito. Asi que por el Corolario 5, existe L € [w]“ tal que, para todo A € A,
tenemos que L\ A es finito.

Sea S" = {s; : k € L}. Como S’ es un conjunto infinito numerable y X es numerablemente
compacto, tenemos que S’ tiene un punto de acumulaciéon en X por la proposicién anterior, pero
como X es Hausdorff, tenemos que el punto de acumulacion es p. Asi, S’ converge a p.

O

Teorema 21. (Cv‘ech-Poszfs’il). Si x es un espacio Hausdorff compacto y ningun punto de X es un
Gs, entonces |X| > 2¢1.

Para mas detalles sobre la prueba vea theorem (4,3 of the Chapter B,3) de [1].

Corolario 15. (AM). Todo espacio compacto de cardinalidad menor que 22" es secuencialmente
compacto.

Demostracion. Sea S C X un subconjunto infinito numerable. Si S = S, podemos seleccionar una
sucesion en S, la cual es convergente. Supongamos que S\S # 0. Por el teorema Cech-Pospisil),
existe p € S\S con (p,g) < 2%, puesto que en otro caso, tendremos que |S| > 22” > | X|, Lo cual
es una contradiccion. Asi, por a) del teorema anterior, existe una sucesion de puntos en S, la cual
converge. O

Sean X un espacio topologico y U una familia de subconjuntos de X, se dice que U es localmente
finita si para todo z € X, existe una vecindad V de z, tal que |[{U e U : VNU # 0}| < w.

Definicion 35. Un espacio topoldgico es cercanamente compacto, si toda familia de subconjuntos
abiertos no vacios de X con la propiedad de ser localmente finita, resulta ser finita.

El lector interesado en la temética de los espacios cercanamente compactos y revisar las pruebas
de la proposicion siguiente, puede consultar la referencia [13].

Proposicion 15. Sea X un espacio topoldgico, son equivalentes los siguientes enunciados:
(1) X es cercanamente compacto.

(i1) Toda familia infinita de conjuntos abiertos no vacios y ajenos por pares tiene un punto
limite.
(i7) Si C es una coleccion numerable de conjuntos abiertos que satisface la PIF, entonces

Niclx(C): C e} 0.

(iv) SiU es una cubierta abierta numerable de X, entonces existe una subfamilia finita, V de
U tal que X = J{clx(U) : U € V}.

39



Axioma de Martin
2.5 Aplicaciones II1

Una interrogante natural es: j Existen espacios cercanamente compactos que no son compactos?

La respuesta a esta interrogante es afirmativa, como veremos en el ejemplo siguiente, pero antes
recordemos que un espacio X es H-cerrado si para toda U, cubierta abierta de X, existe V € [U]<¥
da tal forma que X = |J{clx (U) : U € V}. Evidentemente todo espacio H-cerrado es cercanamente
compacto.

Ejemplo 20. Sea X = {0} U[1,00) dotado de la siguiente topologia de la siguiente manera. Las
vecindades de los puntos de [1,00) son las usuales de este conjunto visto como subespacio de R y
las vecindades de 0 tiene la forma siguiente: {0} U J{(k,k+ 1) : k > m y m € N}. Notemos que:

1. Dado que [1,00) tiene la topologia de subespacio de R, tenemos que, N, el conjunto de los
numeros naturales es cerrado y discreto en X ; luego, X no es compacto.

2. X es H-cerrado. En efecto, sea U una cubierta abierta de X. Tomemos Uy € U de tal forma
que 0 € Uy. Entonces existe mg € N tal que {0} U UJ{(k,k+ 1) : & > mo} C Uy. Ahora,
dado que el conjunto [1,mg] es compacto en X y [1,mg] C JU, existe V € [U]<¥ tal que
[1,mg] CUV. No es dificil verificar que clx(UpUJV) = X.

Con todo, tenemos que X es cercanamente compacto y no es compacto.

Luego del ejemplo anterior, la pregunta obligada es: ;Qué condiciones sobre un espacio cerca-
namente compacto, X, lo hacen compacto? Una consecuencia del Teorema 23, es que todo espacio
cercanamente compacto, RO-perfecto, X. En el que L(X), es denso, resulta ser X es compacto.
Antes de establecer y demostrar el Teorema 21, requerimos de algunos resultados previos.

De ahora en adelante y mientras no se diga lo contrario, entendemos por espacio topoldgico a
un espacio T5.

Recordemos que un espacio X es perfecto si cada conjunto abierto en X es la uniéon numerable
de conjuntos cerrados en X (equivalentemente, si cada conjunto cerrado en X es interseccion
numerbale de conjuntos abiertos en X).

Teorema 22. Todo espacio cercanamente compacto y perfecto es CCC.

Demostracion. Sea {U, : a < wi} una familia de conjuntos abiertos no vacios y ajenos por pares
en X de tamano wy y sea H = clx((J{Us: o <wi})\U{Us : @ < w1}. Notemos que (por (i7) de
la Proposicion 15), H # (). Ahora, como X es perfecto, existe una sucesion decreciente y numerable
{W, : n € w} de subconjuntos abiertos de X de tal forma que H = ({W,, : n € w}. Para cada
n€w,sea S, ={a<w :U\cxW, #0}.

Afirmacion 1. Para cada n € w, la coleccion {U,\clxW,, : « € S,,} es una familia localmente
finita. En efecto, fijemos m € w y denotemos Wy, = {Uy\clxW,, : o € S;,} y sea z € X arbitrario.
Tenemos tres casos:

1. € Ug\clxW,,, para algin € S,,. Entonces [{W € W,, : VNW # 0}| = 1; donde V = Up.

2. z € H=){W, :n € w}. Entonces, en particular, z € W, C clx(W,,); luego, tomando
V = W,,, tenemos que [{W € W, : WNV #0}| =0 < w.

3. z € X\H. Tomando V = X\ H, tenemos que [{W e W,,, : WNV #0}| =0 < w.

Con lo que queda demostrada la Afirmacion 1.

Afirmacion 2. Para todo n € w, S, es finito. En efecto, supongamos que, para algin m € w
Sm no es finito, entonces (por la Afirmacion 1), la familia W = {U,\clxW,, : a € S} es una
familia localmente finita de abiertos no vacios en X y es no finita, lo cual es absurdo, pues X es
cercanamente compacto.
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Por la Afirmacion 2 y el hecho de que w; es regular, tenemos que 6 = sup((J{S, : n € w}).
Notemos que Us C ({clxW, : n € w}) < wy.

Ahora bien, como X es regular, existe V; abierto en X de tal manera que clxV; C Us. Eviden-
temente Vi "Wy # 0y Vi N W1 NWs es denso en Vi NW7, usando nuevamente la regularidad de X,
podemos elegir otro abierto no vacio V de tal forma que @) # clx (Vo N W3) C V4 N W, Procedien-
do inductivamente de manera similar, podemos construir una sucesiéon decreciente {V; : k € w}
de conjuntos abiertos y no vacios en X, de tal manera que } # cl(Vip1 N Wiy1) C Vi N Wy
para cada k € w. Ahora bien, por la Proposicion 15, {clx(V, N W,) : n € w} # 0. Pero
Melx(Vi, N W,) © n € wp € HNUs = 0, lo cual es una contradiccion. Asi la prueba esta
completa. O

Corolario 16. Todo espacio cercanamente compacto y perfecto es CCC y primero numerable.

Recordemos que un espacio X tiene la propiedad de m-peso contable si existe una coleccion
numerable C de subconjuntos abiertos no vacios de X tales que si V' es un subconjunto abierto no
vacio de X, entonces existe C' € C tal que C C V. Ademaés si X es un espacio topologico, una una
red es una funcion A : D — X donde (D, >) es un conjunto dirigido. Para mas detalles sobre esto
vea [15].

Lema 10. AM. Sea X wun espacio cercanamente compacto con w-peso numerable. Si U es una
cubierta abierta de X tal que [U| < 2%, entonces existe V € [U]< tal que X = J{ex(U) : U € V}.

Demostracion. Sea B={V, : n € w} una red para X, testigo de que X tiene m-peso numerable.
Dado que |U| < 2¢, supondremos que U = {U, : a € k}; donde k es un cardinal menor que 2%.

Consideremos, para cada o € K, Ay ={n€w:V, NU, # 0}.

Afirmacién 1. Para cada m € w, existe a,, € k de tal manera que m € A,,, . En efecto, si
m € (G, entonces tomamos x € V,,,; luego, dado que U es cubierta de X, existe a,, € k de tal
manera que x € Uy, . Claramente V,, NU,, # 0y, por lo tanto, m € A,,,,.

Tenemos dos casos:

(i) Existe F' € [x]<% tal que |J{Aw : @ € F} = w. En este caso tenemos la siguiente:

Afirmacion 2. X = clx(U{Us : @ € F}). En efecto, sean ¢ € X y U una vecindad de z.
Como B es red para X, existe m € w tal que V,,, C U. Por la Afirmacién 1, existe a,, € F
tal que m € A, ; luego, V,, NU,,, # 0. Por tanto 0 AU NU,, CUN(U{Us: a € F}). Lo
cual implica que = € clx((J{Uy : @ € F'}).

Entonces, en el caso bajo analisis, V = {U, : a € F'} satisface lo deseado.
(i7) Existe F' € [k]<“ tal que G = [{w\Aq : @ € F'}, es un conjunto finito.

De la Afirmacién 1, para cada m € G, fijamos a,, € k de tal manera que m € A, , y hacemos
Fe = {am, : m € G}. Ahora, consideramos V = {U, : « € F U Fg}

Afirmacion 3. X = clx(lUV). En efecto, sean € X y U una vecindad de z. Como B es red
para X, existe m € w tal que V,,, C U. Tenemos dos casos:

(a) m € G. En este caso, para tal m hemos fijado a,,, de tal manera que V,, NU,,, # 0, lo
cual implica que @ U NU,,, CUN (U{Us : @« € FUEg}) (pues ay, € Fg).

(b)) m € w\G. Como m ¢ G, existe a,,, € F tal que m € A,, ; luego, 0 # U NU,
UN(U{Uq:a € FUFg}) (pues ayy, € F).

m =

De (a) y (b) concluimos que la Afirmacion 3 es cierta.
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(i#i) Para cualquier F' € [k]<%, se cumple que [[{w\Ay : @ € F} es un conjunto infinito. Sea

B = {w\A, : @ € k}. Por nuestras hipotesis, tenemos que B satisface las hipotesis del
Corolario 5 (de la seccion 2,3); asi que podemos asegurar que existe L € [w]¥, de tal manera
que para todo « € k, L\(w\As) = LN A, es finito. Dado que X es cercanamente compacto,
{V,, : n € S} tiene un punto clausura, digamos p. Puesto que U es cubierta abierta de
X, existe oy, € K tal que p € Uy,. Luego, {n € S : n € A, } es infinito, lo cual es una
contradiccion.

La prueba esta completa. O
Lema 11. Todo espacio H-cerrado y Ts es compacto.

Demostracion. Sea X un espacio T3 el cual es, ademés, H-cerrado. Sea I/ una cubiereta abierta
de X. Por cada x € X, fijemos V, vecindad de X y U, € U de tal manera que clx(V) C U,
(aqui estamos usando la regularidad del espacio). Es claro que la coleccion V = {V, : x € X} es
una cubierta abierta de X; luego, dado que X es H-cerrado, existe F' € [X]<“, de tal manera que
U{clx (V) : @ € F} = X. Ahora bien, por la construccion tenemos que | J{clx (V) : ¢ € F} C
U{clx(Uy) : x € F}. Asi que |J{U, : « € F} = X. Por tanto X es compacto. O

Un espacio topolégico X es RC-perfecto si cada subconjunto abierto en X se puede ver como la
union numerable de conjuntos cerrados regulares (recordemos que un subconjunto de X es cerrado
regular si es la clausura de un cojunto abierto en X; equivalentemente si todo conjunto cerrado
es la interseccion numerable de abiertos regulares en X). Es inmediato de la definicion que todo
espacio RC-perfecto es un espacio perfecto.

Teorema 23. AM. Si X es un espacio separable, RC-perfecto y cercanamente compacto, entonces
X es Lindeldf.

Demostracion. Supongamos que X no es Lindeldf. Sea I/ una cubierta abierta de X, la cual satisface
que para cualquier V € [U]=%, X\ UV # 0.

A continuacion mostraremos que existen una sucesion {x, : @ < w;} de puntos X, una sucesion
{Gq : @ < wi} y una sucesion {U, : a < w1}, las cuales cumplen las condiciones siguientes, para
cada o < wy:

(i) s € Gs C clxGs C Us, para cada § < a.
(11) x5 € Us\ | U{U, : v < 0} para cada 0 < o

Sea xp un punto arbitrario de X. Como U es cubierta abierta de X, existe Uy € U de tal forma
que zg € Uy. Dado que X es regular, existe G vecindad de xo de tal manera que clx(Go) C Uy,
esto es posible por la regularidad de X.

Sea 0 < a < wy y supongamos que para todo § < « hemos construido un punto x5, un abierto
Gs y un elemento Us € U de manera tal que (i) y (i7) se satisfacen. Vamos a construir x,, G, y
un elemento U, € U.

Por nuestro supuesto tenemos que X\ |J{Us : & < a} # 0; asi que podemos tomar un punto
o € X\U{Us : 6 < a} . Dado que U cubre a X, existe U, € U de tal manera que z, € U,.
Fijemos una vecindad G, de x de tal manera que clx(G,) C U,. Lo que termina la construccion.

Claramente los conjuntos {z, : o <wi}, {Go:a <wi}y {Us : @ < wy} satisfacen lo deseado.

Sea G = |J{G4 : @ < w1}. Dado que X es RC-perfecto, existe una coleccion {4,, : n € w} de
subconjuntos cerrados regulares de X de tal forma que G = |J{A, : n € w}. Por Proposicion 15
(ii1), tenemos que cada A,, es cercanamente compacto. Ahora bien, como X es separable, entonces
(para cada n € w), se tiene que intx A, es separable y, por lo tanto cada A,, es separable.
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Atin tenemos mas, por Corolario 16 se cumple que X es primero numerable y por lo tanto cada
A, lo es. Puesto que todo espacio separable y primero numerable tiene m-peso numerable, tenemos
que para todo n € w, A, tiene m-peso numerable. Asi que para cada n € w, por (9), existe un
subconjunto finito F,, de w; tal que A, C U{clx(Ga NAy):a € F,}. Sea F = |J{F, : n € w}.

Afirmacion. G C J{clx (GaNA4,): a € Fyn € w}. En efecto, si x € G, entonces existe
ng € w de tal forma que = € A4,,_, pero A,, C U{clx(Ga NA4,,) : a € F,_}; lo cual implica que
x€cx(GaNA,,), para algin a € F,,_. Asi, z € | H{cdx (GaNA,): a€ Fyne€w}.

Finalmente, como F' C w; es numerable, entonces 8 = sup(F) < wy. Sea a = 4+ 1 < wy. Por
construccion z, € G\ |J{Uys: « € F}, pues C J{clx (GaNA,): acF,yncw} CY{Us: a€
F}. Lo cual es una contradiccion. Asi, X es Lindeldf. O

Corolario 17. aAM. Si X es un espacio separable, RC-perfecto y cercanamente compacto, entonces
X es compacto.

Demostracion. Primero notemos que X es H-cerrado. En efecto, sea U una cubierta abierta de X,
por el Teorema anterior, existe V € [U]=¥, tal que X = |JV. Pero X es cercanamente compacto,
asi que para tal V, existe W € [U]<¥ tal que X = clx(W). Asi que X es H-cerrado. Luego, por
el Lema 10(a), X es compacto. (b) es Lindelof O

Pregunta (AM) ;Un espacio cercanamente compacto y RC-perfecto es separable?

Ahora recordemos si B C A, A esta ordenado por <. B es una cadena en A si para cualesquiera
dos elementos de B son comparables, para més detalles, vea [5]. El resultado siguiente proporciona
una respueta parcial y afirmativa para la pregunta anterior.

Teorema 24. (AM). Sea X un espacio cercanamente compacto y RC-perfecto. Si, L(X) es denso
en X, entonces X es separable.

Demostracion. Sea R la colecciéon de todas las familias C tales que:
1. Para cualesquiera C1,Cy € C, C1 N Coy = 0,
2. Todo elemento C en C es compacto y cerrado regular.

Veamos que en (R, C) toda C-cadena tiene una cota superior en R. Tomemos R’ una C-cadena
en R.

Afirmacion. | JR' € R. En efecto, es evidente que para todo C' € [ JR/, C es compacto y cerrado
regular. Ademas, si C1, Cy € [JR', con C) # Cs, existen Cy, Co € R’ tal que C; € C;, parai = 1,2.
Sin pérdida de generalidad suponemnos que C; C Co (pues R’ es C-cadena); luego, C1,Cy € Ca,
por lo que C; N Cy = 0.

Por la afirmacién anterior tenemos que toda C-cadena en R tiene cota superior en R y por el
Lema de Zorn, podemos tomar un elemento C-maximal, digamos M, en R.

Por el Corolario 2.4, tenemos que X es CCC y primero numerable y, por tanto, todo elemento
de M también tienen estas propiedades.

Ahora bien, como todo espacio compacto es cocompacto; mas aun, todo subconjunto cerrado
de un compacto es cocompacto. En suma, para cada C' € M tenemos que

1. C' es cocompacto; més aun, la compacidad de C implica que todo subconjunto cerrado de C'
también es cocompacto.

2. C es cCcC

3. C es primero numerable.
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Asi que por el Teorema 14, para todo C' € C, tenemos que C' es separable.

Puesto que la coleccion {intx (M) : M € M} es una familia de abiertos ajenos por pares y X
es CCC, tenemos que | M| < w; luego, |J{M : M € M} es separable.

Afirmacion. X C cx(J{M : M € M}). Supongamoms que no, entonces X\clx(|J{M : M €
M # . Dado que L(X) es denso y X C clx(U{M : M € M}) es abierto no vacio, existe
de LX)N(X Cdx(U{M : M e M})). Para tal d existe V1 € V, tal que clx (V1) N (U{M :
M € M}) =0 (pues X es regular). Ademas, como d € L(X), existe Vo € V tal que V5 es compacto.
Sea V=V, NV, entonces VN(J{M: M e M}) =0y clx(V) C clx(V2); luego, la compacidad
de clx (V2), implica que clx (V') es compacto. Denotemos B = clx (intx (clx (V')), entonces B es un
subconjunto cerrado regular (y no vacio). Como V' C clx(V), entonces V' C intx(clx(v)); luego,
V Cintx(clx(v)) C cx(intx(clx(v))); es decir, d € clx (intx (clx (v))) = B. De aqui que B ¢ M;
atn mas, dado que B C ¢y (V) tenemos que para todo C' € M, C'N B = (). Entonces, la coleccion
M = MU{B} € Ry M'\M # 0, lo que contradice la maximalidad de M. Con lo que se concluye
que la afirmacién previa es verdadera.

De la afirmacion anterior concluimos que el subespacio separable | J{M : M € M} es denso en
X y, por lo tanto, X es separable. O

Corolario 18. AM. Sea X un espacio cercanamente compacto y RC-perfecto. Si, L(X) es denso
en X entonces X es compacto.

Demostracion. Por las hipotesis tenemos, del teorema anterior, que X es separable; luego, por el
Corolario 17, X es compacto. O
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