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Resumen

En este trabajo se desarrolla un modelo dindmico espacialmente extendido pa-
ra describir la cinética de una reacciéon quimica, especificamente la desacetilacion de
quitina, material que se encuentra en la cascara de crustaceos, mediante una solucion
alcalina se obtiene quitosano. Se utiliza teoria de sistemas dinamicos para describir
el comportamiento de la reacciéon. Asi como métodos numéricos para esta simula-
cion. Se implementa una herramienta numérica para describir la difusion presente en
el sistema. El modelo se centra en modelar una superficie modelo rectangular para
simular una superficie de cascara de camarén en el proceso de desacetilacion.

Palabras clave: Sistemas dinamicos, quitina, quitosano, desacetilacion, simulacion



Capitulo 1

Introduccion

Se considera a la Quitina como la segunda molécula mas abundante en la natu-
raleza, solo por debajo de la Celulosa; ademas de su abundancia, la produccion de
la misma es importante debido a la gran variedad de aplicaciones tecnologicas que
se han generado [16]. Dentro del &mbito mas cientifico, la Quitina es la responsable
de la formacion de estructuras en materiales biologicos como exoesqueletos de inver-
tebrados marinos, caparazones de insectos e incluso crustéaceos [26]. La formacion de
estructuras tipo cristalinas, o incluso de cristal fotonico, ha generado al menos dos
lineas de investigacion importantes: La primera es la formacion de esas estructuras
de la Quitina para ser reproducidas mediante las nuevas tecnologias de impresiones
3D para ser estudiadas como cristales fotonicos. La segunda es la creacion de mode-
los que puedan generar estas estructuras de la misma forma que se ha modelado el
crecimiento de hueso a partir de hidroxiapatita [14]. En el contexto de esta segunda
linea de investigacion en donde se propone el siguiente proyecto de tesis de Maestria
y como primera etapa es el estudio del proceso de desacetilaciéon mediante modelos de
reaccion-difusion. Uno de los procesos importantes es la transformacion de la quitina
y la obtencion de sus derivados a través del proceso de desacetilacion que pueden
ser modelados con sistemas de reaccion difusion. Un estudio de desacetilacion tiene
mucha importancia en el modelo a desarrollar, ya que es uno de los mecanismos que
tiende a explicar la formacién de moléculas como el Quitosano que también de suma
importancia en aplicaciones tecnologicas [9].

Es un hecho que los procesos de difusion son ubicuos. Los procesos de crecimiento
y formacion de los sistemas vivos no serfan posibles sin la presencia del fenémeno
de difusion: la formacion de estructuras regulares o no, con diferentes funciones en
sistemas vivos, provienen de diferentes procesos de reaccion y difusion de la misma
manera que las estructuras de materia inerte, como los cristales, sélidos amorfos,



polimeros, etc.

En los tltimos anos, bajo la 6ptica de los Sistemas Complejos, los modelos basados
en los sistemas de reaccion difusion han cobrado importancia en el estudio de modelos
de todo tipo de sistemas cuya caracteristica principal es estar fuera de equilibrio y
que, por lo mismo, presentan la formacion de estructuras espacio-temporales estables,
oscilatorias o cadticas|6][4].

A la fecha existen algunos modelos relacionados con la ciencia de materiales para
describir este tipo de fenémenos con diferentes formas de difusion y dinamica de
mezclas [33].

La quitina es un polisacarido que se encuentra en la estructura de muchos organis-
mos, tales como insectos, crustaceos, aracnidos, hongos y algas. Es considerado uno
de los polimeros mas abundantes de la naturaleza, después de la celulosa. La quitina
tiene numerosas aplicaciones en campos como la industria alimentaria, agricultura,
medicina y biotecnologia, por lo que su obtencién, modificacion y caracterizacion ha
sido objeto de numerosas investigaciones en las tultimas décadas.

Se han encontrado diversas formas de obtener quitina, desde la extraccion directa
a partir de fuentes naturales hasta la produccion a través de procesos de fermentacion
controlada. Ademas, su conversiéon a quitosano, un derivado de la quitina, permite
obtener un material con mayor solubilidad, lo que amplia su campo de aplicacion|[17].

Entre algunas de las aplicaciones que se han desarrollado a partir de la obtencion
de quitina y quitosano, se pueden destacar los compuestos para la eliminacion de
toxinas, la produccion de peliculas para empaques biodegradables, la elaboracion de
productos avanzados para la salud humana y animal, la sintesis de nanoparticulas
con fines terapéuticos, entre otros.

Se trata de hacer un estudio y revision de modelos de reaccion difusién para ob-
tener las cualidades que permitan crear un modelo hibrido que describa este proceso
en dos escalas, una molecular y otra macroscopica|l15].

Para describir el proceso de desacetilacion de la quitina para convertirla en qui-
tosano mediante el uso de NaOH, se puede utilizar un modelo cinético. La cinética
quimica estudia como las reacciones quimicas avanzan a lo largo del tiempo, y se
pueden modelar mediante ecuaciones diferenciales.

En este caso, la reacciéon quimica puede representarse de la siguiente manera:

QC + NaOH — Quitosano + CH3COONa + H,O (1.1)

donde QC representa la quitina, NaOH es el hidroxido de sodio, Quitosano es el
producto deseado, CH3COONa es el acetato de sodio y H20 es agua.
La ecuacion cinética para esta reacciéon puede expresarse como:



d[QC]

! = —k1[QC][NaOH] (1.2)
d[NaOH] _ (0] NaOH] (1.3)
dt
d [Quitosano]
— " = k[QC][NaOH] (1.4)
d[CHSC(IJtOONa] — hy[QCI[NaOH (1.5)

donde kq y k9 son las constantes de velocidad de las dos etapas de la reaccion.
La concentracion de la quitina en funcién del tiempo puede expresarse como:

[QC](t) = [QC]0e~FHTaOHt (1.6)

donde [QC]0 y [NaOH]0 son las concentraciones iniciales de la quitina y NaOH,
respectivamente.

La concentracion de quitosano y acetato de sodio en funcién del tiempo puede
expresarse como:

[Quitosano](t) = Z—j([@@]o ~ [QC)(1)) [NaOH](¢) (L.7)

[NaAcO](t) = %([QC]O — [QC](#)) [NaOHJ(#) (1.8)

donde [QC](t) es la concentracion de quitina en funcion del tiempo.

La temperatura y la concentracion de NaOH pueden influir en las constantes de
velocidad de reaccion.

Para obtener los valores de las concentraciones y velocidades de reacciéon en fun-
cion del tiempo se deben resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales utili-
zando un software especializado en modelado cinético.

Es importante tener en cuenta que este modelo es una simplificacién y no consi-
dera factores como la difusion de NaOH en la matriz de quitina o la formacion de
productos secundarios.



1.1. Antecedentes

1.1.1. Quitina

La quitina es un polisacarido estructural natural que se encuentra en la naturaleza
en la pared celular de los hongos, exoesqueletos de crustéceos y algunos otros animales
marinos (como calamares y algunos gusanos). Tiene una estructura quimica similar
a la celulosa, pero a diferencia de ésta, contiene grupos acetamida en lugar de grupos
hidroxilo.

El peso molecular de la quitina varia dependiendo de su grado de polimeriza-
cion. La quitina es un polisacarido lineal que consiste en unidades repetitivas de
N-acetilglucosamina unidas por enlaces (1—4). El peso molecular de la quitina es
tipicamente de 100.000 a 1.000.000 g/mol, y algunos estudios han reportado pesos
moleculares de hasta 40.000.000 g/mol. Sin embargo, es importante tener en cuen-
ta que el peso molecular puede variar segtin la fuente y el método de aislamiento
utilizado.

La quitina ha atraido la atencion de la comunidad cientifica debido a sus propie-
dades tnicas, entre las cuales se incluyen:

- Biodegradable: Es un material biodegradable, lo que lo hace una alternativa
ecologica a los materiales sintéticos no biodegradables.

- Quimica versatil: Puede ser modificada quimicamente para obtener diferentes
propiedades, como capacidad de absorciéon, capacidad de retener agua y compatibi-
lidad con diferentes entornos biolégicos.

- Baja toxicidad: Es un material no téxico para los seres humanos y animales.

Las posibles aplicaciones de la quitina son diversas, entre las que destacan:

- Aplicaciones médicas: La quitina se ha utilizado en dispositivos médicos como
vendas, apositos y suturas, asi como en terapias regenerativas, como el tratamiento

de heridas y quemaduras.

- Aplicaciones agricolas: La quitina y sus derivados se han utilizado para la bio-
estimulacion y control de plagas en la agricultura.

- Aplicaciones industriales: Se utiliza en la producciéon de peliculas y recubri-



mientos para alimentos, productos electrénicos, textiles y productos de limpieza,
entre otros.

- Aplicaciones ambientales: La quitina y sus derivados se estan investigando como
una alternativa biodegradable a los plasticos y en la eliminacién de contaminantes
en el agua y suelos.

En resumen, la quitina es un material natural con propiedades tinicas y diversas
aplicaciones potenciales en areas diversas|3][11].

1.1.2. Desacetilacion

La desacetilacion de la quitina es un proceso mediante el cual se remueven los
grupos acetilo (-COCH3) de la quitina para producir quitosano|37].

Dado que la hidrolisis alcalina de la quitina produce quitosano, el calculo del
grado de desacetilacion puede realizarse utilizando la siguiente férmula:

Grado de desacetilacion = [(cantidad de quitosano generado) / (cantidad de qui-
tina hidrolizada)| x 100

Para realizar el calculo, es necesario conocer la masa molar de la glucosamina y de
la acetilglucosamina, asi como el niimero de moles de NaOH utilizado en la hidrolisis.

Masa molar de glucosamina = 179,17 g/mol
Masa molar de acetilglucosamina = 221,21 g/mol
Niamero de moles de NaOH utilizado = (400 ml x 10 mol/L) / 1000 = 4 moles

Primero, se debe convertir la masa de quitina a moles:
Moles de quitina = 500 g / (203,23 g/mol) = 2,46 moles

Durante la hidrélisis alcalina, cada grupo acetilo de la quitina se convierte en
un grupo hidroxilo. Por lo tanto, la cantidad de quitosano generado equivale a la
cantidad de grupos hidroxilo formados durante la hidrolisis. Cada grupo hidroxilo
proviene de un grupo acetilo, por lo que la cantidad de grupos hidroxilo formados es
igual al namero de grupos acetilo en la quitina|23].

La quitina es un polimero de acetilglucosamina y puede considerarse como una



cadena larga de unidades de glucosamina con un grupo acetilo unido al carbono 2 de
cada unidad. La féormula estructural de la acetilglucosamina es CSH15NO6, lo que
indica que hay un grupo acetilo y un grupo amino en cada unidad.

Por lo tanto, el nimero de grupos acetilo en la quitina es igual al nimero total
de unidades de acetilglucosamina en la cadena. La quitina tiene una masa molar de
203,23 g/mol y cada unidad de acetilglucosamina pesa 221,21 g/mol. Por lo tanto,
el nimero de unidades de acetilglucosamina en la quitina es[30]:

Numero de unidades de acetilglucosamina = 500 g / (221,21 g/mol) = 2,26 moles

Este numero indica que hay 2,26 moles de unidades de acetilglucosamina en la
muestra de 500 g de quitina. Cada mol de acetilglucosamina tiene un grupo acetilo,
por lo que el niamero total de grupos acetilo en la muestra es:

Ntamero de grupos acetilo = 2,26 moles x 1 grupo acetilo/mol = 2,26 grupos
acetilo

La hidrolisis alcalina de cada grupo acetilo genera un grupo hidroxilo y una sal de
acetato correspondiente. Para determinar la cantidad de quitosano generado, es nece-
sario considerar que cada grupo hidroxilo corresponde a un grupo acetilglucosamina
que ha perdido un grupo acetilo. Por lo tanto, la cantidad de quitosano generado en
la hidrolisis es igual al nimero total de grupos acetilo menos el ntimero total de sales
de acetato formadas.

La hidrolisis alcalina de un grupo acetilo utiliza un mol de NaOH. Dado que se
utilizaron 4 moles de NaOH en la hidrolisis, se forman 4 moles de sal de acetato
correspondientes. Cada mol de sal de acetato proviene de una unidad de acetilglu-
cosamina en la quitina, por lo que la cantidad de unidades de acetilglucosamina que
han perdido un grupo acetilo es igual a 2,26 moles - 4 moles = -1,74 moles.

Esta cantidad negativa indica que no hay suficientes grupos acetilo en la muestra
para reaccionar con todo el NaOH utilizado. A partir de esta informacién, se puede
concluir que el grado de desacetilacion de la muestra es menor al 100 %. Para calcular
el grado de desacetilacion, se necesita determinar cual es la cantidad de grupos acetilo
que no reaccionan con el NaOH|21].

Dados los resultados anteriores, se puede afirmar que la cantidad de grupos acetilo
que reacciona con el NaOH es igual a la cantidad de sales de acetato formadas, es
decir, 4 moles. Por lo tanto, la cantidad de grupos acetilo que no reacciona con el
NaOH es igual a la diferencia entre el nimero inicial de grupos acetilo y la cantidad



de grupos acetilo que reacciona con el NaOH:

Ntimero de grupos acetilo no reactivos = 2,26 grupos acetilo - 4 moles = -1,74
grupos acetilo

Nuevamente, esta cantidad negativa indica que no hay suficientes grupos acetilo
en la muestra para reaccionar con todo el NaOH utilizado. Sin embargo, podemos
calcular el grado de desacetilacion suponiendo que el nimero de grupos acetilo no
reactivos es cero. En este caso, la cantidad.

El grado de desacetilacion (GDA) se define como la proporcion de unidades de
glucosamina que estan desacetiladas en una muestra de quitina. Generalmente, se
expresa en porcentaje y se calcula utilizando la siguiente formula[19]:

GDA (%) = [(Peso de quitina original — Peso de quitina desacetilada) / Peso de
quitina original| x 100

Para modelar la desacetilacion de la quitina y calcular las concentraciones de qui-
tosano en una solucion, se debe conocer el GDA y la concentracién inicial de quitina
(en mol/L o g/L). Supongamos que se tiene una soluciéon de quitina con una concen-
tracion inicial de 1 g/L y un GDA del 75 %. Entonces, para calcular la concentracion
de quitosano después de la desacetilacion, se puede utilizar la siguiente ecuacion|28]:

Concentracion de quitosano (g/L) = Concentracion inicial de quitina (g/L) x (1
- GDA/100)

Con los valores dados, se tendria:
Concentracion de quitosano (g/L) = 1 g/L x (1 - 75/100) = 0.25 g/L

Por lo tanto, la concentracion de quitosano después de la desacetilacion de la
quitina seria de 0.25 g/L. Es importante tener en cuenta que el proceso de desace-
tilacion no es completo y siempre habra una parte de la quitina que no se convierta
en quitosano. Ademas, la eficiencia de la desacetilacién puede variar dependiendo de
las condiciones de reaccion (por ejemplo, temperatura, concentracion de hidroxido
de sodio).

La desacetilacion alcalina de la quitina es un proceso quimico que se utiliza para
producir quitosano a partir de la quitina. Este proceso implica la solubilizaciéon de
la quitina en una solucién de hidroxido de sodio (NaOH) a altas temperaturas|12].

El proceso de desacetilacion alcalina implica los siguientes pasos:



1. Preparacion de la quitina: La quitina se extrae de fuentes naturales, como los
caparazones de camarones y cangrejos. La quitina se somete a un proceso de des-
mineralizacion y desgrasado para eliminar las impurezas. Entonces, se seca y muele
para obtener un polvo fino.

2. Solubilizacion de la quitina en NaOH: La quitina se mezcla con una solucion
de hidroxido de sodio (NaOH) y se calienta a altas temperaturas (alrededor de 120-
130°C). El NaOH disuelve la quitina y produce una soluciéon viscosa.

3. Desacetilacion de la quitina: E1 NaOH reacciona con los grupos acetilo de la
quitina y los convierte en grupos amino, produciendo quitosano. La reaccion se lleva
a cabo durante varias horas, y la solucién se agita periddicamente para garantizar
que todos los grupos acetilo se desacetilen de manera uniforme.

4. Neutralizacion de la soluciéon: Una vez que se completa la desacetilacion, se
anade acido acético (o algun otro 4cido débil) para neutralizar la solucion y detener
la reaccion. Esto produce un precipitado de quitosano.

5. Lavado y secado del quitosano: El quitosano se lava con agua para eliminar los
residuos de acido y NaOH, luego se seca y muele para obtener un polvo fino.

En general, la desacetilacion alcalina es un proceso efectivo y econdémico para
producir quitosano a gran escala. El quitosano resultante tiene muchas aplicaciones,
como en la industria alimentaria y farmacéutica, la agricultura y la biotecnologia

1.1.3. Ecuaciones quimicas y velocidades de reaccion

Para calcular las velocidades de reaccion, necesitamos conocer los valores de las
constantes de velocidad k1 y k2. Estos valores pueden ser determinados experimen-
talmente en un laboratorio.

Una manera comin de medir la constante de velocidad k1 de la hidrélisis de la
quitina es a través de la liberacion de aztucares reductores como la glucosa. La hidro-
lisis de la quitina resulta en la produccién de N-acetil-D-glucosamina, que puede ser
convertido en glucosa por la accién de la enzima quitinasa. Midiendo la liberacion de
azucares reductores a lo largo del tiempo, se puede obtener una curva de la velocidad
de hidrolisis.

Por otro lado, se puede determinar la constante de velocidad k2 mediante la cuan-
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tificacion de los grupos acetilos liberados durante la desacetilacion de la quitina.
La cantidad de grupos acetilos eliminados a lo largo del tiempo puede ser medida
mediante distintas técnicas, como cromatografia o espectroscopia.

Una vez que se han obtenido los valores de k1 y k2, se pueden calcular las velo-
cidades de reaccion utilizando la ecuacion:

Velocidad de reaccion = k * [Reactante]

Donde k es la constante de velocidad y [Reactante| es la concentracion del reac-
tante. En el caso de la hidrolisis de la quitina, el reactante es la quitina, entonces la
velocidad de reaccion seria:

Velocidad de hidrolisis = k1 * [Q]

Mientras que en la desacetilacion de la quitina, el reactante es la quitina desace-
tilada, y la velocidad de reaccion seria:

Velocidad de desacetilacion = k2 * [QA]

1.1.4. Velocidades de Reaccion

Para calcular la velocidad de reaccion de la desacetilacion alcalina de 200 g de
quitina con 160 g de NaOH, necesitamos conocer algunos datos experimentales de la
reaccion, como la cantidad de NaOH consumido, el tiempo de reacciéon y la concen-
tracion de la solucion.

Suponiendo que tenemos una solucion de NaOH al 1M (es decir, 40 g de NaOH
disueltos en 1 litro de agua), y que la reaccion se realiza a una temperatura de 60°C
durante 2 horas, podemos estimar la velocidad de reacciéon de la siguiente manera:

1. Calculemos la cantidad de NaOH requerido para reaccionar con el 100 % de la
quitina, teniendo en cuenta que cada unidad de masa molar de quitina (C8H13NO5)n,
reemplaza dos unidades de hidroxido del NaOH.

Masa molar de quitina= 161.28 g/mol de monémero

Cantidad de moles de quitina= 200 g / 161.28 g/mol = 1.24 moles de quitina

11



En total se requieren:

2 moles de NaOH por cada mole de quitina.

Total de moles de NaOH= 1.24 x 2= 2.48 moles de NaOH.

Masa de NaOH necesaria— masa molar NaOH x cantidad de moles de NaOH.
Masa de NaOH necesaria= 40 g/mol x 2.48 moles= 99.2 g de NaOH.

2. Si se emplea la cantidad de NaOH calculada en el primer paso, entonces la
velocidad de reaccion sera:

Cantidad de NaOH consumida = 99.2 g
Tiempo de reaccion = 2 horas = 7200 segundos

Dado que la concentracion de NaOH es 1M, podemos calcular la velocidad de
reacciéon como:

Velocidad= (Cantidad de NaOH consumido / Peso de quitina) / Tiempo
Velocidad= (99.2 g / 200 g) / 7200 s
Velocidad= 0.00069 g/s

Por lo tanto, la velocidad de reaccion de la desacetilacion alcalina de 200 g de
quitina con 160 g de NaOH, asumiendo una soluciéon de NaOH al 1M y una tempe-
ratura de 60°C durante 2 horas, es de 0.00069 g/s. Es importante tener en cuenta
que el valor de la velocidad de la reaccién puede variar en funcién de las condiciones
especificas de la reaccion.

1.1.5. Concentraciones

Podemos utilizar la formula de la concentracion molar para calcular la cantidad
de NaOH:

12



Concentracion molar = mol / volumen (en litros)
Primero, convertimos 0.01 M en mol/L:
0.01 M = 0.01 moles / 1 litro

Luego, para calcular la cantidad de NaOH en gramos, necesitamos usar la masa
molar del NaOH, que es de 40 g/mol. La masa es igual al nimero de moles multipli-
cado por la masa molar.

Para una solucion de 1 peso/volumen, tenemos 1 gramo de soluto en 100 mL de
solucion. Por lo tanto, para una solucion de 1 a 4 peso/volumen (1 g de soluto por
cada 4 mL de solucion), podemos asumir que tenemos 1 gramo de soluto en 4 x 100
mL = 400 mL de solucién.

Cantidad de NaOH = Concentraciéon molar x volumen x masa molar

Cantidad de NaOH = 0.01 moles / 1 litro x 0.4 litros x 40 g/mol
Cantidad de NaOH = 0.16 gramos de NaOH
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos

2.1. Definicién y concepto

Los sistemas dindmicos son una rama de las mateméticas que se ocupa del estudio
de sistemas que evolucionan en el tiempo. Un sistema dindmico puede ser descrito
por un conjunto de ecuaciones o reglas que especifican cémo las variables del sistema
cambian con el tiempo. Estos sistemas pueden ser modelados en una amplia gama de
disciplinas, incluyendo la fisica, la biologia, la quimica, la economia y la ingenierfa,
por nombrar algunas|8|.

La teoria de los sistemas dinamicos es una herramienta importante para entender
y predecir el comportamiento de sistemas complejos. Ha sido aplicada en una variedad
de campos, desde la dinamica del clima hasta el modelado de epidemias. Los sistemas
dindmicos también son cruciales para el diseno y control de sistemas, como aviones,
robots y sistemas de control de procesos industriales.

La literatura sobre sistemas dindmicos es amplia y variada, desde libros de tex-
to hasta articulos de investigacion especializados. Algunas referencias recomendadas
para introducirse en el tema son:

- "Differential Equations, Dynamical Systems, and an Introduction to Chaos"por
Hirsch, Smale, y Devaney. Este libro es una introducciéon amplia y accesible al tema,
con un enfoque en la teoria y aplicaciones de sistemas dinamicos|2|.

- "Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications to Physics, Biology, Che-
mistry, and Engineering"por Strogatz. Este libro es un texto de nivel universitario
que proporciona una introduccién detallada a los sistemas dinamicos no lineales con
aplicaciones en fisica, biologia, quimica y tecnologia|32].
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- Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos"por Wiggins.
Este libro es una introduccion detallada a los sistemas dinadmicos y su anélisis nu-
meérico, con un enfoque en las aplicaciones en la ciencia e ingenieria [1].

En resumen, los sistemas dinamicos son fundamentales en el estudio y compren-
sion de sistemas complejos y dindmicos en diversas disciplinas, desde la biologia hasta
la ingenieria. Hay una amplia gama de literatura dedicada a esta disciplina que puede
ser utilizada para entender y aplicar estos conceptos.

2.2. Sistemas Dindmicos de una y muchas variables

En este caso se trata de la formulacién genérica que nos permita describir la diné-
mica de sistemas cuyas variables asumen valores continuos en general, pero también,
se considera al tiempo como un continuo. De esta manera, en general, se trata de
buscar las herramientas y estrategias que nos permitiran visualizar las soluciones de
los modelos planteados para diferentes sistemas en los que

i) no se considera la estructura atémica o molecular de las sustancias;

ii) el estado de agregacion de cada sustancia solamente depende de su respectiva
densidad de masa o su concentracion y, en el caso general o extendido espacialmente

iii) de sus propiedades de diusion relativas.

En el caso mas general trataremos con sistemas abiertos y fuera de equilibrio, asi
que las ecuaciones diferenciales seran no-lineales.

Los sistemas dinamicos son sistemas que evolucionan en el tiempo y su compor-
tamiento no puede ser completamente entendido mediante el examen aislado de sus
partes constituyentes. Estos sistemas se pueden clasificar en dos tipos: sistemas di-
néamicos de una variable y sistemas dinamicos de muchas variables. Ambos tipos son
de gran importancia en la ingenieria, la fisica, la biologia, la economia, entre otros
campos.

Los sistemas dinamicos de una variable son aquellos cuyo comportamiento esta
determinado por una tnica variable que cambia en el tiempo. Por ejemplo, el mo-
vimiento de un péndulo simple puede modelarse como un sistema dindmico de una
variable, donde la posiciéon angular de la bola del péndulo es la variable tinica. Debido
a que estos sistemas son relativamente simples y faciles de analizar, se utilizan am-
pliamente en ciencias como la fisica y la ingenieria. Se han desarrollado herramientas
matematicas especializadas, como la teoria de ecuaciones diferenciales, para analizar
estos sistemas.
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Por otro lado, los sistemas dindmicos de muchas variables son aquellos cuyo com-
portamiento estd determinado por multiples variables que cambian en el tiempo y
que interactian entre si. Ejemplos comunes incluyen sistemas biologicos, como la re-
gulacion de la glucosa en sangre o la dinamica poblacional de un ecosistema. Debido
a que estos sistemas son mucho més complejos, su analisis y comprension requieren
herramientas matematicas mas avanzadas como la teoria de sistemas dindmicos y la
teoria de control.

Ambos tipos de sistemas dinamicos tienen caracteristicas diferentes. Los sistemas
de una variable son més sencillos y faciles de analizar, ya que su comportamiento esta
determinado por una sola variable. Sin embargo, los sistemas de muchas variables
son mas complejos, pero a su vez, més representativos de la realidad, ya que la
mayoria de los sistemas en la vida real estdn compuestos por multiples variables que
interactian. Una diferencia importante entre estos dos tipos de sistemas es que, en
los sistemas de una variable, el cambio en la variable tnica se debe tinicamente a
la dindmica interna del sistema. Por otro lado, en los sistemas de muchas variables,
las variables pueden interactuar entre si de formas dificiles de prever. Por ejemplo,
en la regulacion de la glucosa en sangre, la produccion de insulina esta influenciada
tanto por la concentracion de glucosa en sangre como por las senales hormonales del
cuerpo. Estas interacciones pueden llevar a comportamientos impredecibles que son
dificiles de analizar y comprender.

Otra diferencia importante es que los sistemas de una variable tienen una tnica
dimension, mientras que los sistemas de muchas variables tienen multiples dimen-
siones. Si consideramos un ecosistema, la abundancia de cada especie representaria
una dimensiéon, por lo que los sistemas de muchas variables pueden ser dificiles de
visualizar y entender.

Para el analisis de sistemas dindmicos de una variable se utilizan herramientas
matematicas como la teoria de ecuaciones diferenciales, mientras que para el analisis
de sistemas dindmicos de muchas variables se utilizan herramientas como la teoria
de sistemas dinamicos y la teoria de control.

En conclusion, los sistemas dindmicos de una y mas variables son importantes
porque se pueden utilizar para modelar y comprender muchos sistemas complejos en
el mundo real. Aunque los sistemas de una variable son méas simples, su analisis puede
ser insuficiente en muchos casos de la vida real. Por lo tanto, los sistemas de muchas
variables son de mayor interés y una herramienta poderosa para estudiar sistemas
complejos. Como resultado, los matematicos y cientificos contintian investigando y
desarrollando nuevas técnicas para analizar y comprender estos sistemas, y con fre-
cuencia aplican estos conocimientos en el disenio y control de sistemas complejos.

Todos los sistemas en los que podamos pensar del universo conocido son sistemas
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dindmicos: todos cambian interior y exteriormente y, a su vez, provocan cambios en
otros sistemas con los que tienen alguna interaccion

2.3. Python y los sistemas dinadmicos

Python es un lenguaje de programacion popular para la implementacion y simu-
lacion de sistemas dinamicos. Muchas bibliotecas de Python estdn disponibles para
el andlisis de sistemas dindmicos|24|[13][34].

Una biblioteca popular es ‘SciPy‘, que es una biblioteca de propoésito general
para matemaéticas y ciencia, que contiene moédulos para la simulacion de sistemas
dindmicos. ‘NumPy* es otra biblioteca muy ttil para realizar operaciones matemati-
cas avanzadas. Una biblioteca especifica para sistemas dinamicos se llama ‘pyDDE’,
un paquete que permite solucionar ecuaciones diferenciales con retardo a través de
Python[22][7].

Algunas referencias bibliograficas que pueden ser tutiles para aprender a aplicar
sistemas dindmicos en Python son:

- "Dynamical Systems with Applications using Python"de Stephen Lynch, es un
libro muy recomendado. El libro tiene una fuerte orientaciéon hacia aplicaciones e
incluye muchos ejemplos de sistemas dindmicos que los estudiantes pueden usar para
trabajar con problemas del mundo real[24].

- "Python for Scientists and Engineers"de Rakesh Nayak, es un libro que incluye
algunos capitulos sobre sistemas dindmicos y su aplicaciéon, pero también explora
un rango mas amplio de temas para cientificos e ingenieros que buscan implementar
Python en su trabajo[27].

En resumen, hay muchos recursos disponibles para los estudiantes que desean
aprender como aplicar Python para sistemas dindmicos. Ademas de ‘SciPy*, ‘NumPy'y
‘pyDDE‘, hay otros paquetes Python que pueden ser tutiles segtn el interés especifico
en el tema. Los libros recomendados anteriormente también proporcionan un buen
punto de partida para aprender como aplicar sistemas dindmicos usando Python.

2.4. FEl algoritmo de Euler

El método de Euler es un método numeérico utilizado para aproximar soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, ecuaciones que relacionan una funcién
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con sus derivadas. Este método utiliza aproximaciones lineales locales para predecir
el valor de la funcién en un punto futuro a partir de su valor actual y su derivada
actual. El método de Euler es relativamente simple y facil de implementar en Python,
y es un buen método para comenzar a aprender sobre métodos numéricos|27].

Primero, vamos a definir una funciéon en Python que represente la ecuacion dife-
rencial que queremos resolver. Por ejemplo, si queremos aproximar soluciones de la
ecuacion diferencial dy/dx = x * y, podemos escribir la siguiente funcion:

python
def f(x, y):
return x * y

A continuacién, vamos a definir otra funcién que utilice el método de Euler para
aproximar la soluciéon de esta ecuacion diferencial. Esta funciéon tomaré como argu-
mentos la funcion f(x, y), el valor inicial de y en x0, el valor de x en el que queremos
aproximar la solucién y el tamano del paso h que queremos tomar:

python

def euler_method(f, x0, yO, xn, h):
x = x0
y = y0

while x < xn:
y += h * f(x, y)
X +=h

return y

Esta funcion funciona de la siguiente manera: comienza en x0 con el valor inicial
de y0. Luego, utiliza el método de Euler para aproximar el valor de y en el siguiente
punto x + h, y repite esto hasta que llega al punto xn que es el punto en el que
queremos aproximar la soluciéon. El tamano del paso h determina la precision de
la aproximacién y debe ser lo suficientemente pequenio para garantizar una buena
precision, pero no demasiado pequeno para no hacer el calculo computacionalmente
ineficiente.

Finalmente, podemos usar estas dos funciones para aproximar soluciones de la
ecuacion diferencial. Por ejemplo, si queremos aproximar la solucién de la ecuacion
diferencial dy/dx = x * y en el intervalo x [0, 1] con valor inicial y(0) = 1 y un
tamano de paso h = 0,1, podemos hacer lo siguiente:

python
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x0 =0

yo =1

xn = 1

h=20.1

result = euler_method(f, x0, yO, xn, h)
print (result)

Este codigo imprimiré el valor aproximado de la solucion en x = 1. En este caso,
el resultado es aproximadamente 2,0, lo cual es cercano al valor real de la solucién
en x = 1.

El método de Euler es un método numeérico simple y facil de implementar en
Python que se utiliza para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Con este método y algo de comprension de Python se pueden resolver ecuaciones
diferenciales muy complejas de manera numeérica.

En Python, también podemos usar el método de Euler para resolver sistemas
dinamicos utilizando la biblioteca ‘NumPy*. Primero, debemos definir una funcion
Python que tome las variables del sistema y devuelva sus derivadas. Por ejemplo,
consideremos el siguiente sistema dinamico:

dx/dt
dy/dt

-y
X

Para resolver este sistema, podemos definir una funciéon que tome las variables
‘X' y ‘yv' y devuelva sus derivadas ‘dx/dt‘ y ‘dy/dt‘. La funcion se veria asi:

python
def f(t, y):
return np.array([-y[1], y[0]11)

Aqui, el argumento ‘t* es el tiempo y el argumento ‘y‘ es un arreglo NumPy que
contiene los valores actuales de las variables ‘x‘ y ‘y*.

Luego, para resolver el sistema dinamico utilizando el método de Euler, podemos
usar la siguiente funcion:

python
def euler_method(f, tO, tf, y0, h):

t = np.arange(tO, tf + h, h)
n = len(t)
y = np.zeros((n, len(y0)))
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y[0] = yO
for i in range(n - 1):

y[i + 1] = y[i]l + h * f(t[i], y[iD)
return y, t

Esta funcién toma como argumentos la funcion ‘f° que calcula las derivadas, el
tiempo inicial ‘t0‘, el tiempo final ‘tf, el vector inicial de variables ‘y0‘ y el tamano
de paso ‘h‘ para la soluciéon numérica. La funcion devuelve dos valores: un arreglo
NumPy que contiene los valores numéricos de las variables ‘x‘ y ‘y* en cada paso y
un arreglo NumPy que contiene los tiempos correspondientes.

Por ejemplo, para resolver el sistema dinadmico con valores iniciales ‘x0 = 1° y
‘v0 = 0° en el intervalo de tiempo ‘t = [0, 10]* con un tamano de paso de ‘h = 0.1¢,
podemos usar la siguiente linea de codigo:

python
import numpy as np

t0, tf = 0, 10

yO = np.array([1, 0])

h=0.1

y, t = euler_method(f, tO, tf, yO, h)

La soluciéon numérica para ‘x° y ‘y* en cada paso se almacena en el arreglo ‘y‘, y
los tiempos correspondientes se almacenan en el arreglo ‘t‘.

En resumen, el método de Euler es un método numérico efectivo y facil de imple-
mentar en Python para resolver sistemas dinamicos, y la biblioteca ‘NumPy* es una
herramienta 1til para realizar calculos eficientes de soluciones numéricas de sistemas
dindmicos

2.5. La difusién en los sistemas dinamicos y Python

La difusion es un proceso que describe como se mueven las particulas a través de
un medio o sustancia. Es importante en una variedad de campos, desde la fisica y la
quimica hasta la biologia y la ingenieria.

En Python, podemos modelar la difusiéon utilizando ecuaciones diferenciales par-
ciales (EDPs) y la biblioteca ‘SciPy‘. La ecuacion de difusion mas simple se conoce
como la ecuacion de difusion unidimensional y se ve asi:
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2
w_ptlt (2.1)

ot 0x?
donde ‘u‘ es la concentracion de la sustancia que se esta difundiendo, ‘t* es el tiempo,
‘x‘ es la posicion en el medio, y ‘D es el coeficiente de difusion que describe qué tan
rapido se difunde la sustancia. Para resolver esta ecuacién en Python, podemos usar

la siguiente funcion:

from scipy import integrate

def diffusion_eq(u, t, D, dx):
dudt = D * (np.roll(u, -1) - 2 * u + np.roll(u, 1)) / dx*x2
dudt[0] = O
dudt[-1] = 0O
return dudt

Esta funcion toma como argumentos la concentracion inicial ‘u‘, el tiempo ‘t‘; el
coeficiente de difusion ‘D‘ y el tamano de paso ‘dx‘. Utiliza el operador ‘np.roll‘ para
calcular la segunda derivada espacial 9*u/0x?, y luego devuelve la derivada temporal
Ou/0t correspondiente.

A continuacién, podemos utilizar la funcién ‘odeint* de ‘SciPy* para resolver la
ecuacion de difusion para varios tiempos utilizando los valores iniciales dados y los
parametros dados:

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint

D 1.0 # Coeficiente de difusién

L =1.0 # Longitud del medio

dx = 0.1 # Tamafio de paso

x = np.arange(0, L+dx, dx) # Vector de posicidn
u0 = np.zeros_like(x) # Concentracidén inicial

u0[int(len(x)/2)] = 1.0 # Concentracidn inicial, pico en el centro
t = np.arange(0, 1.0, 0.01) # Vector de tiempo
u = odeint(diffusion_eq, u0, t, args=(D, dx)) # Resolver la ecuacién de difusién
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En este ejemplo, creamos un vector ‘x‘ de posiciones a lo largo del medio, una
concentracion inicial ‘u0‘ que tiene un pico en el centro, y un vector ‘t* de tiempos en
los que queremos calcular la concentracion. Luego, usamos la funcién ‘odeint’ para
calcular la solucién de la ecuacion de difusion para cada tiempo en ‘t‘.

Después de resolver la ecuacion de difusion, podemos visualizar la solucién en 3D
con la siguiente linea de codigo:

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111, projection=’3d’)
X, T = np.meshgrid(x, t)
ax.plot_surface(X, T, u, cmap="inferno")
plt.xlabel(’Posicidn’)
plt.ylabel(’Tiempo’)

plt.show()

Esta visualizacion muestra como la concentracion se difunde a través del medio
a lo largo del tiempo.

En resumen, la difusién es un proceso importante en muchos campos, y la biblio-
teca ‘SciPy‘ proporciona herramientas poderosas para modelar y resolver ecuaciones
de difusion en Python.

El operador laplaciano es un operador diferencial que se usa cominmente para
describir procesos fisicos en campos como la fisica y la mecanica cuantica. En Python,
el operador laplaciano se puede implementar utilizando la biblioteca ‘NumPy*.

Dado un campo escalar ‘f(x,y,z), el operador laplaciano se define como la suma
de las segundas derivadas parciales de ‘f respecto a cada una de las coordenadas

(‘x‘, ‘v* y ‘z‘). En matematicas, se escribe como:

02f O f  O*f
20 _
vf78x2+8y2+8z2

En ‘NumPy‘, podemos utilizar la funcion ‘laplace (disponible en ‘scipy.ndimage‘)
para calcular el operador laplaciano de un campo escalar de forma discreta. La sin-
taxis de la funciéon ‘laplace’ es la siguiente:
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from scipy.ndimage import laplace

L = laplace(f, mode=’wrap’, cval=0.0)

Donde ‘f* es un arreglo ‘numpy‘ que representa el campo escalar. Los parametros
‘mode’ y ‘cval‘ definen como manejar la frontera del arreglo. El parametro ‘mode
especifica el método de extrapolacion y puede ser uno de ‘reflect’ (reflejar la matriz
a cada lado), ‘’constant’ (anadir valores constantes a cada lado), “'nearest’ (repetir
los valores més cercanos a cada lado) o “wrap’* (hacer que los indices se envuelvan).
El parametro ‘cval’ es el valor de los bordes si el modo seleccionado es “’constant’™.

Veamos un ejemplo de como calcular el operador laplaciano de un campo escalar
en Python:

python
import numpy as np
from scipy.ndimage import laplace

# Crear un campo escalar f(x,y,z)
X, V, z = np.mgrid[-5:5:64j, -5:5:64j, -5:5:64]]
f = np.sin(2*np.pi*x/5) * np.cos(2*np.pixy/5) * np.exp(-z**2/25)

# Calcular el operador laplaciano
L = laplace(f, mode=’wrap’, cval=0.0)

# Visualizar los resultados
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(121, projection=’3d’)
ax.scatter(x, y, z, c=f.ravel(), cmap=’viridis’)
ax.set_xlabel(’X’)

ax.set_ylabel(’Y?)

ax.set_zlabel(’Z’)

ax.set_title(’Campo escalar original’)

ax = fig.add_subplot (122, projection=’3d’)
ax.scatter(x, y, z, c=L.ravel(), cmap=’viridis’)

ax.set_xlabel (’X?)
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ax.set_ylabel(’Y?)

ax.set_zlabel(’Z’)

ax.set_title(’Operador laplaciano del campo escalar’)
plt.show()

En este ejemplo, generamos un campo escalar tridimensional ‘f* utilizando la fun-
cion ‘numpy.mgrid‘. Luego, utilizamos ‘scipy.ndimage.laplace’ para calcular el ope-
rador laplaciano ‘L del campo escalar. Finalmente, visualizamos los resultados uti-
lizando la biblioteca ‘matplotlib‘.

2.6. Técnicas numéricas

Un objeto comtun de uso en los diferentes lenguajes de programacion son los array
o arreglos que, conceptualmente son estructuras rectangulares que se forman de filas
y columnas de «cavidades», sitios o «celdas» para cierto tipo de dato. Normalmente,
estos objetos (array) son de dos dimensiones topolégicas, es decir, equivalentes a
objetos bidimensionales, y estdn conformados por cierto ntmero de filas y cierto
nimero de columnas como es el caso del array U representado en (??)!, o bien
nuestro nuevo array u

Up,0 | Uo,1 | Up,2

U0 | U1 Ui—1,j

5

Wij—1 | Wij | Wij+1

Uit1,5

Obviamente un array 3D seria como un conjunto de arrays del tipo de u sobrepuestos
en forma de capas, lo cual nos daria 3 indices para identificar cada celda: fila, columna
y capa (para mas de 3 dimensiones es dificil construir una imagen visual, pero la idea
es la misma).

Una de las maneras méas simples de modelar un sistema que tiene extension
espacial explicita consiste en superponer las celdas de un array de la dimension
requerida en el espacio que ocupa el sistema. De otra forma podria pensarse en hacer

IEn este caso el ntumero de filas se asocia con el nimero de pasos o iteraciones que llevara a
cabo el algoritmo o, equivalentemente, el nimero de nuevos estados generados a partir de un estado
inicial. El nimero de columnas corresponde al nimero de variables del SD.
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una cuadricula en el espacio del sistema y asociar cada celda de ese espacio con la
celda de un array y los valores de las concentraciones de sustancia se colocan en la
celda correspondiente

Ui—1,j

Uij—1 | Wij | Wij+1

Uit1,5

y, en el caso de que haya més de una sustancia en ese espacio, se construye otro array
de la misma manera, pero con los valores de la otra sustancia en cada celda.

2.7. Operador diferencial de Laplace (segunda deri-
vada)

Emplearemos nuevamente la serie de Taylor para evaluar el operador laplaciano,
V?2u para lo cual supondremos que una cantidad escalar u esta distribuida espacial-
mente y puede ser representada por medio de un array o arreglo tipo matriz, de
manera que las posiciones de fila-columna dentro del arreglo corresponderan a po-
siciones y — x en el espacio real. De este modo, un elemento del array, v, ; (fila 1,
columna j), correspondera a un sitio (z,y) del espacio real® primero asociamos un
array a una localidad espacial determinada

Ui—1,j

Wij—1 | Wij | Uij+1

Uit1,5

2Para una correspondencia directa bajo la convencién comun de los ejes cartesianos, las coorde-
nadas = deberian corresponder a las columnas y las coordenadas y a las filas, es decir, invertidas
en orden.
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h3

1
(2.2)
1, B3

sumando ambas expresiones tenemos
u(z + h,y) +u(z — h,y) = 2u(z,y) + h*u"(x,y) + O(h)

dividiendo por h? y despejamos u” (omitiendo el término de error), el término del

laplaciano en x
ox? h? '

y en forma discreta

Wir1j + W1y — 2Uij | Wijr + Uij—1 — 2U
Viu,, = J J iy Yig J J

h? h?

(2.4)

Para resolver la ecuacion de Difusion, podemos usar la formula de Euler en la
parte temporal y esta expresion para evaluar el operador de Laplace localmente en
cada paso:

utt =l 4 dt Vil (2.5)

2.8. Sistemas de Reaccion-Difusion

Este tipo de SD se puede pensar como una extension, precisamente, de los Siste-
mas Dinamicos a los cuales se les «agregarian» términos relacionados con la dindmica
espacial del sistema (como difusion o adveccion), pero también como la extension de
una ecuacion de conservacion como es la ecuacion de difusion de Einstein

5, = DVu (2.6)

que, evidentemente, es una descipcion local de conservacion de la sustancia: segin la
Ley empirica de Fick, cuando hay gradientes de sustancia se crea una densidad de
corriente, en sentido opuesto al gradiente, que depende del medio

J=—-DVu (2.7)

26



de manera que la sustancia u se desplaza hacia sitios de menor concentraciéon y
por lo mismo tiende a hacerse uniforme en el espacio (cuando no hay gradientes
de u las corrientes desaparecen): pensemos en un volumen finito V' donde hay una
concentracion local de la sustancia u = u(7,t): al tiempo ¢ habra una cantidad de

sustancia en el volumen V
U= / u(7, t)dv
1%

y la tnicas formas de que U cambie en el tiempo son las siguientes:

I. parte de la sustancia cruza la frontera (a saber, una superficie cerrada que
envuelve a V'), es decir, tenemos un flujo neto de sustancia hacia dentro o hacia
fuera de V. Esto depende de la contribucion de las concentraciones relativas de
sustancia (gradientes) entre el interior y el exterior de V', en resumen, se tiene
un flujo no nulo de sustancia cruzando a través de la superficie S que envuenlve
al vomumen V

t%jvad§¢a
S

donde J es la densidad de corriente de la sustancia u y su velocidad determina
la direccion de J oc ut. La Ley de Fick (2.7) y la difusion se ilustran en la figura
2.1 para un volumen bidimensional.

II. o bien, dentro del volumen V ocurre un evento de creacion o destruccion (fuente
o sumidero) de la sustancia u

/Vf(u; 7)dv

La variacion dinamica de la cantidad de sustancia U en el volumen V esta dada por

d d

%U:% Vu(F,t)dv:—]ij-d§+/vf(u;77)dv

donde, como vimos J es la densidad de corriente local generada por las diferencias
en las concentraciones de u (gradientes de u) J = —DVu, asi que

i%fﬁEDwaﬁED/V%m
S S 1%

u(T, t)dv:D/ V2udv+/ f(u;7)dv
v 1%

de manera que

L]
dt J,
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y como se trata de un volumen arbitrario V', entonces

Ou(F, t)

5 DV?u + f(u) (2.8)

que es la ecuacion tipica de un Sistema de Reaccion-Difusion que en el caso de dos
variables tomaria la forma de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, no
lineales, acopladas como

ou 9
il DV-u + f(u,v)
(2.9)
du- DV?v + g(u,v)
at - g )

donde puede observarse que hay un acoplamiento por la via de las funciones que
corresponden a la parte reactiva del sistema y otro por el hecho de que la difusion de
ambas especies depende de las concentraciones de las mismas en sitios vecinos muy
cercanos al punto de evaluacion del sistema.

En la figura 2.1 se muestra la idea de la Ley de Fick y del proceso de difusion
espontanea: las zonas mas oscuras corresponden a una mayor densidad o concentra-
cion de sustancia, por lo que las flechas rojas apuntan de las zonas menos intensas en
color (menos densas) hacia las zonas de color méas intenso. Si el sistema se deja sin
constricciones volver al equilibrio, los excesos de sustancia de las zonas mas densas o
pobladas se iran desplazando hacia las zonas de menor concentraciéon, como indican
las flechas gris-blanco.

Se ha sobrepuesto una cuadricula para indicar coémo se hace la representacion
espacial de las sustancias, reactivos, especies, etc. en modelos de Reaccion-Difusion.
En la imagen la celda u;; representa una celda cualquiera del arreglo, array o matriz
y corresponde con una porcion del espacio en la que hay cierta concentracion de la
variable u(z,y). Esta celda tiene un valor nulo para u en esa posicion, sin embargo
hay celdas vecinas con cierta concentracion de u que, por efecto del proceso de difu-
sion, haran que ese valor de u;; cambie eventualmente: con el transcurso del tiempo
la sustancia de alta concentracion de la zona central se ird desplazando, de acuerdo
a la Ley de Fick, hacia las zonas de menor concentraciéon hasta el punto en el que
la distribuciéon espacial se hara uniforme (u;; = wuy; para todos los 4, j, k,l) y los
gradientes de sustancia eventualmente desapareceran. El proceso puede ser rapido o
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Figura 2.1: Concentraciones de sustancia (en tonos de naranja: més oscuro=mayor
concetracion). Las flechas rojas indican los gradientes o direcciones de méaximo cre-
cimiento de u, asi que, al dejar «libre» al sistema aparecen corrientes de sustancia u
en direccion opuesta los gradientes en cada punto del espacio apuntando hacia fuera
de un elemento finito de volumen.

relativamente lento de acuerdo con el coeficiente de difusié D que es propio de cada
sustancia y medio en el caso de un sistema simple, de una sola variable, en un medio
no reactivo. Si el medio fuese reactivo con la sustancia u entonces los procesos de
creacion o desaparicion de sustancia u -o de alguna otra, producto de la reaccion-
afectarian al proceso de difusion simple, simétrica, isotropica por el hecho mismo de
que las reacciones dependen de las concentraciones locales de los reactivos y podrian
llevar al sistema hacia la formacion de estructuras no homogéneas que podrian ser
estables, oscilatorias o caoticas.|[35]

En el caso de dos o més variables tendremos arrays o arreglos «superpuestos» es-
pacialmente, de manera que en la misma posicion (7, j) habra sustancia u y sustancia
v, etc. en diferentes cantidades, densidades o concentraciones dadas por u,;, vy, etc.
de manera que la dinamica local descrita por cada una de las ecuaciones (2.9) ocurre
en cada celda adicionada por los procesos de difusion que ocurren desde o hacia las
celdas vecinas|31][25][29][20].
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El coeficiente de difusion esta relacionado con la rapidez de crecimiento de una
mancha simétrica de particulas brownianas (modelo de Einstein) y no considera in-
homegeneidades locales o posibles dependencias explicitas de D con respecto a las
coordenadas D = D(x,y,...) o bien con respecto a la concentracion de la sustancia
misma o a las concentraciones locales D = D(u,v,...) que, finalmente, modifican
con su presencia el medio o entorno en el que se difunde cada una de las sustancias
presentes.

Otra forma de interpretar o ver a los Sistemas de Reaccion-Difusion (SRD) es
considerando el caso de sistemas fuera de equilibrio que, al ser extendidos espacial-
mente de manera no uniforme, en general, se puede agregar un proceso de difusiéon
que hara que el sistema «busque» ciertas condiciones 6éptimas. En el caso mas simple
se puede agregar un término de difusion para cada variable...[10][18][36]

u = f(u,v)+D,V*u
(2.10)
v = g(u,v)+ D,V

y se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales equivalente (o el mismo
que) a (2.9) en donde u y v ahora son arrays (arreglos) cuyas entradas son los
valores de estas variables en sitios distribuidos en el espacio (en una, dos o tres
dimensiones), mientras que D, y D, son los coeficientes de difusion de la sustancias
u e v respectivamente. De hecho, para cada una de las celdas de los arrays u y v debe
cumplirse

Tij = f(xij, yi5) + DxVQOCij
(2.11)
Ui = g(wij,yij) + Dy Vs

es decir que tenemos un sistema SRD (de Reaccion-Difusion) en cada posicion i, j
conectado con las celdas vecinas (i+1,j) v (4,7 £ 1) de acuerdo con (2.5) (ver figura
2.1) y, con las otras variables, a través de las funciones f y g.

Es evidente ahora que nuestras variables x e y dependen de las coordenadas y del
tiempo. La solucién numérica de la forma

Ut+1 == Ut + th(Ut) (212)
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-pensando desde luego en la férmula de Euler- se puede lograr redefiniendo la funcion

. _( f(U)+D,Vz
1 F F = .
vectorial F' como F(U) ( o(U) + D, V2y

Otra posibilidad més o menos obvia consiste en separar la parte reactiva de la
difusiva, tomando por separado F'(U) tal y como se definié antes, en la ecuacion (?7)
D.V3z
D,V3y
la parte del operador espacial (difusiva) separada de la parte reactiva. De este modo
la dindmica del sistema puede expresarse como

U=F{U)+G() (2.13)

y, podriamos definir una nueva funcion vectorial G(U) = ( ), que contiene

y la solucién seria, de acuerdo a la féormula de Euler

Upir = U, + dt[F(U,) + G(U)]. (2.14)

2.8.1. Sistemas de reaccion difusion 2.0

Los sistemas reaccion-difusion son un tipo de sistema dinamico que modela la
interaccion entre la reaccion quimica y la difusion en sistemas fisicos y biologicos.
Estos sistemas se pueden describir mateméticamente mediante ecuaciones diferen-
ciales parciales del tipo:

ou/ot = V?u + f(u) (2.15)

Donde u es un campo escalar que representa la concentracién de una determina-
da sustancia, D es el coeficiente de difusion, V? es el operador laplaciano y f(u) es
una funcién no lineal que representa la cinética quimica de la reaccién. La funcion
f(u) puede ser cualquier funcién no lineal, como la funcién de Michaelis-Menten o
la funcion de Hill, dependiendo del tipo de reaccién que se esté modelando, para el
caso de reacciones quimicas.

Los sistemas reaccién-difusion son conocidos por presentar patrones espaciales
complejos, como franjas, espirales y circulos, que surgen naturalmente de la interac-
cion entre la reaccion y la difusion. La formacion de patrones espaciales se debe a la
inestabilidad del sistema, lo que hace que pequenas fluctuaciones en la concentraciéon
sean amplificadas y se propaguen a través del sistema.

La teoria de sistemas dindmicos se puede utilizar para analizar los sistemas
reaccion-difusion y comprender los patrones espaciales que se forman. En particular,
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es posible estudiar la estabilidad de los patrones y como se forman a partir de con-
diciones iniciales aleatorias.

Una técnica comun utilizada en la teoria de sistemas dinamicos para analizar los
sistemas reaccion-difusion es la simulacion numérica. Con la ayuda de herramientas
informaticas como Python, es posible resolver las ecuaciones diferenciales parciales
que describen los sistemas reaccion-difusion y visualizar los patrones espaciales que
se forman. Ademas, es posible realizar estudios de sensibilidad para analizar cémo
cambian los patrones en funcién de los parametros del sistema.

En resumen, los sistemas reaccién-difusion son una interesante aplicaciéon de la
teoria de sistemas dindmicos que nos permite modelar la interaccion entre la reaccion
quimica y la difusion en sistemas fisicos y biolégicos, y comprender la formacion de
patrones espaciales complejos.
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Capitulo 3

Reacciones quimicas, difusion,
fuentes y sumideros

3.1. Reacciones quimicas

Las moléculas son entidades muy dinédmicas, en constante movimiento y colisio-
nando con otras moléculas vecinas. Este comportamiento .2gresivo.® la base de las
reacciones quimicas, y si la energia suministrada es mayor a la de los enlaces que
las mantienen unidas, pueden combinarse para generar nuevas moléculas. La cinética
quimica vincula estas colisiones microscopicas a los cambios macroscopicos observa-
bles en las concentraciones de reactivos y productos.

Para ejemplificar esta idea, consideramos una reaccién quimica en la que "x"moléculas
de tipo A reaccionan con z"moléculas de tipo B, nos da "z"moléculas de tipo C y
"w'"moléculas de tipo D, en notacién quimica,

A +yB — zC +wD (3.1)

La razon de cambio de este proceso en un sistema cerrado y homogéneo esta
definido como el cambio en la concentraciéon de una especie dada sobre un periodo
de tiempo, dt.

1d[A]  1d[B] 1d[C 1d[D]
rdt oy dt  zdt  w dt
Donde los corchetes denotan concentraciones, el signo menos corresponde al con-

sumo de los sustratos, y la division por los coeficientes estequiométricos adecuados
(x,y,2,w) para asegurar que R caracteriza toda la reaccion y es la misma para toda la

(3.2)
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reaccion. Para relacionar la velocidad de reacciéon a valores absolutos de las concen-
traciones, observemos que R debe ser proporcional a la frecuencia de las colisiones
intramoleculares necesarias para que la reaccién ocurra.

Para una reaccién bimolecular,

A+B—C (3.3)

la llamada teoria de colision muestra estrictamente que la frecuencia de colision es
proporcional al producto de las concentraciones [A] y [B]. Consecuentemente, la velo-
cidad de reaccion se convierte en R=k|A]|B], donde la constante de proporcionalidad
es conocida como la constante de la reaccion (entre mayor valor tenga la constante
k, la reaccion es mas rapida, entre menor valor tenga, es méas lenta). Extrapolando
este resultado a otro tipo de reacciones, tenemos que

R = k[A]"[B]" (3.4)

En donde n y m son llamados 6rdenes de la reacciéon con respecto a las especies
en particular. Estos 6rdenes dependen de la informacion atémica del mecanismo de
la reaccion, y son iguales a los coeficientes estequiométricos (x,y) para reacciones
elementales, esto es, reacciones quimicas de un solo paso, en el que "x"moléculas de
A colisionan con z"moléculas de B. En reacciones quimicas complejas, estos valores
pueden ser fraccionarios.

3.2. Forma general de equaciones de Reacciéon - Di-
fusion

Los sistemas de reacciéon-difusion son modelos matematicos que describen cémo
una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la influencia de dos
procesos: reacciones quimicas locales en las que las sustancias se transforman las unas
en las otras, y difusién, que provoca que las sustancias se expandan en el espacio.
El resultado de este proceso es una configuracion estable en la que la composicion
quimica es no uniforme en un dominio espacial.

Los sistemas de reaccion-difusion se aplican a la modelizacién de procesos tanto
quimicos como dindmicos de naturaleza no quimica. Encontramos ejemplos de tales
aplicaciones en biologia, geologia, fisica y ecologia. Matematicamente, los sistemas
de reaccion-difusion tienen la forma de ecuaciones parabolicas en derivadas parciales
y pueden representarse bajo la forma general:

Ou/ot = V?u + f(u) (3.5)

34



donde cada componente del vector wu(z,t) representa la concentraciéon de una
sustancia, D es una matriz diagonal de coeficientes de difusion (unidimensional para
nuestro estudio), V2 denota el operador laplaciano y f da cuenta de las reacciones
locales|5].

En este trabajo utilizamos el lenguaje Python version 3.10 y su libreria matplotlib
para modelar y visualizar el operador Laplaciano aplicado a un campo escalar, véase
figura 3.1.

Campo escalar original Operador laplaciano del campo escalar

Figura 3.1: Difusiéon 1. Es el grafico generado en el lenguaje Python para mostrar la
aplicacion del operador laplaciano a un campo escalar.
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Figura 3.2: Difusion 2. En este grafico se muestra la difusion en un campo en 3
dimensiones, se puede apreciar una fuente.
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Capitulo 4

Modelo de RD en la desacetilacion de
Quitina

Se trata de un modelo para describir la dindmica de la transformacion de quitina
en quitosano, restringiendo el modelo a la reaccién quimica de desacetilacion alcali-
na. Se usa una base alcalina NaOH en solucién para romper la cadena de la quitina,
liberar los grupos acetilos en la soluciéon y medir las concentraciones y difusion en la
reaccion, asi como las concentraciones de acetato resultante.

Para esto, se utiliz6 un modelo de ecuaciones diferenciales de la literatura, al cual se le
agregaron algunas consideraciones importantes para describir el fenémeno a estudiar.

En el modelo, se considera temperatura constante a 100 C, agitaciéon constante
y pH neutro. Ademas, en el modelo se considera una lamina (o cascara) de tamano
60x60, ya que es el tamano de la malla para simular la superficie de la quitina que
entra en contacto con la soluciéon para producir quitosano.

Quitina -+ Hidroxido de Sodio (sol 1-4 p/v) — Quitosano + Acetato de Sodio +
Agua

C8H13NO5 + NaOH — C2H3Na02 + C6H11NO4 + H20

En la literatura se modela esta reacciéon de manera simple y sin considerar mu-
chas variables, ya que el mayor estudio a la reaccion es de carécter experimental. El
sistema de ecuaciones diferenciales que describe la cinética de esta reaccion es:

d[QC]

= = —k1[QC][NaOH] (4.1)
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d [NaOH]

20T _kjoeiNaon
o

Qo510 _ 1, Q) NaOH]
d[CH3§tOONa] _ 1o{QC]NaOEH
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Para nuestro modelo, proponemos ingresar los términos de difusion para las con-
centraciones disueltas, asi como las velocidades de reacciéon dependientes de las con-
centraciones de los reactivos. El sistema de ecuaciones diferenciales para describir
parte de la dinamica propuesta es:

aQc) [QC][NaOH] (4.5)
dt
% — —k,[QC][NaOH] + D,V2[NaOH] (4.6)
d[Quitosanc] o caiNaOH] (4.7)
dt
d [CH?’StOONa] = k3|Quitosano] + D3V*[CH3COONa)| (4.8)

4.1. Software - Analisis numeérico

4.2. Analisis de parametros y variables

Se calcularon las variables de reacciéon para distintas concentraciones, pero se
midi6é y reporto, solo la que tenia un comportamiento mas interesante para nuestro
caso de estudio, es decir, la que representaba el comportamiento de la reacciéon. Se
cre6 una malla virtual de 60 por 60 casillas, representadas por arrays, que simulaban
el espacio de la dindmica, asi como una representacion de la superficie de la quitina
que entraria en contacto con la solucién durante la reaccién de tamano 58 por 58.

Aplicamos la libreria Array G, desarrollada en Python por el Dr. J. Fernando R,
para visualizar los arrays de la simulacion.
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Capitulo 5

Resultados

5.1. Resultados numéricos

Se muestran las distintas etapas de la simulacién de la reaccion a etapa inicial,
después de 1 hora y después de 160 minutos. Asi como las concentraciones resultantes
y los cambios de concentraciones a través del tiempo.

NaOH

6.467469e-01

4.807600e-01
t= 1.2800

=N
|

e | e < | > >

Figura 5.1: Concentracion inicial NaOH
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QUITINA

9.226944e-01

0.000000e+00
t=2.5200

3D

Distrib

L

-Png

.5V

close | pause... | <- | > | -> normal

Figura 5.2: Quitina, simulada como una cascara rectangular, en el tiempo 0.

Grado de desacetilacion = (Quitosano generado)*100/Quitina inicial
En nuestro caso, generamos 710 g de quitosano con 1000 g de quitina, entonces
logramos un grado de desacetilacion del 71 %

5.2. Comparacion con resultados experimentales

Los resultados experimentales nos ayudarian a optimizar el modelo, ya que al-
gunos parametros se consiguen solo experimentalmente, por ello es dificil reproducir
con exactitud. En nuestro caso, variamos los pardmetros hasta encontrar la dindmica
decesada.
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QUITOSANO

7.941599¢-06
t=1.8100

=N
|
s |

- pause... ‘ﬂ ->| -> normal ‘

Figura 5.3: Generacion de quitosano, concentracion inicial.
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Acetato

4.274504e-03

4.697109e-04
t= 2.9000

3D

Distrib

L

.png

.svg

Figura 5.4: Acetato de sodio. Concentracion inicial, los residuos de la reaccion.
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NaOH

3.601172e-01

2.027356e-01
t= 60.7500

3D
Distrib
p

.svg

HHE

e | e | <] | voms

Figura 5.5: Concentraciéon de NaOH pasados 60 minutos desde que inici6 la reaccion.
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QUITINA

3.205344e-01

0.000000e+00
t= 61.6400

D

Distrib
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png
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close | pause... | <- ‘ > -> normal ‘

Figura 5.6: Quitina
después de 60 minutos, empieza a mostrarse una degeneracion del material.
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QUITOSANO

6.107891e-01

7.941599¢-06
t= 61.3500

=
o |

-5vg

e | e | < |

Figura 5.7: Quitosano
producido después de 60 minutos.
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Acetato

4.513449%e-01

1.549508e-01
t= 61.0900
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Figura 5.8: Concentracion de acetato de sodio, residuo de la reaccion.
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NaOH

2.194989e-01

1.895757e-01
t= 160.6000

El

Distrib

il

e | e | < | > | >t |

Figura 5.9: Concentracion casi agotada de NaOH después de 160 minutos
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QUITINA

8.509066e-02

0.000000e+00
t=160.1500
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Figura 5.10: Quitina restante después de 160 minutos.
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QUITOSANO

- pause| <-| == | -> normal ‘

Figura 5.11: Quitosano al final de la reacciéon
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Acetato

1.343007e+00

8.862678e-01
t= 160.9000
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Figura 5.12: Acetato de sodio al final de la reaccion.

51



07
T 0.6
T 05
T 04 Z
- 03
02
0l

(a) Quitosano resultante. (b) Quitina resultante.

~0215
~0.210
~0.205 Z
~0.200
~0.195
~0.190

(c) Hidroxido de Sodio resultante. (d) Acetato resultante.

Figura 5.13: Valores finales de cada concentracion (No es una representacion del
objeto, solo de sus valores totales de concentracion).
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Figura 5.14: Concentraciones a través del tiempo donde podemos apreciar las varia-
ciones de las concentraciones iniciales y la generacion de quitosano( es la suma de
las concentraciones distribuidas en la malla.).
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Capitulo 6

Conclusion-Discusion

El modelo cumple su funcién, replica los resultados experimentales y la dindmica
de la creacién, pero requiere un mayor ajuste en sus parametros y constantes para
mayor efectividad y aumentar el tamano de porcentaje de desacetilacion. El grado
de desactivacion esperado era de 80-85 %, por ello se requiere una mayor resolucion
experimental.

Falto considerar el tamano de la malla para poder calcular el area de superficie
real que entro en contacto con la solucion alcalina.

Se quiere una mejor geometria para ingresar informacién al modelo, ya que la
superficie de contacto hace una gran diferencia para generar quitosano.
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