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INTRODUCCION

Las Wavelets también llamadas ondeletas son funciones con requerimientos matemati-
cos especificos que se utilizan para representar funciones o datos, de esta manera, el Anélisis
Wavelet tiene como principio descomponer una senal o funciéon en diferentes componentes
ofreciendo asi una transformada flexible que proporciona una descomposiciéon de resolucion
multiple, lo que a su vez permite una representacion matematica econémica e informativa
de muchos objetos de interés. El anélisis de una funciéon (descomponer una funcién en sus
partes) es conocido desde el Anélisis de Fourier para funciones periddicas, sin embargo, el
Analisis Wavelet permite mucha mas precision en dicha tarea debido a su versatilidad ya
que permite decodificar casi cualquier tipo de datos a través de las diferentes familias que
existen con diferentes formas y escalas para asi adaptarse a las diversas formas de una on-
da. Sus ventajas sobre la Transformada de Fourier y la Transformada de Fourier Corta son
significativas, ademés los vinculos y puntos en comiun entre ambas teorias continiian ge-

nerando actividad de investigacion interdisciplinaria entre matematicos, fisico e ingenieros.

La Teoria Wavelet es un area de las matemaéticas de reciente creacion, surgié a principios
del siglo XX siendo Alfréd Haar uno de los principales precursores al proponer la primera
base Wavelet nombrada en su honor base de Haar. Fue hasta la década de los ochenta cuan-
do las Wavelets tuvieron un impulso adicional debido a la innovacion tecnologica alcanzada
en la década y a los trabajos de Stephane Mallat quien estableci6 la relacion de los filtros
de cuadratura, asi como los algoritmos piramidales que sirven para comprender el analisis
de resolucion multiple y las bases ortonormales de las Wavelets, asi como aplicaciones en
procesamiento de senales. Més tarde la teoria seria ampliamente explorada por Yves Meyer

cuyos trabajos en Teoria Wavelet se convertirian en fundamentales para el desarrollo de esta



y por los cuales le otorgaron el premio Abel en 2017. Es necesario mencionar que uno de los
principales logros de la nueva teoria se alcanzoé gracias a Ingrid Daubechies dado que cons-
truyo un conjunto de Wavelets madre de soporte compacto que generan bases ortonormales
de funciones, mismas que llevan su nombre, dicha construccion es quizé la mas elegante y en
la actualidad es pilar de las aplicaciones de las Wavelets, siendo fundamentales a la hora de
desarrollar aplicaciones en fusion de imégenes. Sus aportes matematicos en el rea le permi-

tieron obtener diversos reconocimientos como el Premio Nemmers en Mateméticas de 2012.

Las Wavelets han revolucionado el estudio de los fenémenos ondulatorios complejos en
el procesamiento de imégenes, las comunicaciones y los flujos de datos cientificos, siendo
de esta manera uno de los pocos descubrimientos mateméticos con mas influencia en la
actual sociedad tecnolodgica, entre sus aplicaciones mas relevantes se encuentra la com-
presion JPEG 2000, el estudio de senales obtenidas de eventos geologicos, la eliminacion
de ruido en imagenes, senales de sonido y flujo de datos en general, la identificacion de
pinturas originales de Vicent van Gogh, el estudio de senales cardiacas, analisis de se-
nales de ondas gravitacionales, analisis numérico, computaciéon grafica, mineria de datos,
vision artificial, entre otras, extendiendo asi su aplicacién a multiples areas del conoci-
miento humano. Esto ha permitido el desarrollo de paquetes de software que contienen
algoritmos rapidos y eficientes para realizar la Trasformada Wavelet .El objetivo general
de este trabajo es desarrollar los conceptos de la Teoria Wavelet que intervienen en la fu-
sion de imagenes mediante anélisis de resolucion miultiple, para esto se realiza un estudio
de la Transformada Wavelet unidimensional y se analiza la teoria de producto tensorial
que permite extender la Transformada Wavelet a otras dimensiones; para fines de procesa-
miento de imagenes basta con desarrollar la dimensién dos, finalmente se pretende obtener
una implementaciéon computacional en Matlab para la fusion de dos imagenes utilizando

la Transformada Wavelet Haar que muestre de forma visual la viabilidad de esta técnica.

El problema de la fusién de imagenes es relevante debido a la informaciéon que aporta
sobre ciertos eventos y los miltiples usos que se le dan a las iméagenes fusionadas, en la

actualidad existes métodos de fusion de imagenes que no implementan la trasformada Wa-



velet. La implementacion de la Trasformada Wavelet en la fusiéon de imagenes se ve limitada
por el hecho de que para acceder a ella es necesario poseer conocimientos previos en proce-
samiento de senales, asi como conocimientos de analisis matematico, en particular analisis
de Fourier. Muchos documentos, libros y articulos especializados en el tema son demasiado
teoricos, de manera que es dificil precisar las conexiones entre las diversas partes que com-
ponen la Teoria Wavelet y en ocasiones no brindan informacién clara de los procedimientos
para alcanzar ciertos objetivos, esta tesis aporta una visiéon general y clara de la teoria a

través de los fundamentos matemaéticos de la misma basados en el analisis matematico.

En el capitulo 1 se realiza un anélisis de la trasformada de Fourier y la trasformada de
Fourier corta a fin de mostrar las limitaciones que tiene en el andlisis de senales de una

dimension.

En el capitulo 2 se estudia la Transformada Wavelet en una dimensién iniciando con
el estudio de la Trasformada Wavelet Continua, se analiza los beneficios que ofrece en
comparacion con la Transformada de Fourier corta, posteriormente se presenta la trasfor-
mada inversa que sera usada para la reconstruccion de senales, més adelante se estudia el
concepto de anélisis de resolucion miltiple y se ofrece la demostracion de identidades que
son ttiles en la Teoria Wavelet, finalmente se estudia la Transformada Wavelet Discreta

en tres diferentes interpretaciones.

En el capitulo 3 se muestra el algoritmo rapido Wavelet, el cual consta de dos subalgo-
ritmos, uno de descomposicion y otro de reconstrucciéon con los cuales se realiza el anélisis

y reconstrucciéon de una senal en una dimension.

En el capitulo 4 se estudian los fundamentos del producto tensorial para ser utilizado
como herramienta en la construccion de Wavelets de dos dimensiones, finalmente se da de
forma explicita la representacion matricial de la Transformada Wavelet Discreta en dos

dimensiones de forma matricial.



El capitulo 5 explora la técnica de fusion de imagenes mediante el uso de Wavelets, en
esta se muestra como se obtiene la descomposicion en los diferentes detalles: horizontales,
verticales y diagonales, finalmente se muestra la fusion de dos imagenes usando la Wavelet

Haar en un nivel de descomposiciéon dos.

Finalmente el capitulo 6 muestra las conclusiones obtenidas durante la realizacion de

esta tesis.
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Limitaciones del Analisis de Fourier

En siguiente seccion se trabajara con funciones en el espacio de funciones L?(R), ade-

més se denotaran por t € R al tiempo y £ € R a la frecuencia.

El analisis de Fourier permite realizar el analisis y sintesis de una funcion (sefial)
mediante el uso de funciones exponenciales complejas, las cuales forman una base ortogonal
para el espacio L(R), esto se logra a través de la Transformada de Fourier, la cual es una

transformacion integral de caracter global.

Definicion 1. Se define la Transformada de Fourier mediante la formula:

= /_ Z ft)e “=at

la cual es invertible y cuya inversa se obtiene mediante:
Fo) =76 = [ Fepeas

Se entiende a la Transformada de Fourier como una herramienta para realizar analisis
de tiempo-frecuencia, es decir, para examinar las senales en el dominio del tiempo el cual
muestra como la senal cambia en el tiempo y en el dominio de frecuencia donde se aprecia
qué parte de la senal se encuentra dentro de cierta banda de frecuencia dada en un ran-
go de frecuencias. Contar con ambos dominios ofrece la posibilidad de entender mejor la
senal ya que mientras en el dominio del tiempo se analiza la amplitud de la senal, en el
dominio de frecuencia es posible identificar los componentes de frecuencia (componentes

espectrales) de la senal.

10
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Figura 1: Diagrama del funcionamiento de la Transformada de Fourier

A pesar de los buenos resultados que ofrece el analisis de Fourier para el analisis y pro-
cesamiento de senales posee limitaciones importantes como: mostrar desempeno deficiente
en el estudio de senales no estacionarias, la incapacidad de detectar singularidades en las

senales y la pérdida de informaciéon de tiempo en el dominio de frecuencia.

Notese que para el calculo de f es necesario el conocimiento de f sobre todo el dominio

por lo que es imposible realizar un analisis en tiempo real, es decir, no se puede calcular f

a medida que se desarrolla f.

A fin de resolver algunas de las deficiencias del anéalisis de Fourier se realizé una adap-
tacion de la Transformada de Fourier para analizar solo una secciéon pequena de la senal

a la vez, a esta técnica se le conoce como Transformada de Fourier con ventana (TFV) o

Transformada de Fourier de tiempo corto (STFT).
Definiciéon 2. Una funcion g € L*(R) es una funcion ventana si satisface tg € L*(R)

Definicién 3. Se define la Transformada de Fourier con ventana (TFV) mediante la

formula:

Ty f(€) = /_ N f(t)e ®tg(t — b)dt
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Donde g es una funcion ventana que es trasladada a lo largo del eje del tiempo para el

pardmetro b.

window .
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Time Transform -
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Figura 2: Diagrama del funcionamiento de la Transformada de Fourier con Ventana

En breve la Transformada de Fourier con ventana (TFV) ser4 la trasformada de Fourier
aplicada a la sefial de estudio f(¢) delimitada por la ventana en cuestion. De esta manera
la TFV permite recuperar la informaciéon de tiempo como de frecuencia de una senal, sin
embargo, la precision de dicha informacion esta determinada por el tamano de la ventana;
el cual es el mismo para todas las frecuencias.

Para la deteccion de frecuencias altas es conveniente una ventana corta y para fre-
cuencias bajas es adecuado una ventana larga, de manera que privilegiar la elecciéon de la
ventada basada en las frecuencias provee una resolucion de tiempo menor. Concretamen-
te la TFV no permite obtener una buena resolucion en el tiempo y en la frecuencia de
manera simultanea, esto debido al vinculo que existe con el principio de incertidumbre de
Heisenberg.

Para los analisis donde una escala predeterminada no se adapta a las distintas frecuencias
de una funcién es necesario realizar otro tipo de anélisis tiempo-frecuencia como lo es el

analisis Wavelet que no depende de la escala.



Teoria Wavelet Unidimensional

El Analisis Wavelet es entendido como un analisis de las fluctuaciones de una funcion f
en todas las escalas, ya que dicho anélisis permite un anélisis local de la funcién asi como

la descripcion de los efectos que las escalas tienen sobre ella.

Transformada Wavelet Continua (TWC)

Definicion 4. Dada una funcion 1 € L*(R), 1 # 0 que satisface:

/_ Zw(t)dt =0

es posible obtener mediante traslaciones y dilataciones las funciones:
iy, (=0
Yap(t) = |a| /=y — ] a >0,beR

de esta manera se define la Trasformada Wavelet Continua (TWC) de f como:

W O)a,0) =l [~ 0 (=2 )at = ()

Usualmente la funcion 1 recibe el nombre de Wavelet madre, 1,5 son nombradas Wa-

velets y a, b son la escala y posicion respectivamente.

Teorema 1. La Trasformada Wavelet continua de una funcion f posee las siguientes

propiedades:

13



TRANSFORMADA WAVELET CONTINUA (TWC) 14

i) Linealidad

(Wy(ef +9)(t))(a,b) = c(Wyf(t))(a,b) + (Wyg(t))(a,b) ¥ g€ L*(R), ¥ceC

ii) Traslacion

(Wof(t = e))ab) = (Wyf)ab—c) VeeC

iii) Escalamiento

(Wy(d'2f(dt)))(a, b) = (Wy f(1))(da,db) ¥d >0

Demostracion. 1)

(Wlef + 9)()(ab) = MI”/m®f+m®W

ii)

= |12 / Fv
=w*”[mﬂww

= (Wyf)(a,b—c)

) v dondev=t-—c
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iii) Sea d > 0;

(Wl () (a,0) = a2 [~ 2 (anyo =2t

e [T O e

= [

= [ o Py
— ol [ pwput “‘%>v

= (Wy f(t))(da, db)

]

En comparacion con el anélisis de Fourier los Wavelets ofrecen informaciéon importante

para el analisis de una funcién como se verd a continuacién.

En los casos donde ¢ y ¢ son funciones ventana la Transformada Wavelet Continua per-
mite realizar un analisis de tiempo-frecuencia a través de una ventana tiempo-frecuencia,
en dicha ventana el ancho es determinado por una ventana de tiempo y el largo por una
ventana de frecuencia, esta ventana de tiempo frecuencia tiene un area constante en cada

seccion en la que se realiza el anéalisis de la funcién.

Scale

Amplitude

Wavelet
Transform

Time
Wavelet Analysis

Figura 3: Diagrama del funcionamiento de la Transformada Wavelet

Dado que se satisface a = U% donde a es la escala y w la frecuencia de f, se tienen las

siguientes implicaciones:
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Escalas pequenas = frecuencias altas = Wavelets estirados

Escalas grandes = frecuencias pequenas = Wavelets comprimidos

Otra de las ventajas que se tiene consiste en poder identificar discontinuidades de la
funcion a analizar mediante su Trasformada Wavelet Continua debido a que (W, f)(a,b)
solo depende de los valores de f alrededor de una posicion b y cuyo largo es proporcional

a a.

Definicion 5. Dada v € L*(R) un Wavelet madre se define la condicion de admisibilidad

[

o W]

como:

y es denotada por Cy

Lema 1 (Formula de Parseval para trasformadas Wavelets). Sea 1 una Wavelet bdsica.

Entonces

| [0vn@niTea@ ™ = ¢y < f.9>

se cumple para cualquiera f,g € L*(R), donde Cy es la condicion de admisibilidad y

< f,g > es el producto interno de f y g.

Demostracion. Por la formula de Parseval para la trasformada de Fourier, tenemos que

(W f)(a,b) = (f, tap)

()

= [ i@)la] 26" (ax)da

= (2m)' 2 F{|a]"* f (x)d) (az) }(~),

Wogltad) = [t o0 )i

—0o0

D5 lal e (t - b) i

a

I
<

= (2m)' 2 F{|a]"/2g(x)d(azx) (D).
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Entonces

dbda

| [ gt =2 [ [ P -hFlaese)n

o [ [

por la féormula de Parseval para la Transformada de Fourier

o da oo _
—2r [ Ji@P [ fwiws
por el teorema de Fubini )
_ > Y (wa)]? 5
=Cy(f.9)
O]

Teorema 2 (Calderon, Grossman, Morlet). Sea v € L?(R) una Wavelet. Entonces para

cualquier f € L*(R) las siguientes relaciones se cumplen:

& [ [ w0 a
/:| 1) [2dt — Cw// Wwfamdbd—“

La iltima expresion se puede reescribir como:

1
1 llzz = Wi £, ) 2 (07)
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Demostracion. Para alguna g € L*(R), tenemos que:

Cy (fr9) = Wy f, Wyg)
dadb

_ / Z / Z(Wwf)(a, b (Wog)(a, D)

- /Z /Z<Wwf)(aa b)/ig(t)mdtdadb
- /OO /OO /OO(W¢f>(avb)w(a,b)(t)dbcjammﬁ,
</ / (Wof)(a, b)an(t )dbda g>

O sea que

<C’¢f / / (Wy f)(a, b)iap dbcja,g> =0, para toda g € L*(R).

Por lo tanto

— b dbd
wa / / Wwf CLb ab(t ) CLZO

O

Teorema 3. Dada 1 una Wavelet madre que satisface la condicion de admisibilidad, la

funcion f € L*(R) puede ser recuperada de su TWC mediante la formula:

s =g [ v

Dicha formula serd entendida como la Trasformada Wavelet Inversa de f en forma impli-

cita.

La posibilidad de recuperar la senal original después de aplicar la TWC permite concluir
que el Analisis Wavelet es una generalizacion del analisis de Fourier y que la trasformada

de Fourier con Ventana se generaliza en la TWC.
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Transformada Wavelet Discreta (TWD)

Discretizacion de la Transformada Wavelet

En la Transformada Wavelet Continua (TWC) se consider6 la familia:

t—b
Yap(t) = |a|1/2w(—) a>0beR
a

con ¢ admisible. Por conveniencia en la discretizacion se restringira a a valores positivos

solamente, asi la condiciéon de admisibilidad se convierte en:

‘. /0°° P, / P,

@l o Wl

El proceso de discretizacion consistira en discretizar los parametros a, b comenzando con el
parametro a para posteriormente hacer la ubicacién de b proporcional a la escala a. Para
el parametro de dilatacion a se considera a = a', m € Z y el paso de dilatacion ay # 1
fijo, por comodidad se asume que ay > 1.

Cuando m = 0 parece natural discretizar el parametro b tomando solo multiplos enteros
de un by > 0 fijo de manera que 1)(t—nby) “cubra” la recta completa. Para diferentes valores
de m el ancho de ag m/ *1h(ag™t) es a veces el ancho de ¢(t), a fin de asegurar que los
Wavelets discretizados en el nivel m “cubra” la recta de la misma manera que (¢t — nby)
se elige b = nbpa(', de esta manera se obtiene:

) = 05" () g (e~ 1)

ag'
donde:
= m € Z: es el pardmetro de dilatacion discreto
» n € Z: es el parametro de traslacion discreto

ag: es el pardmetro de paso de dilatacion fijo

by: es el pardmetro de paso de traslacion fijo
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Cabe mencionar que la eleccién apropiada de ag, by depende de la Wavelet 1. Para

poder considerar (1) como la trasformada wavelet discreta es necesario asegurar:

1. Dada una funciéon f los coeficientes (f, ¢, ) caracterizan completamente a la fun-

cion.

2. Dada una funciéon f puede ser escrita como una superposicion de bloques de cons-

truccion elementales 1)y, .

En el caso de la Transformada Wavelet Continua (TWC) ambas condiciones se cumplen
por el Lema 1 via la resoluciéon de la identidad, al menos si 1 es admisible. De manera
que para satisfacer las condiciones 1. y 2. es necesario obtener una “ condiciéon de admisi-
bilidad discreta ”. Para esto considérese el espacio de funciones L?(R)el cual es un espacio
topologico de Hilbert.

Para que las funciones pueden “caracterizarse” por medio de sus coeficientes Wavelets

(f,¥m.n) basta que se satisfaga

v7TL7n € Z’) <fla¢m,n> - <f2a77bm,n> — fl = f2

o su equivalente

Vm,n € Z; (f, Ymn) =0=f=0

Ademas es necesario asegurar que la reconstruccion de f es numéricamente estable desde
los coeficientes (f, ¥um..), esto es, siempre que la sucesion ((f1, ¥mn))mnez €s “cercana’ a

((f2, Ymn))mnez , entonces las funciones f; y fa son a su vez “cercanas”.

Estabilidad numérica de TWD

Considere ademés del espacio de funciones L*(R), el espacio de sucesiones [*(Z?) con la

1

topologia [?, en la cual la distancia entre las sucesiones c¢' = (¢, )mnez y ¢ = (C?mn)m,nel

esta dada por:

|| 2”2 Z ’Cmn_ mn‘2

m,nez
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esto implicitamente asume que las sucesiones ({f1,¥m.n))mnez estan en [*(Z), i.e, para
toda f € L*(R), > |{f1,¥mn)|* < 00, que en la practica no es un problema. Como se
vera més adelante cualquier Wavelet 1 con cierto decaimiento en el tiempo y la frecuencia

tal que [¢(z)dr =0y cuales quiera ag > 1 by > 0 llevan a

D 1) P < BIFI? (2)

m,n

Astimase (sin especificar restricciones sobre ¥, ,) que (2) se cumple. La interpretacion
de cercania en [?(Z) permite interpretar el requerimiento de estabilidad de la siguiente
manera; siempre que Y. |{f1,Ymn)|? sea pequeria, ||f||* serd pequena.

En particular existe a < 400 tal que

m,n

Para f € L?(R)arbitraria, definase
F=1D 1 tmm) P72 f

entonces por (*) se cumple que

Z |<f71/}m,n>|2 <1l= Hf”2 <«

m,n

De manera que al ser || f||> < a se obtiene que

ST ) PTHIP < @

AIFIP <D 1 o) P (3)

)

para algin A = a~!. De manera que (3)es equivalente al requerimiento de estabilidad

pues si es valida para toda f, entonces la distancia || f; — f2|| no puede ser arbitrariamente
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grande si > [(f1, Ymn) — (f2,%ma)|? es pequena.

Obsérvese que al combinar las expresiones (2) y (3) se obtiene que;
Vfe L*(R), 3A>0,B < +oo tales que; Al f||* < [(f,¥mn)|* < B fI (4)

Esto es, el conjunto {¢y, ,;m,n € Z} constituye un marco. El lector interesado puede
consultar (Daubechies, 1992) para discurrir en las condiciones necesarias y suficientes de
una Wavelet 1 bajo las cuales la familia discreta {1, , }mnecs satisface las desigualdades
anteriores para todas las funciones en L*(R)

Para fines de la tesis se realizara el estudio de una subclase importante de Wavelets que
surgen de estructuras particulares en L?(R) la cual es nombrada anélisis de resolucion mil-
tiple. Estas Wavelets producen familias discretas (marcos) que seran bases ortonormales

para el espacio L*(R).

Analisis de Resolucion Multiple (ARM)

Definicion 6. Un Andlisis de Resolucion Muiltiple (ARM) de L*(R)es una sucesion de

subespacios {V;}jez de L*(R)que satisface las siguientes propiedades:
i) V; C Viy (anidacion creciente)
i) m =L?*(R) (Densidad de la union en L?(R))
ii) Njez Vi = {0} (Separacion)
) f(t) e V; < f(2t) € Vj41 V j € Z (Propiedad de escalamiento)

v) 3 ¢ € Vg funcion de escalamiento cuyos trasladados {o(t — n)}nez forman una base

ortonormal de Vi (Ezistencia de funcion de escalamiento).
Los espacios {V;} serdn nombrados espacios de aprozimacion.

Observacion 1. La condicion iv) muestra que los espacios V; son versiones escalonadas

de un espacto inicial Vy
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Definiciéon 7. Dado un ARM con espacios de aprozimacion {V;} es posible definir la
familia de subespacios {W;} de manera que W; es el complemento ortogonal de V; en
Vit1, esto es;

Vier =V, ®W; con Wy LV,

Los espacios {W;} serdn referidos como espacios de detalle.

Wae LW LWh L Vo Vao>WVaoVioVo

Figura 4: Espacios de aproximacion y detalle

Teorema 4. Dado {V;};ez, un ARM, los espacios de detalle {W,} satisfacen las siguientes
propiedades:

) (1) € W) = f(2t) € W,
i) W, LWy, j#k

i) W, L Vi, k<j

w) Vi=Vo@Wod---® W,
W V= @W,

i) I2(R)= @, W,

Demostracion. 1) Debido a la descomposicion de Vj 4 se tiene que f(t) = (fi+f2)(t) con
fieV;y fo € W;. Dado que {V}};ez es un ARM se satisface f(2t) = (f1+ f2)(2t) =
f1(2t) + f2(2t) es elemento de Vj 5 puesto que la descomposicion de f es tnica se

tiene que fo € Wity
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ii) Suponga sin pérdida de generalidad que j < k, dado que V; & W; = V,;,, donde
J+ 1<k setiene que W; C Vi, y Wi, LV}, con lo que W; L W

Ejemplo 1 (La Wavelet Haar).

Definicion 8. La Wavelet Haar es la funcion

H:R—-R
tal que )
1, para t € [0,1/2)
H(t)=1q -1, parate[1/2,1]
\0, en otro punto
Y St
1, Vtel0,1]
Xjo,1)(t) =
0, otra porte
entonces

H(t) = X[O,l)(Qt) - X[O,l)(Qt - 1)

1, 2te[0,1)
puesto que x[,1)(2t) =
0, otra parte

1, 0<2%—1<1
X, (2t —1) =

0, otra parte

la familia {2j/2H (27(t — k)}ep ez se denotard como Hjx(t) := 292H (27t — k) y de-

finimos la familia de intervalos {11}, donde

L, = [k277, (k4 1)277] Csupp Hjp = [k277, (k +1)27]
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Figura 5: La Wavelet Haar

que se diwide naturalmente en niveles, consistiendo el j-ésimo nivel de intervalos cuya

longitud es 277.

kk+ﬁ_ﬁ+1_k 1

long Iy, = long {E’ 9 i 2i 2

Las siguientes propiedades de los intervalos diddicos seran utilizadas

1. Dos intervalos diddicos no se superponen ¢ uno esta contenido en el otro, esto es:
0,) Ing N [j’,k’ =00
b) Ij,k - Ij’k’ 0
c) Ling C L

2. Si uno de lo intervalos estd estrictamente te contenido en el otro, entonces estd

contenido en la mitad izquierda o la mitad derecha, esto es:

Si Ly C I; ) entonces

k 2k+1Y | 2%k+1 k+1
linw & {z— 2—+) 0 liw & [2— 2—)
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ya que el punto medio de Iy es

1(k k+1) 2k+1
~ =+ =
97

2 27 2J+1

3. Para los soportes de H(t) se tienen propiedades similares. Salvo que cuando la in-
terseccion en a) en un mismo nivel, los intervalos contiguos a izquierda y a derecha
del soporte de H;y para j fijo, por ser intervalos cerrados la interseccion consistird
de solo un punto, lo que no afectard el valor de una integral cuyo valor es cero. en
toda la recta y a la mds distinta de cero en un punto. Asi varias de las contenciones

deberdn ser entendidas en el sentido casi donde quiera.

Por ejemplo para H(t) = Hoo(t), SuppH(t) = [0, 1]
SuppHp j—1(t) = Supp Hp_1(t) = [-1,0)
SuppHo +1(t) = SuppHo1(t) = [1,2]

entences SuppH (t) N SuppHo1(t) = [0,1] N [1,2] = {1} y la integral

/OO 1771(75)17{(),1(75)(j75:/1 H(t)Hovl(t)dt—i—/oo H(t)Ho(t)

2
:/ 1-Odt—|—/ 0-1dt
0 1

=0

Teorema 5. La familia {29/*H (27t — k)}kereZ es ortonormal en Lo(R)

Demostracion. j > j' , asi usando la sustitucion u = 2t — k se tiene que:

(Hjg, Hyr pr) :/ Hpo(t) Hjr gt

— /oo 212912 [ (27t — k) H (—2j (u=k) _ k’) du

. 2i 2
_ / T QDR () H (2@'71)” ol _ k/) o

_ /oo 22 H () H (2t — 1) dt

[e.9]
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se tiene:
i)j=j vyk=F
i) j=f y kA K
i) 5 > j
Si i) Como SuppHj ) = [k277, (k+1)277] = I}, con longl, = (k+1)277 — k277 = 277k +

277 — k277 entonces .
< Hjp, Hjp >= / 2*2H (t)H (t)dt

= / H(t)*dt
Ry

~ [
0

=1

i) j =7 vk # kK entonces s = 0y r # 0 entonces SuppH (2°t —r) N SuppH (t) =
SuppH (t —r) N Sup H(t) = & asi

(Hjp, Hj'K') :/OO Ut (t)H (t — r)dt
=0
iii) Si j' > j y Vr = 27k — k/ entonces s = j1 —j >0
I) SuppH (2°t —r)NSupp H(t) = @ 6
IT) SuppH(t) C SuppH (2°t —r) 6

III) SuppH (2°t — r) C SuppH (t) = [0, 1]

I) se tiene que SuppH (25t — r) = [21, ’";—1) si 5z > 1 entonces [2L77“2i1) N[0,1) =2, lo
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i £ €[0,1) y 1 <=, entonces 2¢/2[1 — £] < 1/2%/2 entonces

(Hjp, Hy o) = / 22H(t)H (25t — r) dt
41

_/25 23/2H(t)~1dt
/20

2u/p }{
r/238
1'2~|;1
25/2/ H(t dt+/ H(t)dt
r/238 1

1
= 2/ 1dt +0
r/2S

[

—_
|—|

51) asi

IT) SuppH (t) C Sup H (2°t — ) entonces [0,1) C 5, 2H) 6 [0,1) C [24H,~

(Hjp, Hy ) = / 292H(t)H (25t — r) dt

2r+1
os+1

— 2%/ H(t) - 1dt
r/238

2r4+1
25

= 2%/ H(t)dt
r/2s

1
:28/2/ H(t)dt
0

=0
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1) SuppH (2%t — r) C SuppH (t) = [0,1) entonces

(Hjp Hjr g > 2/ 22H(t)H (2°t — r) dt
= H(t) - 1dt
r/2s

r+1
2

— |7 H@)a

r/2s

1
< / H(t)dt
0
=0

la demostracion para el caso b) j > j’ se realiza de manera analoga, de esta manera se

concluye que

(Hjp Hjr o > = 5.

Definicién 9. Para cada j, k € Z se define p;x(t) como
pin(t) = 2/2p(20t — k).
Para cada j € Z, se define el operador aprozimacion P; para funciones f(t) como:
P;: L*(R) — V;

Pif = Z(fv Pk ) Pjk-
k
Para cada j € Z, se define el operador detalle Q); para funciones f(t) como:

Q- L*(R) — W

Q;f = P f(t) — Bif.

Teorema 6. Para cada j € Z, {p;i(t)}jrez es base ortonormal de V.
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Teorema 7. Dado {V;,} un ARM. Existe una sucesion (hy)rez de coeficientes hy de

I12(Z) que satisface la siguiente igualdad:

o0

z) = Z 2'2hp (2 — k) donde hy, = (@, 1) = 21/2/ p(x)p(2x — k)dx

kEZ >

Dicha igualdad recibe el nombre de relacion de escalamiento, mds aun se cumple:

P(w) =m, (g) @ <g) donde mo(w) = % Z By e~ 2mike
k

Demostracion. Puesto que ¢ € Vo C Vi'y {o14(2)},cpr wr(z) = 21/%p(22 — k) es base

ortonormal de V entonces
Z 0, o1r) 22022 — k)
k

asi que definiendo

hi, = (@, p1)
Se tiene que hy € l5(Z) ya que por la desigualdad de Bessel se sigue que
D e, p1r) < llell2 < +oo pues ¢ € Ly(R)

Ademas, tomando la Transformada de Fourier en ¢(z) = >, hi2Y20(22 — k) Se tiene

=7 (Z hi2" (22 — k)>
k
= Z h2 2T (p(22 — k)
k
- Z hk21/2%<,5 (g) o—2mith
- D )
=mo(3)2(3)
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Definicién 10. Dado ¢(t) funcion de escalamiento asociada a un ARM {V;}.
Se define la sucesion (hi)rez como filtro de escalamiento asociado con (t) o filtro de

aprozimacion gruesa. La funcion mo(7y) es llamada funcion auxiliar asociada con ¢(t).

Dentro de la literatura especializada en Wavelets es comin encontrar la funciéon ¢

presentada como ¢(t) = Y, , prp(2t — k) donde py = 212k,

Teorema 8. Dado {V;, ¢} un ARM, entonces las siguientes igualdades se satisfaces:
a) (27 = 1) = 3 yeq Pe—2p(2t — k)
b) Pj15 = Diner Ph-21Pjk

donde ;) = 29/2p(27t — k)

Demostracion.  a) Dado que ¢(t) = >, .5 Prp(2t — k) sea t = 2771t — [ entonces;

gp 23 1t—l Zpkgo 2]_1t—l) —k:)

keZ

= Zpkgo (27t — 20 — k)

keZ

haciendo & = 2l + k se tiene k = k' — 2 por lo tanto

23 lt—l Zpk/ 2P 2]t—k)

k'€l

=3 e (29t — B)

kEZ

b) Se tiene que ; 1,(t) = 2Y/2¢ (2771 — 1) asi;

SDj—l,l(t) =¥ (Qj_lt - l)

=3 e (20— B)

keZ

= pe-apis(t)

keZ
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Por lo tanto

Yij—1,1 = E Pr—219j k
keZ

Teorema 9. Dado {V;, o} un ARM. Entonces las siguientes igualdades se satisfacen:

1. Y er Po—2Dk = 201 4 D ke Dok = D pep P2kt1 = 1

2. ez pk|* = 2 5. D ezl = V2

8. Y wenDe =2 6. > ez hihi—on = 6(n)
Demostracion. 1. Dado que

p(t) = pap(2t —n)

neEL

sustituyendo ¢ por t — [ se tiene que

p(t—1) =Y pup2(t—1)—n)

nez

= ango(Zt —2l—n)

neZL

haciendo k = 2[ + n se tiene n = k — 2[, de manera que

= Zpk—zl@(% — k)

keZ

32
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entonces;

200, = (p(t — 1), (1))
= <Zpk—2190(2t — k), 80(75)>

keZ

:Zpk21< (2t — k), > prp (2t —k >

keZ k'€Z

— Z Z Pr—aDr (02t — k), p (2t — K'))

keZ k'eZ

= Z Z Pr—21DkOk k!

kE€Z k'eZ

= Zpk—up_k

kEZ

-2
2. 1= ||S0||2 Zkez | {0, 1 k>| = Zkez ||

=y p_ Z|pk|
keZ keQ
2= |l

ke21
3. Por a) del teorema anterior se tiene que

= prp(2t — k) asi;

kezl

/ t)dt = /Zpkgo(%—k)dt

* ker

—Zpk/ o(2t — k)dt

ker
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haciendo u = 2t — k, du = 2dt se tiene

= Zpk /_Z @(u)%

kEZ

— %Zpk /Z o(u)du

keZ -

1
por lo tanto 1= 3 E pr  es decir; 2= E Dk
keZ keZ

4. Considere en 1) —I en lugar de [, es decir; 20,0 = > ;o Pk—2(—)Dk = D pey Pht21Dk Y

sumando sobre [ se tiene que

2=2> 4,

lez
= Z Zkarlek
IEZ keZ
= Z (ZP%—HZM) + Z <2p2k+1+21m>
I€Z \keZ I€Z \keZ

asi remplazando [ por [ — k, se tiene

- (zpmp—%> oy (zpp—)

keZ \I€Z keZ \I€Z
= (Z ]Tk)(z pa) + (Z p2k+1)(z pai+1)
keEZ lez keZ lez
= |Zp2k|2+ |Zp2k+1|2 (5)
kEZ keZ

Dividiendo esta suma en indices pares e impares se tendré

ZP% + ZP%H =2 (6)

keZ keZ

Ambas ecuaciones (5) y (6) tienen una tunica solucion

szk =1= ZP%H

keZ keZ
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Z hy = ZQl/ka _ 9l/2 Zp’f _9l/29 _9l/2 _ /9

kEZ kEZ kEZ

6. Se sabe de 1 . que
2571,0 - Zpk—an_k

keZ

— Z 21/2@@21/2
keZ

= Z Qhk—th_k

kEZ

= Z 2hk_anhi,

kEZ
asi;

On0 =Y _ hihi—on

kez

Teorema 10. Dado {V;, ¢} un ARM con filtro de aproximacion gruesa (hi)kez-
Se define el filtro Wavelet ¢ de detalle (gi)kez cuyos coeficientes se obtienen por medio

de:

g = (—1)Fhi_4

y la Wavelet ¢(t) mediante:
Y(t) = 2" gup(2t — k)
k

entonces;

{Vjr(®) ez

es una base Wavelet ortonormal en R y para cualquier J € 7

{05k (t) bhez U sk (t) }orez

es una base ortonormal en R.
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Teorema 11. Sea {V}, o} un ARM con filtro de escalamiento (hy)rez vy filtro Wavelet

(gk)kez entonces se cumplen las siguientes igualdades:
1. % g,=0
2. > 1 GkGk—2n = On
8. >, gehk—an = 0 para todo n € Z

4' Zk hmkahank + Zk Im—2kGn—2k = 5nfm

Condiciones del filtro de espejo en cuadratura

Definicion 11. Sea {V}, ¢} un ARM con filtro de escalamiento (hy)kez, filtro Wavelet
(gr)rez y funcion Wawvelet 1(t). Dada una funcion f € L*(R), se define para k € Z

Cok = <f7 900,k>

y para cada j € N y k € Z se definen los coeficientes de aproximacion cjy y coeficientes

de detalle d;j, como:

Cjk = <f7 @*j,k> Y dj,k = <f7 wfj,k>-

Teorema 12. Dado {V}, ¢} un ARM con filtro de escalamiento (hy)rez y filtro Wavelet

(gk)kez se satisfacen las siguientes igualdades para cada j € N y k € Z:
1o 0jk = Pnok@itin

2. 'l/}j,k = Zn In—2kPj+1.n

8. Citik = D CinPn—ok
4o djzrk =D, CijinTn—2k

5. Cik = Citnhk—n + D, djy1.nGk—2n
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Demostracion. Procedimiento iterativo de la funcién de escalamiento

Pe = (@, P1.k)

= 21/2 /_OO o(x)p(2r — k)dz

[e.e]

y se tiene

o(x) = Zpknp(Z:c — k)

keZ
ademés {; x trez = {27/%0(272 — k) }rez s una base ortonormal para V. Asf por el teorema

5.6 Bogges se tiene que

o (=) =S pew ¢ (2 k)
k€EZ

;=212 ZPHZ%’k (7)
kez

De manera que si f; € V;

Fi =Y {f0im) in

kEZ

y Vj = V;_1 @ Wj_; cuya base ortonormal es {0 1x},cp U{¥j- 1k} ey

entonces;
fi =D AF i) @imri + D AF i) Yo
keZ kez
= fi-1twja
donde

(firpi—10) = <fj,21/2 Zpkzl%‘k>

kEZ

=22 Zpk—Ql (f5> ®jK)

kEZ

(finbj—1s) =277 Z(_l)kpl—k+2l (5.5

kEZ

= <fj7 272 Z(—1)2p1_k+2z<ﬂj,k>

kEZ
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de manera que

Vi1 = 271/ Z(_l)kpl—k+2190j7k (8)

kEZ

1. Utilizando la igualdad hj = 27/?p; en (7) se tendra

Qi1 = Z hi—20;i

keZ

2. Realizando en (8) la sustitucion de gy y haciendo 1 — k + 21 = 1 — (k — 21) se tiene

Vi1 = Z Grk—21Lj—k

ke2

3. Para k € Z se tiene
Cit1,k = <f> 90—]'71,16)

= <f7 Z hn—2k@—j,n>
= Zm <fa 90*j7n>

= E Cj,hhthk
n

Pif(y) =Y (frojm) ojm(@)

aligned = Z CjnP—jn(T) (9)
y por otro lado
Q-if(@) =Y (fiv0-jn) Yjin(®)
= Z dj,nd}—j,n(x) (10)

y como

Pif(x) = Poyif(x) + Qjr f @)

entonces
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> Cn-in(@) =Y CipnP—jorn(@) + Y diprath_j1n()

= Z Cjt+1,n Z hk;72ng07j’k(x) + Z dj+1,n Z Jk—2nP—j k (IE)
n k n k

= Z Z Cj—f—,nhk—?n + Z dj+1,ngk—2n (p_j,k<x)
k n n

y como Y cinp—jn(x) =D, ¢jrp—;k igualando los coeficientes respectivos, tenemos

Cik = Z Cjt1nhi—on + Z djt1,hGk—2n (11)

n

[]

Teorema 13. Dado {V}, ¢} un ARM con filtro de escalamiento (hy)iez y filtro Wavelet

(gr)kez. Se define el coeficiente de aproximacion ajj como:
aje =2(f, 05k)
y el coeficiente de detalle b;_1; mediante:

bj—1; = 2071)/2(]2 ©i—1,)

entonces se cumplen las siguientes equivalencias:

__o—1 v _
1 oaj_1;,=27"> :k 7 Pk—21Qj1 < Cjt1k = > :n Cjnlin—2k
S
—1 k —_
2. bj11 =271 Y (1) D1k p == djiik = D2, CnGn—2k
S

_ ke _
8 ik =D yep Ph-200i-111D ez (1) Piorrabj—10 <= ¢ir = D, Gyinlh—20t) 2, dijv1nGr-2n

Demostracion. 1. Suponga que ¢jq1k = Y ,c7 Cinhn—or donde c;i = (f, o_;r) De esta

manera se tiene

Ci+1,k = (f, SO—jf1,k>
i+l —G+D)

=2722"2 <f>907(j+1),k>

Jj+1

=272a_j 14 (12)
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Ademas

D Cinhnar =Y (fr 0 jm) ok

nez n
= Z 29/293/2 (Jro—jn) han—ok (13)
igualando (12) y (13) se tiene

Jj+1

i/2
27 a_j 5= E 2912a_; 1l o,
n

Cancelando 2Y/2 se tiene

1
a_j_1x22 = g a_jnhn_ak

n

~1/2
aj1p=2" E a—jnhn_o
n

Esto si y solo si:
afjka — 271/2 Z a/fj,n271/221/2hn72k

~1 2 : —_
=2 QA —jnPn—2k
n

. __o—1 —_—
SO =2 E Prn—2k0—jn
n
El regreso se realiza de manera similar.

2. Suponga que dj1 5 = ), Cjngn_okr donde

djx = (f,0_jr) -

Por un lado se tiene
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djy1 = ([, w—(jﬂ k)

Jj+1 (J+1)

=27 <f¢ (j+1), >
2%

b_(j1)k

Por el lado contrario se tiene

ch,ngn—Qk = Z <f Y- jn> In—2k
—Z Frp—im) (=17 hy_(n_an)
= ZQJ/QQ_NQ (f,0-jn) (1) h1_(n—2n)

- Z 2]/2a—j n hl n+2k

- Za—jn n2 1/221/ hl n+2k

es decir:

202y = Z 2002 (—1)"pypyakajm

n

Y cancelando 27 se tendrd 2V/2b_( 11y = >, 27Y3(—=1)"p1_ntora_jn. Por lo tanto

b_girye = 2712, (—1)"P1—ny2ka_j €l reciproco se realiza de forma anéloga.

3. Se tiene por un lado que cj; = (f, p_jx) = 2/22792(f o ;1) = 29/2a_;,, mientras

que en el lado contrario

Z Cj+1,nPn—ok + Z djr1.nGk—2n = Z (fs0-(+1)m) Pi—an + Z (s (r1)m) Gh—2n
= 22J+1/22 G+ /2<f P (j+1).m) P 2n+22j+1/22 G+ /2<f V—_(j+1

+1
= 22]-1-1/2@ (j+1), hk Qn—i_z:ZJ2 b (j+1),nGk—2n

igualando ambos expresiones, tenemos

205 = 2% ymhi-on + Y2 ?b_ 41 nGk2n

n
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Cancelando 27/2 se tiene

a_jr = Z a—(j+1),n21/2hk—2n + Z b—(j+1),n21/29k—2n

n

Por lo tanto

a—jk = Za (j+1),nPrk— 2n+z P1 k+2nD —(+1D),n

y reciprocamente.

Definicion 12. Sea (c,), una senal

a) Dado m € Z el operador desplazamiento T, esta definido por:
Tm 2 P(Z) — 1*(Z)

Tm(Cn) = (Cnem)

b) El operador submuestreo |:

b P(Z) — 1P(2)
(cn) > (4 ©)n)

donde
( e)n =) (cn) = (can)

c¢) El operador sobremuestro 1:

1+ 12(Z) — 1*(Z)

(cn) — (T ¢)n)
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donde
Cpj2 SL M €S par

0 st n es impar

Definiciéon 13. Dada una senal (¢,)n, un filtro (hy)rez con filtro Wavelet (gx)rez. Entonces

los operadores de aproximacion H y detalle G correspondientes a (hg)gez estdn definidos

por:

H:1*(Z) — I*(Z) G:1*(Z) — 1(Z)
(cn)n > ((He)r)kez (cn)n ¥ ((Ge)i)rez

donde:

(Hc)k = chhn—2k Yy (Gc)k = Z Cnm

n n

cuyos adjuntos H* y G* son:

H* (7)) — 1*(Z) G*: 1(Z) — 1*(Z)
(cn)n = ((HZ)k)kez (cn)n > ((G2)r)kez

donde
(H:)k = chhk—Zn Yy (Gc)k = Z Cngk—2n

n n

Proposicion 1. Dados los filtros (h,)nez Y (9 )nez definidos mediante:

=n

>

[
o
3

s
I

=

3

para los operadores de aproximacion H y detalle G se cumplen las siguientes igualdades:

@)
(Hc)n =] (C * @)n Y (Gc)n =] (C *g)n
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Los operadores H y G son interpretados mediante submuestreo de la convolucion con

los filtros (h,)nez Y (9 )nez respectivamente

=n

b)
(H)n = (T ¢) % h y (G = (T ¢) % gn

(H?)p y (G¥), se obtienen aplicando sobremuestro sequido de la convolucion con

(hn)nez Y (gn)nez respectivamente.

c) Para cualesquiera senales (¢p)n y (dn)n se satisface

<Hcv d) - <C’ HZE)

<GC7 d> = <Ca G:l>
Los operadores H* y G* son adjuntos formales de H y G.

Demostracion.

a) Se tiene que

(C * h)n = Z Ckhnfk

kEZ

= Z Ckh—(n—k)
kEZ

= il
kEZ

entonces,
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b)
((Te)*h)y = Z(T )nhk—n

neL

- Z(T ¢)anhr—on + Z(T C)ont1Pk—2nt1

nez nez

= Z (1 C)2n hi—2n
nez

= Z(T C)nhk—2n, pues (T ¢), = 0 cuando n es impar
hez,

= (H)), VkelZ

c¢) Se tiene que

(Heod) =) (He)y di

k
k

= Z (Z Cnhh2k> d_k
k n

=> Y cudphno
k h

ji:ck(??ia)k

k

= (¢, H*d)

<G07 d> - Z (Gc)kd_k

;
= chngyT%d_k
=> Xk: CndiGn—a

= zk: > ednGizan

= Zk:ck((;*d)k

= (¢, G*d)
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]

Teorema 14. Dados los filtros (hi)rez Y (gr)kez definidos como (7.23) y sea I el operador

identidad, entonces;

a)
D hwhicon =) giian = 0n &= HH' = GG" =1
k k

b) Para todon € 7

> gihi—zn = 0= HG* = GH" =0
k

Z hmf2khn72k + ng72kgn72k = 5m7n < H"H + G'G=1
k k

Demostracion. Se comenzara probando que

Z hkhk—Zn = 50,71 < Z hk—thk’—Zn = 5mn

kEZ keZ

Tomando k' = k — 2m se tiene k = k' + 2n asi,

thhk—Zn = Z P P - 2m—2n

kEZ k' +2m

= Z hk/h/k:’72(nfm)

k'4+2m
= 00(n—m)

= 6nm

reciprocamente tomando k' = k — 2m se tiene k = k' + 2m
Z hk72mhk72n = 6m,n

keZ
= Z h;{; hk’f2(m,n)

kEZ

= 5O(n—m)
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a)

(H (H))y = 3 (H'), T

neL

=D U1 e) % h)i] hpawe

neL

-3 [Seateon| o

neZ LkeZ

= Z Z Crhp—ophn—or

kEZ neZ

SIS

keZ neL

= E Ck5k,k/

= ¢ cuando k = k'

Por lo que
(H (H)],, = cxr VK € Z
asi
HH* =1
b)
(H'e)y =D calpon = (T exh),
nez
(Gc)k = Z Cn9n—2k :\L (C * ﬂ)k

entonces

(G (H )y =) (H¢), Giow

k

gEl)

=0

47
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2k>
m

o (5

n

“(z m)L

RS ES

n

c)

De manera que

[(H*H + GG Z ch n—2kPm—ok + Z Z CnYn—2kYn—2k
= Z Cn [Z mhm—Qk + ngm—Qk]

Por lo tanto

H'H+G'G=

Lema 2. Dada una senal (c,), se satisfacen las siguientes condiciones:

Lema 3. Dado un filtro (hy)x, (g)k, mo(w) = 75 32, hee ™ ymy (w) = 55 37, gne™ >

para cualquier senal ¢ = (¢p)nez € 12(Z) se cumple:

e )= (o()mo(5) +e(5 43 )m(5+3))
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- (G (DG D)
(H'e) (w) = V2e(2w)mo(w)
(G0 (@) = V2e(2w)m; ()

Teorema 15. Dados los filtros (hi)k, (gx)k, Mo, m1 como en el lema anterior y los ope-

radores H G H* G*, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
a) mo(w)]* + [mo(w + 3)> =1
b) 32, Pt = 6
c) HH+ G*G =1
d) HH* =GG* =1

Definicién 14. Dado un filtro (hy), y mo(w) = = hye 2™k - Entonces se dird que el
3 2k
(hi)r es un Filtro espejo en cuadratura (QMF) si satisface:

a) mo(0) =1
b) VweR, [mo(5)]* +[mo(5 +3)] =1

donde a) y b) reciben el nombre de condiciones de Filtro espejo en cuadratura (QMF).

La TWD como un QMF
Definicion 15. Sea (hg)r un QMF, se define la TWD de una senal (¢on)nez como:
TWD : 1X(Z2) — 1%(Z?)
com — {djr, 1 <j < JkeZ}U{cir}rez
donde J € N y debido a que

Cin ¥ Cjt1n

HCj : lg(Z) — lQ(Z)
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Cjn = djt1n

Ge; : h(Z) — 15(Z)

se tendrd que

Citin = (ch)n djs1n = (ch>n

Ademds se define la Transformada inversa mediante la formula:

Cjn = (H*Cjy1)n + (G*dj-i—l)n

Si J = oo, entonces la TWD de (con)nez €S {djk}jenkez-

La definicién anterior es aplicable a senales que son infinitas, sin embargo, en el quehacer
cientifico las implementaciones son llevadas acabo mediante senales finitas. Es por esto que
existen métodos para llevar una senal infinita a finita, entre los mas usados se encuentran
el de relleno cero y el método de periodizacién. A continuacién se dara un resultado que

permite aplicar la definicién anterior al método de periodizacion.

Lema 4. Para algin N € N, sea (¢,), una senal de periodo 2V, sea (hy.)r, un QMF, (gi)x
su filtro Wavelet y los operadores H, G, H*, G*. Entonces (Hc), y (Gc) son sucesiones
bien definidas con periodo 2N, ademds (H*c),, y (G*c),, a su vez estdn bien definidas con

periodo 2N+ .1

La TWD como una transformacién ortogonal

Dada una senal periddica de periodo M = 2N, su TWD puede ser entendida como una
transformacion lineal.

Considera la siguiente funcion:

W :RM — RM

Wer (Walnut, 2013)
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Co0,0 dy
Co,1 dy
= : —d=
Co.M—2 dy
Co.M—1 CJy
donde ~ ~ ~ _
dj,O Cj0
dj,l Cj1
dj = i y cy =
dj.Q*jM—l Cj2-TM—-1

Esta funcién es una transformacion lineal de RM a RM™ y W € My (R) tal que

WCQZd

es la matriz que representa la TWD de la senal.

Observe que

dl,O d2,0 dJ,O
dl,l d2,1 dJ,l
dl - . 5 d2 — . g e ,dJ -
d M d M d M
L5 —1] %xl |25 1] Mg v ant

de esta manera el tamaifio de la matriz d es siempre de M x 1.

M
- 2—J><1

Cj —

CJ0

51

Observacion 2. Hasta el momento se ha hablado de las diferentes propiedades que tienen

los operadores lineales de aproximacion y detalle H y G respectivamente, debido al lema

23 al aplicar el operador H y G a una senal (¢,), con periodo M > 0 se tendrd que tanto

(Hc),, como (Ge),, tienen periodo M /2 por lo que dichos operadores serdn entendidos como

transformaciones lineales

H:RM 5 RM/2

G :RM — RM/?
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las cuales tienen representaciones matriciales Hyy y Gy respectivamente de tamarnio M /2 %

M. Dicho esto se considerard el siguiente arreglo matricial:

Ejemplo 2. Sea (hy)r un filtro de escalamiento de longitud 4 con valores reales, es decir,
h(k) =0 siempre que k <0 o 4 < k.

Sea g, = (—1)*hs_y tal que sik <004 <k yM =23=38.

Con lo que g = (90,91, 92,93) = hs, —ha, h1,—hg. Asi es posible obtener las matrices
Hg, Gg y My:

ho hi hy hgy 0 0 0 O g 9 g2 g3 0 0 0 O
O O hg hy he hy 0 O 0 0 0 0
He — 0 1 2 N3 Gy — go 91 g2 93
0 0 0 0 h() hl h2 hg 0O 0 0 O go 91 G2 G3
_hz h3 0 0 0 0 ho hl_ Moy _92 g3 0 0 0 O 90 91_ Mo g

2

las matrices Hg y Gg tiene todas sus filas ortogonales ya que al realizar el producto

interior interior entre cualesquiera filas 1, j distintas se tendrd

(filay, fila;) thhk 5 =0

De esta manera se tiene que;

ho hi he hsy 0 0 0 O

g g1 g2 g3 0 0 0 0 Gy
0 0 g g1 g2 g3 0 O

4 MxM
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Los operadores de aproximacion y detalle adjuntos H* y G* seran representados ma-

tricialmente como los adjuntos de las matrices H, y G,, esto es;

Wi, = g;‘j =y, @

Observe que:

WiWu = |Hy, Gyl gM
M

= H3,Hy + GG

— Iy

donde Ij; es la matriz identidad, de aqui que W), es una matriz ortogonal.

El primer paso en la TWD para un M-vector ¢y esta dado por

dio
di 1
dy dy s
WuCo=| | =] "2
&1 C1,0
C11
Gy
El segundo paso esta dado por:
dq
In 0 dy
2 — dg
0 WM (&1
2 C2

puesto que
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di0
dy 4 0
di
]M 0 d1 d2
2 =Iudy +Wwuey =dy + = |dyu_| T [0| = |ds
0 WM C1 ? ? Co T2
2 0 dg Co
Co
0
y en general el j—ésimo paso sera i i
. d,
dy
Io9-iyy 0
= |d;_,
0 Wwu | |dj—y
27 d]
Cj—1
L7 ¢

El proceso para obtener la TWD puede ser representado mediante el siguiente diagrama:

- d - &
1%0 dy T4 _2-iym0 dy Inr—10
dy :
d oW ns . OWM : oW,
W 1 2 . . : 27 .
C1 dj—l dN1
Co dj dN
Cj—1 CN-1
- - Ko - . | oy
Asi la matriz W tendra la siguiente representacion:
IM—I 0 IM—QjM 0 IM O
W = e U W
0o W 0 Wo-in 0 Wwu

La cual es una matriz ortogonal debido a que es producto de matrices ortogonales.
Nota: Como W es ortogonal, sus renglones seran ortogonales, dichos renglones forman

una base de RM, la cual sera nombrada base Wavelet discreta de RM.

Observacion: Es comiin encontrar en otras referencias como (Strang y Nguyen, 1996)
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la matriz W como

woo [P0 e 0 e O
0 Iy 0 Inr—2in 0 Iu

, la cual no afecta el proceso de analisis sin embargo hace un reacomodo de los coeficientes,

esto se puede ver en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3. Dado el vector v = (255,224,192,159, 127,95, 63, 32), se obtiene la TWD de
v usando la Transformada de Haar como se muestra a continuacion.
Como se mostro al inicio del capitulo se tiene que hg = hy = % y cualquier otra hy = 0,

as? se tendrdn las matrices:

5 5 0 0 0 0 0 0

00 3 32 0 0 0 0

o0 0 0 L2 L 0 o0

H o 00 0 0 0 35 12
W8:8: 2 2
Gs 5 =50 0 0 0 0 0
00 2 -0 0 0 0

o0 0 0 L& -12o0 o0

00 0 0 0 0 35 —3

De esta manera el primer paso de la TWD para el vector v esta dado por:

3 00 0 0 0 0 255 239.5
00 3 2 0 0 0 0 224 175.5
o0 0 0 L L 0 0 192 111.0
Wao — oo o0 o0 0 o0 i 1 159 | | 475
1 =10 0 0 0 0 0 127 15.5
0 0 3§ =20 0 0 0 95 16.5
o0 0 0 L —-120 0 63 16.0
o 0o o0 o0 o0 0 4 -1 32 15.5
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el vector resultante sera nombrado vy El paso dos y tres de la TWD se obtendrd con las

matrices:

110 0 0000

1 0 £ 2 0000

i =20 0 0000

Wi 0y |0 0 5 -30000

o )] o 0o 0o 0 1000

00 0 0 0100

00 0 0 0010

00 0 0 0001

11000000

$: =2 000000

00 10000O0O

W 0y [0 0 010000

o I,/ |0 0o 001000

00 000100

00 000O0T1OQ0

00 0000O0TO01

Asi el paso dos serd:

110 0 0000 239.5 207.5
1 0 3 2 o000 175.5 79.25
: 20 0 0000 111.0 32.0
W, 0 0 0 2 -2 0000 475 | | 31.75
o L) |lo o o0 0 1000 55 | | 155
00 0 0 0100 16.5 16.5
00 0 0 00710 16.0 16.0
00 0 0 0001 15.5 15.5
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cuyo vector resultante serd vy, de estd manera el paso tres esta dado como:

12 000000 207.5 143.375
5 —3 000000 79.25 67.125
0 0 100000 32.0 32.0
Wa 0 00 010000 3175 | | 3175
0 ) o o0 o001000 155 | | 155
00 000100 16.5 16.5
00 000010 16.0 16.0
00 0000O0O0°1 15.5 15.5
Dado que W = Wz 0 Wa 0 Ws se puede obtener la TWD de v mediante:
0 I 0 I
: + £+ £+ £+ L L1 255 143.375
R S R 224 64.125
I 7 -1 0 0 0 0 192 32
W — 0 0 0 : 2 7 -1 159 [ | 3L75
120 0 0 0 0 o0 127 15.5
o0 2 -2 0 0 0 o0 95 16.5
o0 0 0 3 F 0 0 63 16
oo 0o o o o Lt 32 15.5

La TWD como un cambio de coordenadas

Definicién 16 (Transformada Wavelet Discreta.). La Transformada Wavelet Discreta, o
TWD, se define como el cambio de coordenadas de ¢ a (po, o). Mds generalmente, la
TWD de nivel m se define como el cambio de coordenadas de ¢,, a (qbo, Yo, Py, ,¢m_1).

En un m-ésimo nivel de la TWD serd el cambio de coordenadas de

(¢m7k+17 wmkarla ¢m7k+27 T 'Iubmfl) to (qufk? wmfka 'Iubmkarl? T d’mfl)



ANALISIS DE RESOLUCION MULTIPLE (ARM) 58

también se llama etapa k-ésima. La TWDI (Transformada Wavelet Discreta Inversa) (en

el m-ésimo nivel) se define como el cambio de coordenadas en sentido contrario.

Suponga que se tiene un vector de datos v = (vl)l?Kofl de longitud 2%. Se puede escribir

en términos de 2% vectores base ¢y,

2K 1
V= Z Uk0¥0k
k=0
con coeficientes v = [vgo, . . ., vox — 1,0]%, donde
2K 1
vko = (V, o) = Vipor, = Z uipon(l).
1=0
Por lo tanto, la expansiéon debe entenderse como
U wor(0)
K_
vy — wor(1)
2 e .
. k=0 .
| V2K -1 | | POk (QK - 1) ]

Ejemplo 4. Considere v =912 0]*, es decir, K = 2 y considera la Wavelet Haar, esto
2K 1
1=0

eshg = hy = \/Li y cualesquiera otros hy, son cero. Por eso ¢ = (§;) es el primer vector

unitario y pox es el k vector unitario.

Note que @y (k) = 0, y por lo tanto vy = (V, Qo) = V.

| ©00(0) ] | ©01(0) ] i ©02(0) ] | ©03(0) |
_g ®oo(1) 1 vo1(1) L+ po2(1) ‘o wo3(1)
©o0(2) ©o1(2) ©02(2) ©o3(2)

i @00(3) i i 9001(3) | | 9002(3) | i @03(3) i

También se puede expandir en términos de

oaryar , k=0,1,... 211



ANALISIS DE RESOLUCION MULTIPLE (ARM) 59

con coeficientes vi = (vg1) y wi = (wg1) dados por

Vg1 = <V»SD—1,I<;> , Wkl = <V7¢—1,k>~

Se puede calcularlos directamente evaluando los productos internos. Sin embargo, por el

andlisis anterior, también se pueden encontrar como

V1 H*K
= Vo.
W1 G?{
Por el ejemplo anterior
o | Mo M g | e
ho hl hl _hO
de modo que
Vo1 I 1 9 10
V11 B 1 1 1 1 B 1 2
wor V2 |1 41 P V2| 8
w11 1 -1 0 2

y se comprueba que

[ 0 10(0) | [ 0 1400) | [ 10(0) | [0 1(0) ]
v 20 oo 2 e 8 (D) |2 | Yeal)
V21pa0@ | V2] ea®@ | V2 vie® | V2| vl
| -10(3) | | -11(3) | | V10 (3) | ¥-11(3)
[ 1 ] [ 0 ] [ 1 ] [ 0 ] 9
10 | 1 210 —1 2 0 1
S2 |y T2 1 T2 0 T2 1] ]2
_O_ _1_ I O_ _—1_ _O_
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El primer y sequndo término, son los componentes de v a lo largo de p_19 y p_1,1. Juntos
forman la parte de v que estd en V_y. Esto puede nuevamente dividirse y escribirse en

términos de

Yook Yy or , k=0,1,...,252 1

que en este ejemplo es Y_o0 Yy Y_o9 —  coeficientes vo2 Y wo2 Esto es para el

ejemplo dado por

Vo2 Hj Vo1 ho Iy Vo1

*
Wo2 G1 V11 hi —hg V11

por lo tanto, explicitamente

Vo2 B 1 1 1 1 10 B 6
Woo V211 -1 | V2 2 4
y de hecho
5 ©w_20(0) _20(0) 1 1
5 _90(1 et 1 4 1
6 ©_20(1) 4 Y_p0(1) -3 ‘2
1 ©0_20(2) V_20(2) 1 —1
1] | p-20(3) | | Y20(3) | 1] | —1 ]

es iqual a la suma de los dos primeros términos de la descomposicion anterior. Asi se
ha escrito v como

8 2
V=0p_o99g+4Y 99+ —=0U_10+ —=0_
¥Y-2,0 P_op \/Ew 1,0 \/gw 1,1

_1/2_ _1/2_ _1/\/5_ [0 ]
1/2 1/2 8 | —1/v2 2 0
1/2 —-1/2 0 1/v/2

1/2 ~1/2 | 0 | —1/V2 |

&
&

Tenga en cuenta que en este ejemplo simple no necesitdbamos el ajuste de la matriz H
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y G. Las dos transformaciones juntas dan el resultado [voawoowoiwii]' en términos de

[v00v10V20V30]" como

| Vo2 | | 1 1 ] i 1 1 1 [ V0o ]
Wo2 1 1 -1 1 I 1 V10
Wo1 N \/5 \/5 \/5 I -1 V20
w11 V2 1 -1 U30

DN | —

9
11 1
V2 —vV2 0 0 2 8/v2
0 0 V2 =2 0 2/V/2

Definicion 17 (El Algoritmo en Cascada.). El algoritmo en cascada aplica un cambio de
coordenadas para las funciones ¢, desde la base (q{)o,v,l)o,fl,bl e 7’¢m—1) a la base @,,, y

usa las nuevas coordenadas como una aproximacion a los valores de estas funciones.



Descomposiciéon y Reconstruccion de

funciones en L*(R)

En esta secciéon se examina el proceso de descomposicion y reconstruccion de funciones,
a su vez se da el algoritmo rapido Wavelet, el cual consiste de dos algoritmos, descomposi-
cion y reconstruccion, este algoritmo fue propuesto a finales de 1980 por Stephane Mallat,
dicho algoritmo tuvo como aportaciéon principal unificar la teorfa matematica de las bases
Wavelet con la teoria tradicional de Banco de filtros asociada al procesamiento de senales.
El algoritmo es notablemente simple y su complejidad crece sélo linealmente con el tamano
de los datos, es de hecho menor que la Transformada de Fourier rdpida. Durante este capi-
tulo se discutira el algoritmo solo para la Transformada Wavelet Discreta dicho algoritmo
tiene como objetivo realizar la descomposicion y reconstruccion de una senal a través de
lo que es conocido en lenguaje de procesamiento de senales como una implementaciéon en
banco de filtros de 2 canales y un banco de filtros con reconstruccion perfecta. Debido a
que hablamos de una implementacion algoritmica es necesario considerar problemas como
la iniciacion de dicho algoritmo mismos que se discutiran al final del capitulo.

Una de las ventajas que proporciona el algoritmo es que si los coeficientes c¢; de apro-
ximacion son conocidas los coeficientes c¢;_; y d;—; para la siguiente escala pueden ser
deducidos casi de manera inmediata mediante una transformaciéon simple, la cual consta

de una convolucién qu es un filtro lineal seguido de un submuestreo diadico.
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Algoritmo de descomposiciéon

Este algoritmo permite realizar el analisis o descomposicion de una senal lo que significa
calcular los coeficientes de detalle y aproximacion sobre los correspondientes espacios V; y
W, para esto considérese un analisis de resolucion multiple de L?(R), este algoritmo puede
ser entendido como el proceso para pasar de una escala fina a una escala més gruesa.

Considere una espacio de aproximacion V; el cual se ajuste mejor a la informacion

disponible para una funcién f.Tomando la relacién de escalamiento:

p(t) =Y 2 hyp(2t — m)

mEZ

Asumiendo que existe una tnica solucion, trasladando y escalando la variable t se tendra:

P2t —k) = 2Ph, 022t — k) —m) = > 2Y2h,0(2 Tt — 2k — m)

meEZ meEZ

haciendo un cambio de variable n = 2k + m se obtendra:

p(2t — k)= 2"2h,_yp(2M't - n)

neL

dado que V; = gen{27/2¢(27t — k)} ez se sigue que:
ft) € Vi = f(t) = ch+1,k2(j+1)/2<ﬂ(2j+lt — k)
k

esto es; f(t) es expresable en términos de las funciones de escalamiento para una escala
J + 1 y esta representaciéon no requiere el uso de las Wavelets, sin embargo note en la
siguiente expresion para f(t) que al considerar un nivel de escala mas bajo j es necesario

conocer los Wavelets
FO) = cjn2P0(20t —n) + Y djnth(27t — n)

Si ¢, k(t) y ¥;k(t) son ortonormales o marcos estrechos el coeficiente de aproximacion en
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el nivel j pude ser calculado mediante

Cijk = Z Ci—1nhn—2k (14)

n

cuyo coeficiente de detalle relacionado es:
k= Z Cj—1,nYn—2k (15)

Asi el algoritmo de descomposicion parte de las ecuaciones (14) y (15), su funciéon es
descomponer la senal en los coeficientes de aproximacion y detalle del nivel de escala
menor, es decir de los espacios W;_1 y V4

El algoritmo de descomposiciéon para la Transformada Wavelet Discreta de una funcién
(senal) f de tamanio N produce 2 vectores de coeficientes en el primer paso: el coeficiente
de aproximacion c;j_j, el cual se obtiene mediante convolucién de la funcién con un filtro
pasabaja seguido de decimacion y el coeficiente de detalle d;_; se obtiene a su vez por
medio de convulsion con la funcion, el cual es un filtro pasaalta seguido de decimacion.
Dicho paso produce que el tamano de la funcion (sefial) después de este primer paso sea
N/2. Este primer paso es representado mediante un banco de filtros de dos bandas

y posee un desarrollo iterativo que se muestra en el siguiente diagrama:

HM/2 HM/4 Hi
> C1 > Co
\ \ \ G
Gum GM/z GM/4

do

En las aplicaciones practicas el proceso de descomposicion es finito, por lo que, el

algoritmo proporciona una sucesion de coeficientes.

— (dj, djfl, dj,Q, ... ,do, Co)
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Algoritmo de reconstruccién

La operacion realizada en proceso de descomposicion es equivalente a una transfor-
macion en cascada de bases ortogonales por lo que la operaciéon de reconstrucciéon es la
adjunta a operacion de descomposicion, es decir, f/ = f/T1 + ¢/*1. Asi el algoritmo de

reconstruccion esta dado por la formula de la Transformada Wavelet inversa:
i1k = (H ¢ + (G d;))

= Z Cj,khk72n + Z dj,ngkan

= Z[Cj,khk—% + djnGr—2n]

y estéd representado por el siguiente diagrama:

H: Hiy)a Hy)a H,
Co > C1 > ... > CN—92 > CN—1 —— CN
Gt G’;\/j//l G’;\/j//l G}‘\//
do e dy_3 dn—2 dn—

el cual se puede traducir a su forma matricial como:

Wyt =Wy =Wy = [H},Gly]



Producto tensorial en la Teoria Wavelet

Como se ha visto en los capitulos anteriores, la Transformada Wavelet puede ser enten-
dida como un cambio de coordenadas para funciones de una variable, por lo que, aplicarlo
directamente a dimensiones superiores requiere de consideraciones particulares. En este
capitulo se estudiard una técnica eficiente para extender las representaciones unidimensio-
nales a bidimensionales mediante el uso del producto tensorial. Este es considerado como
una herramienta para construir funciones bidimensionales y filtros a partir de sus contra-
partes unidimensionales. Usando productos tensoriales, uno puede construir operaciones
en funciones bidimensionales que heredan propiedades de operaciones unidimensionales,
ademés tienen la propiedad de ser computacionalmente eficientes.

El desarrollo bidimensional de la Teoria Wavelet a través del producto tensorial per-

mitird la implementacion a imégenes.

Definicién y propiedades del producto tensorial

Definicion 18. Dados X € RMY € RY, se define el producto tensorial de los vectores
X,Y como:

L] X®Y€MM><N
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1 —4
Ejemplo 5. Sean X = |2 |, Y =] 1 |, entonces:
3 1
1 -4 11
XV =XY'=|2 (—4 1 1): -8 2 2
3 —-12 3 3

Obsérvese que X @Y #Y ® X, ya que

—4 4 8 12
YoX=YX=|1 (1 2 3): -1 -2 =3
1 1 2 3

Ejemplo 6. Sean Ey = {e;} 5" y Exy = {ej}év:_ol las bases candnicas de los espacios RM

y RN respectivamente, entonces;

M—1,N—1
Eun={e® ej}gi,j)z(o,o) )

es la base candnica del espacio de matrices My n(R)

Teorema 16. Dados X, X, € RM Y|, Y, € RV, a,b € R el producto tensorial
@ : RM x RY — Myun

(X,Y) = XV
satisface:
a) (aX;+X2) @Y =a(X;0Y))+ (X2 ®@Y])
b) X, ® (BY: + Ya) = b(X, @ V1) + (X, @ Ya)

es decir; es una forma bilineal.
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Demostracion.  a) (aXi+ Xo) @ Y) = (aX; + Xo)Y/
= (aX1)Y{ + XoY{
= a(XpYY) + XpY
=a(Xi oY)+ (X 0Y))

b) X1 ® (bY1 +Y2) = X1 (bY1 + Ya)'
= Xy (0Y{ +Y3)
= X;(bY}) + XYY
=b(X Y)) + X VY
=0(X;1@Y) + (X1 ®Y))
0

Definicion 19. Sean S; : RM — RM G, : RN — RY | se define la trasformacion lineal:
S1® Sy : Myrxn(R) — Muxn(R)
mediante:
(51 ® Ss)(e; ®ej) = (S1€;) @ (S2e5) Vi,j: 0<i<M-1,0<j<N-1

A la trasformacion lineal S1 ® Sy se le llamard producto tensorial de las matrices Sy y So.

Observacion: Del teorema fundamental del algebra lineal se sabe que, para una base
dada {b;} de una espacio V', el mapeo T'(b;) determina de manera tnica una trasformacion
lineal T; asi dado que {e; ® €;};; es una base para el espacio My«n(R), el producto
tensorial de las matrices S; ® S, es tinico.

Ejemplo 7. Dadas las matrices S; : R3 — R3?, Sy : R? — R? tales que: S, =
1 0 1
11 11|,58= b obtenga (51 ® S)(e; ®@e;) Vi, j: 0<i<2 0<j<1.

-1 1
01 -1

1
Siep=111 1 01 =11
01 -1 0
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10 1 0 0
Sieg=111 1 11=11
01 -1/ \1 0
10 1 0 1
Siee=111 1 of=11
01 -1/ \1 —1

Con lo que:

1 1
($1® Sh)(e0 @ eo) = (Sreo) @ (Seo) = 1) (1 -1)=1

—
N
S
®
N
[\
SN—
—
[
(e}
®
D
a
S—
I
—
@)
S
[
o
SN—
®
—
2
9]
s
SN—
|
— —
N
[S—
[S—
N———
I
o —
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1 1 -1

(Sl ® 52)(62 ® 60) = (5162) & <5260) =11 (1 —1> = 1 =1
1 -1 1

1 -1 1

(51 ® Sa)(e2 @er) = (Siea) ® (Sze1) = | 1 (1 1) =11 1
-1 1 1

Proposicion 2. (S; ® S)(z ®y) = (S1z) ® (Sa2y) para cuales quiera x,y

Demostracion. (S1 ® Sa)(z @ y) = (S1 @ S2)((X2; wier) @ (32; yj€5))
= (51 ®@ S2) (X wiys(e @ €)))
= Z” 23y;(S1 ® S2) (e ® ;)
=2 _i; viy;(Sie:) ® (S2¢5)
= i iy;(Sie;) (Sae;)!
= S1(22; wie)S2 (D yje;)!
= (S12)(S2y)"
= (517) ® (S2y)
]

Teorema 17. Dadas S; : R — RM G, : RV — RN transformaciones lineales,

entonces

(Sl (24 SQ)X = SlXSg VXe MMXN(R)

En particular S1®.95 es la operacion que aplica Sy a las columnas de X y Sy a los renglones

resultantes.

Demostracion. (S ® Ss)(e; ® e;) = Sie; ® Sae;

= (Shei)(Sae;)"

= Si(ei)(e;)" S5

= Si(e; @ e;)S7

De manera que (S; ® S9)X = S;XST para cualquier X € My n(R) va que la igualdad
se cumple sobre la base {e; ® e;};; de Mp«n(R) O
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Corolario 18.

(S1 ®@T71)(S2 @ Ty) = (5152) ® (ThT3)

Demostracion. Por el teorema anterior se tendré:

(S1@T1)(Se @To)X = (S; @ T1) (S XTH)

— 5,(S,XTI)TT

= (S19) X (T, 1Y)

= (S18) X (TVT»)T

= (5,5) ® (T T») X

para cualquier X € My« n(R). O

Observacion 3. Suponga que se desea aplicar la operacion (S; ® Sa) a una imagen. Se

puede factorizar (S1 ® S2) de la siguiente manera:
(51®82) = (51 @)1 ®5)
Ademds, del teorema 17 se sigue que:
(S10NHX =5X

(I® Sy)X = XSI = (S, XT)T

de esta forma S; ® I es operacion de filtrado vertical, mientras que (I ® Sy) es operacion

de filtrado horizontal.

Observacion 4. Para matrices S1, 52,53, S4 que son filtros, se tiene el siguiente resultado

(S1® 53)(S3® Sy) = (S3® S4)(S1® Ss)

como consecuencia del teorema anterior y dado que todos los filtros conmutan. Esto no se

cumple en general ya que las matrices no siempre conmutan.
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Cambio de coordenadas en el producto tensorial

Teorema 19. Dadas 3 = {v;}M;!, 8 = {wj} ! bases de RM y RN respectivamente,

entonces {v; ® wi}g%)_:lﬁévo_)l) es una base de My «n(R). Dicha base serd denotada por

pe .

Demostracion. Suponga que S M- Z] o aij(v; ® w;) = 0, haciendo h; = Zj.v;()l a;;w; se

tiene que:
N-1

F

M

Qi Uz®'l}] —UZ®( aijwj) =v; ® h;

.
Il
o

J=0

de manera que:

M—-1N-— M-1 M-1 M-1
Z Z 'Ul X IUJ = Z v; ® hl = Z Ulh? = Z 'Ui(h(),k hl,k Ce hN*l,k)
=0 =0 =0

M-1 M-1 M-1
= ( E ’Uiho,k E Uih1,k T E Uz‘hNA,k)
i=0 i=0 i=0

asi, por la independencia lineal de 3 se tiene que hoy = h1 = -+ = hn_1 = 0, dado que
esto se cumple para toda k se tiene que h; = 0, de aqui que Z;V:_Ol a;jw; = 0 para todo j,
de donde se sigue por la independencia lineal de la base 8’ que a;; = 0 para cualesquiera

i, j O

Definicion 20 (Matriz Coordenada). Sean B = {b;}1-" C = {C]}N ' bases de RM yRN,
y sea A € Ly n(R). Por la matriz de coordenadas de A en B&C nos referimos a la matriz

M x N X (con componentes Xy) tal que A = Zk,l Xig (b @ ¢))

El siguiente teorema muestra como el cambio de coordenadas en R™ y RV se traduce

en un cambio de coordenadas en el producto tensorial:

Teorema 20 (Cambio de coordenadas en producto tensorial). Sean By = {b;;},, a; =
{a1;}M, bases de RM y B, = {bgj}évzl, oy = {agj}év:l bases de RN y Sy = [I ] Sy =[I ]52

matrices de cambio de coordenadas de [y a oy y de Py a o respectivamente, tales que
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b1 @ B2, o ® ag son bases de Myrxn(R). St X = [Alg0p, ¥ Y = [Ala,0a, entonces:
Y =8, XST

Demostracion. Dado que cualquier cambio de coordenadas es lineal, es suficiente probar
que se satisface en los bésicos. Sean by; el i-ésimo vector de la base 3; y by; el j-ésimo vector

de la base [, entonces se tiene que by; = >, (S1)kit1k ¥ b2j = > ,(52)1, ;a2 de manera que:

bh' X bgj :[Z(Sl)k, ialk] X [Z(Sg)l,j&zl}

l

= Z Z(Sl)kﬂ‘(sﬂl,j(am ® ag)
- Z Z(Sl)k,i((52)T)j,l(a1k ® ag)
- Z Z[Slei(ej)TSg]k,l(alk ® ag)

Por lo tanto [b1; ® baj]a,ea, = S1(e; ® €;)S7 vy puesto que [by; @ bajlpes = € @ €; se
tiene que Y = S; X ST

Producto tensorial en espacios de funciones

Definicion 21. Dados los espacios Uy = {f : [0, M) — R | || f]|3 = fOM |flPdp < +o0},
Uy = {g: [0,N) — R | |lgl3 = ¥ lgl?dp < +o0} subespacios de L([0, M)), Ly([0, N))
respectivamente. Sean fi € Uy, fo € Uy, se define el producto tensorial de fi y fo como la
funcion:

QU xUy — U

(f1, f2) ¥ ([1 @ f2)

donde
(fi®f2):[0.M)x[0,N) —R
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tal que
(f1 ® f2)(t1, t2) = fi(t1) fa(t2)

f1® fo es también llamada la extension separable de f y fo. Se define el producto tensorial

de los espacios Uy, Us mediante:

ul ®Z/[2 = gen{fl & f2}f161/11, fo€U>

Proposicion 3. El espacio Uy @ Us es espacio producto interior, con producto interior

definido mediante:

(s Doy © (UL @Us) x (U @U) — R

(f,9) = / / f(t1,t2)g(ty, to)dt 1 dts

Demostracion.

N M
(1 ® f2,91 ® g2) = /o /0 (f1® fo)(t1,t2) (g1 ® go2)(t1, ta)dt dts
N M
_ / / Fi (0) F2 (82) g1 (1) g5 (t2) it
o Jo

- /0 fi(t) g1 (1) dty /0 Ja (t2) g2 (t2) dto
= <f1791> <f2,92>
]

Teorema 21 (Bases para productos tensoriales de espacios de funciones.). Si { fl}l o
{g]} :)1 son bases de Uy y Uy respectivamente, entonces { f; ® g]}EM) 1(5]\70) ) es una base de
Uy @ Uy. Mds ain, si las bases de Uy y Uy son ortogonales/ortonormales, entonces la base

para Uy @ Uy es ortogonal/ortonormal.

Demostracion. Si
(M—1,N—1)

Z ai; (fi ®g;) =0,

(4,)=(0,0)
se define h; (t2) = Z?{:—Ol i ;g; (ta). Se sigue que "M h; (ty) f; = 0 para cualquier o, asi

que h; (t3) = 0 para cualquier t5, dada la independencia lineal de f;. Se cumple ademas



PRODUCTO TENSORIAL EN ESPACIO DE FUNCIONES EN LA TEORIA WAVELETT5

que «;; = 0, por la independencia lineal de g;. La ortogonalidad de la base se sigue de
(16)
m

Definicion 22 (Vector coordenado). Si B = {fi} 1o yC = {gj};.v:ol, se define B&C como

la base {f; ® gJ}E% LN )1) para Uy ® Uy. Se dice que la matriz X es el vector coordenado

de f si
f tlatQ ZXZJ fz®9j) (tlatQ)
donde X;; son las entradas de X.

Teorema 22 (Cambio de coordenadas en productos tensoriales de espacios de funciones).

Sean Uy y Us espacios de funciones y sean

w 31,Cq bases de Uy, y S1 la matriz de cambio de coordenadas de By a Cy, es decir,

[T, -
n B5,Cy bases de Us, y Sy la matriz de cambio de coordenadas de By a Csy, es decir,
sl
Entonces By @ By y C; ® Co son bases para Uy @ Us, y si X = [Alp,oB,, VA E Myxn es

el vector coordenado en C; ® Ca, Y = [Alc,sc,, ¥V A € Myxn es el vector coordenado en

C1 ® Cy, entonces el cambio de coordenadas de By ® By a C; ® Cy se obtiene como:
Y = $,X (S,)"
esto es

[Alewee, = IS 1958 (Tv2)2)'

Producto tensorial en espacio de funciones en la Teoria

Wayvelet

Durante el desarrollo del capitulo se ha hecho menciéon de los espacios de funciones

Uy, Us, en esta seccion dichos espacios de funciones seran los espacios de aproximacion y
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detalle V,,, vy W,, para una Wavelet dada. En particular se pueden formar los productos
tensoriales ¢gn, ® gbo ny- D€ asumira que el primer componente ¢, tiene periodo M (de
modo que {¢y, nl} 0 es una base para el espacio del primer componente) mientras que el

segundo componente ¢y, tendra periodo N (de modo que {@gn,}" _\ es una base para

no= 0
el espacio del segundo componente).

Cuando se hace menciéon de Vy ® Vj se referird a un espacio M N-dimensional con base
{0, ® Doy} ﬁ{nzN , donde las matrices coordenadas son de tamano M x N. Esta

diferencia en la dlmenswn de los dos componentes se hace para permitir imagenes en las

que el nimero de filas y columnas puede ser diferente.

Lema 5 (Base para V,,,.). La dimension de V,, es 2N, y las funciones
Pmn(t) =22 (2™t —n), forn=0,1,...,2"N —1

formar una base ortonormal para V,,. Denotaremos esta base por ¢,,. Cualquier funcion

f €V, se puede representar de manera unica como

2MN-1

f(t) = Z Cm,ngbm,n(t)'

n=0

Teorema 23 (Espacios de Resolucion y Aproximacion.). Sea f una funcion dada que es
continua en el intervalo [0, N]. Dado € > 0, eziste un entero m > 0 y una funcion g € V,,

tal que
|f(t) —g(t)| <€

para todo t en [0, N].

Corolario 24 (Bases para espacios producto tensorial). Sea ¢ una funcion de escalamiento

y ¥ una Wavelet madre, entonces los dos conjuntos producto tensorial estan dados por:

CL) gbm & ¢m = {meml ® @mv”m }nl,nz
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(Pm—1, Ym-1) @ (Pm—1, V1)
= {Pm-1,11 ® Pm—1na:
b) Cm—1m1 @ Vm—1ns
Ym—1,n @ Pm—1,n)
Vm—101 ® Y1}y o

son bases para V,, ® V,,. La base b) es ortogonal/ortonormal siempre que la primera lo sea.

Observacion 5. Mientras que la descomposicion Wavelet unidimensional V,, se divide en
dos espacios V1 y Wi_1, la descomposicion bidimensional divide a V,, ® V,, en suma

directa de cuatro espacios vectoriales.

Definicion 23 (Espacio producto tensor). Se definen los siguientes espacios de V,,, @ V,,

» FEl espacio Wéf»_ll) = gen{Pm-1.m @ Vm—1m5}n; nys
s B 6Spaci0W7Sv_01) = gen{Ym_1n ® gpm_lm}m’nz,

= Fl espacio WT(,LI’,ll) = gen{¥m-1n @ Vm—1n,}

ni,ne’

los cuales son linealmente independientes y satisfacen

Vm ® Vm = (vm—l & Vm—l) 5% W(O’,ll) s> W(L,Ol) ©® W(l’,ll)

m m m

El producto tensorial V,,,_1®V,,,_1 sera llamado espacio de aproximacion y erfl), Wmlgol),

Wf(nl’_ll) espacios de detalle vertical, horizontal y diagonal respectivamente. El vector de coor-

denadas de

2N (0,1)
[A](¢7n717¢m71)®(¢7n71»w7n71) - Enl,ngzo <6m717n17n2 (¢m*17n1 ® ¢m71,n2) + wm—l,nl,nz <¢m*17n1 ® wmfl,nz) +

(1,0)

1,1
wmfl,nl,ng (77Z}m—1,n1 ® ¢m—1,n2) + wﬁnf%,nl,ng (¢m—1,n1 ® 2bm—l,nz))

en la base (¢m—1,Vm—1) ® (dm—1,Vm—_1) es la matriz, la cual seré la matriz de la Transfor-
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mada Wavelet.

(0,1)
Cm—1,0,0 Wi —1,0,0
_ [A](bm—l@d)m—l [A]¢nz—l®¢m—l
1,0 1,1
wm—i,o,o e wm—%,0,0 T (Al 10¢m-1 | [Alvpm_18%m_1

Dicha matriz se divide en cuatro submatrices:

= Los valores de ¢,,_1, es decir, las coordenadas para V,,_1 @& V,,_1. Se ubican en la

esquina superior izquierda.

0,1
» Los valores de winf

. 0,1 . .
%, es decir, las coordenadas para Wi 1) . Se ubican en la esquina

m—

superior derecha.

1,0 . 1,0 . .
» Los valores de wfn&, es decir, las coordenadas para er%l) . Se ubican en la esquina

inferior izquierda.

s Los valores de w(l’l)

. 1,1 . .
m_1, €s decir, las coordenadas para W,E%l) . Se ubican en la esquina

inferior derecha.

(6.3)

Los valores w,,”’, son como en la situacién unidimensional, a menudo denominados coefi-

cientes Wavelet.



Fusion de imagenes

Imagenes digitales

El término imagen se refiere a una funciéon bidimensional de la luz y la intensidad,
indicada por f(z,y), donde z,y son las coordenadas espaciales y f(z,y) la intensidad de
la imagen en ese punto. Se denomina nivel de gris de la imagen en el punto f(z,y) a la
intensidad de una imagen monocromatica f en las coordenadas (z,y), dicho nivel de gris
toma valores en el intervalo [0,255] al cual se le denomina escala de grises, donde 0 se

considera como negro, mientras que 255 sera blanco.

El proceso de digitalizacion de una imagen consiste en tomar la funcion de imagen
f(z,y) y digitalizarla tanto en sus coordenadas espaciales (z,y) como su amplitud f(z,y),
al primer proceso se le conoce como muestreo de la imagen mientras que al segundo cuan-

tificacion del nivel de gris.

De esta manera una imagen continua f(z,y) se describe de forma aproximada por una
serie de muestras igualmente espaciadas y organizadas en forma de una matriz M x N,

donde cada entrada de la matriz es una cantidad discreta.

£(0,0 £(0,1) f(O,N —1)
f(x,y): f 170) f(lal) f(lvN—l)
f(M—1,0) f(M-1,1) f(M—1,N—-1)

79
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Se entendera que el valor f(z,y) da la informacion de nivel de gris en el punto (z,y).
Asi, desde un punto de vista matematico, una imagen digital serd una matriz de tamano
M x N con valores entre 0 y 255.

El proceso de combinar varias imagenes de una entrada en una sola imagen de sali-
da se conoce como fusion de imagenes donde cada imagen proporciona un elemento que
contribuye a una interpretacion global de la escena de interés. En la actualidad la investi-
gacion en fusion de imagenes se centra en la obtencién de métodos eficientes para realizar
la fusion.

La imagen obtenida tiene el fin de mejorar la informacién sobre el fenémeno o escena
a analizar, de esta manera la fusiéon de imagenes se utiliza para ayudar a la toma de
decisiones de situaciones complejas y generalmente mal formalizadas.

La fusion de imagenes se puede expresar mediante el siguiente diagrama:

Recoleccidn de ) ., - Visualizacion de la
. #| Registro de imagenes 2 Proceso de fusién » \ .
imagenes imagen obtenida

Figura 6: Diagrama del proceso de fusion de imagenes

Registro de imagenes

El registro de imagenes es el proceso de alinear dos o mas imagenes de la misma escena.
Este proceso implica designar una imagen como imagen de referencia, también denominada
imagen fija, para posteriormente aplicar transformaciones geométricas o desplazamientos
locales a las otras imégenes para que se alineen con la imagen de referencia. Las imagenes
pueden estar desalineadas por una variedad de razones, algunas son las condiciones de la

camara o el contenido de la escena.

Existen diferentes enfoques para realizar el registro de imagen, los principales son: la
aplicacion interactiva de estimador de registro, registro automéatico de imégenes basado en

la intensidad y el registro de puntos de control. Este tltimo permite seleccionar entidades
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comunes en cada imagen manualmente, es 1til en aquellas situaciones donde:

= Se desea priorizar la alineacién de entidades especificas en lugar de todo el conjunto

de entidades detectadas mediante la deteccidén automatizada de caracteristicas.

= Las imégenes tienen patrones repetidos que proporcionan una asignacion poco clara

mediante la coincidencia automatizada de entidades.

El registro de puntos de control puede aplicar muchos tipos de transformaciones a la
imagen en movimiento como transformaciones globales y transformaciones no rigidas, las
primeras actiian sobre todo la imagen de manera uniforme que incluyen transformaciones
geométricas afines proyectivas y polindmica, mientras que las transformaciones no rigidas
actiian en regiones locales e incluyen transformaciones medias ponderadas por pieza linea-

les a locales.

Matlab permite realizar el registro de imagenes mediante registro de puntos de control,
este proporciona herramientas para admitir la designaciéon de puntos para determinar los
parametros de la forma necesaria para alinear la imagen con otra. La asignacion de puntos
se da al elegir un par de puntos en las iméagenes que identifican la misma entidad, puntos
de referencia, luego se deduce la asignacion geométrica de las posiciones de estos puntos

de control.

Proceso de fusion

A continuacion se da una breve explicacién del proceso de fusion de imégenes mediante

el uso de Wavelets, consta de tres pasos y sera explorado a detalle mas adelante.

1. Descomponer las imégenes que seran fusionadas en la misma base Wavelet: Al igual
que en las senales 1D se obtendré la descomposicién en una suma de senales orto-
gonales correspondientes a diferentes escalas de visualizacion o resolucion por medio
de la TWD

I=A+Dy=---=A+Dj+Djs1+Djjo+---
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La descomposicion se hace a lo largo de tres direcciones de los espacios de detalle,
esto es:

Ajr1=Aj+ Dj = A; + [(Dr)j + (Dr)j + (Da);]

donde Dj, son los detalles horizontales, D, los detalles verticales y D, los detalles

diagonales

2. Realizar la fusion de imagenes por promedio simple:
Es una técnica basica y directa que permite que la fusion se almacene simplemente

promediando los pixeles correspondientes en cada una de los detalles obtenidos, es

decir:
(D)) = (Dp) ;‘ (Dp)2
(Dv)f — (Dv)l —; (Dv>2
(Da)s = (Da)1 —; (Da)2

3. Utilizar la Transformada Wavelet Discreta Inversa para construir la nueva imagen

fusionada.

I TWD
(E— ﬂ
1 TWDI
Fusién por
promedic q —l ]
simple f
TWD
I — A Coeficientes Imagen
2 Wavelets fusionada
fusionados
Registro de Coeficientes
imagenes Wavelets

Figura 7: Diagrama del proceso de fusiéon con Wavelets
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Descomposicion

El algoritmo de descomposicion para el caso de las imagenes (sefiales 2D) es similar
en cierta medida al usado para senales 1D, como se vio en el capitulo anterior es posible
descomponer una senal de un espacio bidimensional V,, ® V,, haciendo uso del producto
tensorial, con esto se obtendran cuatro espacios vectoriales, uno de aproximacion y tres de
detalle correspondientes a los detalles verticales, horizontales y diagonales.

Vip @ Vip = (Vi1 ® Vip_t) & WO o w0 g (D),

m— m

A continuacién se muestra la descomposicién de una imagen en los correspondientes

espacios de detalle en un primer nivel.

=R

Figura 8: Descomposicion en detalles horizontales, verticales y diagonales

La matriz obtenida en el capitulo puede ser interpretada como sigue:

= En la esquina superior izquierda, se capturan variaciones lentas tanto en direccion

vertical como horizontal, es decir, esta es una version de baja resolucion de la imagen.

= En la esquina superior derecha se capturan variaciones lentas en la direccién vertical,

junto con cambios bruscos en la direccién horizontal.

= En la esquina inferior izquierda se capturan variaciones lentas en la direcciéon hori-

zontal, junto con cambios bruscos en la direcciéon vertical.

= En la esquina inferior derecha se capturan cambios bruscos en ambas direcciones.
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De manera que se puede ver como:

A | (D)
(D)1 | (Do),

Dicha interpretaciéon matricial motiva la representacion de los diferentes niveles de des-

composicion.

Az (Dy)2

(Dn)2 | (D)2

(Dp); (Da)1

Figura 9: Representacion del algoritmo de descomposicion en nivel 2

En el nivel 2, los coeficientes de detalle (D)1, (D)1, (Dg)1 se preservan y los coeficien-

tes de aproximacion A; son descompuestos nuevamente

Implementacién algoritmica en Matlab

Algoritmo de la Transformada Wavelet de una imagen en el nivel

2

La Trasformada Wavelet Discreta representada como una transformacion ortogonal pa-
ra una senal ¢ unidimensional usando la base de Haar se puede obtener de manera eficiente
mediante We = d como se vio en el ejemplo 3 de la seccién 2. Como se menciona al prin-
cipio de este capitulo, una imagen es un arreglo matricial de tamano M x N, en el caso

de las imégenes en blanco y negro se tendran matrices cuadradas de tamano 256 x 256, el
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proceso de obtener la TWD de una senal unidimensional puede ser interpretado como el
proceso de obtener la TWD para una columna en especifico, dicho esto a continuaciéon se

describen los pasos a seguir para obtener la TWD de una imagen I.

Paso 1: Se obtiene la matriz W para obtener la TWD en el nivel dos como en el

ejemplo 3 de la seccion 2.

s Paso 2: Se aplica la matriz W a todas las columnas de la imagen I mediante el

producto WI.

» Paso 3: Se transpone W, de manera que (WI)" tendra a en sus columnas a los

renglones de W1.
» Paso 4: Se aplica la matriz W a (W1)".

= Paso 5: Se traspone el resultado final con lo que se tendran filas trasformadas y con

ello la imagen transformada por W, I, es decir;

Ly = (WWIDHH = WIW?

Dado que la matriz W es ortogonal se puede obtener la transformada inversa mediante
W, W.

Asi podemos definir las aplicaciones siguientes:
Timg : R x RM — RM x RM
I— WIW!
T R x RM — RM x RM

J — WHIW

las cuales satisfacen:
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(Tiong) (Timg) (1) = Ty (Timg (1))
= Tipny (WIW')
=W (WIW ) W
= (WtW) I (WtW)
= Iylly
=1
El algoritmo descrito con anterioridad comienza aplicAndose a cada columna de la
matriz que representa a la imagen [ sin embargo se puede comenzar aplicAndose a cada
una de las filas que componen la matriz, esto da como resultado una parte L de baja

resolucion y una parte H de alta resolucion
o

posteriormente se aplica la trasformada W en las columnas de este resultado, generando

asi el siguiente cuadrado
LL | LH

HL | HH

donde LL seran los coeficientes de aproximacion gruesa de la imagen, HH los detalles
diagonales de la imagen mientras que H L seran los detalles horizontales y LH los detalles

verticales. Esta aplicacion es conocida como Transformada Cuadrada Wavelet

Proceso iterativo de la Transformada Wavelet para la descomposi-
cién
En la transformada cuadrada se tienen representacion de la forma

LL | LH
HL | HH
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Para pasar a un paso dos de descomposicién solo se aplica la descomposiciéon a la matriz
correspondiente a LL. Asi el segundo paso no se puede describir mediante operaciones de
fila y columna en la imagen J resultado de la aplicacion Tj,,(). Es necesario "sacar'la

parte LL explicitamente y subdividir solo esta parte.

Definicion 24. Dadas las matrices Xy, = [Alp, . 00ms Ym = AmnXm AL, = [Al(6m 1 t0m 1) bm1,6m 1)
€V ®V,,, donde A, = []Vm]((znm’l’%’l) y V=V, oV, = (Vi1 @ V1) @ ngff D

Wr(nl_ol) &) Wﬁ’_ll) se definen las siguientes proyecciones *:

—~—

Proy ~—: Vip — Vs

Xm — Xm—l = HXmHt - [A rvmfl®vmfl]¢mfl®¢mfl

Proy W) - Vin — W,(nl’ol)

X — 0, = HXpG' = [A 1006 160m
Proy WO Vo — W,(,?’_ll)

X, — 0% = GX, H' = [A [ 00 S @61
Proy WLy ‘7,; — W,Sllll)

W(lLll) ]wm—l®wm—l

Donde H y G son los operadores de detalle y aproximacion definidos en el capitulo 2

De esta manera se cumple para la matriz Wavelet lo siguiente:

2Las proyecciones anteriores son en termino del isomorfismo de Vin ~ RF x REdonde k = dim(Vy,) =
2m-lN,
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[Algn106m-1 | [Alonrovm | _ | [Aon1@gn | 0 N 0| [Alg1@wm
(Al 1901 | [Alvm100m i 0 0] |0 0 |
N [ 0 0 ] N [ 0 0 ]
| [Alv@n |0 | 0] [Alpiepn |
Xm 1 ‘ w( li
EAEsD
LL LH
| HL | HH

[A] d)m lwm 1)@ d)m 1'¢}m 1)

Por lo tanto si W = A,, es la matriz de la Transformada Wavelet aplicada columnas

para una imagen digital A cuya matriz es X,,, esto es

A=X,,
2M N
= Z Cm7n17n2 (¢m,n1 ® ¢m,n2) + w’VT(L) 7111 no <¢m ni ® wm n2)

ni,n2=0

wgnrn ;M9 (77Z)mn1 ® (rbng) + wmn1 no (¢mn1 ® 770777'7l2>

donde A € V,, C L2(R?), se tiene que:

Ting (1) =W IW?
-Y,,
= [A] (¢m717wm71)®(¢m7177/)m71)
= A XAt

=l Jor ™" Vs I )oY
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esto es

oam—1N
(0,1)

A - Z (Cm_l’nl’n2 (¢m_17n1 ® gzsm_l?n?) + wmfl,nl,ng (¢m—1,n1 ® ¢m—1,n2> +

ni,n2=0

(1,0)

1,1
wm—l,nl,ng <wmfl,n1 ® (bmfl,ng) + wﬁn—%,nhng (wmfl,nl & wmfl,n2>)

es decir, en términos de vectores coordenados

X, = Proy ‘77;_/1(Xm) + Proy W(O,_ll) (Xm) + Proy w0 (Xm) + Proy W(1,1)(Xm)

m—1

=X @ w) & Wl & w3

=HX, H'+HX,G" +GX,,H" +GX,,G"

De esta manera los coeficientes ahora estan ordenados en matrices y se pueden calcular

1 1A - (011) (170) (171) .
mediante recursion de las matrices X,,,_1, w,,” |, w,,"}, w,, ], esto es:

X1 = HX,,H" Parte LL

w) = HX,, G Parte LH

m—1 —

w = GX,, H' Parte HL

wﬁi}} = GX,,G" Parte HH

Estas formulas de recursion permiten pasar del espacio de aproximaciéon V,, a un espacio

de resolucion inferior V,,_; y cada una de las matrices correspondientes a LL, LH, HL,
H H posee la mitad del nimero de filas y la mitad del nimero de columnas de X, por lo

que cada una contiene una cuarta parte de la informacion.

Proceso iterativo de la Transformada Wavelet para la reconstruc-

cion

t
_ m
[A]¢m®¢m - [IVm](d)mflvwmfl‘) [A](¢m717wm71)®(¢m717'¢1m71) <[Ivm](¢m—1y¢m—l)>
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T-U(Y) = WYW = X = B Yo B By, — [I. ]

mg (¢m—17wm—1)

donde

Y =Xt @ wl?) @ wd @wl

entonces

T,L(Y)=W'YWw

img
) Xm_l\o o\wﬁf} 0 \0 o\ 0
=W - T 0.1 T 1,1 w
0 |0 0 o w®) |0 0] i)
—H'X,, 1H + Gl H + Hw'®) G + Gl G

=X

esto es; la reconstruccion iterativa esta dada por

X = H' X, 1 H + G H + Hw® G+ Gl G

Ejecuciéon en Matlab

Matlab es una de las mejores aplicaciones disponibles para el desarrollo de la Teoria
Wavelet, esto debido a la capacidad computacional para generar datos asi como para des-
plegarlos en una variedad de representaciones gréficas, dicho software posee un toolbox
especializado para la aplicacion de la Teoria Wavelet, debido a las multiples aplicaciones
de la teoria dicha herramienta es ttil en la implementacion en diferentes campos. Para
el desarrollo del algoritmo explicado en la seccién anterior se utiliz6 funciones de dicho

toolbox las cuales simplificaron el proceso de programacion del algoritmo.

El algoritmo permite realizar la descomposiciéon de una imagen, la cual genera como
salidas las representaciones graficas de los coeficientes resultantes de la Transformada Wa-
velet de la imagen, los cuales seran de aproximacion y detalles verticales, horizontales y
diagonales, ademas el algoritmo permite iterarse sobre la imagen obtenida con los coefi-

cientes de aproximacion resultantes, logrando asi un segundo nivel de Anéalisis Wavelet de
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la imagen.

A continuacién se muestra mediante un ejemplo la descomposicion con la transformada

cuadrada para una imagen 'Cameraman’

Figura 10: Imagen original ’'Cameraman’

Se comienza aplicando la transformada Wavelet a las filas de la matriz correspondiente
a la imagen digital 'Cameraman’, lo cual da como resultado una parte L de baja resolucion

(Figura 11) y una parte H de alta resolucion (Figura 12).

Fle Bt View e Toos Deskop Wi
FECDEE IR

Figura 11: Parte de baja resolucion L

Estas cambian de tamano de manera que la imagen original de tamano 256 x 256 se

transforma en dos imégenes de tamano 256 x 128.
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File Edit View Insert Tools Desiop Window Help
Dods(S[0ERE

Figura 12: Parte de alta resolucion H

Posteriormente se aplica la Transformada Wavelet a las columnas correspondientes a
la parte L de baja resolucion generando las imagenes LL (Figura 13) y HL (Figura 14)
correspondientes a los coeficientes de aproximacion y detalles horizontales.

Observe que estas nuevas imagenes cambian de tamano, es decir, la imagen de tamano

p Window Help

File Edit View Insert Tools Deskio
Dade 8 08(RE

Figura 13: Transformada Wavelet aplicada a columnas LL, aproximacion gruesa

ew Tools Desktop Window _Help

File Edit View nsert
Dods(E08(RE

Figura 14: Transformada Wavelet aplicada a columnas HL, detalles horizontales

256 x 128 se transformo en dos imégenes de tamano 128 x 64.
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El siguiente paso consta de aplicar la Transformada Wavelet a las columnas de la parte
H de alta resoluciéon, generando las imégenes de tamano 128 x 64 correspondientes a los

detalles verticales LH (Figura 15) y diagonales HH (Figura 16).

File Edit View Insert Tools Deskiop Window
Dods (0B8R E

Figura 15: Transformada Wavelet aplicada a columnas LH, detalles verticales

Fie Edit View Insert Tools Deskop Window
D&de (G008 E

Figura 16: Transformada Wavelet aplicada a columnas HH, detalles diagonales

Finalmente para pasar un nivel de descomposicion superior se aplica iteraciéon sobre la
imagen correspondiente a la aproximacion gruesa LL realizando los pasos descritos ante-

riormente, la cual se representa en la figura 17.

El proceso de la transformada cuadrada aplicada a una imagen se puede apreciar en el

diagrama dado en la figura 18.

A continuacion se muestra el codigo que se implemento para la descomposicion de la

imagen.
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2-level Haar image transform

Figura 17: Descomposiciéon al nivel 2 de la imagen ¢ameraman'"

Figura 18: Transformada cuadrada aplicada a una imagen

ufg=imread (’cameraman. tif ’); %lee el archivo de imagen en una matriz
fg=double (ufg); %convertir a flotante

x=fg-—mean (mean (fg));

[Nr,Nc|=size (fg);

tfg=zeros (Nr,Nc); %genera el espacio para el plano wavelet

%(A)
v=zeros (256 ,256);

%Inicia el analisis Wavelet

% Transformacion de imagen con wavelet Haar en el nivel 2

c=1/sqrt (2);
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fg=x+v;

figure (1)

imshow (fg , [ min (min (fg)) ,max(max(fg))]);
xfg=fg;
%Nivel 1
%Paso 1
N=256; M=128;

% Transformada wavelet de escala 1 de filas
lfgl=zeros (N,M); hfgl=zeros (N,M);

for nn=1:N,

auxL=fg (nn,1:2:N)+fg(nn,2:2:N);

auxH=fg (nn,1:2:N)—fg (nn,2:2:N);

Ifgl (nn,1:M)=c*auxL; hfgl (nn,1:M)=c*auxH;
end ;

%Paso 2

%Transformada wavelet de escala 1 de las columnas del paso anterior
l1fgl=zeros (M,M); hlfgl=zeros (M,M);
hhfgl=zeros (M,M); lhfgl=zeros (MM);
%Columnas de L

for nn=1:M,

auxL=1fgl (1:2:N,nn)+1fgl (2:2:N,nn);
auxH=1fg1 (1:2:N,nn)—1fgl (2:2:N,nn);

11fg1 (1:M,nn)=cx*auxL; %image LL

h1fgl (1:M,nn)=c*auxH; %image HL

end ;

%columnas de H

for nn=1:M,

auxL=hfgl (1:2:N,nn)+hfgl (2:2:N,nn);
auxH=hfgl (1:2:N,nn)—hfgl (2:2:N,nn);

lhfgl (1:M,nn)=c*auxL; %image LH
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hhfgl (1:M,nn)=c*auxH; %image HH
end ;

%se guarda en el plano Wavelet

tfg (1:M,M+1:N)=1hfgl ;

tfg (M+1:N,1:M)=hlfgl; tfg(M+1:N,M+1:N)=hhfgl;
%Nivel 2
fg=11fgl ;
YPaso 1
N=128; M=64;

%Transformada wavelet de escala 1 de filas
lfg2=zeros (N,M); hfg2=zeros (N,M);

for nn=1:N,

auxL=fg (nn,1:2:N)+fg(nn,2:2:N);

auxH=fg (nn,1:2:N)—fg (nn,2:2:N);

1fg2 (nn,1:M)=c*auxL; hfg2(nn,1:M)=c*auxH;
end ;

%Paso 2

Y%Transformada wavelet de escala 1 de las columnas del paso anterior
11fg2=zeros (M,M); hlfg2=zeros (M,M);
hhfg2=zeros (M,M); lhfg2=zeros (M,M);
%columnas de L

for nn=1:M,

auxL=1fg2 (1:2:N,nn)+1fg2 (2:2:N,nn);
auxH=1fg2 (1:2:N,nn)—1fg2 (2:2:N,nn);

11fg2 (1:M,nn)=cxauxL; %image LL

hlfg2 (1:M,nn)=cx*auxH; %image HL

end ;

%columnas de H

for nn=1:M,

auxL=hfg2 (1:2:N,nn)+hfg2 (2:2:N,nn);
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auxH=hfg2 (1:2:N,nn)—hfg2 (2:2:N,nn);
Ihfg2 (1:M,nn)=c*auxL; %image LH
hhfg2 (1:M,nn)=cx*auxH; %mage HH
end ;
%se guarda en el plano wavelet
tfg (1:M,1:M)=11fg2; tfg (1:M,M+1:N)=1hfg2 ;
tfg M+1:N,1:M)=hlfg2; tfg (M+1:N,M+1:N)=hhfg2;
%B)

% visualizacion del resultado del analisis

% Plano wavelet total

figure (3)

imshow (tfg ,[—20 20]);

title ('’ Transformada Wavelet Haar de la imagen en nivel 27);
surf(lhfgl)

surf(lhfg2)

surf(lfgl)

figure (4)

imshow (11fg2 ,[min(min(11fg2)), max(max(1lfg2))]|);
title (’LL2, Transformacion Haar de la imagen’);
figure (5)

title (’LL2, Transformacion Haar de la imagen’);

VG

El siguiente codigo muestra al implementacién para la reconstruccion de la imagen

descompuesta.

%(C)
%Sintesis Wavelet

rfg=zeros (256 ,256); %espacio para la imagen

%recuperacion desde el nivel 2

%
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N=128; M=64;

Y%recuperacion de L

for nn=1:M,

auxL (1:2:N)=11fg2 (1:M,nn)+hlfg2 (1:M,nn);
auxL (2:2:N)=11fg2 (1:M,nn)—hlfg2 (1:M,nn);
1fg2 (1:N,nn)=c*auxL; %magen L

end ;

Y%recuperacion de H

for nn=1:M,

auxH (1:2:N)=1hfg2 (1:M,nn)+hhfg2 (1:M,nn);
auxH (2:2:N)=1hfg2 (1:M,nn)—hhfg2 (1:M,nn);
hfg2 (1:N,nn)=cx*auxH; %magen H

end; %recuperacion del original

for nn=1:N,

auxL (1:2:N)=1fg2 (nn,1:M)+hfg2 (nn,1:M);
auxL (2:2:N)=1fg2 (nn,1:M)—hfg2 (nn,1:M);
rfg (nn,1:N)=cxauxL’; %imagen H

end ;

llfgl=rfg;

Y%recuperacion desde el nivel 1
%

N—256: M—128:

Y%recuperacion de L

for nn=1:M,

auxL (1:2:N)=11fg1 (1:M,nn)+hlfgl (1:M,nn);
auxL (2:2:N)=11fg1 (1:M,nn)—hlfgl (1:M,nn);
1fgl (1:N,nn)=c*auxL; %imagen L

end ;

Y%recuperacion de L

for nn=1:M,
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auxH (1:2:N)=1hfgl (1:M,nn)+hhfgl (1:M,nn);
auxH (2:2:N)=1hfgl (1:M,nn)—hhfgl (1:M,;nn);
hfgl (1:N,nn)=c*auxH; %magen H

end ;

Y%recuperacion del original

for nn=1:N,

auxL (1:2:N)=1fg1 (nn,1:M)+hfgl (nn,1:M);
auxL (2:2:N)=1fg1 (nn,1:M)—hfgl (nn,1:M);
rfg (nn,1:N)=cxauxL’; %image H

end ;

% visualizacion
figure (2)
imshow (rfg ,[min(min(rfg)) ,max(max(rfg))]);

title ('recuperacion del original ’);

Por otro lado el software Matlab permite a través su Toolbox Wavelet en su App
Wavelet Analyzer obtener la fusion de dos imagenes con la Transformada Haar y apli-
cando el promedio entre los coeficientes aproximacion y detalles horizontales, verticales y
diagonales de ambas imagenes.

De esta forma se realizo la fusion de las imagenes 'Cameraman y 'CuadroM agico’

Figura 19: Cameraman
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Figura 20: CuadroMagico

En la figura 21 se muestra el entorno donde se realiza la fusién y en la figura 22 la

imagen fusionada de salida

2-D - Image Fusion : Indexed Image

File View Tools Window Help

T Image 1 ‘cameraman £ (258x255)
Level 2 =
=
Seleot Fusion Method o
Approx mean %
Detais - ~

NOISnd

‘Colormap gray -
" el Nofcoloes SRS 1| 26
ST P s e |somess [

EREE S comer [ | 1| xm || . == |

X || w=o |
| = Info || we View ces Ciose
[ ][ ][] [ ]| | | = |

Figura 21: Fusion de dos imagenes mediante Matlab
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Figura 22: Imagen fusionada de salida



Conclusiones y perspectivas

Durante el desarrollo del presente trabajo se abordd de manera eficiente la Teoria Wa-
velet analizando los principales temas que son necesarios en procesamiento de imagenes,
entre los aportes realizados se proporcionaron las demostraciones que verifican las relacio-
nes entre coeficientes de aproximacion y detalle definidos de distintas maneras pero que son
comunes en la literatura especializada, dando asi claridad a las diferentes maneras de plan-
tear una misma teoria, se proporcion6 un enfoque detallado de las condiciones necesarias
para obtener una Transformada Wavelet discreta que pudiera ser invertible y se mostré de
manera precisa dos enfoques desde los cuales es interpretada la Transformada Wavelet Dis-
creta. Se estudio el producto tensorial y se alcanzé de forma eficiente la extensiéon de una
teoria unidimensional a bidimensional para asi finalmente cumplir con el objetivo de es-

te trabajo mostrando el Proceso de Fusion de imégenes mediante el uso de la Wavelet Haar.

En este trabajo solo se utilizoé la Wavelet Haar, por lo que, el analisis de la fusion de
imagenes con otras familias Wavelet, asi como la exploracion en otros niveles de descom-
posiciéon son temas que pueden ser abordados en trabajos posteriores, esto debido a la
riqueza teérica y de implementacion algoritmica que posea la Teoria Wavelet, a su vez el
planteamiento de considerar detalles en diferentes direcciones a las tratadas en esta tesis

como son 152, 105°, 75°, etc. es un tema de posible investigacion futura.

Cabe mencionar que a pesar de las ventajas que ofrece la Trasformada Wavelet compa-
rada con la Trasformada de Fourier, esta posee a su vez limitaciones en el procesamiento de
senales como lo es la ausencia de invarianza en los desplazamientos, ya que puede generar

distorsiones en la salida de la fusién, por lo que la soluciéon de dicha limitacion es un tema
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de estudio para trabajos futuros.



Apéndice

Transformadas de Fourier

Se define LP(X), para 1 < p < oo como el espacio de funciones f : X — C medibles

tales que | f|? es integrable, en dicho espacio se define la seminorma para f € LP(X') como:

11 = ([ 17y

Asi el espacio LP(X) sera el espacio cociente de LP(X) con el subespacio de las funciones
medibles y equivalentes a 0 , es decir, el espacio de las clases de equivalencia con norma
LAl = 11/ 1lp-

De esta manera, dependiendo del conjunto X y del valor de p se obtendran distintos
espacios de medida. A partir de esto se hard un breve estudio de la Transformada de

Fourier para diferentes espacios.
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Transformada de Fourier Transformada inversa de
Fourier

F i I(R) — LA(R) | F(@) = (e, f) ey F(t) = (e, F) page
F(w) = \/Lz—ﬂ o fE)e™tdt | f(t) = \/%7 [ F(w)e™dw
weR, teR weR, teR

Fi(Z) — L(T)) | F(2) = (5, flece) F(m) = (=, Fhgomy
F(e™) =3 ez fne™™ fo=5 [ F(e™)e™dw
2€T, keZ z€T, neZ

F:3(Z) — L, F(w) = (™, fleg) f(n) = (e F)rz
weE |[-m ], k€L we|[-mm7|, n€Z

F.CN —cCV Fy = (£e®%, f)en fu = (e7# % F)ew
Fr=+% Z,]L_ol foe RS Jn= ;iv:_ol Fremt
(fu)hg eCV k,ne{0,...,N—1}
k,ne{0,...,N -1}

F: L7 — 1(Z) Fy = ("7, f)pz f(t) = (™7, Flpg,
Fi= 4 [2 fOe ™ dt | f(t) = Xyep Fee™¥
kez, te-L,T] kelZ, tel[-L %]

Transformada Wavelet Continua

En esta seccion se define rigurosamente la Transformada Wavelet continua (CWT) de
una funcién unidimensional y se analizan algunas de sus propiedades fundamentales. El
CWT se puede definir como un mapeo W, que depende de la especificacion de una funcion
auxiliar ¢ denominada Wavelet de anélisis. Dada una Wavelet de analisis especifica g, la
CWT puede pensarse en términos de la representacion de una senal con respecto a la
familia de Wavelets generada por g, es decir, todas sus versiones traducidas y dilatadas.
Como se discutié anteriormente, existe una gran flexibilidad en la eleccién de analizar la

Wavelet g.

Definiciéon 25. Para un espacio de Hilbert H, la TWC puede ser definida como un mapeo

W, H — Wy(H) parametrizado por una funcion g. Mds especificamente, la TWC' es una
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funcion unidimensional f € L*(R) dado por

Wy: L*R) — W, (L*(R))
f = ([, 7eDs9) 12w,

donde 1y Dsg es una version dilatada (por s) y traslada (port) de g dada explicitamente

como

(1:Ds, 9) (0) = s'g(s(t — 0))

Por lo tanto, la TWC de una senal unidimensional es una funcion bidimensional de las

variables reales tiempo t y escala s # 0 y se puede escribir como

(Waf) (t,s) = (fmDsg) = (f * Dsg) ().

Teorema 25 (Propiedades). Sean a y b nimeros reales arbitrarios y f, fi y fo funciones
arbitrarias de L*(R). La TWC W, con respecto a una Wavelet de andlisis admisible g,

satisface las siquientes propiedades.
1. (Linealidad) (W, (afi + bfs)) (t,5) = a (W, f1) (£, 8) + b (W, fa) (. 5),
2. (Inwarianza en el tiempo) (W, (o, f)) (t,5) = (W, f) (t — b, 5), y
3. (Dilatacion) (W, (Dof)) (t,5) = (W,f) (at,a"'s) ,a # 0

Linealidad e Invarianza en el tiempo

La linealidad se hereda directamente del producto interno, mientras que la invariancia
temporal puede verse en el hecho de que la TWC puede interpretarse en términos de un
banco de ajustadores lineales temporales. La invariancia en el tiempo es una propiedad
importante en términos de reconocimiento de patrones, ya que dicta que la Transformada
Wavelet de una version retardada de una senial es una version retardada de su Transforma-
da Wavelet. Esta propiedad se pierde para conjuntos de muestreo fijos (discretizaciones)

en el plano de escala de tiempo y es especialmente problematica para la Transformada
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Wavelet Discreta.

Dilatacion

Para ver la propiedad de dilataciéon se escribe

(Wy (Duf)) (L s) 2 (Dof.1iDss) = (f, Do-1.7,Ds9) = (f: TatDu-159) = (Wy f) (at7 a_ls)

Teorema: (Transformada Wavelet Inversa) Sea F' € W,(L*(R)), g € L*(R)\{0} tal que

2 / G0 Py < oo
R

y Wt Wy (L*(R)) — L*(R) sera definida como

1F Cc~ / )dS
=C" // (018) (1,Dsg) dsdo

Si f e L*(IR)y F = W,f entonces f = Wy 'F.
Transformada Wavelet Discreta

El término Transformada Wavelet Discreta (TWD) se utiliza para indicar un tipo

especial de muestreo de la TWC que satisface las siguientes condiciones (bastante estrictas).

1. El conjunto de muestreo discreto de escala de tiempo debe ser la cuadricula diaddica

I'p;

2. la familia de Wavelets {7, D g}(t s)er, debe formar una base ortonormal para el espacio

de interés; y

3. la Wavelet de anélisis debe tener un soporte compacto (por lo tanto, toda la familia

tiene un soporte compacto).
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