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Descarga simultanea de liquido y granos desde un
silo con multiples orificios

Resumen
En esta tesis se presenta un estudio experimental de la descarga de una mezcla de materia
granular y agua desde un silo cilindrico con N orificios idénticos. Primero estudiamos la
razén de flujo de granos secos y de agua pura a través de uno y N orificios, los cuales
definimos como ()1 y @y respectivamente. Encontramos que para los casos de grano seco
y agua pura Qn = NQ1, es decir, el flujo total es la superposicion lineal de los flujos
individuales, lo cual es esperado de acuerdo con la teoria y con la experiencia. Sin embargo,
para el caso de la mezcla de grano y agua, nuestros experimentos muestran que Qn < NQ1.
Para explicar este comportamiento contraintutivo, utilizamos un modelo de medio continuo
que considera la competencia entre la contribucion hidrostética del fluido y la resistencia
hidrodindmica del medio poroso al paso de fluido durante la descarga. Dicho modelo, que es
capaz de describir cuantitativa y eficientemente los resultados experimentales, sugiere que la
viscosidad de la mezcla de granos y agua aumenta con el nimero de agujeros N, es decir, que

el comportamiento de la mezcla durante la descarga se asemeja al de un fluido dilatante.



Simultaneous discharge of liquid and grains from a
silo with multiple orifices

Abstract

In this thesis, we present an experimental study focused on the discharge of a mixture of
a granular material (glass spheres) and water from a cylindrical silo through N identical
orificies. First, we measured the flow rate of dry grain and of pure water through one
and N holes, which we define as ()1 and @y respectively. We found that, for the case of
dry grains and water, Qn = N@Q1, that is, the total mass flux is the linear superposition
of each individual flux. However, for the case of the mixture of grains and water, our
experiments show that Qn < N@Q1. To understand this counterintuitive behavior, we employ
an empirical model that considers the competition between the hydrostatic pressure and the
hydrodynamic resistance of the porous medium. Such model, which is able to describe
qualitatively well the experimental data, suggests that the effective viscosity of a mixture
increases with the number of orifices N, that is, the behavior of the mixture under discharge

resembles a shear-tickening fluid.
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Capitulo 1

Introduccion

Una de las principales preocupaciones que ha tenido la humanidad desde los inicios
de las civilizaciones es garantizar la alimentaciéon de personas y animales. Por esta razon, a
lo largo de los anos se han inventado y perfeccionado diversas herramientas necesarias para
almacenar, conservar, manipular y transportar diversos alimentos y bebidas. Una de tales
herramientas son los silos.

Un silo es una estructura disenada para el almacenamiento de materiales. Aunque
existe evidencia de que la humanidad ha utilizado los silos desde tiempos remotos [1], no fue
sino hasta el surgimiento de la revolucién industrial que la curiosidad intelectual de varios
ingenieros y cientificos, tales como H.A. Hagen 2| y G.H.L Janssen [3], motivo su estudio
sistematico. Los descubrimientos de estos cientificos alemanes fueron utilizados principal-
mente en el sector agricola para el almacenamiento de granos, sin embargo, actualmente son
también empleados en diversos sectores industriales tales como la mineria, la construccion,
el sector cervecero, industrias tequileras, de lacteos, farmacéuticas, entre muchas otras [4,5].

Tanto el proceso de globalizacién, como el crecimiento acelerado de ciudades cada
dfa mas industrializadas, dieron lugar a que el interés por almacenar diversos materiales
y productos en silos se convirtiera en una necesidad fundamental. De esta forma, el en-
tendimiento de materiales (en su mayoria granulares) contenidos en este tipo de estructuras
se convirti6 en un nuevo campo de estudio para la ingenierfa y la fisica por si mismo [6-8].
Aunque este problema aparenta ser sencillo, en realidad plantea un reto de gran compleji-
dad, debido a que se requiere comprender el flujo de un sistema granular, intrinsecamente
fuera del equilibrio, y bajo el confinamiento impuesto por las paredes del silo.

Como resultado de los trabajos de Hagen y Janssen, por ejemplo, sabemos que el
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comportamiento de un material granular almacenado estd mayoritariamente determinado
por la distribucién de las fuerzas de interaccién entre los granos, lo que a su vez determina
la presién en el material. Janssen, en particular, logré establecer una relacién para dicha
presion en el fondo de la columna, y mostré que ésta incrementa hasta llegar a un punto
de saturacién. A esta observacion experimental — que tiene importantes implicaciones en
determinar el flujo de masa a través de un orificio en un silo — se le denomina como "efecto
Janssen".

Afios méas tarde, W.A. Beverloo [9] encontraria empiricamente que, como conse-
cuencia del efecto Janssen, existe una relaciéon de tipo ley de potencias entre el flujo de
masa a través de una apertura y parametros simples que describen a un sistema granular
contenido en un silo, tales como el tamano caracteristico de las particulas constituyentes, la
dimension de la apertura y algunas caracteristicas macroscopicas del sistema (por ejemplo,
la densidad).

Si bien el trabajo de Beverloo contintia siendo materia de discusiéon y debate hasta
nuestros dias, dando lugar a una gran variedad de trabajos sobre la descarga de materiales
granulares a través de silos, es importante mencionar que la mayoria de las investigaciones
se han centrado en el estudio de silos con materiales granulares secos, es decir, sistemas
granulares en donde el medio intersticial entre las particulas es aire [10-12].

Una situaciéon particularmente interesante, de mayor grado de complejidad y comtun-
mente encontrada en diversos contextos cientificos, tecnologicos e industriales, es la de una
descarga de material granular sumergido, es decir, de sistemas granulares en donde el medio
intersticial y/o el exterior del silo es un liquido. Grupos de investigacion como el de Durian
et. al., por ejemplo, han realizado estudios tanto experimentales como numéricos para elu-
cidar la dindmica de la descarga de un silo bajo estas condiciones [13]. Ellos proponen un
modelo para describir la descarga de grano en agua realizando una modificacién a la ecuacion
de Beverloo, en la que el factor de la gravedad es reemplazado por un factor obtenido a par-
tir de la velocidad terminal de un grano cayendo en agua. Otro ejemplo es el de A.M.
Alvarez et. al. quienes han considerado la descarga de una mezcla de grano y agua. En este
caso, a diferencia del anterior, el sistema se descarga hacia la atmosfera. Los autores recién
mencionados estudiaron el rol del tamafio de grano y tamano del orificio al momento de la
descarga, y propusieron un modelo fenomenolégico basado en la ecuaciéon de continuidad de
un fluido, con un término adicional de resistencia hidrodinamica que postula que el medio

granular actia como un medio poroso dindmico durante el proceso de descarga [14].
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Es importante resaltar que todos los trabajos arriba mencionados se enfocan en
el estudio de la descarga de silos a través de un solo orificio, planteando asi una pregunta
fundamental, a saber, ;qué sucede cuando la descarga de un silo ocurre a través de méas de un
orificio? En estas condiciones, uno también podria preguntarse si la descarga de una mezcla
de granos y liquido es simplemente proporcional al nimero de orificios, como lo dictan la
intuicién y la experiencia practica, al considerar descargas de granos secos, o de liquidos
convencionales.

El proposito principal de esta tesis es responder estos cuestionamientos. Para
lograrlo, estudiamos experimentalmente la descarga simultanea de una mezcla de grano y
agua contenidas en un silo de forma cilindrica, observando el efecto que producen el nimero
de orificios y el tamano de grano empleado en dicha descarga. En el caso de sistemas
monofasicos (i.e. agua pura o granos secos), encontramos una relacion lineal entre el flujo
de descarga y el nimero de orificios utilizados. En contraste, al descargar la mezcla de
ambos materiales encontramos una reduccién inesperada del flujo de descarga al aumentar
el namero de orificios. Esto exhibe una no linealidad entre estas dos cantidades. Para dar una
explicacion fisica de este comportamiento, adecuamos el modelo fenomenolégico mencionado
arriba, en el que se considera al medio granular como un medio poroso dindmico, y al nimero
de orificios utilizados en la descarga como un solo orificio efectivo con la misma seccién
trasnversal que los N orificios juntos. Dicho modelo, es capaz de describir cuantitativamente
los resultados experimentales con muy buena precisiéon. Para ellos, sin embargo, es necesario
ajustar el valor asociado a la viscosidad efectiva de la mezcla conforme aumenta el valor de
N. Como explicamos a continuacién, nuestra interpretacion fisica es que, al aumentar el
nimero de orificios de descarga, la mezcla de agua y granos presenta un comportamiento
analogo al de un fluido no-newtoniano de tipo dilatante (Shear-Thickening) [15].

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 2 revisamos
algunos conceptos fundamentales de la descarga de un fluido simple, con la finalidad de
introducir algunos conceptos basicos que serdn importantes més adelante. Ademés, abor-
daremos nociones elementales de la materia granular, en particular, aquellos relacionados
con la descarga de un medio granular seco, en donde el efecto Janssen conduce a una descarga
descrita por la ley de Beverloo, que nos indica que el flujo de masa de un material granu-
lar a través de un orificio en el fondo de un silo es constante. Adicionalmente, revisamos
brevemente los trabajos realizados por Durian. et. al. [14] y A.M. Cervantes-Alvarez. et.

al. [16,17] sobre silos sumergidos, y descarga de mezcla de grano y agua a través de un
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orificio, respectivamente. Adicionalmente, examinaremos la descarga de materia granular
seca a través de miltiples orificios. En el Capitulo 3 se planean los objetivos que se pre-
tenden alcanzar en esta tesis, como también la hipotesis sobre la cual enfocamos nuestra
investigacion. En el Capitulo 4 mostramos el arreglo experimental utilizado y los resulta-
dos obtenidos mas importantes. En el Capitulo 5 presentamos un modelo para describir la
descarga de una mezcal grano-agua a través de varios orificios, como también una posible
interpretaciéon de los resultados experimentales reportados en este trabajo. Finalmente, en

el Capitulo 6 presentamos las conclusiones més importantes de esta tesis.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1 Descarga de fluidos a través de un orificio en un silo.

Idealmente, el comportamiento de un fluido deberia poder entenderse como la suma
de los movimientos individuales de cada una de las particulas constituyentes. En la practica,
sin embargo, esto representaria una tarea descomunal, imposible de realizar ain para las
computadoras mas eficientes jamas creadas. Para sortear esta dificultad, podemos apelar la
llamada mecénica de fluidos, en la que un liquido es tratado como un medio continuo [18].

Para analizar el paso de un fluido a través de un orificio, es requerido primero
realizar una revision de algunas de las ecuaciones basicas de los fluidos, i.e., la ecuacion de

la continuidad y la ecuaciéon de Bernouilli.

2.1.1 Ecuacién de continuidad

Es sabido que la masa de un fluido en movimiento se conserva [18], lo que nos lleva a
una relacién importante denominada ecuaciéon de continuidad. Consideremos la trayectoria
de un elemento infinitesimal de volumen de un fluido en movimiento, ésta se puede describir
mediante un trazo denominado linea de flujo. Si ahora consideramos un conjunto de lineas
de flujo pasando a través de un elemento imaginario de area A;, como el que se muestra en
la figura 2.1, se obtiene entonces un tubo que se encuentra delimitado por las mismas lineas
de flujo.

Consideremos una parte de este tubo de flujo con secciones transversales esta-

cionarias con areas A; y As, y con velocidades v, y vy, respectivamente. Después de un
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Figura 2.1: Tubo formado y delimitado por lineas de flujo. El flujo que pasa a través del

area transversal A; debe ser el mismo que pasa por el area As.

intervalo de tiempo dt, el fluido se desplazara una distancia vidt a través de A; generando
un volumen dV; = Ajvidt. En este mismo intervalo de tiempo, un elemento de volumen
dVy = Aswvadt sale del tubo por As. Ahora, considerando el caso de un fluido incompresible,
la densidad en cualquier punto del tubo tiene un valor constante de p = dm/dV. Tomando
en cuenta que la cantidad de masa que entra a través de A; es la misma que sale a través

de As podemos decir que dmy = dms y con esto llegamos a que
pAlvldt = pAQUth, (2.1)

o bien,

A1U1 = AQ’UQ, (2.2)

la cual es conocida como la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible.

2.1.2 Principio de Bernoulli

Consideremos ahora a la porcion de un fluido que se encuentra en el interior del
tubo definido por las lineas de flujo y las dos secciones de area transversal, A; y As, en
donde el fluido tiene velocidades vy y vo, respectivamente, tal y como se muestra en la figura
2.2 [18]. En un intervalo de tiempo dt, este elemento de fluido se desplaza una distancia
Al; (i = 1,2) generando un elemento de volumen dV; = A;Al;. Si consideramos que el
fluido es incompresible tendremos una densidad constante en cualquier punto, asi que, por
la ecuacion de continuidad (2.2), el volumen del fluido dV es el mismo en cualquier seccion
transversal en el intervalo de tiempo dt, esto es dV = A1Aly = AsAls.

Ahora, calculamos el trabajo efectuado sobre el elemento de fluido en el intervalo

de tiempo dt. Asumiendo que se trata de un fluido no viscoso, las tnicas fuerzas que



2.1 Descarga de fluidos a través de un orificio en un silo. 7

Figura 2.2: Tubo de flujo delimitado por lineas de flujo. En el punto a) , se define un
elemento infinitesimal de volumen dV; = A;Al; el cual se encuentra posicionado a una
altura y1. De igual manera, en el punto b), definimos dV, = A3Aly que se encuentra situado
a una altura ys. Considerando un fluido incompresible, la ecuacion de continuidad nos indica

que el volumen debe ser el mismo en cualquier seccién, por lo tanto dV; = dVs.

producen trabajo sobre el sistema son las fuerzas de presién correspondientes al resto del
fluido circundante. La fuerza ejercida en un punto de la superficie A; es entonces P;A; vy,
similarmente, para un punto en la superficie Ay es P, Ay, donde P; y P, corresponden a la
presion en cada punto, respectivamente. El trabajo efectuado sobre el sistema, entonces,
estara dado por la suma de los trabajos realizados en a) y b), es decir, PLA1 Al y PaAsAly,
sin embargo, en el segundo caso se considera un signo negativo debido a que la fuerza en este
punto es opuesta al desplazamiento del fluido. Finalmente, incluimos el trabajo efectuado
sobre el sistema debido a la gravedad, el cual esta asociado a la diferencia de las alturas

entre los dos puntos, esto es —mg(y2 — y1). Por lo tanto, el trabajo total esta dado por:
W = PlAlAll — P2A2Al2 — ’I’)’Lg(yg - yl)- (23)

Como A;1Aly y AaAly son elementos de volumen, podemos remplazarlos por m/p
donde p corresponde a la densidad (constante) del fluido. Por tanto, podemos reescribir la

ecuacién anterior como:

W= (P~ PQ)% —mg(y2 — v1)- (2.4)
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Por otro lado, del teorema de variacion de la energia sabemos que [18]: "el trabajo
efectuado por la fuerza resultante que actia sobre un sistema es igual al cambio de la energia
cinética del sistema’”, es decir:

W =06K = %mv% — %mv% (2.5)

Comparando las dos tdltimas expresiones, obtenemos que

1 1
Pi+ S pvt + pgyr = P+ 5pv3 + pgyo. (2.6)

Dado que los subindices 1 y 2 son arbitrarios, y se refieren a cualquiera de las dos

regiones par definir el tubo de flujo, podemos escribir la tltima expresién como:
L 5
P+ ol + pgy = constante, (2.7)

que es conocida como la ecuacion de Bernoulli, dado que es una consecuencia del principio
que lleva el mismo nombre, formulado originalmente por D. Bernoulli alrededor de 1738 y

que enuncia [19] que :

"En un fluido ideal (sin viscosidad ni rozamiento) en régimen de circulacion por un conducto

cerrado, la energia que posee el fluido permanece constante a lo largo de su recorrido”

2.1.3 Principio de Torricelli

Evangelista Torricelli realizé grandes aportaciones a la fisica, y en particular, al
estudio de la hidrodinamica. Una de esas aportaciones es el conocido Teorema de Torricelli,
que explica la relacién entre el flujo de un liquido a través de un orificio en el fondo de un
contenedor, y la altura del liquido contenido en el recipiente. Esto es consecuencia directa
del principio de Bernoulli y la ecuacion de continuidad [20)].

Consideremos un recipiente cilindrico de radio Rj, con un orificio circular en el
fondo de radio Ra, el cual se encuentra destapado de la parte superior tal y como se ilustra en
la figura (2.3). Inicialmente, dicho contenedor se encuentra lleno de un fluido incompresible
y no viscoso, el cual fluye a través de la apertura existente en el fondo por la accién de la
gravedad. Para describir este fenémeno, nos enfocaremos en determinar la velocidad a la
cual el liquido sale por la apertura del recipiente.

Partiendo de la ecuacion de Bernoulli (2.6) se tiene que

1 1
Py + S pvf + pgyr = Pa + 5pv3 + pgye, (2.8)
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h(t)

Figura 2.3: Descarga de un fluido a través de un silo cilindrico de radio Ry a través de
un orificio circular de radio Ry en el fondo. El h(t) va ser un factor importante durante la

descarga, ya que la velocidad de vaciado depende de este valor tal y como lo indica Torricelli.

donde, P, y P» tienen el mismo valor de presién al suponer que el cilindro se encuentra
destapado. Si ademaés colocamos nuestro sistema de referencia en la apertura y asumimos que
el recipiente se vacia por completo, el dltimo término de la igualdad desaparece. Entonces:

1 1
5Pt + pgh = 5 pvs. (2.9)

Ademas, recordemos que estamos trabajando con un fluido incompresible, por lo
que su densidad es la misma en cualquier punto. Ahora bien, puesto que la ecuaciéon de
continuidad (2.2) nos dice que el flujo a través de A; debe de ser el mismo que en Aj,

podemos establecer la relacién vy = %1}2. Tomando esto en consideracién, obtenemos
L, 2/ 42

Por lo tanto, la velocidad a la cual se descarga un liquido de un recipiente a través de una

apertura en el fondo es

(2.11)

Finalmente, en el caso en el que el area del cilindro (A7) es mucho mayor que el area del

orificio de descarga (Az), el segundo término del denominador del lado derecho de la ecuacion
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es despreciable, y obtenemos asi que
v = \/2gh. (2.12)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacién de Torricelli.

Si queremos saber como es el comportamiento de h(t), podemos partir de la ec.
1.9 combinada con la ec. de continuidad considerando que v{ = %, separando las variables
en la ecuaciéon y finalmente integrando a ambos lados, podemos determinar el cambio en la

altura de la columna de agua como funcién del tiempo durante descarga. Esto es

2
1 2g

donde hg corresponde a la altura inicial de la columna, g a la gravedad y Ay y As al area
transversal del contenedor y el area del orificio de descarga respectivamente. En la figura
(2.4) se ilustra el cambio de la masa en funciéon del tiempo de descarga, donde podemos
apreciar la dependencia con la altura de la columna de agua de la forma M = pAjh(t).
Inicialmente el fluido se descarga rapidamente, sin embargo, conforme disminuye la altura

de la columna de agua el la descarga se va haciendo més lenta.

0.8,
k ° Experisment
L M= h
o
<04}
= .
02]
0 AT REENA AT AT ‘zr‘llv::ﬂ‘:"""'-—.

0 10 20 30 40 50 60 70
t(s)

Figura 2.4: Cambio de la masa de agua en funcion del tiempo. En esta podemos apreciar
una clara dependencia de la altura durante la descarga: para alturas grandes, el fluido se
descarga rapido, pero conforme disminuye tal valor la descarga se hace méas lenta. Imagen

tomada de la referencia [14].

En resumen, la discusiéon anterior considera los elementos esenciales para describir

la descarga de un fluido ideal a través de un orificio pequeno en el fondo de un silo, en
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donde la viscosidad es despreciada, y donde se considera a un fluido incompresible. Este
esquema tedrico nos permite describir con argumentos simples la descarga de un silo cuando
éste contiene agua, y otros problemas asociados a la hidrodindmica. Sin embargo, cuando
el fluido en consideracion es méas complejo, la dinamica de la descarga a través del silo se
vuelve considerablemente mas complicada de describir.

En este sentido, es posible clasificar a los fluidos en tres tipos: newtonianos, no
newtonianos o visco-elasticos. Revisemos brevemente las caracteristicas que definen a esta

clasificacion.

e Fluidos newtonianos
Como su nombre lo indica, los fluidos newtonianos son todos aquellos que son des-
critos por la ley de viscosidad de Newton para un fluido laminar [21]: 7 = % = 7, donde T
es el esfuerzo cortante (la fuerza por unidad de area), p es una constante de proporcionalidad
llamada viscosidad y ¥ la velocidad de deformacién. En este caso, el desplazamiento relativo
de los elementos de volumen de un fluido, desplazandose uno sobre el otro, es proporcional

al esfuerzo cortante sobre el fluido [21].

T (a) » (b)

Y 14

Figura 2.5: Curva caracteristica para un fluido newtoniano. a) Curva de fluidez. b) Curva
de viscosidad. En a) se manifiesta un comportamiento lineal caracteristico de este tipo de
fluidos, por lo tanto, la pendiente de esta recta es la viscosidad y es constante tal y como se

ilustra en b).

Graficamente, podemos representar el esfuerzo cortante como funciéon de la veloci-
dad de deformacion, tal y como se observa en la figura 2.5a. En este caso, en particular,

observamos un comportamiento lineal o, equivalentemente, la viscosidad, p es una constante
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independientemente de la velocidad de deformacion (ver figura 2.5b).

e Fluidos no newtonianos
Los fluidos no newtonianos son aquellos que no cumplen la ley de viscosidad de
Newton, pues la relacién entre el esfuerzo cortante 7 y la razén de deformacién - es no lineal
(ver figura 2.6). En este caso, la viscosidad p muestra una dependencia con la velocidad de
corte. Algunos ejemplos de fluidos que presentan este tipo de comportamiento son la miel,
el jarabe, la crema y los aderezos, entre otros. Este tipo de fluidos pueden clasificarse, a su

vez, en pseudoplasticos y dilatantes.

T &

Fluido pseudoplastico
Fluido newtoniano

Fluido dilatante

Figura 2.6: Curvas caracteristicas de los distintos tipos de fluidos. Los fluidos newtonianos
(linea del centro), presentan un comportamiento lineal entre el esfuerzo cortante y la razon de

deformacion, mientras que, los fluidos no newtonianos manifiestan un cambio en la pendiente.

1. Fluidos pseudopldsticos (shear-thinning)

Los fluidos de este tipo se caracterizan por una disminucién en la viscosidad cuando
excedemos un umbral de velocidad de deformacién, como ocurre con algunos fluidos

de uso comiin como Ketchup, geles, algunas clases de pinturas, etc.

2. Fluidos dilatantes (shear-thickening)

Los fluidos dilatantes, en contraste, son aquellos en los que la viscosidad (i.e., la
resistencia a la deformacion) crece conforme aumenta la velocidad de deformacion.
Esto quiere decir que se presenta un aumento en el esfuerzo cortante con el incremento

de dicha tasa de deformacion. Estos fluidos actiian de manera contraria a la intuicién,
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cuesta mucho trabajo deformarlos cuando lo haces de manera abrupta, pero cuando
la deformacion es lenta el esfuerzo requerido es mucho menor [15]. El ejemplo mas

conocido de éste tipo de fluidos es la mezcla de agua con harina de maiz.

e Fluidos visco-elasticos
Esta clase de fluidos esté caracterizada por la presencia de propiedades tanto elas-
ticas como viscosas. La ecuacién que describe este tipo de comportamientos esta dada por

el modelo de Maxwell:

donde 7 corresponde al esfuerzo cortante, A es un tiempo de relajacion, 7 es el gradiente de
esfuerzo cortante, p la viscosidad y y la velocidad de deformaciéon. Un ejemplo de materiales
que presentan este tipo de comportamiento son la nata, la gelatina, los helados, etc.

La elucidacion del comportamiento de este tipo de fluidos ha dado lugar a multiples
trabajos de investigacion relacionados con fluidos no newtonianos, generando importantes
avances en matematicas y fisica, y dando lugar a aplicaciones practicas como materiales
para lubricacién, suspensiones, fluidos viscoplasticos, cemento, biofluidos, medios porosos y
relevantes avances numéricos [22-25].

Es crucial enfatizar aqui que, hasta donde sabemos, existen muy pocos estudios
en los cuales se considere la descarga de fluidos no newtonianos a través de un silo. Sin
embargo, se han realizado trabajos numéricos en los cuales, se simula la descarga de si-
los bidimensionales usando modelos de reologia donde toma importancia el término de la

viscosidad [26,27].

2.2 Descarga de material granular seco a través de un orificio.

2.2.1 Materia granular: conceptos basicos

El material mas abundante en el planeta, y con el que tenemos una intima in-
teraccion constante, es el agua. El segundo tipo més utilizado es la materia granular, que
podemos encontrar en distintos contextos de nuestra vida cotidiana, por ejemplo, en el azi-
car y el café que tomamos por las mananas, en la preparaciéon de distintos alimentos, en
la arena que disfrutamos cuando damos un paseo por la playa, en los grandes desiertos del

Sahara, por mencionar apenas algunos casos concretos.
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Figura 2.7: Silos de distintas capacidades utilizados para el almacenamiento de granos [28].

Estas estructuras se han utilizado a lo largo de los anos, inicialmente se realizaron con rocas
y tierra, pero en la actualidad, son grandes estructuras de metal. Imagenes tomadas de la

referencia [28].

En una definicion libre de formalismos, podemos decir que la materia granular es
una gran coleccién de particulas de tamafos diversos, mayores a una micra (um = 10~m) y
que, por tanto, no son susceptibles a agitaciones térmicas (no presentan movimiento Brow-
niano) [6]. Para este tipo de materiales podemos observar distintos comportamientos carac-
teristicos que dependen, por ejemplo, de la energia inyectada sobre el sistema. En reposo,
la materia granular se comporta como un sélido (ej. la arena en las playas, sobre la cual
podemos caminar sin ningan problema). En ciertas circunstancias, sin embargo, también
presenta un comportamiento andlogo al de un fluido, como podemos observar cuando verti-
mos una bolsa de azicar en algiin recipiente. En estas condiciones, los granos fluyen como
las particulas de un fluido (incluso, visto desde grandes distancias, se pierde el caracter gra-
nular y solamente percibimos el comportamiento colectivo). Finamente, la materia granular
también puede comportarse como un gas, una clara manifestacion de esto son las tormentas

de arena presentes en los desiertos o las cenizas expulsadas de fumarolas volcanicas.

Como ya se mencion6 en la introduccién, una situacioén fisica de particular interés
cientifico, tecnoldgico e industrial, es considerar el comportamiento de materiales granulares
confinados en un silo (ver figura 2.7) y, atin mas importante, entender la dindmica de descarga
de éstos mismos. Cuando el medio intersticial entre los granos es aire, la descarga de un silo
puede ser descrita por la ley de Beverloo [9]. El flujo para este caso solo depende del tamafio
de grano que se esté utilizando y el didmetro de la apertura a través de la cual esta fluyendo
la materia granular. Un fenémeno importante presente en materia granular confinada es el

efecto Janssen [3], el cual es el responsable de que el flujo de descarga en el fondo de un silo
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sea constante. Revisemos pues algunas nociones importantes en este sentido.

2.2.2 Efecto Janssen

El almacenamiento y manejo de distintas semillas como el maiz, frijol, trigo, entre
otras, ha sido de gran importancia para casi todas las civilizaciones a lo largo de la historia.
Como son estos una vital fuente de alimentacién, entonces se vuelve de suma importancia
poder disponer de ellos en cualquier época del ano. El problema siempre ha sido que su
cultivo y produccién se limita a pequenas temporadas, que dependen de la época del ano y
la region de cultivo. La solucién para esto es producir grandes cantidades en las temporadas
ideales y almacenarlo para asi disponer de éste en cualquier época del ano. Se recurre
entonces al uso de grandes contenedores llamados comtnmente silos. Un problema derivado
de esto es la posibilidad latente de que éstas estructuras sufran danos (por ejemplo, fisuras)
debido a la presion ejercida por el material granular sobe las paredes. Como respuesta a esto,
se presenta la necesidad de colocar una especie de cinchos a lo ancho de los contenedores
que contrarresten la fuerza ejercida por el medio granular. En 1895, H. A. Janssen realizo
una serie de experimentos simples con maiz para dar una posible explicacién para este tipo
de fenomenologia, a través de inferir la saturaciéon de la presién con la altura del grano

almacenado en el silo [3].
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Figura 2.8: Presion obtenida en el fondo de un contenedor como funcién de la cantidad
de granos de maiz almacenada (i.e. la altura de la columna de material). Note que, al
incrementar el valor de la altura de la columna de material, la presién en el fondo del silo

tiende a un valor de saturacion. Imagen tomada de la referencia [3].

Para determinar la presién dentro del silo Janssen se vio en la necesidad de es-
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tablecer una nueva expresion distinta a la de un liquido, puesto que la interaccién disipativa
entre los granos influye de manera importante en la transmisiéon de la presion. Con esto en

cuenta se postula la ecuacion

3
s 4K Z
p=27 (1 — S ) 2.15
s (215)
donde s corresponde a la parte lateral del contenedor que confina al material granular y
v es el peso especifico del mismo, mientras que K = prf, con p = presion vertical de los

granos, ps = presion horizontal de los granos y f = coeficiente de fricciéon entre los granos
y las paredes del contenedor. Note que ésta relaciéon presenta una dependencia particular
con la altura de la columna del grano contenido xz. La eq. (2.15) nos dice que, conforme
aumenta la altura de la columna granular la presion en el fondo incrementa hasta llegar a
un punto de saturacién. Tal comportamiento lo podemos apreciar en la figura 2.8 donde
los puntos corresponden a los experimentos realizados por Janssen y la linea continua al
comportamiento predicho de la ecuacién anterior.

En la descarga de silos se observa justamente una manifestaciéon del efecto Janssen.
El material granular contenido en el silo ejerce una fuerza hacia las paredes del contenedor,
mientras que las paredes responden en consecuencia de esta accién creando una red de
esfuerzos que sostienen de manera parcial el peso de la columna granular, provocando que,
cuando descargamos el material, el flujo de descarga sea constante debido a que gran cantidad

de la fuerza ejercida por la columna granular es distribuida hacia las paredes.

2.2.3 Descarga a través de un orificio: Ley de Beverloo

El estudio de la descarga de silos ha sido un tema de interés desde hace ya mucho
tiempo. De entre los primeros trabajos en este ambito, podemos resaltar los de R. Fowler y
Glastonbury [29], quienes presentaron resultados experimentales sobre la descarga de silos
y una revisiéon detallada sobre el tema, ademés de proponer una expresiéon para el caudal de
descarga de silos. Se encontrd que algunos de los posibles factores que podrian influir en el
flujo de so6lidos granulares secos, eran, el didmetro del orificio, el didmetro del contenedor,
el didmetro de las particulas, la densidad efectiva del medio granular y la forma del orificio.

No fue sino hasta 1960, sin embargo, que W.A. Beverloo, H.A. Leniger y J. Van De
Velde 9], efectuarian una nueva serie de experimentos sistematicos, y los compararian con
los trabajos de Fowler y Glastonbury, buscando proponer una nueva expresion generalizada

para el flujo de descarga de un material granular en un silo cilindrico.
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En sus experimentos, observaron que el diametro del cilindro no tiene ninguna
influencia en el flujo de descarga, siempre y cuando las dimensiones del silo son lo suficien-
temente grande en comparaciéon con el tamano del orificio de descarga. Ademas, debido a
que utilizaron orificios con distinta geometria, se dieron cuenta que éste parametro tampoco
era un factor que influyera crucialmente en la descarga del material. Una larga serie de
mediciones y analisis de datos los llevo a proponer y verificar una nueva expresion para el
caudal de descarga ) = AM (t)/At (masa por unidad de tiempo), que s6lo depende del

tamano del orificio de descarga y el tamano promedio del grano, a saber

Qg = cp\/g(D — kd)*?, (2.16)
donde D es el tamano del orificio, d el tamafnio promedio de las particulas granulares uti-
lizadas, ¢ y k constantes de proporcionalidad, p la densidad de bulto y g el valor de la

gravedad . Esta expresion es conocida como la Ley (o correlaciéon) de Beverloo [9].

(a) 250 T T T T T

h (mm)

10.35 mm

t(s)

Figura 2.9: Cambio de la altura h(t) de perlas de vidrio como funcién del tiempo, durante
un proceso de descarga a través de un agujero en el fondo con tamato variable (2.7mm —
10.35mm). Note que, independientemente del tamatnio de la apertura, el perfil lineal de
descarga es el miso, sin embargo, al incrementar el valor del didAmetro del orificio, el tiempo
de descarga disminuye, ilustrando asi la validez de la correlacién de Beverloo. Imagen

tomada de la referencia [30].

En esta relaciéon empirica, no existe una dependencia con la altura de la columna
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de material almacenado, y sblo presenta una dependencia en el tamano del grano d y el
tamano del orificio de descarga D. En otras palabras, a diferencia de un liquido, el flujo de
un material granular es constante e independiente de la altura de la columna del material
restante en el contenedor. Si graficamos el cambio de la altura en el tiempo tendremos un
comportamiento lineal tal y como se ilustra en la figura 2.9. Vemos cémo al incrementar el
tamarnio del orificio utilizado, el tiempo total de descarga se reduce, sin embargo, se registra
un perfil de descarga lineal para todos los valores de D.

En la literatura existen gran cantidad de trabajos numeéricos y experimentales
donde logran describir en buena manera la razén de flujo de descarga mediante la ecuacién
(2.16). En las condiciones donde las dimensiones del silo son lo suficientemente grandes
para no afectar la descarga, se ha comprobado que la relacién de Beverloo funciona en
buena manera, sin embargo cuando el tamafno del orificio de descarga es muy pequeno,
se han encontrado en la necesidad de introducir un parametro de ajuste para lograr que la
relaciéon de Beverloo logre reproducir los resultados experimentales. A raiz de este problema,
C. Mankoc et.al. [11] proponen una nueva expresion determinada de manera empirica para

la raz6n de flujo de descarga
1
W =C\/gp[l — 56*"@*@](0 — d)nt1/2, (2.17)

donde, C' y b son constantes de ajuste, g es la gravedad, D y d corresponden al tamano
del orificio y de grano respectivamente, p es la densidad de bulto y n estd asociado con
la dimension del sistema. Con este nuevo modelo logran disminuir la disparidad entre la
parte numérica y los resultados experimentales para tamafos de orificio pequefio. Una
importante diferencia con el expresion de Beverloo (2.16) es que, la razén de flujo se anula
justo cuando el tamaio del orificio de descarga iguala al tamafio de la particula. Sin embargo,
se sigue manteniendo la dependencia con el tamafio de grano d utilizado durante el proceso
de descarga y el tamano de la apertura D.

Por otra parte, cuando el tamano de la apertura es muy grande comparado con el
tamano del las particulas, el flujo de descarga es interrumpido debido a que justo en la parte
superior de la apertura se crean estructuras lo suficientemente estables que interrumpen el
paso de las particulas provocando un atascamiento en el silo. Estas estructuras son conocidas
como arcos. Los arcos son configuraciones que se presentan en los medios granulares, los
cuales son responsables de que el estrés entre las particulas se propague de manera no

uniforme [31]. Este tipo de estructuras son consideradas altamente estables, sin embargo,
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cuando una de las particulas que constituye el arco es removida, éste colapsa debido al
efecto de la gravedad y el flujo de descarga se reanuda. Sin embargo, estudios estadisticos
indican que, cuando la razéon entre el tamano de la apertura y el tamano de las particulas
aumenta, es decir D/d es grande, la probabilidad de formacion de arcos que obstruyan el
flujo disminuye [10].

El efecto de atascamiento ha sido un gran problema para la descarga de silos,
por esta razén se ha optado por buscar alternativas que proporcionen un arreglo a este
conflicto. Una de estas soluciones es someter el sistema a vibraciones [32|, facilitando con
esto el movimiento de las particulas durante la descarga. Sin embargo, a pesar de esta
alteracion, el problema de formacién de arcos persiste, pero de manera menos recurrente.
Otra alternativa que se ha planteado para la soluciéon de éste problema es, el introducir
un obstaculo justo en la parte superior de la apertura, ya que estudios experimentales han
registrado un incremento en el flujo de descarga [33], sin embargo, la posicion del obstaculo
es crucial, ya que si no es colocado en el punto correcto se obstruye el paso del material
a través de la apertura, y con esto alentando en gran medida el proceso de descarga. Al
hacer esto, se tiene una menor probabilidad de atascamiento debido a una reduccién de la
presion en la regién donde se forman los arcos. Aunque aiin no se ha logrado resolver por
completo el problema de atascamiento, se ha reducido en buena manera la probabilidad de
que ocurra.

Como se discutié en la seccion 2.1.3, para un fluido newtoniano contenido en un
recipiente, la velocidad de descarga través de un orificio en el fondo presenta una dependencia
con la altura de la columna del liquido h, tal y como lo predice la ecuacién de Torricelli.
Por otra parte, el efecto Janssen se considera el responsable de que el flujo de descarga de
grano seco a través de un orificio en el fondo no presente una dependencia con altura de la
columna del material como el caso hidrostatico, sino que sea constante tal y como lo indica
la ecuacion de Beverloo.

A pesar de las diferencias entre el flujo de liquidos y granos, existe un enfoque
para modelar la descarga de un silo como un fluido plastico continuo [34|. Haciendo esto,
se demostré que para valores bajos del coeficiente de friccién se obtiene un comportamiento
similar al de un fluido, donde toma importancia la altura de la columna del fluido durante el
proceso de descarga. En contraste con esto, para valores grandes del coeficiente de friccion,
se obtiene un comportamiento similar al de la descarga de grano, donde la razén de flujo es

constante durante la descarga.
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Para demostrar lo anterior, L. Staron et. al. realizaron simulaciones de dos fluidos
con caracteristicas y propiedades diferentes, los cuales, se encontraban confinados en un
silo bidimensional. Un primer fluido de alta densidad y caracterizado por un coeficiente de
friccién interna, fue asociado al medio granular, mientras que un segundo fluido con densidad
y viscosidad baja representaba el espacio intersticial. Con estas simulaciones, dedujeron que,
la principal diferencia entre la descarga de un fluido y la descarga de un material granular

se encuentra en el valor del coeficiente de friccion [34].

2.3 Descarga de la mezcla de grano y agua a través de un

orificio.

Hasta ahora, hemos discutido cémo describir el proceso de descarga de materia
granular seca de un silo a través de un orificio en el fondo. Vimos que el flujo de descarga no
depende de la altura de la columna granular, y éste puede ser descrito usando la ecuaciéon
de Beverloo (2.16). Por otro lado, para el caso de un fluido no compresible y no viscoso,
la velocidad de descarga presenta una dependencia con la altura de la columna del fluido
contenido en el silo, tal como lo describe la ecuacion de Torricelli (2.11). Cabe entonces
preguntarse ;jqué pasa si descargamos éstos dos materiales (granos y liquido) de manera

simultanea?

2.3.1 Descarga de silos sumergidos

Una propuesta para estudiar la descarga de un silo con grano donde el medio
intersticial esta cubierto por agua es la planteada por T. Wilson et. al. En 2014, estudiaron
la descarga de perlas de vidrio de un silo completamente sumergido en agua [13]. Utilizaron
silos cilindricos transparentes tapados de la parte superior y con un fondo reemplazable,
de tal manera que les permitia variar el tamano del orificio de descara. La parte superior
del silo contaba con una apertura de tal manera que el agua pudiera remplazar el volumen
de granos perdidos durante la descarga. Todas sus mediciones fueron realizadas con el
sistema completamente sumergido en agua en un acuario de gran tamano. Encontraron una
inesperada dependencia del flujo de descarga con la altura de la columna del material, en
contraste con la descarga de grano seco que sblo depende del tamaifio del grano y del tamano

de la apertura del orificio.
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Para tratar de describir este hecho, los autores propusieron un modelo basado en
una modificacién a la ecuacién de Beverloo, de tal manera que lograra tomar en cuenta
el medio intersticial en el cual se realiza la descarga [13]. Dicha modificacién consiste en
reemplazar el término de la gravedad g en la ecuacion 2.16 por la velocidad terminal de

caida de un solo grano en agua, v, dando como resultado
Wo = cpvi(D — kd)?. (2.18)

Con esta modificaciéon a la ecuacién de Beverloo, lograron describir satisfactoriamente la
descarga de una mezcla de granos y agua en un silo sumergido, para distintos tamanos de

granos y dos medidas diferentes de orificios de descarga. Esto se ilustra en la figura 2.10.
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Figura 2.10: Razén de descarga de masa vs funciéon del tamano del orificio D en un silo
sumergido. Los diferentes simbolos se asocian con el tamano de grano utilizado en cada
descarga, mientras que las lineas punteadas y continuas pertenecen al modelo sugerido.

Imagen tomada de la referencia [13].

Para tratar de explicar qué es lo que pasa en este tipo de sistemas, se han reali-
zado estudios tanto experimentales como numéricos para la descarga de silos completamente
sumergidos en agua [16]. Cuando se descargan granos en el aire, no es necesario tomar en
cuenta el espacio intersticial debido a que la densidad y viscosidad del aire se consideran
despreciables. Sin embargo, cuando esta misma descarga es realizada en un sistema com-
pletamente inmerso en agua, se ve la necesidad de tomar en cuenta la interaccién entre el
liquido y los granos. Para esto, se propone un modelo en el cual se considera la parte liquida

como un continuo, utilizando el método de Dinamica de Fluido Computacional [35]. Por
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otra parte, para describir el medio granular, se aplica el Método de Elemento Discreto [36]
donde, éste se considera como un conjunto de particulas discretas. Empleando este modelo
lograron aproximar las simulaciones de una manera precisa a sus experimentos, mediante,
el ajuste del factor de friccion de contacto particula-particula, tanto para el caso seco como
el sumergido. En el sistema sumergido se requiri6 un menor valor de este factor que en
la descarga en aire, lo cual nos indica que, cuando los granos se encuentran sumergidos en
agua, la fuerza de friccion entre las particulas disminuye en comparacién con el caso seco,
favoreciendo la movilidad de las particulas durante la descarga [16].

Ademés, al analizar el comportamiento del flujo de descarga, observaron algo im-
previsto para el caso sumergido. Como era de esperarse, para la descarga de grano seco
el flujo de descarga es constante en todo momento, como lo apreciamos en la figura 2.11.
Sin embargo, al analizar el caso sumergido, obtuvieron un comportamiento similar al antes
mencionado, pero en la parte final de la descarga observaron un incremento inesperado del
flujo (ver figura 2.11), no obstante, se percataron que este incremento podia ser eliminado

controlando el flujo del liquido que pasa a través del medio granular.
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Figura 2.11: Flujo de descarga vs altura restante de granos en el silo para distintas condi-
ciones. Apreciamos como el flujo de descarga es constante, sin embargo, al final de la misma

se registra un incremento en tal magnitud. Imagen tomada de la referencia [17].

2.3.2 Descarga simultanea de liquido y grano

De entre los diferentes estudios de descargas de material granular mojado, nos

permitimos referirnos al de A. M. Cervantes-Alvarez et. al. quienes consideraron la descarga
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de silo de una mezcla de granos y agua a través de un orificio en el fondo [14]. Empleando
un sensor de fuerza, lograron registrar el cambio de la masa en el intervalo de tiempo de la
descarga (ver figura 2.12). Asi mismo, efectuaron grabaciones del cambio de la altura de las
columnas de grano y agua con ayuda de una cdmara de alta velocidad, con la finalidad de
estudiar su comportamiento. En ese trabajo proponen un modelo empirico para describir la

descarga de grano y agua.

(H) Force sensor %

A

. ) h, =52cm AH
amera. s,
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J 5-;;' 1"4

Figura 2.12: Silo cilindrico de area transversal S; con abertura circular en el fondo de area

S lleno con granos y agua. Imagen tomada de la referencia [14].

En el trabajo de A. M. Cervantes-Alvarez et. al. replicaron los perfiles de descarga
de agua, grano seco y una mezcla de ambos a través de un orificio (ver figura 2.13). Ademés,
demostraron que la descarga de grano seco es lineal en todo momento, como también, pro-
baron la no linealidad de la descarga de agua debido a la dependencia con la altura de la
columna. Sin embargo, para la descarga de la mezcla, se registraron dos regiones: una lineal,
correspondiente a la descarga de la mezcla, y otra no lineal asociada a la descarga de agua.
Ademas, observaron que el tiempo de descarga de la mezcla es menor al tiempo del grano
seco pero mayor al tiempo de descarga de agua.

Analizando la parte de las grabaciones, lograron determinar la relaciéon entre la
columna del medio granular hs; y la columna de agua h; durante el proceso de descarga.
Esto lo muestran en la figura 2.14a, donde presentan AH = h; — hg en funcién de hs. Se

ilustra un comportamiento lineal para todos los valores de D y d, sin embargo la pendiente
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Figura 2.13: Perfiles de descarga de grano seco (linea azul), agua (linea roja) y una mezcla de
grano y agua (linea negra). La descarga de grano seco es lineal, mientras que el caso de agua
presenta una dependencia con la altura de la columna. Por otra parte, la descarga de grano
y agua, presenta una parte inicial lineal asociada a la mezcla, y una segunda regién no lineal
relacionada a la descarga de agua. El tiempo de descarga de la mezcla es mayor a la descarga

de agua pero menor a la descarga de grano seco. Imagen tomada de la referencia [14].

de cada una de éstas rectas sugiere un cierto patrén en su valor. Por ello, realizaron un
ajuste lineal a cada una de las rectas y su pendiente se presenta en funcion de d/D (ver
figura (2.14)b). Nuevamente obtuvieron una relacion lineal, por lo que procedieron a un
ajuste adicional de la forma AH = a+ bh, donde b es la pendiente y a la interseccion con el
eje. Encontraron que b = (5.9 £0.2)d/D y a = 26 — 153.4d/D(cm). Finalmente, igualando

ambas expresiones para AH lograron deducir que

hy — hg = a + bhs. (2.19)

Puesto que ambas columnas cambian en el tiempo, consideran v; = % y vs = dczs como
la velocidad a la cual se descarga el agua y el grano respectivamente. Calculan la primera

derivada temporal de la ecuacién anterior y obtienen la expresion

d
v (1— 65)1)3. (2.20)

Establecen los parametros con base en la figura 2.12, donde S es el area transversal

del cilindro y v; corresponde a la velocidad del liquido que pasa a través de la misma;
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Figura 2.14: (a)Diferencia entre las alturas de las columnas de grano y agua AH en funcion
de hg para distintos valores de D y d. (b)Pendientes b de los ajustes lineales efectuados en

la grafica (a). Imagen tomada de la referencia [14].

Sy = CynD?/4 indica el area efectiva del orificio, donde Cy es el coeficiente de descarga el
cual depende de la forma de la apertura y, vs se asocia con la velocidad a la cual se descarga
el liquido. Basados en este sistema y los parametros mencionados, establecen un modelo
para la descarga de liquido utilizando la ecuacién de continuidad Siv; = Seve y combinado
con la ecuacion de Bernoulli pjgh; = % p1(v3 — v}). Integran hy(t) y obtienen una expresion
para la descarga de agua:
2
M, = pSy (M - %SQ 5122_gsgt> . (2.21)
donde, p; es la densidad dela agua, S; el area transversal del contenedor, So el area del
orificio de salida, hjg es la altura inicial del liquido, g la gravedad y t la variable temporal.
Por otra parte, para modelar la descarga de la mezcla de grano y agua consideran al
medio granular como un medio poroso. La ley de Darcy [37] relaciona el flujo volumétrico @,
con la caida de presion AP existente entre los extremos del medio poroso, la permeabilidad
k, la viscosidad del fluido u, el drea del medio poroso S1 y con el espesor de la capa porosa

hs de la forma:

Q. = iil AP, (2.22)

La ley de Darcy es una relacién empirica que describe el flujo a través de medios

porosos estaticos. Sin embargo, el hecho de considerar que el medio granular asume el rol
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del medio poroso, es necesario considerar que cambia su volumen durante el proceso de
descarga, es decir, un medio poroso dindmico. Al tomar en cuenta lo anterior, y ademaés,

asumiendo que v = @, /S logran establecer la relacion

AP = %hs(t)v. (2.23)

La permeabilidad k, corresponde a la capacidad del medio poroso de permitir que
cualquier fluido pase a través de él sin que se perturbe. Este término lo obtienen con la
ecuacion de Kozeny-Carman k =~ d?e3/180(1 — ¢€)2. La permeabilidad depende del didmetro
de las particulas que forman el medio d y de la porosidad €; este tltimo término esté
relacionado con el factor de empaquetamiento ¢ de la forma ¢ =1 — ¢. Por lo tanto logran
establecer la diferencia de presién como

a1 —€)?
AP = 1805

hs(t)v. (2.24)

Aplican el principio de Bernoulli al liquido que fluye a través del medio poroso
moviéndose con velocidad v; a través del drea S7 y con una velocidad vy a través de la
apertura, entonces

1
pighy — AP = §Pl(vg —}). (2.25)

El primer término de la ecuacién representa la presion hidrostatica, donde aparece la densi-
dad del liquido py, la gravedad ¢ y la altura de la columna del liquido h;. El segundo término
corresponde a la diferencia de presiéon generada por la resistencia hidrodindmica. Ademés,
el término de la derecha indica el cambio en la presion cinética del sistema donde v; corres-
ponde a la velocidad del liquido, vo a la velocidad a través del drea S y p; a la densidad del
liquido. Finalmente, se incluyen la expresion (2.24) tomando en cuenta la velocidad relativa
entre la velocidad del liquido y el grano, y con esto obtienen:

1—¢)? 1
pghy — 180%@(1}1 — ) = —pi(v3 —v}). (2.26)

d?e 2

Efectiian una consideracion en la ecuacién de continuidad Sivq; = €Savo, donde
anaden el término ¢, el cual toma en cuenta sélo el espacio disponible en el orificio de salida
debido a la porosidad generada por el medio granular, y ademaés, retoman la ecuacién 2.20

que relaciona v; v vs. Tomando en cuenta estas dos expresiones, logran resolver la ecuaciéon

diferencial 2.26 de manera numérica para va(h;) y asi, determinan la ecuacién

MThs(t)] = Sihs()[(ps — p1)¢ + p1(1 + b)] + p1Sa, (2.27)
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donde h4(t) la altura de la columna granular dependiente del tiempo, S es el area transversal
del contenedor, ps v p; la densidad del grano y del agua respectivamente, ¢ es el factor
de empaquetamiento y, b ~ 6% y @ = hjg — (1 + b)hsp donde se encuentran incluidas la
dependencias en el tamano del grano y la apertura, y las condiciones iniciales del sistema.
Con ésta solucion describen el cambio de la masa de una mezcla de grano y agua durante el

proceso de descarga
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Figura 2.15: M vs t para distintos tamafios de grano d y distintos tamafios de orificios
de descarga D. Los puntos corresponden a la parte experimental, mientras que las lineas

punteadas corresponden al modelo tedrico. Imagen tomada de la referencia [14].

Sin embargo, recordemos que las curvas experimentales registran dos compor-
tamientos caracteristicos (ver figura 2.15), una primera region correspondiente a la descarga
de la mezcla de grano y agua, y una una final, asociada con la descarga de agua. Por lo
tanto, la primera parte la describen con la solucién del modelo, es decir la ecuacion 2.27,
mientras que para la tltima seccién utilizan la ecuacién 2.21, que corresponde a la descarga

hidrostatica.

Con el modelo propuesto en éste trabajo logran describir de manera eficiente la
descarga de la mezcla de liquido y agua a través de un orificio en el fondo tal y como se
aprecia en la figura 2.15. En ésta, hacen la comparacion del modelo con la parte experimental
para distintos valores de D y d, en donde, podemos apreciar la eficiencia del modelo en todos

los rangos establecidos.
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2.4 Descarga de un silo a través de multiples orificios.

Con lo visto anteriormente nos hemos dado cuenta que la descarga de silos con
materiales monofasicos (liquido o grano seco) ha sido estudiada ampliamente, y mas recien-
temente se han utilizado materiales bifasicos, pero todos estos trabajos han sido enfocados
en la descarga a través de un solo orificio. Pero ahora, jqué pasa si la descarga de granos se
realiza a través de dos orificios? Recientes estudios han encontrado que el flujo de descarga
es dos veces el de uno solo [38]. Ademaés, observan un cambio en el comportamiento del

flujo cuando la distancia de separacién de las aperturas es variada. En su trabajo de 2016
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Figura 2.16: Raz6én de flujo para distintos valores de L y Dy. Para valores de L grandes
observamos que el flujo es constante, pero cuando L < 20d se manifiesta un incremento
en en dicho valor, esto es, para distancias pequeinias de separaciéon un orificios comienza a
tener influencia sobre el otro durante la descarga haciendo que ésta sea mas rapida. Imagen

tomada de la referencia [39].

Zhang, X. et al. estudian de manera numeérica la descarga de un silo cuasi-bidimensional
a través de dos orificios en el fondo de tamano Dy y separados una distancia L [39]. Ahi
determinaron que, para valores grandes de L la descarga a través de éstos es independiente,
es decir que no generan ninguna influencia el uno sobre el otro, ademas, el flujo de descarga
fue siempre el mismo. En cambio, para valores pequenos de L los dos orificios comenzaron a
influir entre si al momento de la descarga. En particular, encontraron que esto ocurre para

valores menores a L = 20d, donde d corresponde al tamano del grano utilizado. Esto lo
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podemos observar en la figura 2.16, donde, para distancias menores a este valor observaron

un aumento en el flujo de descarga para distintos tamanos de apertura.

La razon de flujo depende de la velocidad de las particulas y de la fracciéon de
volumen sobre la salida. Al estimar los perfiles de velocidades verticales y fracciones de
volumen encontraron que, las velocidades sobre la salida decrecen al incrementar el valor
de L. Pero, cuando L es pequena se genera una zona de interacciéon sobre los dos orificios
donde las particulas son aceleradas y la interacciéon entre estas es mas débil, manifestando

un aumento en el flujo de descarga (figura 2.17).
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Figura 2.17: Magnitud del vector de velocidad media para la descarga de un silo, donde L

lul (ms™1)

corresponde a la distancia de separacion entre las dos aperturas [38]. Cuando el valor de L
se vuelve muy pequeno se replica el perfil de velocidad de descarga de un solo orificio pero

de mayor magnitud a las dos aperturas iniciales. Imagen tomada de la referencia [38].

El hecho de que se observe un incremento del flujo para distancias de separacién
muy pequenas entre las aperturas nos podria indicar que ocurre algiin cambio entre las
interacciones de las particulas. Como ya hemos visto, las particulas interaccionan por medio
de la friccién dando lugar a la formacion de cadenas y arcos de fuerza, los cuales son los
responsables del atascamiento de los silos al momento de la descarga a través de un orificio.
Somnath Mondal. at. [40| realizaron simulaciones para estudiar la formacion de arcos de
fuerza en un silo de dos aperturas con diferente distancia de separacion entre si. Encontraron

que, cuando los orificios se encuentran muy separados, se tiene una gran probabilidad de
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formacion de arcos de fuerza altamente estables tal y como ocurre en el caso de descarga por
una sola apertura. Sin embargo, cuando esta distancia es muy pequeia, se generan arcos
de fuerza mas inestables y por periodos de tiempo cortos haciendo que la probabilidad de
atascamiento del silo sea pequeinia. Esta inestabilidad en los arcos de fuerza a distancias de

separacion pequenas facilita el flujo del material a través de las aperturas.



Capitulo 3
Objetivos

Objetivo general

Estudiar la descarga simultanea de una mezcla de grano y agua contenidas en
un silo de forma cilindrica, buscando observar el efecto que produce el nimero de orificios

empleados durante el proceso de descarga descarga.

Objetivos particulares

e Analizar la relacién que existe entre el flujo y el tiempo total de descarga para distinto

nimero de orificios.
e Estudiar la relacion entre el flujo y el niimero de orificios utilizados en la descarga.
e Establecer las condiciones necesarias de optimizaciéon para la descarga de un silo.

e Estudiar el efecto del tamafio de grano en la descarga de un silo con méas de un orificio.

Hipoétesis:

La hipotesis sobre la que enfocamos nuestra investigacion y que trataremos de
demostrar en esta tesis es la siguiente:

El flujo simultdneo de liquido y granos disminuye al aumentar el nimero de orifi-
cios, y el efecto se ve incrementado para granos mds pequenos porque la mezcla adopta un
comportamiento de fluido no-Newtoniano tipo shear-thickening. Esto se debe probablemente
a que la viscosidad efectiva de la mezcla se incrementa cuando la razén de deformacion del

medio aumenta.

31
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Aunque la viscosidad de la mezcla no serd determinada experimentalmente, esta
se determinard de un modelo matemdtico que serd desarrollado para describir la descarga.
Dicho modelo considerard la Ley de Darcy para medios porosos para determinar la caida de
presion a través del lecho granular considerando la permeablilidad dada por la ecuacion de
Kozeny-Carman, la ecuacion de Bernoulli para fluidos incompresibles y la conservacion de

la masa.



Capitulo 4

Desarrollo experimental: Descarga
simultanea de liquido y granos a

través de varios orificios

En este capitulo, presentamos nuestro estudio sobre la descarga de una mezcla de
material granular y agua a través de multiples orificios en el fondo de un silo cilindrico.
Por claridad, discutimos primero la descarga de materiales monofasicos (i.e., liquido puro
y granos secos) y, posteriormente, consideramos la descarga de una mezcla bifasica (fase
liquida y fase granular) y analizamos los casos N = 1 hasta N = 4, en donde N indica el
ntmero de orificios utilizados para la descarga. Examinamos el efecto que tiene el ntimero
de orificios sobre la razon de flujo, tanto para la descarga de un material monofasico como
para un bifasico. Finalmente, adaptamos un modelo simple para la descarga de la mezcla,
que considera al medio granular como un medio poroso dindmico, y es capaz de describir
cualitativa y semicuantitativamente los resultados experimentales obtenidos para multiples

orificios.

4.1 Diseno experimental

Nuestro sistema experimental consiste en un contenedor cilindrico transparente,
con un didmetro interior de 4.4 cm y 42 cm de largo. En la parte inferior de nuestro silo se

coloco una tapa cilindrica de PVC, sobre la cual trazamos un cuadrado concéntrico de 1.4 +

33
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Figura 4.1: (a) Diagrama del disenio experimental: contenedor cilindrico de 4.4 cm de
didmetro y 42 cm de alto, con cuatro orificios idénticos en el fondo de didmetro D, el cual, se
encuentra suspendido verticalmente de un sensor de fuerza que determina W vs t. Adicional
a esto, una camara de alta velocidad filma el proceso de descarga. hjg = 40cm y hgg = 20cm
corresponden a las alturas iniciales de las columnas de agua y grano respectivamente. (b)

Fotografia del montaje experimental real.

0.1c¢m de lado, en cuyos vértices se perforaron cuatro orificios circulares idénticos de diametro
D = 0.5 £ 0.1cm. Inicialmente, los orificios fueron bloqueados con cinta para poliducto, y
removidos después uno por uno para analizar la descarga paralos casos N = 1,2,3 y 4. Elsilo
fue llenado primero con agua desionizada a temperatura ambiente hasta alcanzar una altura
de 20 cm y, posteriormente, se agregaron 500 g de masa de material granular (perlas de vidrio
de didametro d). Posteriormente, procedimos a agregar agua hasta alcanzar una altura hjy =
40cm. En todos los casos, permitimos al sistema sedimentar durante un tiempo de 2 minutos
antes de la apertura de orificios. Por razones que seran discutidas a continuacion, el material
granular fue tamizado previamente, para obtener muestras con tamanos caracteristicos de
grano en los rangos d (en pum) = 50 — 150,150 — 250,250 — 300, 300 — 420,420 — 500 y
500 — 600. El proceso de descarga fue analizado suspendiendo el silo en un sensor de fuerza
Mark-10 DFG-355 de manera vertical (ver figura 4.1), permitiendo monitorear el peso del

sistema W (t) como funcion del tiempo. Los datos fueron recolectados a una frecuencia de 5
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Hz , con una precision de £0.01 N. Un procedimiento similar fue empleado para el caso de
descargas monofésicas.

Para estudiar la influencia del didmetro de los agujeros en el proceso de descarga,
efectuamos experimentos adicionales. En ellos, utilizamos una mezcla compuesta por agua
desionizada y granos de d = 150—250um, considerando tnicamente dos orificios y variando el
tamafio D en el rango D =2.78, 3.1, 4.3, 5.4, 6.3, 7.94 v 8.94 +0.1mm. Estos se encontraban
en la misma posicion que dos de los orificios opuestos por el vértice del cuadro trazado en

los primeros experimentos.

4.2 Resultados

En la figura 4.2 se muestran los perfiles espacio-temporales formados a partir de
concatenar una linea vertical de un pixel de ancho de manera consecutiva, obtenidos de las
filmaciones de la descarga. Esta técnica nos permite visualizar graficamente la evolucién
temporal del nivel de cada material, méas adelante realizaremos un analisis numérico. En
todas las imagenes utilizamos el mismo tamafno de orificio de descarga de D =~ 5.2mm.
Definimos ¢y como el tiempo total de descarga a través de un solo orificio (linea punteada
verde) y lo tomamos como referencia para compararlo con el tiempo de descarga a través de
dos (linea punteada azul) y cuatro (linea punteada roja) orificios.

Para el caso de grano seco (Fig. 4.2a) observamos que, conforme avanzamos en la
linea temporal, la altura de la columna de grano seco (zona negra) disminuye de manera
lineal independientemente del ntiimero de orificios que se utilicen al momento de la descarga,
lo cual significa que la razén de flujo de descarga es constante. Siendo esta una representacion
grafica de la ley de Beverloo (2.16). Al descargar la misma cantidad de grano seco pero a
través de dos orificios simultaneamente, el tiempo de descarga es de ty/2, es decir, el flujo
de descarga es el doble que el caso de un orifico. Si efectuamos el mismo proceso pero ahora
a través de cuatro orificios, encontramos que el tiempo se reduce cuatro veces to/4, por lo
tanto, nos indica que el flujo es cuatro veces mayor que el flujo a través de un solo orificio.
Analizando los tres casos anteriores podemos percibir una clara linealidad entre el flujo y el
nimero de orificios utilizados para la descarga de grano seco.

Para el caso de la descarga de agua (Fig. 4.2b) tenemos un perfil de descarga no
lineal, siendo esta una clara manifestaciéon de la dependencia en la altura de la columna

de agua al momento de la descarga, tal y como lo predice la ecuacién de Torricelli 2.12.
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Figura 4.2: Diagramas espacio-temporales para la descarga a través de N =1, 2 y 4 de (a)
grano seco, (b) agua y (c¢) una mezcla de ambos materiales. En estos tres casos, en la parte
inferior se ilustra una divisiéon equitativa de tg, el cual, representa el tiempo de descarga a

través de un solo orificio.

Observamos en esta figura, que al igual que el caso antes mencionado, el tiempo de descarga
se reduce de manera proporcional al niimero de orificios abiertos durante la descarga. Por
lo tanto, podemos decir que, para un material monofasico (agua 6 grano seco) la razoén de
flujo de descarga es aditiva, esto es, Qn = NQo, donde Qg corresponde a la razén de flujo
de descarga para N = 1.

En la Fig. 4.2c observamos la descarga de un material bifasico (grano y agua)
(4.2¢). En estos perfiles de descarga, distinguimos claramente dos lineas que van cambiando
a lo largo del tiempo; la linea superior corresponde a la altura de la columna de agua,
mientras que la parte més oscura describe el descenso de la columna de grano en el inter-
valo de tiempo. En ambas curvas podemos apreciar dos regiones diferentes: en la parte
inicial un comportamiento aproximadamente lineal (descarga bifasica) y, después de este un
comportamiento hidrostatico (descarga monofésica). Si tomamos en cuenta solo la descarga
bifasica, podemos apreciar que el tiempo de descarga para dos orificios es aproximadamente

%to y para la descarga de cuatro orificios es mayor a %to. Esto es contra intuitivo, puesto
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que uno esperaria un comportamiento lineal tal y como lo vimos en el caso monofésico, sin

embargo, observamos que Qn < NQo a pesar de utilizar orificios idénticos.

Otra manera de revisar este fenémeno con mas detalle es utilizando los datos
obtenidos por el sensor de fuerza. En la figura 4.3 se muestran el cambio de la masa
normalizada al valor inicial de la misma, en el intervalo de tiempo correspondiente para la
descarga de materiales monofésicos (a) grano o (b) agua, y bifasico (¢) grano y agua. En
primera instancia observamos que todas la curvas comienzan en M /My = 1y van decreciendo
hasta llegar a cero indicando que el silo estd completamente vacio. Ademas, los tiempos de
descarga para los tres materiales son distintos, con N = 1, el grano seco es el que tarda
mayor tiempo con t = 78 s. Por otra parte, el que tarda menor tiempo es el agua con un
valor de t = 22 s. Sin embargo, si en la descarga de la mezcla consideramos solo la parte
bifasica, tenemos un tiempo de t = 44 s. El tiempo de descarga de una mezcla de grano y

agua es menor que el tiempo de descarga de grano seco pero mayor al tiempo de descarga

de agua.

10 (a) Agua (b) Grano seco (c) Mezcla

R N d=50-150 pum d=50-150 pm
0.8{\\ —1 ] ]
\ 2
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Figura 4.3: M /My vs t para diferentes valores de N para la descarga de agua (a), grano
seco (b) y una mezcla de grano y agua (c). Se utiliz6 el tamano de orificio de D ~ 5.2mm
y, el grano utilizado en estos experimentos es de 50 — 150um. En (a) se manifiesta la
dependencia en la altura de la columna de agua durante la descarga al registrar un perfil no
lineal que puede ser descrito por la ecuacion (4.1)(linea punteada gris) , mientras que en (b)
observamos un perfil de descarga lineal. En (b) se presentan dos regiones: una lineal inicial

asociada a una descarga bifasica, y una segunda no lineal correspondiente a una monofésica

(agua).
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Ahora bien, analicemos como es el tiempo de descarga cambiando el valor de N.
Cuando realizamos la descarga de agua (Fig. 4.3a) registramos unos tiempos de t; ~ 22
S, to ~ 11 8, t3 ~ 7Tsyty ~ 55 s para N = 1,2,3 y 4 respectivamente. Note que, el
tiempo total de descarga depende del ntimero de orificios utilizados N y siguen la relaciéon
ty ~ t1/N, donde t; es el tiempo para un solo orificio. La descarga de agua puede ser
descrita considerando Eq. (2.13) para calcular la masa de liquido restante en el silo como
funcién del tiempo:

2

1/2
Acss 29
My(t) = pAihy(t) = pAy | h? — < ) ¢l (4.1)
0 2\ A7 - A%,

donde, p; corresponde a la densidad del agua, hg es la altura inicial de la columna, A; el
area transversal del cilindro y Acpr = CgN WDT2 es el area efectiva considerando NN orificios
utilizados en la descarga. Obtuvimos un valor razonable del coeficiente de descarga Cy = 0.8
ajustando a la curva experimental para el caso N = 1, y este mismo valor fue utilizado para
N = 2,3,4. El coeficiente de descarga depende de la forma del orificio, en el caso ideal donde
su forma es perfecta Cy = 1, pero para casos reales el valor de éste coeficiente es menor, y
el que nosotros registramos es razonable para el tipo de aperturas que utilizamos, basados
en los valores que tipicamente se utilizan en ingenieria [41]. En la figura (4.3a) (agua), se
aprecia como la solucién numérica (linea discontinua) se sobrepone a la curva experimental
(linea continua), confirmando con esto que la propiedad aditiva del flujo puede ser usada
para modelar adecuadamente la descarga.

Para el caso de la descarga de grano seco (4.3b), en primera instancia notamos
que el proceso de descarga es lineal para todos los valores de N. Estas rectas pueden ser
descritas por la expresion M /My =1 — Qt donde @ es el flujo de descarga. Podemos notar
que t1 ~ 80s, to ~ 40s, t3 ~ 28s y t4 ~ 20s. Nuevamente podemos apreciar que ty = t1/N.
Al igual que el caso del agua, el flujo de descarga aumenta de manera lineal con el niimero
de orificios, esto es, Qn = My/ty =~ NQ;.

La figura 4.3c nos ilustran el comportamiento para el caso de la mezcla, la cual
se distingue por una primera region lineal correspondiente a la descarga bifasica, y una
segunda region no lineal asociada a la descarga monofasica. La transicién entre estas dos
regiones lo podemos apreciar por un cambio abrupto en cada una de las curvas. En este
caso, claramente no se cumple que el tiempo de descarga disminuya de manera linealmente

proporcional al ntimero de orificios. Este comportamiento fue comprobado para distintos
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tamanos de grano como se observa en la Fig. 4.4. En primera instancia, podemos apreciar
una clara disminucién del tiempo de descarga al incrementar el tamano de grano utilizado.
Por ejemplo, para el caso de un solo orificio, el tiempo que le toma al grano més pequeno
en descargarse por completo es t =~ 60 s, sin embargo, el tiempo total de descarga para el
grano méas grande es de t &~ 40 s, es decir, hubo una diferencia de 20 s entre el grano de
menor tamano con el mas grande. La razén de esta reducciéon temporal es que, al utilizar
un tamano de grano mayor, el espacio intersticial entre los granos aumenta, provocando que
una mayor cantidad de agua fluya a través de los granos y por ende, aumente el flujo de

descarga de todo el material.
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Figura 4.4: Cambio de masa en funcién del tiempo para todos los tamanos de grano utilizados

en este trabajo. Las curvas azules, verdes, rojas y azules describen la descarga para uno,

dos, tres y cuatro orificios respectivamente. Didmetro de orificio se mantuvo constante (5.2

mm)

Pero ahora analizamos qué es lo que ocurre cuando utilizamos varios orificios en
la descarga. Seria razonable suponer que al utilizar N orificios, el tiempo total se reduzca
a to/N, pero, de las graficas vemos que no ocurre eso. Tomamos como ejemplo el tamanio
de grano de 50 — 150um y consideramos solo la descarga bifasica. Para N = 1 tenemos un

tiempo de 44s; al realizar la misma descarga para N = 2 nosotros esperariamos un tiempo
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de 22s, sin embargo, se mide un tiempo de 38s; si ahora tomamos N = 3, el tiempo esperado
es de 14.6s pero registramos un tiempo de 32s; para N = 4, esperamos un tiempo de 11s y
registramos un tiempo de 28s. Podemos observar que el tiempo esperado es menor que el

tiempo medido. Este mismo efecto, lo podemos apreciar para todos los tamanos de grano.

0.12 0.12
N d=50-150 um

0.12
d=150-250 um d=250-300 um

0.08 0.08 0.08

Q (gls)

0.044 0.04 0.044

O~00 T T T T T 0-00 T T T T T 0-00 T T T T T
0O 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
0.12 0.12 0.12
d=300-420 um d=420-500 um d=500-600 um
5 0.084 0.08 0.08
2
(o4

0.04 -yt 0.04+, 0.04-pe47™ |

L S L I B 0.00 — T T T T T T T T T — T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
t(s) t(s) t(s)

0.00 0.00

Figura 4.5: Flujo de descarga en funcion del tiempo para todos los tamanos de grano y los
distintos ntimeros de orificios idénticos de didmetro D = 5.2mm utilizados en la descarga.
Estas figuras son obtenidas a partir de las graficas (4.4). Las lineas de color gris corresponden
a la primera derivada mientras que las lineas mas marcadas fueron obtenidas de acuerdo a
la relacion AA—T.

Otra manera de analizar nuestros resultados es conociendo el comportamiento del
flujo @ (ver figura 4.5), el cual, lo obtenemos de la primera derivada de la figura 4.4.
Las lineas de color gris corresponden a la primera derivada calculada de manera numérica,
mientras que las lineas de color, corresponden a la derivada calculada como razén de cambio,
esto es AA—T para intervalos de tiempo pequenos. Podemos apreciar, como los flujos obtenidos
por los dos métodos se sobreponen uno sobre el otro. Dicha comparacién permite mostrar
que el ruido obtenido en el caso de las derivadas proviene de la frecuencia de muestreo de
5 Hz. Si esta incrementara a 10 hz, por ejemplo, las derivadas presentarian menos ruido;

no obstante, esto no fue posible debido a limitaciones técnicas del sensor de fuerza. En las
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graficas de @ vs t (figura 4.5), note el comportamiento constante del flujo para la parte de la
descarga bifasica, mientras que, la parte monoféasica, es descrita por una recta de pendiente
negativa. La transiciéon entre estas dos fases la podemos apreciar por un incremento abrupto
en cada una de las curvas. Si centramos nuestra atencion solo en la parte constante (descarga
bifasica), logramos apreciar un incremento en el flujo al aumentar N. Sin embargo, al reducir
el tamanio de grano, el incremento del flujo es menor, como es el caso del grano de menor
tamano (50-150 pm). Otra observacién importante es que los flujos de descarga para N = 3
y N = 4 son muy similares entre si, indicando que tardariamos solo un poco mas de tiempo
en descargar el material a través de 4 orificios comparado con tres orificios. Esto es, el

tiempo de descarga tiende a saturar conforme aumenta el niimero de orificios.
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Figura 4.6: Grafica en escala logaritmica del tiempo de descarga de la parte bifasica ¢y
en funcion del ntmero de orificios V. Los puntos corresponden a los datos obtenidos para
los distintos tamanos de grano y las lineas continuas corresponden a un ajuste en ley de

potencia, que en esta escala se presenta como lineas.

La figura (4.6) muestra el tiempo de descarga de la parte bifasica en funcion del
numero de orificios IV para todos los tamanos de grano. La presencia de lineas rectas en la
escala logaritmica indica una dependencia en ley de potencias de la forma ¢ty = t; /N? con t;
y b constantes. Del ajuste realizado registramos que b = 0.33 para los granos mas pequeiios
(50-150 pm), b = 0.39 para los granos de 150-250 pm y para tamanos de grano mayor a
d > 250um registramos un valor casi constante de b ~ 5. Podemos notar que los valores

mas altos del tiempo de descarga ¢t estan asociados con el tamafnio de grano mas pequeno.
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Después, los valores de ¢y disminuyen como funcién del tamafio de grano d. Sin embargo,
una vez que d alcanza valores mayores a 275um la tendencia se revierte y los valores de
tn alcanzados para estos tamanos de grano empiezan a aumentar. Atribuimos este efecto a
la aparicién de una transiciéon entre un régimen viscoso y un régimen inercial. El régimen
inercial es aquel donde las particulas que conforman al medio granular son grandes y el
liquido fluye con mayor velocidad a través de los granos permitiendo que predominen las
interacciones hidrodindmicas. Por otra parte, en el régimen viscoso las particulas son tan
pequenias que la resistencia hidrodindmica producida por el flujo se vuelve dominante.
Este cambio de régimen lo podemos apreciar de una manera mas clara en la figura
(4.7) donde se muestra el tiempo de descarga de la parte bifasica en funcion del tamanio de
grano d para distintos valores de N. Aqui resulta claro que, independientemente del ntimero
de orificios por el que ocurre la descarga, para los granos mas pequenos (50-150 um) se
registran los tiempos de descarga mas grandes. La tendencia decreciente en el tiempo de
descarga se mantiene hasta alcanzar el minimo en d = 275um, después de lo cuél el tiempo

de descarga aumenta hasta alcanzar una saturaciéon para los valores de 460um y 550um.
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Figura 4.7: Tiempo de descarga de la parte bifasica ¢ty en Funcién del tamafio de grano d
para distintos valores de N. Podemos visualizar la transicién de un régimen viscoso cuando

d es pequena a un régimen inercial cuando d aumenta de tamano.

La figura (4.8) nos muestra el flujo medio durante la descarga normalizado con
el flujo medio para un solo orificio 1, en funciéon de N para todos los tamafios de grano

utilizados. Para obtener cada uno de los puntos de esta grafica, calculamos el flujo medio
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Figura 4.8: Flujo medio de descarga (Qn en funciéon del ntmero de orificios N. Dicha
cantidad fue normalizada con el flujo de un solo orificio de descarga ()1. Los puntos rojos
corresponden a los experimentos para el caso una descarga monofasica, mientras que el resto

de los puntos corresponden a la descarga bifasica de una mezcla.

como el cambio de la masa entre el punto final y el valor inicial dividido entre el tiempo
del mismo intervalo, es decir, Qn = AA—]‘{I = [My — M(tn)]/tn. Aqui se muestran también
los resultados obtenidos para el caso de la descarga de agua y grano seco, para los cuales
tomamos todo el intervalo de la descarga. Estos resultados se muestran en los puntos rojos, y
fueron obtenidos de las graficas (4.3a) y (4.3b) respectivamente. Con ellos se puede confirmar
la propiedad aditiva del flujo con el nimero de orificios para una descarga monoféasica, es
decir que se cumple Qny =~ NQ1. Por otra parte, para la descarga bifasica, el flujo a través
de cada orificio comienza a disminuir conforme el valor de N incrementa. Este efecto es més
notable cuando el tamafio del grano es més pequenio. Ademés se observa una saturacion en

el flujo total a través de N orificios en todos los casos estudiados.

De esta forma, es claro en la figura (4.8) que el flujo total de descarga para la
mezcla por multiples orificios sigue la relacion Qny = N°Q; donde b es necesariamente
menor a 1. Usando los valores obtenidos para b en la figura (4.6) podemos mostrar en la
figura (4.8) que los datos obtenidos para la mezcla se encuentran en la regiéon delimitada por
Qn/Q1 =N 1/2 hara el tamaiio de grano mas pequeiio, denotado por la linea punteada color

negro, y Qn/Q1 =~ N 1/3 para los granos més grandes, denotado por la linea color naranja.

Estudiemos ahora que sucede cuando el diametro de los orificios D cambia de
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Figura 4.9: Masa en funcion del tiempo para distintos tamanos de orificio de descarga, con
tamanos de diametro de: 2.78, 3.1, 4.3, 5.4, 6.3, 7.94 y 8.94 +0.1 en unidades de mm. El
tamafio de particulas utilizado fue de 150 —250um. La linea negra corresponde a la descarga

por un orificio y la curva roja a la descarga por dos agujeros.

tamano. La figura 4.9 muestra M /M, vs t para la descarga a través de uno (linea negra) y
dos orificios (linea roja). El tamano de grano se mantuvo constante (150 — 250um). Note
que el didmetro de orifico mas pequeno usado fue D = 2.79 mm (dado por el tamarfio de la
broca para perforacion), debido a que para valores menores comienza a dominar la tension
superficial del agua puesto que nos aproximamos a su longitud capilar A = \/W ~ 2.55
mm, donde o = 0.072 N/m, p ~ 1000 kg/m? son la tensiéon superficial y densidad del fluido,
y g = 9.81 m/s? es la aceleracion de la gravedad. Cuando el diametro del orificio es del orden
de la longitud capilar, las fuerzas cohesivas dominan sobre el peso y se presenta un efecto de
goteo en la descarga del fluido. Por otra parte, para el limite superior, consideramos orificios
que permitan considerar al sistema como un silo, esto es D mucho menor al didmetro del
contenedor.

Podemos notar en la Fig.4.9 que la descarga a través de dos orificios no es dos
veces la descarga por uno solo, y esto ocurre para todos los valores de D. De las gréficas,

obtuvimos el flujo medio para cada valor de D. La figura 4.10 muestra la razon Q2/Q1
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Figura 4.10: Razon Q2/Q1 vs D donde Q3 es el flujo de descarga a través de 2 orificios y
@1 el flujo por uno. Los tamanos de orificios utilizados son: 2.78 +0.1, 3.1 £0.1, 4.3 £0.1,
54 4+0.1, 6.3 £0.1, 7.94 +0.1 y 8.94 £0.1 en unidades de mm. FEl grano utilizado es de
150 — 250pum.

vs D. Note que la razén disminuye desde 1.5 para el orificio mas pequeno, hasta un valor
de aproximadamente Q2/@Q1 ~ 1.2. Nuestras observaciones sugieren entonces que cuando
la razén de descarga de la mezcla aumenta, ya sea aumentando el ntimero de orificios o
aumentando sus didmetros, el flujo a través de cada orificio disminuye, como si la resistencia
hidrodinamica del medio granular al paso del fluido aumentara.

El lector podria cuestionar que el ultimo punto en la Fig. 4.10 presenta un ligero
incremento. Este aumento se puede explicar considerando que para dicho valor de D los
perfiles de flujo de material arriba de cada orificio comienzan a interferir, tal como se reporta
para el caso de descarga de grano seco [39]. Esto ocurre debido a que solo aumentamos el
tamano de los orificios y no la distancia entre ellos, por consecuencia la separacién entre
ambas aperturas se fue reduciendo hasta el punto en el cual comenzaron a tener efectos en

la descarga de un orificio sobre el otro.

4.3 Enfoque bidimensional

Para obtener informacién adicional sobre los detalles microscopicos del sistema

realizamos algunos experimentos de la descarga del mismo material granular, pero ahora
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contenido en una celda cuasi-bidimensional. Esta contenfa 115 g del material entre dos
placas de vidrio de 320 mm de altura y 85.8 mm de ancho, separadas una distancia de 4.8
mm. La descarga se hizo a a través de 1 y 2 orificios cuadrados idénticos en el fondo de la
celda, con D ~ 4.8 mm.

En éste sistema bidimensional estudiamos la descarga de grano seco y de la mezcla
grano-agua. El tamano de los granos utilizados en este caso fue solamente de d = 500 —
600um, puesto que el uso de granos mas pequenos implicaba una serie de complicaciones
debidas a formacién de burbujas de aire y a las fuerzas cohesivas que existian con las paredes.

Seguimos el procedimiento experimental planteado en el caso tridimensional, esto
es, haciendo uso del sensor de fuerza medimos la masa como funcién del tiempo durante
la descarga. Ademaés, con una camara de alta velocidad se tomaron videos laterales de la
descarga por 1 y 2 orificios. Los videos obtenidos fueron luego procesados con el software
ImageJ, haciendo uso del plugging PIV (particle image velocimetry), para obtener imagenes

como las que se muestran en la figura (4.11).

Figura 4.11: Capturas del analisis PIV para un sistema cuasi-bidimensional. en ambos se
presenta la descarga de la mezcla grano-agua, a) a través de un orificio y b) a través de dos

orificios

En estas figuras (figura 4.11), la escala de color representa las velocidades obtenidas,
siendo los colores mas oscuros los que corresponden a las velocidades méas bajas y el color
rojo la velocidad mas alta obtenida. Para el caso de la mezcla la velocidad mas alta fue
de v = 0.22 m/s. En ambas figuras, para la descarga de un solo orificio (4.11 a) y para la
de dos orificios (4.11 b) se pueden observar zonas de estancamiento, es decir cuando v es
cercana a cero. En ambas se presentan en la cercania de las fronteras y para el caso de la

descarga por dos orificios estas zonas también se presentan en la region entre ambos.
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a)

Figura 4.12: Capturas del analisis PIV para un sistema cuasi-bidimensional. en ambos se

presenta la descarga de grano seco, a) a través de un orificio y b) a través de dos orificios
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Figura 4.13: Comparacién entre los perfiles obtenidos del analisis PIV para los casos de

grano seco (rojo) y grano-agua (negro).

Para efectos de comparacion, también aplicamos el analisis PIV en la descarga de
grano seco, por 1y 2 orificios. En la figura (4.12) se puede notar que los perfiles de flujo de
descarga son mucho més delgados y mas coénicos para el caso de grano seco comparados con
el caso de la mezcla. Este efecto puede ser claramente observado en la figura (4.13) donde se
refleja una comparativa entre los perfiles observados en cada uno de los casos. Es importante
resaltar que el liquido, aunque no se puede visualizar con esta técnica, se estd moviendo en
toda la celda, lo que contribuye a que los perfiles de flujo se superpongan, desde las partes
superiores de la celda y hasta las regiones muy cercanas a los orificios. En cambio, cunado
se trata de granos secos los perfiles de flujo se muestran casi independientes, esto resulta en

tazas de flujo aditivas.
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(a) Seco (b) Inmerso

Figura 4.14: Velocidad de 5 particulas en funcion de la altura de la celda cuasi-bidimensional

para N =1 (linea negra) y N = 2 (linea roja) para el caso seco e inmerso.

Adicionalmente medimos la velocidad v de particulas trazadoras que seguian trayec-
torias similares a través de los orificios. Los resultados obtenidos se presentan en la figura
(4.14). Las velocidades alcanzadas por las particulas de grano seco (ver figura 4.14 a) son
esencialmente las mismas para la descarga por 1 orificio que para la descarga por 2, sopor-
tando de ésta forma el resultado de que un flujo aditivo se produce para grano seco. Por
otro lado, cuando la descarga corresponde a la mezcla grano-agua (ver figura 4.14 b), las
particulas se mueven més lentamente cuando la descarga se hace a través de dos orificios,
confirmando la afirmacién de que la taza de flujo es no aditiva para este caso.

Ademas se puede notar que los valores de la velocidad v son menores para los granos
secos que para la mezcla, lo que concuerda con el hecho de que hay una mayor disipacién
por fricciéon para el grano seco, pues el liquido actiia lubricando los contactos en el caso

sumergido.



Capitulo 5

Analisis y discusion de resultados

5.1 Modelo de descarga de la mezcla liquido-granos a través

de varios orificios

Como ya vimos en el Capitulo II, una propuesta para describir la descarga simul-

tanea de liquido y grano a través de un orificio en el fondo es la ecuacion diferencial:

pighy — ISOM(ZQ_E;)QhS(w —vg) = %pl(vg —v?), (2.26)
donde, p; es la densidad del agua, g la gravedad, h; y hs la altura de la columna de agua
y grano respectivamente, u la viscosidad, € la porosidad del medio granular, d el tamano
de las particulas, v; — vs la velocidad relativa entre el nivel del liquido y el nivel del grano,
con v; = % y vs = %, vy vg la velocidad a través del orificio de descarga. El primer
término representa la parte hidrostatica del sistema, el segundo se asocia a la resistencia
hidrodinédmica, y el término de la derecha indica el cambio en la presion cinética del sistema.

La solucion de esta ecuacion diferencial junto con la ecuacion de continuidad nos permite

determinar h;(t) o hs(t), y de ahi, la masa restante en el silo puede obtenerse de la expresion:

M[hs(t)] = Arhs(t)[(ps — p0)¢ + pi(1 + )] + prAra, (5.1)

donde A; corresponde al area transversal del silo, ps y p; son las densidades del medio
granular y el agua respectivamente, ¢ es el factor de empaquetamiento que se define en
términos de la porosidad como ¢ =1 —¢€, b = 6% (coeficiente que depende del tamano del

grano d y del orificio de descarga D) y a = hjg — (14 b)hso dada por las condiciones iniciales
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del sistema. Con este modelo, se logro replicar de manera precisa la descarga de una mezcla
de grano y agua a través de un solo orificio para distintos tamafios de grano d y modificando
las dimensiones de la apertura D [14].

Ahora nos preguntamos: jes el modelo arriba descrito util para describir el caso
de la descarga a través de N orificios? Para responder a esto, debemos analizar el modelo
detenidamente y determinar los cambios necesarios que debemos realizar para que tome en

cuenta la cantidad de orificios que se utilizan durante la descarga.

Figura 5.1: Diagrama esquematico que asume la equivalencia de la descarga a través de NV

orificios idénticos mapeada a la descarga a través de un solo orificio con la misma area total.

En primer lugar, hacemos la suposicion de que el area Ay de N orificios circulares
idénticos puede ser equivalente a una sola area circular efectiva Ay, esto es, NAyg = Ay,
tal y como se ilustra en la figura 5.1. A esta nueva area, le podemos asociar un diametro

efectivo dado por:
NA
dy =2 0 (5.2)

s

Por otra parte, la expresion AH = h; — hy = a + bhg, indica como es la diferencia
entre la columna de agua (h;) y grano (hs) durante la descarga. De esta ecuacion, podemos
determinar que

lh)) = "2

donde, b =~ 6%. Ademés, para conocer el valor de a, se toman en cuenta las condiciones

(5.3)

iniciales de nuestro sistema y se determina que a = hjg — hgso(1 +b), donde, hgy corresponde

a la altura inicial de la columna de grano y hjg la de agua. Por lo tanto, podemos escribir:

~ Iy(t) = Mo

hallu(t)] = === + hso- (5.4)
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Esta expresion indica como es el cambio de la columna de grano durante el proceso de
descarga, la cual, depende de la altura de la columna de agua, las condiciones iniciales
del sistema, el tamafno de grano y las dimensiones del orificio de descarga los cuales estan
incluidos en el parametro b. El tnico término desconocido en esta ecuacion es hy(t).
Ahora, si en nuestro sistema (figura 4.1) elegimos el punto 1 como la parte superior
del medio granular y el punto 2 como la posicion del orificio de salida, la ecuaciéon de
continuidad nos dice que, la cantidad de material que pasa a través del punto 1 debe ser la

misma que pasa a través del punto 2 durante la descarga, esto es:
A (t) = eAnvo(), (5.5)

donde la porosidad e toma en cuenta solo el espacio disponible en el orificio de salida, Ay
es el area efectiva, v, la velocidad a la cual se descarga el material y Ay el area transversal
del contenedor. Dado que, el punto 1 se encuentra en la parte superior del medio granular,

el Gnico material que pasa a través de A; es agua, lo que nos lleva a determinar que v; =

dh(t
o =5

Por lo tanto:
dhy(t)

A
Yt

= eAnvo(t). (5.6)

Conjuntamente, de Ec. (2.26), determinamos la velocidad a la cual se descarga el

material, es decir:

2 vy, b
t) = 1/2ghi(t) — =—(——)hs + v? .
() \/gm (ks of, 6.7

donde )\ = 180% (de_E §)2 es la permeabilidad del medio granular considerado como un medio

poroso dinamico. Conociendo esta solucién, solo nos resta resolver la ecuacion diferencial

5.6, para ello, procedemos a hacerlo de manera numérica con ayuda del programa Mathemat-
ica®. Con esto, logramos conocer hy(t), y por consiguiente, el comportamiento de hg[hy(t)].
Finalmente, podemos describir M[hs(t)] para la descarga de una mezcla bifasica a través de
multiples orificios (ecuacion 5.1).

Sin embargo recordemos que, nuestras curvas experimentales se componen de dos
regiones, una inicial asociada a la descarga bifasica y una segunda perteneciente a la descarga
monofasica (agua), por tanto, debemos determinar el tiempo critico (¢.) en el cual ocurre
ésta transicion. Para hacer esto, nuevamente utilizamos el codigo de Mathematica® para
encontrar la raiz de la ecuacion (5.4), que corresponde al fin de la columna granular. Cono-

ciendo t., podemos replicar nuestros resultados experimentales de manera completa: la
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descarga bifasica esta descrita por la ecuacion (5.1) para t < t., pero para t > t. utilizamos
la ecuacion (4.1) para la descarga de agua.

En la figura 5.2, se muestran las soluciones numeéricas predichas por el modelo
(lineas punteadas ), las cuales, son comparadas con los resultados experimentales (linea
continua) para los distintos valores de N y tres tamanos distintos de grano. Cabe mencionar
que, aunque en la figura solo se muestran tres tamafnos de grano, el analisis se realiz6 para
todos, en los cuales se observé el mismo efecto. Primero replicamos las curvas experimentales
para la descarga por un solo orificio (N = 1), para hacer esto, fijamos p al valor de la
viscosidad del agua (1 x 1073 kg/ms) y mediante una comparacién grafica de las curvas
numéricas y experimentales determinamos los valores de la porosidad € para cada tamano
de grano. Dichos valores son registrados en la tabla (5.1). Haciendo esto, logramos replicar
de manera precisa la curva experimental para N = 1 (ver figura 5.2). Los valores de
€ y p se fijan entonces y se varia N en el modelo. Sin embargo, conforme aumenta el
valor de N, observamos una creciente discrepancia entre la solucién numérica y las curvas

experimentales, manifestando una mala prediccion del modelo para N > 1 (Fig. 5.2a).

Tabla 5.1: Parametros utilizados en el modelo para N = 1.

Didametro: d Porosidad: € Viscosidad: p

(pm) (1 x 1073 kg/ms)
100 0.454 1
200 0.443 1
270 0.442 1
360 0.440 1
460 0.425 1
950 0.425 1

Las soluciones numéricas manteniendo la viscosidad constante para valores N > 1
muestran que el tiempo de descarga predicho por el modelo es menor que el tiempo registrado
en los experimentos. Esto, junto con los resultados experimentales del capitulo anterior, nos
indica que al material le cuesta mayor trabajo descargarse si aumentamos el ntimero de
orificios, por lo que nos vemos en la necesidad de incrementar el valor de la resistencia
hidrodindmica en nuestro modelo conforme aumenta N, lo cual corresponde al segundo

término de la ecuacién 2.26. Entonces, para lograr replicar los experimentos para N > 1,
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Figura 5.2: Masa en funcion del tiempo para distinto tamano de grano y orificios. Las lineas

punteadas corresponde a la curva predicha por el modelo, mientras que las lineas continuas

a los experimentos. En las tres graficas de la izquierda (a) tomamos los valores de porosidad

y viscosidad de la tabla (5.1) y cambiamos el valor de N. Mientras que, en las graficas de

la derecha (b) se ajust6 el pardmetro de la viscosidad (tabla 5.3), para que el modelo y los

experimentos coincidieran de manera precisa para N > 1.
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es necesario considerar un aumento en la resistencia hidrodinamica. Como este término es

n(1—e)
d2e3

la viscosidad p, existen varias maneras de incorporar el aumento de la resistencia variando

pesado por el coeficiente 180 , el cual depende de la porosidad ¢, tamano de grano d y
estos tres parametros. Puesto que el tamano de grano se fija por el experimento, la tnica
manera de variar el coeficiente es alterando los valores de la viscosidad o la porosidad.

Si suponemos que la viscosidad es siempre la misma durante el proceso de descarga
(o = 1 x 1073 kg/ms), y el término que se modifica es la porosidad. Ajustamos cada una
de las curvas experimentales con nuestro modelo y registramos los datos en la tabla (5.2).
Notese que fueron necesarios cambios pequenos en los valores de la porosidad al incrementar
el valor de N para lograr reproducir los resultados experimentales, y que los valores de € no
siguen un patrén monétono (pueden aumentar o disminuir con el aumento de N), incluso
un pequeno cambio en la porosidad produce una gran alteraciéon de la curva obtenida del

modelo.

Tabla 5.2: Parametros utilizados en el modelo cambiando la porosidad.

Didmetro: d Porosidad: € Viscosidad: p
(nm) N: 1 2 3 4 (1 x1072 kg/ms)
100 0.454 0.434 0.429 0.425 1
200 0.443 0.425 0.418 0.406 1
270 0.442 0.430 0.419 0.410 1
360 0.440 0.418 0.405 0.400 1
460 0.425 0.390 0.380 0.368 1
550 0.425 0.380 0.372 0.358 1

Otra manera de determinar el valor de la porosidad es hacerlo a través de la relacion
€ =1— ¢, donde ¢ es el factor de empaquetamiento . La variacion de ¢ durante la descarga
puede ser obtenida a partir de las filmaciones laterales de la descarga. Considerando que la
masa neta del sistema M es la suma de la masa de los granos, la del agua intersticial y la de
la columna de agua que se mantiene en la parte de arriba de los granos, entonces tenemos
que:

M(hs, AH) = p5A1h5¢ + plAlhs(l — gf)) + plAlAH (58)

donde A; es el area transversal del silo, ps v p; la densidad del grano y el liquido respectiva-

mente, ¢ el factor de empaquetamiento y AH la diferencia entre la altura del liquido h; y la
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altura del grano hg, esto es AH = h; — hs. Resolviendo para el factor de empaquetamiento

se transforma en:

¢ . M — ,OlAlAH
(ps — p1) Arhs
De tal forma que podemos determinar los cambios en el valor de ¢ a través de los datos

(5.9)

experimentales de M, hy y AH, los cuales pueden ser obtenidos grabando de forma lateral
las descargas y con los datos reportados por el sensor de fuerza. De esta forma podemos
determinar la funcion ¢(hs) para las distintas aperturas y tamanos de grano.

En la figura (5.3) se presentan los datos obtenidos para dos tamanos de grano
representativos (d = 500 — 600um y d = 150 — 250um) que son descargados por 1 y 4
orificios. Ahf es claro que el factor de empaquetamiento permanece practicamente constante
durante las descargas en todos los casos, pues las variaciones en los valores obtenidos estéan

incluidas en el error, reportando un valor medio de ¢ = 0.60 + 0.02.

0.70

d: 500-600 pm
1 —o—1 orificio
—e— 4 orificios

d: 150-250 pm
1—=— 1 orificio
|—v— 4 orificios

5 10 15 20
h,(cm)

Figura 5.3: Variaciones en el factor de empaquetamiento durante la descarga de la mezcla
grano-agua. Se presentan los datos obtenidos para dos tamafios de grano, d = 500 — 600um
(verde) y d = 150—250um (rojo). Los simbolos solidos representan la descarga por 4 orificios

y los del contorno la descarga por 1 orificio.

Ahora fijamos nuestra porosidad a los valores obtenidos para N = 1 registrados
en la tabla (5.1) y asumimos que la viscosidad es la que cambia al incrementar el valor de
N. Los datos obtenidos del modelo son registrados en la tabla (5.3). Sorprendentemente,
fue necesario incrementar siempre el valor de la viscosidad conforme aumentamos el niimero

de orificios para lograr replicar nuestros resultados experimentales. Los cambios en el valor
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de la viscosidad son grandes en comparacién con el caso anterior y el comportamiento es
monodtono. La Fig. 5.2b muestra el excelente ajuste numérico-experimental obtenido aumen-
tando la viscosidad efectiva de la mezcla conforme se aumenta el ntumero de orificios. Por
tanto nuestro estudio sugiere que la viscosidad de la mezcla incrementa cuando el material

se descarga (o deforma) més rapidamente.

Tabla 5.3: Parametros utilizados en el modelo cambiando la viscosidad.

Diametro: d Porosidad: € Viscosidad: g (1 x 1073 kg/ms)

(nm) N: 1 2 3 4

100 0.454 1 125 1.31 1.39
200 0.443 1 122 134 1.48
270 0.442 1 119 133 1.43
360 0.44 1 132 1.50 1.60
460 0.425 1 1.50 1.70 1.90
550 0.425 1 180 1.90 2.25

5.2 Shear-thickening durante la descarga de una mezcla a es-

cala no coloidal.

En la figura (5.4) podemos apreciar de manera grafica el comportamiento de la
viscosidad como funcién de N, obtenido a partir de los ajustes numeéricos en la Fig. (5.2 b).
Podemos apreciar el mismo comportamiento creciente independientemente del tamaifio de
grano; sin embargo, se registra un mayor incremento de la viscosidad para el tamano de grano
méas grande. Los datos sugieren un ajuste tipo ley de potencias de la forma p = pg + AN?,
con A y b constantes y cuyos valores se registran en la tabla (5.4). Con esta expresion
logramos describir en buena manera el comportamiento de la viscosidad (lineas continuas)

con b~ 0.5+0.2.

Interpretacion:

Nuestro estudio sugiere que para describir correctamente los resultados experimen-
tales, el parametro de viscosidad p debe aumentar de valor conforme aumenta N. Recor-

dando nuestros antecedentes en el capitulo II, una caracteristica de los fluidos no newtonianos
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Diametro: d A b
(um)  (kg/ms)
50-150 0.246  0.394
150-250 0.217  0.700
250-300 0.191  0.749
300-420 0.323  0.579
420-500 0.495  0.529

500-600 0.769  0.380

Tabla 5.4: Valores de las constantes obtenidas del ajuste no lineal de la forma p = pg+ AN®

realizado a la grafica (5.4).

2.4 50-150
e 150-250 <
4 250-300
2 04 300-420
¢ 420-500
o < 500-600
E_ Ajuste
= 1.6
1.2

Figura 5.4: Comportamiento de la viscosidad en funciéon del niimero de orificios de descarga.
Esta gréafica estd normalizada con la viscosidad del agua uo usada para un solo orificio. Los
puntos se asocian a los valores obtenidos del modelo registrados en la tabla 5.3, mientras

que las lineas continuas, corresponden al ajuste no lineal de la forma pu = pg + AN®.

es que su viscosidad no es constante, sino que depende de la razon de deformacién. En par-
ticular, cuando la viscosidad aumenta con la razén de deformacioén se considera un fluido no
newtoniano de tipo dilatante. Basados en los resultados obtenidos por nuestro modelo, una

posible explicacién a nuestros resultados de descarga es que la mezcla se comporta como un
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fluido no-newtoniano de tipo dilatante (shear-thickening). Cuando utilizamos mas orificios
para el proceso de descarga aumenta el flujo, por lo que estamos incrementando la razén de
deformacion de la mezcla, y como respuesta, la viscosidad del fluido aumenta.

En pocas palabras: durante la descarga simultdnea liquido-grano, la mezcla tiene
un comportamiento con caracteristicas similares a las de un fluido dilatante, incluso cuando
los granos son lo suficientemente grandes y estdn totalmente sedimentados en el liquido. Esta
es la primera observacion de un efecto dilatante en un sistema fuera de la escala coloidal en
la que tipicamente se observa dicha respuesta a la deformacion del medio. Posiblemente,
los granos arrastrados por el fluido producen cadenas de fuerza intermitentes que se forman
y rompen a mayor razén cuando el flujo efectivo del medio aumenta, produciendo una malla
inestable que dificulta el paso del fluido a través del medio poroso. Aunque un estudio a
nivel de particula usando tomografia de rayos X o sistemas bidimensionales que permitan
visualizar la formaciéon de cadenas de fuerza podrian requerirse para respaldar nuestra in-
terpretacion, el excelente acuerdo entre los datos experimentales y los ajustes numéricos
con un solo parametro libre (viscosidad) mostrados en la Fig. 5.2b sugieren que el modelo
propuesto, junto con nuestra interpretacién de un comportamiento dilatante de la mezcla
durante la descarga, brindan una explicaciéon simple y satisfactoria al fenémeno descrito en

esta tesis.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudié experimentalmente la descarga de flujos monoféasi-
cos (liquido 6 grano) y bifasicos (mezcla de grano y agua) desde un silo con varios orificios.
Ademas, se adapté un modelo basado en la resistencia hidrodinamica de un medio poroso
dindmico para describir los resultados experimentales. Las conclusiones derivadas de este

estudio son:

e Para el caso monofasico encontramos que el flujo es linealmente proporcional al nimero
de orificios disponibles para la descarga, mientras que para el caso bifasico, el flujo es

menor a N veces el flujo a través de una apertura, esto es, Qn < NQ;.

e Se parti6 de un modelo hidrodinamico basado en la Ley de Darcy para determinar
la caida de presion debido a un medio poroso y la ecuacion de Kozeny-Carman para
cuantificar la permeabilidad, las cuales fueron introducidas en la ecuacion de Bernoulli
para fluidos incompresibles y, junto con la ecuacién de conservaciéon de la masa, se re-
solvieron numéricamente para determinar la evolucién temporal de la descarga. Dicho
modelo fue modificado para incluir el nimero de orificios N. Sin embargo, dicha ade-
cuacién no fue suficiente para describir la descarga, por lo que se consideré cambiar
la viscosidad efectiva del medio o la porosidad asociada al medio granular y ver si de

este modo se podrian reproducir las curvas experimentales.

e Se encontrd que el aumento en el valor de la viscosidad efectiva con el nimero de
orificios o la disminucién del parametro de porosidad del medio granular son requeridos

en el modelo para reproducir los datos experimentales. Sin embargo, el modelo sugiere

99
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que los cambios méas dramaéticos son producidos por los efectos de la viscosidad y no por
la porosidad. Eligiendo este parametro, se encontr6 que la dependencia de la viscosidad
en funcién del nimero de orificios puede ser descrito por la expresion p = pug + ANP
donde, g corresponde a la viscosidad del fluido reportada en la literatura y A y p

constantes.

El modelo antes descrito sugiere la idea fisica de que al incrementar el ntiimero de
orificios de descarga, la mezcla se descarga maés rapido y por ende sufre una mayor taza
de deformacion. Especulamos que presenta un comportamiento analogo al de un fluido
no-newtoniano de tipo dilatante (Shear-Thickening). dado que la viscosidad parece
aumentar cuando la velocidad de deformaciéon del fluido aumenta debido al incremento

del flujo. Al aumentar la viscosidad se incrementa la resistencia hidrodinamica.

Logramos percibir este efecto de no linealidad del flujo y el nimero de orificios variando
el didmetro de la apertura y fijando el tamano de grano utilizado, obteniendo resultados

que estan en acuerdo con la interpretacion de la mezcla como un fluido dilatante.

Para un volumen fijo de mezcla, encontramos una notable reducciéon en el tiempo
de descarga al aumentar el tamafio de grano utilizado en los experimentos. Esto
refleja que al aumentar el tamafio de grano incrementa proporcionalmente el espacio
intersticial en el medio granular, disminuyendo la resistencia hidrodindmica, y por

ende, permitiendo que una mayor cantidad de flujo efectivo.

Los resultados arriba descritos tienen implicaciones importantes en la optimizacién

de procesos industriales que involucran descarga de mezclas, pues indica que no debemos

esperar una simple dependencia lineal entre la razén de descarga y el area total de los

orificios en el disefio de silos. Ademés, se proporciona un modelo que nos permite predecir

razonablemente la razén de flujo dependiendo del nimero de orificios y del tamafno de grano.



Apéndice A
Codigo

Una parte importante de este trabajo de tesis fue el desarrollo del cédigo con
el cual logramos comparar el modelo propuesto en este trabajo con nuestros resultados
experimentales. Para desarrollar esto, recurrimos al uso del programa Mathema,tica®, en
donde, definimos los pardmetros experimentales, resolvimos las ecuaciones diferenciales y

comparamos graficamente el resultado del modelo con los datos experimentales.

En las primeras lineas del cddigo, inicializamos los siguientes parametros:

€ = 0.443; (+Porosidads)

mu =110 (-3); (+Viscosidad=)

No = 1{+NOMERO DE ORIFICIOS#)
d=200%10~(-6) ; (+TAMANO DE GRANO =)

Dia = 5.2+10"(-3) (*TAMANO DE ORIFICIO )

180 +mu+ (1 - )2

A= 7o 5 (#Coeficiente de la ec. (6) #)

hs@ = ©8.195; {#Altura inicial de grano )

hld = @.4; (#Altura inicial del liquido +)

S1 = (3.14159) + (4.4+ 10" (-2))*2/4; (+area de la regidn circular del silos)
52 = (3.14159) » (Dia"2) /4 ; (#drea del orificio de descarga =)

DiaN = 2% Sgrt[No« 52/ Pi] («Diametro efectivow)

g=9.8;

p=1000; (+kg/m"3+)
ps = 2.66%10"3 5 («kg/m"3+)
B=5.9% (d/DiaN) ; {#valor de pendientex)

hs = (h1[t] - h18) / (1 4+ B) + hs®; (saltura de columna de granos)

donde, la porosidad asociada al medio granular estaba representada por € la cual era difer-
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ente para cada tamano de grano, la viscosidad efectiva del medio estaba dada por u, No
correspondia al nimero de orificios utilizados en la descarga y podia tomar valores desde
1-4, se defini6 el tamano del grano con la variable d, como también el tamafo del orificio de
descarga con Dia. Ademas, establecimos el coeficiente de la resistencia hidrodindmica de la
ecuacion (2.26) con la letra A la cual dependia de las variables antes definidas. Introducimos
las condiciones iniciales de nuestro sistema con los pardmetros hsO y hsl, los cuales corre-
sponden a la altura inicial del grano y agua respectivamente. El area transversal del silo fue
definida por S1, y S2 es el area del orificio de salida. Definimos nuestro didmetro efectivo
como DiaN, el cual dependia del valor de No y el area del orificio de salida S2. Incluimos
algunos valores fisicos necesarios como la gravedad g, la densidad del agua p y la densidad
del medio granular ps. Incluimos el factor B el cual contenia la dependencia del tamaifio del
grano d y el didmetro efectivo DiaN. La altura de la columna de grano fue definida por
hs, el cual correspondia a la ecuacion (5.4), donde aparece la variable temporal hl[t] que
corresponde al cambio de la altura de la columna del liquido en el tiempo de descarga.
Después de haber definido todos nuestros parametros y condiciones iniciales, pro-

cedimos a resolver la ecuacion (2.26) de la siguiente manera:

v2=58qrt[2g (hl[t]) -2A vl (B/ (14+B)) hs/p+v1”2]; (#Ecuacidn (2.9)=)
vel = Expand [Solve[S1*2 4 v1*2 == (E*No*52) “2%xv2"2, v1][[2]]]; (*Solucién de la ec. de continuidad para vis)

s = NDSolve[{hl"[t] == -v1 /. vel, hl[@] = hl®}, hl, {t, @, 38}]; (#S5clucidn de ec. diferencials)

Tomamos v2 como la velocidad en el orificio de salida, es decir la ecuacion (5.7), donde
vl corresponde a la velocidad de la parte superior del medio granular. Posteriormente,
incluimos v2 en la ecuacion de continuidad (5.6), y utilizando el comando Solve encontramos
las soluciones para v1, de las cuales una de las dos la definimos como vel. Después de esto,
procedemos a resolver la ecuacién diferencial con el comando N DSolve tomando en cuenta
las condiciones iniciales y el intervalo de tiempo. La solucién es denotada por la letra s.

Al incluir la solucién s en hs logramos obtener el cambio de la columna granular
en el intervalo de tiempo, sin embargo debemos conocer el valor del tiempo donde ésta
columna llega a su fin, es decir la raiz de esta funcién, la cual denotamos como td. Este
tiempo es considerado el punto de transicion entre la parte de descarga bifasica y la descarga

monoféasica. Tal accion se ilustra en las siguientes lineas de codigo:
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gglt_] := Evaluate[hs /. s] (#Crea una funcidn del tiempo evaluando la solucidn s en hs#)
td =t /. FindRoot[gg[t], {t, 20}] (#Encuentra la solucidn (el punto en el cual gg se hace cero)«)
he = Evaluate[hl[td] /. s] (#Encuentra interseccidn con el eje y=#)

h@s = (h@ - 8.8245) / (1+B);

Sin embargo, para lograr tener nuestra curva numérica de manera completa, defin-
imos M's como una funcién a trozos, donde utiliza la solucién s y la evalda en la ecuaciéon
(5.1) para t < td correspondiente a la descarga bifasica, pero para t > td se evalia la

ecuacion (4.1) equivalente a la descarga de agua. Esto lo podemos ver enseguida:

Ms = Piecewise[ { {51+ ( (Evaluate[hl[t] /. s] -hl@) / (B+1) +hs®) = ({(ps-p) (1-€) +p (14B)) + p+51% (hl0 - hsB (1+B)), t<=td},
(*Lo anterior corresponde a la descarga de la mezcla t<td, ec. (2.3)#)
{o*51x (Sqrt[hd] -Nox52+5qrt[2xg/ (512 - No*5272)] # (t-td) /2)~2, t >= td}}];
{#Lo anterior corresponde a la descarga de agua td<t, ec. (1.18)#)
M= Plot[Ms, {t, @, 30}, PlotStyle -+ {Red, Thickness[0.0085]},
Axeslabel +» {Style["t [s]", FontSize - 24], Style["M [kg5]", FontSize - 24]}]

0ef .

s

?I I 1‘? I I\H— ?:I t [S]

20 25

Finalmente, con esto logramos obtener el cambio de la masa en funcién del tiempo

para la descarga bifasica y monofésica.
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ABSTRACT

Using a multi-orifice cylindrical silo, the average flow rates Q; and Qy through one and N orifices, respectively, were first measured for the
discharge of water or dry grains and then for the mixture. As expected, Qy = NQ; for monophasic discharges. Nevertheless, for the mixture,
Qn < NQy, and the effect becomes more notorious as N augments and when the grain size is decreased. A simplified continuum model of a
flow through a dynamic porous medium, with hydrodynamic resistance that increases with N, is used to reproduce the experimental results.
Additional analysis in a two-dimensional cell reveals interacting parabolic flow profiles of the immersed particles close to the orifices, with a
reduction in the average velocities when N is increased, which helps to understand the non-additivity of the total flow rate.

Published under an exclusive license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/5.0158935

When a dry granular material is discharged through an orifice of
size D at the bottom of a silo, the flow rate Q practically does not
depend on the amount of material above the outlet."” As a first
approximation, Q = AM /At (the mass of grains AM flowing per unit
time At) can be estimated using the empirical Beverloo correlation
obtained from dimensional analysis,” which agrees with the experi-
mental fact that the velocity of the particles at the aperture scales only
with /gD, where g is the gravity acceleration. This scaling was initially
explained with the controversial idea of the existence of a free fall arch
region above the aperture where the material is loose and moves only
under the gravity action.” More recent research based on the detailed
analysis of the particle flow velocity and density profiles”” showed that
even though the free fall arch region does not exist, the kinetic pressure
of the particle flow near the outlet displays a well-defined maximum
in a position that scales with the outlet size, explaining the scaling of
the exit velocity' and providing an expression for the flow rate consis-
tent with empirical correlations.”

The constant flow rate of dry grains discharged from a silo con-
trasts clearly with the case of a Newtonian liquid, where the fluid
velocity at the output v, depends on the height of the liquid column
above the outlet, v, o /2gh;. In spite of the differences between lig-
uid and granular flows, there is an approach to model the granular silo
as a continuum plastic flow” showing that low friction coefficients lead
to viscous fluid-like behavior, while large enough values allow for a
low-pressure cavity to form above the outlet, and can thus explain the
Beverloo scaling. Decreasing more the friction coefficient leads to a

dependence on the height of the material remaining in the silo, as in
the case of Newtonian fluids.” Some recent investigations were focused
on the simultaneous discharge of water and grains.” "' For silos totally
submerged in water, a surge in the flow rate appears near the end of
the discharge due to a pumping effect produced by the interstitial fluid
moving faster than the grains.*” For the discharge of liquid and grains
to the atmosphere, experiments showed different regimes ranging
from the constant flow rate to a hydrostatic-like discharge depending
on the aperture size and grain diameter, which was explained consid-
ering the competition of hydrostatic pressure above the granular bed
and the hydrodynamic resistance of the dynamic porous medium."'
From the above discussion, we can notice that the discharge rate
of silos has been widely investigated for monophasic flows (liquids or
dry grains) and more barely for mixtures, but in most of the cases,
the material is discharged through a single aperture. Only recently, it
was shown that the flow of dry granular material from a silo with two
orifices is basically the addition of individual flow rates.'” " Unless
the two openings are quite close, the flow field created by one orifice
is not affected by the flow field of the other,'” but when the separation
between the orifices is negligible, a notable increase in the flow rate is
observed.'" Numerical simulations show that the particle arches on
very adjacent outlets start affecting each other, and mutually stable
arches become harder to form, facilitating the discharge of the mate-
rial."” In order to broad our current knowledge on silo discharge
through multiple orifices, here we report experiments on the dis-
charge of monophasic flows and mixtures of water and grains from a
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cylindrical silo with N identical orifices. In contrast to the case of
dry grains,"* we found a counterintuitive reduction of the flow rate
per orifice for the immersed granular material. Additionally, a toy
continuum model and particle image velocimetry (PIV) analysis in a
quasi-two dimensional (2D) system (described in detail in the supple-
mentary material) are used to explain our findings.

In our experiments, the silo consisted of a transparent cylindrical
container of 4.4 cm inner diameter and 42 cm high, with a plastic lid at
the bottom with holes of diameter D = 5.2 = 0.1 mm symmetrically
distributed at the corners of a 1.4 cm sided square, centrally drawn in
the lid, and one additional hole at the center of the square. Each orifice
was blocked with a duct tape plug. The container was hung vertically
from a fixed digital force sensor Mark-10 DFG-355, which allowed us
to measure the weight of the system W as a function of time t with a
force resolution of 0.01 N. Previous to the experiments, the empty sys-
tem was hung from the force sensor to tare its weight. Then, distilled
water at room temperature was added to the container until reaching
a level of 20 cm measured from the bottom lid. After that, 500 g of
glass beads of a given size d (in the ranges: 50-150, 150-250, 300-420,
and 500-600 um) were poured inside the water column until the lig-
uid reached a height of 40 cm, see Fig. 1(a). After adding the grains, we
waited 2 minutes to allow total sedimentation of the material at the
bottom of the silo. From now on, we shall refer as mixture the case of
grains sedimented in water and discharged simultaneously from the
silo to the atmosphere. On the other hand, for monophasic discharges,
the initial height of the water column was 40 cm (volume ~600 ml),
and for the dry grains, we poured in the silo 500 g of the same glass
beads used in the biphasic case. To start the discharge, we opened a
given number of holes, N=1-5, and W vs t was acquired with the
force sensor with an acquisition rate of 10 Hz. Additionally, the dis-
charge was filmed laterally with a high speed camera at 125 fps to
determine the level of the material column as a function of time during
the discharge. It is important to mention that, for our flat bottomed
silo, we observed a mass flow regime in all cases because the orifices
are small compared to the silo dimensions.'® Thus, no vortexes form,
and the material level can be determined from the videos during all

the discharge.

pa— a
Force sensor m‘ ( )

h,=40cm -

c
Camera
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Figures 1(b)-1(d) show space-time montages of the discharges
obtained by concatenating 1-pixel vertical lines of consecutive video
frames focused on the container axis. This technique allowed us to
visualize graphically the temporal evolution of the level of each mate-
rial. Upper and bottom montages correspond to the case of one and
two identical orifices, respectively. The dashed red line indicates in
each case the total time of discharge 7 for N= 1, and the blue line rep-
resents /2. Figure 1(b) corresponds to water discharge. The dark line
shows the non-linear decrease in the water level h;. Note from these
montages that, as expected, the same amount of water is discharged
with two orifices in half the time required by one orifice. The same
happens for the discharge of dry glass beads shown in Fig. 1(c), but in
this case, the level 4 of granular material remaining in the silo (black
zone) decreases linearly with time as a consequence of the constant
flow rate. Therefore, for monophasic flows, the average flow rate is
additive, i.e, Qv=2 = 2Qy=1. On the other hand, Fig. 1(d) shows the
discharge of the mixture, where the upper curve corresponds to the
water level and the black zone to the grains. Surprisingly, the discharge
time with two orifices is considerably longer than t/2. This unex-
pected result indicates that Qn—, < 2Qy~—1, even when both orifices
are identical.

Let us explore what happens when more orifices are opened.
Figure 2 shows experimental results of monophasic discharges of water
and dry grains. The mass M of material remaining in the silo, normal-
ized by the initial mass M, was plotted as a function of time t for
N =1, 2, 3,4, and 5 (color lines). Note that the total time of dis-
charge Ty, depending on the number of open orifices N, follows the
expected relation Ty & 7;/N, where 1, is the discharge time when only
one orifice is open. The liquid discharge can be modeled by combining
continuity and Bernoulli equations to obtain an expression for h;(t),
and then, the mass of liquid M; remaining in the cylinder is calculated
by Mi(e) = piSiu(t) = piSi(hY — (S2/2)028/(8 — )]0,
where S, is the inner cylinder area, and S, = C;NnD? /4 is the output
area considering N open orifices. We obtained the reasonable value of
the discharge coefficient C; = 0.8 by fitting the experimental data for
the case N=1, and then, this value was used for N=2, 3, 4, and 5.
Figure 2(a) shows the numerical solutions of the above-mentioned

FIG. 1. (a) Sketch of the experimental setup (see details in the text). (b)—(d) Space-time montages built from the videos of the discharge with one orifice (upper panels, N=1)
and two orifices (lower panels, N=2) showing the variation of the material levels during the discharge of (b) only water, (c) only dry grains, and (d) water with sedimented

grains. In (c) and (d), d = 50150 pm.
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FIG. 2. M/My vs t for the discharge of (a) water and (b) dry glass beads
(d = 50-150 um) through N orifices. In both cases, the data satisfy the expected
relation Ty ~ 71 /N.

expression (gray dashed lines) in excellent agreement with the experi-
mental data, confirming that the total liquid flow is the addition of indi-
vidual flow rates. For the case of dry grains, the flow rate is constant and
given by the slope of each straight dashed line (M/M, =1 — Qnt)
shown in Fig. 2(b), which satisfies Qv = My /1y = NQ;.

Figure 3(a) shows M /M, vs t for the mixture of water and grains
of size d = 50-150 um. In all cases, the curves decrease with time
from M /M, = 1 until experiencing a sudden break when the silo runs
out of grains. This time (highlighted by vertical dashed lines) repre-
sents the end of the biphasic flow. After this moment, the nonlinear
behavior corresponds to the discharge of the remaining water. One
can notice a small deviation from a linear dependence at the beginning
of the discharge [also observed in the montage shown in Fig. 1(d)].
This only happens for the case of the smallest grains, probably due to a
surface tension effect produced at the orifice when the silo is
unblocked. Nevertheless, after this initial effect, we can notice from the
first derivatives shown in the inset of Fig. 3(a) that the flow rate,
Q = dM/dt, remains nearly constant until the end of the biphasic
flow, when an abrupt increase in Q(f) at t ~ 7y is observed. In Fig.
3(a), we can notice that the biphasic flow ends at 7, ~ 44 s for N=1.
If the flow rate were additive as in the monophasic cases, one would
expect 7, ~ 22,73 ~ 15,74 ~ 11, and 15 ~ 9 s, for N = 2, 3, 4, and
5, respectively. Nonetheless, instead of those values, 7, ~ 37, 13 ~ 32,
74 ~ 28, and 75 ~ 26 s, indicating that the flow rate through each ori-
fice decreases progressively as N is increased.

Similar results were found for other grain sizes with excellent
reproducibility (see supplementary material, Secs. I and II). Figure
3(b) shows a log-log plot of 7y as a function of N for different values

LETTER pubs.aip.org/aip/pof

of d (solid points), suggesting a power-law dependence of the form
Ty = 171/NP. By fitting the data, we found b= 0.33 for the smallest
grains (black line) and a nearly constant value b ~ 0.5 for larger grains
(color lines). It can also be noticed that, for the smallest grains
(100 um), we obtained the largest values of tn. Then, 7y decreases
with d, but starts to increase again when d > 360 um (see also plots in
supplementary material, Sec. II). These results suggest a transition of
flow regimes depending on the grain size. Figure 3(c) shows the aver-
age flow rate defined as Qy = [M, — M(ty)]/n, normalized by Q,,
as a function of N and for different values of d. The corresponding
average flow rates for water and dry grains obtained from Figs. 2(a)
and 2(b) are also shown, where Qy =~ NQ; is confirmed. From the
scaling of 7y found for the mixture, one can write Qy = N?Q,. Using
the values of b found in Fig. 3(b), we show in Fig. 3(c) that the data fall
in the region delimited by Qn/Q; ~ N'/? for the smallest grains
(black dashed line) and Qy/Q; ~ V/N for larger grains (orange line).

It is important to mention that there should be a grain size lead-
ing to a maximum flow rate (minimum discharge time) because there
is a threshold value for D/d below which clogging is observed. For a
single oriﬁce, the threshold for a continuous flow of the mixture' is
(D/d)™* ~ 3, considerably lower than for dry grains,” (D/d)* ~ 5.
In this work, we used grain sizes well above such thresholds
(D/d >7) to ensure the conditions for continuous discharge.
Moreover, we found maximum flow rates in our system with d ~ 360
um, ie, D/d ~ 14, which is more clearly shown in the linear plot of
7y Vs N found in supplementary material, Sec. II.

The power-law dependence found above for the mixture allows
us to estimate Qy if the value of Q; is known. Nevertheless, it does not
bring information about the temporal evolution of the process. In a
previous research,'' the discharge of a mixture of water and glass
beads from a silo with only one orifice was modeled considering the
liquid passing through a dynamic porous substrate of thickness h;(t)
that decreases with time. The pressure drop AP between the top and
the bottom of the granular substrate was estimated using Darcy’s law
combined with the Kozeny—Carman model. Then, AP was introduced
in Bernoulli’s equation applied to the liquid at the upper free surface
and at the orifice, obtaining

n(1—e?

- 1
oighi(t) — ISOW(W — vy)hs(t) = fpl(vﬁ - vlz), (1)

2

where p; represents the water density, 7 the viscosity, € the porosity of
the granular substrate, d the particle size, v; — v, the relative velocity
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FIG. 3. (a) M/My vs t for N=1 to 5 for the discharge of the mixture (d = 50—150 xm). Inset: Flow rate Q (absolute value) obtained from the first derivative of data shown in the
main plot. (b) Log-log plot of z vs N for the discharge of mixtures with different grain size (points), with power law fits (lines). (c) Qv/Q1 vs N for water, dry grains, and mixtures.

Phys. Fluids 35, 081702 (2023); doi: 10.1063/5.0158935
Published under an exclusive license by AIP Publishing

35, 081702-3

10:%2:2Z £202 Isnbny 60



Physics of Fluids LETTER

between the liquid level and the substrate level, with v; = dh;/dt and
vs = dhy/dt, and v, the velocity at the orifice. The first term of this
equation corresponds to the hydrostatic pressure contribution, the sec-
ond term represents the hydrodynamic resistance imposed by the
granular substrate, and the last term corresponds to the kinetic pres-
sure difference. Equation (1) can be combined with the continuity
equation applied to the liquid and solved for h;(¢) and h,(#), and the
results are used to calculate the mass of material M(f) remaining in the
silo.'"" For our system with N orifices, we modified the above-
mentioned toy model by considering an orifice of the effective area
Ser = NnD?/4. We solved Eq. (1) for v,, and the continuity equation
Sidh;/dt = €Serv, was integrated numerically. Finally, the value of
M(t) was estimated.

Figure 4 shows the numerical solutions of Eq. (1) (dashed orange
lines) compared with the experimental results of M/M, vs ¢ (solid
lines) for N=1-5 and d = 100, 200, 360, 550 um. (In Sec. II of sup-
plementary material, the same data with ¢ normalized by 7y are
shown.) In Fig. 4(a), a constant viscosity 7 = 1 x 1073 kg/m - s was
used, € was obtained by comparison with the experiments for N=1,
and then, the value of the hydrodynamic resistance coefficient
1807(1 — €)* /d2€* was kept constant for other values of N. It can be
noticed that although M(f) for N=1 is reasonably well described by
the model, the curves for N > 1 are underestimated, and the prediction
worsens as N augments. Since the model at a constant resistance coef-
ficient predicts faster discharges than that measured in the experi-
ments, one can increase the value of this coefficient by assuming an
increase in the effective viscosity # of the mixture when N augments,
in order to diminish the discharge rate. Figure 4(b) shows the adjust-
ing curves (dashed lines) obtained by varying #. The specific values
used for each fit are reported in supplementary material, Sec. IIL.
Outstandingly, we found that the value of # must indeed increase with
N to adjust the experimental data. On the other hand, we can also
increase the hydrodynamic resistance by decreasing the porosity e, i.e.,
increasing the packing fraction ¢ = 1 — ¢ (see required values of €
also in supplementary material, Sec. IIT). Nevertheless, the flow rate of

pubs.aip.org/aip/pof

granular material from a silo is not very sensitive to the initial value of
¢, at least for the case of dry grains. 7 Moreover, we estimated the evo-
lution of the average packing fraction of the bed ¢ during some dis-
charges for N=1 and N=4 (see supplementary material, Sec. IV),
and we found that ¢ remains fairly constant during the discharge, in
agreement with results for one orifice.'’ The increase in the resistance
coefficient may be due to networking between particles. Perhaps, in
the region close to the orifices, the particles realign to form long chains
that overlap forming a mesh, which is hard to break apart, increasing
the hydrodynamic resistance. The packing fraction could also lie in the
range of shear thickening region of non-Brownian suspensions.'*"”
Further research is required at the particle level to fully understand the
underlying physics of mixtures discharged through multiple orifices.
For instance, by using x-ray tomography, it was shown recently that
the dynamic behavior of dry granular systems is similar to that of
complex fluids.”’ Two-dimensional (2D) silos were also recently used
to visualize and characterize the flow of dry glass beads through a sin-
gle orifice at the bottom/lateral wall of a Hele-Shaw cell."**' We adopt
this less expensive 2D technique to explore some aspects of the flow in
our system.

The non-additive flow rate for the case of the mixture was also
found in a quasi-2D cell with two identical orifices (see setup details
and protocols in supplementary material, Sec. V). Let us focus here in
the analysis at the particle level. Figures 5(a) and 5(b) show PIV snap-
shots for the flow of dry and immersed grains, respectively. The col-
ored scale represents the particle velocities v, with black corresponding
to zero (stagnant zones), and red represents the highest values
(v & 0.22 m/s at the apertures for the case of the mixture). Note that
the flow profiles are wider and more parabolic for the case of
immersed particles, reflecting the draining effect of the liquid on the
granular bed.” Let us remark that the liquid (not visualized with this
technique) is moving in the whole cell, which contributes to the over-
lap of the flow profiles from the top until very close to the orifices. In
contrast, dry particles flow in funnel profiles that are almost indepen-
dent, which results in additive flow rates.'” We also measured the
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FIG. 4. Discharge experiments for different grain size d and number of orifices N (solid color lines). The numerical solution for M({) obtained from Eq. (1) is represented by

dashed orange lines, considering: (a) constant viscosity and (b) variable viscosity.
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FIG. 5. (a) and (b) Snapshots of PIV analysis for the discharge of particles (d = 500-600 pm) through two square orifices of 5mm side at the bottom of a quasi-2D cell, for
(a) dry grains and (b) water with grains. (c) Velocity of five particles per orifice followed during the last 30 mm of trajectory above the apertures, for N=1 (black lines) and
N =2 (red lines), for the mixture (main plot) and dry grains (inset). The corresponding trajectories for each case are shown in supplementary material, Sec. V.

velocity v of particle tracers during similar trajectories toward the orifi-
ces, see Fig. 5(c). For dry particles (see inset), the velocities reach essen-
tially the same values for one and two orifices, supporting again the
result of additive flow. For the mixture, in contrast, the particles move
more slowly when two orifices are opened (main plot), which leads to
a non-additive flow rate. We can also notice that the values of v are
lower for dry particles, which is in agreement with the fact that there is
more dissipation by friction, in comparison with immersed particles
where the liquid lubricates the contacts. It is important to highlight
that the main result of this research, i.e., the non-additivity of the mix-
ture flow rate, is very robust. It is observed in quasi-2D and 3D sys-
tems, with orifices at the bottom or even at the lateral walls (see
supplementary material, Sec. VI). Unfortunately, it is very complex to
build a 2D cell considering the grain sizes studied here (d < 1 mm)
because the required separation between the walls would be consider-
ably smaller than the water capillary length (1. ~ 2.7 mm, at room
temperature) and, under such conditions, undesirable capillary effects
appear during filling-discharge processes. For further research, we are
planning to use a 2D system with millimetric particles to directly visu-
alize local changes in packing fraction close to the orifices, and possible
networking between particles during the discharge. The 2D system
will also help to identify if the flow reduction per orifice reported here
could be another manifestation of Braess’s paradox,” namely, the
observation that adding one or more roads to a road network can slow
down overall flow through it. Although this effect was initially
observed in traffic networks,””*’ more recently was reported at differ-
ent scales ranging from power transmission networks”' to semicon-
ductor mesoscopic networks.”

In summary, we have studied the simultaneous discharge of water
and glass beads from a silo with N orifices. Our experiments reveal that
the average total flow rate of the mixture Qu cannot be obtained by
simply adding the individual contributions of each orifice Q;. In fact,
we found that Qy < v/NQ. This result contrasts with the additive
flow of monophasic discharges of water or grains, where Qy ~ NQ;. A
toy model previously used to describe the discharge of the mixture
through a single orifice was modified taking into account an orifice
with a cross section equal to the area of N open orifices. Nevertheless,
this simple modification overestimates the discharge rate. We found
that the value of the hydrodynamic resistance must be increased in the
model as more orifices are opened to reproduce the experimental find-
ings. Particle-laden flows are encountered in many engineering fields:

in mining and oil industry, food processing, etc.; for instance, in the cof-
fee washing process, immersed seeds are discharged from hoppers and
tanks with multiple gates. Our research should be taken into account in
the silo design for this kind of industrial applications.

See the supplementary material for data reproducibility, fitting
values used in the model, details of the quasi-2D setup, and discharges
through lateral orifices.
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