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Introduccion

Introduccion

Debido al papel central del cerebro en el funcionamiento del
cuerpo humano, las enfermedades relacionadas con aquel tienen
generalmente la capacidad de influir grandemente en la vida de la
persona afectada, constituyendo este tipo de patologias un tema
de importancia capital en el cuidado de la salud. Por ejemplo,
segln la Organizacion Mundial de la Salud, la Epilepsia es la
enfermedad del cerebro crénica mas comun, afectando a mas de
50 millones de personas de todas las edades en todo el mundo [1].

Una estrategia basica a la hora de desarrollar tratamientos para la
curacion y prevencion de estas enfermedades, es entender sus
causas Yy funcionamiento. Una cualidad definitoria y fundamental
del cerebro, clave en su funcionamiento, es su destacada actividad
eléctrica. Béasicamente, las neuronas se comunican a través de
conexiones que conducen corrientes eléctricas que producen
cambios en el potencial eléctrico. Esta actividad puede medirse
de distintas maneras, con objeto de obtener informacion sobre el
funcionamiento interno del cerebro. En particular, una de las
técnicas mas usadas es la Electroencefalografia. Las sefiales
electroencefalogréficas (EEG) son mediciones de las diferencias
de potencial eléctrico en electrodos dispuestos de distintas
maneras sobre el cuero cabelludo de la cabeza [2], [3].

En este contexto, una de las cuestiones principales a la que tratan
de dar respuesta expertos de varias disciplinas (neurofisiélogos,
bioingenieros, fisicos, matematicos, computélogos, entre otros)
es el Problema de identificacion de fuentes de actividad eléctrica
en el cerebro. A grandes rasgos, este problema consiste en
identificar o estimar las fuentes, incluyendo su localizacion y
descripcion, que originan o generan el potencial eléctrico que
resulta ser medido en forma de EEG.
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Introduccion

Desde el punto de vista de la Modelacion Matematica y
Computacional, se parte de las teorias fundamentales de la Fisica
y la Electrofisiologia para construir modelos de conduccion de las
sefiales eléctricas adecuados. A partir de éstos, se plantean los
paradigmas matematicos que modelan los problemas de interés.
En particular, el Problema de identificacion de fuentes de
actividad eléctrica en el cerebro cae en el marco de la Teoria de
problemas inversos [4], [5]. Basicamente, se trata de determinar
la causa de cierto fendmeno. Posteriormente, se disefian métodos
y algoritmos para el céalculo numérico, por lo general
computacional, de las soluciones matematicas (0 mas bien
aproximaciones) que representan las fuentes de actividad.

Existen muchos trabajos en la literatura [6], [7], [8], [9], [10] ¥y
las referencias citadas ahi que tratan sobre el Problema de
identificacion de fuentes de actividad eléctrica en el cerebro y que
usan como base el modelo de medio conductor, cuya justificacion
puede encontrarse en [11], [12]. Desde el punto de vista
matematico, existen varios problemas que surgen con este tipo de
modelos, los cuales estan resueltos parcialmente en la literatura,
pero no totalmente.

Un primer problema es debido al caracter estacionario del
modelo. El fendmeno, la variacion del potencial eléctrico en los
distintos tejidos de la cabeza, y en particular las mediciones EEG,
es obviamente dependiente del tiempo. Sin embargo, el modelo
estacionario no refleja esta dependencia temporal. Esto provoca
que, aunque los datos electroencefalograficos sean utilizados
I6gicamente para resolver el problema inverso, su naturaleza
variable en el tiempo no es tomada en cuenta enteramente, sino
indirectamente. La omisidn de este tipo de informacion puede ser
relevante.

Lo que usualmente se hace para identificar la fuente, también
dependiente del tiempo, es resolver secuencialmente el problema
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Introduccion

inverso para cada instante de tiempo de la medicion EEG, que por
naturaleza es discreta. Esto provoca que los errores se vayan
acumulando, especialmente debido al mal planteamiento de los
problemas de identificacion estacionarios.

El segundo problema es la falta de unicidad en la clase de las
fuentes a identificar. Esto generalmente no se toma en
consideracion de manera explicita en la solucion del problema
inverso, lo que puede acarrear problemas en la convergencia de
las aproximaciones (véase capitulo 6 de [4]).

Por lo general, lo que se hace es resolver el problema por un
método de ajuste iterativo mediante algin método de descenso,
asociado a un funcional que mida el error entre la medicidn
tedrica asociada a la fuente en la iteracion dada, y la medicion
real. Se trata de minimizar el funcional de ajuste, reduciendo el
error. De esta manera se van obteniendo aproximaciones que se
espera se vayan ajustando a la medicion.

Sin embargo, al no tener garantizada la unicidad de solucion del
problema inverso en la clase en cuestion, no se puede asegurar la
convergencia de todos los algoritmos numéricos que se reducen a
resolver ecuaciones operacionales mal planteadas de primer tipo,
como son todos los problemas de identificacion de fuentes,
coeficientes y condiciones de contorno que se modelan a través
de ecuaciones diferenciales.

En particular, se tiene toda la clase de algoritmos en que se
imponen restricciones a priori sobre compactos como son los
métodos de soluciones aproximadas y cuasisoluciones que
pueden consultarse en el epigrafe 1 del capitulo 6 de [4] y también
para todos los algoritmos que se derivan de generalizaciones de
la estrategia de regularizacién de Tikhonov para construir
estrategias admisibles, basadas en el analisis de un sistema
singular asociado al operador, como es el caso de la teoria general
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Introduccion

de regularizacion para operadores compactos desarrollada en el
epigrafe 2.1 de [5] donde se definen diferentes estrategias a partir
de la introduccién del concepto de filtros regularizantes.

Cuando no se exige que la clase de objetos a identificar sea una
clase de unicidad, lo cual en el caso de problemas inversos
lineales equivale a la inyectividad del operador (por ejemplo,
identificacion de fuentes para problemas de contorno lineales)
entonces pueden haber muchas soluciones. Si el problema inverso
es lineal se encuentra un subespacio vectorial y de soluciones y la
salida es “quedarse con la de norma minima” lo cual es s6lo un
argumento matematico para obviar la falta de unicidad pero no
asegura que esta solucion corresponde a la solucion real. Cuando
los problemas son no lineales los algoritmos usuales de
optimizacion de funcionales empiezan a “brincar de un posible
minimo a otro” y, por ello se han desarrollado los algoritmos
genéticos en los que se afiaden restricciones que conducen a una
solucién Unica y la teoria de “Optimizacion Global” (véase [13])
junto con métodos heuristicos de gran complejidad numérica que
se complican ain maés en el caso cuando los problemas de
optimizacion son mal planteados y, en el mejor de los casos, nos
permiten encontrar multiples soluciones del problema inverso que
se consideran como multiples escenarios y se requieren criterios
adicionales de los expertos que van a usar los resultados para
decidir por uno de ellos.

Nosotros partimos de la base de que lo mejor es obtener suficiente
informacidn a priori sobre la clase de objetos a identificar para
gue sea una clase de unicidad y, de esa manera, poder aplicar los
resultados mas clasicos que estan debidamente fundamentados
tedricamente y no se basan en algoritmos heuristicos.

Como consecuencia, no queda claro que las “aproximaciones”
sucesivas sean algo que aproxima a una fuente que reproduzca de
manera aproximada la medicion. Puesto que el error puede no
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tender a cero, como consecuencia el error del funcional puede no
ser menor que el error de medicién. Esta dificultad se observa
claramente en la aplicacion del método iterativo de
cuasisoluciones (ver [4]), por ejemplo.

Ademas, es importante tener en cuenta la informacion fisiologica
sobre la ubicacion y propiedades de la fuente que genera una
actividad EEG determinada (ritmo basico, potencial evocado,
etc). Esto permite caracterizar las propiedades de la clase de
fuentes donde se resuelve el problema de identificacion. Una vez
hecho esto, el problema no consiste Unicamente en resolver el
problema matematico de minimizar un funcional de ajuste. Por un
lado, la fuente que minimice el funcional puede estar muy lejos
de reproducir de manera aproximada la sefial EEG medida. Por
otro lado, generalmente las clases de fuentes con sentido
fisiologico, tales como los multipolos, las fuentes concentradas
en corteza Yy las fuentes espacialmente constantes a trozos, o bien
corresponden a clases de funciones generalizadas -para las que es
necesario dar una interpretacion adecuada a las soluciones de los
problemas de contorno asociados-, 0 son subconjuntos con
interior vacio en las clases de funciones comdnmente utilizadas
para resolver los problemas de optimizacion, y por lo tanto, no
tiene sentido aplicar los métodos de descenso, que requieren
conjuntos abiertos, para estudiar estos problemas.

Por otro lado, como las mediciones electroencefalogréficas son
mediciones espacialmente discretas, se requiere simplificar
excesivamente la clase de fuentes para poder obtener unicidad en
la identificacion. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se trata de
ajustar las mediciones EEG obtenidas en un electroencefaldgrafo
convencional con 18 electrodos activos a un namero finito de
puentes puntuales en forma de dipolos (véase [14], [15]). En ese
caso, si se quiere determinar completamente las 3 coordenadas de
la ubicacion de cada dipolo y las 3 coordenadas de su respectivo
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momento dipolar, se pueden identificar de manera Unica
solamente 3 dipolos. Asi, para poder identificar 6 dipolos que
reproduzcan una medicion EEG, usualmente se fija su ubicacion
espacial de antemano, de manera que Unicamente sea necesario
determinar las coordenadas de sus momentos dipolares. Otra cosa
que puede hacerse es discretizar el modelo de medio conductor
junto con las fuentes para que el nimero de parametros a
identificar sea del mismo orden que el nimero de datos obtenidos
de la medicion, pero esto puede sobre simplificar las
caracteristicas fisiologicas de la clase de fuentes que se pueden
identificar. Es por ello que nosotros preferimos utilizar el modelo
continuo, extrapolando la medicidn en los electrodos del EEG a
todo el cuero cabelludo de una manera conveniente, obteniendo
sefiales continuas coherentes con el modelo.

En este trabajo de tesis se da una respuesta a las dificultades
expuestas anteriormente, y se da una metodologia integral que
puede ser aplicada a cualquier clase de fuentes variables en el
tiempo y de cuadrado integrable en el volumen ocupado por el
cerebro, fijada a priori de acuerdo a las caracteristicas de las
mediciones.

Nuestro objetivo es mostrar la metodologia general, utilizando
expresiones analiticas para las soluciones de ciertos problemas de
contorno. Para ello, desarrollaremos todo el trabajo suponiendo
una geometria simple, en forma de esferas concéntricas para las
superficies de separacion entre el cerebro y las diferentes capas
gue componen el resto de la cabeza. Por simplicidad, nos
limitaremos a considerar una sola capa. En el caso en el que se
quiera trabajar con geometrias realistas, deben considerarse
varias capas, asi como superficies mas complicadas. Los
problemas de contorno seran resueltos numéricamente en este
caso, por lo general.
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Se destacara la importancia de que las clases de fuentes a
identificar satisfagan una condicion de unicidad con respecto a la
solucién del problema inverso.

Una de las conclusiones principales de este trabajo, que merece
la pena destacar, es la siguiente: se considera una clase de fuentes
arbitraria, que satisfaga la condicién de unicidad con respecto a
la solucion del problema inverso de identificacion de la fuente
que aproxima una medicion dada. Independientemente de cual
sea esta clase de fuentes, la clase de fuentes armdnicas con
respecto a la variable espacial, y sus propiedades, juega un papel
central en la caracterizacion de la fuente en la primera clase. Una
parte importante del presente trabajo se dedica a desarrollar este
hecho.

A pesar de que nos encontramos en el marco de un modelo
estacionario, veremos como es posible trabajar directamente con
las mediciones EEG como sefiales dependientes del tiempo.

Otro punto sobre el que se quiere hacer énfasis es que el problema
de identificacion de fuentes no debe resolverse pensando
solamente en las fuentes, sino también teniendo en cuenta la
naturaleza de las mediciones EEG. Para ello, en el capitulo 3 se
desarrolla una teoria de representacion de este tipo de sefales.
Basandonos en un analisis previo, se proponen expresiones
sencillas que permiten aproximar adecuadamente estas sefiales de
banda limitada. Esto se aplica tanto en el caso de ritmos béasicos
como en el de rafagas de espigas, ondas y espigas-onda,
correspondientes a ciertas manifestaciones andémalas del EEG.

Sobre el contenido de este capitulo 3, merece la pena hacer
hincapié en lo siguiente: en los métodos tradicionales de filtraje,
se trata de "eliminar las frecuencias que se consideran ruido”. El
inconveniente de este enfoque, es que se corre el riesgo de
eliminar también frecuencias "necesarias" para caracterizar la
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sefial pura, modificando "demasiado" la sefial EEG. Este es el
caso frecuentemente de los ruidos provocados por los artefactos
musculares; al "limpiar" estos artefactos, la sefial queda afectada
sensiblemente.

Por este motivo, planteamos que no es necesario ni conveniente
este tipo de filtrado previo a la identificacion de fuentes. En vez
de esto, se muestra como analizando la sefial se pueden obtener
"aproximaciones convenientes" en forma de sefiales de banda
limitada. Estas descomposiciones “extraen" las componentes
relevantes de la sefial, obviando aquellas que no son
caracteristicas de la sefial pura. De esta manera, los ruidos se
"descartan” de manera automatica.

Finalmente, dado que el problema de identificacion de fuentes es
un problema mal planteado, se requiere utilizar un algoritmo de
regularizacion para minimizar la sensibilidad a los errores en los
datos EEG. Es muy natural resolver este tipo de problemas con
métodos iterativos. Sin embargo, estos metodos, como por
ejemplo el algoritmo de Tikhonov, imponen restricciones en la
suavidad de la solucion. Para evitar este inconveniente, en este
trabajo se ha decidido utilizar una metodologia diferente, que
ademas permite desde un inicio determinar si la clase de fuentes
utilizada es apropiada. EI método utilizado se llama "Método de
Datos Admisibles”, y se expone en la seccion 2.5.

El método de datos admisibles requiere de una metodologia
especifica de interpolacion de los datos EEG medidos en los
electrodos en toda la cabeza. Este tema esté fuera del alcance de
este trabajo, debido a su extensidn, quedando como una propuesta
de trabajo futuro.

Ademas, hemos aplicado la metodologia completa de
identificacion al caso de fuentes variables en el tiempo con
soporte en una vecindad de la corteza cerebral, donde son
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armonicas. Esta clase de fuentes tiene un sentido practico mucho
mas importante que la clase de fuentes armoénicas en todo el
volumen cerebral. Esto sin menoscabo de la importancia de esta
ultima clase en la caracterizacion de la fuente arménica en una
vecindad de la corteza.
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Objetivos del trabajo de tesis

Objetivos del trabajo de tesis

El problema de estudio de esta tesis se enmarca en el problema
inverso electroencefalogréfico, el cual consiste en hallar las
fuentes bioeléctricas en el cerebro a partir de mediciones del
potencial eléctrico medido en el cuero cabelludo debido a la
actividad de estas fuentes. Las fuentes bioeléctricas que se trata
de identificar en este problema corresponden a la divergencia de
la funcién vectorial que describe la densidad de las corrientes

impresas (J7). Para este estudio se considera a la cabeza dividida
en capas conductoras con conductividad constante, y la mas
interna de ellas se identifica con el volumen ocupado por el
cerebro.

Primeramente, identificaremos cierto tipo de fuentes equivalentes
que corresponden a funciones armonicas en todo el volumen
cerebral o en una vecindad de la corteza.

Posteriormente veremos como esta metodologia se traslada al
caso cuando se consideran mediciones EEG variables en el
tiempo y se propondra un algoritmo para reconstruir la variacion
espacio-temporal de la fuente que reproduce dichas mediciones.

También se desarrollara una metodologia basada en el método de
datos admisibles para disminuir el efecto de los errores de
medicion en la identificacion de la fuente. La metodologia
aplicada toma en consideracién la relacion existente entre las
propiedades de las fuentes a identificar y las propiedades de las
mediciones generadas por ellas (método de datos admisibles).
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Estructura de la tesis

La estructura de la tesis se da de la siguiente forma. En el Capitulo
1“Formalizacion matematica de los conceptos que se utilizan en
la modelacidon de los mecanismos de generacion y propagacion de
la actividad eléctrica del cerebro”, se discutio lo relacionado con
la conceptualizacion de la medicion EEG y las causas que la
originan. A partir del modelo de medio conductor se hace el
planteamiento del problema, asi como los resultados preliminares
para el estudio de éste.

En el Capitulo 2 Ilamado “Identificacion de fuentes equivalentes
que reproducen una distribuciéon de potencial en todo el cuero
cabelludo”, se hace el planteamiento operacional del problema de
identificacion de fuentes, debido a que se reduce el problema
inverso a un planteamiento operacional. Ademas se da la solucion
del problema de Cauchy en esferas concéntricas con datos
exactos. Se obtienen las condiciones necesarias y suficientes que
debe satisfacer la medicion de la distribucién de potencial en todo
el cuero cabelludo en un instante prefijado, para que el problema
de Cauchy tenga solucidn, asi como la determinacion de la fuente
armonica que reproduzca la medicion de la distribucion de
potencial en todo el cuero cabelludo en un instante prefijado, en
volumen. Esta es de suma importancia debido a que la
determinacion de dicha fuente armonica en el volumen cerebral
es parte central en la metodologia de identificacion de fuentes en
clases de unicidad arbitrarias y en la definicion de un esquema
general de regularizacion que es aplicable a la identificacion de
fuentes distribuidas y focalizadas. En el Capitulo 3 “Expresion
matematica aproximada de sefiales EEG” se da una
representacion matematica de las mediciones
electroencefalograficas, tales como los ritmos basicos, rafagas de
espigas, espigas-ondas y ondas afiladas, las cuales pueden ser
utilizadas para identificar las fuentes que las reproducen.
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Iindice de simbologia

My (R) Conjunto de matrices reales de M filas por N columnas.

w® Se utiliza el superindice (1) en estos espacios para designar sus
subespacios correspondientes a funciones que son ortogonales a las
constantes con respecto al producto escalar correspondiente, es decir, si
W es cualquiera de estos espacios de Hilbert, entonces denotaremos
mediante W® = {w € W:{w, 1), = 0}, donde {, ), s el producto
escalar en W.

F* El superindice L se usa para denotar el subespacio ortogonal en W a un
subconjunto F de W, es decir, F* = {w € W:{w, f)y, = 0,Vf € F}.

L,(Q;) Funciones de cuadrado integrable definidas en Q;, parai = 1,2.

L (R) Funciones definidas en R gue son integrables en el sentido de Lebesgue.

}[(1)(91) Funciones arménicas ortogonales a las constantes con respecto al
producto escalar en L, (Q,).

H,(Q) Funciones de Sobolev definidos de la siguiente forma
H, () = {u € Lz(Qi):u,:—Z € Lz(Qi)}, donde :—; son derivadas
generalizadas en el sentido de Sobolev para todo i = 1,2.

Hi(S;) Subespacios de L, (S;) parai = 1,2, constituidos por las trazas a S; de las

2

funciones de H, (Q;).

L, (10,71,5° @)

Espacios de funciones cuadrado integrable sobre [0, T] x Q, véase( [16],

[17]).

C*(Sz)

Espacio de funciones infinitamente diferenciables sobre S, .
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Capitulo 1 Formalizacion matematica de los
conceptos que se utilizan en la
modelacion de los mecanismos
de generacion y propagacion de
la actividad eléctrica del cerebro

A traves de los afios, el estudio del cerebro se ha ido
incrementando. EI volumen de la investigacion en ingenieria
biomédica ha crecido enormemente en las Gltimas décadas. Los
desarrollos tecnoldgicos que permitieron el procesamiento de
datos a gran escala han significado una demanda de
investigadores adecuadamente calificados en este campo.
Desafortunadamente, la capacitacion de los investigadores no ha
seguido esta demanda. Es cierto que hay muchos neurofisiélogos
y muchos matematicos aplicados a su alrededor, sin embargo,
para desarrollar una tecnologia biolégicamente aplicable,
particularmente en el caso en que los dispositivos deben
interactuar directamente con la biologia, es necesario contar con
personas que puedan comprender estas disciplinas.

Esta tesis es un acercamiento a un area particular de la ingenieria
biomédica: en particular si se tiene una medicion de actividad
electroencefalogréafica que puede ser considerada normal o
anormal desde una perspectiva de la Teoria de “sefiales”, el
objetivo es encontrar las fuentes que generan dicha actividad.

La experiencia y la teoria necesarias para avanzar en la
comprension del cerebro estdn bien establecidas tanto en
neurofisiologia como en ingenieria, pero el vinculo de
comunicacion que permitiria la portabilidad del conocimiento de
una disciplina a la otra es incipiente.
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Veamos a continuacion las bases para la modelacion de medio
conductor y como se puede conceptualizar la nocién de fuente
para la generacién del EEG.

1.1 Conceptualizacion de la nocion de fuente de
actividad eléctrica en el cerebro y un modelo
simplificado de medio conductor para modelar
la generacion del EEG

En el modelo simple de medio conductor que se desarrolla en
[11], [12] se considera al cerebro como un medio conductor de la
corriente eléctrica, en el que ademas existe un mecanismo de
generacion de otras corrientes de caracter bioldgico producidas
por la actividad neuronal a las que Ilamaremos corrientes
impresas. Denotaremos por Q, a la regidn ocupada por el cerebro,
dQ, = S, su frontera, que corresponde a la corteza cerebral, o; su
conductividad para la corriente Ohmica (que en un cerebro
“normal” puede considerarse constante e igual a la conductividad
del agua saturada de sal [2]) y u su permeabilidad magnética.

Ademas, supondremos que el campo eléctrico generado en el
cerebro se debe a las propiedades conductivas del cerebro como
medio fisico y a fuentes de actividad eléctrica generadas
unicamente por la actividad neuronal que producen un vector de

corriente al que denotaremos mediante Ji, al cual llamaremos
densidad de “corriente impresa”. Esta densidad de corriente se
origina de la fuerza electromotriz producida por la actividad
bioldgica en el tejido cerebral y a las fuentes que la originan les
Ilamaremos fuentes de actividad neuronal.

También en el trabajo [11] se ha estudiado el problema de
identificar las fuentes de actividad exacerbada, correlacionando

el campo eléctrico E y el campo magnético B con la densidad de
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corriente Ji, mediante la aproximacion cuasiestatica de las
ecuaciones de Maxwell (las cuales se justifican en [18]), y que se
establece mediante las ecuaciones:

E):—Vul, (11)
VxB =y, (1.2)
V-B=0, (13)
J =]+ o,E, (1.4)

donde u, es el potencial del campo eléctrico producido en el

volumen cerebral por la actividad neuronal, J es la densidad total
de corriente producida en el cerebro, la cual como se puede
observar en (1.4 ) es la suma de la contribucion de la densidad de

corriente impresaf" més la corriente de desplazamiento, y o, E es
obtenida a partir de la ley de Ohm dado que se supone que el

- -
campo E es conservativo.

Es importante sefialar que la corriente impresa J* es una corriente
local en el contexto neuronal, mientras que la corriente 6hmica

o, E no esta restringida a fluir localmente debido a que fluye en
todo el espacio extracelular.

En el analisis que se realiza en [11] se supone que la variacion

temporal del campo magnético Bes despreciable. Por lo tanto, de
las ecuaciones ( 1.2 ), ( 1.3 ) y de la identidad vectorial
V- (V x B) = 0, se concluye facilmente que

\7']_)=0- (15)

Por otro lado, en biomagnetismo la busqueda de las localizaciones
de las fuentes de corriente suele limitarse a una escala de longitud
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macroscopica, por lo cual es conveniente reemplazar J por una

corriente de densidad equivalentefp que incorporaf" y los efectos
de los cambios microscopicos en la conductividad, segun [19].

=0
xEI,

11, frontera exterior

Figura 1-1 Representacion esquematica del modelo simple de
medio conductor.

Si se utiliza la ecuacion (1.1 ) para el campo eléctrico E, y se
reemplaza J por TP, se puede expresar ( 1.4 ) de la siguiente
manera:

7=7 o, (16)

Si se utiliza la ecuacion ( 1.5) y se le aplica a ( 1.6 ) se obtiene
que

V- (o,Vu,) =V-JP. (17)

En lo que sigue se va a denotar a V - JP mediante —fy por abuso
de lenguaje nos referiremos a —f como la “fuente de actividad
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eléctrica” en el cerebro, cuando realmente la fuente esta

. ->P N
relacionadacon/ ynocon? - JP.

Si suponemos que la conductividad es constante, entonces
obtendremos la ecuacion de tipo Poisson:

—oAuy = f (en (), (1.8)

para describir la variacion del potencial eléctrico en el volumen
cerebral.

Como podemos observar, el modelo anterior no considera el
mecanismo de generacion de las corrientes impresas. EI modelo
es muy simple debido a que en la expresion para la densidad de

corriente volumétrica impresa J? en realidad aparecen otras
variables que dependen del tiempo y del estado del cerebro, el
cual no sélo esta descrito por u,, sino ademas depende de una
serie de parametros que tienen gue ver con las conductividades de
cada tipo de corriente ionica, asi como de la probabilidad de
activacion y de inactivacion de los canales io6nicos, por lo que se
concluye que la fuente no es extrinseca del sistema, que es lo que
se supone en este modelo [20].

Lo anterior es mencionado con la finalidad de enfatizar la
simplicidad del modelo que vamos a utilizar para poder
identificar fuentes bioeléctricas que reproduzcan las mediciones
EEG. Es por ello por lo que serd importante definir el tipo de
actividad que podemos asociar a la existencia de una fuente que
la genera, como es el caso de la actividad del tipo 1y 2
mencionada en la seccion 1.1, es decir:

1. Ritmos basicos que corresponden a una actividad
relacionada con estados mentales.
2. Actividad sensorial evocada por estimulos sensoriales.
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Esto es debido a que la actividad de tipo 3, 4 y 5 puede tener un
origen mucho méas complejo que el que se pueda describir a través
de una fuente.

Por otra parte, se considera que el resto de la cabeza es también
un medio conductor homogéneo Q, con frontera externa
(correspondiente al cuero cabelludo) S,, con una conductividad
promedio constante o,,en el que no se producen fuentes
generadoras de actividad eléctrica (ver Figura 1-1.). Es decir, no
se tienen en cuenta todas las capas existentes tales como craneo,
liquido encéfalo raquideo, entre otras, y se supone que el medio
exterior a la cabeza tiene conductividad nula. Entonces si se
denota mediante u, al potencial eléctrico generado en Q, se tiene
para u, la ecuacion:

O-zAuZ =0 (en .0.2), ( 19)

y los potenciales u, y u, satisfacen las condiciones de contorno:

U = Uy, (] Z_Zi = 0, g_:: SObI’e Sl ( 110 )
%2l — 0 sobre S,, (111)
6n2

donde n; y n, denotan a los vectores normales exteriores
unitarios en las fronteras S; y S, respectivamente.

Finalmente obtenemos el problema de contorno (1.8) - (1.11)
que describe la variacion espacial instantdnea del potencial
eléctrico en el volumen ocupado por el cerebro y el resto de la
cabeza cuando la densidad de distribucion de la fuente de
actividad eléctrica en el volumen cerebral viene dada por la
funcion f, donde la medicion de dicho potencial en el cuero
cabelludo esta dado por u, | es, = V(x,t).
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1.2 Conceptualizacion de la medicion EEG vy las
causas que la originan

Es de suma importancia tener una conceptualizacion apropiada de
las mediciones y las causas que las originan. De no ser asi, el
planteamiento del modelo matematico pudiera no tener sentido;
en otras palabras, el modelo matematico propuesto no reflejara la
medicion electroencefalografica.

En el modelo expuesto en la seccion 1.1, la generacion de la
actividad eléctrica es resultado de las variaciones de la
conductividad y la fuente. En lo que respecta a esta tesis, solo se
van a considerar variaciones de la fuente.

Dada la importancia que tiene la informacion a priori
(caracteristicas de las fuentes) y a posteriori (caracteristicas de las
sefiales EEG) para resolver el problema inverso de identificacion
de fuentes a partir de mediciones EEG y tomando en cuenta toda
la discusion previa, propondremos dos hipotesis de trabajo con
respecto a las caracteristicas que deben tener las fuentes y las
seflales EEG respectivamente. Estas hipotesis se utilizaran a lo
largo de este trabajo de tesis y nos permitiran resolver el problema
de identificacion de fuentes en los casos de actividad normal y
anomala.

1.2.1 Hipotesis con respecto a las mediciones EEG

En lo relativo a la estructura de las sefiales EEG la hipotesis es la
siguiente: cualquier sefial EEG se puede descomponer en
ventanas temporales, en cada una de las cuales, se comporta
aproximadamente como una superposicion de ondas de banda
limitada y con un perfil determinado para cada una de ellas, las
cuales corresponden a los ritmos basicos, y a estos ritmos basicos
se le superponen trenes o rafagas de espigas o de ondas-espiga,
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que se caracterizan por su amplitud, rango de frecuencias y
tiempo de duracion, pudiendo ser intermitentes.

Esta hipotesis se justifica con una breve descripcion de sefiales
continuas, obtenida de [21]. Un ejemplo de sefiales sinusoidales,
similares a las obtenidas de tejidos vivos, se muestra en la Figura
1-2.

Las ondas continuas que son producidas por generadores
fisiologicos pueden ser descritas por sus componentes de
frecuencias. Cuando una forma de onda cambia de una frecuencia
a otra, esto puede deberse a que cada generador cambia su
frecuencia 0 porque se comportan como una especie de
interruptor, apareciendo sefiales a cierta frecuencia (“encendido”)
y luego aparecen otras de distinta frecuencia (las primeras se
“apagan”).

Si los electrodos estan posicionados cerca de estructuras que
generan sefiales de diferentes frecuencias, entonces se produce
una sefial mas compleja, que son la combinacion de las dos
frecuencias, tal como se ilustra en la Figura 1-2.

Si las frecuencias son muy cercanas, cada sefial sera poco
reconocible. Si, por el contrario, tienen la misma frecuencia, pero
diferente forma de onda, entonces las ondas se vuelven mas
complejas, como las que se muestran en la Figura 1-3
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Figura 1-2. Ondas sinusoidales continuas de distintas
frecuencias y la superposicion de las mismas.

Si se hiciera un andlisis de frecuencia en cada una de las sefiales
de la Figura 1-2, se veria una frecuencia fundamental,
exceptuando en el caso de la superposicidn de ondas, en donde se
verian dos frecuencias en el analisis.

Lo anterior justifica la hipotesis de considerar que una sefial EEG
es la superposicion de ondas o ritmos cerebrales que tienen una
banda limitada, una forma determinada, una amplitud y una
duracion definidas. Usando el diagrama mostrado en la Figura
1-4, se supone que las sefiales EEG son una superposicion de
actividad cerebral (ritmos cerebrales), artefactos de diferentes
origenes, a los que se pueden agregar también sefiales andmalas,
todas ellas denotadas con la letra sk. Todas estas sefiales se estan
superponiendo con diferentes factores o pesos (C) y lo que se
registra en un sistema de medicién EEG es la combinacion lineal
de todos los componentes previamente mencionados (yk=Csk). En
el presente trabajo se asume que los artefactos han sido filtrados
previamente, 0 sea no nos avocaremos al problema de filtraje de
las sefales, lo cual de por si es un problema muy serio.
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Figura 1-3. Superposicion de sefiales de la misma frecuencia,
pero con distinta forma de onda.
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Figura 1-4. Diagrama que representa las mediciones EEG como
una combinacion lineal de ritmos cerebrales, artefactos y sefiales
anomalas (Imagen modificada de [22]).

La Teoria de funciones de banda limitada, asi como sus
aplicaciones al procesamiento digital de sefales, esta
ampliamente desarrollada y se puede decir que es clasica. Esta
relacionada con los teoremas de muestreo (Teorema de Nyquist-
Shannon-Whittaker y generalizaciones), las llamadas funciones
ondas esferoidales prolata y sus propiedades de concentracién
simultanea en tiempo y frecuencia [23], [24], y los espacios
clasicos de Paley-Wiener y las funciones enteras de tipo
exponencial [25]. Recordamos que, fijado w > 0, el espacio de
Paley-Wiener correspondiente es el espacio de funciones en la
recta real de cuadrado sumable (en el sentido de Lebesgue) cuya
transformada de Fourier esta soportada en el intervalo [—w, w].
Recientemente, se han desarrollado sistemas tipo-ondicula en
analisis multirresolucionales relacionados con estos espacios,
basados en las funciones ondas esferoidales prolata [26]. Es
razonable postular que las componentes correspondientes a los

11
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ritmos cerebrales puedan representarse matematicamente de
manera Util con ayuda de estas herramientas.

En todo este trabajo supondremos que las sefiales anomalas que
se pueden superponer a los ritmos cerebrales de una sefial
corresponden a rafagas de espigas o de espigas-onda cuyas
caracteristicas en cuanto a amplitud, frecuencia, morfologia y
duracion se suponen previamente establecidas.

1.2.2 Hipotesis con respecto a las fuentes bioeléctricas

Supondremos que cualquier “fuente de actividad neuronal” en el
cerebro se puede representar mediante una distribucion de dipolos
contenidos en el volumen cerebral cuyas propiedades y
distribucion espacial pueden variar con respecto al tiempo y las
clasificaremos en “distribuidas” y “focalizadas”.

Llamaremos distribuidas a las fuentes que estan generadas por
una distribucion continua de dipolos variables en el tiempo con
soporte fundamentalmente localizado en la corteza cerebral ya
que son estas las que pueden ser mas facilmente detectables por
los electrodos del electroencefalégrafo.

Las fuentes focalizadas supondremos que “idealmente” tienen su
soporte en un punto del interior del cerebro y varian con el
tiempo. Es frecuente “modelar” este tipo de fuentes por
“multipolos eléctricos” y generalmente es suficiente considerar su
aproximacion por dipolos, pero, en la practica, se supone que una
fuente focalizada tiene su soporte en una bola de radio
suficientemente pequefio centrada en un punto que, en principio,
puede desplazarse y para cada instante de tiempo la fuente toma
un valor constante sobre dicha bola (y necesariamente debe tomar
otro valor constante sobre el complemento de manera que la
integral de esta funcion sobre el volumen cerebral se anule; esto

12



Capitulo 1 Formalizacién matematica de los conceptos que se
utilizan en la modelacion de los mecanismos de generacion y
propagacion de la actividad eléctrica del cerebro

ultimo es una exigencia matematica para cualquier fuente, ya sea
distribuida o focalizada).

En general la fuente asociada a una actividad EEG determinada
es una superposicion de fuentes distribuidas y focalizadas.

La justificacion de esta hipdtesis se da por ejemplo en los ritmos
cerebrales. Estos se observan en ciertas &reas del cerebro
dependiendo de la actividad que el sujeto esté realizando en el
momento de la medicion. Es decir, cada uno de los ritmos se
produce en una region cerebral. Es por ello, que se considera que
las fuentes que los generan son distribuidas, puesto que se
producen en un area especifica del cerebro, y en las restantes areas
en principio no aparecen. Por supuesto, puede darse el caso de
que se extiendan a otras regiones, dependiendo de las actividades
que este realizando el sujeto.

En el marco del modelo ( 1.8 ) - ( 1.11 ) se supone que los
potenciales eléctricos son generados por fuentes cerebrales [27],
[18], y a partir de la localizacion e intensidad de éstas se puede
obtener informacién sobre el estado clinico de los sujetos o
pacientes en estudio.

La existencia de fuentes generadoras de actividad eléctrica en
cerebro puede justificarse observando la Figura 1-5, la cual
muestra una gran red separada de dos subredes (L y E) que estan
conectadas a dos puertos (a y b). Los voltajes medidos en las
redes L y E son analogos a los potenciales de campo locales y a
los registros EEG, respectivamente.

13
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Figura 1-5 Dos subredes eléctricas L y E estan conectadas a los
puertos a 'y b. (Imagen modificada de [28]).

En este caso, L representa cierta area del cerebro que se activa
para producir lo que se estd midiendo en los electrodos
representados por E. Cada fuente macro cerebral consiste en
miles de millones de micro fuentes de escala sindptica que acttan
en las superficies de la membrana (anédloga a las fuentes en L).

Ahora, el problema inverso asociado a identificar una fuente no
es unico. Es decir, un namero finito de redes L, que puede
contener millones de fuentes dependientes o independientes,
producird corrientes y voltajes idénticos en E, tal como se detalla
en [28]. Para poder darle solucion al problema inverso se tienen
que hacer suposiciones y tener informacién a priori, como se
menciond anteriormente.

Debido a la complejidad del sistema nervioso central tenemos
varias preguntas abiertas, cuyas respuestas no estan claras:

14
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En caso de que el rango de frecuencias, las amplitudes y
el tiempo de duracién de las rafagas, caractericen una
sefial EEG dada (esa informacidn se puede obtener a partir
de la sefial EEG después de filtrar los artefactos), ¢hay
alguna correlacion directa entre esta informacion y las
caracteristicas de la fuente que genera dicha sefal; es
decir, la amplitud, rango de frecuencias y tiempo de
duracion de la fuente? En particular, ¢es el tiempo de
duracion de las rafagas de espigas o de ondas —espigas el
mismo tiempo que dura actuando la fuente que las genera?
Hasta el momento se ha propuesto que las mediciones
EEG son generadas por una fuente, incluyendo los ritmos
béasicos y laactividad evocada, pero podria ser que hubiera
otro mecanismo generador de la actividad eléctrica en el
cerebro. ¢Cual podria ser ese mecanismo? ;Cual es el
papel de la conectividad cerebral en la generacion de la
actividad eléctrica en el cerebro? Seria mas conveniente
que los modelos matematicos reflejaran no sélo el
comportamiento eléctrico a través de la presencia de
fuentes de actividad neuronal extrinseca, sino también la
conectividad entre zonas del cerebro y los mecanismos
que modulan la dinamica de la actividad de las corrientes
ionicas. ¢En ese caso, cuales serian las regiones
principales que habria que considerar para la
conectividad, por ejemplo, talamo, encéfalo y corteza, o
también otros como ganglios basales, nucleo accumbens,
sistema limbico, etc.?

Aunque se tienen estas preguntas abiertas, las hipotesis
planteadas con respecto a las mediciones EEG, y su relacion con
la existencia de fuentes de actividad neuronal estan
fundamentadas lo mejor posible.
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En esta seccion se coment6é que el problema inverso de
determinacion de la fuente de actividad neuronal a partir de la
sefial EEG, no es Unico, por lo que, en la siguiente seccion, vamos
a discutir aspectos importantes de algunos planteamientos de los
problemas inversos asociados al modelo (1.8 ) - (1.11) para la
generacion del EEG.

Con respecto al problema inverso es importante destacar un
aporte de este trabajo. Si bien el concepto de fuente de actividad
neuronal tiene un sentido realista ya que el soporte de estas
fuentes esta asociado con la zona activa del cerebro que produce
una medicién EEG dada, también se ha introducido el concepto
matematico de fuente equivalente, el cual corresponde a fuentes
gue aunque no tengan un sentido fisioldgico, ellas reproducen la
misma actividad EEG que las fuentes de actividad neuronal.

Dado gue encontrar la fuente de actividad neuronal puede ser un
objetivo muy complicado, ya que en general no se tiene
informacién a priori suficiente para poder identificarlas, en
ocasiones hay que conformarse con obtener una fuente
equivalente, cualitativamente mas simple, que reproduzca la
actividad EEG observada. En este trabajo de tesis vamos a ver
gue la identificacién de cierto tipo de fuentes equivalentes a
partir de la medicion EEG permite obtener de manera Unica la
fuente de actividad neuronal (realista) que reproduce dicha
medicion.
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1.3 Discusion sobre los planteamientos de
problemas inversos del modelo del EEG

Al identificar fuentes de actividad bioeléctrica es muy importante
estar consciente de que el modelo de medio conductor es una
version muy limitada de la realidad ya que estos modelos estan
asociados a propiedades fisicas, mientras que el sistema real
ademas incluye propiedades biologicas y fisiologicas [29]. Por
esto cuando se utiliza un modelo de medio conductor para poder
reproducir mediciones electroencefalograficas, se debe tener
claro que el resultado que se obtiene proviene de una gran
simplificacion de la actividad cerebral, la cual no incluye el efecto
de los fendmenos que suceden a nivel celular [18] ni tampoco los
efectos de la conectividad [30], [31].

Por las razones expuestas anteriormente, con los modelos simples
de medio conductor como el modelo ( 1.8 ) - ( 1.11 ), sélo se
pueden plantear problemas inversos del siguiente tipo:

1. Identificacion de la fuente (localizacion de zonas activas).

2. ldentificacion de la conductividad (cuando la presencia de
una anomalia se asocie con una conductividad variable).

3. ldentificacion del potencial en S; (sobre la corteza
cerebral; corticograma).

4. ldentificacion de  fronteras con  propiedades
predeterminadas (localizacidn de tumores, calcificaciones
y edemas).

En nuestro caso, las mediciones electroencefalograficas son
usadas para identificar fuentes bioeléctricas, las cuales
corresponden a mediciones EEG que son sefiales que varian en el
tiempo en cada uno de los electrodos. Sin embargo, el modelo que
hemos introducido es un modelo estacionario y por ello para
poder describir la variacién temporal de la fuente lo que se hace
generalmente es resolver el problema inverso para cada instante
de la discretizacion del EEG y posteriormente conectar las
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imagenes de las fuentes obtenidas en cada caso como cuadros
discretos de una pelicula.

Esta metodologia para describir la dindmica de la fuente
incrementa el mal planteamiento del problema inverso en cada
instante de tiempo con el mal planteamiento inherente al
comportamiento temporal.

Es por ello que en este trabajo proponemos una metodologia que
permite disminuir el efecto del mal planteamiento espacio
temporal de forma simultanea y no por separado.

Esto se complementa ademas con una nueva metodologia de
reqularizacidn que corresponde a un nuevo esquema que hemos
denominado método de datos admisibles (MDA).

Cuando se habla de problemas inversos es importante explicar
qué es lo que significa el buen y mal planteamiento de un
problema. Un problema se dice que es “bien planteado”, si para
resolver el problema hay informacion suficiente pero no més de
la necesaria y ademas hay una dependencia continua entre la
informacion que existe y el dato que se quiere obtener [4], [5].

Si se quiere identificar algo que no se puede medir directamente,
es necesario verificar que la informacion con la cual contamos
para ello es suficiente para que el objeto a identificar sea unico.

Luego el andlisis mateméatico de la unicidad de solucién del
problema inverso es un factor determinante para construir
algoritmos cuyas aproximaciones converjan a su solucion.

Dado que la teoria de los problemas inversos se ha desarrollado
principalmente para ecuaciones operacionales mal planteadas,
nosotros comenzaremos por encontrar un planteamiento
operacional equivalente al problema inverso asociado al modelo
(1.8)-(1.11). Existen diversos desarrollos tedricos asociados a
este esquema de solucién de problemas inversos y sus
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correspondientes métodos de regularizaciébn que pueden
consultarse en [32], [4], [5].

La existencia y unicidad de solucion de un problema inverso
depende de la informacidn a priori que se imponga a la clase de
objetos a identificar y los métodos de regularizacion permiten
corregir el mal planteamiento del problema en el sentido de
minimizar el efecto de la sensibilidad de la solucién con respecto
a los errores en los datos.

También pueden existir otras fuentes de mal planteamiento en un
problema de identificacion diferentes de los errores de medicion
y que corresponden a la deficiencia del modelo para reflejar el
problema de estudio, a errores de procedimiento relacionados con
la aproximacion numerica del modelo y a los errores de
truncamiento en los célculos.

En el caso particular del problema de identificacion de fuentes de
actividad neuronal a través del modelo (1.8 ) - (1.11) el cual ya
ha sido estudiado y ademés se han dado condiciones para los
cuales existe solucién ( [9], [8] ), el planteamiento operacional
significa encontrar un operador A que a una fuente de actividad
neuronal (o fuente equivalente) f dada, en una cierta clase de
funciones F, le hace corresponder la medicion V, es decir
tenemos que reducir el planteamiento del problema inverso de
identificacion de la fuente a resolver la ecuacién operacional

A(f) =V, (1.12)

donde V = u,|s, ¥ u, representa el potencial que aparece en la
ecuacion (1.9).

En lo que sigue Ilamaremos conjunto de datos admisibles a la
imagen por el operador A de la clase F; es decir, al conjunto de
mediciones que son reproducibles por fuentes de la clase F.
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A continuacién denotaremos al conjunto de datos admisibles
asociados a una clase de fuentes F mediante M'[F]:

A[F] = M[F]. (1.13)

Diremos que la clase F es una clase de unicidad, si el operador A
restringido a la clase F es inyectivo.

Veremos que el operador A es lineal y no inyectivo y por lo tanto
la solucion de ( 1.12 ) es, en general, no Unica salvo que se
restrinja la clase F a la que pertenece la fuente f. En [33, p. 71]

se demuestra que el operador A es compacto de L(zl)(ﬂl) en

L(zl) (S,), donde el supraindice (1) denota el subespacio ortogonal
a las constantes, y en el Teorema 15 de [33] se muestra que
(KerA)* = HW(Q,)donde HD(Q,) es el subespacio
(cerrado) de las funciones armonicas en L,(Q;) que son
ortogonales a las constantes y L denota el subespacio ortogonal

en L(zl)(ﬂl). De este ultimo resultado se extraen dos conclusiones
gue son fundamentales para nuestro trabajo:

a) Si la fuente (equivalente) se busca en la clase H ™ (Q,)
entonces se cumple el teorema de unicidad para la
solucion del problema inverso que corresponde a la
solucion de la ecuacion operacional (1.12).

b) Si la fuente f de actividad neuronal que reproduce una
medicion EEG dada V' se busca en una cierta clase de
fuentes F que satisface la condicion de unicidad para la
solucion del problema inverso y V se puede reproducir (de
manera Unica) por una funcion h € H W (Q,) entonces h
coincide con la proyeccién ortogonal de f sobre
HD(Q,), independientemente de la clase de fuentes F
que se considere.
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Otra clase de unicidad para el problema de identificacion de
fuentes se obtiene en [10] para ciertos tipos de fuentes constantes
a trozos.

Notemos que de b) y del teorema de descomposicion ortogonal en
un espacio de Hilbert (Teorema 6.6.9 de [34]) se concluye que

s (1.14)

f-he(x®@))

Adicionalmente veremos que el problema de identificacion de
fuentes de actividad neuronal a partir de la medicion EEG se
puede reducir a un problema mas simple, definido sobre el
volumen cerebral, si se resuelve previamente el llamado problema
de Cauchy que consiste en recuperar el potencial y la corriente en
S, a partir del conocimiento del potencial (medicién EEG) y la
corriente (que se supone nula) en S,.

La discusion anterior hace énfasis en la importancia de imponer
una informacion a priori conveniente sobre la naturaleza de la
fuente para resolver el problema inverso de identificacion de
fuentes. En la seccion 1.2.2 hemos visto que las fuentes de
actividad neuronal distribuidas y focalizadas corresponden a
distribuciones continuas o discretas de dipolos concentradas
fundamentalmente en la corteza cerebral, que en el modelo (1.8)
- (1.11) corresponde a la superficie S,.

De los resultados del articulo [7]_se concluye que estas fuentes se
identifican de manera Unica a partir de mapeos potenciales del
EEG obtenidos sobre una distribucion continua de puntos sobre
el cuero cabelludo (S,). Es decir, los resultados de [7] sugieren
que para obtener unicidad en la reconstruccion de la fuente de
actividad neuronal a partir de la medicion EEG, es necesario
interpolar los datos entre los electrodos sobre el cuero cabelludo
debido a que no es posible identificar de manera unica la fuente
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partiendo de un mapeo potencial sobre el cuero cabelludo
correspondiente a un conjunto discreto de puntos.

Es por ello que los algoritmos tradicionales para identificar
fuentes equivalentes consideran Unicamente dipolos ubicados en
puntos predeterminados del volumen cerebral y se trata de
identificar las tres componentes del vector de momento dipolar de
cada dipolo a partir de las mediciones en los puntos de ubicacién
de los electrodos, por lo que, si n es el nimero de dipolos que se
quiere identificar, se requieren 3n electrodos de medicién para
poder identificarlos.

Es importante resaltar que cuando nos referimos a fuentes que
corresponden a distribuciones de dipolos concentrados en la
corteza cerebral es necesario interpretar la solucion del modelo
(1.8)-(1.11) en sentido de distribuciones. En este caso no es
claro que la identificacion de una fuente de tipo 6 con soporte en
un subconjunto de medida nula en el volumen ocupado por el
cerebro (distribucion de simple capa) o del tipo de una derivada
de la & (distribucion de doble capa), se pueda aproximar mediante
la identificaciéon de algun tipo de unidad aproximativa de la &
(fuentes de tipo Gaussiano o sus derivadas).

Finalmente es necesario comentar que la metodologia clasica de
regularizacion para la solucién de ecuaciones operacionales mal
planteadas para operadores lineales compactos se basa en
generalizaciones del método de regularizacion de Tikhonov a
través de la nocion de filtro regularizante [5]. EI método de
regularizacion de Tikhonov, aplicado al problema inverso de
identificacion de la fuente asociado con el modelo (1.8) - (1.11)
es un método iterativo, que en cada paso de la iteracion requiere
que se resuelva un problema de contorno asociado al modelo con
el objetivo de ir mejorando la expresion de la fuente, para
minimizar el ajuste con respecto a la medicion EEG. Estas
iteraciones conllevan un alto costo computacional del método.
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En este trabajo se mejora este procedimiento introduciendo un
nuevo método de regularizacion llamado “Método de Datos
Admisibles” que ha sido desarrollado por el Dr. Andrés Fraguela
y colaboradores en los trabajos [10], [35].
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Capitulo 2 Identificacion de fuentes
equivalentes que reproducen
una distribucion de potencial en
todo el cuero cabelludo

El objetivo de este capitulo es resolver el problema de
identificacion de fuentes para ciertas clases de unicidad, en el
modelo de medio conductor (1.8) - (1.11). Para ello, lo primero
que haremos sera reducir el problema inverso a un planteamiento
operacional equivalente lo cual nos permitira obtener un sistema
de ecuaciones operacionales que nos permitiran identificar la
fuente f a partir de la medicion del potencial de superficie V en
el cuero cabelludo.

Por otro lado, resolver el problema inverso para diferentes clases
de fuentes que satisfacen la condicion de unicidad con geometrias
realistas es un problema matematico complicado, por lo cual se
consideran dos esferas concéntricas como una idealizacion de las
geometrias reales de la cabeza y el cerebro, que permite
desarrollar la metodologia matematica de una forma mas sencilla,
la primera de ellas de radio R; correspondiente al volumen

cerebral Q; y el espacio comprendido entre esta esfera y otra
concéntrica de radio R, > R; que corresponde al resto de la
cabeza Q, (ver Figura 1-1 y Figura 2-1). Por simplicidad

continuaremos denotando por Q; y Q, a los volumenes
correspondientes al sistema de esferas concentricas y ademas
denotaremos mediante Q a la bola de radio R,. La ventaja de
considerar el problema en dominios esféricos concéntricos en
lugar de geometrias realistas de la cabeza se debe a que en este
caso vamos a poder construir expresiones explicitas de la solucion
en términos de series de Fourier con respecto a bases
ortonormales conocidas, lo cual facilita el andlisis cualitativo y
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nos permite construir un método numérico de resolucion de los
problemas directo e inverso.

Figura 2-1 Esquema simple de la cabeza y el cerebro.

Finalmente, el modelo simplificado que consideraremos para
resolver el problema inverso de identificacion de fuentes es:

_0-1AU1 = fen Ql’ (21)
Au, = 0enQ,, (2.2)
u; = u, sobre S, (2.3)

o _ 0w (2.4)
a4 oy o, o sobre S,

azaﬂz 0 sobre S, (25)
d

na

donde Q; y Q, estan representados en la Figura 2-1.
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Asi resolver el problema inverso de identificacion de fuentes
significa que a partir de la medicion electroencefalogréfica que
corresponde a tener el valor de V = u, | s,» S€ pueda determinar
una fuente f tal que pueda “reproducir la medicién”; es decir, que

al sustituir esta fuente en el modelo ( 1.8 ) - ( 1.11), exista una

solucion Unica (ugf), ugf) ) y se cumpla que ugf) =V.

Sz
En el caso que nos concierne comenzaremos por suponer que la
fuente pertenece a una clase de unicidad F de funciones

contenidas en L$”(Q,). Nétese que en L$”(Q,) el problema
directo (2.1) - (2.5) tiene solucidn Gnica y pertenece al espacio

de Sobolev Hl(l) (Q2), y por lo tanto su restriccion a la frontera S,
se considera en el sentido de trazas de Sobolev sobre S, [36].

Para el desarrollo tedrico se supone de manera ideal que la
medicion electroencefalografica esta dada sobre todo el cuero
cabelludo, lo cual en la practica no es asi, ya que la medicion se
conoce Unicamente en las regiones de contacto entre los
electrodos y el cuero cabelludo.

2.1 Reduccion del problema inverso a un
planteamiento operacional cuando la
distribucion del potencial en el cuero cabelludo
no varia en el tiempo (caso estacionario)
Comenzaremos introduciendo varios problemas de contorno
auxiliares cuyas soluciones se interpretaran en el sentido débil lo

cual permitira definir un operador asociado a cada uno de estos
problemas que relaciona el dato con la solucion correspondiente.
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cabelludo

A partir de este momento consideraremos la fuente f € L(Zl) Q)

y una funcion weL(zl)(Sl), y estudiaremos los siguientes
problemas de contorno auxiliares:

o,4w; = fen M,

ow

—L =0 sobres;,

6n1

Avl == O en Ql,
0171

oy —= 1 sobre S;,

nm

sz =0en QZ,

v
o, a—z = 1) sobre S,

nm

01}2 _
o, = 0 sobre S, .

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Definicion 2.1 Llamaremos soluciones débiles de los problemas
(26),(27)y(28) alas funciones w;, v, € H;(,),v, €
H,(2,), que satisfagan las siguientes relaciones

o
Q

1

Ulf Vv, Vw,dx =
Q

1

Vwy -Vw,dx = j fwidx, Yo, € H1(Q), (2.9)
Q

Yw,dx,Vw, € H (1), (2.10)

Sy
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azf Vv, -Vw,dx = —f Yw,ds,Vw, € H;(Q,), (211)
Q S

2 1

respectivamente.

Teorema 2.1 Las soluciones débiles de los problemas ( 2.6 ),

(2.7)y(2.8)existensiysolosi f € LP(2,) yy € L$V(S,). En

este caso, las correspondientes soluciones débiles son Unicas en
1 1

Hg )(Ql) y Hg )(!22), y se cumple

Wil @ < Cullfll, ) (212)
lvilln, @) < Killlls, s, (213)
”UZHHl(QZ) = Czllwlle(sl); (2.14)

donde las constantes C,, K; y C, no dependen de f o v, ver
seccion 1.2 del Capitulo IV de [36].

Del resultado anterior (2.12), (2.13) y (2.14) se deduce que el
operador que a la fuente f le hace corresponder w, del respectivo
problema de contorno ( 2.6 ), es lineal y continuo de L,(Q,) a
H,(£,); el operador que al dato i le hace corresponder v,, del
respectivo problema de contorno ( 2.7 ), es lineal y continuo de
L,(S;) a H;(£,); el operador que al dato v le hace corresponder
v,, del respectivo problema de contorno ( 2.8 ), es lineal y
continuo de L,(S;) a H;(Q,); y por lo tanto si consideramos la
compacidad del operador traza de H,(Q,) a L,(S;), y de H,(£,)
a L,(S;) y a L,(S,), se deduce que la composicién de los
operadores anteriormente mencionados con los respectivos
operadores traza nos dan operadores compactos de L(Zl) Q) a

L,(S1), de L(zl) (51) aL,(S;) yde L,(S;) aL,(S,) los cuales son
definidos de siguiente manera:
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Ag: LV (Q,) = Ly(Sy), (2.15)
f = W1|51'
By: L(zl) (S1) — Ly(S1), (2.16)
Y- v,
Co: L(Zl) (Sl) b L2 (Sl)’ ( 2'17 )
Y > v,
Dy: L(zl) (S1) — Ly(S7), (2.18)
lp = vzlSZ'

Por conveniencia consideraremos los operadores proyeccion

P;:L,(S;) — Lgl) (S;), los cuales son definidos de la siguiente
manera:

1 . (2.19)
Pip; = @; —mf @ids,i =12,
il Js;

donde |S;| denota la medida de S;.

Definamos los siguientes operadores:

A =P, oAy LPQ) — LP(S), (2.20)
f—wils,,

B =P, 0By LV(s) — LV(s)), (2.21)
Y — V1|51,

C =P oCy:LP(S) — LS, (222)

lp — v2|51'
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D = P, 0 Dy: LY)(S;) — L (S,), (2:23)

lp = vzlSZ'

Usando los operadores A,B,C y D, la solucion del problema
inverso asociada con el problema de contorno (2.1)-(2.5)
puede ser obtenida resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
operacionales:

Af + By = Cy, (2.24)
Dy =V. (2.25)

En efecto, notemos que resolver la ecuacion ( 2.25 ) es
equivalente a resolver el problema de Cauchy en laregion Q. para

. d
el operador de Laplace a partir de los datos de Cauch aﬁ =0en
n

Sy Yuyls, =V ,donde V € L(zl) (5,). Una vez que conocemos i

entonces se puede sustituir en (2.24 )y el problema se reduce a
resolver la ecuacion operacional

Af = —(B = O). (2.26)

Resolver la ecuacion ( 2.26 ) nos permite obtener f y es por ello
que la solucion del sistema (1 2.24 ) y ( 2.25) es equivalente al
problema inverso de identificacion de la fuente f a partir de la
medicion V.

En [8] se demuestra que el operador B — C es un operador
estrictamente positivo y por lo tanto es invertible y que, ademas,
K = —(B — €)™ esun operador cerrado y se concluye que KA
también es cerrado. Aplicando el Teorema del Grafo Cerrado se
demuestra que KA es continuo [37].

El operador que relaciona f con la medicion V viene entonces
definido por:
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A=D(—(B—-C)"14) =-D(B-C) A (2.27)

El siguiente resultado se puede encontrar en [10]:

Teorema 2.2
[Ker A]* = HD(Q,).

El teorema previo justifica las observaciones a) y b) que se
enunciaron en la seccion 1.3. La componente de la fuente f en
KerA no tiene por qué ser Unica, por lo que es necesario imponer
condiciones adicionales a la clase de funciones F, para su
unicidad, donde se asume a priori que pertenece dicha fuente.

Una conclusidon muy importante de este resultado es su
independencia de la informacién a priori para identificar la
fuente, es decir, si f € F reproduce la medicion V vy la funcién
armonica h, es la Unica fuente armoénica en O, que reproduce a
la_ misma medicién V, entonces la proyeccion ortogonal de f
sobre H @ (Q,) es siempre h, independientemente de la clase F
alaque pertenezca £,y f — hy es la componente de f en Ker A.

Entonces, la condicion necesaria y suficiente para que F sea una
clase de unicidad del problema de identificacion de la fuente a
partir de la distribucién de potencial en todo el cuero cabelludo
en un instante dado, es que

(F —F) nKer A = {0},

donde (F—F)={fi—fo:fi,f> €F}y 0 denota la funcion
idénticamente nula. En efecto, F es una clase de unicidad si el
operador A (0 A) restringido a F es inyectivo. Que A sea
inyectivo equivale a que para cualquier par f;, f, € F se tenga
que A(f1) = A(f) implica que f; = f;, pero A(f; — f2) =
A(f1) — A(f2), luego A(fy) = A(f;) equivale a f; —f, €
KercA, que debe ser nulo.
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En el caso cuando el dato V € Im(D) esta dado sin error, entonces

una unicay € L(Zl) (Sy) resuelve la ecuacion ( 2.25). Después de
obtener la solucion i de ( 2.25 ) esta se sustituye en (2.24 )y
buscamos la solucién de la ecuacion operacional:

Af = —(B — O). (2.28)

Resolver la ecuacion ( 2.28 ) es equivalente a resolver el problema
inverso de identificar f en el problema de contorno ( 2.6 ) basado
en la informacion adicional

wils, = (B - Op. (229)

Para obtener la funcion 1, se necesita resolver el problema de
Cauchy para la ecuacion de Laplace en (,, con condicion de
Neumann nula y dato de Dirichlet igual a la medicion
electroencefalografica V en S,, lo cual desarrollaremos en la
siguiente seccion.
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2.2 Reduccion del problema de identificacion de
fuentes en el cerebro en el caso estacionario, a
un problema de datos de Cauchy sobre la
corteza cerebral

Estudiaremos el problema de encontrar la restriccion a S; de u,
del siguiente problema de contorno, el cual en la literatura [9] se
le Ilama problema de Cauchy:

Au, =0enQ,, (2.30)
Zﬁzo ens,, (2.31)
n

wls, =V, (2.32)

donde V es la medicion de la distribucién de potencial en todo el
cuero cabelludo en un instante dado en la corona esférica Q, que
se encuentra entre las dos esferas concéntricas de la Figura 2-1.

La relacion entre el sistema de coordenadas esféricas y
rectangulares esta dada por: x = rsenfcos¢,y = rsenfseng,
donder >0,0<60 <m0 < ¢ < 2m, ver [38, p. 316].

Consideraremos los armonicos esféricos ortonormalizados sobre
la esfera S, (ver [38, pp. 765-778]):

2.33)
2n+1(n—mD! o
I g mp i (©os0)e™,

Ynm(g’ ¢) = \]

donde P,lm'(e, ¢) son los polinomios asociados de Legendre (ver
[38, pp. 760-764]).

Se propone la solucion u, del problema (2.30) - (2.32) ver [38,
p. 772] en la forma
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Uz (T, 0, ¢) = Z;:O Zn =7n(Aann + Bnmr_(n+1)) Ynm(g’ ¢)' ( 234 )
donde
ZZO:O Zn =7n(|Anm|2 + |Bnm|2) < o, ( 2.35 )

y expresemos la medicién V en términos de los armonicos
esféricos

v (e, ¢) = Z?lo=0 X =—nVnm Ynm(ei ¢) ( 2.36 )
donde
ZZ’:OEH :—nl‘/nmlz < OO, ( 237 )

Entonces del hecho que

n

D (AumRE + BunR; ™) Yo (6, 0)

m=—-n
n

> Vam Yam (6, ),

0m=-n

U (7", 9) (nb)lSz =

NsilM]s

S
Il

por la unicidad de coeficientes ({Y;,;n:n = 0, |m| < n}) es base
ortonormalizada de L,(S,) con constantes determinados pero
normalizar se obtiene la relacién

AnmR7 + BnmRz_(n+1) =Vom Y 20,m = —-n,--n. (2.38)

Usando ( 2.31 ) tenemos

Auy (1,0,0)
ar

= Yo Yome—n(AgmnRS ™ = B, (n + DR ) Y, (6,9) = 0,

r=R,

por la unicidad de coeficientes de donde se concluye la relacién

nAnng_l -(n+ 1)BnmRZ_n_2 =0(n=0,|m|l <n), ( 2.39 )

0 equivalentemente
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Apm = nTHBnmRZ"Z""1 vn > 0,m= —n,-n. (2.40)

Sustituyendo ( 2.40 ) en ( 2.38 ) obtenemos los valores de los
coeficientes de Fourier 4,,, Yy B,,,, €en términos de la medicion

n+1 .
_ RF™ (2.41)

M on 41 2

(2.42)

By = T 1R§l+1Vnm (n=0,|m| <n).

Sustituyendo (2.41) y (2.42) en la expresion ( 2.34 ) se obtiene
la solucion u, del problema de contorno, que viene dada por

17,0, 8) = Tt The (22 (1) + 2 (%)) Vet (0,9, (243)

2n+1 \R, 2n+1\r

La solucion del problema de Cauchy se obtiene al restringir u, a
S; lo cual se reduce a evaluar r = Ry, por lo que se tiene

4 (R1,0,9) = Sty Ten (25 ()" + 22 (5)™) Va6, 9. (2.44)

2n+1 2n+1

La condicion que tenemos que imponer a los coeficientes de
Fourier V,,, estd relacionada con la condicion para que
u,(R,,0,¢) sea la traza de una funcion H,(2;) a S;. La
condicion para que esto ocurra es que la serie de los coeficientes
de Fourier de ( 2.44 ) al cuadrado multiplicados por n converja
[36, p. 221]. Si se calcula esta serie se puede ver utilizando un
resultado elemental del Célculo® se puede ver que la condicion
para que ( 2.44 ) sea la traza de una funcion de H;(2,) es

¢} n
RZ 2n
2. ”(R—) D Wanl? < oo
m=-n

n=1

(2.45)

Xn

Isi {x,.} ¥ {3,.} son sucesiones de términos positivos y lim i tal que a € (0, ), entonces
n—-ooyn

se dice que ambas sucesiones son “equivalentes” y, en ese caso, Y- X, < 40 si s6lo si
Xne1Yn < +o0 [64].
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Ahora veremos qué condiciones deben cumplir los coeficientes
de Fourier de la medicion de la distribucién de potencial en todo

. 9
el cuero cabelludo en un instante dado para que ¥ = 222

g1 ar 7"=R1

pertenezca a L(zl) (8,)%. En efecto es facil ver que

Z Z n(n+ 1) <R - 2n+2) Y (5.6 (2.46)
'ﬂ om=

n(Zn +1)

_0 auz

Ul aT‘ T=R;

Para que Y € L,(S;), la serie dada por ( 2.46 ) debe converger
en L,(S;), lo cual se cumple siy solo si la serie de los cuadrados
de sus coeficientes Fourier converge.

Utilizando el mismo resultado elemental del Analisis clasico que
se utiliz6 para obtener ( 2.45 ) se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 2.3 La condicion necesaria y suficiente que deben
cumplir los coeficientes de Fourier V;,, de la medicion de la
distribucion de potencial en todo el cuero cabelludo en un

instante dado, para que i pertenezca a L(zl) (5,) es3

D) 3 <o

n=1

(2.47)

Todo lo anterior nos sirve para reducir el problema de
identificacion de fuentes en el cerebro a partir de la medicién de
la distribucion de potencial en todo el cuero cabelludo en un
instante dado, a un problema de identificacion de fuentes en el
cerebro a partir de datos de Cauchy sobre la corteza cerebral.

2 Esto es una consecuencia de la condicion necesaria y suficiente para la existencia de solucion
del problema de Neumann para la ecuacion de Laplace en Q; U Q, y en Q;. [36, pp. 188-193,
215-220].

3 La condicion ( 2.47 ) implica a la condicién ( 2.45).
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A partir de este momento supondremos que los coeficientes 1,,,
de la medicién de la distribucion de potencial en todo el cuero
cabelludo en un instante dado, satisfacen la condicién ( 2.47).

Ahora desde el punto de vista operacional, lo que tenemos que
resolver al sustituir la expresion de y dada por ( 2.46 ) en la
ecuacion operacional (2.28 ) es

Af =g, (2.48)
donde g lo conocemos a partir de (2.28 ), el cual es
g =CY—By. (2.49)

Esto significa que f es una funcién tal que la solucién
w; € H,(Q,) del siguiente problema de contorno

Ml = 0 sobre S, (251)
anl Sl

satisface ademas que wy[s, = g.

Por lo tanto, esto significa que estamos identificando la fuente f
que reproduce el potencial g medido en la corteza cerebral.

De aqui concluimos que para identificar la fuente se requiere
construir el potencial g que corresponde a lo que seria lamedicion
de la distribucidn de potencial en un instante dado sobre la corteza
cerebral, si se considera Unicamente el cerebro sin el resto de la
cabeza (virtualmente).

Ahora obtengamos g = Cy — By, para lo cual utilizando la
expresion (2.46 ) junto con el hecho de que B y C son operadores
lineales y continuos, el problema se reduce a calcular
B(Yym (8, 9))y C(Ynm (6, ¢)). Para calcular estas expresiones se
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resuelven los problemas de contorno (2.7 ) y ( 2.8 ) sustituyendo
Y por Y, (0, ¢) vy se utilizan las definiciones (2.16 )y ( 2.17).

Primero obtengamos C (1), el cual viene dado por

L o\C O nn+ 1) (R ORPT (2.52)
=22 D T ( 7 —RFZ)Vnmc(Ynm(a.@).

n=1m=-n

Como se comentO anteriormente, el calculo de C(Ynm(e, ¢))
corresponde a resolver el problema de contorno (2.8), por lo que
la solucion se propone en la forma

v,y (r,0,¢) = (Anmrn + Bnmr_(n+1))ynm(91 ®). (253)

Los coeficientes A,,,, Y By, S€ Obtienen al sustituir la expresion
(2.53) en las condiciones de contorno del problema ( 2.8 ) con
Y =Y,,,(0,¢), obteniéndose:

02 (ApmnRY ™! = By (n + DRI )Y (6, @) = Y (6, ),
(AnmnRg_l - Bnm(n + 1)R2_n—2)YTlm(9l ¢) = O

Esta nos da el siguiente sistema de ecuaciones:

1 2.54
AnmnRIl_1 - Bnm(n + 1)R1_n_2 = O'_’ ( )
2

ApmnRY 1 =B, (n + 1)R;™2 = 0. (2.55)

De este obtenemos los coeficientes A,,,,, Y By, que vienen dados
por

_ 1 Rp¥2 1 (2.56)

A
nm
o, n R%n-l-l _ R§n+1’
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1 RM2 1 (2.57)

0_2(n+ 1) (%)erl
2

Bym =

-1
por lo que finalmente ( 2.53 ) se expresa como

vy(r,0,¢9) = <(; Rl_’:z W) ™+ ( 258 )

1 R}*? 1
g, (n+ 1) (Ry/R)™* -1

> rf(n+1)) Ynm(gﬂ ¢)'

Por lo tanto, de la definicion del operador € en (2.17 ) vemos que
la evaluacion de C(Ynm(e, qb)) corresponde a obtener la traza de
v, sobre S;. Por tanto, se obtiene que

C(Yum(6,9)) = v2(Ry,6,¢) (2.59)
1 R1 1 R1 2n+1
= o, (Ri/Ry)2 1 — 1( (R) +
1
—=) Ym0, ),

de donde se concluye finalmente

con -3 MDA L () > ttimtoy, (260)

Continuemos ahora con el célculo de B(3), el cual esta dado por
(o] n
n(n+1) (R¥* Ryt1
B@) =2 Z > ( 7~ i) emB(n (6. )
1= =

De la expresion anterior se puede observar que sélo es necesario
obtener B(Y,,(6,¢)) (B es lineal y continuo), lo cual es
equivalente a resolver el problema de contorno ( 2.7 ). Para ello
se busca la solucién de este problema de contorno en la forma

Uy (T', 0! ¢) = pnmrn nm(el d))
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El coeficiente p,,,, se obtiene al utilizar la condicion de contorno
de ( 2.7 ) sobre S;, por lo que finalmente v, (r, 8, ¢) se expresa
como

vl (T, 9' ¢) = rnYnm(g' ¢)

onR}1

De igual forma a como se procedi6 con C(z/)(e, qb)), ahora se usa
la definicion del operador B en (2.16 ), por lo que se obtiene

B =23 2B (B ) S . (260)

2n+ 1\R, R,
n=1

Con Cy y By ya calculados, ahora podemos calcular Cyy — By =
g, donde g esta dada finalmente por la siguiente expresion:

1 n+l <R1)"[1 o, (2.62)
g_al 2n+ 1\\R, oy
n=1
n+1

n
Rz n g,
— — Viem Yum (6, @),
+(R1) [n+1+01> Z o Youm (6, 9)
m=—-n

de lo cual concluimos el siguiente resultado.

Teorema 2.4 Si los coeficientes 1}, de la medicion de la
distribucion de potencial en todo el cuero cabelludo en un
instante dado, satisfacen la condicion ( 2.47 ), entonces el
problema de identificar la fuente en el cerebro a partir de la
medicion de la distribucion de potencial en todo el cuero
cabelludo en un instante prefijado, se convierte en resolver la
ecuacion Af = g, donde g viene dada por ( 2.62).

Note que en el Teorema 2.4 s6lo hemos impuesto la condicion
(2.47 ) debido a que esta condicion implica (2.45).

Resolver este problema corresponde a resolver el problema de
identificacion de fuentes si supusiéramos que el cerebro esta
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extraido de la cabeza y que la medicion de la distribucion de
potencial en un instante dado, obtenido sobre la superficie del
cerebro coincide, con g.

En lo que sigue aplicaremos este resultado para determinar la
fuente armdnica que reproduce una medicion sobre la corteza,
cuando dicha fuente exista.

2.3 Problema de identificacion de fuentes
armonicas definidas en el volumen ocupado por
el cerebro en el caso estacionario

Estudiaremos las condiciones que debe satisfacer la medicion de
la distribucion de potencial en todo el cuero cabelludo en un
instante dado, de tal forma que exista una fuente armoénica f (la
que se sabemos que es Unica)* en el volumen cerebral que la
reproduzca. Como parte de la metodologia encontramos una
expresion completamente explicita para la fuente f que nos
permite reproducir la distribucion del potencial en todo el cuero
cabelludo.

A partir de ahora utilizaremos la siguiente notacion

2n +3 (2.63)

Hym (1,6, ) = mrnynm(e, $) (n=0,|m| < n).

Observacion: Las funciones {H,,,,(r,0,¢):1 <n < 400, —n <
m < n} son una base ortonormal del espacio H (M (Q,) (ver [38,
p. 772]).

La fuente f se expresa de la siguiente forma

4 Una consecuencia fundamental del Teorema 2.2 es que las fuentes arménicas
son una clase de unicidad para la solucién del problema inverso
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[oe)

f0.0,6) =) Z FymHy (6, 8),

n=1m=-n

(2.64)

con respecto a la base ortonormalizada de funciones
Hym(r,0,¢), donde Yo >t __ . |Em|? <. Cuando
aplicamos el operador A a f, debido a que el operador A es lineal
y continuo, se obtiene

L (2.65)
Af = Z Z anA(Hnm(r' 0, d)))
n=1m=-n
Para obtener A(Hpn, (r, 8, ¢)) calculamos

A(r™Yom (6, ), (2.66)

para lo cual se requiere resolver el siguiente problema asociado
—O'1AW1 (T, 8, d)) = T‘n nm(@, ¢) en Qll ( 267 )
Wil = 0 sobre S,. (2.68)

anl Sl
Se propone a w; en la forma:

w; = v(r)Y,, (0, ). (2.69)

Si nosotros sustituimos la expresion (2.69 ) en la ecuacion (2.67),
donde se usa de manera explicita la expresion para Aw; (r, 6, ¢)
de la ecuacion ( 2.67 ) en coordenadas esféricas, tenemos

o1 (5 () o (0,00 + 22 (g (semo Lsi2) 4 (2:70)

r2dr dr r2 \senf 00

_wn = Ym0, ).

sen?0 )

En lo que sigue utilizaremos la notacion de Tikhonov dada en [38,
p. 767], ecuacion (5):
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1
A9,¢ ynm(gv ¢) =

a 3 (Yom (6, 9)) 1 9(Yum(6,9)) .
Sen9%<sen9 >+ . ( 2.71 )

a0 sen?6 il

Del hecho que Y,,,,, (8, ¢) es una funcion propia del operador Ag 4
correspondiente al valor propio — n(n + 1), (vease [36, p. 784])
y de (2.70) se obtiene

o <11<r2M> Fon0,6) ~ 22 (1 + DY 6, ¢))> o). (212)

r2dr dr 2

Ynm(6,9)
r2

Dividiendo entre

(2200

(siv #0,Y,,(6,9) # 0) se obtiene

n+2 2 3
>—v(r)n(n+1)=—ra , (2.73)

1

dr dr

la cual sabemos que se expresa como suma de la solucion general
de la ecuacion homogénea asociada y una solucion particular

v(r) = vo(r) + v, (1), (2.74)

donde v, es solucion de la ecuacion homogénea y v, es una
solucion particular, respectivamente.

La solucidn particular que se propone es

v, (r) = Lrk. (2.75)

Asi pues, esta satisface (2.73), y se obtiene lo siguiente:

1
L(k(k + Drk —rkn(n + 1)) _ _ ez (2.76)
01
Con un poco de algebra obtenemos
1
rkL(k(k+1) —n(n+1)) = ——r"2 (2.77)

01
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Para que la igualdad anterior se cumpla entonces se debe cumplir
que k = n + 2, lo cual nos da

1
L(n*+5n+6—-n*—n)=——, (2.78)
01
y con la expresidn anterior obtenemos
1 (2.79)

 20,(2n+3)
por lo que la solucidn particular v, se expresa como

1 (2.80)

— n+2
() == T3

Por ser v, la solucion homogénea debe cumplir

d ( , dvo(r)

Er dr

(2.81)

) —vo(r)n(n+1) =0.

Se debe encontrar un sistema fundamental de soluciones para
(2.81). El sistema fundamental de soluciones se encuentra si se
propone una solucion v, (r) = r*, la cual se sustituye en ( 2.81),
y se encuentran los valores de k, lo que nos da, dos soluciones
linealmente independientes, las cuales son 7™y =™+ Por lo
tanto, toda solucion se escribe como una combinacion lineal de
ellas dos de la forma siguiente:

vo(r) = Br™* + Cr~ ™+, (2.82)

Se impone la condicion de acotacion en r = 0, lo cual implica
queC =0y

vo(r) = Br™. (2.83)
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Para calcular el coeficiente B, se usa la condicion de contorno
dada por ( 2.68 ), junto con la solucioén propuesta ( 2.69 ) con v
propuesto en ( 2.74 ). Asi obtenemos

owy| 0wy B (v(r)Yom(6,9))
ly S T
B d(v(r))
- nm(e' d)) dT _—

d(vy(r) + v,(r)
= 1nn(9'¢) ( ° dr L ) =0

r=R;
Por el hecho que Y;,,,(6, ¢) # 0 entonces se ha de cumplir que
dvy(Ry)  dvy(Ry) (2.84)
+ = 0.
dr dr

Con las ecuaciones dadas para v, y v, respectivamente por (2.83)
y (2.80) para usarlas en ( 2.84 ) se tiene

n+2 (2.85)
B Rn—l _ Rn+1 — 0’
M T 2n+3)

de donde resolvemos para B, el cual nos da

__ "tz (2.86)
Co2n(n+3) Y

De esta forma la solucion homogénea es

n+2 ) (2.87)

Rzr™,

vo(r) = o,2n(2n+3)° 1

Con v, y v, ya determinados la solucion propuesta en ( 2.74 )
es finalmente

46



Capitulo 2 Identificacion de fuentes equivalentes que
reproducen una distribucion de potencial en todo el cuero
cabelludo

1 n+2
- _ n+2 + RZ n.
v = a3 o 2n(Zn+3) 1"

(2.88)

Por la definicion del operador A en ( 2.20 ), se tiene que
A(r™Ynm (6, $)) es igual a la evaluacion de wy en Ry, por lo que
Ilegamos a

A(rn nm(e' ¢)) = v(Rl)Ynm(e: ¢) (2.89)

1, 1 .
- o, (n(Zn + 3)) RE Y (6, ¢).

Notemos que de esta expresion se obtiene

(2.90)

A(Hnm(r, 0, (f))) _ 2Zn+3 1 ( 1

— R}*2Y, .. (8, ).
4_7.[an+30.1 n(2n+3)) 1 nm( d))

Sustituyendo (2.90) en (2.65) se llega a

C (291)
AF,0,) =Zmz mo i @)

A partir de (1 2.28 ) se tiene que ( 2.91 ) debe ser igual a g dado
por (2.62), lo cual nos lleva a

i i o 1 R, .,
" on [4m(2n + 3) Yum (0, 6)
n=1m=-n
hd n
_1 n+1 (R o1 RN n o
- 2n+1(<R2) [1 o +(R_1) [n+1+<f_1 Z Vi Y (8, ).
m=-n

De la pasada expresion obtendremos los coeficientes de Fourier
E,,,, en términos de la medicion de la distribucion de potencial en
todo el cuero cabelludo en un instante prefijado, dados por

4m n(n+ 1)2n+3) (/R\" 0, ( 2.92 )
Fom = 120y 3)R, 2n+1 <(R_2) [1 B 0_1] +
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n+1

R, n 0,
—_ —_ > <
(Rl) [n 17 alD Vam (.2 0, [ml < )

De la anterior expresion se obtienen las condiciones que se le
deben imponer a la medicién de la distribucion de potencial en
todo el cuero cabelludo en un instante prefijado, para que pueda
ser reproducida por una fuente armonica.

En efecto, de ( 2.64 ) se tiene que la expresion final de la fuente
es:

=)

" ’ 2.93
a n—lmznm = +2:l)i2f - ((g_:) [1- Z_ﬂ + (2.93)

n+1

R, n 0,
&) = aD Vo (7,0, )

y la condicion sobre los coeficientes de Fourier de la medicion se
obtiene finalmente de la condicion para la convergencia de la

serie ( 2.93 ) en L(Zl)(ﬂl), por un procedimiento similar al que
utilizamos en la obtencion del resultado ( 2.45 ) del Teorema 2.3.
Se cumple el siguiente teorema.

Teorema 2.5 Para que exista una funcion armoénica que
reproduzca la medicion de la distribucion de potencial en todo el
cuero cabelludo en un instante dado, la condicion necesaria y
suficiente es que los coeficientes de Fourier de dicha medicién
con respecto a los armodnicos esféricos ortonormalizados
satisfagan la condicion siguiente:

®© R2 2n n

D7) D Ml <o
1

n=1

m=—-n

(2.94)

Si se cumple la condicién ( 2.94 ) sobre los coeficientes de
Fourier de la medicién de la distribucién de potencial en un
instante dado, entonces la Unica fuente armonica que reproduce
dicha medicion viene dada por la expresion ( 2.93).
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En consecuencia, en vista de ( 1.13 ) el conjunto de datos
admisibles M [H®(Q,)] para el caso de identificacion de
fuentes armonicas en el volumen cerebral, y el conjunto de
mediciones V de la forma ( 2.36 ) tales que sus coeficientes de
Fourier V,,,, satisfacen la condicion (2.94).

2.4 Importancia de la clase de fuentes
armonicas en la metodologia de identificacion
de fuentes en clases de unicidad arbitrarias
para el caso estacionario y aplicacion al caso
particular de identificacion de fuentes
armonicas en una vecindad de la corteza

Anteriormente hemos obtenido el conjunto de datos admisibles
correspondiente al problema de identificacion de fuentes
armonicas en el volumen cerebral. A continuacion se deduciré la
condicion que debe satisfacer la medicion de la distribucién de
potencial en todo el cuero cabelludo en un instante prefijado y, de
tal forma que exista una fuente armonica en una vecindad de la
corteza cerebral que reproduzca a V, con lo cual obtendremos el
conjunto de datos admisibles para fuentes armdnicas con soporte
en una vecindad de la corteza. Para ello sera necesario determinar
la componente armdnica, la cual es la misma que la fuente
armonica soportada en el volumen cerebral Antes de continuar,
definamos la siguiente notacion, basada en la Figura 2-2 la cual
es una representacion del modelo de medio conductor.
Denotemos lo siguiente:

ng) es laregion definida por 0 < r < Ry, que representa la parte
subcortical del cerebro.

le)es la region definida por R, < r < Ry, que representa un
entorno de la corteza cerebral.
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Q, es la region definida por R, < r < R,, que representa las
capas restantes, como son el cuero cabelludo, el craneo y las
meninges, donde la frontera exterior (cuero cabelludo)
corresponde a r = R,, que es donde se toman las mediciones.

Sy es la frontera de Q&O) que corresponde r = R,,.

S, es la frontera exterior de le) que corresponde r = R, (corteza
cerebral).

S, es la frontera superior de Q, que corresponde r = R, (cuero
cabelludo).

0! Cerebro sin
considerar el
entorno de la
corteza

Entorno de la
corteza cerebral

Capas restantes,
£l
cuero cabelludo,
craneo, meninges,
entre otros

Figura 2-2 Figura esquematica del modelo de medio conductor
denotando como (250) a el cerebro sin considerar el entorno de la

corteza, Qf)simboliza el entorno de la corteza cerebral, (2,
representa las capas restantes como el cuero cabelludo, craneo,
meninges, entre otros.

Definimos por conveniencia lo siguiente
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__{0 si0 <1 <R, (2.95)
" SiRy <r <Ry

A partir de ahora utilizaremos las siguientes notaciones

n+3 (2.96)
]nm(r' 6' d)) - 47T(R%n+3 _ R(2)n+3) r Ynm(e' ¢)

= 2.97
Ky (1,6, ) = J e P DY (6, ) (297)

4 (R; 2™ — R1_2n+1)r

Observacion: Las funciones {J,,,, (1, 6, ), Ky (1,0, ¢): 1 < n <
+00, —n < m < n} constituyen una base ortonormal del espacio

7 ®( Q") (ver [38, p. 772)).

Después de haber definido la notacion para este problema, se va
a resolver el problema de contorno auxiliar ( 2.6 ). Luego. con la

solucion w; restringida a S; se obtiene la evaluacion de A(f).

Para el caso que estamos tratando, la fuente f es arménica y
ademas esta concentrada en la region le), fuera de este rango
vale cero. Podemos expresar f de la forma siguiente:

S 2.98
16.68)=Y Y (ondun:0.8) + bumbun,0,80), 0

n=1m=-n

donde

[ee)

F0.8)= )" > Uawml + Ibanl?) < oo

n=1m=-n

(2.99)

Debido a que el operador es lineal y continuo, cuando aplicamos
el operador A a f tenemos lo siguiente:
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Af = i Z (@amAUnm(T,8,8)) + bumA(Kun (76, 9)) ) (2190
n=1m=—n
Para obtener A(J,m (r, 8, ¢)) calculamos
A(FYum (6, 9)), (2.101)
para lo cual se requiere resolver el siguiente problema asociado
—0,Aw, (1, 0, ) = TV (6, $) en Q, (2.102)
Z—::ll = 0 sobre S;. (2.103)
Buscaremos la solucion en la forma:
w1 = A (1) Y (0, §), (2.104)
gue nos conduce a
o, GZ%(#W) Ym0, ) — (2.105)

220 (21 + 1Yo (0, 8)) ) = 7Y (0, 8).
de donde concluimos que a(r) satisface la ecuacion

d (rz d(a(m) r-n+2. (2.106)

. Ir > —a(rmtn+1) =— y

De la definicion de la funcion+ en ( 2.95 ) se deduce que el
problema anterior se divide en dos, uno para cuando 0 < r < R,
al que corresponde el subconjunto de Q, (véase Figura 2-2) que
denotamos Q&O), donde ¥**2 = 0, y el siguiente cuando R, < r <
R;, que corresponde al subconjunto de €, que denotamos
le), donde #™*2 = r™*2_Aqui la ecuacion ( 2.106 ) se reescribe
respectivamente en dos problemas
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i(rz —d(aom)) —ag(r)n(n+1) =0,para 0 <r <R, (2.107)

dr dr

%(Tz @) —a,(rn(n+1) = —rzi, para Ry <r < Ry. (2.108)

Denotamos
(0 _ Wi en 0, (2.109)
i =10 (1)
enfl;”,
y
- €Y}
Wien Qy”,

de forma que w; = w® + w®.

Entonces, en S, ={(r,0,¢):r = R,} deben cumplirse las
condiciones de compatibilidad (continuidad de potenciales y
corrientes)

w® = w® sobre S, (2.111)
r=R0 7'=R0
(0) (1) 2.112
wi_ =i sobre S,. ( )
or r=R, or r=R,

De la condicién ( 2.111 ) concluimos que

ao(Ro)Ynm (6, ¢) = a;(Ro)Ynm (6, @), (2.113)
y por lo tanto, se debe cumplir que
ao(Ro) = a1 (Ro). (2.114)

La condicion ( 2.112 ) se traduce en
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0(as(Ro)Yun (8, 9)) _ (@ (Ro)Yum(8,¢))  (2115)

or oar
de donde se concluye que se debe cumplir
dao _ da1 ( 2.116 )
T (Ro) = T (Ro).

Entonces calcularemos la solucién del sistema de ecuaciones
( 2.107 ), ( 2.108 ) con las condiciones de contorno ( 2.114 ),
(2.116) y las condiciones adicionales:

lag(0)] < oo, (2.117)
(R =0, (2.118)

donde ( 2.118 ) es consecuencia de la condicion de contorno
( 2.103 ). Comencemos buscando la solucion general de la
ecuacion (2.107 ) enel intervalo 0 < r < R,,. Es conocido que la
expresion general de dicha solucion es de la forma ay(r) =
Ar™ + Br~™*D  para dos constantes A y B arbitrarias. De la
condicion ( 2.117 ) se deduce que B = 0, de lo que concluimos
que:

a,(r) = Ar™, (2.119)

donde la constante A se elegira posteriormente de acuerdo con las
condiciones de contorno.

Calculemos ahora la solucion general de la ecuacion ( 2.108), la
cual sabemos que se expresa como suma de la solucion general
de la ecuacion homogénea asociada y una solucion particular de
(2.108), es decir, a, (r) = a(r) + a,(r), donde a, (r) tiene la
forma

ap(r) = Cr™ + Dr—(+D), (2.120)
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para dos constantes arbitrarias C'y D y buscaremos la solucion
particular en la forma a, (r) = Zr¥. Si sustituimos esta expresion
en (2.108 ) tenemos

d dZr* 1 (2.121)
— (2 — k — _ _ .n+2
dr<r 0 ) Zr*n(n+ 1) 1r .

De aqui se obtiene la relacion
1
Z(k(k+1) —n(n+1)rk = —a—r’”z,
1

de lo cual es necesario que k = n + 2, y se obtiene

_ 1 (2.122)
 0,.22n+3)

Finalmente la solucion particular de (2.108 ) es

1
5.2(2n+3)

ap (T) — _ n+2

De aqui concluimos que la solucién general de la ecuacion
(2.108 ) se expresa como

1 w2 (2123)

= Cr™ D -n+1) _ -
a,(r) = (7™ + Dr 52(2n+3)

Ahora debemos seleccionar los parametros A,Cy D en las
expresiones ( 2.119) y (2.123 ) de manera que se satisfagan las
condiciones de contorno ( 2.114), (2.116 ) y ( 2.118).

Como resultado se obtiene un sistema de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas:

AR? = CRI' + DRV — ————RI"2, (2.124)

204(2n+3) 0
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AnRE™ = CnRE™ — D(n + 1)Ry™ 2 — ——2__pp+1, (2.125)

20,(2n+3) " 0

CnRP™ = D(n+ DR{™ 2 — ————RI*1 = 0, (2.126)

20,(2n+3) 1

Al resolver este sistema obtenemos

A= i(_ n+1 R3"3 | (n+2)R% ) _ 1 R} (2.127)
T o1\ n@n+1)(2n+3) RZM3 T 2n(2n+3) o1 2(2n+1)

c—_ n+1 R§"3 | m+2)RE (2.128)
T o1n@n+D)(@2n+3) RV T 20¢n(2n+3)

D= ___ Re™ (2.129)

o1(2n+1)(2n+3)’

Entonces, las soluciones de las ecuaciones ( 2.107 ) y ( 2.108 )
con las condiciones de contorno (2.114), (2.116 )y (2.118) con

los coeficientes ya calculados son:
1 ( n+1 R6"+3 (‘ﬂ+2)R% R(Z) )T.n’ (2130 )

ao(r) = o\ n@ntD@n+d) 3 T 2n@n43) 220D

n+1 R (n+2)R} (2.131)
a(m=|—- "
on@n+1)2n+ 3) R%n+3 201n(2n+3)

2n+3
_ ( R§" )r—(n+1) _ 1 Fnt2
o1(2n+1)(2n+3) 012(2n+3)

Una vez obtenida la expresion para a(r) en 0 < r < R, se tiene
que

A(fn nm(er ¢)) = a(Rl)Ynm(g' ¢) (2.132)
= a;(R)Ynm (6, 9).

Notemos que de esta expresion se obtiene

2n+3 ( RZ™3(1+ n(1 + R2)) (2.133)

A ,0,¢)) = -
Unn(r.6:9)) 4n(RY™3 — RF™)\ oyn(2n +3)(2n + DR

n+2
Ri

+ m) Yom (6, 9).

56



Capitulo 2 Identificacion de fuentes equivalentes que
reproducen una distribucion de potencial en todo el cuero
cabelludo

Pasemos ahora a obtener A(Knm(r, 0, qb)). Para ello calculemos
A (f‘(”“)Ynm(e, (/))), lo cual implica resolver el siguiente
problema de contorno asociado:

—01Aw; (1,6, ¢) = F- DY, (6, P) en O, (2.134)
Wil = 0 sobre S,. (2.135)
onq S,

Buscaremos la solucién en la forma
wy = b()Ym(6,9) . (2.136)

Un céalculo similar al efectuado anteriormente nos conduce a la
ecuacion

(2 400)

Font+l (2.137)
dr dr |

1

) —b(r)n(n+1) =—

La ecuacion anterior se divide en dos. Partiendo de ( 2.95 ), una
para cuando 0 < r < R,, donde #~™*V =0, y la otra cuando
cuando Ry, < r < R4, por lo que la ecuacion (2.137 ) se reescribe
respectivamente en dos problemas:

i(rzw)—bo(r)n(n+1)=0paraO<rSR0, (2.138)

dr dr

%(VZW)—bl(r)n(n+l)=—T_UL+1paraR0 <r<R,. (2.139)

Es facil ver, repitiendo el razonamiento anterior, que las
condiciones de contorno que se deben satisfacer son idénticas a
las condiciones ( 2.114 ), ( 2.116 ), ( 2.117 ) y ( 2.118 ),
sustituyendo a por b:

bo(Ro) = by(Ry), (2.140)

dbo — b 2.141
—2(Rg) = —*(Ro), (2.141)
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|bo(0)| < oo, (2.142)

by cp Y 2.143
£ (R,) = 0. ( )

No es necesario repetir todo el calculo que ya efectuamos
anteriormente, sino que s6lamente calcularemos una solucion
particular de la ecuacion ( 2.139 ), para R, < r < R,.Esto se
puede buscar en la forma b, (r) = Pr*, obteniéndose

1 n1 (2.144)

b (") = = A =)

Obviamente, la solucion general de la ecuacidon homogénea
asociada a (2.139) es de la forma

bp(r) = Hr™ + Jr=(+1), (2.145)

donde H y J son constantes arbitrarias, de donde concluimos que
la solucion general de (2.139 ) es de la forma
1 (2.146)
b = Hr" -n+1) - —Tl+1.
1) =Hr 4]y n2(=2n+1)"
Al igual que antes, es facil ver que la solucion general de la
ecuacion (2.138) es de la forma

by(r) = Nr™, (2.147)

donde N es una constante arbitraria. Para determinar los valores
de las constantes N, H y J se procede como antes, utilizando las
condiciones de contorno ( 2.140 ), (2.141 )y ( 2.143), lo cual
conduce a un sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas:

NR} = HRY + JR3™ ™ — ———R}™, (2.148)

20,(1-2n)  ©

NnRE™ = HnRY™ — J(n + DR — B Ri™, (2.149)

58



Capitulo 2 Identificacion de fuentes equivalentes que
reproducen una distribucion de potencial en todo el cuero
cabelludo

HnRP™ — J(n+ DR 2 — 4 _pon g, (2.150)

20,(1-2n) 1

Al resolver este sistema obtenemos

_ (1-n)R{#tt _ (1+n)R3Ry21 _ RA—2m (2.151)
T 20yn(1-2n) 20,n(1+2n) o,(1+2n)’
_ -mR{*™  (1+n)RIR{M? (2.152)
T 20yn(1-2n) 20in(1+2n) ’

] ::——___lgi____ (2'153 )

Entonces, las soluciones de las ecuaciones ( 2.138 ) y ( 2.139)
con las condiciones de contorno (2.140), (2.141) y (2.143) con
los coeficientes ya calculados son:

bo(r) = L (LR _ QammREn Ry (2.154)

o, \ 2n(1-2n) 2n(1+2n) (142n)

b(r) = ((1_n)R1—2n+1 B (1+n)R§R1—2n_1) o ( R2 )r‘("“) ( 2.155 )

20yn(1-2n) 20yn(1+2n) 204,(142n)

1
h 20,(1 —2n) "

-n+1

Una vez obtenida la expresion para b(r) en 0 < r < R, se tiene
que

A(FDY,00(0,0)) = bR )Yy (6,9)  (2156)

= b1 (R1)Ynm (6, §).

Notemos que de esta expresion se obtiene

(2.157)

2n—1 ((R;"“ — RZR{™Y)

MK 7.0,90) = ijozm —— ) tom @,

201n

Sustituyendo las igualdades ( 2.133 )y ( 2.157 ) en (2.100) se
llega a:
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| _i i 1 m+3 [_ RZ™3(1+ n(1 + RY)) (2.158)
i n=1m=_n\/T_n fnm |RZ3 _R2n3 | g n(2n + 3)(2n + DRI

n+2
Ri

+ on(2n + 3)

+bum

2n—1 R;™1 — R3R™!
201m

—2n+1 _ p-2n+1
RO Rl

[t

Para encontrar las propiedades que deben satisfacer los
coeficientes de la medicion V hay que igualar los coeficientes en
la relacion

Af = g, (2.159)

donde g ya ha sido calculado anteriormente en ( 2.62 ) para el
caso de la fuente arménica con soporte en todo el volumen
cerebral. Se tiene

1 n+1 ((RN\'[. o
01 12n+1 R, 01
n=

R2 n+1 n 0_2 n
=2 22 E Y,
+ (Rl) [n +1 + 01 Vo Yom (6, )

m=—n

Igualando coeficientes de Y,,,,(8, ¢) en las expresiones de Af y
g, se llega a las relaciones:

(a 2n+3 < (1+n( +RH)RI"? R}+? ) (2- 160)

R —REI\ n(2n+1)(2n + 3)RIF T n(2n+3)

+h 2n—1 (RT™? — RZR{™Y)
nm R—2n+1 _ R—2n+1 20171
n +1
2n +1
R n+1 n

+(R—i) & +1+Zf)}vnm
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Si denotamos por «, y B, respectivamente los coeficientes de
Anm Y bnm €N la expresion (2.160) es facil ver que

Tt 3 ( gz (14n(1+ R%))Ré’”?’) (2.161)

an =

RT3 R\ n(2n+3)  n2n+3)2n+ DRI

L wemft (2162)
2n—1
AR R, (ﬁ—;) —1
de donde se concluye que
. a, \/R_1 (2.163)
im—=-—,
n—-oo n_% \/E
lim Bn _ RI-R; (2.164)
n—-oo _l RO n- R 2R '
2 (=Y 1y i
n (Rl)

3 - -
De aqui se deduce que a,, Y n"2 son sucesiones equivalentes y 3,

. ., LR\ . .
es equivalente a la sucesion n z(R—) . Es facil ver que si

1
denotamaos por y,, el coeficiente de 1;,,,, en (2.160) entonces y,, €s

n
equivalente a (%) . Si expresamos (2.160) en la forma
1

AnOnm + Brnbnm = VaVum (2.165)
y si dividimos por a,, a cada lado, queda
B 1% 2.166
Anm + a_:bnm = a_ZVnm ( )

Elevando al cuadrado en ambos lados de la igualdad ( 2.166 )
obtenemos
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B Bn _ Vi (2.167)
a,zlm + b,zlma—z + Zanmbnma—n = —T;V
n n an

Sumando a ambos lados paran de 1 a infinitoy mde —nan,y
usando que f es arménica en Qf), entonces tenemos lo siguiente:

1. ¥ . yn__la,nl|? converge dado que a,, Son
coeficientes de Fourier de la funcion armonica f.

2. La sucesion cuyo término general es el segundo
sumando de la parte izquierda de la igualdad ( 2.167 )

es equivalente a la sucesion n? (%)Zn |bym|?, y del
Ro\?" ' ..

hecho que n? (R—‘l’) e 0'Y brm son coeficientes de

Fourier de la funcion arménica f se tiene que la serie

cuyo término general es este segundo sumando, también

converge.

Pero entonces de los incisos 1 y 2 anteriores se concluye, que
también converge la serie cuyo término general es la parte
derecha de (2.167), que es una sucesion equivalente a la sucesion

2n
R . .
n3 (R—Z) |V, |?, y por lo tanto la convergencia de la serie cuyo
1

término general es la parte derecha de ( 2.167 ) es equivalente a
la condicion:

> (5 Y it <

n=1 m=—-n

(2.168)

que es la condicion necesaria y suficiente, la cual ya habiamos
obtenido sobre la medicion V para que sea reproducible por una
fuente armdnica definida en todo (.

De esta manera hemos llegado a una primera conclusion
importante: si existe una funcién armoénica f € }[(1)(99)) que
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reproduce la medicion V, entonces V debe satisfacer la condicion
(2.168), la cual es una condicion necesaria.

A continuacion, veremos que la condicién ( 2.168 ) también es
suficiente.

En el Teorema 2.2 se muestra que para cualquier f € L,(Q,) que
reproduzca V se tiene f — hy € H M (Q,)*, donde denotamos
por h, a la tnica funcién en H M (Q,) que reproduce V.

Supongamos que f € H'® (le)) reproduce V. Entonces

(f = ho, 7"V (6, ¢)) = 0 (2.169)

paran > 1,—n < m < n, donde (,) denota el producto escalar
en L,(Q,). Pero de la expresion ( 2.98 ) de f y del hecho que
Ym0, ) y 7~ (+DY, (6, ¢) son ortogonales en L, (le)), al
igual que rY,,,,,(8, ) y r*Y,,, (6, ) paratodo n # k, se tiene

2n+3 (2.170)

(R = Rg"”)'(n >0,|m| < n).

<f' rnYnm(Q, b)) = anm\j

Pero sabemos que

n(n+1)(2n+3) Lo (2.171)
s L (2n+3)R1 2n+1) Rz) [ _6_1]

)
N (2_:) [n "y Z_j) . /Zé%frnym(e,@,
y por eso

(hO'Tn nm(gt d))) ( 2172 )
_ _n(n+1)(2n+3) ((R1 "[

R¥™2(2n+1) R,

@) [ 2 e
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Por (2.169 ) se pueden igualar (2.170)y (2.172), y resolviendo
para a,,, se tiene

@ - R A D@ +3) L (R o (2:173)
. = 2n+3 n+n M <<R_2) [1 - g_l]
n+1

@) )
R, n+1 al) ™

Por otro lado de ( 2.165 ) se tiene que b,,,,, €S

)4 a 2.174
brm ='8_T:anm_ﬁ_:anm- ( )

Para calcular b, de una forma mas sencilla expresemos a a,,,
como:

Anm = OnVim- (2.175)
Por lo tanto §,, es

5 - 4m(RZ"™3 — RZ™3) n(n + 1)(2n + 3)RIIH <(§_i)n [1 —Z_j . (&)n-u[ n +2]> ( 2'176 )

\j 2n+3 2n+1) R, n+1' o

a,, Bn estan dados respectivamente por (2.161) y (2.162 ), donde
¥, €s el coeficiente de V,,,, en (2.160), dado por

L {(&Y(l‘%)*(&)nﬂ (L+Z_f)} (2.177)

2n+1 Rz R1 n+1

Después de hacer los calculos respectivos para obtener b,
Ilegamos a

(B (2.178)
2(1 R) n+1 0 Rl) ( n 2)][/"‘.

Zn+1 2n—1 RlZ +3 n-%—1+0'1 "

1

Para que exista f € H'® (le)) que reproduzca V es necesario y
suficiente que
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(%] n
D7D (uml? + byl < oo,
n=1

m=—n

(2.179)

Pero de (2.173) y ( 2.178 ) se ve que la sucesion |a,,,| es

. 3 RN\ .
equivalente a n2 (R—j) Vim| ¥V |bnml €S equivalente a

() () W

R 2n 1 /R 2n
PO a0 [y l” + bynl® = 7 (22) [“E(R_:) ]|Vm|2
de donde se concluye que la desigualdad ( 2.179 ) se cumple si y
solo si se cumple la desigualdad ( 2.168 ).
Asi, hemos concluido que la clase de datos admisibles para las

fuentes de H (Q&D) coincide con la clase de datos admisibles

para las fuentes de H (V(€,) independientemente del valor de R,
(0 <Ry <Ry).

Sin embargo, las clases }[(1)(951)) no son de unicidad. En
efecto, si f; y f, son dos fuentes de esta clase que generan la

misma medicion V en M (}[(1) (Q&”)) entonces se tendra que

fi — f> € KerA, por lo cual
<f1 _fZ'TnYnm) =0,1<n<oo,—n<m<n.
De aqui se concluye la igualdad de los coeficientes a,(f,zl y aﬁf,% de

fi Y f, respectivamente, pero no se puede decir nada de los

coeficientes de Fourier b,%,)L y b,(l";,)l

De aqui se deduce que una subclase de unicidad contenida en
H <1>(n§1>) se obtiene si consideramos Unicamente las funciones
armonicas que se expresan en términos de series con respecto a
las funciones J,,,, (1, 8, ¢). Es decir, que tienen la forma siguiente:
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cabelludo
f= i Z G (7,6, ),

n=1m=-n

(2.180)

con

(2.181)

n
z |anm|2 < oo,

||M8

Supongamos que una fuente f de esta clase reproduce una
medicion V y calculemos los correspondientes coeficientes de
Fourier a,,,, para lo cual igualaremos coeficientes en la igualdad
Af = g. Cuando aplicamos el operador A a f, debido a que el
operador A es lineal y continuo, se obtiene

Af = Z Z @A ([ (76, )),

n=1m=

(2.182)

donde A4 (]nm(r, 0, (/))) ya ha sido calculado anteriormente en (2.133),
por lo que (2.182) se expresa como:
2n+3 RZ3(1 4+ n(1 + R2)) (2.183)
Af = Z Z Onm 47 (

RZ3 _R2nt3y\ T gin(2n + 3)(2n + 1R

n=lm=-n

n+2
Ry

+ on(2n + 3)) Yom (6, )

A partir de (2.159 ) se tiene que (2.183) debe ser igual a g dado
por (2.62), lo cual nos lleva a

RE(1+n(1+RD) gy (2.184)
Gm\ TG F D@ F DR n@n+3) )

_ ,47T(R§n+3 R2n+3) n+1 (R )n (1 0_2)
B V2n+3 2n+1(\R 01

+<&)n+1( n +&) v
R, n+1 o) ™
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De la ecuacion anterior obtendremos los coeficientes de Fourier
a,m €n términos de la medicion de la distribucion de
potencial en todo el cuero cabelludo en un instante
prefijado. Estos son

(142)J2+3 fanr,( 1_?02“3)11%{(&)"(1_@)_ (2.185)

2+;]:l n(};]_ [1 n]_1>(1)2n+3 —

RZ
() G2l
+|= +—=tV
R, n+1l o "

nm

>J|>J
S

De aqui se concluye

R\ (2.186)
|avnm|2 ~n? (R_Z) |Vnm|2-
1

En efecto, de (2.180) y ( 2.185 ), se tiene que la expresion final
de la fuente es:

(1+2) 42 frrr - (7) (2.187)
= Z 2+ Jl(_ :Tl_ s % z)( 01)'
W 2 (=) ()

@) G

A partir de ahora denotaremos a la subclase de fuentes (2.187)
mediante

Rt Io

f=

'JUI:E
S

}[0(1)(99))_ (2.188)

Los anteriores resultados obtenidos se resumen en el siguiente
teorema:
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Teorema 2.6 Para cualquier R, con 0 < R, < R, los conjuntos
de datos admisibles M (H(l)(ﬂgl))) y M (Ho(l)(ﬂgl)))

coinciden con el conjunto de datos admisibles M (:H“(l)(ﬂl));

es decir, estos 3 conjuntos de datos admisibles corresponden a
las mediciones V' cuyos coeficientes de Fourier satisfacen:

© pm & (2.189)
Zn3(R—j) D Wl < 0
n=1

m=-n
Ademas, la clase de fuentes 7—[51) (le)) es una clase de unicidad.

Observacion: el anterior resultado puede ser interpretado como
la justificacion matematica de que el EEG esta determinado
fundamentalmente por la actividad eléctrica de fuentes con
soporte cercano a la corteza, tal como se menciona en [39, p. 22],
donde se explica que la actividad sinaptica en las estructuras
superficiales es la que da lugar a flujos de corriente extracelular
que resultan en potenciales de campo superficial que es lo que
mide el EEG [28].
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2.5 Importancia de la clase de fuentes
armonicas en la aplicacion del método de datos
admisibles (MDA) a un esquema general de
regularizacion para el problema de
identificacion de fuentes en clases de unicidad
en el caso estacionario

El “Método de Datos Admisibles”, como estrategia de

regularizacion, se asocia a cualquier clase de fuentes que satisfaga
la condicion de unicidad.

Comenzaremos por aplicar este método como estrategia de
regularizacion para la clase de fuentes armdnicas ortogonales a

las constantes (% ™ (Q,)) cuando suponemos que la medicién en
todo el cuero cabelludo no varia con el tiempo, en cuyo caso
sabemos que la correspondiente clase de datos admisibles esta

conformada por las funciones de L(Zl) (S,) de la forma

© & (2.190)

v, Z Z rom Yo (6, 8,

los coeficientes de Fourier de ( 2.190 ) con respecto a los
armonicos esféricos ortonormalizados en base al Teorema 2.5,
satisfacen la condicién:

) 3 <o

n=1

(2.191)

En lo que sigue denotaremos mediante L% (S,) al subespacio de

las funciones de L(zl)(SZ) cuyos coeficientes de Fourier satisfacen
la condicion (2.191).
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El método de datos admisibles, aplicado al problema de
identificacion de fuentes armonicas a partir de mediciones que no
dependen del tiempo para el problema de contorno (2.1) - (2.5),
consiste de los siguientes pasos:

1. Seleccionar, de ser posible, un subespacio vectorial
cerrado o un subconjunto compacto convexo, al que
denotaremos mediante M, de manera conveniente, en el
conjunto de datos admisibles de manera que el problema
de distancia minima a este subconjunto sea un problema
bien planteado en L, (S,).

2. Dada una medicién con error V € L,(S,), encontrar el
dato admisible V, € M|, donde se alcanza la distancia
minima a V y verificar que dicha distancia es, a lo sumo,
“del orden” del error de medicidon. Esto depende del paso
1.

3. Finalmente, la fuente arménica regularizada h se
construye a partir de la expresion ( 2.93 ) a partir de los
coeficientes de Fourier de V.

NOTA 1: La exigencia en el paso 2 de que la distancia de V a
M, sea a lo sumo del orden del error de medicion es para
asegurar que V se pueda reproducir de manera aproximada por
una fuente arménica a partir del problema de contorno ( 2.1) -
(2.5), que es quien define la clase de datos admisibles asociados
a las fuentes armonicas. De no ser asi no tendria sentido aplicar
el paso 3 en el marco del modelo propuesto. El orden del error
que se menciona en el paso 2 es algo que debe definirse con un
criterio préactico y a menudo se toma como 44 donde § es el error
de medicidn.

NOTA 2. El hecho que la estrategia definida en los pasos 1-3 es
una estrategia de regularizacion se debe a que el paso 1 asegura
la existencia y la dependencia continua del proyector asociado a
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la distancia minima. Por otra parte, aplicando el Teorema de
Banach sobre el operador inverso en el caso en que M, sea un
subespacio cerrado o el teorema de Tikhonov sobre la inversion
continua de operadores continuos biyectivos entre espacios
metricos compactos, al operador que a una fuente arménica le
hace corresponder la correspondiente mediciéon V en S,, se tiene
que el operador que a V, le hace corresponder h es también
continuo. Entonces la combinacion de este operador con el
proyector asociado a la distancia minima en el paso 2 es un
operador continuo, lo cual nos dice que la estrategia 1-3 es una
estrategia de regularizacion ya que la obtencion de la fuente
armoénica que reproduce aproximadamente la medicion no es
sensible a pequefios errores de medicion.

Es fécil ver que el conjunto L3 (S,) es un subespacio vectorial
que no es cerrado en L(Zl) (S,) con respecto a la norma de L(zl)(Sz),
por lo que el problema de distancia minima a L3 (S,) no esta bien
planteado en LSV (S,).

Entonces para cumplir el paso 2 de la estrategia propuesta
podemos actuar de dos formas diferentes:

a) Seleccionando un subespacio vectorial de L3 (S,),

cerrado en L(Zl) (8,), en particular de dimension finita, que
necesariamente debe ser cerrado.

b) Seleccionando un subconjunto compacto convexo en
L7 (S,).

La primera propuesta no parece ser muy apropiada dado que es
dificil caracterizar los subespacios vectoriales de L% (S,) que

sean cerrados en L(Zl) (S2), salvo que sean de dimension finita, v,
en este caso se podria tomar cualquier subespacio de dimensién

finita en L3 (S,) lo cual seria demasiado arbitrario.
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Por esta razon optaremos por la propuesta b) y para ello
equiparemos al espacio LY (S,) con una norma para la cual sea un
espacio de Banach compactamente sumergido en L(Zl) (S,).Enese
caso cualquier bola en el nuevo espacio de Banach serd un

subconjunto convexo y relativamente compacto en L(zl)(Sz).

Dado que L% (S,) esta formado por las funciones de la forma
( 2.190 ) que satisfacen la condicion ( 2.191 ), definiremos una
nueva norma para las funciones V pertenecientes a L% (S,)
mediante:

o (2.192)
Wl = {220 (%) Sl

Teorema 2.7 El espacio LY (S,) provisto de la norma ( 2.192) es
un espacio de Banach que esta compactamente sumergido en

LV(S,).

Demostracion: Completitud: Es muy facil ver que L (S,) es un
subespacio vectorial y que ( 2.192 ) define una norma en este
subespacio.

Sean {V®}” - y denotemos {Vn(,l,z} los coeficientes de

nm
Fourier de V®(1 > 1). Donde {V®@}” -, sea una sucesion de

Cauchy en L% (S,) con respecto a la norma ( 2.192 ). Esto
significa que Ve > 0 3 [,(¢) tal que:

pa=ly= VO V@I’ <2, (2.193)

lo que quiere decir que

d R 2n n 2 (2194)
w8 5 v <
1

n=1 m=-n
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2
Para cada n fijo, del hecho de que n3 (%) " > 1, se sigue que de

(2.194 ) se tiene que

RZ 2n n 2
"3<R_) z |%(5)—141($) <o
1
m=-n
n ) 82
= 3 D -y <L <ers

e, 3 (g_i)“

n
® _ @]
> > b -] <&
m=—-n

Entonces para todo n y m fijos y cumpliendo —n < m <n, la
sucesion {Vn(,l,)l} es de Cauchy en R, por lo que

nm

] E——

En segundo lugar, a partir de ( 2.194 ) se cumple que para
cualquier N se tiene

N 2n ( 2.195)

R 2
S S g -l <o
Ry

n=1 m=-n
Ahora dejando p > [, fijo y haciendo tender g a co en ( 2.195) se
sigue cumpliendo que
N n
R,\*" 2
lim ) n3 <—2) Z |Vn(f,71) — Vn(,‘,?| < ¢,
R Ry

(2.196)

m=—n

y por la continuidad del modulo se tiene
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z ( ) Z|V(p) -~ f<etvp >,

n= m=—n

(2.197)

Lo anterior se cumple para cualquier N, y como en ( 2.197 ) se
tiene una serie de sumas parciales de términos positivos que esta
uniformemente acotada por &2, entonces por el Teorema de
Weierstrass se tiene que

(2.198)
lim ( ) z |V(p) < ¢g?,
N->oo
n= m=—n
0 sea
> (2.199)
Zn ( ) Z |V(”) m f<etvp >,
n=1
lo que quiere decir que
V@ —v||, <e, vp = 1, (2.200)
Utilizando la desigualdad triangular
—® ()
WVllge < [V =V®| +[[v®]., (2.201)

luego se tiene que V € LI (S,) y de ( 2.200 ) se tiene la
convergencia de V® a v en L¥ (S,) de donde concluimos la
completitud de L% (S,) provisto de lanorma (2.192 ). m

Inmersidn compacta: Demostraremos que la inyeccion candnica
i (L5 (52D, IFlse) — (LS5, 1112 (2.202)

iv)y=v

es un operador compacto.
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En efecto, es conocido que los polinomios armonicos
Vom0, ¢0):n>1,—n<m<n} son funciones propias del
operador de Laplace — Beltrami Ag ,, en S, (vease [38, p. 774]),
correspondientes al valor propio Ay =n(n+ 1),
respectivamente. De aqui se deduce que toda funcién en L% (S,)
pertenece al espacio de Sobolev H,(S,), ya que si

> Vo Yam (0, 9),

1m=-n

V(o,¢) =

NgE

S
1]

entonces

2
VI, < MAWVIE, s,y * 180V, ) <

M(Zn 1271 =—n|Vm|2 + Zn 1n2(n + 1)2 m——n“/;lmlz) <
M, [V I3

De estas desigualdades se obtiene la continuidad de la inyeccion
candnica

ir: (L (S2), Il¢) — Ha(S5), (2.203)
y como la inyeccién canonica
iz Hy(S2) — (157052, 112

es compacta e i =i, oi;, concluimos la compacidad de la
inmersion de (L% (S,), I1llzc) en (LSV(S), I11l2). m

Del teorema anterior se deduce que para cada K > 0,el
subconjunto M} del conjunto de datos admisibles M definido
mediante

My = {Vel¥ (S): IVllse < K},
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€S un compacto convexo en Lgl) (S,), y por ello se puede tomar
este conjunto con K elegido convenientemente para aplicar el
método de datos admisibles como estrategia de regularizacion
para encontrar la fuente armoénica que mejor aproxima a una
medicion de la distribucién de potencial en todo el cuero
cabelludo en un instante dado 7 dada con error.

Ahora podemos aplicar el segundo paso del método de datos
admisibles, para lo cual debemos encontrar el elemento V, € My

que se encuentra a distancia minima de ¥ en Lgl) (S,).

Para ello notemos primeramente que si || 7||,. < K entonces el

elemento de la bola By de centro el origen y radio K en L(Zl)(SZ)
coincide con 7, y si || V|| . > K, entonces dicho elemento es

ISP SLARNNLS o o T

17l VI, &, &,
K < 3 (RA\" ~ 3, /Ri\"
== 2 (Z) D (2 Tanban(6,9),
” V”}[ n=0 Rl m=-n R2

donde {7, },.m son los coeficientes de Fourier de V7 con respecto
al sistema {Yy,, 31 m-

Esta ultima expresion nos dice que V, es precisamente el elemento
de My cuyos coeficientes V,9,, de Fourier con respecto al sistema

Ym (6, ¢) son:

3, (Ri\" -~ ~
Vnom= _/2<—2> Vnm: Si ||V||2SK,
K RA™ _ 3
Vn(;n = ” V” n_3/2 (R—:> Vnm: Si || V”Z > K, (‘l’l >1, Iml < n).
H
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Entonces, finalmente, la funcion armoénica f que reproduce
aproximadamente la medicion con error ¥ viene dada por la
formula (2.93) sustituyendo V,,,,, por V,3,.

En la préctica la medicion se puede aproximar por un ndmero
finito de armonicos, lo cual quiere decir que en la serie de Fourier
de V podemos eliminar todos los armonicos V,,, conn > N(8) si
se cumple

donde & es el error de medicion y, por lo tanto, se puede
considerar que

V= Z Vo Yo (6, ),

y en la expresion de la fuente armonica correspondiente se puede
también considerar una suma finitaen 1 < n < N(9).

Supongamos finalmente que tenemos una clase de fuentes F que
satisface las condiciones de unicidad y para la cual el conjunto de
datos admisibles M[F] esta contenido en el conjunto de las

VeL(Zl) (S,) que satisfacen la condicion (2.191).

Entonces si ¥ es una medicién con error y f es la fuente arménica
que _reproduce aproximadamente a ¥, como _consecuencia del
Teorema 2.2 de la seccidn 2.1, podemos considerar gue la fuente
geF_que reproduce aproximadamente a ¥ debe satisfacer la
condicién

g-fel[r®a@]-
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Es facil ver que este criterio para elegir g es una estrategia de
regularizacion para la determinacion de la fuente en la clase F a
partir de mediciones con error.

2.6 Identificacion de fuentes variables en el
tiempo a partir de mediciones EEG

En esta seccion estudiaremos coémo es posible obtener
directamente la fuente f(t;r,0,¢) en una cierta clase de
funciones definidas en Q; (en cerebro), que reproduce una
medicién EEG dada por una funcién V(t; 6, ¢) definida en todo

el cuero cabelludo S, durante un intervalo de tiempo [0, T].

Comenzaremos haciendo las siguientes suposiciones sobre las
fuentes y las mediciones EEG:

e Las fuentes son elementos  del espacio
L, ([0, T],L(Zl)(ﬂl)) de las funciones de cuadrado
integrable sobre [0,T] x Q,, que por el Teorema de
Fubini coincide con el conjunto de funciones de cuadrado
integrable en [0,T] y que para t casi donde quiera en
[0, T] son funciones pertenecientes a L(Zl) Q).

e Las mediciones EEG® son funciones medibles en
[0,T] x S, que paracada t fijo casi donde quieraen [0, T]

son funciones pertenecientes a Hl(l)(Sz), subespacio de
2
funciones de L(Zl) (5,) que son trazas a S, de funciones de

H; ().

5 Aqui nos referimos por mediciones EEG a la distribucién de potencial en
todo el cuero cabelludo S,, no sélo a las mediciones que se toman en cada
electrodo.
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Definicion 2.2 Diremos que la fuente f € L, ([0, T],L(Zl)(ﬂl))

reproduce la medicién EEG V en el intervalo [0, T] si para casi
todo t fijo en [0, T], la fuente estacionaria f;(r, 6, ¢) reproduce
la medicidn estacionaria V; (0, ¢), donde

ft(r,0,¢) = f(t;7,0,9), (2.204)
V(0,¢) =V (t;6,9). (2.205)
Proposicion 2.1 Si la fuente f reproduce la medicion EEG V en

el intervalo [0, T], entonces V € L, ([O, T], L(Zl)(Sz)).

Demostracién: En la seccion 2.1 se demuestra que el operador
A definido en ( 2.27 ) es un operador compacto de L(Zl)(Ql) a

L(zl) (S,) que a cada fuente le hace corresponder la medicion EEG
asociada en el caso estacionario. Es decir, en el caso estacionario,
la medicion V corresponde a la fuente f siy sélo si A(f) =V
Por lo tanto, segun la Definicion 2.2, la funcion f(t;r,6, ¢)
reproduce a la medicion EEG V(t; 0, ¢) si 'y sélo si

A(f) =V, vtcd. en[0,T].
Pero entonces para cualquier medicién EEG V, se cumple que

IVell, 5,y < NANFel o, (2.206)

donde ||A|| denota la norma del operador acotado A.

Entonces

2.207
Jo IV (&6, @)%, dt < (2207)
2
A1 [ 1 67,6, 8112 e < +oo

osea,VelL, ([0, T], (1)(52)>
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A partir de ahora consideraremos clases de fuentes variables en
tiempo de la forma

FT =L1,([0,T],F), (2.208)

donde F es una clase de fuentes estacionarias contenida en
LV @y).

Teorema 2.8 Si M L(Zl)(SZ) es la clase de datos admisibles

correspondiente a una clase de fuente F contenida en L(zl) (2,),
entonces la clase de EEG admisibles correspondientes a la clase
de fuentes variables en el tiempo F7, viene dada por

MT = L,([0,T], M). (2.209)

Ademas, si F es una clase de unicidad para los datos admisibles
M en el caso estacionario, entonces F7 es una clase de unicidad
para la clase de EEG admisible M7,

Demostracion: La primera parte del teorema es una consecuencia
inmediata de la Proposicion 2.1y la definicion del operador A.

Por otra parte, F es una clase de unicidad para los datos
admisibles M si y sélo si el operador A es una biyeccién de F
sobre M.

Entonces, si f(V'y £ € FT son dos fuentes generadoras de un
mismo EEG V, se tiene que

c/l(ft(l)) = c/l(ftm) vt c.d.en [0,T], (2.210)

y por la inyectividad de A sobre F se concluye que £, = £,@

para todo t casi donde quiera en [0, T]; es decir, f( = f®@ en
LZ([OI T],:F) u
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Ahora pasaremos a considerar el caso particular de FT cuando
F = HD(Q,); es decir, cuando las fuentes varian con el tiempo
y para cada t casi donde quieraen [0, T], son funciones armdnicas
en ), ortogonales a las constantes. Segun el Teorema 2.8

HDQ)T = L, ([0,7], D (@), (2211)

es una clase de unicidad de fuentes. La clase de EEG admisibles
correspondientes es

H (57 = L, (0,71, 1E(S)), (2.212)

donde L3 (S,) es el espacio de Hilbert de funciones que satisfacen
(2.191) provisto de la norma ( 2.192).

Para V € L3 (S,)T y para t casi donde quiera en [0, T] se define
{Voum () }.mcomo los coeficientes de Fourier de V; con respecto
al sistema ortonormalizado de armoénicos  esféricos
{Yum (6, )} m dados en (2.33).

Teorema 2.9 El conjunto de mediciones EEG admisibles
L¥ (S,)Tcorrespondiente a la clase de fuentes H (D (2,)Testa

constituido por las funciones V € L, ([0, T], L(Zl) (SZ)) tales que:

o] R 2n n
3 (22 :
z n (R_> Z ”Vnm(t)”lzz[O'T] <t
- 1

n=1 m=-n

(2.213)

Demostracién: Es facil ver que las funciones V,,,,, (t) pertenecen
a L,[0,T]. Definamos una sucesion creciente de funciones de
L,[0, T] mediante

vy (t) = Zn?’ (ﬁ_i)z” minl‘/nm(t)lz < +oo. L
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Claramente v, (t) converge casi donde quieraen [0,T] a

v(t)—z () me(tnz o)

m=—-n
Por el teorema de la convergencia monotona de Lebesgue se tiene

T T (2.216)
,\lli_lgo_fv’\’(t)dt = fv(t)dt.
0

0

Pero también se cumple que

i ijN(t)dt (2.217)
in( ) Z (ARG
n=1 m=—

De (2.216 ) y (2.217 ) se concluye que v € L,[0,T] si y solo si
se cumple la condicion ( 2.213 ), y es facil ver que la condicién
v € L,[0,T] es equivalente a que v € L¥ (S,)T. O sea, para que
V' sea una medicion EEG admisible para la clase de fuentes
HDQ) . m

Es facil ver de L% (S,) son infinitamente diferenciables y todas
sus derivadas pertenecen a L,(S,) por lo cual L¥ (S,) c H,(S,)
para todo k > 1 donde H,(S,) es el espacio de Sobolev de las
funciones con derivadas generalizadas hasta orden k en L,(S,) y
de los teoremas de inmersion de Sobolev [40], se tiene que
L% (S,) € €*(S,), donde C%(S,) denota el espacio de las
funciones infinitamente diferenciables en sentido usual en S,.
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Por este motivo tiene sentido considerar la medicion EEG en
cualquier punto de S,, obteniéndose una sefial temporal
perteneciente a L, [0, T1].

Sin embargo, es conveniente considerar que la medicion en cada
electrodo del EEG no es una sefial puntual sino un promedio sobre
la region de S, ocupada por la base del electrodo; es decir, si

denotamos por AS) la region de la base del electrodo cuyo centro
se ubica en un punto (x;,y;,z;) de S, caracterizado por las
coordenadas esféricas (6;,¢;), entonces la medicion m;(t)
obtenida en este electrodo se expresa mediante la medicién
V(t; 0, ¢) através de la relacion:

(2.218)

1
() = —= V(t;0,9)dsS,
o =15 J o v@oe

donde AS) denota el area de la base del electrodo.

Entonces, si se tienen N electrodos del EEG ubicados en los
puntos (x;,y;,z;) de S, coni = 1,2, -+, N a partir de estas sefiales
se debe obtener la medicién EEG, V(¢t; 1,6, ¢) entodo S,.

Para ello se debe resolver el siguiente problema de optimizacion:
“Encontrar V(t; 8, ¢) de norma minima en L, ([0, T],L(Zl) (SZ))
que minimiza el funcional

g 2 (2.219)
>l [, e 9as - m
Al /AP

i=1

L,[0,T]

sobre LY (S,)T, donde m;(t) es la sefial medida en el electrodo
i-ésimo del EEG”.
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Una vez resuelto este problema de optimizacion, en base al
Teorema 2.9 se construye la fuente de la clase HW(Q)T
mediante la férmula ( 2.93 ) sustituyendo V,,,, por V,,,,(t).

De esta forma se obtiene la fuente variable en el tiempo y
armonica con respecto a la variable espacial en Q;, que mejor
aproxima las mediciones m;(t) en los N electrodos del EEG.

Es conocido el siguiente resultado, cuya demostracion se puede
encontrar en [41].

Proposicion 2.2 Sean H un espacio de Hilbert separable, H, un
subespacio cerrado de H y H; el complemento ortogonal de H,
en H. Entonces se cumple:

a) L,([0,T], Hy) es un subespacio cerrado en L,([0,T], H).

b) EI subespacio ortogonal L$([0,T], Hy) de L,([0,T], Hy)
en L,([0,T],H) es L,([0,T], Hy).

Si se aplica este resultado al caso cuando H, = H M (Q,)
tendremos que el espacio ortogonal a la clase de fuentes
armonicas y dependientes del tiempo es:

14 (10,7, (@) = L,([0, T] Kerd),  (2220)

donde A es el operador definido en la seccion 2.1 dado por la
ecuacion (2.27).

Luego, si se considera cualquiera otra clase de fuentes F con la
propiedad de unicidad en el caso estacionario, (tal que el
correspondiente conjunto de datos admisibles M esté contenido
en L¥(S,)) tendremos que si la fuente f € L,([0,T],F)

reproduce una medicion EEG V y si h € L, ([O, T],}[(l)(ﬂl))
también reproduce la misma V/, entonces para t casi donde quiera
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en [0, T] se tendra que f; — h; es ortogonal a todas las funciones
armonicas en Q;.

Generalmente esta propiedad, junto con la caracterizacion del
conjunto de datos admisibles M, permiten encontrar la expresién
de f € FT que reproduce V en el caso de datos sin error, tal como
se hizo en el caso estacionario para determinar la fuente armoénica
en una vecindad de S; que reproduce una medicion dada en S,.

La diferencia fundamental entre el caso estacionario y el no
estacionario radica en que para la obtencion de una solucién Unica
del problema de optimizacion ( 2.219 ) que no dependa
sensiblemente de los errores en la medicion EEG, se requiere
restringir el conjunto donde se busca el 6ptimo a un subconjunto

de L3 (S,)T que sea compacto y convexo en L, ([0, T], L(zl) (52)),
lo cual no se logra unicamente, como en el caso estacionario,
considerando una bola de centro 0 y radio K en LY (S,) a la que
denotaremos mediante By, sino también se requiere suavizar el

comportamiento temporal en L,([0,T],Bk). Bastara con
minimizar el funcional ( 2.219 ) sobre el conjunto

(v € (0. TLBO: Wlliqommp < L} (2221)

donde mediante H, ([0, T], Bx) hemos denotado el subespacio de
Sobolev en L,([0,T], Bx) de las funciones cuyas derivadas de
primer orden con respecto a t también pertenecen a este espacio.

La eleccion de los pardametros Ky L (K,L > 0) que definen el
“tamafio” de las bolas seleccionadas en LY (S,) y H;([0,T], Bl)
puede ser interpretado como una estrategia de regularizacion.
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Capitulo 3 Expresion matematica
aproximada de senales EEG

El objetivo principal de este capitulo es proponer expresiones
analiticas explicitas (mas o menos realistas) que permitan
representar sefiales electroencefalograficas (EEG), de forma que
toda sefial de este tipo, correspondiente a un electrodo (entendida
como una serie temporal) pueda aproximarse (suficientemente
bien) por una sefial patron, dada por una expresion analitica
concreta, tratable mateméaticamente desde el punto de vista
teorico, y determinada por valores de ciertos parametros.

Para ello, se parte de la hip6tesis de trabajo desarrollada en el
Capitulo 1 (seccion 1.2.2): la sefial EEG es, de manera ideal, y en
cada ventana temporal de una segmentacién temporal adecuada,
una superposicion de ritmos bésicos y trenes o rafagas de ondas
afiladas, espigas y espigas-ondas. A continuacién, se exponen
expresiones matematicas que permitan aproximar estos ritmos
basicos y rafagas, respectivamente, para poder trabajar con
expresiones explicitas que nos permitan hacer calculos.

3.1 Expresion matematica aproximada de ritmos
basales en las senales EEG

3.1.1 Motivacion

En la Tabla A.1 se muestran los ritmos cerebrales basicos que
suelen identificarse en una sefial electroencefalografica normal.
Como se comenta en el Apéndice A (seccion A.2), estos ritmos
se caracterizan en base a tres caracteristicas que los definen: rango
de frecuencias, rango de amplitudes, morfologia y region del
cerebro en la que se genera el ritmo (ver Figura A-5). De acuerdo
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a la literatura especializada, aproximadamente son los siguientes

([42], [43], [3]):

e Ritmo Delta (8): su rango de frecuencias es de 0 Hz a 4
Hz, y su voltaje oscila entre 20ulV y 200 pV'.

e Ritmo Theta (8): su rango de frecuencias es de 4 Hz a 8
Hz, y su voltaje promedio es de 20ul a 100uV.

e Ritmo Alfa (a): su rango de frecuencias es de 8 Hz a 12
Hz y su voltaje oscila entre 20uV y 60uV. Esta asociado
al estado de vigilia, a una conciencia relajada sin ninguna
concentracion.

e Ritmo Beta (B): su rango de frecuencias es de 13 Hz a 30
Hz y su voltaje es inferior a 30uV.

e Ritmo Gamma (y): sus frecuencias son mayores a los 30
Hz (principalmente a 100 Hz) y su voltaje oscila entre 5ul/
y 10pV.

Como se comentd en el Capitulo 1 (seccion 1.2.1), los ritmos
basicos se modelardn mateméaticamente atendiendo a su
caracterizacion en términos de rangos de frecuencias, amplitudes,
y morfologia; se asume que la region generadora del cerebro tiene
mayor relacion con los electrodos especificos (y su ubicacion) en
los que se registra la sefial EEG. Asi, en general cada ritmo bésico
sera una superposicion de ondas sinusoidales (o tonos puros) de
frecuencias particulares dentro del rango de frecuencias
correspondiente al ritmo. Las amplitudes y morfologias vendran
dadas entonces por los valores de los coeficientes en las
correspondientes combinaciones lineales en la superposicion (ver
Figura 1-3, [21]).

En este punto es importante realizar el siguiente comentario. Una
sefial EEG no es en absoluto periddica, ni tampoco estacionaria
(su espectro de Fourier varia sensiblemente en el tiempo), sino
que la preponderancia de sus componentes, y en particular los
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ritmos basales, va alterndndose en el tiempo véase ( [44] [45],
[46], [47]). Dependiendo del estado cerebral del individuo, las
ondas continuas generadas por los generadores fisioldgicos
cambian su frecuencia instantaneamente, o los mecanismos de
activacion/inhibicién pueden resultar en encendido/apagado de
los ritmos basales, como un interruptor, como ya se comento en
el Capitulo 1 (seccién 1.2.1). Por tanto, a la hora de trabajar con
sefiales EEG, puesto que éstas no son periddicas ni estacionarias,
para el andlisis de los ritmos conviene partir estas sefiales en
pedazos mas pequerfios, que llamaremos ventanas, de manera que
la composicidn espectral de estas ventanas pueda considerarse
constante en la practica. Asi, en las descomposiciones resultantes,
los coeficientes -relacionados con la amplitud y morfologia de las
sefiales- podran considerarse constantes; es decir, no
dependientes del tiempo (aunque si de la ventana). En
consecuencia, las expresiones propuestas estaran a su vez
definidas en ventanas temporales finitas.

Es importante mencionar en este punto que, en base a lo anterior,
una sefial patrén para un ritmo basal es un tipo de sefial bien
localizada simultaneamente en tiempo y en frecuencia; en tiempo,
porque estara localizada en una ventana temporal por la no
periodicidad y no estacionariedad de las sefiales EEG, como ya se
comento antes; y en frecuencia, ya que cada ritmo basal esta
caracterizado por poseer un rango de frecuencias caracteristico,
como ya se ha comentado. Por este motivo, las sefiales patrén
deben tener estas propiedades matematicas.

A la hora de proponer expresiones matematicas para los ritmos
basales, en base a la discusién anterior es claro que lo primero que
debemos atender es al concepto de frecuencia. En este capitulo,
modelizaremos el concepto de frecuencia wusando la
Transformada de Fourier: dada f € L;(R), su transformada de
Fourier es
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f© = [ 10 emsa (31)
R

donde la variable € € R es la variable de frecuencia, medida en
Hertzios (Hz, o ciclos por segundo, la unidad de medida de t).
Notese el 2m en el exponente. Esta definicion se extiende de la
manera usual a L, (R), resultando en una aplicacion unitaria (ver

[48]).

Asi, en L,(R), la Transformada de Fourier tiene una inversa, que
Ilamamos Transformada inversa de Fourier, y que en el caso de
que f € L, (R) tiene la siguiente expresion:

g = ]g(s‘) et dg (32)
R

donde si g = f entonces § = f (ver [48]).

3.1.2 Operadores de restriccion

En este punto, que una sefial esté localizada en frecuencia, 0 mas
concretamente en un rango de frecuencias, se interpreta
matematicamente como que su transformada de Fourier se anula
fuera de ese rango de frecuencias. Esto es, si el rango de
frecuencias es un conjunto Q € R, entonces f(§) = 0 siempre
que & ¢ Q. Diremos que una sefial localizada en frecuencia es de
“banda limitada” cuando el conjunto Q es acotado.

Definicién 3.1 Llamamos proyeccion de restriccion a la banda 2
a la proyeccién ortogonal sobre esa banda de frecuencias F,,
(donde X, denota la funcién indicatriz de £ ) que viene dada por
la siguiente expresion:

Fof =(f-X%a)"  (f € Ly(R)), (33)

Es decir, se considera la transformada de Fourier f, se larestringe
al conjunto Q multiplicando por X, Yy se regresa a la variable
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temporal aplicando la transformada inversa de Fourier. Esta
proyeccién nos permite conocer la componente Fo, f de la sefial
f € L,(R) en el rango de frecuencias Q € R.

Particularizamos esto en el caso que nos ocupa.

Definicion 3.2 De acuerdo a la clasificacion de los ritmos
basales (ver Tabla A.1), consideramos los siguientes rangos de
frecuencias:

Qg = [~1,1], (3.4)
.QS = [ 4, — 1] U [471]!

.Qe = [ 8: 4] [4 8]1

Q, =[-12,-8] U [8,12], Qp = [—30,—12] U [12,30]

Q, = [~100,-30] U [30,100] y Oy, = (—00,—100] U

[100, o).

De esta forma, todo el espectro de frecuencias queda dividido o
particionado en esos rangos,

R =0yUQsUQUQQUQUQ, UQ,,

donde los rangos se superponen Unicamente en las frecuencias
que los delimitan, y los rangos Q, y Q. corresponden a las
frecuencias demasiado bajas y altas respectivamente, que por lo
general se desprecian. De esta forma, para cualquier sefial f €
L, (R) se tiene la siguiente descomposicién espectral de acuerdo
con los rangos de frecuencias anteriores:

f = Fo,f + Fogf +Faof + Fo f + Fo,f +Fo, f + Faf, (35)

Para cada rango de frecuencias, la componente correspondiente
nos da la parte de la sefial que se ubica en ese rango. Ademas, se
tiene la siguiente relacion de energias entre la sefial y sus distintas
componentes (véase [49] ):
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IFIE = FaofI + Fas IS + FapFII2 + Fa fll (36)
2 2 2
+ |[Fagf |, + |Fa £ || + IFanrll;

Estas identidades se deducen de la ortogonalidad de las
componentes, que es obvia debido a que los soportes son
esencialmente disjuntos y a que la transformada de Fourier es
unitaria (ver identidad de Parseval [48]).

Sin embargo, estas componentes no estan muy localizadas en
tiempo, salvo en casos triviales. No pueden estarlo, ya que la
unica funcion de soporte compacto de banda limitada es la
funcién trivial (ver [50] capitulo 3). Por este motivo, si queremos
tener informacion local de la sefial EEG debemos localizar
también en tiempo.

Definicién 3.3 Dados a,b € R con a < b, para localizar una
sefial en el intervalo [a, b] utilizaremos el operador proyeccién
de restriccion sobre la ventana [a, b], que es la proyeccion
ortogonal P,;, sobre este intervalo, que viene dada por la
ecuacion

Popf =f Xiap)  (f € L(R)). (3.7)

Aplicando este operador, junto con el anterior operador Fg; es
decir, calculando P, , Fo f, podemos obtener la informacion de la
sefial f € L,(R) en un rango de frecuencias Q y un intervalo
temporal [a,b]. Notese que P, ,Fqf no puede ser de banda
limitada salvo que sea trivial, por lo comentado anteriormente.
Esto se debe a que al proyectar sobre el intervalo [a,b], la
transformada de Fourier de Fq, f se transforma de manera que ya
no esta soportada en un conjunto acotado.

En general, si se ha dividido el eje temporal en ventanas, de la
forma [ay, aryq], donde {ay}r-—o € R €S una sucesion
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estrictamente creciente tal que lim aqp = o0 y lim a; = —oo,
k—oco k——oo
se obtiene la descomposicién
f = Zlo(o=—00 Pak,ak+1 f'

para toda sefial f € L,(R) , con la identidad de energias

113 = 5ol Paen 1

Estas identidades se deducen de manera anéloga a las anteriores.
Aplicando esto a cada componente de la descomposicion anterior,
se obtiene

f= Zl?:—oo Pak,ak+1 Fﬂof + ZI(;O=—OO Pak,ak+1 Fﬂﬁf + ( 3.8 )
2]?:—00 Pak,ak+1 Fﬂef + EIO::—OO Pak.ak+1 Fﬂaf +

Zlioz—oo Pak,ak+1 Fﬂﬁf + Z’?:‘m Pak'ak+1 ngf +

ZI?:—oo Pak,ak+1 Fﬂoof-

Ademas
FI3 = 25 ol Paars Faof I, + Eccoll P Fas Il + - (39)
o 2 o 2
Zk=—°°||Pak'ak+1Fﬂef”2 + Zk=—°°”Pakrak+1Fﬂaf||2 +
2 2
Zlio=-°° Pak'ak+1FQBf||2 +Z’io=-°° Pak'ak+1FQYf||2 +

ZI?:—DO||Pak,ak+1FQoof”z )

3.1.3 Funciones basicas para los ritmos basales
Ahora, dados a, b, w;, w, € R cumpliendo

a<b, 0w <w, Yy (3.10)
Q= [~wy, —w;] U [w, w,],

nos planteamos como aproximar la componente P, , Fq f para una
sefial f € L,(R). Para ello utilizaremos ondas sinusoidales
correspondientes a ciertos armonicos dentro del rango de
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frecuencias requerido, pero truncadas en un intervalo temporal.
De esta manera, se obtendria la localizacion espacio-temporal
requerida.

Definicion 3.4 En concreto, usaremos funciones de la forma

fw(t) = \% sin(2rwt) x[a,b] (t) (teR), y (3.11)

9,0 = [ 12 cosmon Xoy® cem, )

donde w € Q. A la hora de trabajar con la Transformada de
Fourier, ser4 conveniente trabajar con las exponenciales
complejas. Denotemos también

1 (3.13)
ey(t) = /m e?Mt Xy (t € R).

Usando las identidades elementales

1. (3.14)
fw - \/El' (ea) e_w)
y
o =7 (e +e4), (3.15)

es sencillo pasar de la version compleja a la real y viceversa.

Parece razonable, para tratar de representar lo mejor posible el
rango de frecuencias, tomar como conjunto de modos una malla
suficientemente fina de (). Concretamente, escogemos una malla
uniformemente distribuida en Q.

Definicion 3.5 Dado un entero d positivo, definimos
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g = {0aifi? € 0, wg =22, (3.16)

_{w1+wd(d+1—k) sil<k<d+1, (3.17)
Wy = —w;—wg(k—d—2) sid+2<k<2d+2.

Notese que wy >0, w; <wgr<w, Si 1<k<d+1y
—wy; Swyr < —w;g Si d+2 <k <2d+ 2. Ademas, wgy, €S
decreciente en k. A, consiste en partir cada intervalo de los dos
que conforman Q en d intervalos de igual longitud, obteniéndose
d + 1 puntos por cada uno.

Definicion 3.6 Dado d entero positivo, por conveniencia
denotamos

Cak = €uy, (1 <k <2d+2) (3.18)
Es decir,
ear(®) = \/:Laezmwd,kf Xiam(© CER 1< k< 2d+2). (319)
Definicién 3.7 Dado d entero positivo, denotamos
By = {eqr}i24? y V, = spanB,. (3.20)

Observamos que Si j y k son tales que 1<j,k<2d+2y
j + k = 2d + 3 (son simétricos), se tiene

wd,j = _wd,k (321)
Yy por tanto
% = ed'k. ( 3.22 )

Esta propiedad es importante, ya que nos permitira
posteriormente convertir B, en una base de cosenos y senos.
Notese que en el caso en el que w; =0, se tiene wgy g1 =
wgq+2 = 0,y hay que considerar que la funcion e; 411 = € 442
esta repetida.
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Del Lema 1.7.2 de [51] se deduce que B, es linealmente
independiente, y por tanto es una base de V. La justificacion para
escoger este tipo de bases es la siguiente: las exponenciales
trigonométricas e2™<" son tonos puros, armonicos asociados a la
frecuencia w € R. Esto se refleja en que su transformada de
Fourier esta hiperconcentrada, ya que Unicamente esta soportada
en un punto. De hecho, su transformada de Fourier es la Delta de
Dirac soportada en w. Esto hay que entenderlo en el sentido de
las distribuciones, ya que la exponencial trigonométrica, al ser
una sefal periddica, no puede ser una funcion integrable ni de
cuadrado integrable (ver [48]). Sin embargo, al multiplicar por la
indicatriz X, 51 (y normalizar), resulta una funcion e,, € L,(R).
Esta funcion tiene la propiedad de estar localizada en el intervalo
[a, b] y ser un tono puro de frecuencia w. Este hecho es obvio,
aunque contraste con el hecho de que su transformada de Fourier
é,, esta soportada en todo R. Concretamente, se tiene

sen(n(b —a)(¢é - w))
(b —a)(§ —w)

donde se asume é,(w) = Vb — a.

(3.23)

éw(f) =+b— ae—m‘(a+b)($—m)

§ ER),

Antes de continuar, aclaremos como considerar funciones basicas
reales.

Definicidn 3.8 En el caso real, los rangos de frecuencias son
fzo =[0,1], _(~25 = [1,4],
Qg =[48],2, = [8,12],
0p = [12,30], 2, =[30,100] y 2, = [100, o).

En general, un rango genérico se denotara 2 = [w,, w,]. Lamalla
en este rango de frecuencias es la siguiente:
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Definicién 3.9 Dado d entero positivo, definimos

i d+1 — 33 _
Ag = {wd,k}kL c, wg=

Wy—wq
wagr=witwg(d+1—-k) (1<k<d+1).

Notese que esto coincide con el caso complejo, pero se
seleccionan unicamente las frecuencias no negativas.

Definicion 3.10 Asi, dado d entero positivo, las funciones
utilizadas serian

fak = Jfoge Y 9ak = 9ug, (1 <k<d+1).

Es decir,

far(®) = /sza Sin(27wqt) Xjap(t) (t ER, 1<k <d+1)
y

gd,k(t) == ’ﬁ COS(ZT[CUd,kt) x[a,b](t) (t E R, 1 S k S d + 1)

Aqui, habria que exceptuar el caso en que wgy =0
(concretamente wy 441 = 0 si w; = 0), en el que se tiene f, = 0

Y go = (1/Vb = a)Xq;.
Definicidon 3.11 La base y el espacio que generan son
By = Uap gd,k}ﬁ:% y Va = spanB,.

Notese que, si se consideran escalares complejos, el espacio V; es
el mismo, pero si se consideran escalares reales, son Gnicamente
las funciones en V,; reales. Para hacer el cambio entre desarrollos
en unay otra base, se puede utilizar simplemente la identidad
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- = B ay + B (3.24)
apeg, + Bre =l — + :
k €ak t Br €da2da+3-k 2 fax NG Gak

1<k<d+1),

donde ademas se tiene

|.ak Bk| +|ak+ﬁk| lai|? + 18, |2 (3.25)

3.1.4 Esquema de aproximacion de los ritmos basales

Con todas estas herramientas, fijados un rango de frecuencias (1
y una ventana [a, b], al proyectar una sefial f sobre estos espacios
compacto finito-dimensionales V,;, lo que se esta haciendo es
aproximar la proyeccion P, , F, f por una superposicion de tonos
puros de frecuencias uniformemente distribuidas en el rango de
frecuencias dado Q, soportados en la ventana fijada [a, b]. Cuanto
mayor es d, mas fina resulta la malla de frecuencias muestreadas
dentro de €, y mejor sera la aproximacion.

Concretamente, dada f € L,(R), es claro que Fof € L,(R) y
PypFof € L,(R) N L;(R), ya que su soporte esta en [a,b].
Entonces, usando las identidades anteriores y la identidad de
Plancherel (ver [48]), se tiene

(Pa,bFﬂf)A(f) = jPa,bFﬂf(t) e 2mits gt
R

b
= f Fof (t) e~ 2™t gt
a

—Vb—a f Fo £(£) e_e (t) dt
R
= Vb —a(Fof,ez) = Vb — a{(Fof)", é;)
=vVbh—a Lf(n)ég(n)dn =vb—a fﬂf(n)én(f) dn =
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=Vb—a£fmﬁﬁf—mdn

—mi(a+b)(E-1) Sil’l(T[(b B a) (5 B 77))
m(b—a)(§ —mn)

Aqui, (-,) denota el producto escalar en L, (R).

=w—w£ﬂme .

Por otro lado, todo g € V; tiene la forma
g =X a €d K

para ciertos {a, }2212 complejos. En vista de la expresion anterior

para (P, ,Fof ) , no es dificil escoger ciertos coeficientes para
aproximar esas integrales por sumas. De esta manera se obtienen
aproximantes de facil construccion.

Supongamos que f es continua (esto ocurre, por ejemplo, si f €
L*(R), ver [48]). Escojamos

ar =ag;(f) =wgVb—af(wg)1<k<2d+2), (3.26)
que definen
Agf = Y3412 aqgk(f) eqr € Vy. (3.27)
Entonces
(Aaf)" = ZRE° agik(f) éar = wq Vb—a d+2f(wd k)ed k-
Denotemos el médulo de continuidad de f sobre Q por
p(f,Q,5) = max{|f(©) = fD]: En€Q 1§ -l <s}(s>0). (3.28)

Denotemos también

I71l,,.. = maxlf @I (3.29)
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Notese que si f es continua, como Q es compacto, f es
uniformemente continua, y el modulo de continuidad y su
maximo son finitos.

Se tiene el siguiente resultado de convergencia de los
aproximantes A, (f).

Teorema 3.1 Sea f € L,(R) tal que f es continua en 2.
Entonces

lim Aqf = PopFof en Ly (R). (3.30)
Si ademas f es Lipschitz en 2, se tiene
|PasFaf — Aaf ||, = 0(d™") cuandod — o0~ (3.31)

Demostracion: Sea ¢ € R. En primer lugar, contraponemos las
dos expresiones:

|(Pa,bFQf)A(E) - (Adf)"(g)| =

= |Vb—af, f(meé,(&) dn —
waVb —a %24{2 f(wd,k)éd,k(f)l =

= Vb —alf, f (), (&) dn — wq T24? f(wae)ea(©)].

Notese que se tiene

d 2d+1
Q= U[‘Ud,k — wg, way] |U U [wax — wa, wax] |-
k=1 k=d+2

Usando esta descomposicion, en este punto descomponemos el
primer sumando como

j Fme, ©)dn =
Q
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ifwdk f(n) é,(&)dn + Zil fwd'k fm e, (&dn
=1"¥dkm®d k=d+2 * @dk~®d

y la segunda suma la transformamos de la siguiente manera:

2d+2

Wy Z f(wd,k)éd,k(f) =

k=1

wadk f(wdk)edk(f)dﬂ

k=1~ ®dk—®d

QU

2d+1
Wd,k

N Z f f(0ap)ear©dn +

k=d+2 " ®dk~®d

twgy f(wd,dﬂ) éaa+1(8) + wy f(wd,2d+2)éd,2d+z(§)-

Asi, agrupando los términos en cada intervalo, se tiene

|(PosFaf)'® — (AafY'(®)] <

a wak . N
<+vb-— a{;f |F &, (&) — f(war)éar(®]dn

W k—Wd

2d+1
Wd,k

+ Z f £ )78 = f(wan)éar(®|dn +

k=d+2 " ®dk~®d

+wd(|f(wd,d+1)éd,d+1(f)| + |f(wd,2d+2)éd,2d+z(f)l)}-

Para el ultimo sumando se tiene
wd(lf(wd,dﬂ)éd,dﬂ(f)l + |f(wd,2d+2)éd,2d+2(f)|) <
fllg.(le
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Los integrandos anteriores pueden estimarse como sigue.
Suponemos 7 € [wq — wg, wqy| para algin indice k en las
sumas anteriores.

|/£(77)én(f) - f(wd,k)éd,k(f)l <

< |f ) €,() = fwa) &, ()]
+ |f(wd,k)én(f) — f(wd,k)éd,k(fﬂ

- éd,k(f)l <
60 (8) — 4 ()]

Este ultimo factor se puede estimar usando el Teorema del valor
medio:

Q,0

6n (&) — 84 (O)| = |és(m) — é§(wd,k)| <

<|n—wak max —é (6)|

| ' | 0€[wg k~wa,wak] d77 ¢
<w max |ié (z—e)|
- dee[wd,k—wd,u)d,k dn 0 .

Se divide la recta en tres intervalos. En el intervalo central
(es decir, —w, —1/(2(b — a)) < £ < w, + 1/(2(b — a))),
se usan las estimaciones

|én(f)| <wgVvb—a vy

max |—e0(z 0)| < mla + bl + Z=2

(SIS [wd,k—wd,wd k

n(b a)

de forma que se tiene

f () é,(&) — f(war)€ar(®] <
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2la +b|+ (b —a) <
3 <
< max (\/b — a,n%) (p(f, Q,wq) + wd”f”Q,oo)-

<+vVb-— ap(f} Q, (*)d) + ||f||Q,oo(Dd'kT[

Denotemos por comodidad
¢, = max (Vb =g n et e-)
Los Ultimos sumandos se estiman asi:
wa(|f (Wa,as1)ea,arr @] +|f(@a2a+2)8a2a+2(9)]) <
< 2Vb —awdl|f], -
Asi
|(PasFaf)"® — (Aaf)"®)| <

2d+1

svh=a Y [ e - foa)éan®ldn+

k=1 “Wdk—Wd
k#d+1

wd(lf(wd,d+1)éd,d+1(f)| + |f(wd,2d+2)éd,2d+z(f)|)} <

2d+1 wak
<vVh—a Z f C, (p(f, Qwg) + wd”f”Q,oo) dn

k=1 ‘Wdk—wd
k+d+1

+ 2Vb —aa)d”f”Qoo <

< (2vh = a(w; — w))C; + 200 — ) (p(F, 2 wa) +
w0alfll,y.,)
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Si denotamos por comodidad
C2 = 2Vb - a(a)z - wl)Cl + Z(b - a)

hemos probado que en este caso se tiene
|(PapFaf)"® = Aaf)®)| < G (0(f, 2 wa) + wall £l ).

. 1
Fuera del intervalo central, donde [§| > w, + S5 » Se usan las

(b—a)
estimaciones

vb —a - 1
b —a)lE—nl ~ 7vb — a(|f] — w,)

(9] <

max
GE[dek—wd,dek]

d
%ég(z— 9)| <
<vb-—a max {(n|a+b|
ee[wd,k—wd:wd,k]
N 1 ) sin(n(b — a)(§—0))
1€ — 0| (b —a)(—6)
N cos(n(b —a)(— 6)) } <
&—9)
n|a+b|+2(b—a)+ 1 }_
b —a)(|&] —w) €] —wy)

_mla+bl+(@+2)(b—a) 1
- mvb —a €] — wy

+

S\/b—a{

Entonces

f () é,(&) — f(war)éar(®] <
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1 o
< ,Q,
S e =y V00
+n|a+b|+(n+2)(b—a) 1 wlf” <
b —a |€] — w, a Qo0
_ max(Lmla+ bl + (e + (b — ) P, 2 wa) + wallf,,
o Wb —a €] — w,

Denotemos por comodidad
C = méx(1,mla + b| + (r + 2)(b — a))
3 Vb —a '
Los Ultimos sumandos se estiman asi:

wd(lf(wd,dﬂ)éd,dﬂ(f)l + |f(wd,2d+2)éd,2d+2($;)|) <

3 204|fll, .
" mvb —a(lél — wy)

Asi,
|(PasFaf)'® — (Aaf)'®)| <

2d+1

<VB=ad > [ 1f0) e — Foa) fax®ldn +

k=1 “Wdk—Wd
k+d+1

+wd(|f(wd,d+1)éd,d+1(f)| + |f(wd,2d+2)éd,2d+z(f)|)} <

2d41 p(f,ﬂ,wd)+®d||f”goo
<Vb-a j 3 |

k=1 “®dk—wa 1= w,

k+d+1
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2odlfly, )

ﬂvb—a(lfl wy))

2\ P(f, 2 0q) erci”f”mo
&l —

S(Z\/ﬂ(wz w1)C5 + n)

Si denotamos por comodidad

2
C4_ =2Vb_a(0)2_(1)1)63 +E,

hemos probado que en este caso se tiene

P(f 0, wg) + ‘Ud”f”

f ) y© = f(wan) ear(®| < C

&l —
Definimos la funcion auxiliar
Co—w, = )7! SIS < —wy; — 5=
. 1 1
M) = C, Sl—wz—mﬁfﬁwz+m(fER).
Ci(§ —wy)™? sié&>w,+ z(bl—a)

Entonces, en resumen, lo que se tiene es

|(PasFaf)"® — 4af)'®)|
< M@ (p(f, 9 0q) + 0alfll,., ).
para todo ¢ € R.

Un caélculo sencillo muestra que

1
W2t30—a) © C?
i = | cias +2 T e dE =
~02=50-) w2505 ?

1
:2C22<(A)2 +m)+8€f(b—a)
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Puesto que M € L,(R), de aqui se deduce que
fR |(PasFaf)' @) = (Aap®)| de
< | M@z (p(F,0,00) + wal l,,..)

En consecuencia, por la identidad de Parseval (ver [48]) se tiene
que

”Pa,bFQf —Adf”z = ||(Pa,bFﬂf)A — (Adf)/\”z <

< M1l (p(F, 2 0a) + wall . )

Puesto que w, — 0 cuando d — oo, y como f es uniformemente
continua sobre Q también se tiene p(f, Q, wg) — 0 cuando d —
o, esto prueba que

Aaf 72 PapFaf en Ly(R).

Maés adn, si f es Lipschitz en Q con constante Ly > 0, el modulo
de continuidad cumple p(f,Q, w4) < Liwg, y entonces

||Pa'ban _ Adf”Z < ”M”Z(wz_w1‘)i(Lf+”f||ﬂ,oo) — O(d—l) CuandO

d— oo.m

Notese que este resultado es razonable, puesto que para pedir que
la componente P, ,Fqf se pueda aproximar razonablemente por
superposiciones de armoénicos puros formando mallas en Q
soportados en [a, b], no es extrafio pedir que la variacion de f en
este rango de frecuencias no sea muy brusca, de manera que las
componentes de ciertos arménicos aproximen suficientemente
bien a las correspondientes a armonicos cercanos.
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3.1.5 Algoritmo para el calculo numérico de los
aproximantes de la medicion EEG en un electrodo

Denotemos mediante f,..(t) el registro continuo de la sefial real
del EEG y supongamos que f,. € L,(R). Con respecto a la
notacion utilizada hasta el momento, f..(t) = m;(t), que
corresponde idealmente a la ubicacion de un electrodo puntual.
En la préactica la informacion con que se cuenta de f;.. consiste en
un vector F = (Fy,..,F,) € Rl (L € N) de mediciones del
potencial en base a un muestreo temporal uniforme procedente de
las mediciones de un electrodo. Asi, dada una frecuencia de
muestreo ¢ (entero positivo), que representa el numero de
muestras por segundo, se tiene

~1
Fy~ fre <MT) A<up<l). (3.32)

Es decir, la medicion es un muestreo aproximado de la sefial real
en un intervalo temporal [a,b], donde b =a+ (L —1)/{ y se
puede considerar a = 0.

Se asume que la frecuencia de muestreo  ha sido escogida de
forma que se pueden obviar las frecuencias mayores a una
frecuencia determinada igual a {/2, es decir, suponemos que en
el intervalo [—(/2,(/2] se encuentran todas las frecuencias
importantes de la sefial EEG, de acuerdo al teorema de muestreo
de Shannon-Whittaker-Kotelnikov y el criterio correspondiente
de Nyquist (ver [2]). Buscaremos una aproximacion f,,.q de f..
CoNn fimea € Lo(R) tal que

-1
fmea (%) =F, Al<sp<sh). (333)

Y fimea(®) = 0 si €] > /2. Notese que al corresponder fi,.q @
una sefial de banda limitada entonces es una funcién continua
debido a que f,,.4 € L, (R), luego tiene sentido la evaluacion en
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los puntos del muestreo. Considerando entonces f.q UN
representante adecuado de la medicion (como funcién), el error
de medicion es ||fe — fmeall donde || ||, representa la norma
en L, (R).

Al estar f,,.4 soportada en [—{/2,/2], se puede desarrollar en
términos de una serie de Fourier adecuada:

(3.34)

Fmea (€)== ) @, ML (£ € [~¢/2,4/20),

1
\/Z UEZ
donde la convergencia es en L,(R) (o L2([—{/2,{/2])) y los
coeficientes de Fourier para cada u € Z vienen dados por

¢/2 (3.35)

a fmed (f) e—Zm'uf/Z d‘f

_ L j
. \/? ={/2
= % [ Fea (61 7215 g
= % fmea (— %)

Ademas, por la identidad de Parseval (ver [48]) se tiene

¢/2 (3.36)

fneall? = | fneall? = f . Fonea©)| de
—-(/2

2
=Z|au| .

UEZ

Asumiendo que fea (?) =0siu<0ou=L,setiene

7 1 @ o
finea(®) = 3 Tizb fnea (§) €724/ = (3.37)
%Zﬁ;% F,+1 e 2™#/¢ paratodo & € [—gg
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y
2 Fp (338)
=

fnealld = fmeall3 = %Lzl ea (5)
©=0

En fin, hemos demostrado que si f;,,.4 €S una aproximacion de f,,
que satisface las condiciones (3.33) Y fieq(§) = 0si [E] > 7/2,
entonces f,,.q Se expresa en la forma ( 3.37 ). Nétese que esta
expresion para f,,.4 tiene la forma de una suma de Riemann de
la integral que la define en base a la definicion de transformada
de Fourier, en caso de que f,,.q fuera integrable y estuviera
soportada en [a, b]. De hecho, la hipdtesis anterior no implica que
fmea(t) = 0sit & [a,b], sino s6lo en los puntos anteriores. Esto
se debe a que f,,,.q €s de banda limitada. De hecho, se tiene

L-1
B sin(m¢ (t — u/9)) (339)
Fmea(£) = ; fet e = /)

parat € R, lo cual se obtiene calculando la transformada inversa
de Fourier en la expresion ( 3.37).

Para construir los aproximantes requerimos evaluar f,,.4 en la
malla del rango de frecuencias. En general f;,,.q4 € L, (R), ya que
finea NO sera continua en € = +¢/2, por ejemplo. Sin embargo, si
nos interesa el analisis de una componente de la sefial EEG con
frecuencias en el rango [w;, w,] con 0 < w; < w, < {/2, se
tiene
¢ ¢
Q= [~w;, —w1] U [wg, w;] € [—E;E ,

Y fimea Si S€ré continua sobre €, ya que coincide con un polinomio
trigonomeétrico. Entonces, dadosd e Ny kcon1 <k < 2d + 2,
se tiene
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F

(3.40)

frmea (®ax) = med <E> e 2mH@wak/S

EAN
c ¢

TiY
|
L

AN R =

M
—2Mi>wg K
Fypre "¢

=0

=

A partir de estas expresiones es trivial construir los aproximantes
A4 (fmea) para cada entero positivo.

Usando las ecuaciones ( 3.24 ), (3.26 ) y ( 3.40), es sencillo dar
una expresion explicita en términos de la medicion de los
aproximantes reales, para no tener que hacer célculos con
nameros complejos.

3.1.6 Aproximacion numérica de los ritmos basicos que
componen una senal EEG

En esta seccion consideraremos a = 0, es decir t € [0, b]. El
principio que utilizaremos en esta seccion consiste en que es
posible aproximar la componente de wuna sefial EEG
correspondiente a un ritmo bésico mediante los aproximantes
Aifmea dados por ( 3.27 ) si se consideran unicamente los
términos que corresponden a las frecuencias involucradas en el
ritmo.

Para poder construir el ejemplo numérico, es necesario obtener
una expresion adecuada de los aproximantes A, f,.q dados en
(3.27):

2d+2 ( 3.41 )
Agfmea(t) = Z Aak(fmea) €ar(t) € Vg,
k=1
donde los ag ;Y l0s eq i (t) estan dados por (3.26 ) y (3.19). Es

necesario llegar a una expresion de ( 3.41 ) que nos facilite la
programacion del algoritmo para mostrar el ejemplo numeérico. Si
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suponemos que f € L;(R) entonces su Transformada de Fourier
(3.1) se puede expresar en términos de las Transformada Coseno
y Seno de Fourier, a las que denotaremos mediante F.f y Fsf
respectivamente:

F© = [ £© costzmirg as (3.42)
R
—ljf(t) sen(2mitg)dt
= Fef(®) — iFsf ().
Del hecho que
f® =7, (343)
se tiene que
Fef(®) = E(f(E) +7®) =Re (f®), (3.44)
(3.45)

Fsf () = o (- 7®) = —mm (7®).
Es facil ver que A, feq S€ expresa en la forma

d+1 (3.46)
Agfmea(t) = wq \/ﬁz (:stmed (wd,k)fd,k ()
k=1

+ Fefmea(@aj) 9a (t)),

yusando (3.44)y (3.45)sellegaa
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Agfmea(t) (3.47)
d+1

= wdmz (—Im (fmed(wd,k)) fax(t)
k=1

+ Re (fmed(wd,k)) gd,k(t))-
Si se expresa fmea(wqyr) en términos de su parte real e
imaginaria, podemos concluir que ( 3.47 ) se reduce a

Adfmed(t) ( 348 )

S o er)
[ e (ran2) o]

El aproximante de A, fimeq Parat € [0,b] se evallaent = ?:
Adfmed (%) ( 3

[ay

dOﬂdGOSU<L,b=L%.

Utilizamos la siguientes expresiones matriciales y vectoriales
para facilitar la programacion del algoritmo numeérico:

v (3.50)
AgF = <Adfmed <—

T
{)) € MLXl(]R)I
v=0,--.L—-1

112



Capitulo 3 Expresion matematica aproximada de sefiales
EEG

A\ (3.51)
F= <fmed <Z)> € M1 (R),
u=0,--L-1
u (3.52)
Sd = (sen (2nwd’k —)> € MLx(d+1) (]R)'
¢/ Ju=0,L-1
k=0,--,d+1
p (353)
Cd = (cos (2nwd’k —>> € MLx(d+1) (R);
¢/ Ju=0,L-1
k=0,--,d+1

La notacién anterior nos permite expresar ( 3.49 ) en la forma
matricial

2
AyF = % [S,STF + C,CTF]. (354)

Notese que el producto matricial de STFy CTF es

Fcfmea (g) = CIF, (3.55)
Fsfined (g) =STF. (3.56)

En la forma matricial del aproximante ( 3.54 ), las columnas de
las matrices ( 3.52 ) y ( 3.53 ) estan relacionadas con las
componentes en frecuencias consideradas para describir la sefial
EEG, mientras que las filas corresponden a la ventana temporal
de interés. Luego, si nos interesa describir lacomponente del EEG
correspondiente a un cierto ritmo béasico caracterizado por un
rango de frecuencias en una ventana temporal preestablecida, es
suficiente quedarnos con la componente de la expresién ( 3.54)
asociada a las correspondientes columnas y filas.
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3.2 Peso relativo de los ritmos basicos vy
segmentacion

En esta seccion se propone una metodologia para “medir” el peso
relativo de los ritmos en una sefial EEG, y en base a ella, otra
metodologia para segmentar un EEG de acuerdo a la
preponderancia de éstos. Por lo primero queremos expresar la
importancia de cada uno de los ritmos basales en la configuracion
de la sefial EEG completa.

Esto hay que entenderlo de la siguiente forma: fijados el
parametro de aproximacion d € N y ([A, B] u otra de interés),
para cada componente asociada a un rango de frecuencias (véase
[43]) en ( 3.4) se tiene un aproximante que denotaremos

Agr(fmeq) Para 1 € {0,6,6,a,f,y, ©}. (3.57)

La suma de todos nos da un aproximante de la sefial EEG

Ad (fmed) = z Ad,)l (fmed)' ( 3.8 )
21€{0,6,0,a,8,y,%}

de acuerdo al Teorema 3.1.

Claramente éstas son funciones del tiempo. Cada sumando
contiene la informacién correspondiente a un rango de
frecuencias. Pero ademas, la amplitud de éstas es variable en el
tiempo, ya que en general no son constantes. Se utilizard esta
amplitud, en el sentido que se explicara a continuacion, como
medida de la importancia local (en tiempo) de cada componente.

En Anédlisis de Fourier clasico, dado el desarrollo en serie de
Fourier (por ejemplo, de senos y cosenos) de una funcion
periddica, se toma la energia como la normaen L, (0 su cuadrado)
de la sefial o funcidn, que coincide por la identidad de Parseval
con la suma de los cuadrados (en valor absoluto) de sus
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coeficientes de Fourier. Cada uno de estos, obviamente, coincide
(salvo un factor de normalizacién) con la amplitud de la onda
sinusoidal que constituye el sumando correspondiente. Es decir,
si f € L,(]0,1]) y se definen sus coeficientes de Fourier por

f0O =V [ f©sen@rkt)dt  (k=1),  (359)
1
fel) = \/ff f(t) cos(2mkt) dt (k = 1), (3.60)
0

con £(0) = folf(t)dt, entonces la serie de Fourier de f se puede
escribir como

- 3.61
70 +V2 ) (R(k) sin(2rke) (36D
k=1

+ f.(k) cos(ant)) .

Asi que para cada k € N se tiene que £, (k) es la amplitud de la
onda sinusoidal f;(k) sen(2rkt) y f.(k) es la amplitud de la
onda sinusoidal £.(k) cos(2mkt), y la energia total de f es
(identidad de Parseval)

1 3.62
£(f) = j F(O)2dt (362)
0

=/
+ > (IRl +I£®I).
k=1

Notese que, en el caso anterior, al tratarse de ondas sinusoidales
se tiene amplitud constante, no dependiente del tiempo. En el caso
de las aproximaciones A, , consideraremos que esta amplitud es
variable, dependiente del tiempo. Para medir esta amplitud,
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definiremos dos envolventes de las curvas, una superior y otra
inferior.

Si se supone que f,,,.; toma valores reales, entonces A, (frneq) €S
una combinacion lineal de las funciones {f; x, ga x }ot1; es decir,
salvo porque las frecuencias no tienen por qué ser enteras, se trata
de un polinomio trigonométrico. Por lo tanto, alcanzara un
namero finito de maximos y minimos locales, que estaran
aislados. Se definen las envolventes superior e inferior
Esuparfmea) Y Einrar(fmea) respectivamente, como las
curvas poligonales que unen secuencialmente los puntos inicial y
final (t=a y t=>b) y los maximos/minimos locales de
Agr(fimea) A €{0,8,06,0,B,y,}). Entonces la Amplitud de la
componente se define como

Ag1(fmea) () (3.63)
= gsup,d,/‘l (fmed) (t)
- ginf,d,/‘l (fmed)(t) (t € [a' b])

Se puede comprobar que es una funcién no negativa.

En analogia con el caso de las series de Fourier clasico, se define
la Energia local de la componente A por

EaaUimea)®) = (Aap(nea) ) (364)
= (Eaupar e ©
- Einf,d,/l(fmed)(t)) z (t € [a, b]).

Esta energia es claramente no negativa, y su valor puntual nos
indica la magnitud de la componente A localmente en el punto t,
en términos de la amplitud definida arriba.

Una vez que se tiene la energia relativa, medimos el peso relativo
como la proporcion de energia relativa de cada una de las
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componentes en relacion al total, de la siguiente manera. Se
exceptlan las frecuencias bajas y altas (es decir, los rangos Q, y
Q), ya que las primeras son por lo general mucho mayores en
amplitud al resto y desvirtdan el analisis, y las segundas por
considerarse ruido. Por supuesto, esta es s6lo una propuesta
inicial, pero lo importante es la metodologia expuesta. Asi, para
cada A € {5,6, a, B, v}, el peso relativo local de la componente A
es

Pd,/’l(fmed)(t) ( 3.65 )
— gd,/l (fmed)(t)
- ZPE{&H'%RV} gd,p (fmea) () (t € [a, b]).

En caso de que la suma del divisor se anule, se le puede asignar
el valor cero, o en la practica tratando con valores discretizados
en una malla, el promedio de los vecinos. Claramente el peso
relativo es una funcion que toma valores en el intervalo [0,1],
teniéndose

Porfme)© =1  vtelab]. (366)

pe{6,0,a,B,v}

Aqui quiza haya que exceptuar los puntos en los que el divisor en
(3.65) se anule, dependiendo de como se defina el peso relativo
en ellos.

El peso relativo nos da una forma de medir la importancia de cada
ritmo en la sefial EEG, en el sentido de la amplitud de las ondas
que conforman los ritmos basales, localizada en un instante de
tiempo.

Con los pesos relativos es sencillo dar un algoritmo de
segmentacion del EEG muy sencillo. Se consideran los intervalos
enlosque unritmoA € {6, 60, a, B, vy} tiene el peso relativo mayor
entre ellos. De esta manera, en cada uno de estos intervalos, que
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segmentan la ventana [a, b], si A es el ritmo con mayor peso
relativo, se considera que este ritmo es el preponderante en este
segmento del EEG.

3.3 Ejemplos numéricos de aproximacion de
ritmos basicos y segmentacion

Para mostrar el desempefio de las metodologias anteriores, se
probd sobre sefiales EEG provenientes de la base de datos “"EEG
Alpha Waves Dataset" [52]. Esta es un conjunto de sefiales EEG
de 16 electrodos tomadas a 20 sujetos a los cuales se les pidi6 que
abrieran y cerraran sus 0jos en periodos intermitentes de 10
segundos. Las sefiales vienen con unas marcas en los inicios y
finales de estos periodos. Se conoce que durante los periodos en
los que el sujeto cierra los ojos, el ritmo a suele tener un papel
preponderante en el EEG, en los electrodos de la regidn occipital.
La frecuencia de muestreo reportada es de 512 muestras por
segundo. Se puede encontrar mas informacion en la referencia
[52] y en la documentacidn aportada ahi.

A continuacién, se exponen los resultados de las metodologias
expuestas en esta seccion aplicadas a dos secciones de una sefial
EEG correspondiente a esta base de datos. En concreto, se tomd
la sefial EEG correspondiente al canal 17 del individuo 3, y se
extrajeron dos ventanas correspondientes cada una a dos periodos
contiguos, uno de ojos cerrados y otro de 0jos abiertos, de acuerdo
a las marcas reportadas.

En los resultados que siguen se puede comprobar cémo
efectivamente nuestra metodologia permite reportar la
preponderancia del ritmo a en la primera parte de cada ventana.
Esto se manifiesta claramente en las amplitudes y energias locales
de este ritmo, pero sobre todo en los pesos relativos y las
segmentaciones subsiguientes.
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3.3.1 Simulacion 1

La primera ventana escogida en la primera simulacion comprende
las entradas entre los nodos k = 6686y k = 24108. Esto supone
una sefial de longitud 17423 muestras, que corresponde a
aproximadamente 34.029 segundos. Para evitar errores, a la sefial
extraida (considerada medicion) se le restd su media (nivel de
directa) y se dividié por el maximo del valor absoluto de sus
entradas (normalizando este valor a 1).

Los parametros de aproximacion escogidos para cada uno de los
rangos son

dy = d,ds = 3d,dg = 4d, dy = 4d,dg = 18d,d, = 70d,
ds = 156d,

con d = 35. Tomando en consideracion que las frecuencias de
corte, que delimitan los rangos de frecuencias, fueron

w =0,1,4,8,12,30,100,256 Hz,

se tiene por tanto que el paso en frecuencia en todos los rangos
fue

wdxzéHz=%HZ L€ {0,8,6,aB,y,).

Con estos parametros de aproximacion se obtuvieron buenos
resultados, teniéndose un error de aproximacion de

“fmed - Ad(fmed)||2~0.011385.

A continuacion, se muestran las graficas en la Figura 3-1
Transformada de Fourier seno, transformada de Fourier coseno y
valor absoluto de la compleja correspondientes con un paso de
1/35 Hz, de la lera simulacion.de las transformadas de Fourier
(de seno y de coseno, Yy el valor absoluto de la transformada de
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Fourier compleja) en las frecuencias de las mallas
correspondientes a los rangos y el paso escogidos.

_ EEG original
< 1y
=
=
F 05
E
= 0
=z 05
T
L ! !
- 0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo (seg)
Transformadas de Fourier
? L1
! T. Seno T. Coseno T. Compleja
1
6
1
5 'S}
1
1
4 1
1
3 |
1
2|
1
1
1
0 i 1
0 50 100 150 200 250

Frecuencia (Hz)

Figura 3-1 Transformada de Fourier seno, transformada de
Fourier coseno y valor absoluto de la compleja correspondientes
con un paso de 1/35 Hz, de la lera simulacion.

Se observa claramente una concentracion de masa en el rango a.

Para més detalle, se grafica lo mismo en la Figura 3-2 y en la
Figura 3-3, pero por cada rango.
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Transformadas de Fourber range bajas
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Transformeaday de Fouriee ramgo thees

o
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o
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..-“‘ : ||, |! i !|1 1. i ‘h"i. VST
sea 4 1|
I“'- »
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a
3
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]
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Transformaras de Fouries rango debia
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Frecuencia (Hi)

Tramformadas de Fourier rasgo alts

Frecucncia (Hel

Transfurmadis de Fouricr rango gasma

nbe I
10
% 0
g 1. 5en T Coerns T, Complen

Flgura 3 2 Transformada de Fourier seno, coseno y valor
absoluto de la compleja en el rango de las frecuencias bajas,

6,6,0,yy altas.
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Transformadss de Fourier rasgs lphs

Frecuemcla (Hay

Figura 3-3 Transformada de Fourier seno, coseno y valor
absoluto de la compleja en la frecuencia a.

A continuacion, se grafican la sefial EEG f,,.; Y todas las
componentes Ay, 3 (fmea) €n la Figura 3-4. Para mejor

visualizacion de la aproximacion, también se grafican las sefiales
AdO,O (fmed) + Adl,k(fmed)-

EEG y componentes

L L
0 5 10 15 20 25 30

:

g

-

=

£ I
g 0 i e o
£

=

=3

=

s

=

altas gamma beta

alpha theta bajas.

Voltaje (normalizado)

Tiempo (seg)
—— EEG gamma: bajas alpha+ bajas delta+ bajas

altas+ bajas beta + bajas theta+ bajas bajas

Figura 3-4 Seiial EEG f,.q Yy todas las componentes
Adl,)l(fmed)-

A continuacién, se muestran cada una por separado en la Figura
3-5y Figura 3-6.
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EEG y componestes ritmss bajas

Valtuje (normalisade)

Valtaje (normalisado)
& o

EEG y companestes ritma theta
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RefRa%225
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Figura 3-5 Sefial EEG
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o = = )
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EEG y componentes ritmo alpha

alpha

Voltaje (normalizado)

EEG alpha+ bajas

Voltaje (normalizado)

"o 5 10 15 20 25 30
Tiempo (seg)

Figura 3-6 Sefial EEG f,.4 y la componente Ag_ o (fmea)-

A continuacién, se muestran las componentes y sus envolventes
o0 envolturas en la Figura 3-7, Figura 3-8, Figura 3-9 y Figura 3-10

VEG arigiead EG srighnal

Compancats  coveliuras eitme delta

[ormp——
e (mrmalizade)

: i

i i

H 2

= oo

3 3

Tiempe g} T
_ EFG; arigisal _ FEG ariginal
F F
Lo EI
i i
g\ as x a
Companente § mv‘llnﬁn.liubllkm ; . "!mm}ﬂudlurln.lil“m-

3 3
.E I q gl '
§ H i egegtnieolpapuiaaop
0 X "y W
} k]

Ticmipa segh Themp (seg)

Figura 3-7 Sefial EEG f,.4 Y las componentes Ag, 3 (finea) CON
sus envolturas (1 = 0,6, 0, a).
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EEG original
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>

Valtaje

= 15 20 -
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Figura 3-8 Sefial EEG f,,,.4 Y la componente Adgp (fimeq) CONSU
envoltura.

EEG original

3 .

2

3 05 y
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E o

_} g

£ 05

z

= s 10 15 20 s 30

Componente ¥ envolturas ritmo gamma

Voltaje (normalizadae)
g o B

] 5 0 15 20 5 30
Tiempo {segh

Figura 3-9 Sefial EEG f;,¢q y la componente Ay, (fineq) cON SU
envoltura.
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‘ : * ':'SI'EIIlpﬂ (seg) " ® .
Figura 3-10 Sefial EEG f,.q Y la componente Ag_ o (fimeq) CON

su envoltura.

A continuacion, se grafican las energias locales en la Figura 3-11.

Voltaje (normalizado)

Energia local

EEG original

15

20
Energias locales

25 a0

altas gamma beta alpha theta delta bajas

25 30

1 20
Tiempo (seg)

Figura 3-11 Energias locales de los diferentes ritmos.

Aqui se presentan las energias locales también de otro modo en
la Figura 3-12.
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EEG original

Voltaje (normalizado)
& =
w =] o

0 5 10 15 20 25 30
Energias locales

— alas gamma messs beta = alpha theta memmm delta mm bajas

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (seg)

Figura 3-12 Energias locales de los diferentes ritmos.

A continuacién, se presentan los pesos relativos de todas las
componentes en la Figura 3-13.
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Figura 3-13 Pesos relativos de todas las componentes.
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EEG original

Voltaje (normalizado)

1] 5 10 15 20 25 30
Pesos relativos

Peso relativo

10 15 20 25 30
Tiempo (seg)

Figura 3-14 Pesos relativos de todas las componentes.

En vista de que los pesos relativos suman 1, como se vio en la
identidad ( 3.66 ), se pensd conveniente representarlos en un
rectangulo de altura 1, donde se grafican las sumas acumulativas
de los pesos relativos, enel orden §, 6, a, B, v, y el area de laregion
entre cada par de curvas, coloreado con los mismos colores que
antes, representa el peso relativo del ritmo correspondiente (véase
Figura 3-14).
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EEG original

o
n

Voltaje (normalizado)
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Figura 3-15 Pesos relativos suavizados de todas las
componentes.

Debido al cambio rapido de los pesos relativos en los ritmos de
frecuencias mas altas, como B y y, se suavizaron los pesos
relativos con un filtro de promediado. Esto hace que se pierda
resolucion temporal, pero se visualiza mejor en la escala de la
ventana escogida (véase Figura 3-15.)

En las graficas anteriores se aprecia claramente la preponderancia
del ritmo a en la primera mitad de la ventana temporal.

A continuacién, en la Figura 3-16, Figura 3-17 y Figura 3-18, se
muestran los pesos relativos por componente.
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Figura 3-16 Pesos relativos para cada una de las componentes
dy#.
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Figura 3-17 Peso relativo para la componente a.
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Figura 3-18 Pesos relativos para las componentes Sy y.
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Finalmente, se presenta la segmentacion obtenida con la
metodologia anterior en la seccion 3.2; es decir, considerando el
ritmo con mayor peso relativo. En la Figura 3-19 se representa la
sefial EEG, coloreada en cada intervalo de la segmentacién con el
color correspondiente al ritmo con mayor peso relativo. Los
cambios de segmento estan marcados con lineas discontinuas
verticales.

‘ delta theta alpha beta gamma

EEG original (segmentado)
1 m . . . -

(V0 ORE UMD A A RO
(RN L (il L0 ORI TN LRI
(RN L (il L0 ORI TENE LRI
(0 AEORE 1AM A A OO
(V0 EORE (UMD A A OO v
(RN 1 Uil UL ORI DT T R
[ 00 WO | VD N N AT 1
LUT 1l T (TR T T T
L0 L0 TR T T AT
Il
Il
Il
Il

Voltaje (normalizado)

IR L T
TR | AOLAY
|
|
|

Irmm

1w |

R (O N (IR LT R TR T
15 20 25 30

Tiempo (seg)

Figura 3-19 Segmentacion de la sefial EEG coloreada en cada
intervalo de la segmentacion con el color correspondiente al
ritmo con mayor peso relativo.

En la Figura 3-20 también se representa la misma segmentacion,
pero de otra manera. La sefial EEG se grafica en negro, y cada
segmento estd encuadrado con un rectangulo del color
correspondiente. En la parte inferior, se ha graficado una barra
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cuyos colores representan los segmentos de los ritmos
correspondientes.

delta theta alpha beta gamma

Il W mu\l\mu

Tiempo ( scg]

EEG original (segmentado)

o8 B
0.6 Ml

04 |

0.2 k

Voltaje (normalizado)

0.2 =

0.4 H

-0.6 B

Figura 3-20 Segmentacion de la sefial EEG. Los colores de la
barra en la parte inferior representan los segmentos de los ritmos
correspondientes.

3.3.2 Simulacion 2

La segunda ventana, escogida en la segunda simulacion,
comprende las entradas entre los nodos k = 24108 y k =
42883. Esto supone una sefial de longitud 18776 muestras, que
corresponde a aproximadamente 36.679 segundos. Como antes,
a la sefal extraida (considerada medicion) se le restdé su media
(nivel de directa) y se dividié por el maximo del valor absoluto
de sus entradas (normalizando este valor a 1).
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Los pardmetros de aproximacion escogidos para cada uno de los
rangos son

dyg =d,ds =3d,dg = 4d,d, = 4d,dg = 18d,d,, = 70d,
ds = 156d,
con d = 37. Las frecuencias de corte son las mismas que antes,
w = 0,1,48,12,30,100,256 Hz,
luego el paso en frecuencia en todos los rangos fue
Wgq, = % Hz = 317 Hz ((€{0,6,0,a,B,y,o}).

Con estos parametros de aproximacion se obtuvieron buenos
resultados, teniéndose un error de aproximacion de

”fmed - Ad(fmed) ||2~0-0087374-

Aqui aplican los mismos comentarios que en la seccion anterior,
por lo que s6lo exponemos las gréaficas con los resultados.

A continuacion, se muestran las gréaficas de las transformadas de
Fourier.

EEG original

1
05 L
o fif Ll
05
1
0 5 10 15 20 25 30 35 a

Tiempao (seg)

Voltaje (normalizado)

Transformadas de Fourier

T. Seno T. Coseno T. Gompleja

E

Ao
>
4
|
|
|
|
|
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Frecuencia (Hz)
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Figura 3-21 Transformada de Fourier seno, transformada de
Fourier coseno y valor absoluto de la compleja correspondientes
con un paso de 1/35 Hz de la 2da simulacién.

Se observa claramente una concentracion de masa en el rango a.

A continuacion, se muestran las gréaficas de las transformadas de
Fourier por cada rango en la Figura 3-22 y Figura 3-23.

Transfarmadas de Foarier ranga hajas Tramformadas de Fourier rasgs delts
Sar T. Cosen Carnpley oy - .
28 1
Frecuencia | Mzt Freeuencla (Hz)

Transformaras de Fouricr rangs thets Transformsdas de Fourbee rango altas

T Conara 1 Compleia '] T Sera
Frecuencia (Fleh Frocuencia (Hz)
Transformadas de Fourier rasge beta Transformadas de Fourier rango gamma
1l j
(BT i z
bt N L ! i SIS AR TN
L T e TR L A A b A
B R TR sl T T R S T e gt Al 1 N
Al (] P tis o
Ban el Ty o oseng T Comgley
20 i i m
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Figura 3-22 Transformada de Fourier seno, coseno y valor
absoluto de la compleja en el rango de las frecuencias bajas,
6,6,B,y Yy altas.

Transformadas de Fourier rango alpha

T. Serc T. Coseno T. Compleja

Figura 3-23 Transformada de Fourier seno, coseno y valor
absoluto de la compleja en la frecuencia a.

A continuacién, en la Figura 3-24 y Figura 3-25 se grafican la
sefial EEG f,.q Y todas las componentes Ag, 3 (fmea)-

EEG y componentes ritme bajas EEG y componeates ritma delta

Veltaje
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Figura 3-24 Senal EEG fp.q Y las componentes Ay, 3 (fimea)
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Figura 3-25 Sefial EEG f;,,.4 Y la componente A, o (finea)-

A continuacion, se muestran en la Figura 3-26, Figura 3-27,
Figura 3-28 y Figura 3-29 las componentes y sus envolventes o
envolturas.

EEG sriginal _ EEG eviginal

Companeste 3 cmvolturas e hajs Companest y covoliuras ritmo deles

Voltaje imsrmabiesdel

.....................

Componente 3 envolturas ritmo bets Companeste y envolisras ritmo el a

| f;}!"?ﬁﬁ%ﬂ@ﬁﬁkﬁ;ﬁ.‘ﬁ:.rwmﬁw::wwn E

Themga () Themgpo (sez)

Figura 3-26 Sefal EEG f,,,.4 Y las componentes bajas, §, 5, 0 de
Ag, 2(fmea) CON sUs envolturas. (1 = 0,4, 5, 6)
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EEG original

Voltaje (normalizado)
& o

[} 5 0 1 20 L 0 2

Componente y envolturas ritmo alpha

Voltaje (normalizado)

Tiempo (seg)

Figura 3-27 Sefial EEG fr,.q Y la componente Ag_ o (fmeq) CON
su envoltura.

EEG original

Voltaje (normalizado)
& o

] 15 2 5
Componente y envilluras ritmo gamma

_ o3
£
2 o2
E ai ffil 1 ‘ ’ |
§‘ 0

ar d n u :

02

o " x »
Tiempo (seg)

Figura 3-28 Sefal EEG f,,.4 Y la componente Ady,,,(fmed) con
su envoltura.
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Figura 3-29 Sefial EEG fr,eq Y la componente Ay, 4 (fiea) CON
su envoltura (1 = o).

A continuacion, se grafican las energias locales en la Figura 3-30.

EEG original
)
-]
Z
E
£
2
g
= 0 5 10 15 20 25 30 35
Energias locales
altas gamma beta alpha theta delta bajas

06

0.5
=
o
= 04
3
£ o3
‘.E

02

K]

o i Sl ittt e SRR L [l ] L . ok
4] 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo (seg)

Figura 3-30 Energias locales de los diferentes ritmos.

Aqui se presentan las energias locales visualizadas de otro modo
en la Figura 3-31.
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Figura 3-31 Energias locales de los diferentes ritmos.

A continuacidn, se presentan los pesos relativos de todas las
componentes en la Figura 3-32, Figura 3-33.

EEG original

Voltaje (normalizado)

Peso relativo

Tiempo (seg)

Figura 3-32 Pesos relativos de todas las componentes.
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EEG original

Voltaje (normalizado)

0 5 10 15 20 25 30 35
Pesos relativos

Peso relativo

5 20 25 30 35
Tiempo (seg)

Figura 3-33 Pesos relativos de todas las componentes.

En la Figura 3-33 se grafican las sumas acumulativas de los pesos
relativos, en el orden §, 0, o, B, v, y el area de la region entre cada
par de curvas, coloreado con los mismos colores que antes,
representa el peso relativo del ritmo correspondiente.

EEG original

Vaoltaje (normalizado)

V] 5 10 15 20 25 30 a5
Pesos relativos (suavizados)

Peso relativo

15 20 25 3
Tiempo (seg)
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Figura 3-34 Pesos relativos suavizados de todas las
componentes.

Al igual que en la simulacién 1, debido al cambio rapido de los
pesos relativos en los ritmos de frecuencias mas altas, como B y
Y, se suavizaron los pesos relativos con un filtro de promediado.
Esto se visualiza en la Figura 3-34.

En las graficas anteriores al igual que en la simulacion 1, se
aprecia claramente la preponderancia del ritmo a en la primera
mitad de la ventana temporal.

A continuacion, en la Figura 3-35, Figura 3-36 y Figura 3-37 se
muestran los pesos relativos por componente.

EFG original EEG orighnal

P relative ritma delta Peso rebative it theta

rmalizadu

Wodtaj

Pesa rel

Pras el
e
—_—

T
—

Jmu

Figura 3-35 Pesos relatlvos para cada una de Ias componentes
dy#.
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Figura 3-36 Peso relativo para la componente a.

Vabtaje inormabizado
Valtaje (normaliradns
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1 ) ] »
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)

" ) ) %
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Figura 3-37 Pesos relativos para las componentes Sy y.

Finalmente, se presenta en la Figura 3-38 la segmentacion
obtenida con la metodologia expuesta en la seccion 3.2.
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Figura 3-38 Segmentacion de la sefial EEG coloreada en cada
intervalo de la segmentacion con el color correspondiente al
ritmo con mayor peso relativo.

En la Figura 3-39 también se representa la misma segmentacion,
pero de otra manera. En la parte inferior, se ha graficado una barra
cuyos colores representan los segmentos de los ritmos
correspondientes.
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delta theta alpha beta gamma

EEG original (segmentado)
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Voltaje (normalizado)
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Figura 3-39 Segmentacion de la sefial EEG. Los colores de la
barra en la parte inferior representan los segmentos de los ritmos
correspondientes.

2. I“IIM

Tiempo (seg)

En estas imagenes también queda de manifiesto la
preponderancia del ritmo a en la primera mitad de la sefial, como
cabe esperar por la descripcion de las sefiales EEG.

3.4 Expresion matematica aproximada de
eventos en las senales EEG: espigas, espigas-
ondas y ondas afiladas

3.4.1 Motivacion

En el Apéndice A (seccion A.2) se describe la relacion entre
ciertas patologias (por ejemplo, epilepsia) con la aparicion de
ciertas manifestaciones en el EEG, llamadas eventos: ondas
afiladas, espigas y espigas-onda, bien aisladas o agrupadas en
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rafagas (bursts) de mayor o menor duracion (ver Figura A-6). En
esta seccion se proponen expresiones analiticas explicitas para
representar los complejos espiga (spike), onda-espiga (wave-
spike) y onda afilada (sharp wave), de forma que sean
suficientemente realistas y se tenga una base analitica con la que
hacer célculos explicitos teéricamente.

Las rafagas se describen indicando el complejo caracteristico, el
numero de eventos por unidad de tiempo (segundo), en promedio,
y la regularidad con la que ocurren (ver [21]). Con respecto a los
complejos, se observa que basicamente consisten en una union de
ondas, en el sentido de I6bulos o protuberancias (como un
semiperiodo de una funcion sinusoidal, mas o menos filoso). La
configuracién de los complejos es muy variada, pero tipicamente
las descargas son trifasicas con sentidos de deflexion alternados
(positivo-negativo-positivo o cima-valle-cima, o quiza el opuesto
valle-cima-valle) cuando el generador esta cerca del electrodo
(ver [21], [53]). Por simplicidad, nos centraremos en este tipo de
forma de onda, aunque la metodologia que se expondrd es
facilmente generalizable a otras.

La morfologia de los complejos puede ser descrita en términos de
frecuencia. Sin embargo, esta opcion no parece demasiado
acertada; debido a la gran localizacion de estos complejos, el
espectro de Fourier correspondiente de la sefial esta por lo general
altamente desconcentrado. Méas adecuado es el siguiente enfoque.
Directamente relacionada con la frecuencia de oscilacion esta la
duracion de los lébulos (0o de las subidas y bajadas,
independientemente, ya que no necesitan ser simétricas). Esto
entrafia cierta dificultad, ya que para indicar comienzo (onset) y
final (offset) de las ondas hay que tener de cierta manera una
nocion de linea base para el potencial, lo cual no es obvio en
sefiales reales. Sin embargo, esta opcion parece mas ventajosa.
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Dicho esto, nuestra estrategia consistira en parametrizar cada una
de las subidas y bajadas entre las cimas y los valles con una
funcion que haga ese “salto” (de manera suave). Esto implica una
simplificacion de la morfologia de los complejos, pero en nuestra
opinidn contiene suficientemente la informacion mas relevante.

Por tanto, partimos de la siguiente hipotesis. Nuestros complejos
ideales son trifasicos, conformados de tres I6bulos con sentidos
de deflexion alternados. Es decir, partiendo de una linea base
inicial, tenemos una subida a la primera cima, una bajada al valle
central, otra subida a la segunda cima, y finalmente una bajada a
una linea base final. En el caso de una polaridad de deflexion
inversa, se intercambian subidas y bajadas, y cimas y valles. Los
niveles de potencial de las cimas y valles, asi como de las lineas
base inicial y final, y por tanto las amplitudes, pueden tomar
cualquier valor a priori. Con esta descripcion, la morfologia
depende esencialmente de los niveles de potencial, asi como de
las duraciones de las bajadas y subidas. Los giros (turns) quedan
fuera de este patrén ideal, aunque si es necesario pueden incluirse
como I6bulos més pequefios (ver [21], [54]).

3.4.2 Parametrizaciones

Para modelar matematicamente estos saltos se utilizaran las
siguientes funciones. Fijemos dos posiciones temporales a, b € R
con a < b, dos niveles de potencial A4, B € Ry un exponente p >
0. La funcidn basica que define la forma del salto es

Tap() = f t

Obsérvese que se trata de una funcidn suave, especialmente en los
extremos, lo que hara que el pegado de estos saltos resulte en una
funcién también suave. El parametro p modula la forma; cuanto
mas cercano a cero sea, mas filoso se vera el pico, y

e_(%)pe_(s—;;)p ds (t € R). (3.67)

147



Capitulo 3 Expresion matematica aproximada de sefiales
EEG

reciprocamente, cuanto mas alejado de cero, mas redondeado sera
el salto. Se ha escogido poner el mismo p en los dos exponentes
por simplicidad, pero si se requiriera un tratamiento distinto en
cada extremo del intervalo [a, b], podria usarse una pareja (p, q).
A partir de esta, la funcion de salto o, 5 4 5, Viene dada por

A sit<a, (368)
Capasp ={A+B—-ALD sia<t<b, (teR).

B sit=b,

Con estas funciones de salto, el complejo consiste en “pegar”
adecuadamente los diferentes saltos, de acuerdo con las
duraciones y niveles de potencias deseados. Dados los instantes
a = (a,,a,,a3,a4,as) € R cumpliendo a; < a, <az <a, <
as, los niveles de potencial A = (4,,4,,45,4,,As) ER y un
exponente p > 0, la funcion complejo K, 4, viene dada por

Ay sit<a, (3.69)

Oay,a,4,,4,p(8)  SEA1 ST < @,
Oayas4,a,p(t) Siay <t <as,
0a3,a4,A3,A4,p(t) siaz St < ay,

0a,,a5,A4.A5,0 (t) st a‘!’ st=as
As sit = as,

Ka,A,p (t) = (t € R).

Por simplicidad, se escoge el mismo p, pero podria variarse en
cada salto.
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Figura 3-40 Funcion g 10,11 /2-

Figura 3-41 Funcion K .15,0.3,0.65,1),(0,1,-1,0.8,0),1/2-
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3.4.3 Ejemplos

Para ejemplificar esta metodologia, se tom6 una sefial EEG,
reportada como absence 1, proporcionada por la Dra. Alina
Santillan, que presenta eventos. La frecuencia de muestreo de la
sefal es 256. En el canal 1, se identificaron 4 periodos (segundos
319-329, 505-512, 576-582 y 824-832, aproximadamente) con
trenes de complejos espiga-onda. Para el ejemplo que sigue, se
considerd la primera rafaga.

Canalc=1,trenj=1

1000 |
— Parametrizacion

= EEG original

Potencial electrico

82000 82500 83000 83500 84000
Numero de muestra

Figura 3-42 Sefal original EEG de una primera rafaga de
epilepsia de ausencia junto con la respectiva parametrizacion.

Se identificaron manualmente los 5 nodos en cada complejo
(inicio, cima 1, valle, cima 2 y final, marcados en las gréaficas con
asterisco), se consideraron como niveles de potencial los valores
de la sefial correspondientes a esos nodos, y se calcularon y
graficaron las parametrizaciones usando las expresiones
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desarrolladas anteriormente, con la calibracion obtenida, en cada

caso. Setomé p = %
A continuacién, se presentan los resultados, en los que se puede
observar que las parametrizaciones se acercan bastante a la sefial
EEG original. Cabe mencionar que la calidad de la aproximacion
es bastante buena en general en los saltos intermedios, pero
depende fuertemente de una identificacion adecuada de los
puntos onset y offset del complejo, en los extremos.

Canalo= 1. tren | = 1, compleo k= 1

Figura 3-43 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejok = 1.

Canalc =1, ren| = 1, complejo k= 2

— Pasmetrieacion
, /\_ — o6 g
[ X
I 1
i hY

.},

1)
I
I| (] .'I

Figura 3-44 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 2.

151



Capitulo 3 Expresion matematica aproximada de sefiales
EEG

Figura 3-45 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 3.

Canal o= 1, lrenj =1, complejo k = 4

Figura 3-46 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 4.

Canalo =1, tren | = 1, complejo k= &

Figura 3-47 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejok = 5.
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Canalc= 1, 1renj = 1, complejo k = 6

Figura 3-48 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,

complejo k = 6.

Paotencial clocirico.

f
=1,trenj = 1,

Figura 3-49 Sefial espiga — onda, canal ¢

complejok =7.
Canale =1, trenj =1, complejo k=8

1, tren j = 1,

Figura 3-50 Sefial espiga — onda, canal ¢

complejo k = 8.
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Canalc=1,lrenj =1, complejo k=8

82660 eog00

Figura 3-51 Sefial espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejok = 9.

Figura 3-52 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 10.

Canalc =1, trenj=1,complejok =11

.....

o 200

Polencial elecrc

Figura 3-53 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejok = 11.
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Canal ¢ =1, wren | =1, complejo k= 12

2060

Figura 3-54 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejok = 12.
=1,trenj = 1,

Figura 3-55 Sefial espiga — onda, canal ¢

=1, complejok =

complejo k = 13.

3120

Figura 3-56 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,

complejo k = 14.
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Canal ¢ =1, tren =1, complujo k = 16

Figura 3-57 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,

complejo k = 15.

Canalc =1, ben| =1, complejo & = 16

Figura 3-58 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,

complejo k = 16.

Canal 6= 1, tren j =1, complejo k = 17

Potencial slecrics

=1,trenj = 1,

Figura 3-59 Sefial espiga — onda, canal ¢

complejok =17.
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Canalc =1, ben = 1, complejo & = 18

Figura 3-60 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 18.

Canalc =1, ben| =1, complejo ik = 19

3820 B3600
Humon de mupsin

Figura 3-61 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 19.

Figura 3-62 Sefal espiga — onda, canal ¢ = 1, tren j = 1,
complejo k = 20.
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Resumen de resultados principales de la
tesis

La tesis tiene tres partes principales:

La primera de ellas que corresponde al Capitulo 1, aunque es de
caracter introductorio, tiene un valor en si misma ya que en ella
se explica la conceptualizacion del origen del EEG qué es la
medicion de la manifestacion sobre el cuero cabelludo de la
actividad eléctrica del cerebro a nivel de macro escala 'y se da un
resumen importante de las bases que permiten justificar como
pueden ser utilizados los modelos mas simples de actividad
eléctrica del cerebro, para obtener informacion sobre las zonas
activas del cerebro a partir de una medicién EEG dada.

El modelo que utilizamos en la tesis, para correlacionar con el
EEG, es el de medio conductor, propuesto por Geselowitz (ver
[12]) y estudiado por Sarvas (ver [11]), el cual se obtiene en base
a ciertas suposiciones, algunas de las cuales, tienen un
fundamento experimental y que, aunque ha sido ampliamente
utilizado también ha tenido mucha controversia por no considerar
las propiedades dieléctricas del tejido cerebral.

Por otra parte, en este primer capitulo se resumen los resultados
de Paul Nunez sobre el concepto de fuente equivalente y la
justificacion de que el EEG refleja fundamentalmente la actividad
eléctrica macroscépica que se produce en la corteza cerebral,
como resultado de la posible activacion de estructuras interiores
al cerebro y su conectividad con la corteza. También se explica el
hecho ya reconocido de que la actividad macroscépica en la
corteza se puede interpretar como la de una capa dipolar, donde
los dipolos corresponden a arreglos de miles de neuronas
piramidales organizadas en estructuras Ilamadas macrocolumnas.
Esta capa dipolar se activa de acuerdo a un diagrama de
conexiones, excitatorias a corta y larga distancia e inhibitorias a
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corta distancia, entre las macrocolumnas y con las estructuras
internas del cerebro.

Ademas, como sefiala Paul Nunez, en un cerebro sin anomalias
anatomicas o funcionales asociadas a variaciones en la
conduccién, se puede considerar la conductividad de la masa
cerebral constante e igual a la del agua pura saturada de sal.
Todo lo anterior conduce a modelos estacionarios muy simples
con coeficientes constantes para correlacionar las fuentes de
corrientes impresas con las mediciones macroscopicas del
potencial sobre el cuero cabelludo generado por dichas corrientes.
La principal deficiencia de estos modelos, aungue son
ampliamente utilizados, es que ignoran las propiedades
dieléctricas del tejido cerebral pero también ignoran las
caracteristicas especificas de cada componente del cerebro, en
particular la corteza cerebral y los diagramas de conexiones
excitatorias e inhibitorias entre las distintas componentes.

La importancia fundamental de este trabajo de tesis es que
muestra una metodologia de trabajo para la identificacién de
fuentes que es extensible a no sélo a la identificacion de fuentes
sino también de anomalias utilizando cualquier nuevo modelo
mas realista de actividad eléctrica del cerebro (normal vy
anémalo) y en el caso de geometrias reales.

Los resultados principales individuales obtenidos en la tesis y que
se integran en el desarrollo de la mencionada metodologia son:

Del Capitulo 2:

1. La formalizacion matematica del planteamiento
operacional del problema inverso en el marco del modelo
de medio conductor.

2. Se muestra la importancia de la propiedad de unicidad
para la clase de fuentes y la existencia de una clase
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“natural” con esta propiedad que, en el caso del modelo
de medio conductor, corresponde a las funciones
armonicas ortogonales a las constantes y que puede ser
utilizada a través de la aplicacion de varios resultados
teoricos para identificar la fuente de cualquier otra clase
arbitraria de fuentes con la propiedad de unicidad que
reproduce aproximadamente a una medicién dada.

3. La introduccion del concepto de conjunto de datos
admisibles asociado a una clase de fuentes y la
caracterizacion de este conjunto para las clases de fuentes
armonicas en todo el volumen cerebral y en una vecindad
arbitraria de la corteza cerebral.

4. La estrategia de interpolacion mediciones en electrodos a
toda la corteza cerebral utilizando la caracterizacion del
conjunto de datos admisibles.

5. La introduccion del Método de Datos Admisibles como
estrategia practica de regularizacién para la solucion del
problema inverso cuando se consideran errores de
medicion.

6. Los resultados tedricos que permiten dar una solucion al
dilema de la estacionariedad del modelo versus la
dependencia temporal de las sefiales EEG, lo cual permite
generalizar la estrategia para el caso de identificacion de
fuentes estacionarias a partir de datos de potencial dados
en un instante, a la identificacion de la fuente variables en
el tiempo utilizando la sefial EEG en cada electrodo. En
particular el desarrollo del algoritmo de interpolacion de
las sefiales EEG en los electrodos a todo el cuero
cabelludo.

Del Capitulo 3:

1) Se da una descripcién matematica aproximada de cierto
tipo de sefiales EEG cdmo son los ritmos basales (ritmos
Delta, Theta, Alpha, Beta y Gamma), asi como otros
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2)

3)

4)

eventos que se observan en las sefiales EEG tales como
las réfagas de espigas, espigas-ondas y ondas afiladas.

Se da un algoritmo para descomponer la sefial EEG en
ventanas de acuerdo a una medida del peso relativo de
cada componente del EEG en la ventana, de manera que
la composicion espectral de estas ventanas pueda
considerarse constante en la practica. Asi, en las
descomposiciones resultantes, los coeficientes -
relacionados con la amplitud y morfologia de las sefiales-
podran considerarse constantes; es decir, no dependientes
del tiempo (aungue si de la ventana).

En el caso de los ritmos basales se construye una base de
cierto tipo de sefiales patron de banda limitada y un
algoritmo numérico que permite aproximar las
componentes de los diferentes ritmos basales dentro de la
sefial EEG correspondiente a cada ventana. La base de
sefiales patron se construye partiendo de la hipétesis de
que modelamos los ritmos basicos matematicamente
atendiendo a su caracterizacién en términos de rangos de
frecuencias, amplitudes, y morfologia.

Esto es muy diferente a lo que se hace cominmente con
el filtraje de las sefiales pues no se trata de extraer de la
sefal los ruidos que no nos interesan ya que, con ello se
corre el riesgo de eliminar componentes del EEG cuyo
rango de frecuencias se traslapa con el del ruido. Lo que
se hace es detectar y extraer la componente que nos
interesa, en este caso, las componentes de la sefal
correspondientes a los ritmos basales aunque en el resto
de la sefial queden presentes los ruidos.

Se usan otro tipo de bases de sefiales parametrizadas para
obtener resultados similares para las rafagas de espigas,
espigas-ondas y ondas afiladas.

Se definen y estudian las propiedades de los que llamamos
los operadores de restriccion de una sefial arbitraria f €
L,(R) a una banda de frecuencias dada €, mediante

161



Resumen de resultados principales de la tesis

Fof =(f-Xa)" y a un intervalo temporal [a,b],
mediante Py, f = f - X[qp).

5) A partir de los operadores de restriccion se estudia la
composicion P, , Fqo f que nos da la localizacion en tiempo
frecuencia de la sefial f € L,(R) en el intervalo temporal
[a,b] y la banda de frecuencias Qy se estudia como
aproximar la componente P, ,F,f para una sefial f €
L,(R). Con este objetivo utilizamos ondas sinusoidales
correspondientes a ciertos armonicos dentro del rango de
frecuencias requerido, pero truncadas en un intervalo
temporal, de manera, de obtener la localizacion espacio-
temporal requerida para cada ritmo.

6) Utilizando los resultados anteriores se definen y estudian
los operadores A, f que aproximan la componente de la
sefial f correspondiente a la banda de frecuencias Q en la
ventana temporal [a,b] y se demuestra que, si la
transformada de Fourier f es continua, entonces
lim Aq f = PapFaf en Ly(R) y, si adems, f es de

Lipschitz, entonces se tiene que ||PopFof — Aaf]|, =

0(d™1) cuando d — co.

7) Finalmente se dieron ejemplos numéricos de
aproximacion de ritmos basicos y segmentacion siguiendo
la metodologia propuesta. Para ello se utilizaron sefiales
EEG provenientes de la base de datos "EEG Alpha
Waves Dataset" tomadas con un total de 16 electrodos a
20 sujetos a los cuales se les pidio que abrieran y cerraran
sus 0jos en periodos intermitentes de 10 segundos. Las
sefiales vienen con unas marcas en los inicios y finales de
estos periodos. Se conoce que durante los periodos en los
que el sujeto cierra los 0jos, el ritmo « suele tener un papel
preponderante en el EEG, en los electrodos de la region
occipital. La frecuencia de muestreo reportada es de 512
muestras por segundo.

Se mostrd que nuestra metodologia permite reportar la
preponderancia del ritmo a en la primera parte de cada ventana.
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Esto se manifiesta claramente en las amplitudes y energias locales
de este ritmo, pero sobre todo en los pesos relativos y las
segmentaciones.
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se da una respuesta innovadora e integral al
problema inverso de identificacion de fuentes bioeléctricas en el
cerebro humano a partir de mediciones electroencefalograficas
medidas sobre un conjunto de electrodos en el cuero cabelludo.
El trabajo se aplica al caso de un modelo simple y muy
controversial, aunque ampliamente utilizado, de medio
conductor, propuesto por Geselowitz (ver [12]) y desarrollado por
Sarvas (ver [11]), y para poder destacar aspectos conceptuales de
los resultados, lo aplicamos al caso ideal en que la cabeza junto
con el cerebro se modelan mediante un sistema de capas
conductoras concéntricas con conductividades constantes y
diferentes, lo cual nos permite obtener soluciones analiticas, pero
sin tomar en consideracion las propiedades dieléctricas del tejido
cerebral por restricciones propias del modelo de Geselowitz.

El objetivo principal de esta tesis es la propuesta de una
metodologia general de resolucion del problema inverso
electroencefalografico de identificacion de fuentes.

La innovacion del trabajo consiste en:

1) La forma que se utiliza el planteamiento operacional del
problema inverso.

2) EIl hecho de destacar la importancia de caracterizar la
clase de datos admisibles asociada a cualquier clase de
fuentes y que las fuentes sean una clase unicidad.

3) El acentuar la importancia de cierta clase de fuentes
equivalentes que, en nuestro caso corresponden a las
fuentes armodnicas ortogonales a las constantes en el
volumen cerebral, para con ello poder determinar lo que
es verdaderamente importante que es la dinamica de
activacion de la corteza, considerada como una capa
dipolar constituida por macrocolumnas de células
piramidales (ver [28]).

4) La propuesta de un nuevo esquema de regularizacion que
es el Método de Datos Admisibles (MDA), que es mucho
mas natural y eficiente para este tipo de problemas que el
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5)

6)

7)

esquema de regularizacion de Tikhonov que no es un
esquema optimal para muchas clases de fuentes mientras
que el MDA siempre lo es.

El desarrollo de un esquema tedrico que permite
identificar directamente las fuentes variables en el tiempo
a partir de la informacion de la sefial EEG medida en los
electrodos sin necesidad de discretizar en el tiempo, lo
cual también es otra fuente de mal planteamiento debido
a la acumulacion de errores en cada iteracion.

El esquema desarrollado en el capitulo tres para
segmentar la sefial EEG y poder aproximar cada una de
las componentes principales del EEG (ritmos basales y
rafagas de espigas, espigas-onda y ondas afiladas) con una
metodologia absolutamente diferente de la metodologia
tradicional de utilizar filtros para eliminar las
componentes ruidosas de la sefial corriéndose el riesgo de
eliminar componentes importantes de la misma y la
propuesta de una metodologia para medir el peso relativo
de cada una de las componentes dentro de la sefial EEG
completa.

Por altimo, la forma en como todo esto se integra en un
esquema para interpolar las aproximaciones a las
componentes del EEG utilizando la descripcion de la clase
de datos admisibles correspondiente a la clase de fuentes
que se utilice en la identificacion para después poder
obtener la fuente de dicha clase que mejor aproxima a la
medicion EEG dada o, por el contrario, poder decidir si la
clase en cuestion no es apropiada para reproducir la
medicidn que tenemos.

Por otra parte, el caracter integral de este trabajo consiste en que
se da una metodologia completa que no sélo es aplicable al
problema de identificacion de fuentes sino también al problema
de identificacion de componentes anomalas del tejido y, no
Unicamente en el marco del modelo de medio conductor sino
también para modelos mas complejos que incluyan, propiedades
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dieléctricas del cerebro, caracteristicas mas especificas de las
capas de la corteza y diagramas de conectividad.

Queda algun trabajo teorico en el marco del modelo de medio
conductor, que consiste en la aplicacion de la metodologia
propuesta para el caso en que las fuentes pueden ser una cantidad
finita arbitraria de multipolos (fundamentalmente dipolos)
variables en el tiempo, o fuentes generalizadas concentradas en
superficies internas del cerebro. En la tesis se han considerado
fuentes de cuadrado integrable en el volumen ocupado por el
cerebro debido a las complicaciones inherentes al uso de modelos
elipticos con fuentes generalizadas y que no son consideradas con
profundidad en la mayoria de los trabajos que se han efectuado
hasta el momento, pero ya esta completamente trazado y queda
proyectado para su desarrollo inmediato.

El trabajo numérico y de programacion se proyecta mas a largo
plazo, aungue ya se esta abordando. El objetivo es desarrollar
algoritmos numéricos y computacionales que permitan visualizar
la dindmica de las fuentes con soporte en la corteza que
reproducen una medicion electroencefalografica determinada en
un cierto conjunto de electrodos en el marco, primeramente, del
modelo de medio conductor. Con este objetivo se seguird la
siguiente estrategia:

Utilizando la metodologia desarrollada en el capitulo 3, se puede
obtener una representacion adecuada de los ritmos basicos en
cada electrodo, asi como de las rafagas de espigas, espigas-ondas
y ondas afiladas, que son las componentes principales de
cualquier sefial EEG. Ademas, siguiendo la metodologia
desarrollada en el capitulo 2, en base a la caracterizacion del
conjunto de datos admisibles para la clase de las fuentes
armonicas variables en el tiempo, es posible extrapolar las
aproximaciones obtenidas para cada una de las componentes del
EEG en cada electrodo a todo el cuero cabelludo. Esto nos
permite encontrar, a partir de los resultados del capitulo 2, la
fuente arménica variable en el tiempo que recupera cada
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componente del EEG por separado y a partir de cada una de estas
fuentes se puede determinar la dindmica de la densidad de
activacion de las macrocolumnas corticales que corresponden a
capas dipolares asociadas a cada una de las componentes del
EEG.

Este esquema general para obtener la dinamica de activacion de
la corteza cerebral, que es lo que detectan los electrodos, no solo
para todo el EEG, sino para cada una de sus componentes
principales es la propuesta y objetivo principal de este trabajo de
tesis.

Obviamente este esquema puede ser aplicado a cualquier otro tipo
de modelo maés realista de la actividad del cerebro que incluya sus
propiedades dieléctricas, caracteristicas especificas de ciertas
componentes importantes del cerebro como la corteza cerebral e
incluyendo geometrias realistas de la cabeza y el cerebro.

Sin embargo, nuestro trabajo inmediato consiste en aplicar este
esquema al caso mas simple del modelo de medio conductor con
esferas concéntricas para desarrollar un software que permita
visualizar la dindmica de activacion de la corteza asociada a cada
componente principal del EEG.

Posteriormente, tenemos ya pensada una metodologia para
trasladar todo este esquema al caso de geometrias reales que
incluye la forma de digitalizar la geometria de la cabeza, el craneo
y el cerebro para cada persona y la aplicacién de métodos
perturbativos para no tener que estar resolviendo problemas
numéricos para la solucion de problemas de contorno elipticos en
geometrias irregulares usando elemento finito que conllevan a
una discretizacion que solo introduce mayor grado de mal
planteamiento al problema.

Simultdneamente estamos ya trabajando en problemas de
conectividad y de identificacion de anomalias, estos ultimos en el
marco de modelos mucho méas complejos que incluyen las
propiedades dieléctricas.
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Es importante destacar que estos trabajos se estan desarrollando
en colaboracion y con apoyo e interés de importantes grupos de
especialistas en Estados Unidos, Austria, Canada, China y
Francia y estan incluidos en el marco de un proyecto CONACYT
de Ciencia Bésica y de un proyecto Ecos Nord del sistema
CONACYT-CNRS.
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Apéndice A.

A.1. Conceptualizacion del origen del EEG

El cerebro es parte del sistema nervioso central (SNC) y es
responsable entre otras tareas, de interpretar la informacion
sensorial recibida del entorno. Cada region del cerebro tiene su
propia tarea en este proceso.

La Figura A-1(a) muestra una descomposicion funcional de la
corteza cerebral, una delgada capa de aproximadamente 2-3 mm
de espesor que cubre toda la superficie del cerebro. Las diferentes
regiones funcionales de la corteza (I6bulo temporal, 16bulo
parietal, 16bulo occipital, I6bulo frontal) son responsables del
control motor, asi como de las funciones cognitivas y de memoria.
La informacion sensorial se transmite a la corteza desde un
sistema subcortical conocido como talamo que se muestra en la
Figura A-1(b). Es de notar en la Figura A-1(b) el tamafio relativo
de la materia gris donde se encuentran las neuronas y la sustancia
blanca utilizada para las conexiones entre los subsistemas.

El tdlamo juega un papel importante en la regulacion de la
interaccion entre las diferentes regiones del cerebro. En la Figura
A-1(c) se muestra el flujo de informacién hacia y desde una
columnay otras regiones del cerebro. Observe que las entradas a
esta columna provienen de otras columnas corticales, asi como de
sistemas subcorticales. La mayoria de las conexiones se
proyectan a través de la sustancia blanca, aunque las columnas
cercanas se conectan mas directamente.

Las neuronas del SNC son las responsables del procesamiento y
transmision de informacion, pero no son el Unico tipo de célula
presente. Entre estas estan las células gliales, las cuales superan a
las neuronas en poco menos de 4 a 1. Se hace referencia a estas
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células gliales debido a su papel dentro de la propagacion de los
potenciales bioeléctricos que se generan en las neuronas.

Los mecanismos basicos que dan origen a potenciales registrados
fuera de los elementos del SNC, se discuten a continuacion. Esta
informacién es tomada de [39]. Primero se describira las
caracteristicas de las neuronas. Se conoce que una neurona tipica
tiene cuatro regiones definidas morfolégicamente: el cuerpo
celular, las dendritas, el axén y las terminales presinapticas como
se ve en la Figura A-2.

El cuerpo celular habitualmente es el origen de dos clases de
prolongaciones: varias dendritas cortas y un Unico axon largo,
tubular. Las dendritas se ramifican como un arbol y son el aparato
principal de recepcion de sefiales procedentes de otras neuronas.

La neurona que transmite una sefial se denomina célula
presinaptica. La que recibe la sefial, célula postsinaptica. Como
se ve en la Figura A-2, el axon sale del cuerpo celular y es la
principal unidad de conduccion de sefiales a otras neuronas. Cerca
de su terminacion, el axon tubular se divide en finas ramas que
forman los lugares de comunicacion con otras neuronas. El punto
en que se comunican dos neuronas se conoce como sinapsis. La
célula presinaptica no tiene contacto real o anatémico con la
neurona postsinaptica, porque ambas células estan separadas por
un espacio. La neurona presinaptica transmite sefiales de las
ramas engrosadas de su axon, conocidas como terminales
presinapticas. Estas sefiales son llamadas potenciales de accion y
viagjan a lo largo de la membrana celular modificando la
distribucidn de la carga eléctrica.
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Figura A-1 Una descomposicion funcional de todo el cerebro. (a)
muestra como la corteza cerebral se divide en los cuatro l6bulos,
cada uno responsable de diferentes funciones cognitivas y
motoras. (b) es una seccion transversal del cerebro que muestra
algunos de los principales sistemas subcorticales, el mas
importante es el tdlamo. En (c) se muestra el flujo de informacion
hacia y desde una columna y otras regiones del cerebro. El
grafico en (b) es una reproduccion modificada de una figura
tomada de la Anatomia del cuerpo humano, publicada
originalmente en 1918 y que pas6 al dominio publico (Imagen
modificada de [45]).

Si un potencial de accion viaja a lo largo de la fibra, que termina
en una sinapsis excitatoria, se produce un potencial postsinaptico
excitador (EPSP, por sus siglas en ingles) en la siguiente neurona
(Figura A-3 (A)). Si dos potenciales de accion viajan a lo largo de
la misma fibra en un intervalo corto de tiempo, habra una suma
de EPSP que activara un potencial de accion en la neurona
postsinaptica después de alcanzar el umbral de la membrana [39].
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Si un potencial de accion viaja a lo largo de una fibra que termina
en una sinapsis inhibitoria, se producird una hiperpolarizacion,
que representa un potencial postsinaptico inhibitorio (IPSP, por
sus siglas en inglés). Con la obtencién de un EPSP, se produce
una entrada neta de cationes a través de la membrana
subsinaptica. Como se muestra en la (Figura A-3 (B)), se
desarrolla un gradiente de potencial a lo largo de la membrana
neuronal en los espacios intra y extracelulares [39].

ARBOL DENDRITICO
(Entradas)
u\ =

1AL

e’ e

CUERPO CELULAR "\,
(Integrador) _‘

AXON
(Salida)

MUESTRA DE SIPNASIS
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(Senalizacion) aad

Figura A-2 Una neurona piramidal tipica que se encuentra en la
corteza cerebral. En (a) hay una mancha obtenida del tejido
cortical que muestra aproximadamente el 1% de las neuronas en
la region, tomada de brainmaps.org y reproducida libremente
utilizando la licencia Creative Commons Attribution 3.0
(http://creativecommons.org/licenses/by/3.0/). (b) es una
descomposicion estructural de las neuronas, que muestra las
regiones de entrada en las sinapsis en el arbol dendritico. Estas
entradas estan integradas en el soma o cuerpo de la célula y dan
como resultado una salida en el axén (Imagen modificada de

[39]).

Debido a este gradiente de potencial, los cationes se mueven a lo
largo de la membrana de la célula nerviosa a través del espacio
extracelular en la direccion de la region subsinaptica. Un flujo
inversamente dirigido tiene lugar en el espacio intracelular.
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Con la generacion de un IPSP, hay una salida de cationes de la
célula nerviosa y/o una entrada de aniones en la célula nerviosa.
Estos cambios primero aumentan el potencial de membrana en la
membrana subsindptica en comparacion con los segmentos
circundantes de la membrana [39]. Por este motivo, se desarrolla
un gradiente de potencial a lo largo de la membrana de la célula
nerviosa, como en el caso de la génesis de los EPSP. Este
gradiente de potencial causa, en el espacio extracelular, un flujo
de cationes desde la region subsindptica a las porciones
circundantes de la membrana [39].

Se desarrolla un proceso inverso en el espacio intracelular.
Debido al curso temporal de las fluctuaciones de diversos
potenciales de membrana, se cree que los potenciales
postsinapticos contribuyen principalmente a la generacion de los
potenciales de campo extracelular en cuestion [55].

Ademas de las neuronas, las células gliales también pueden
desempefiar un papel en la generacion de potenciales de campo
extracelular [39].

El tamafo de este potencial de membrana se aproxima al
potencial de equilibrio de potasio y, por lo tanto, excede un poco
el potencial de membrana de las células nerviosas. Un aumento
de la concentracion extracelular de potasio (actividad del potasio)
provoca la despolarizacion de las células gliales. Los cambios en
la concentracién de otros iones causan sélo alteraciones
insignificantes del potencial de la membrana de la célula glial.
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Figura A-3 Cambios de potencial de membrana (PM) y flujos de
corriente durante la activacion sinaptica. (A): EI PM de la
neurona postsinaptica y el PM de las fibras presinapticas se
registran por medio de microelectrodos intracelulares. Los
potenciales de accion en la fibra presinaptica excitatoria e
inhibitoria conducen a un potencial postsinaptico excitador
(EPSP) y un potencial postsindptico inhibitorio (IPSP),
respectivamente, en la neurona postsinaptica. Dos EPSP suman
un potencial arriba del umbral de activacién, con lo cual se da
un potencial de accion en la neurona postsinaptica. (B): Durante
EPSP e IPSP, los flujos de corriente i6nica se producen a través
de la membrana neuronal, como lo muestran las flechas. La
densidad de + y - donde los signos indican la polarizacion del
area subsinaptica (area oscura) asi como la de la membrana
postsingptica durante la activacion sindptica. (Imagen
modificada de [39]).
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La dependencia del potencial de membrana glial en la
concentracion extracelular de potasio es la razén de un enlace
funcional con estructuras neuronales adyacentes [39]. Por lo
tanto, la actividad neuronal se asocia con la salida de iones de
potasio.

La activacion repetitiva de las neuronas da lugar a un aumento de
la concentracion extracelular de potasio y, por tanto, a la
despolarizacién de las células gliales. Una porcion de estas
corrientes que fluye a través del espacio extracelular es
directamente responsable de la generacion de potenciales de
campo [39].

Si los potenciales de campo se registran contra un punto de
referencia inactivo con un limite de frecuencia superior de
aproximadamente 100 Hz, entonces se pueden distinguir dos tipos
de potenciales de campo, dependiendo de la constante de tiempo
del dispositivo de grabacion amplificador. En el caso de una
constante de tiempo de 1 segundo o menos, los potenciales de
campo extracelular se corresponden con lo que comunmente se
conoce como EEG [55].

Los origenes de los potenciales de campo son debidos a diferentes
actividades. En algunos de esos casos la actividad va a estar
relacionada con la conectividad. Dicha actividad se puede dividir
en actividad normal y andmala. La actividad normal se puede
subdividir en las siguientes categorias [43]:

1. Ritmos basicos que corresponden a una actividad
relacionada con estados mentales.

2. Actividad sensorial evocada por estimulos sensoriales.

3. Actividad asociada a la solucién de tareas, donde la
“conectividad” entre distintas regiones del cerebro juega
un papel importante.

4. Actividad espontanea asociada al control que ejerce el
cerebro en las actividades fisiologicas del organismo.
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5. Actividad asociada al estado de animo.

Cuando hay un estimulo externo, éste da origen a actividad
sensorial evocada, la cual se manifiesta en ciertas areas de la
corteza, como si se generara una fuente externa que esta
concentrada sobre esas areas de la corteza.

De la misma forma los estimulos externos eventuales producen
fuentes que estan concentradas sobre ciertas partes de la corteza
y se superponen a los ritmos, dando lugar a una manifestacion
electroencefalografica (EEG) que, en general, es normal.

Sin embargo, al someter a la persona a estimulos externos
periddicos continuados se puede generar actividad evocada que
se considera andmala [56].

Ademaés, cuando se realiza una tarea especifica, se hace uso de la
conectividad cerebral, debido a que generalmente intervienen
distintas funciones cerebrales para poder llevarla a cabo, por lo
que es necesario que se establezca una comunicacion entre
diferentes partes del cerebro tales como la corteza visual y
motora, entre otras [44].

La actividad electroencefalografica andmala, se refleja
generalmente como una distorsién de la actividad normal y en
muchas ocasiones se manifiesta de manera espontdnea como
resultado de alteraciones anatémicas o a nivel neuronal, como por
ejemplo en la Epilepsia y el Parkinson, entre otras enfermedades
mentales [57].

Por tanto, la sefial EEG es, fundamentalmente (excluyendo el
efecto, por lo general secundario, de fuentes concentradas en el
interior del volumen cerebral), la medicion de las corrientes que
fluyen del cerebro hacia los electrodos ubicados en el cuero
cabelludo, atravesando las capas intermedias de la cabeza, que
aparecen durante la actividad sinaptica de las dendritas de
millones de neuronas piramidales en la corteza cerebral. Estas
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neuronas piramidales se agrupan de forma organizada en clusters
(macrocolumnas), cada uno de los cuales se comporta como un
dipolo eléctrico y que interacttan entre si a través de la actividad
sindptica excitatoria e inhibitoria resultante de cada una de sus
componentes dando lugar a una gran red neuronal que se
comporta masivamente como una distribucion (discreta o
continua) de dipolos de corriente ubicados a lo largo de la corteza
cerebral [28].

Nota: esta observacion es lo que nos va a permitir considerar las
fuentes focalizadas como dipolos de corriente aislados en el
volumen cerebral y las fuentes distribuidas como distribuciones
continuas de dipolos soportados sobre ciertas curvas o0
superficies, fundamentalmente contenidos en la corteza cerebral.

Como se menciond anteriormente, el cerebro se divide en 4
I6bulos y en cada uno de ellos se pueden observar diferentes tipos
de sefiales o ritmos cerebrales. La localizacion de fuentes que
producen tanto las sefiales espontaneas, como las anomalias, ha
sido un campo muy estudiado y necesario para determinar en
forma mas precisa los dafios fisioldgicos, mentales, patologicos y
funcionales del cerebro [45].

La localizacion de fuentes basada en los potenciales del cuero
cabelludo requiere la solucion de un problema inverso mal
planteado, con muchas posibles soluciones. La seleccion de una
solucién particular requiere de conocimiento o informacién a
priori tanto del estado fisioldgico del cerebro, como del estado
general del sujeto en estudio [8].

Para localizar las fuentes que generan una determinada actividad
EEG, dos aproximaciones frecuentemente utilizadas y que
han sido propuestas por udiversos autores son [3], [6]:

a) Dipolos equivalentes de corriente.
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b) Aproximaciones distribuidas lineales basadas en
algoritmos de norma minima.

En el primer caso, se asume que las sefiales son generadas por un
numero relativamente pequefio de fuentes focales. En el segundo
caso, todas las fuentes posibles son consideradas
simultaneamente y lo que asegura la unicidad de la fuente (si se
tiene un conjunto de fuentes donde una de ellas me genera la
medicion esta tiene que ser la Unica fuente que reproduce la
medicion) es el criterio matematico de “norma minima” para
seleccionar la fuente.

En la practica, una fuente idealizada representada por un dipolo
de corriente se aproxima por dos aglomerados neuronales
idealmente localizados en dos puntos del volumen cerebral
separados por una distancia d, uno de los cuales actia como una
fuente puntual de intensidad +I y el otro como un sumidero
puntual de intensidad —I, como se observa en la Figura A-4 a).

En la Figura A-4 b) se muestra una configuracién de fuentes y
sumideros puntuales, que se encuentran a distancias r de la
ubicacion del electrodo y cuando r es grande comparado con d,
entonces esas configuraciones pueden ser aproximadas por
fuentes en forma de dipolos. Por esta razon, los dipolos corticales
proveen modelos de fuente Utiles para potenciales registrados
sobre el cuero cabelludo [28].

185



Apéndice A

Figura A-4 a) Dipolo simple; b) fuentes puntuales distribuidas a
lo largo del eje vertical (Imagen tomada de [28]).

Cada sinapsis activa produce una corriente de membrana activa
local mas una corriente de retorno pasiva desde superficies de
membrana mas distantes, segin lo exige la conservacion de
corriente.

Las sinapsis excitadoras producen regiones de sumideros locales
y producen fuentes positivas en ubicaciones de membrana mas
distantes.

Las sinapsis inhibitorias producen corriente en direcciones
opuestas; es decir, fuentes locales de membrana y sumideros
distribuidos mas distantes. Es decir, las sinapsis excitatorias
producen sumideros locales de corriente mientras que las
inhibitorias producen fuentes locales, luego los arreglos locales
de sinapsis inhibitorias y excitatorias dan lugar a distribuciones
de tipo fuente — sumidero que generan los dipolos de corriente en
el cerebro [6], [29].

Como se vio en la seccion 1.1 nuestra clasificacion en fuentes
“focalizadas y distribuidas” es més natural y, sin necesidad de un
criterio matematico adicional como el de norma minima, nos
permite determinar la densidad de distribucion de fuentes
generadoras de la actividad EEG, bajo la unica suposicién de que
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los generadores detectados por el EEG se encuentran
fundamentalmente concentrados en la corteza cerebral.

A.2. Conceptualizacion de la manifestacion
electroencefalografica de la actividad del
cerebro

La caracterizacion de la actividad eléctrica del cerebro reviste de
suma importancia en la neurologia moderna. Una herramienta
clave para ello es la electroencefalografia (EEG), que consiste en
la medicidn de los biopotenciales que se generan en el cerebro. El
EEG mide dichos biopotenciales utilizando electrodos que se
colocan sobre el cuero cabelludo.

Las distintas propiedades de las sefiales del EEG (forma,
amplitud, ubicacion espacial, contenido frecuencial, etc.),
contienen informacidn (til respecto a distintos estados mentales
asociados a actividades motoras, sensoriales y estadios del suefio
o0 de diferentes enfermedades [43].

La interpretacion del EEG es un area de estudio muy amplia y
profunda, por lo que es necesario una conceptualizacion con la
finalidad de describir lo mejor posible la manifestacion
electroencefalografica de la actividad eléctrica del cerebro.
Después de revisar la bibliografia ( [42], [43], [3]) vemos que en
la literatura se divide el EEG en dos tipos de sefiales: en el EEG
normal y el EEG anormal.

En el EEG normal estan los ritmos cerebrales, como se discutid
anteriormente y en lo que se ve reflejado en la Figura A-3, se vio
que los origenes de la actividad eléctrica del cerebro y las
manifestaciones respectivas a éstas son muy dificiles de
conceptualizar completamente, asi como el espectro de su
variabilidad.
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Lo que si esta claramente estudiado dentro la actividad normal,
son los ritmos bésicos del cerebro, los cuales se han divido
histéricamente segln las bandas de frecuencias que ocupan,
denominandose con las letras griegas a, B, 3, 0 y y; sin embargo
con el paso del tiempo se han ido descubriendo nuevos ritmos que
comparten estas bandas frecuenciales, pero que se diferencian en
caracteristicas como localizacion o funciones del cerebro.

De acuerdo con la literatura ( [42], [43], [3]) en adultos sanos, las
amplitudes y frecuencias de los ritmos cerebrales cambian un
poco de un humano a otro, como por ejemplo la vigilia y el suefio.
Las caracteristicas de las ondas también cambian con la edad. Hay
cinco ondas cerebrales principales que se distinguen por sus
diferentes rangos de frecuencia. A continuacion, se presenta la
Tabla A.1 con informacion resumida de cada ritmo bésico del
cerebro, obtenida de [42], [43], [3].

Ritmo Rango de Rango de Zona Generadora | Manifestacion
Cerebral Frecuencia Amplitud
Pim menos de 4 se produce dentro
Hz de los dos
segundos

posteriores al
cierre del ojo
Delta § 05a4Hz 20a 200 | se puede suefio profundo,
uv originar yasea | el estado de

enel tdlamo o | vigilia, en caso
en la corteza de detectarse en
una persona
despierta, puede
indicar que existe

algun tipo de
anormalidad en el
cerebro.
Theta® | 4a8Hz 20a100 | seregistraen aparecen cuando
[\ el I6bulo la conciencia se
temporal desliza hacia la

somnolencia, se
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han asociado con
el acceso a
material
inconsciente,
inspiracion
creativay
meditacion
profunda. Si se
observan en la
adultez, pueden

ser signo de
alguna
anormalidad o
problemas
patolégicos
Alfa a 8al2Hz 20a60 | seregistra conciencia
[\ principalmente | relajada sin
en la zona ninguna atencion
posterior de la | o concentracion
cabeza, en el
area occipital,
parietal y la
region
temporal
posterior
Mu u 8al2Hz amplitud | se registra en caracteristicas
es el I6bulo topograficas y
menor a | frontal, cerca fisiolégicas
50 pv de la corteza claramente
motora diferentes al
primaria, ritmo alfa
blogueandose
con la
realizacion de
movimientos
Beta 13a30Hz | inferior | seregistra suele asociarse a
a30 uV | principalmente | un estado de
en la region concentracion
central y mental.
frontal del
cuero
cabelludo,
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cerca o sobre
la corteza
motora
primaria
Gamma | frecuencias | entre 5 esta actividad | se presenta como
y mayores a y10 pV | se puede respuesta a
los 30 Hz observar en estimulos
(principal- una zona sensoriales, como
mente hasta extensa de la sonidos
50 Hz) corteza contundentes o
cerebral, luces intermi-
manifestando- | tentes, la
se principal- deteccion de
mente en la estos ritmos se
zona frontal y | puede usar para
la central. confirmar ciertas
enfermedades
cerebrales

Tabla A.1 Tabla de ritmos cerebrales y sus caracteristicas.

En la Figura A-5 se observan las imégenes obtenidas del EEG de
los ritmos mas comunes, ordenadas en forma descendente segun

su frecuencia [3].
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Figura A-5. Ritmos cerebrales mas comunes [3].

De la tabla anterior de los ritmos del cerebro se puede observar
que los ritmos se clasifican de acuerdo a tres parametros tales
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como rango de frecuencia, rango de amplitud y un generador del
ritmo que se encuentra localizado en una region determinada de
la corteza o del tAlamo.

Se va a suponer que en la region de la corteza donde se genera el
ritmo es donde también se registra la medicion. Es importante
sefialar que algunos ritmos tienen rangos de frecuencias iguales
pero las manifestaciones de éstos varian en base a distintas
cuestiones conductuales y tienen diferentes topografias.

En consecuencia, en relacion a lo discutido anteriormente cuando
se menciona una actividad cerebral normal, se refiere a una
actividad que corresponde a un rango de frecuencias determinada,
un rango de amplitudes determinadas y con un generador que se
encuentra localizado en una region determinada de la corteza o
del tdlamo.

Por otro lado, cuando se registran las sefiales EEG y se observa
que existen formas de onda que no corresponden a los ritmos
cerebrales, se dice que el sujeto en estudio puede tener alguna
anomalia. Esta puede ser debido a la distorsion y la desaparicion
de patrones normales, la aparicion y el aumento de patrones
anormales, o la desaparicion de todos los patrones.

A lo largo de la investigacion en los temas médicos relacionados
con el tema de esta tesis se ha encontrado que la descripcion,
etiologia y semiologia de algunas anormalidades cerebrales es
muy extensay diversa. El papel de la electroencefalografia clinica
es de vital importancia para su clinica, la cual se ha estado
utilizando como herramienta de monitoreo de video EEG en toda
su extension [58]. Sin embargo, en [59] se dividid las anomalias
no especificas en los EEG en tres categorias:

a) anomalias de onda lenta intermitentes generalizadas, a
menudo en el rango de onda delta y asociadas con
disfuncion cerebral.
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b) EEG bilateral persistente, generalmente asociado con
alteraciones de las reacciones cerebrales conscientes.

c) EEG focal persistente generalmente asociado con
alteracion cerebral focal.

Por tanto, al EEG se le puede utilizar para detectar la Epilepsia
Focal, Generalizada y la presencia de lesiones agudas del cerebro.
La frecuencia, amplitud y forma de las ondas, no indican si la
lesibn es traumatica, vascular, neoplésica, infecciosa o
degenerativa [43].

En el caso cuando se presentan ondas lentas en el EEG, éstas
significan simplemente que existe una disfuncion, que esta
generalizada o que tiene una localizacion dada.

En la epilepsia, durante la fase tonica aparecen las ondas de espiga
u ondas ritmicas rapidas, algunas veces acompafiadas de
elementos hipersincrénicos en todo el cerebro [43].

En la fase clénica, las ondas son lentas de corta duracion y
sincronizadas. Durante la fase comatosa, que sigue al ataque, el
cual dura aproximadamente de 1 a 5 minutos, el EEG se
caracteriza por presentar ondas lentas, difusas y en espiga [43].

El EEG también puede registrar una trombosis cerebral, una
embolia cerebral, un hematoma subdural, una encefalopatia
hipertensiva, una trombosis carotidea, y apoya en la localizacion
de tumores cerebrales o el diagnostico de ciertos tipos de
trastornos psicopaticos, que muestran patrones caracteristicos de
ondas cerebrales [60].

Los tumores cerebrales grandes bloquean la actividad eléctrica de
cierta porcién del cerebro; en tal caso, la intensidad de las ondas
cerebrales disminuye considerablemente en la region del tumor al
ser comprimidas las neuronas, provocando una excitacion
eléctrica anémala en las zonas que lo rodean, produciéndose asi
descargas sincronicas de ondas de gran voltaje en el EEG [61].
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A.2.1 Interpretacion del electroencefalograma

La interpretacion del EEG desde el punto de vista clinico se hace
tradicionalmente (para ritmos basicos y potenciales evocados) en
base al andlisis de su frecuencia, amplitud, forma y su
coincidencia con el conocimiento existente sobre la localizacion
de los generadores del tipo de ondas cerebrales que se miden. Se
tienen los siguientes sistemas de interpretacion.

A.2.1.1 Sistema Davis

Los registros EEG se valoran de | a V grados, sobre la base de la
estabilidad del Patron 1.

Al Grado | le corresponde un tipo de patrén normal, estable, con
una frecuencia y amplitud dentro de limites bastantes estrechos y
sin transiciones violentas.

Al Grado 1l, le corresponden registros normales ligeramente
menos estables que los del Grado |I.

En el Grado Ill, algin trazo del EEG puede estar exagerado,
aunque no puede ser considerado anormal por si mismo.

En el Grado 1V, el trazo es arritmico y sospechoso y en €l las
anormalidades ya son claras.

En el Grado V, los trazos revelan arritmias anormales bien
reconocidas, como las que se encuentran en la epilepsia.

A.2.1.2 Sistema Gibbs

Toma en cuenta la frecuencia, amplitud dominante o forma de
la onda significativa presente en los registros.

Un trazo de la sefial con frecuencia inferior a 12 ciclos por
segundo y con amplitud menor de 15 microvoltios, es
considerado lento, incluso puede ser moderadamente lento (L-1)
o0 muy lento (L-2). Si hay mucha actividad con una frecuencia
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mayor a 12 ciclos por segundo y un voltaje de mas de 15
microvoltios, el registro se clasifica como rapido,
subdividiéndose igualmente en moderadamente réapido (R-1) y
muy réapido (R-2).

A.2.1.3 Sistema Jaspery colaboradores

Toma en cuenta la localizacion de los generadores y las formas
anormales de las ondas, ademas de considerar, si se localizan las
ondas unilateralmente o estan bilateralmente sincronizadas o si
son difusas, en cuyo caso podemos hablar de anormalidad.

Se ha observado que el uso de electrodos nasofaringeos insertados
en la nariz puede brindar una informacion adicional referente a la
actividad eléctrica de la base del encéfalo y puede servir como
electrodo de referencia o localizacion.

El estudio gue realizaremos en este trabajo de tesis permite
obtener informacidn precisa sobre la ubicacién de las fuentes que
generan una medicion EEG dada, ya sea normal o andmala
teniendo en cuenta la informacion a priori sobre la region del
cerebro donde debe estar soportada dicha fuente y por ello este
estudio resulta ser un complemento al analisis clinico tradicional
del EEG.

A continuacion, se discutird una manifestacion anémala de la
actividad cerebral: la Epilepsia, que corresponde a una de las
anomalias no especificas discutidas en [59].

A.2.2 Epilepsia focalizada y epilepsia generalizada

Hans Berger, en sus estudios de las ondas cerebrales, descubrid
que algunas ondas presentaban descargas asociadas a diferentes
“crisis” (seizures, en inglés) [62]. Con esto, el EEG sirvio para
ayudar a localizar el sitio de las descargas.

Posteriormente, se descubrieron algunos farmacos para remediar
o al menos aminorar la sintomatologia de la epilepsia [43] . Afios
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mas tarde, técnicas de neuroimagen como la resonancia
magnética funcional y la tomografia de emision de positrones,
sirvieron para determinar y confirmar su diagnostico [63].

Sin embargo, el nimero de maquinas de resonancia magnetica
funcional es limitado, es mas costoso y se ocupa mucho mas
tiempo para escanear el cerebro que usando solamente el EEG. Es
por ello, que el EEG sigue siendo la modalidad mas util y de
menor costo para el estudio de la epilepsia.

La Epilepsia es entonces descrita como la pérdida de conciencia,
aungue en algunos casos esto no sucede asi. La palabra Epilepsia
proviene del griego epilambanein que significa “ataque”. Estos
ataques se deben a las descargas eléctricas repentinas, breves y
excesivas en las neuronas que pueden darse en distintas partes del
cerebro. En otras palabras, la Epilepsia es una mala funcién
cerebral repentinay recurrente, que refleja una actividad excesiva
e hipersincrona de las neuronas cerebrales [3].

La actividad epileptiforme puede referirse a espigas, ondas
afiladas, o espigas-ondas.

e Laespigaes una onda cuya duracién es menor a 70 ms
y tiene una forma afilada o puntiaguda, con una
pendiente ascendente y descendiente pronunciada.

e La onda afilada presenta una morfologia menos
puntiaguda que la espiga y con una duracion mayor a
70 ms.

e En el caso de las espigas-onda, como su nombre lo
indica, es una espiga seguida de una onda mas lenta.

En la Figura A-6 se observan estos tres tipos de actividad
epileptiforme [21].
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Figura A-6. Ejemplo de una onda afilada (parte izquierda), una
espiga (centro) y espiga-onda (derecha) [21].

Dependiendo de las regiones involucradas, la epilepsia puede
clasificarse como focalizada o generalizada. La epilepsia
generalizada es aquella en la que la mayor parte de las areas
cerebrales estdn involucradas, mientras que la epilepsia
focalizada es cuando solamente en ciertas partes se presentan las
descargas eléctricas repentinas [3].

Epilepsia parcial o focalizada: Las crisis son producidas por una
descarga eléctrica en una 0 mas areas localizadas del cerebro. Este
tipo de crisis puede ocasionar que al inicio solo sean focalizadas
y posteriormente se generalicen. Se pueden subdividir en [3]:

a) Simples: No hay pérdida de conciencia.
b) Complejas: Alteracion de la conciencia.
e Se inicia como una crisis parcial simple seguida
de una alteracion de conciencia.
e Parcial evolucionando en una generalizada.
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En la Figura A-7 se presenta un ejemplo de epilepsia focalizada,
dada en la parte temporal izquierda del cerebro.

M Age: 35 4-5-89
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Figura A-7 Ejemplo de epilepsia focalizada [21].

Epilepsia generalizada (convulsivas o no convulsivas): Las
descargas eléctricas involucran todo el cerebro y pueden causar
pérdida de conciencia y/o contracciones o rigidez musculares. Se
pueden subdividir en [3]:

a) Ausencia.

b) Cldnica, tdnica o tonico-clonica.
¢) Miocldnica.

d) Atonica.

En la Figura A-8 se muestra un ejemplo de epilepsia generalizada,
en donde la crisis se observa en todos los canales, predominando
en la parte frontal.

197



Apéndice A

¢ Age: 1D yrs
Srs—" 0 Wﬂf‘ i iﬂi A
N e | il ;'P'I i

Feha————ANYY PI.’IWM’ WWW“—**
e L A
g VOOV NN~
Poh ANV A
P g ANV VI e

Stops hyperventilating
is unresponsive

has blinking of the eyelids [ 200pV
18ec

Figura A-8 Ejemplo de epilepsia generalizada.

Una actividad normal perturbada se ve en la Figura A-7 y Figura
A-8 con un generador que se encuentra localizado en una regién
determinada de la corteza o del talamo.

Recientemente, dadas las técnicas para el procesamiento digital y
andlisis de sefales, ademas de distintos métodos matematicos, ha
habido un incremento en el interés de detectar y localizar las
diferentes crisis epilépticas, ademas de su prediccién [45].

Hasta el momento se han discutido las sefales epilépticas como
parte del conjunto de las sefiales anémalas cerebrales, lo cual nos
permite hablar de actividad cerebral anémala. Dicha actividad
corresponde a un rango de frecuencias determinado, un rango de
amplitudes determinadas, pero con una temporalidad finita, o se
puede presentar como distorsion, desaparicion de patrones
normales, asi como la aparicion y aumento de patrones
anormales, o la desaparicion de todos los patrones. También
como la aparicion de ondas lentas intermitentes generalizadas las
cuales no tienen una temporalidad finita.
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