
Benemérita Universidad Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias Físico Matemáticas

Simetrías y grados de libertad en la frontera para teorías de
norma en cuatro dimensiones

Tesis presentada al

Posgrado en Física Aplicada

como requisito parcial para la obtención del grado de

Maestro en Ciencias
(Física Aplicada)

por

Juan Manuel Badillo Serrano

Asesorado por

Dra. Iraís Rubalcava García

Dr. Gerardo Francisco Torres del Castillo

Puebla Pue.
Mayo de 2025





Benemérita Universidad Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias Físico Matemáticas

Simetrías y grados de libertad en la frontera para teorías de
norma en cuatro dimensiones

Tesis presentada al

Posgrado en Física Aplicada

como requisito parcial para la obtención del grado de

Maestro en Ciencias
(Física Aplicada)

por

Juan Manuel Badillo Serrano

Asesorado por

Dra. Iraís Rubalcava García

Dr. Gerardo Francisco Torres del Castillo

Puebla Pue.
Mayo de 2025





Título: Simetrías y grados de libertad en la frontera para teorías de
norma en cuatro dimensiones
Estudiante:Juan Manuel Badillo Serrano

COMITÉ

Dr. Cupatitzio Ramírez Romero
Presidente

Dr. Gilberto Silva Ortigoza
Secretario

Dr. Héctor Novales Sánchez
Vocal

Dra. Mercedes Paulina Velázquez
Quesada
Suplente

Dra. Iraís Rubalcava García
Asesor

Dr. Gerardo Francisco Torres del Castillo
Co-asesor





Agradecimientos

En primer lugar, agradezco a mi familia, que son mi mayor motivación. A mi mamá Nely, por
el apoyo inmenso que me brindó a lo largo de estos últimos años, sobre todo sus palabras de ánimo
que siempre me hicieron sentir seguro y capaz de superar cualquier objetivo que me propusiera. A
mi papá Jashiel, porque a pesar de su ausencia, siempre acudió a apoyarme en los momentos que
se requería.

A mis hermanos L. Jashiel y Amir F., porque con ustedes siempre pude expresar cualquier
pensamiento o duda sin miedo de ser juzgado y por toda la paciencia que me tuvieron en mis
momentos de mayor frustración.

A mis mascotas Charize, Richard, Montu, Carrie y Tori, porque estar con ustedes siempre fue
el mejor método para aliviar el estrés.

A mi primo Jonathan, por el tiempo que me brindó disfrutando juntos los pasatiempos en los
que coincidimos, a pesar de su trabajo pendiente, y por las pláticas serias que siempre estaban
llenas de consejos de vida o profesionales.

A mis amigos Fernando, Irving y Gustavo, porque a pesar de la distancia y el tiempo, esas
breves salidas y conversaciones siempre me permitieron despejar la mente, sobre todo con nuestros
comentarios incoherentes.

A mi novia Margarita, por su apoyo incondicional en cada una de mis decisiones, por darme
muchísimos ánimos cuando me sentí decepcionado y afligido, por escuchar cada una de mis angus-
tias en cuanto a mi trabajo de tesis y por todas sus palabras de aliento que me hicieron superar
cualquier adversidad que se me presentó. Gracias por todo lo demás, que siempre se me ha hecho
difícil de expresar, pero que solo tú sabes entender.

A los integrantes de mi comité tutorial y jurado de tesis: Dr. Cupatitzio Ramírez, Dr. Gilberto
Silva, Dr. Héctor Novales y Dra. Mercedes Velázquez, por su disponibilidad para acudir y orientarme
en cada evaluación, por cada una de sus observaciones y comentarios que me hicieron esforzarme
más en mi trabajo de tesis, lo cual me servirá en mi futura vida profesional.

A mis asesores, la Dra. Iraís Rubalcava, por darme la oportunidad de volver a trabajar con
usted, por toda la paciencia que me tuvo, sobre todo en las épocas de evaluación, donde mayor
angustiado me encontraba. Por orientarme en todas mis decisiones profesionales e incluso en algunas
personales. Por seguir fomentando en mí la pasión por la física. Y el Dr. Gerardo Torres del Castillo,
por cada una de sus observaciones durante las evaluaciones que me motivaron a profundizar aún
más en mi tema de tesis.

A CONAHCYT, ahora SECIHTI, por el apoyo económico que me permitió emprender, desa-
rrollar y finalizar este trabajo de tesis.

v





Índice general

Agradecimientos v

Resumen ix

Introducción x

1. Preliminares 1
1.1. Método para construir una teoría en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Elección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2. Elección del tipo de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.3. Proyección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.4. Construcción del principio de acción en la frontera . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Análisis de la teoría en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.1. Ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2. Dinámica en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.3. Análisis hamiltoniano: bulto vs frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.4. Acción reducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2. Electrodinámica sin fuentes en la frontera 11
2.1. Elección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2. Elección del tipo de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3. Proyección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4. Construcción del principio de acción en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5. Análisis lagrangiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.5.1. Ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.5.2. Condiciones asintóticamente planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.6. Análisis hamiltoniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.6.1. Matriz Hessiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6.2. Momentos canónicos y restricciones primarias . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6.3. Condiciones de regularidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6.4. Hamiltonianas canónica y primaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias . . . . . . . . . . . . 25
2.6.6. Restricciones de primera y segunda clase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.6.7. Grados de libertad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.6.8. Acción y hamiltoniana extendidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.6.9. Condiciones asintóticamente planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.6.10. Acción reducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.7. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.7.1. Onda plana transversal electromagnética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.7.2. Onda plana transversal eléctrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

vii



viii ÍNDICE GENERAL

3. Pontryagin en la frontera 47
3.1. Elección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2. Elección del tipo de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3. Proyección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4. Construcción del principio de acción en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5. Análisis lagrangiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.5.1. Ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5.2. Chern-Simons en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.6. Análisis hamiltoniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.6.1. Matriz Hessiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6.2. Momentos canónicos y restricciones primarias . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6.3. Condiciones de regularidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.6.4. Hamiltonianas canónica y primaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias . . . . . . . . . . . . 55
3.6.6. Restricciones de primera y segunda clase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.6.7. Grados de libertad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.6.8. Acción y hamiltoniana extendidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.6.9. Transformaciones de norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.7. Dinámica de Pontryagin en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.7.1. Sector quiral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.7.2. Séctor topológico (Chern-Simons) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4. Electrodinámica+Pontryagin en la frontera 67
4.1. Elección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2. Elección del tipo de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.3. Proyección del principio de acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.4. Construcción del principio de acción en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.5. Análisis lagrangiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.5.1. Ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.6. Análisis hamiltoniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.6.1. Matriz Hessiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.6.2. Momentos canónicos y restricciones primarias . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.6.3. Condiciones de regularidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.6.4. Hamiltonianas canónica y primaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias . . . . . . . . . . . . 78
4.6.6. Restricciones de primera y segunda clase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.6.7. Grados de libertad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.6.8. Acción y hamiltoniana extendidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.6.9. Acción reducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.7. Dinámica de electrodinámica+Pontryagin en la frontera . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.7.1. Sector quiral de Pontryagin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.7.2. Sector topológico de Pontryagin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Bibliografía 90



Resumen

En este trabajo de tesis se construye y analiza la correspondiente teoría en la frontera de tres
teorías de norma definidas en un espacio-tiempo de 4 dimensiones: la electrodinámica sin fuentes,
Pontryagin y el acoplamiento de las dos anteriores, siendo la frontera una hipersuperficie tem-
poraloide. Para las tres teorías en la frontera se estudia su dinámica por medio de un análisis
lagrangiano y uno hamiltoniano, el algortimo de Dirac-Bergmann, determinando en ambos casos
las ecuaciones de movimiento y con respecto a la descripción hamiltoniana, se determinan: restric-
ciones, simetrías, el conteo y la caracterización de los grados de libertad. Además, se realiza una
comparación “bulto vs frontera” de todos los resultados obtenidos para cada una de las teorías. En
particular, para las últimas dos se muestra que hay una conexión con los aislantes topológicos.
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Introducción

El estudio de teorías de norma definidas en un espacio tiempo con fronteras ha resultado de
bastante interés recientemente, una de las razones es debido a que al analizar el comportamiento
en la frontera, uno puede obtener grados de libertad, simetrías u observables localizadas en tal
frontera, ver [1, 2], además de que al considerar la existencia de una frontera es posible también
analizar una amplia variedad de fenómenos físicos desde otro enfoque.

Por ejemplo, si se desean estudiar fenómenos físicos lejanos, uno puede suponer que es un
observador asintótico y así el lugar donde se encuentra correspondería a una región asintótica,
la cual podría verse como una frontera externa del espacio tiempo, teniendo así que analizar la
influencia del fenómeno de interés en tal frontera. Un caso particular corresponde a la región
asintóticamente plana (infinito espacial) vista como la frontera, donde se han realizado análisis
en los temas de Relatividad General [3, 4] y Electromagnetismo [5, 6]. Otro ejemplo donde al
considerar la existencia de fronteras ha resultado fructífero es la dualidad Norma/Gravedad [7], la
cual ha permitido crear nuevas conexiones entre la teoría cuántica y la gravedad, además de resolver
problemas en el régimen de acoplamiento fuerte, que de otro modo eran muy difíciles de abordar
con los métodos estándar [8, 9]. Esta dualidad parte del principio holográfico [10] el cual establece
que toda la información de una teoría de gravedad cuántica en un hipervolumen dado se puede
codificar en una teoría efectiva en la frontera, hipersuperficie, de este hipervolumen. Uno de los
casos particulares y de hecho el más destacado de esta dualidad es la correspondencia AdS/CFT,
propuesta por J. M. Maldacena [9]. Como última motivación se tienen las teorías topológicas, que
pueden generar teorías efectivas en la frontera, ver la primer sección de [11], o en su caso, las
referencias, de la 2 a la 17, de tal artículo. Un ejemplo son los aislantes topológicos en sistemas de
materia condensada [13], cuyos estados de borde/superficie se intentan modelar de manera efectiva
a partir de los grados de libertad emergentes en la frontera de las teorías topológicas, uno de los
casos más conocidos es el efecto Hall cuántico [14], donde los estados de borde se pueden modelar
de manera efectiva a partir del grado de libertad emergente en la frontera de la teoría topológica
de Chern-Simons [15, 13, 2].

Cabe destacar que, a pesar de que en todos estos ejemplos se hace uso de teorías definidas
en espacios-tiempos con fronteras, en ninguno de los casos se ha desarrollado un mecanismo para
construir la correspondiente teoría en la frontera, sino que uno analiza el comportamiento en la
frontera de manera indirecta. Es por ello que, recientemente, en [2] se ha propuesto un método
general para construir la correspondiente teoría en la frontera de cualquier teoría clásica de campos
definida en una región del espacio-tiempo con fronteras, cabe mencionar que este método ha sido
ejemplificado con el principio de acción de Chern-Simons abeliano, además de que las fronteras
elegidas son temporaloides, ya que lo que se desea con este método es que después de construir la
teoría en la frontera uno pueda analizar la correspondiente dinámica; no obstante, los detalles del
método se pueden extender a fronteras (hipersuperficies) espacioaloides.

Con base en lo comentado anteriormente, uno de los objetivos de esta tesis es emplear el mé-
todo propuesto en [2] para construir las correspondientes teorías en la frontera de tres teorías de
norma: la electrodinámica, la teoría topológica de Pontryagin y el acoplamiento de ambas. Así,
el segundo objetivo será estudiar la dinámica de las teorías en la frontera construidas, determi-
nando las características más relevantes, como: las ecuaciones de movimiento y su correspondiente
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interpretación física, simetrías de norma, el conteo y la caracterización de los grados de libertad,
donde los últimos tres son resultados que no han sido reportados en la literatura para estas teorías
en la frontera, pese a que el comportamiento en la frontera de las últimas dos teorías ya se ha
intentado estudiar con un enfoque diferente, [11, 12], pero sin construir la correspondiente teoría
en la frontera. Además de que la teoría acoplada ha sido bastante relevante en varios sistemas de
materia condensada, en principio, debido al acoplamiento de la teoría topológica de Pontryagin,
donde se sugiere que puede tener grados de libertad en la frontera, [16, 17, 18, 19].

Siendo así, este trabajo de tesis está organizado como sigue:

1. En el Capítulo 1 se hace una breve revisión del método propuesto en [2] para construir la
correspondiente teoría en la frontera de una teoría clásica de campos definida en una región
del espacio-tiempo con fronteras, haciendo énfasis en los desarrollos y conceptos principales
que serán empleados en los capítulos posteriores.

2. En el Capítulo 2 se construye la correspondiente teoría en la frontera de la Electrodinámica sin
fuentes. Seguidamente, se analiza la dinámica en la frontera a nivel lagrangiano, determinando
e interpretando las ecuaciones de movimiento. También se proponen unas condiciones de
frontera asintóticas que hacen bien definido el principio de acción, las cuales contienen a
las propuestas en [5]. Después se analiza la dinámica a nivel hamiltoniano, por medio del
algoritmo de Dirac-Bergmann, determinando las simetrías, el conteo y la caracterización de
los grados de libertad. Cabe mencionar que, en cada punto se realiza una comparación bulto
vs frontera, destacando las principales diferencias entre ambas teorías. Finalmente, se revisan
un par de soluciones de tipo onda plana, para ver el comportamiento en la frontera.

3. En el Capítulo 3 se construye la correspondiente teoría en la frontera de la teoría topológi-
ca de Pontryagin. Seguidamente, se analiza la dinámica en la frontera a nivel lagrangiano,
determinando e interpretando las ecuaciones de movimiento. Como caso particular, partien-
do de estas ecuaciones se demuestra que Chern-Simons está contenida en la frontera de
Pontryagin. Después se analiza la dinámica a nivel hamiltoniano, por medio del algoritmo
de Dirac-Bergmann, determinando las simetrías, el conteo y la caracterización de los grados
de libertad. Cabe mencionar que, en cada punto se realiza una comparación bulto vs fron-
tera, destacando las principales diferencias entre ambas teorías. Finalmente, se demuestra
que Pontryagin en la frontera presenta más de un sector, uno topológico, donde se muestra
que está contenido Chern-Simons, [29, 11], y uno dinámico, asociado a un grado de libertad
emergente en la frontera y que tiene un comportamiento quiral.

4. En el Capítulo 4 se construye la correspondiente teoría en la frontera de la teoría acoplada
Electrodinámica+Pontryagin. Al igual que en las dos teorías anteriores, se analiza la di-
námica, determinando e interpretando las ecuaciones de movimiento a nivel lagrangiano; y
determinando las simetrías, el conteo y la caracterización de los grados de libertad a nivel ha-
miltoniano, por medio del algoritmo de Dirac-Bergmann. A partir de lo anterior, se muestra
que las características que presenta esta teoría en la frontera en realidad son una combinación
de las características ya presentes en las dos teorías en la frontera anteriores, es decir, no hay
una dinámica a destacar. No obstante, también se hace notar que los sectores presentes en
Pontryagin en la frontera influyen de manera significativa en el acoplamiento en la frontera,
ya que uno reduce el acoplamiento en la frontera a solo la Electrodinámica en la frontera y el
otro reduce el acoplamiento en el interior a una teoría topológica, mientras que en la frontera
se tiene un grado de libertad con comportamiento quiral.

Finalmente, en el Capítulo 5 se dan las conclusiones generales de este trabajo de tesis. Cabe
destacar que, los resultados presentados en este trabajo son originales, y por ende, no han sido
reportados en la literatura.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se va a presentar una breve revisión de los conceptos físicos y herramientas
matemáticas necesarias que fueron empleadas para llevar a cabo este trabajo de tesis. El contenido
que sigue a continuación se puede consultar de manera más detallada en el artículo [2], siendo este
la base principal para la realización de esta tesis. Sin embargo, también es necesario aclarar que
para poder comprender [2] se requieren conceptos básicos de teoría clásica de campos, geometría
diferencial y el algoritmo de Dirac-Bergmann, temas que uno puede consultar en las siguientes
referencias correspondientemente: [20, 21, 22], [23] y [24, 25].

1.1. Método para construir una teoría en la frontera
Dada una teoría de campos definida en un espacio-tiempo con fronteras, lo que se desea es

construir, de manera general y geométrica, la correspondiente teoría en la frontera, para así después
encontrar su dinámica, los grados de libertad y sus simetrías sin necesidad de imponer condiciones
de frontera particulares a priori. Además, también se podrán obtener las condiciones de frontera
permitidas que son compatibles con el principio de acción.

Tomando en cuenta el enunciado anterior, en esta sección se presenta un breve resumen de las
ideas principales contenidas en el artículo [2], donde se propone una metodología para construir la
correspondiente teoría en la frontera, asociada a una teoría de campos dada definida en un espacio-
tiempo con fronteras; además de analizar la dinámica en la frontera. Cabe aclarar que en [2] este
método se ejemplifica con el principio de acción de Chern-Simons [29], no obstante el método
propuesto es general, es decir, se puede aplicar a cualquier teoría de campos que esté definida en
una región del espacio-tiempo con fronteras. Esto último se verá ejemplificado con más detalle en
los capítulos posteriores, ya que este se aplicará a los principios de acción de: la electrodinámica,
Pontryagin y el acoplamiento de las dos anteriores.

Ahora bien, a pesar de que el método propuesto en [2] es lo más general posible, se deben hacer
un mínimo de elecciones: elegir el principio de acción definido en una región del espacio-tiempo
con fronteras, y en qué tipo de frontera se desea proyectar esta teoría (temporaloide, espacialoide,
nula). De esta manera, la metodología propuesta en [2] para construir una teoría en la frontera
está dada por los siguientes pasos:

1. Elegir el principio de acción: Se elige un principio de acción definido en un espacio-tiempo
con fronteras. Para esta ación, se supone que va a estar bien definida bajo ciertas condiciones
de frontera apropiadas, las cuales se van a poder identificar más adelante.

2. Elegir el tipo de frontera: Se elige el tipo de frontera de interés. Esta frontera puede ser
una hipersuperficie temporaloide o espacialoide.1

1El caso nulo no se discute en el artículo [2].
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3. Proyectar el principio de acción: Una vez elegido el principio de acción y el tipo de
frontera, lo que se requiere ahora es proyectar el principio de acción en la frontera con la que
se ha deseado trabajar.

4. Construyendo el principio de acción en la frontera: Teniendo proyectado el principio
de acción en la frontera deseada, lo que se necesita ahora es asegurarse de que no existan
grados de libertad que se propaguen fuera de la frontera (hipersuperficie), para ello se debe
imponer una condición de restricción. Esta condición se puede leer directamente del principio
de acción proyectado, como se verá en la práctica. La razón de restringir a que los grados
de libertad no se propaguen fuera de la frontera se debe a que más adelante lo que se hará
es estudiar la dinámica en la frontera y debido a ello se requiere que esta dinámica en todo
instante de tiempo permanezca únicamente en la frontera elegida.

5. Encontrar la información relevante en la frontera: Después de haber construido el
correspondiente principio de acción en la frontera, dado un principio de acción (en el bulto),
el último paso es obtener y analizar su información relevante, como por ejemplo: calcular sus
ecuaciones de movimiento y así poder conocer su dinámica en la frontera. Cabe mencionar
que, en principio, se puede hacer un análisis lagrangiano o hamiltoniano.

Ahora que se conocen en general los pasos del método, se pasará a revisar cada uno de estos con
más detalle, usando como ejemplo el principio de acción de Chern-Simons abeliano tridimensional,
al igual que se hizo en [2].

1.1.1. Elección del principio de acción
Dada una teoría de campos definida en un espacio-tiempo, se sabe que no hay una elección

única de un principio de acción que lleve a las mismas ecuaciones de movimiento clásicas en el
bulto. En particular, dos acciones que difieren en un término de frontera podrán ser clásicamente
equivalentes en el bulto. Por lo tanto, de entre todas las posibilidades, se va a elegir un principio
de acción para encontrar su teoría en la frontera correspondiente.

Una vez que se haya elegido el principio de acción, se supone que va a estar bien definido bajo
ciertas condiciones de frontera apropiadas. En particular, se necesita que sea diferenciable para
que se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange y como se verá más adelante, esto va a
permitir encontrar las condiciones de frontera compatibles con la teoría elegida, de manera que no
será necesario imponerlas a priori.

Tomando en cuenta estas consideraciones y como ya se ha venido comentado anteriormente,
el principio de acción elegido para ejemplificar el método es el de Chern-Simons abeliano en un
espacio-tiempo de 3 dimensiones con fronteras, que está dado como sigue:

SCS [A] =
κ

2

∫
M
A ∧ dA,

o expresado en componentes,

SCS [Aµ] =
κ

2

∫
M
Aµ∂νAρε̃

µνρd3x =
κ

4

∫
M
AµFνρε̃

µνρd3x, (1.1.1)

donde Fνρ = ∂νAρ−∂ρAν es la curvatura abeliana de la conexión Aµ, siendo µ, ν, ρ = 0, 1, 2 índices
espacio-temporales y κ es una constante de acoplamiento. M representa una región del espacio-
tiempo en 3 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método, d3x := dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 y el
tensor de densidad de Levi-Civita ε̃µνρ está relacionado con el símbolo de Levi-Civita εµνρ como
sigue, ε̃µνρ = s

√
|g|εµνρ, con s la signatura de la métrica g que en este caso es igual a 1.

Cabe notar que, la teoría de Chern-Simons es una teoría topológica, es decir, no tiene grados de
libertad locales y además, no necesita de una métrica para estar bien definida en un espacio-tiempo
con fronteras. Pese a esto, también se recuerda que este método es general y puede ser aplicado

2
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a varias teorías, ya sea que estas tengan o no grados de libertad locales y que estén en cualquier
dimensión definidas en una región del espacio-tiempo con fronteras.

1.1.2. Elección del tipo de frontera

Una de las ventajas de este método es que es local, es decir, no necesita que la frontera esté
globalmente definida, es suficiente con que localmente se pueda encajar una hipersuperficie que
actuará como la frontera. En otras palabras, este método siempre podrá ser aplicado en una región
del espacio del espacio-tiempo, M, que pueda ser foliada por una familia de hipersuperficies (donde
una de ellas será la frontera), incluso si no está bien definida en todo el espacio-tiempo.

Ahora bien, este método general para construir la teoría en la frontera es aplicable a cualquier
familia de hipersuperficies en el espacio-tiempo, abiertas o cerradas, siempre y cuando estas no
se intersecten y además folien por completo toda la región del espacio-tiempo, M, donde se va
a trabajar. Sin embargo, en estos momentos (al igual que se hizo en [2] y como se hará en los
capítulos posteriores) se va a elegir una frontera (hipersuperficie) temporaloide2 3, la razón de esta
elección es porque lo que se desea, una vez construida la teoría en la frontera correspondiente, es
estudiar la dinámica de la teoría en la frontera, aplicando el análisis Lagrangiano o Hamiltoniano,
de manera que se necesita tener en la frontera (hipersuperficie) una coordenada temporal.

(a) Región del espacio-tiempo, M, foliada por hiper-
superficies cilíndricas temporaloides, con R el vector
normal.

(b) Región del espacio-tiempo, M, foliada por hiper-
superficies abiertas temporaloides, con R el vector
normal.

Figura 1.1: Región del espacio-tiempo, M, foliada por dos distintas tipos de hipersuperficies.

1.1.3. Proyección del principio de acción

Para poder proyectar el principio de acción elegido, (1.1.1), en la familia de hipersuperficies
temporaloides (donde una de ellas actuará como la frontera), se emplea el operador de proyección
P , el cual se define como:

Pµ
ν := δµν − σnνn

µ, (1.1.2)

siendo,

2El método propuesto en [2] es aplicable a hipersuperficies temporaloides y espacialoides, el caso nulo no se
discute.

3Aunque la teoría de Chern-Simons abeliana tridimensional es una teoría topológica, y por tanto, no necesita
una métrica para estar bien definida, al momento de elegir el tipo de frontera, espacialoide o temporaloide, se debe
introducir una métrica. Entonces, en el caso de teorías topológicas, solo cuando se quiere proyectar la teoría en una
frontera (hipersuperficie) particular es que se necesita introducir una métrica.
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σ =

{
−1 si n es temporaloide,
1 si n es espacialoide.

(1.1.3)

Con n el vector normal a la familia de hipersuperficies (espacialoides o temporaloides) y nµ sus
correspondientes componentes.

Entonces, dada una región del espacio-tiempo con frontera, M, que puede ser foliada por una
familia de hipersuperficies temporaloides, el operador de proyección, Pµ

ν , sirve para proyectar un
campo tensorial, Tµ, en la familia de hipersuperficies temporaloides (σ = 1) y de hecho, lo que
se obtiene es la descomposición del campo tensorial Tµ en su parte completamente tangente y
completamente normal a las hipersuperficies, es decir:

Pµ
ν Tµ︸ ︷︷ ︸

Parte tangencial

= δµνTµ − σ nνn
µTµ︸ ︷︷ ︸

Parte normal

. (1.1.4)

Figura 1.2: Campo tensorial Aµ descompuesto en su parte completamente tangente y normal a la
hipersuperficie temporaloide, con R el vector normal a esta.

Comentado lo anterior, para proyectar el principio de acción de Chern-Simons, (1.1.1), lo que
se necesita es aplicar un operador de proyección, Pµ

ν , por cada campo tensorial. Sin embargo, se
sabe que el tensor de densidad de Levi-Civita proyectado es4: ε̃µνρ = 3R[µ ε̃νρ]. Así, insertar este
tensor de densidad de Levi-Civita proyectado en la acción (1.1.1) es equivalente a proyectar la
conexión Aµ en la frontera (hipersuperficies temporaloides). De esta manera, la acción proyectada
de Chern-Simons es:

4Tomando en cuenta que la región del espacio-tiempo, M, se está foliando en una familia de hipersuperficies
temporaloides, el vector normal a esta familia va a ser espacioaloide y se denotará por R = Rµ∂µ.
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SCS [Aµ] =
κ

4

∫
M
AµFνρ3R

[µ ε̃νρ]dRd2x

=
κ

4

∫
M
AµFνρ (R

µε̃νρ +Rρε̃µν +Rν ε̃ρµ) dRd2x

=
κ

4

∫
M

[(RµAµ)Fνρε̃
νρ + 2AµFνρR

ρε̃µν ] dRd2x,

(1.1.5)

con dRdx2 := dR ∧ dx0 ∧ dx1. Usando la siguiente relación5, FνρR
ρ = ∂ν (R

ρAρ) − £RAν , la
ecuación anterior pasa a ser:

SCS [Aµ] =
κ

4

∫
M

[(AρR
ρ)Fµν + 2Aµ∂ν (AρR

ρ)− 2Aµ£RAν ] ε̃
µνdRd2x. (1.1.6)

1.1.4. Construcción del principio de acción en la frontera

Ahora que se tiene el principio de ación de Chern-Simons proyectado, (1.1.6), nótese que el
término que tiene una derivada de Lie, 2Aµ£RAν ε̃

µν , contiene la información sobre la propagación
de los grados de libertad a lo largo de R, es decir, de cómo se propagan las conexiones Aµ de una
hipersuperficie temporaloide (BR) a la siguiente (BδR).

Además, recuerde que una de estas hipersuperficies (la que sea, BR) va a servir como la frontera,
de manera que, cuando se vaya a estudiar la dinámica de la teoría en una frontera particular, BR,
lo que se desea es que no existan grados de libertad que se propaguen de esa frontera a otra,
por tanto será necesario deshacerse del término que contiene la información de la propagación de
los grados de libertad a través de las hipersuperficies BR. Cabe mencionar que esta restricción se
introducirá de manera general, es decir, para cada una de las hipersuperficies, ya que cualquier
podría ser la frontera, de este modo, la restricción es para que la dinámica en cada hipersuperficie
sea independiente de la dinámica en cualquier otra, es decir, los grado de libertad no se van a
propagar y la evolución temporal de estos estará dada en cada frontera de manera independiente.

Entonces, para poder deshacerse de ese término sin perder información de la dinámica de las
variables, lo que se hace es restringir el principio de acción, (1.1.6), a cada una de las hipersuperficies
temporaloides, BR’s, donde cualquiera de estas actuará como la frontera. Y para esto, se usa el
método de multiplicadores de Lagrange y se impone como condición de restricción el término que
codifica la propagación de los grados de libertad de una frontera a otra, es decir, se considera el
término 2Aµ£RAν ε̃

µν = 0 como una restricción que debe cumplirse en cada frontera BR.
Tomando en cuenta la discusión anterior, se define el principio de acción de Chern-Simons en

la familia de fronteras BR como:

SCS−B [Aµ, λ] =
κ

4

∫
M

[(AρR
ρ)Fµν + 2Aµ∂ν (AρR

ρ)− 2Aµ£RAν − λ2Aµ£RAν ] ε̃
µνdRd2x

=
κ

4

∫
M

[(AρR
ρ)Fµν + 2Aµ∂ν (AρR

ρ)− 2 (1 + λ)Aµ£RAν ] ε̃
µνdRd2x,

(1.1.7)
siendo λ el multiplicador de Lagrange y una variable dinámica, que permite introducir al término
−2Aµ£RAν ε̃

µν como restricción, la cual en [2] se denomina como condición de restricción a la
frontera,

−2Aµ£RAν ε̃
µν = 0. (1.1.8)

Cabe mencionar que, el principio de acción (1.1.7) sigue siendo una acción en el interior, por
ello se está considerando a M como región de integración. Pero, este principio de acción ya con-

5Esta relación es obtenida usando la identidad: £RA = iRdA+d (iRA), para formas diferenciales, y la definición
F := dA. Para más información sobre formas diferenciales, consultar [23].
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tiene la información sobre la familia de hipersuperficies temporaloides, que folian a M, cada una
independiente de la otra.

1.2. Análisis de la teoría en la frontera
Una vez que se ha construido la correspondiente teoría en la frontera de Chern-Simons, (1.1.7),

uno puede pasar a analizar la dinámica de esta teoría en la frontera, como por ejemplo: calcular
ecuaciones de movimiento, y por tanto, determinar su dinámica, para también así encontrar las
condiciones de frontera apropiadas que hacen que el principio de acción en la frontera esté bien
definido. Además, se podrá realizar un análisis Lagrangiano o Hamiltoniano (en este caso se presen-
tarán los resultados principales que se obtuvieron en [2] al aplicar el algoritmo de Dirac-Bergmann
al principio de acción (1.1.7)).

Antes de comenzar con el análisis, se va a escribir el principio de acción (1.1.7) usando coor-
denadas adaptadas a la foliación6, ∂RAi = £RAi, AR = AρR

ρ, donde ahora los índices latinos
i, j = 0, 1 etiquetan coordenadas arbitrarias en cada una de las hipersuperficies temporaloides, BR.
Así, la acción pasa a escribirse como:

SCSB [AR, Ai, λ] =
κ

4

∫
M

[ARFij + 2Ai∂jAR − 2 (1 + λ)Ai∂RAj ] ε̃
ijdRd2x. (1.2.1)

Al igual que en (1.1.7), este principio de acción de Chern-Simons en la frontera contiene la
información de todas las hipersuperficies temporaloides, cada una independiente de la otra (esto
debido a que se impuso la condición de restricción a la frontera y así no hay grados de libertad que
se propaguen a lo largo de las hipersuperficies que folian la región del espacio-tiempo M).

1.2.1. Ecuaciones de movimiento
Realizando la variación de la acción (1.2.1) e igualando a cero,

0 = δSCSB [AR, Ai, λ] =
κ

2

∫
M

[
∂i (ARδAj −AjδAR)−

1

2
∂R ((1 + λ) (AiδAj −AjδAi))

+(Fij)δAR − 2

(
∂iAR −

(
1 +

λ

2

)
∂RAi −

1

2
Ai∂Rλ

)
δAj − 2 (Ai∂RAj) δλ

]
ε̃ijdRd2x,

(1.2.2)

se obtienen las ecuaciones de movimiento:

δAR : ε̃ijFij = 0, (1.2.3)

δAj :− 2

(
∂iAR −

(
1 +

λ

2

)
∂RAi −

1

2
Ai∂Rλ

)
ε̃ij = 0, (1.2.4)

δλ :− 2Ai∂RAj ε̃
ij = 0, (1.2.5)

siempre y cuando el término de frontera,

δSCSB [AR, Ai, λ]
∣∣∣
on shell

=
κ

2

∫
M

[
∂i (ARδAj −AjδAR)−

1

2
∂R ((1 + λ) (AiδAj −AjδAi))

]
ε̃ijdRd2x,

(1.2.6)
se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas. Estas ecuaciones de movimiento describen
la dinámica en cada una de las hipersuperficies temporaloides, donde los grados de libertad no se

6Coordenadas adaptadas a la geometría de las hipersuperficies temporaloides que folian la región del espacio-
tiempo M
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propagan de una hipersuperficie a otra, debido a que se impuso la condición de restricción a la
frontera.

Usando nuevamente coordenadas adaptadas a la foliación, (t, R, x̄), el término de frontera,
(1.2.6), se puede escribir como:

δSCSB [AR, At, Ax̄, λ]
∣∣∣
on shell

=
κ

2

∫
M

[∂t (ARδAx̄ −Ax̄δAR)− ∂x̄ (ARδAt −AtδAR)

−∂R ((1 + λ) (AtδAx̄ −Ax̄δAt))] ε̃
tx̄dRdtdx̄.

(1.2.7)

Para que el principio de acción (1.2.1) sea diferenciable se requiere que el término de frontera
(1.2.7) se haga cero bajo ciertas condiciones de frontera apropiadas. Y para encontrar estas condi-
ciones, lo primero que uno puede hacer es resolver la condición de restricción a la frontera, (1.2.5).
Cuando se obtiene la solución a esta ecuación de restricción y se emplea en la expresión (1.2.7), el
último término se hace cero y así esta expresión se reduce a:

δSCSB [AR, At, Ax̄, λ]
∣∣∣
on shell

=
κ

2

∫
M

[∂t (ARδAx̄ −Ax̄δAR)− ∂x̄ (ARδAt −AtδAR)] ε̃
tx̄dRdtdx̄.

(1.2.8)
La solución a la condición (1.2.5) se puede ver como una condición de frontera. Observe que a

pesar de haber encontrado las soluciones a la condición de restricción a la frontera y emplearlas
en la expresión (1.2.7), el principio de acción todavía no es diferenciable, ya que el término de
frontera no se ha hecho cero por completo. Debido a esto, se deben buscar e imponer condiciones
de frontera adicionales que hagan cero los términos restantes, (1.2.8). En el artículo [2] se pueden
revisar de manera detallada varios tipos de condiciones de frontera adicionales para distintos tipos
de topología.

1.2.2. Dinámica en la frontera

Una vez que se revisan las posibles condiciones de frontera que son compatibles con el principio
de acción en la frontera, (1.2.1), se puede pasar a resolver y analizar las ecuaciones de movimiento,
(1.2.3), (1.2.4) y (1.2.5).

Siguiendo el procedimiento en [2], las soluciones a las ecuaciones de movimiento se van a clasifi-
car de acuerdo a las posibles soluciones de la condición de restricción a la frontera7. Cabe recordar
que esta condición asegura que una vez realizada la proyección de la acción en la familia de hi-
persuperficies temporaloides, los grados de libertad no se van a propagar de una hipersuperficie a
la siguiente. Además, cuando ya se elige una hipersupeficie temporaloide particular (que será la
frontera), la dinámica se restringe a esta.

En varias teorías, por razones físicas, puede estar claro qué condiciones de frontera imponer,
pero en otros casos esto no es tan fácil. La condición (1.2.5) asegura que no hay grados de li-
bertad propagándose de una hipersuperficie temporaloide a otra. Por lo cual, en ese sentido, es
una condición de frontera que restringe la dinámica a cada una de las hipersuperficies de manera
independiente.

Resolviendo la condición de restricción a la frontera,

−2Ai∂RAj ε̃
ij = 0, (1.2.9)

se tiene que la solución general es de la forma,

At − v(t, x̄)Ax̄ = 0, (1.2.10)

7Cada una de las soluciones a la condición de restricción a la frontera lleva a un conjunto particular de soluciones
en la frontera que pueden no estar de acuerdo con la física que describen.
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con v = v(t, x̄) una función arbitraria. En principio, también se tiene una solución trivial, At = 0,
la cual se usa comúnmente como una condición de norma en el bulto.

Si ahora se propone una solución para los campos dada por,

At = ∂tϕ y Ax̄ = ∂x̄ϕ, (1.2.11)

con ϕ una función definida en el espacio-tiempo tridimensional. Entonces, de (1.2.10) se obtiene la
siguiente ecuación para ϕ,

∂tϕ− v(t, x̄)∂x̄ϕ = 0, (1.2.12)

que corresponde a la ecuación de onda quiral bidimensional. Este resultado tiene bastante relevancia
física puesto que, como se verá más adelante en la descripción hamiltoniana, la teoría de Chern-
Simons en la frontera tiene 1 grado de libertad y tal grado en la descripción lagrangiana se puede
identificar como ϕ, que corresponde a un bosón quiral y cuya solución general está dada como,

ϕ = C(R)φ(x+ vt). (1.2.13)

Ahora bien, una vez que se tiene la solución de la condición de restricción a la frontera, (1.2.10),
esta se usa para resolver las demás ecuaciones de movimiento, (1.2.3) y (1.2.4), para así determinar
la dinámica de la teoría y el comportamiento de λ. Estos detalles se pueden revisar de manera
detallada en el artículo [2].

Cabe recalcar que en esta teoría de campos fue posible encontrar la solución de la condición de
restricción a la frontera y por ende, también la dinámica de la teoría en la formulación lagrangiana,
debido a la sencillez estructural que presenta Chern-Simons. Sin embargo, esto no siempre será
posible para cualquier otra teoría de campos, sobre todo si estas son más complicadas, como se
verá en los capítulos siguientes.

1.2.3. Análisis hamiltoniano: bulto vs frontera

En la subsección anterior se ha ido haciendo un análisis de la dinámica de la teoría en la
frontera de Chern-Simons únicamente empleando y resolviendo las ecuaciones de movimiento,
donde se incluye la condición de restricción a la frontera, que permitió determinar las condiciones
de frontera compatibles con esta acción, (1.2.1).

Ahora, en esta subsección se van a presentar los resultados principales que se obtuvieron en
[2] al haber realizado el análisis hamiltoniano de la teoría de Chern-Simons tanto en el interior
como en la frontera para así poderse comparar. El análisis hamiltoniano que se emplea (y que se
empleará de igual manera en los siguientes capítulos) es el algoritmo de Dirac-Bergmann8.

Entonces, los principios de acción que se analizaron en [2] por medio de este algoritmo son,

1. Chern-Simons en el bulto:

SCS [AR, Ai] =
κ

4

∫
M

[ARFij + 2Ai∂jAR − 2Ai∂RAj ] ε̃
ijdRd2x. (1.2.14)

2. Chern-Simons en la frontera:

SCSB [AR, Ai, λ] =
κ

4

∫
M

[ARFij + 2Ai∂jAR − 2(λ+ 1)Ai∂RAj ] ε̃
ijdRd2x. (1.2.15)

Y los resultados principales del algoritmo se presentan en la siguiente tabla:

8Ver [24, 25] para detalles específicos del algoritmo de Dirac-Bergmann.
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Bulto Frontera
Variables del espacio fase

At,Πt, AR,ΠR, Ax̄,Πx̄ At,Πt, AR,ΠR, Ax̄,Πx̄, λ,Πλ

Restricciones primarias

ϕt := Πt ≈ 0

ϕR := ΠR + αAx̄ ≈ 0

ϕx̄ := Πx̄ − αAR ≈ 0

ϕt := Πt ≈ 0

πR := ΠR + αAx̄ ≈ 0

πx̄ := Πx̄ − αAR

ϕλ := Πλ ≈ 0
Restricciones secundarias

ψ := −∂x̄AR + ∂RAx̄ ≈ 0

λx̄ := −∂x̄At

λR := −∂RAt

ψt := 2α∂x̄AR − 2α(1 + λ)∂RAx̄ ≈ 0

ψλ := α(At∂RAx̄ −Ax̄∂RAt) ≈ 0

λx̄ := ∂x̄At

λR := (1 + λ)∂RAt

Restricciones de primera clase
γ1 := Πt ≈ 0

γ2 := ∂RAR + ∂x̄Ax̄ + 2α(∂RAx̄ + ∂x̄AR) ≈ 0
No tiene

Restricciones de segunda clase

χ1 := ΠR + αAx̄ ≈ 0

χ2 := Πx̄ − αAR ≈ 0

χ1 := Πt ≈ 0

χ2 := ΠR + αAx̄ ≈ 0

χ3 := Πx̄ − αAR

χ4 := Πλ ≈ 0

χ5 := 2α∂x̄AR − 2α(1 + λ)∂RAx̄ ≈ 0

χ6 := α(At∂RAx̄ −Ax̄∂RAt) ≈ 0
Simetría de norma

A′
µ = Aµ + ∂µε No tiene

Grados de libertad locales
D.O.F. = 1

2 [6− 2(4)− 2] = 0 D.O.F. = 1
2 [8− 2(0)− 6] = 1

Tabla 1.1: Resultados principales obtenidos del análisis hamiltoniano de la teoría de Chern-Simons:
Bulto vs Frontera

Como puede observar, hay claras diferencias entre la teoría de Chern-Simons en el interior y
en la frontera. Comparando con el interior, en la frontera se tienen 2 variables dinámicas de más
(debido a la introducción de λ y su momento canónico asociado Πλ). De esta manera, al calcular
las restricciones primarias, se obtiene una de más y al calcular las secundarias, se obtiene también
una de más, esto en la frontera comparado con lo sucedido en el interior. Además, al separar las
restricciones entre de primera y segunda clase, note que la teoría en la frontera no es de norma,
como sí lo es la del interior, y además todas sus restricciones son de segunda clase.

Tomando en cuenta los resultados posteriores, se ve que la teoría en el interior va a presentar
simetrías de norma, mientras que la de la frontera no. Además, al realizar un conteo de los grados
de libertad, se obtiene que la teoría en la frontera no es una teoría topológica, sino que es dinámica
y presenta un grado de libertad local.

1.2.4. Acción reducida

Ahora bien, para caracterizar este grado de libertad en la frontera, dado que todas las restric-
ciones son de segunda clase, uno puede tratarlas como simples relaciones entre variables del espacio
fase e intentar despejar aquellas que van a ser dependientes de las demás. En este caso, al tener
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6 restricciones se segunda clase, se tendrían que despejar 6 variables del espacio fase que serán
dependientes de las otras 2 restantes. Una vez despejadas tales variables, si uno las emplea en la
acción extendida, esta se va reducir y por tanto, se define la acción reducida SE−R como,

SE−R[Ax̄,Πx̄] =

∫
M

[Πx̄(∂tAx̄ − ∂x̄(v(t, x̄)Ax̄))−Ax̄(∂tΠx̄ − v(t, x̄)∂x̄Πx̄)] dx̄dRdt, (1.2.16)

cuyas ecuaciones de movimiento, que se obtienen al variar la acción e igualarla a cero, son,

∂tAx̄ − ∂x̄[v(t, x̄)Ax̄] = 0, (1.2.17)
∂tΠx̄ − v(t, x̄)∂x̄Πx̄, (1.2.18)

o de forma equivalente,

∂tAx̄ − ∂x̄[v(t, x̄)Ax̄] = 0, (1.2.19)
∂tAR − v(t, x̄)∂x̄AR = 0. (1.2.20)

A partir de estas ecuaciones, que codifican la dinámica general de la teoría en la frontera, se
sabe por ecuaciones diferenciales que dado un conjunto de condiciones iniciales o de frontera, las
soluciones a las ecuaciones de movimiento serán únicas. Un tipo de condición de frontera es,

Ax̄|t1,x̄1 = wAR|t1,x̄1 , con w = const., (1.2.21)

de manera que, de la ecuación (1.2.19) y por el teorema de unicidad y existencia, entonces se tendrá
una sola ecuación de movimiento que satisface las condiciones de frontera (o iniciales),

∂tAx̄ − v(t, x̄)∂x̄Ax̄ = 0, (1.2.22)

con v = const. Esta es la ecuación para el bosón quiral. Por lo tanto, se observa que de la acción ex-
tendida se pudo caracterizar de manera sencilla el grado de libertad obtenido, Ax̄, que corresponde
a un bosón quiral9.

Nótese que una vez construido el principio de acción en la frontera, este se puede analizar con
el formalismo que más sea de su agrado. En particular, lo que se quiere hacer notar en esta sección,
es que gracias a que se ha podido construir la teoría en la frontera, uno puede obtener toda la
información relevante correspondiente a esta teoría de manera directa, como: las condiciones de
frontera apropiadas que son compatibles con el principio de acción, sin necesidad de imponerlas
a priori, obtener y resolver las ecuaciones de movimiento en la frontera; en el formalismo hamil-
toniano, obtener todas las restricciones que presenta la teoría, realizar el conteo de los grados de
libertad y además, poder caracterizar estos grados de libertad, sin necesidad de hacer suposiciones
antes de.

Entonces, una vez que ya se conocen los conceptos e ideas más importantes del método propuesto
en [2], en los capítulos siguientes se empleará este método para construir y analizar las teorías en
la frontera de: la electrodinámica, Pontryagin y el acoplamiento de las dos anteriores.

9Para más detalles sobre esta idea consultar [2]
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Capítulo 2

Electrodinámica sin fuentes en la
frontera

En este capítulo se construirá y analizará la correspondiente teoría en la frontera de la elec-
trodinámica sin fuentes, no hay cargas ni corrientes, empleando el método propuesto en [2]. Cabe
recordar que, la electrodinámica sin fuentes en el interior presenta 2 grados de libertad, los dos
estados de polarización del fotón, y simetrías de norma.

Una de las razones por la cual se realiza este análisis en la frontera para la electrodinámica sin
fuentes es para indagar si su dinámica en la frontera es diferente a la del interior debido, solamente,
al hecho de restringir la interacción entre los campos electromagnéticos en el vacío a la frontera.

Por otra parte, nótese que en [2] se construyó la teoría en la frontera de una teoría que es
topológica1 en el interior y lo que se encontró fue que su correspondiente teoría en la frontera es
dinámica, tiene un grado de libertad, y además no tiene simetrías de norma. Esto sucedió para una
teoría topológica, así que ahora la pregunta es si estos cambios en la frontera también sucederán
para teorías que en el interior son dinámicas, siendo la electrodinámica sin fuentes una de estas,
que además tiene mucho contenido físico.

Tomando en cuenta lo anterior, además de la construcción de la correspondiente teoría en la
frontera de la electrodinámica sin fuentes, los objetivos de este capítulo son determinar por completo
la dinámica de la teoría en la frontera, es decir: obtener e interpretar ecuaciones de movimiento,
condiciones de frontera, restricciones, simetrías, número y caracterización de grados de libertad;
para después comparar estos resultados obtenidos en la frontera con los que uno obtiene en el
interior, destacando las principales diferencias y similitudes que hay entre ambas. Cabe destacar
que, los resultados que se presentan a continuación son originales.

2.1. Elección del principio de acción

El principio de acción de la electrodinámica sin fuentes en un espacio-tiempo de 4 dimensiones
con fronteras está definido como,

SED[Aµ] = −κ
4

∫
M
FµνF

µν
√
|g|d4x, (2.1.1)

donde Fµν = ∂µAν−∂νAµ es la curvatura de la conexión Aµ, siendo estas las variables dinámicas2,

1Una teoría topológica es aquella que no tiene grados de libertad locales. En [2] la teoría topológica con la que
se trabajó fue la teoría de Chern-Simons, que además tiene simetrías de norma.

2En esta teoría, las conexiones Aµ corresponden al cuadripotencial, esto es, Aµ = (−Φ,A), con Φ el potencial
escalar eléctrico y A el potencial vectorial magnético.
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con µ, ν = 0, 1, 2, 3 índices espacio-temporales3. M es una región del espacio-tiempo de 4D4, κ es
una constante de acoplamiento, d4x := dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 y g es el determinante de la métrica
empleada. En este capítulo y en los siguientes se va a trabajar en un espacio-tiempo plano, por lo
que la métrica empleada será la de Minkowski, (gµν) = diag(−1, 1, 1, 1) (en la base de coordenadas
(t, x, y, z)), así

√
|g|=1.

Cabe recordar que, a este principio de acción se le va a pedir que sea diferenciable, es decir,
que se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.2. Elección del tipo de frontera

Como ya se comentó en el capítulo 1, se va a elegir una frontera del tipo temporaloide, es decir,
la región M del espacio-tiempo se va a foliar mediante una familia de hipersuperficies temporaloides
(donde alguna de estas será la frontera). El motivo de esta elección es que más adelante, al tener
una dirección temporal en estas hipersuperficies, uno podrá estudiar la dinámica de la teoría en la
frontera, aplicando un análisis Lagrangiano o Hamiltoniano.

2.3. Proyección del principio de acción

Una vez elegido el principio de acción y el tipo de frontera, lo que sigue es proyectar el principio
de acción, (2.1.1), en una familia de hipersuperficies temporaloides que folien la región del espacio-
tiempo M (donde una de ellas será la frontera). Para esto, se emplea el operador de proyección
que se presentó en el capítulo anterior, Pµ

ν := δµν − σnνn
µ (1.1.2), donde σ = 1 ya que n = R será

espacialoide, es decir:

Pµ
ν := δµν −RνR

µ, (2.3.1)

con R = Rµ∂µ el vector espacioaloide normal a la familia de hipersuperficies temporaloides que
folian la región M del espacio-tiempo y Rµ sus correspondientes componentes.

Entonces, el cálculo de la proyección del principio de acción (2.1.1) está dado como sigue:

FµνFµν : = Pα
µ P

β
ν FαβP

µ
ρ P

ν
τ F

ρτ

= Pα
µ P

µ
ρ P

β
ν P

ν
τ FαβF

ρτ

= Pα
ρ P

β
τ FαβF

ρτ

=
(
δαρ −RρR

α
) (
δβτ −RτR

β
)
FαβF

ρτ

=
(
δαρ δ

β
τ − δαρRτR

β − δβτRρR
α +RρR

αRτR
β
)
FαβF

ρτ

= FαβF
αβ − FαβR

βFατRτ −RαFαβRρF
ρβ +RαRβRρRτFαβF

ρτ

= FαβF
αβ − 2FαβR

βFατRτ

(2.3.2)

⇒ FαβF
αβ = FµνFµν + 2FαβR

βFατRτ . (2.3.3)

En estos cálculos se han usado propiedades del operador de proyección, Pα
µ P

µ
ρ = Pα

ρ , y el hecho de
que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico es igual a cero. Además, el término
Fµν se define como la parte de Fµν que es completamente tangente a la familia de hipersuperficies.
Si ahora se usa la relación, FνρR

ρ = ∂ν (R
ρAρ)−£RAν , se tiene,

3En este capítulo y los siguientes se usarán las letras griegas minúsculas para los índices espacio-temporales en
4 dimensiones.

4Región del espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método propuesto en [2].
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⇒ FαβF
αβ = FµνFµν + 2 (∂α (RρAρ)−£RAα) (∂

α (RτAτ )−£RAα)

= FµνFµν + 2∂α (RρAρ) ∂
α (RτAτ )− 2∂α (RρAρ)£RAα − 2 (∂α (RτAτ )−£RAα)£RAα

= FµνFµν + 2∂α (RρAρ) ∂
α (RτAτ )− 2 (2∂α (RρAρ)−£RAα)£RAα.

(2.3.4)
Empleando este último resultado en la ecuación (2.1.1), entonces el principio de acción de la
electrodinámica5 proyectado está dado como,

SED[Aµ] = −κ
4

∫
M

[FµνFµν + 2∂α (RρAρ) ∂
α (RτAτ )− 2 (2∂α (RρAρ)−£RA

α)£RAα] d
4x.

(2.3.5)
Este sigue siendo un principio de acción en el bulto, pero que ya sabe sobre la foliación de la región
del espacio-tiempo M mediante una familia de hipersuperficies temporaloides.

2.4. Construcción del principio de acción en la frontera

Ahora que se tiene el principio de acción de la electrodinámica proyectado, (2.3.5), nótese que
el término que tiene la derivada de Lie, −2 (2∂α (RρAρ)−£RA

α)£RAα, contiene la información
de cómo se propagan los grados de libertad a lo largo de R y como se comentó anteriormente,
para restringir que estos grados de libertad no se propaguen de una hipersuperficie temporaloide
a la siguiente, es necesario imponer ese término como una restricción de la teoría e introducirlo al
principio de acción (2.3.5) por medio del método de los multiplicadores de Lagrange. La razón de
este paso, como se discutió en el capítulo 1, se debe a que cuando se vaya a estudiar la dinámica de
la teoría en la frontera (una hipersuperficie particular elegida de la foliación), lo que se desea es que
esta dinámica permanezca en la frontera elegida, es decir, que las conexiones Aµ no se propaguen
de una frontera a otra de un momento a otro, por lo cual es necesario introducir una restricción
que corresponda al término que contiene esta información.

De esta manera, se define el principio de acción de la electrodinámica en la familia de fronteras
(hipersuperficies) temporaloides como,

SED−B [Aµ,Υ] = −
κ

4

∫
M

[FµνFµν + 2∂α (RρAρ) ∂
α (RτAτ )− 2(1 + Υ) (2∂α (RρAρ)−£RAα)£RAα] d

4x,

(2.4.1)

siendo Υ el multiplicador de Lagrange y una variable dinámica, que permite introducir la restricción
−2 (2∂α (RρAρ)−£RA

α)£RAα = 0 a la acción, que debe cumplirse para cada frontera (hipersu-
perficie) temporaloide. En este caso, esta restricción corresponde a la condición de restricción a la
frontera:

−2 (2∂α (RρAρ)−£RA
α)£RAα = 0. (2.4.2)

El principio de acción (2.4.1) sigue siendo uno en el interior, por ello se está considerando a
M como región de integración. Pero, a diferencia de (2.1.1), este principio de acción, (2.4.1), ya
contiene la información de la familia de hipersuperficie temporaloides, que folian M, y donde la
dinámica en cada una será independiente de las demás.

5En lo que sigue de la tesis ya solo se escribirá “electrodinámica” para referirse a la electrodinámica sin fuentes,
esto es, se omitirá el término “sin fuentes”, a menos que se requiera para evitar ambiguedad.
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2.5. Análisis lagrangiano

Teniendo el principio de acción en la frontera, el último paso es realizar el análisis de la dinámi-
ca de esta teoría. Para ello, lo primero que se hará es usar coordenadas adaptadas a la foliación6,
de manera que, ∂RAi = £RAi y AR := AρR

ρ, donde los índices latinos7, i = 0, 1, 2, etique-
tan coordenadas espacio-temporales arbitrarias en cada una de las hipersuperficies temporaloides.
Además, como Fµν es un término completamente tangente a la familia de hipersuperficies, entonces
al usar coordenadas adaptadas este término se puede redefinir como Fµν := Fij , pues los índices
i, j etiquetan coordenadas en las hipersuperficies. De esta manera, el principio de acción de la
electrodinámica en la frontera, (2.4.1), pasa a ser:

SEDB [AR, Ai,Υ] = −κ

4

∫
M

[
FijF

ij + 2∂iAR∂
iAR − 2(1 + Υ)

(
2∂iAR − ∂RA

i
)
∂RAi

]
dRd3x, (2.5.1)

siendo dRd3x := dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dR y con esta acción se va a trabajar a continuación.

2.5.1. Ecuaciones de movimiento

Partiendo de la variación de la acción (2.5.1) e igualando a cero,

0 = δSEDB = −κ
4
δ

∫
M

[
FijF

ij + 2∂iAR∂
iAR − 2(1 + Υ)

(
2∂iAR − ∂RA

i
)
∂RAi

]√
|γ|dRd3x

= −κ
4

∫
M

[
4F ij∂iδAj + 4∂iAR∂iδAR − 2

(
2∂iAR − ∂RA

i
)
∂RAiδΥ

− 4(1 + Υ)∂RA
i∂iδAR + 2(1 + Υ)∂RA

i∂RδAi

−2(1 + Υ)
(
2∂iAR − ∂RA

i
)
∂RδAi

]
dRd3x

(2.5.2)

6Usar coordenadas adaptadas a la foliación quiere decir que, se está eligiendo trabajar en un sistema de referencia
con base coordenada (x0, x1, x2, R) donde ahora uno de los ejes espaciales tiene la misma dirección que la del vector
normal a las hipersuperficies temporaloies, R.

7En este capítulo y los siguientes, los índices latinos, con letras minúsculas de la i a la q, van a etiquetar
coordenadas arbitrarias en un espacio-tiempo de 3 dimensiones.

14



Electrodinámica sin fuentes en la frontera
2.5 Análisis lagrangiano

⇒ 0 = δSEDB = −κ
4

∫
M

[
−4∂iF

ijδAj + ∂i
(
4F ijδAj

)
− 4∂i∂

iARδAR + ∂i
(
4∂iARδAR

)
− 2

(
2∂iAR − ∂RA

i
)
∂RAiδΥ+ 4∂i

(
(1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

− ∂i
(
4(1 + Υ)∂RA

iδAR

)
+ 4∂R

(
(1 + Υ)

(
∂iAR − ∂RA

i
))
δAi

−∂R
(
4(1 + Υ)

(
∂iAR − ∂RA

i
)
δAi

)]
dRd3x,

= −κ
4

∫
M

[
−4∂iF

ijδAj + 4∂R
(
(1 + Υ)

(
∂jAR − ∂RA

j
))
δAj

− 4∂i∂
iARδAR + 4∂i

(
(1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

− 2
(
2∂iAR − ∂RA

i
)
∂RAiδΥ

+ ∂i
(
4F ijδAj

)
+ ∂i

(
4∂iARδAR

)
− ∂i

(
4(1 + Υ)∂RA

iδAR

)
−∂R

(
4(1 + Υ)

(
∂iAR − ∂RA

i
)
δAi

)]
dRd3x,

= κ

∫
M

[(
∂iF

ij − ∂R
(
(1 + Υ)

(
∂jAR − ∂RA

j
)))

δAj

+ ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

+

(
∂iAR − 1

2
∂RA

i

)
∂RAiδΥ

+ ∂i
(
−F ijδAj −

(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

)
+∂R

(
(1 + Υ)

(
∂iAR − ∂RA

i
)
δAi

)]
dRd3x,

(2.5.3)
se obtienen las ecuaciones de movimiento,

δAR : ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
= 0, (2.5.4)

δAj : ∂iF
ij − ∂R

(
(1 + Υ)

(
∂jAR − ∂RA

j
))

= 0, (2.5.5)

δΥ :

(
∂iAR − 1

2
∂RA

i

)
∂RAi = 0, (2.5.6)

siempre y cuando el término de frontera,

δSEDB |boundary term = κ

∫
M

[
∂i
(
−F ijδAj −

(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

)
+∂R

(
(1 + Υ)

(
∂iAR − ∂RA

i
)
δAi

)]
dRd3x,

(2.5.7)

se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.
Teniendo las ecuaciones de movimiento, se procede a reescribirlas en términos de los campos

eléctrico y magnético, para lo cual, será necesario recordar lo siguiente,

E ī = F 0ī, F īj̄ = εīj̄k̄Bk̄ y A0 = Φ, (2.5.8)

donde los índices latinos con una barra encima se usan para etiquetar coordenadas espaciales en 3
dimensiones, esto es, ī = R, 1, 2.

Entonces, de la ecuación (2.5.4),
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0 = ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)

= ∂0
(
∂0AR − (1 + Υ)∂RA

0
)
+ ∂b

(
∂bAR − (1 + Υ)∂RA

b
)

= ∂0
(
F 0R −Υ∂RΦ

)
+ ∂b

(
F bR −Υ∂RA

b
)

= ∂0
(
ER −Υ∂RΦ

)
+ ∂b

(
εbRaBa −Υ∂RA

b
)

= ĖR − ∂0 (Υ∂RΦ)− εRba∂bBa − ∂b
(
Υ∂RA

b
)

= ĖR − ∂0 (Υ∂RΦ)− (∇×B)R − ∂b
(
Υ∂RA

b
)

⇒ ĖR = (∇×B)R + ∂0 (Υ∂RΦ) + ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

(2.5.9)

se tiene una ecuación de movimiento para la componente ER del campo eléctrico, que es similar a
la ley de Ampere-Maxwell más términos extra.

De la ecuación (2.5.5), para j = 0,

0 = ∂iF
i0 − ∂R

(
(1 + Υ)

(
∂0AR − ∂RA

0
))

= ∂bF
b0 − ∂R

(
(1 + Υ)F 0R

)
= −∂bEb − ∂R

(
(1 + Υ)ER

)
= −∂bEb − ∂RE

R − ∂R
(
ΥER

)
= −∇ ·E− ∂R

(
ΥER

)
⇒ ∇ ·E = −∂R

(
ΥER

)
,

(2.5.10)

se tiene una ecuación de movimiento para el campo eléctrico, que es similar a la ley de Gauss más
términos extra.

De la ecuación (2.5.5), para j = b,

0 = ∂iF
ib − ∂R

(
(1 + Υ)

(
∂bAR − ∂RA

b
))

= ∂0F
0b + ∂aF

ab − ∂R
(
(1 + Υ)F bR

)
= ∂0E

b + ∂a
(
εabRBR

)
− ∂R

(
(1 + Υ)εbRaBa

)
= Ėb − εbaR∂aBR − εbRa∂RBa − ∂R

(
ΥεbRaBa

)
= Ėb − εbaj̄∂aBj̄ − εbRj̄∂RBj̄ − ∂R

(
ΥεbRaBa

)
= Ėb − εb̄ij̄∂ īBj̄ − ∂R

(
ΥεbRaBa

)
= Ėb − (∇×B)b − ∂R

(
ΥεbRaBa

)
⇒ Ėb = (∇×B)b + ∂R

(
ΥεbRaBa

)
,

(2.5.11)

se tienen dos ecuaciones de movimiento para las componentes Eb del campo eléctrico, que son
similares a la ley de Ampere-Maxwell más términos extra.

Cabe notar que, las ecuaciones de movimiento para el campo magnético se pueden obtener
directamente de las identidades de Bianchi,

εµναβ∂νFαβ = 0, (2.5.12)

llegando a ser iguales a la ley de Gauss magnética,

∇ ·B = 0, para µ = 0;

y a la ley de Faraday-Lenz,

∇×E = −Ḃ, para µ = ī = R, 1, 2;
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como sucede con la electrodinámica en el interior.
Finalmente, la ecuación (2.5.6), que corresponde a la condición de restricción a la frontera, se

verá como,

0 =

(
∂iAR − 1

2
∂RA

i

)
∂RAi

=

(
∂0AR − 1

2
∂RA

0

)
∂RA0 +

(
∂bAR − 1

2
∂RA

b

)
∂RAb

=

(
∂0AR − ∂RA

0 +
1

2
∂RA

0

)
∂RA0 +

(
∂bAR − ∂RA

b +
1

2
∂RA

b

)
∂RAb

=

(
F 0R +

1

2
∂RA

0

)
∂RA0 +

(
F bR +

1

2
∂RA

b

)
∂RAb

=

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
∂R(−Φ) +

(
εbRaBa +

1

2
∂RA

b

)
∂RAb

⇒ 0 =

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
∂RΦ+

(
εRbaBa −

1

2
∂RA

b

)
∂RAb.

(2.5.13)

Por tanto, el conjunto de ecuaciones de movimiento reescrito en términos de E y B es el siguiente:

(∇×B)R = ĖR − ∂0 (Υ∂RΦ)− ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

(∇×B)b = Ėb − ∂R
(
ΥεbRaBa

)
,

∇ ·E = −∂R
(
ΥER

)
,

0 =

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
∂RΦ+

(
εRbaBa −

1

2
∂RA

b

)
∂RAb.

(2.5.14)

Nótese que si uno define las siguientes cantidades,

JR := −∂0 (Υ∂RΦ)− ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

Jb := −∂R
(
ΥεbRaBa

)
,

ρ := −∂R
(
ΥER

)
,

(2.5.15)

donde las JR y Jb se podrían interpretar como las componentes de una densidad de corriente
J, mientras que ρ se podría interpretar como una densidad de carga; entonces las ecuaciones de
movimiento anteriores pasan a ser,

(∇×B)R = ĖR + JR,

(∇×B)b = Ėb + Jb,

∇ ·E = ρ,

0 =

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
∂RΦ+

(
εRbaBa −

1

2
∂RA

b

)
∂RAb,

(2.5.16)

que junto con,

∇×E = −Ḃ,

∇ ·B = 0,
(2.5.17)

se llega a que el conjunto de ecuaciones de movimiento (2.5.16) y (2.5.17) es similar al conjunto de
ecuaciones de Maxwell con fuentes, pero acompañadas de la condición de restricción a la frontera.
Cabe mencionar que se partió de la electrodinámica sin fuentes, en el interior, y lo que se está
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obteniendo en la frontera es una teoría similar a la electrodinámica con fuentes más la condición
de restricción a la frontera.

Ahora bien, los términos que corresponderían a las fuentes, JR, Jb y ρ, no son cualesquiera, sino
que dependen funcionalmente de los campos E y B, de forma directa e indirecta (por medio de los
potenciales Φ y A), pero también tienen dependencia de Υ, siendo esta una variable auxiliar que
se empleo para introducir la condición de restricción a la frontera. Entonces, de lo ya comentado
se puede inferir que los términos de fuente son inducidos por los campos eléctrico y magnético que
están siendo restringidos a la frontera.

En otras palabras, se tiene el siguiente razonamiento: a pesar de que se partió de la electrodiná-
mica sin fuentes (en el interior), al introducir la condición de restricción a la frontera para construir
la teoría en la frontera, esta condición lo que hizo fue restringir la dinámica de los campos eléctrico
y magnético a la frontera, lo cual modificó el comportamiento de los campos de tal modo que
estos indujeron una densidad de corriente J y una densidad de carga ρ, como si los propios E y
B actuaran como fuentes. Es por ello que los términos de fuente, (2.5.15), son dependientes de E,
B e Υ, esto es, son consecuencia de haber restringido a los campos a moverse en la frontera, de
hecho, si tal restricción no existiera, teniendo que ser Υ = 0, uno recupera de (2.5.16) y (2.5.17)
nuevamente 4 ecuaciones, que serían las ecuaciones de Maxwell sin fuentes.

2.5.2. Condiciones asintóticamente planas

Una vez que se tienen las ecuaciones de movimiento, nótese que una de ellas, (2.5.6), corresponde
a la condición de restricción a la frontera. Si esta ecuación se resuelve de manera general, lo que se
puede obtener es una gran parte de las condiciones de frontera que hacen bien definido el principio
de acción (2.5.1). Sin embargo, en estos momentos el propósito no es encontrar su solución general,
sino revisar alguna solución particular con relevancia física.

A partir del estudio de los campos eléctricos y magnéticos en la naturaleza, se sabe que uno de
los comportamientos que pueden tener las conexiones Aµ es de la forma:

Aµ(t, r, θ, φ) = A(0)
µ (t, θ, φ) +

1

r
A(1)

µ (t, θ, φ) +
1

r2
A(2)

µ (t, θ, φ) +O(r−3), (2.5.18)

donde se están usando coordenadas hiperesféricas. Cuando se toma el ĺımr→∞ se dice que los
campos decaen asintóticamente.

Ahora bien, en el artículo [5] se analiza la región asintóticamente plana del electromagnetismo,
(2.5.18) con ĺımr→∞, con el objetivo de mostrar que hay presencia de simetrías (asintóticas) en
esta región, las cuales van a ser compatibles con las cargas de Poincaré. Para esto, se proponen
unas condiciones de frontera apropiadas, las cuales se verifican que sean invariantes bajo el grupo
U(1) y el grupo de Poincaré, conservando así las simetrías del electromagnetismo. Sin embargo,
para que se cumpla parte de lo anterior se debe agregar un grado de libertad superficial, el cual
contribuirá a la estructura simpléctica.

Tomando en cuenta que la forma asintóticamente plana que se propone en [5] contiene relevan-
cia física, como la conservación de las simetrías del electromagnetismo; y que además esta región
asintótica, ĺımr→∞, se puede considerar como una frontera. Lo que se pretende realizar a conti-
nuación es verificar que, bajo las condiciones asintóticas que ellos proponen, el principio de acción
(2.5.1) está bien definido, es decir, que hacen cero el término de frontera (2.5.7).

Cabe mencionar que, en [5] se hace un análisis de la región asintótica del electromagnetismo
en la formulación hamiltoniana, pero como en esta sección se está trabajando en la formulación
lagrangiana (solo las conexiones Aµ), entonces únicamente se hará uso de la propuesta que se da
en [5] para las conexiones, dada por,
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At(t, r, θ, φ) = A
(0)
t (t, θ, φ) +

1

r
A

(1)
t (t, θ, φ) +O(r−2), (2.5.19)

AR(t, r, θ, φ) =
1

r
A

(1)
R (t, θ, φ) +

1

r2
A

(2)
R (t, θ, φ) +O(r−3), (2.5.20)

AΩ(t, r, θ, φ) = A
(0)
Ω (t, θ, φ) +

1

r
A

(1)
Ω (t, θ, φ) +O(r−2), (2.5.21)

siendo Ω = θ, φ un índice espacial y xΩ = θ, φ las coordenadas espaciales en la 2-esfera. Por
simplicidad, se dejará de colocar la dependencia que tienen las A(I)

µ con I = 0, 1, 2, ....
Por otra parte, en [5] también se proponen las siguientes condiciones de paridad,

A
(1)
R (−xΩ) = −A(1)

R (xΩ), (2.5.22)

A
(0)
Ω (−xΩ) = −A(0)

Ω (xΩ), (2.5.23)

mientras que a los demás coeficientes no se les asigna condición de paridad alguna.
Un primer paso es verificar que las condiciones para los campos, (2.5.19), (2.5.20) y (2.5.21)

en el ĺımr→∞, satisfacen la condición de restricción a la frontera, (2.5.6), lo que aseguraría que los
grados de libertad no se propagan. Sustituyendo y realizando el álgebra correspondiente se llega a
lo siguiente, (

∂iAR − 1

2
∂RA

i

)
∂RAi = − 1

r3
A

(1)
j ∂jA

(1)
R +O(r−4), (2.5.24)

que será cero cuando cuando se tome el ĺımr→∞. Entonces esta propuesta cumple con la condición
de restricción a la frontera.

Antes de ver si las ecuaciones (2.5.19), (2.5.20) y (2.5.21) hacen cero el término de frontera que
se obtuvo bajo la variación de la acción, (2.5.7), nótese lo siguiente. En este trabajo de tesis, para
construir la teoría en la frontera de la electrodinámica se necesitó introducir una variable dinámica
extra, Υ, para incluir la condición de restricción a la frontera, (2.4.2). En [5] esta variable dinámica
no se contempla ya que el análisis realizado es completamente diferente al que se hace aquí, bajo
tales consideraciones, hasta ahorita Υ no tiene ningún comportamiento asintótico. Sin embargo,
en vista de que todos los campos tendrán ese comportamiento, no está de más suponer que esta
variable dinámica sigue el mismo modelo, esto es, se puede suponer que,

Υ(t, r, θ, φ) = Υ(0)(t, θ, φ) +
1

r
Υ(1)(t, θ, φ) +O(r−2). (2.5.25)

Tomando en cuenta lo anterior, se procede con el cálculo de interés. Partiendo de (2.5.7), al
descomponer la parte temporal y espacial se llega a,

δSEDB |BT = κ

∫
M

[
−∂t

(
F tθδAθ + F tφδAφ +

(
∂tAR − (1 + Υ)∂RA

t
)
δAR

)
− ∂θ

(
F θtδAt + F θφδAφ +

(
∂θAR − (1 + Υ)∂RA

θ
)
δAR

)
− ∂φ

(
FφtδAt + FφθδAθ + (∂φAR − (1 + Υ)∂RA

φ) δAR

)
+ ∂R

(
(1 + Υ)

(
(∂tAR − ∂RA

t)δAt + (∂θAR − ∂RA
θ)δAθ

+(∂φAR − ∂RA
φ)δAφ))] dRdtr

2 sen θdθdφ.

(2.5.26)

Imponiendo las condiciones de frontera,

δAR|t1 = 0 = δAR|t2 ; δAθ|t1 = 0 = δAθ|t2 ; δAφ|t1 = 0 = δAφ|t2 ; (2.5.27)
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el primer término de la expresión anterior se hace cero y δSEDB |BT se reduce a,

δSEDB |BT = −κ
∫
M

[
∂θ
(
F θtδAt + F θφδAφ +

(
∂θAR − (1 + Υ)∂RA

θ
)
δAR

)
+ ∂φ

(
FφtδAt + FφθδAθ + (∂φAR − (1 + Υ)∂RA

φ) δAR

)
− ∂R

(
(1 + Υ)

(
(∂tAR − ∂RA

t)δAt + (∂θAR − ∂RA
θ)δAθ

+(∂φAR − ∂RA
φ)δAφ))] dRdtr

2 sen θdθdφ.

(2.5.28)

Ahora bien, al sustituir las expresiones (2.5.19), (2.5.20), (2.5.21) y (2.5.25) en (2.5.28) y sim-
plificar, quedarán algunos términos que estarán acompañados de r2, r1, r0 y 1

r , por lo que no se
harán cero cuando se tome el ĺımr→∞, el último caso debido a la integración en r, quedando ln(r).
En consecuencia, habrá que buscar una forma en que se hagan cero tales términos y para esto se
emplean las condiciones de paridad. En otras palabras, lo que se desea es hallar las condiciones de
paridad, en θ y φ, para las variables A(I)

µ y Υ(I) que acompañan a los términos restantes que no se
hacen cuando cero cuando se toma el ĺımr→∞, de tal manera que se sus integrales correspondientes
sean las que se hagan cero, tomando en cuenta que los límites de integración en las coordenadas
angulares son simétricos, θ ∈ [−π

2 ,
π
2 ] y φ ∈ [−π, π].

En principio, en el artículo [5] ya se proporcionan algunas condiciones de paridad, (2.5.22) y
(2.5.21), sin embargo, una vez que se ha sustituido la forma asintótica de las variables dinámicas
en el término de frontera, (2.5.28), y se ha simplificado, uno llega a que esas condiciones propuestas
no son suficientes, ya que no todas las expresiones resultantes se hacen cero, esto es, se requiere
proponer algunas extras. Además, hay un solo término que no se hace cero bajo las condiciones de
paridad que se proponen en tal artículo,

κ

∫
M
∂R

(
1 + Υ(0)

r
∂θA

(1)
R δA

(0)
θ

)
dRdtr2 sen θdθdφ, (2.5.29)

por lo que, para que este término en particular se haga cero, lo que en este trabajo de tesis se
propone es que simplemente A(0)

θ sea un escalar, así δA(0)
θ será igual a cero y no se tendrá que

lidiar con modificar su paridad.
Por otra parte, las condiciones de paridad que deben tener los demás términos A(I)

µ y Υ(I), que
acompañan a los r2, r1, r0 y 1

r , para que hagan bien definido el principio de accion (2.5.1), es decir
para que hagan cero el término de frontera (2.5.28), son las siguientes:

A
(1)
R − impar en θ e impar en φ | A

(0)
t − impar en θ y par en φ

A
(2)
R − impar en θ y par en φ | A

(1)
t − ′′

Υ(0) − par en θ y par en φ | A
(2)
t − ′′

Υ(1) − impar en θ y par en φ | A
(3)
t − ′′

A
(0)
θ − Escalar | Antes : impar en θ y φ | A(0)

φ − impar en θ e impar en φ

A
(1)
θ − par en θ y par en φ | A(1)

φ − ′′

A
(2)
θ − cualquiera de los dos casos anteriores | A(2)

φ − ′′

A
(3)
θ − cualquiera de los dos casos anteriores | A(3)

φ − ′′

(2.5.30)
Donde ya se están considerando las condiciones de paridad propuestas en [5] y la corrección nece-
saria para A(0)

θ . Así, las condiciones de frontera, (2.5.21), (2.5.27) y (2.5.30), hacen bien definido
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el principio de acción de la electrodinámica en la frontera, (2.5.1), siendo la frontera la región
asintótica, ĺımr→∞, que también se conoce como el infinito espacial.

2.6. Análisis hamiltoniano

En esta sección se va a realizar un análisis hamiltoniano del principio de acción (2.5.1), esto
es, se aplicará el algoritmo de Dirac-Bergmann8 al principio de acción de la electrodinámica en
la frontera. Pero para esto, será necesario proyectar nuevamente el principio de acción, (2.5.1),
solo que ahora será en una familia de superficies espacialoides, siendo el vector normal a estas
temporaloide. Por lo cual, el operador de proyección empleado en este caso estará dado como,

P j
i = δji + TiT

j , (2.6.1)

con T = T i∂i el vector temporaloide normal a la familia de superficies espacialoides y T i sus
correspondientes componentes. Note que en P i

j , (1.1.2), σ = −1 pues para esta proyección n = T
es temporaloide.

Debido a que el principio de acción (2.5.1) consta de 3 términos, entonces se va a calcular la
proyección de cada término por separado como sigue:

1.
FijF ij : = P k

i P
l
jFklP

i
mP

j
nF

mn

= P k
i P

i
mP

l
jP

j
nFklF

mn

= P k
mP

l
nFklF

mn

=
(
δkm + TmT

k
) (
δln + TnT

l
)
FklF

mn

=
(
δkmδ

l
n + δkmTnT

l + δlnTmT
k + TmT

kTnT
l
)
FklF

mn

= FklF
kl + FklT

lF knTn + T kFklTmF
ml + T kT lTmTnFklF

mn

= FklF
kl + 2FklT

lF knTn

⇒ FklF
kl = FijF ij − 2FklT

lF knTn.

En estos cálculos se han usado propiedades del operador de proyección, P k
i P

i
m = P k

m, y
el hecho de que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico es igual a cero.
Además, el término Fij se define como la parte de Fij que es completamente tangente a la
familia de superficies. Si ahora se usa la relación, FjmT

m = ∂j (T
mAm)−£TAj , se tiene,

⇒ FklF
kl = FijF ij − 2 (∂k (T

mAm)−£TAk)
(
∂k (TnAn)−£TA

k
)
. (2.6.2)

2.
2∂̄iAR∂̄

iAR : = 2P k
i ∂kARP

i
l ∂

lAR

= 2P k
i P

i
l ∂kAR∂

lAR

= 2P k
l ∂kAR∂

lAR

= 2
(
δkl + TlT

k
)
∂kAR∂

lAR

= 2∂kAR∂
kAR + 2T k∂kARTl∂

lAR

⇒ 2∂kAR∂
kAR = 2∂̄iAR∂̄

iAR − 2T k∂kARTl∂
lAR.

(2.6.3)

8Consultar [24, 25] para información más detallada sobre el algoritmo de Dirac-Bergmann.
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3.

−2(1 + Υ)
(
2∂̄iAR − ∂RĀ

i
)
∂RĀi : = −2(1 + Υ)

(
2P i

l ∂
lAR − ∂RP

i
lA

l
)
∂RP

k
i Ak

= −2(1 + Υ)P i
l P

k
i

(
2∂lAR − ∂RA

l
)
∂RAk

= −2(1 + Υ)P k
l

(
2∂lAR − ∂RA

l
)
∂RAk

= −2(1 + Υ)
(
δkl + TlT

k
) (

2∂lAR − ∂RA
l
)
∂RAk

= −2(1 + Υ)
(
2∂kAR − ∂RA

k
)
∂RAk

− 2(1 + Υ)
(
2Tl∂

lAR − ∂RTlA
l
)
∂RT

kAk

⇒ −2(1 + Υ)
(
2∂kAR − ∂RA

k
)
∂RAk = −2(1 + Υ)

(
2∂̄iAR − ∂RĀ

i
)
∂RĀi

+ 2(1 + Υ)
(
2Tl∂

lAR − ∂RTlA
l
)
∂RT

kAk.
(2.6.4)

Por lo tanto, de los resultados obtenidos en (2.6.2), (2.6.3) y (2.6.4), el principio de acción
(2.5.1) proyectado en la familia de superficies espacialoides va a estar dado como,

SED−B2[AR, Ai,Υ] = −κ
4

∫
M

[
FijF ij − 2 (∂k (T

mAm)−£TAk)
(
∂k (TnAn)−£TA

k
)

+ 2∂̄iAR∂̄
iAR − 2T k∂kARTl∂

lAR

− 2(1 + Υ)
(
2∂̄iAR − ∂RĀ

i
)
∂RĀi

+2(1 + Υ)
(
2Tl∂

lAR − ∂RTlA
l
)
∂RT

kAk

]
dRd3x.

(2.6.5)

Usando ahora coordenadas adaptadas a la foliación9, ∂t = £T = T i∂i y At := T iAi, mientras
que los índices latinos10, a = 1, 2, van a etiquetar coordenadas espaciales arbitrarias en cada
una de las superficies espacialoides. Además, como Fij es un término completamente tangente a
la familia de superficies, entonces al usar coordenadas adaptadas este término se puede redefinir
como Fij := Fab, pues los índices a, b etiquetan coordenadas en las superficies. De esta manera, el
principio de acción (2.6.5) de la electrodinámica en la frontera pasa a ser,

SEDB2[At, AR, Aa,Υ] = −κ
4

∫
M

[
FabF

ab − 2 (∂aAt − ∂tAa) (∂
aAt − ∂tA

a)

+ 2∂aAR∂
aAR − 2∂tAR∂tAR

− 2(1 + Υ) (2∂aAR − ∂RA
a) ∂RAa

+2(1 + Υ) (2∂tAR − ∂RAt) ∂RAt] dtdRd
2x,

(2.6.6)

con dtdRd2x := dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dR y donde se identifica la densidad lagrangiana de la teoría11,

LEDB = −κ
2

[
1

2
FabF

ab − (∂aAt − ∂tAa) (∂
aAt − ∂tA

a) + ∂aAR∂
aAR − ∂tAR∂tAR

−(1 + Υ) (2∂aAR − ∂RA
a) ∂RAa + (1 + Υ) (2∂tAR − ∂RAt) ∂RAt]

= −κ
2

[
1

2
FabF

ab −
(
∂aAt − Ȧa

)(
∂aAt − Ȧa

)
+ ∂aAR∂

aAR − ȦRȦR

−(1 + Υ) (2∂aAR − ∂RA
a) ∂RAa + (1 + Υ)

(
2ȦR − ∂RAt

)
∂RAt

]
(2.6.7)

9Usar coordenadas adaptadas a la foliación quiere decir que, se está eligiendo trabajar en un sistema de referencia
con base coordenada (t, x1, x2, R) donde ahora el eje temporal tiene la misma dirección que la del vector normal a
las superficies espacioaloides, T

10En este capítulo y los siguientes, los índices latinos, con letras minúsculas de la a a la h, van a etiquetar
coordenadas espaciales arbitrarias en las superficies espacialoides de 2 dimensiones.

11A continuación, en este capítulo y en los siguientes se va a utilizar la siguiente definición, ∂tAΞ := ȦΞ, para
cualquier AΞ variable dinámica.
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2.6.1. Matriz Hessiana
Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana LEDB , se procede a revisar si la teoría es

singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

H =


∂2LEDB

∂(∂tAt)∂(∂tAt)
∂2LEDB

∂(∂tAt)∂(∂tAR)
∂2LEDB

∂(∂tAt)∂(∂tAb)
∂2LEDB

∂(∂tAt)∂(∂tΥ)
∂2LEDB

∂(∂tAR)∂(∂tAt)
∂2LEDB

∂(∂tAR)∂(∂tAR)
∂2LEDB

∂(∂tAR)∂(∂tAb)
∂2LEDB

∂(∂tAR)∂(∂tΥ)
∂2LEDB

∂(∂tAa)∂(∂tAt)
∂2LEDB

∂(∂tAa)∂(∂tAR)
∂2LEDB

∂(∂tAa)∂(∂tAb)
∂2LEDB

∂(∂tAa)∂(∂tΥ)
∂2LEDB

∂(∂tΥ)∂(∂tAt)
∂2LEDB

∂(∂tΥ)∂(∂tAR)
∂2LEDB

∂(∂tΥ)∂(∂tAb)
∂2LEDB

∂(∂tΥ)∂(∂tΥ)



=


∂2LEDB

∂Ȧt∂Ȧt

∂2LEDB

∂Ȧt∂ȦR

∂2LEDB

∂Ȧt∂Ȧb

∂2LEDB

∂Ȧt∂Υ̇
∂2LEDB

∂ȦR∂Ȧt

∂2LEDB

∂ȦR∂ȦR

∂2LEDB

∂ȦR∂Ȧb

∂2LEDB

∂ȦR∂Υ̇
∂2LEDB

∂Ȧa∂Ȧt

∂2LEDB

∂Ȧa∂ȦR

∂2LEDB

∂Ȧa∂Ȧb

∂2LEDB

∂Ȧa∂Υ̇
∂2LEDB

∂Υ̇∂Ȧt

∂2LEDB

∂Υ̇∂ȦR

∂2LEDB

∂Υ̇∂Ȧb

∂2LEDB

∂Υ̇∂Υ̇

 ,

(2.6.8)

donde, debido a la forma en que está dada LEDB , (2.6.7), las componentes de esta matriz que son
distintas de cero van a estar dadas por,

∂LEDB

∂ȦR

= −κ
2

[
−2ȦR + 2(1 + Υ)∂RAt

]
=⇒ ∂LEDB

∂ȦR∂ȦR

= κ (2.6.9)

y

∂LEDB

∂Ȧb
= −κ

2

[
2
(
∂bAt − Ȧb)

)]
=⇒ ∂LEDB

∂Ȧa∂Ȧb
= κδab, (2.6.10)

de manera que, la matriz hessiana H es,

H =


0 0 0 0 0
0 κ 0 0 0
0 0 κ 0 0
0 0 0 κ 0
0 0 0 0 0

 ⇒ detH = 0, (2.6.11)

por lo cual, se concluye que la teoría es singular, así que se procede a emplear el algoritmo de
Dirac-Bergmann para estudiar esta teoría en la formulación hamiltoniana.

2.6.2. Momentos canónicos y restricciones primarias
Dada la forma de la matriz hessiana, (2.6.11), se tiene que el Rango(H) = 3 y la Nulidad(H) = 2,

lo cual nos garantiza que se van a poder despejar 3 ȦΞ y que además se esperan 2 restricciones
primarias.

Calculando los momentos canónicos,

ΠR :=
∂LEDB

∂ȦR

= κ
[
ȦR − (1 + Υ)∂RAt

]
⇒ ȦR =

ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt, (2.6.12)

Πb :=
∂LEDB

∂Ȧb
= κ

[
Ȧb − ∂bAt

]
⇒ Ȧb =

Πb

κ
+ ∂bAt, (2.6.13)

Πt :=
∂LEDB

∂Ȧt

= 0 ⇒ ϕt := Πt ≈ 0, (2.6.14)

ΠΥ :=
∂LEDB

∂Υ̇
= 0 ⇒ ϕΥ := ΠΥ ≈ 0, (2.6.15)
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se comprueban entonces los resultados comentados anteriormente, ya que se pudieron despejar 3
ȦΞ y se obtuvieron 2 restricciones primarias, ϕt y ϕΥ.

2.6.3. Condiciones de regularidad
Ahora que se cuenta con las restricciones primarias, que presenta esta teoría, ϕt y ϕΥ, se requiere

que cumplan con las condiciones de regularidad. Fijándose en la matriz jacobiana,

(
∂(ϕt, ϕΥ)

∂(At, AR, Ab,Υ,Πt,ΠR,Πb,ΠΥ)

)
=

(
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

)
, (2.6.16)

se puede ver que esta tiene rango constante e igual a 2, la misma cantidad de restricciones pri-
marias independientes encontradas. Así, se concluye que ϕt y ϕΥ, dadas por (2.6.14) y (2.6.15)
respectivamente, van a definir una subvariedad de dimensión 8 en el espacio fase (AΞ,ΠΞ)

12.

2.6.4. Hamiltonianas canónica y primaria
Se procede a definir la hamiltoniana canónica, HC , la cual solo está bien definida en la superficie

de restricciones primarias. Cabe notar que, para calcular esta hamiltoniana se van a emplear los
resultados obtenidos en la definición de los momentos canónicos y a la densidad lagrangiana LEDB ,
de esta manera, se tiene lo siguiente:

HC : =

∫
HC d3y

=

∫ [
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇− LEDB

]
d3y

=

∫ [
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇ +
κ

2

(
1

2
FabF

ab −
(
∂bAt − Ȧb

)(
∂bAt − Ȧb

)
+ ∂bAR∂

bAR − ȦRȦR − (1 + Υ)
(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb

+(1 + Υ)
(
2ȦR − ∂RAt

)
∂RAt

)]
d3y

=

∫ [
ΠR

(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt

)
+Πb

(
Πb

κ
+ ∂bAt

)
+
κ

4
FabF

ab − κ

2

(
−Πb

κ

)(
−Πb

κ

)
+
κ

2
∂bAR∂

bAR − κ

2

(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt

)(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt

)
− κ

2
(1 + Υ)

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb

+
κ

2
(1 + Υ)

(
2

(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt

)
− ∂RAt

)
∂RAt

]
d3y

=

∫ [
1

κ
ΠRΠR + (1 + Υ)ΠR∂RAt +

1

κ
ΠbΠ

b +Πb∂
bAt +

κ

4
FabF

ab − 1

2κ
ΠbΠ

b

+
κ

2
∂bAR∂

bAR − 1

2κ
ΠRΠR − (1 + Υ)ΠR∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)2∂RAt∂RAt

− κ

2
(1 + Υ)

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb

+(1 + Υ)ΠR∂RAt + κ(1 + Υ)2∂RAt∂RAt −
κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAt

]
d3y,

(2.6.17)
12Por simplicidad, se van a denotar al conjunto de campos y de momentos como: AΞ = (At, AR, Ab,Υ) y ΠΞ =

(Πt,ΠR,Πb,ΠΥ) respectivamente.
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por lo tanto,

HC =

∫ [
1

2κ
ΠRΠR +

1

2κ
ΠbΠ

b + (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πb∂
bAt +

κ

4
FabF

ab

+
κ

2
∂bAR∂

bAR +
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb

]
d3y,

(2.6.18)
Ahora bien, una vez que se ha calculado HC , se define la hamiltoniana primaria,

H1 : = HC +

∫
[λtϕt + λΥϕΥ] d

3y

=

∫ [
1

2κ
ΠRΠR +

1

2κ
ΠbΠ

b + (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πb∂
bAt +

κ

4
FabF

ab +
κ

2
∂bAR∂

bAR

+
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb + λtΠt + λΥΠΥ

]
d3y,

(2.6.19)
con (λt, λΥ) los multiplicadores de Lagrange y (ϕt, ϕΥ) las restricciones primarias.

2.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las restric-
ciones primarias, (2.6.14) y (2.6.15), cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no
cambien con el tiempo,

Φ̇ = {Φ, H1} ≈ 0. (2.6.20)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones de consistencia es que se pueden identificar
explícitamente las restricciones secundarias, en caso de que las haya.

Por simplicidad, en los cálculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamen-
tales, siendo los únicos distintos de cero 13,

{At(x
0, x⃗),Πt(x

0, y⃗)} = δ3(x− y), (2.6.21)

{AR(x
0, x⃗),ΠR(x

0, y⃗)} = δ3(x− y), (2.6.22)

{Aa(x
0, x⃗),Πb(x0, y⃗)} = δbaδ

3(x− y), (2.6.23)

{Υ(x0, x⃗),ΠΥ(x
0, y⃗)} = δ3(x− y). (2.6.24)

Entonces, las condiciones de consistencia para cada restricción están dadas como sigue.
Para la restricción primaria ϕt,

13Los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales son iguales a cero:

{AΞ(x
0, x⃗), AΘ(x0, y⃗)} = 0 = {ΠΞ(x

0, x⃗),ΠΘ(x0, y⃗)},

{AΞ(x
0, x⃗),ΠΘ(x0, y⃗)} = 0, si los índices Ξ ̸= Θ,

donde Ξ,Θ = t, R, b,Υ, no olvidando también que b = 1, 2.
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ϕ̇t(x) = {ϕt(x), H1} =

∫
{ϕt(x),H1(y)}d3y

=

∫
{Πt, (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πb∂

bAt +
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt} d3y

=

∫ [
(1 + Υ)ΠR{Πt, ∂RAt}+Πb{Πt, ∂

bAt}+ κΥ(1 + Υ)∂RAt{Πt, ∂RAt}
]
d3y

= −
∫ [

(1 + Υ)ΠR∂Rδ
3(x− y) + Πb∂

bδ3(x− y) + κΥ(1 + Υ)∂RAt∂Rδ
3(x− y)

]
d3y

= ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0,
(2.6.25)

se encuentra una restricción secundaria,

ψt := ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0. (2.6.26)

Para la restricción primaria ϕΥ,

ϕ̇Υ(x) = {ϕΥ(x), H1} =

∫
{ϕΥ(x),H1(y)}d3y

=

∫
{ΠΥ, (1 + Υ)ΠR∂RAt +

κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb} d3y

=

∫ [
ΠR∂RAt{ΠΥ, 1 + Υ}+ κ

2
Υ∂RAt∂RAt{ΠΥ, 1 + Υ}+ κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAt{ΠΥ,Υ}

−κ
2

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAb{ΠΥ, 1 + Υ}

]
d3y

= −
∫ [

ΠR∂RAtδ
3(x− y) +

κ

2
Υ∂RAt∂RAtδ

3(x− y) +
κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAtδ

3(x− y)

−κ
2

(
2∂bAR − ∂RA

b
)
∂RAbδ

3(x− y)
]
d3y

= −ΠR∂RAt −
κ

2
Υ∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAt −

κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb

= −ΠR∂RAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt,

(2.6.27)
se encuentra otra restricción secundaria,

ψΥ := −ΠR∂RAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt ≈ 0. (2.6.28)

Dados los resultados anteriores, como se encontraron dos restricciones secundarias, (2.6.26) y
(2.6.28), va a ser necesario definir la hamiltoniana secundaria,

H2 := H1 +

∫ [
λ̃tψt + λ̃ΥψΥ

]
d3y, (2.6.29)

y verificar que estas restriciones (ψt, ψΥ) cumplan con las condiciones de consistencia,

Ψ̇ = {Ψ, H2} ≈ 0, (2.6.30)

donde (λ̃t, λ̃Υ) son multiplicadores de Lagrange.
Entonces, para la restricción ψt,
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ψ̇t(x) = {ψt(x), H2} =

∫
{ψt(x),H2(y)}d3y

=

∫
{∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂cΠc + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt),

κ

4
FabF

ab +
κ

2
∂bAR∂

bAR +
κ

2
(1 + Υ− λ̃Υ)

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb + λtΠt + λΥΠΥ}d3y

=

∫ [
{∂R((1 + Υ)ΠR),

κ

2
∂bAR∂

bAR}+ {∂R((1 + Υ)ΠR),−κ(1 + Υ− λ̃Υ)∂
bAR∂RAb}

+ {∂R((1 + Υ)ΠR), λΥΠΥ}+ {∂cΠc,
κ

4
FabF

ab}

+ {∂cΠc,
κ

2
(1 + Υ− λ̃Υ)

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb}

+{κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt), λtΠt}+ {κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt), λΥΠΥ}] d3y

=

∫ [
∂R
(
(1 + Υ)κ∂bAR∂

b{ΠR, AR}
)
− ∂R

(
(1 + Υ)κ(1 + Υ− λ̃Υ)∂RAb∂

b{ΠR, AR}
)

+ ∂R (ΠRλΥ{1 + Υ,ΠΥ}) + ∂c
(
κFab∂

a{Πc, A
b}
)

+ ∂c
(
κ(1 + Υ− λ̃Υ)∂RAb∂R{Πc, A

b}
)
− ∂c

(
κ(1 + Υ− λ̃Υ)∂

bAR∂R{Πc, Ab}
)

+ κ∂R (Υ(1 + Υ)∂R (λt{At,Πt})) + κ∂R ((1 + Υ)∂RAtλΥ{Υ,ΠΥ})
+κ∂R (Υ∂RAtλΥ{(1 + Υ),ΠΥ})] d3y

= κ∂R
(
(1 + Υ)∂b∂bAR

)
− κ∂R

(
(1 + Υ)∂b

(
(1 + Υ− λ̃Υ)∂RAb

))
+ ∂R (ΠRλΥ)

+ κ∂b∂aFab + κ∂b
(
∂R

(
(1 + Υ− λ̃Υ)∂RAb

))
− κ∂b

(
∂R

(
(1 + Υ− λ̃Υ)∂bAR

))
+ κ∂R (Υ(1 + Υ)∂Rλt) + κ∂R ((1 + Υ)∂RAtλΥ) + κ∂R (Υ∂RAtλΥ)

= κ∂R

[
(1 + Υ)∂b

(
∂bAR − (1 + Υ− λ̃Υ)∂RAb

)
+

1

κ
ΠRλΥ +Υ(1 + Υ)∂Rλt

+(1 + Υ)λΥ∂RAt +ΥλΥ∂RAt + ∂b
(
(1 + Υ− λ̃Υ)(∂RAb − ∂bAR)

)]
≈ 0,

(2.6.31)

se obtiene una ecuación para poder determinar algún multiplicador de Lagrange, de manera que
ya no habrá restricciones secundarias.

Para la restricción ψΥ,
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ψ̇Υ(x) = {ψΥ(x), H2} =

∫
{ψΥ(x),H2(y)}d3y

=

∫
{−ΠR∂RAt −

κ

2
∂RA

c∂RAc + κ∂cAR∂RAc − κ(
1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt,

1

2κ
ΠRΠR +

1

2κ
ΠbΠ

b + (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πb∂
bAt +

κ

2
∂bAR∂

bAR

− κ(1 + Υ)∂bAR∂RAb + λtΠt + λΥΠΥ + λ̃t∂R((1 + Υ)ΠR) + λ̃t∂
bΠb}d3y

=

∫ [
{−ΠR∂RAt,

κ

2
∂bAR∂

bAR}+ {−ΠR∂RAt,−κ(1 + Υ)∂bAR∂RAb}

+ {−ΠR∂RAt, λtΠt}+ {−κ
2
∂RA

c∂RAc,
1

2κ
ΠbΠ

b}+ {−κ
2
∂RA

c∂RAc,Πb∂
bAt}

+ {−κ
2
∂RA

c∂RAc, λ̃t∂
bΠb}+ {κ∂cAR∂RAc,

1

2κ
ΠRΠR}+ {κ∂cAR∂RAc,

1

2κ
ΠbΠ

b}

+ {κ∂cAR∂RAc, (1 + Υ)ΠR∂RAt}+ {κ∂cAR∂RAc,Πb∂
bAt}

+ {κ∂cAR∂RAc, λ̃t∂R((1 + Υ)ΠR)}+ {κ∂cAR∂RAc, λ̃t∂
bΠb}

+{−κ(1
2
+ Υ)∂RAt∂RAt, λtΠt}+ {−κ(1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt, λΥΠΥ}

]
d3y

=

∫ [
−∂RAtκ∂bAR∂

b{ΠR, AR}+ ∂RAtκ(1 + Υ)∂RAb∂
b{ΠR, AR}

−ΠR∂R (λt{At,Πt})− ∂RAc∂R
(
Πb{Ac,Πb}

)
− κ∂RAc∂R

(
∂bAt{Ac,Πb}

)
− κ∂RAc∂R

(
λ̃t∂

b{Ac,Πb}
)
+ ∂RAc∂

c (ΠR{AR,ΠR}) + ∂cAR∂R
(
Πb{Ac,Π

b}
)

+ κ∂RAc∂
c ((1 + Υ)∂RAt{AR,ΠR}) + κ∂cAR∂R

(
∂bAt{Ac,Πb}

)
+ κ∂RAc∂

c
(
λ̃t∂R((1 + Υ){AR,ΠR})

)
+ κ∂cAR∂R

(
λ̃t∂

b{Ac,Πb}
)

−2κ(
1

2
+ Υ)∂RAt∂R (λt{At,Πt})− κ∂RAt∂RAtλΥ{(

1

2
+ Υ),ΠΥ}

]
d3y

= −κ∂RAt∂
b∂bAR + κ∂RAt∂

b ((1 + Υ)∂RAb)−ΠR∂Rλt − ∂RAb∂RΠ
b

− κ∂RAb∂R∂
bAt + κ∂RAb∂R∂

bλ̃t + ∂RAb∂
bΠR + ∂bAR∂RΠb

+ κ∂RAb∂
b ((1 + Υ)∂RAt) + κ∂bAR∂R∂bAt − κ∂RAb∂

b
(
(1 + Υ)∂Rλ̃t

)
− κ∂bAR∂R∂bλ̃t − 2κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂Rλt − κ∂RAt∂RAtλΥ

= −ΠR∂Rλt + ∂bAR∂R

(
Πb + κ∂b(At − λ̃t)

)
− κ∂RAt

(
∂b (∂bAR − (1 + Υ)∂RAb) + (1 + 2Υ)∂Rλt + λΥ∂RAt

)
+ ∂RAb

(
∂bΠR − ∂RΠ

b + κ∂R∂
b
(
λ̃t −At

)
+ κ∂b

(
(1 + Υ)∂R

(
At − λ̃t

)))
≈ 0,

(2.6.32)

se obtiene una ecuación para poder determinar algún multiplicador de Lagrange, de manera que
ya no habrá restricciones secundarias.

Finalmente, de los dos resultados anteriores se concluye que ya no hay más restricciones secun-
darias, por lo tanto, esta teoría presenta 4 restricciones, (ϕt, ϕΥ, ψt, ψΥ).
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2.6.6. Restricciones de primera y segunda clase
Una vez que se han encontrado todas las restricciones que presenta la teoría, (2.6.14), (2.6.15),

(2.6.26) y (2.6.28); el siguiente paso es separarlas en restricciones de primera y segunda clase, para
lo cual será necesario calcular los paréntesis de Poisson de cada una de las restricciones con todas
las demás. Haciendo uso nuevamente de los paréntesis de Poisson fundamentales, uno obtiene lo
siguiente:

(I) {ϕt, ϕt} = {Πt,Πt} = 0 ; {ϕΥ, ϕΥ} = {ΠΥ,ΠΥ} = 0

(II) {ϕt, ϕΥ} = {Πt,ΠΥ} = 0

(III) {ψt, ϕt} = κ∂R
[
Υ(1 + Υ)∂Rδ

3(x− y)
]

(IV) {ψt, ϕΥ} = ∂R
[
(ΠR + κ(1 + 2Υ)∂RAt) δ

3(x− y)
]

(V) {ψΥ, ϕt} = − (ΠR + κ(1 + 2Υ)∂RAt) ∂Rδ
3(x− y)

(VI) {ψΥ, ϕΥ} = −κ∂RAt∂RAtδ
3(x− y)

(VII) {ψt, ψt} = 0 ; {ψΥ, ψΥ} = 0

(VIII) {ψt, ψΥ} = κ∂R
[
Υ∂b

(
∂RAbδ

3(x− y)
)
+ ∂b

(
∂bARδ

3(x− y)
)]

Por lo tanto, de los resultados anteriores se concluye que todas las restricciones, (2.6.14),
(2.6.15), (2.6.26) y (2.6.28), son de segunda clase, de modo que uno las puede redefinir como,

χt := ϕt = Πt ≈ 0, (2.6.33)
χΥ := ϕΥ = ΠΥ ≈ 0, (2.6.34)

χ̃t := ψt = ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0, (2.6.35)

χ̃Υ := ψΥ = −ΠR∂RAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt ≈ 0. (2.6.36)

Nótese que entonces la teoría de la electrodinámica sin fuentes en la frontera no presenta
simetría de norma, algo que sí ocurre en la electrodinámica sin fuentes en el interior, ya que
presenta 2 restricciones de primera clase y ninguna de segunda clase.

2.6.7. Grados de libertad
Separadas las restricciones entre de primera y segunda clase, se procede a realizar el conteo de

grados de libertad, el cual se calcula como sigue:

GL =
1

2

[(
Número total de

variables canónicas

)
− 2 ×

(
Número de restricciones

de primera clase

)
−

(
Número de restricciones de
segunda clase originales

)]
.

(2.6.37)

Así, para la electrodinámica sin fuentes en la frontera, que tiene 4 restricciones de segunda clase,
se tiene que:

GL =
1

2
[10− 2(0)− 4] = 3. (2.6.38)

Este resultado hace evidente la diferencia entre la dinámica de la electrodinámica en la frontera
y el interior. Puesto que, la primera presenta un grado de libertad extra comparada con la segunda,
que solo tiene dos grados de libertad. Más adelante se abordará el análisis sobre a qué corresponden
estos tres grados de libertad, pero por el momento se prosigue con la obtención de las ecuaciones
de movimiento generales.

29



Electrodinámica sin fuentes en la frontera
2.6 Análisis hamiltoniano

2.6.8. Acción y hamiltoniana extendidas

Se define la acción extendida como,

SE

[
AR, At, A

b,Υ,ΠR,Πt,Πb,ΠΥ, ut, uΥ, ũt, ũΥ
]

: =

∫
M

[
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇−HC − utχt − uΥχΥ − ũtχ̃t − ũΥχ̃Υ

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇− 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b

− (1 + Υ)ΠR∂RAt −Πb∂
bAt −

κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

− κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb

− utΠt − uΥΠΥ − ũt
(
∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt)

)
+ũΥ

(
ΠR∂RAt +

κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb + κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

)]
dtdRd2x,

(2.6.39)

donde se puede identificar a la hamiltoniana extendida, dada por,

HE : =

∫
[HC + utχt + uΥχΥ + ũtχ̃t + ũΥχ̃Υ] d

3y

=

∫ [
1

2κ
ΠRΠR +

1

2κ
ΠbΠ

b + (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πb∂
bAt +

κ

4
FabF

ab +
κ

2
∂bAR∂

bAR

+
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt +

κ

2
(1 + Υ)

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb

+ utΠt + uΥΠΥ + ũt
(
∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt)

)
−ũΥ

(
ΠR∂RAt +

κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb + κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

)]
d3y.

(2.6.40)

siendo ut, uΥ, ũt y ũΥ multiplicadores de Lagrange.

Cabe notar que, tanto la acción extendida SE como la hamiltoniana extendida HE contienen
toda la información de esta teoría. Ahora bien, las ecuaciones de movimiento se pueden obtener
empleando ambas, pero en este caso se van a calcular a partir de la variación de la acción SE .
Siendo así, el desarrollo está dado como,
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δSE =

∫
M

[
ȦtδΠt +ΠtδȦt + ȦRδΠR +ΠRδȦR + ȦbδΠb +ΠbδȦ

b + Υ̇δΠΥ +ΠΥδΥ̇

− 1

κ
ΠRδΠR − 1

κ
ΠbδΠb −ΠR∂RAtδΥ− (1 + Υ)∂RAtδΠR − (1 + Υ)ΠR∂RδAt

− ∂bAtδΠb −Πb∂
bδAt − κFab∂

aδAb − κ∂bAR∂
bδAR − κ

2
(1 + 2Υ)∂RAt∂RAtδΥ

− κΥ(1 + Υ)∂RAt∂RδAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAbδΥ+ κ(1 + Υ)∂RAb∂

bδAR

− κ(1 + Υ)
(
∂RA

b − ∂bAR

)
∂RδAb −Πtδut − utδΠt −ΠΥδuΥ − uΥδΠΥ

−
(
∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt)

)
δũt − ũt∂R(ΠRδΥ+ (1 + Υ)δΠR)

− ũt∂
bδΠb − κũt∂R ((1 + 2Υ)∂RAtδΥ+Υ(1 + Υ)∂RδAt) + ũΥ∂RAtδΠR + ũΥΠR∂RδAt

+

(
ΠR∂RAt +

κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb + κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

)
δũΥ − κũΥ∂RAb∂

bδAR

+κũΥ
(
∂RA

b − ∂bAR

)
∂RδAb + κũΥ∂RAt∂RAtδΥ+ κũΥ(1 + 2Υ)∂RAt∂RδAt

]
dtdRd2x

(2.6.41)

y al usar integración por partes,

δSE =

∫
M

[
ȦtδΠt − Π̇tδAt + ȦRδΠR − Π̇RδAR + ȦbδΠb − Π̇bδA

b + Υ̇δΠΥ − Π̇ΥδΥ

− 1

κ
ΠRδΠR − 1

κ
ΠbδΠb −ΠR∂RAtδΥ− (1 + Υ)∂RAtδΠR + ∂R ((1 + Υ)ΠR) δAt

− ∂bAtδΠb + ∂bΠbδAt + κ∂aFabδA
b + κ∂b∂bARδAR − κ

2
(1 + 2Υ)∂RAt∂RAtδΥ

+ κ∂R (Υ(1 + Υ)∂RAt) δAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAbδΥ− κ∂b ((1 + Υ)∂RAb) δAR

+ κ∂R ((1 + Υ) (∂RAb − ∂bAR)) δA
b −Πtδut − utδΠt −ΠΥδuΥ − uΥδΠΥ

−
(
∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt)

)
δũt + ∂Rũt(ΠRδΥ+ (1 + Υ)δΠR)

+ ∂bũtδΠb + κ(1 + 2Υ)∂Rũt∂RAtδΥ− κ∂R (Υ(1 + Υ)∂Rũt) δAt

+

(
ΠR∂RAt +

κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb + κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

)
δũΥ

+ ũΥ∂RAtδΠR − ∂R (ũΥΠR) δAt + κ∂b (ũΥ∂RAb) δAR − κ∂R (ũΥ (∂RAb − ∂bAR)) δA
b

+κũΥ∂RAt∂RAtδΥ− κ∂R (ũΥ(1 + 2Υ)∂RAt) δAt] dtdRd
2x

+

∫
M

[
∂t (ΠtδAt) + ∂t (ΠRδAR) + ∂t

(
ΠbδA

b
)
+ ∂t (ΠΥδΥ)− ∂R ((1 + Υ)ΠRδAt)

− ∂b (ΠbδAt)− κ∂a
(
FabδA

b
)
− κ∂b (∂bARδAR)− κ∂R (Υ(1 + Υ)∂RAtδAt)

+ κ∂b ((1 + Υ)∂RAbδAR)− κ∂R
(
(1 + Υ) (∂RAb − ∂bAR) δA

b
)

− ∂R (ũt(ΠRδΥ+ (1 + Υ)δΠR))− ∂b (ũtδΠb)− κ∂R ((1 + 2Υ)ũt∂RAtδΥ)

+ κ∂R (Υ(1 + Υ)∂RũtδAt)− κ∂R (ũtΥ(1 + Υ)∂RδAt) + ∂R (ũΥΠRδAt)

− κ∂b (ũΥ∂RAbδAR) + κ∂R
(
ũΥ (∂RAb − ∂bAR) δA

b
)

+κ∂R (ũΥ(1 + 2Υ)∂RAtδAt)] dtdRd
2x = 0,

(2.6.42)
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por lo tanto, se tienen las ecuaciones de movimiento siguientes:

δAt : −Π̇t + ∂bΠb + ∂R [(1 + Υ− ũΥ)ΠR + κΥ(1 + Υ)∂R (At − ũt)− κũΥ(1 + 2Υ)∂RAt] = 0,

δAR : −Π̇R + κ∂b [∂bAR − (1 + Υ− ũΥ)∂RAb] = 0,

δAb : −Π̇b + κ∂aFab + κ∂R [(1 + Υ− ũΥ) (∂RAb − ∂bAR)] = 0,

δΥ : −Π̇Υ −ΠR∂R (At − ũt)−
κ

2
(∂RAb − 2∂bAR) ∂RA

b − κ(
1

2
+ Υ− ũΥ)∂RAt∂RAt

+ κ(1 + 2Υ)∂Rũt∂RAt = 0,

δΠt : Ȧt − ut = 0,

δΠR : ȦR − 1

κ
ΠR − (1 + Υ)∂RAt + (1 + Υ)∂Rũt + ũΥ∂RAt = 0,

δΠb : Ȧb − 1

κ
Πb − ∂b (At − ũt) = 0,

δΠΥ : Υ̇− uΥ = 0,

δut : χt = Πt = 0,

δuΥ : χΥ = ΠΥ = 0,

δũt : χ̃t = ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) = 0,

δũΥ : χ̃Υ = −ΠR∂RAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt = 0,

(2.6.43)
siempre y cuando el término se frontera,

δSE

∣∣∣Boundary

term

=

∫
M

[
∂t
(
ΠtδAt +ΠRδAR +ΠbδA

b +ΠΥδΥ
)

− ∂b (ΠbδAt + κ (∂bAR − (1 + Υ− ũΥ)∂RAb) δAR + κFbaδA
a + ũtδΠb)

− ∂R ((κΥ(1 + Υ)∂R(At − ũt) + (1 + Υ− ũΥ)ΠR − κũΥ(1 + 2Υ)∂RAt) δAt

+ κũtΥ(1 + Υ)∂RδAt + κ(1 + Υ− ũΥ) (∂RAb − ∂bAR) δA
b

+ũt (ΠR + κ(1 + 2Υ)∂RAt) δΥ+ ũt(1 + Υ)δΠR)] dtdRd
2x,

(2.6.44)
se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.

2.6.9. Condiciones asintóticamente planas
Ahora que se está trabajando en la formulación hamiltoniana, se procede a realizar un análisis

similar al que se hizo en la subsección 2.5.2. Se probará si las condiciones asintóticas que proponen
en [5], para las conexiones y momentos, hacen bien definido el principio de acción (2.6.39), es decir,
que hacen cero el término de frontera (2.6.44).

Antes de continuar con los cálculos, al estar en la descripción hamiltoniana y haber obtenido ya
varios resultados importantes, resulta conveniente retomar la motivación por la cual vale la pena
fijarse en este ejemplo particular de frontera y que anteriormente ya se dio de forma breve en la
descripción lagrangiana. Lo que se tiene es que en [5], cuando se analiza la electrodinámica en el
infinito espacial (región asintóticamente plana), para que aparezcan simetrías asintóticas infinito-
dimensiones no triviales se tienen que asignar ciertas condiciones de paridad, a algunas variables
del espacio fase, de tal manera que estas contengan un término invariante de norma y otro que
no, con lo cual desaparece la simetría de norma al elegir de manera conveniente las condiciones de
frontera. Por otra parte, para conservar la simetría bajo el grupo de Poincaré resulta ser necesario
introducir un grado de libertad superficial que modifique la estructura simpléctica, ya que sin esta
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variable hay problemas con las transformaciones de Lorentz, en particular, con los boosts. Estas
dos características presentes en [5], cuando se analiza la electrodinámica en el infinito espacial,
resultan ser dos características principales que se han obtenido en este trabajo de forma general
para la electrodinámica en la frontera. Es decir, fijándose por el momento en el infinito espacial
como la frontera, con los resultados generales que se han encontrado hasta ahora en este capítulo,
se concluiría que la teoría de la electrodinámica en la frontera ya no presenta simetrías de norma y
además tiene un grado de libertad extra, GL = 3, comparado con la teoría en el interior, GL = 2.
Por lo cual, estas dos características son algo natural de la teoría en la frontera, con la región
asintótica como la frontera, de modo que quizás no debería sorprender que en [5] aparezcan tales
características de forma natural.

Siguiendo ahora sí con los desarrollos. Anteriormente, como se estaba en la formulación lagran-
giana solo se presentaron las propuestas para las conexiones que se dan en [5], (2.5.19), (2.5.20) y
(2.5.21), pero ahora que ya se está en la formulación hamiltoniana se procede a presentar nueva-
mente la propuesta que dan en tal artículo, esta vez para conexiones y momentos:

At(t, r, θ, φ) = A
(0)
t (t, θ, φ) +

1

r
A

(1)
t (t, θ, φ) +O(r−2),

AR(t, r, θ, φ) =
1

r
A

(1)
R (t, θ, φ) +

1

r2
A

(2)
R (t, θ, φ) +O(r−3),

AΩ(t, r, θ, φ) = A
(0)
Ω (t, θ, φ) +

1

r
A

(1)
Ω (t, θ, φ) +O(r−2),

Πt(t, r, θ, φ) = 0,

ΠR(t, r, θ, φ) = Π
(0)
R (t, θ, φ) +

1

r
Π

(1)
R (t, θ, φ) +O(r−2),

ΠΩ(t, r, θ, φ) =
1

r
Π

(1)
Ω (t, θ, φ) +

1

r2
Π

(2)
Ω (t, θ, φ) +O(r−3),

(2.6.45)

siendo Ω = θ, φ un índice espacial y xΩ = θ, φ las coordenadas espaciales en la 2-esfera. Por
simplicidad, se dejará de colocar la dependencia que tienen los A(I) y Π(I) con I = 0, 1, 2, ....

Por otra parte, en [5] se proponen las siguientes condiciones de paridad, para los coeficientes
de las conexiones y momentos,

A
(1)
R (−xΩ) = −A(1)

R (xΩ),

A
(0)
Ω (−xΩ) = −A(0)

Ω (xΩ),

Π
(0)
R (−xΩ) = Π

(0)
R (xΩ),

Π
(1)
Ω (−xΩ) = Π

(1)
Ω (xΩ),

(2.6.46)

mientras que a los demás coeficientes no se les ha asignado condición de paridad alguna.
Además, se supone nuevamente que Υ tendrá un comportamiento asintótico similar al de las co-

nexiones y momentos, (2.5.25); y por analogía, esta misma suposición se aplica a los multiplicadores
de Lagrange que aparecen en el término de frontera (2.6.44), es decir:

Υ(t, r, θ, φ) = Υ(0)(t, θ, φ) +
1

r
Υ(1)(t, θ, φ) +O(r−2),

ũt(t, r, θ, φ) = ũ
(0)
t (t, θ, φ) +

1

r
ũ
(1)
t (t, θ, φ) +O(r−2),

ũΥ(t, r, θ, φ) = ũ
(0)
Υ (t, θ, φ) +

1

r
ũ
(1)
Υ (t, θ, φ) +O(r−2).

(2.6.47)

Tomando en cuenta lo anterior, se procede con el cálculo de interés. Imponiendo las condiciones
de frontera,
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δAt|t1 = 0 = δAt|t2 ; δAR|t1 = 0 = δAR|t2 ; δAθ|t1 = 0 = δAθ|t2 ;
δAφ|t1 = 0 = δAφ|t2 ; δΥ|t1 = 0 = δΥ|t2 ;

(2.6.48)

el primer término de (2.6.44) se hace cero y así δSE |BT se reduce a,

δSE |BT =−
∫
M

[
∂θ (ΠθδAt + κ (∂θAR − (1 + Υ− ũΥ)∂RAθ) δAR + κFθφδA

φ + ũtδΠθ)

+ ∂φ
(
ΠφδAt + κ (∂φAR − (1 + Υ− ũΥ)∂RAφ) δAR + κFφθδA

θ + ũtδΠφ

)
+ ∂R ((κΥ(1 + Υ)∂R(At − ũt) + (1 + Υ− ũΥ)ΠR − κũΥ(1 + 2Υ)∂RAt) δAt

+ κũtΥ(1 + Υ)∂RδAt + κ(1 + Υ− ũΥ) (∂RAθ − ∂θAR) δA
θ

+ κ(1 + Υ− ũΥ) (∂RAφ − ∂φAR) δA
φ

+ũt (ΠR + κ(1 + 2Υ)∂RAt) δΥ+ ũt(1 + Υ)δΠR)] dtdRr
2 sen θdθdφ,

(2.6.49)

Ahora bien, al sustituir las expresiones (2.6.45) y (2.6.47) en (2.6.49) y simplificar, quedarán
algunos términos que estarán acompañados de r2, r1, r0 y 1

r , por lo que no se harán cero cuando se
tome el ĺımr→∞, el último caso debido a la integración en r, quedando ln(r). En consecuencia, habrá
que buscar una forma en que se hagan cero tales términos y para esto se emplean las condiciones
de paridad. En otras palabras, lo que se desea es hallar las condiciones de paridad, en θ y φ, para
las variables A(I)

µ , Π(I)
µ , Υ(I), ũ(I)t y ũ(I)Υ que acompañan a los términos restantes que no se hacen

cero cuando se toma el ĺımr→∞, de tal manera que sus integrales correspondientes sean las que
se hagan cero, tomando en cuenta que los límites de integración en las coordenadas angulares son
simétricos, θ ∈ [−π

2 ,
π
2 ] y φ ∈ [−π, π].

En el artículo [5] ya se proporcionan algunas condiciones de paridad, (2.6.46), sin embargo, una
vez que se ha sustituido la forma asintótica, (2.6.45) y (2.6.47), en el término de frontera, (2.6.49),
y se ha simplificado, uno se da cuenta que esas condiciones propuestas no son suficientes, ya que
no todas las expresiones resultantes se hacen cero, esto es, se requiere proponer algunas extras.
Además, hay un solo término que no se hace cero bajo las condiciones de paridad que se proponen
en tal artículo,

κ

∫
M
∂R

(
Υ(0) + 1− ũ

(0)
Υ

r
∂θA

(1)
R δA

(0)
θ

)
dRdtr2 sen θdθdφ, (2.6.50)

por lo que, para este término en particular se haga cero, lo que en este trabajo de tesis se propone
es que simplemente A(0)

θ sea un escalar, así δA(0)
θ = 0 será igual a cero y no se tendrá que lidiar

con modificar su paridad. Nótese que este término es muy similar al que aparece en la formulación
lagrangiana, (2.5.29), que igual no se hace cero bajo las condiciones de paridad propuestas en [5],
la diferencia entre ambos radica en el multiplicador de Lagrange −ũ(0)Υ .

Cabe destacar que, las condiciones de paridad que se van a proponer para los términos A(I)
µ y

Υ(I), que acompañan a los r2, r1, r0 y 1
r , además de las ya propuestas en [5], son las encontradas

en la formulación lagrangiana, (2.5.30). Entonces, estas condiciones sirven también para hacer bien
definido el principio de acción en la formulación hamiltoniana, (2.6.39), es decir para que hagan
cero el término de frontera (2.6.49),
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A
(1)
R − impar en θ e impar en φ | A

(0)
t − impar en θ y par en φ

A
(2)
R − impar en θ y par en φ | A

(1)
t − ′′

Υ(0) − par en θ y par en φ | A
(2)
t − ′′

Υ(1) − impar en θ y par en φ | A
(3)
t − ′′

A
(0)
θ − Escalar | Antes : impar en θ y φ | A(0)

φ − impar en θ e impar en φ

A
(1)
θ − par en θ y par en φ | A(1)

φ − ′′

A
(2)
θ − cualquiera de los dos casos anteriores | A(2)

φ − ′′

A
(3)
θ − cualquiera de los dos casos anteriores | A(3)

φ − ′′

sin embargo y como era de esperarse, no son suficientes, a estas se le deben agregar las siguientes
condiciones de paridad, para algunos Π

(I)
µ , Υ(I), ũ(I)t y ũ(I)Υ ;

Π
(0)
R − par en θ y par en φ | ũ

(0)
t − par en θ e impar en φ

Π
(1)
R − ′′ | ũ

(1)
t − ′′

Π
(2)
R − ′′ | ũ

(2)
t − ′′

ũ
(0)
Υ − par en θ y par en φ | Υ(2) − par en θ y par en φ

ũ
(1)
Υ − impar en θ y par en φ | ũ

(2)
Υ − par en θ y par en φ

Π
(1)
θ − par en θ y par en φ | Π(1)

φ − par en θ y par en φ

Π
(2)
θ − impar en θ y par en φ | Π(2)

φ − par en θ e impar en φ

Π
(3)
θ − impar en θ y par en φ | Π(3)

φ − par en θ e impar en φ
(2.6.51)

donde ya se están considerando las condiciones de paridad propuestas en [5] para algunos coeficien-
tes de los momentos. Así, las condiciones de frontera, (2.6.45), (2.6.48), (2.5.30) y (2.6.51) hacen
bien definido el principio de acción extendido de la electrodinámica en la frontera, (2.6.39), siendo
la frontera la región asintótica, ĺımr→∞, que también se le conoce como el infinito espacial.

2.6.10. Acción reducida
Ahora que se tienen las ecuaciones de movimiento, (2.6.43), el siguiente paso es analizarlas para

determinar cuáles son las variables del espacio fase que corresponden a los 3 grados de libertad que
tiene esta teoría y cuáles son aquellas dependientes, además de obtener su evolución temporal así
como su caracterización. Sin embargo, lo anterior resulta una tarea difícil debido a la estructura
complicada que tienen estas ecuaciones de movimiento.

A causa de esta complejidad, para determinar cuáles son los 3 grados de libertad de esta
teoría, su evolución temporal y caracterizarlos, en vez de analizar directamente las ecuaciones
de movimiento que resultan de la acción extendida SE , (2.6.39), lo que se hará es resolver las
cuatro restricciones de segunda clase14 (que pueden tratarse como simples relaciones entre campos
y momentos, pudiendo cambiar ≈ por =), para así encontrar aquellas variables del espacio fase

14Con resolver las restricciones de segunda clase uno quiere decir que, se van a maniobrar algebraicamente las
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que son dependientes y después usar esta información en la acción extendida SE , de manera que
se simplifique y que ya solo dependa de variables del espacio fase independientes. Cabe mencionar
que, para resolver tales restricciones se harán algunas suposiciones para los campos o momentos,
de manera que estas se simplifiquen. Esto implica que no se va a determinar la dinámica de la
teoría de manera general, sino un caso particular que permita ver los 3 grados de libertad de forma
simple. En resumen, lo que se quiere es hallar y trabajar con la acción reducida de la teoría.

Antes de resolver las restricciones de segunda clase, (2.6.33)-(2.6.36), se va a reescribir la ac-
ción extendida SE , (2.6.39), usando la información que hasta el momento nos proporcionan tales
restricciones,

χt := Πt = 0,

χΥ := ΠΥ = 0,

χ̃t := ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) = 0,

χ̃Υ := −ΠR∂RAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt = 0,

de esta manera,

S′
E =

∫
M

[
��>

0
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +��*0
ΠΥΥ̇− 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

− (1 + Υ)ΠR∂RAt −Πb∂
bAt −

κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt

−κ
2
(1 + Υ)

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − ut��>

0
χt − uΥ��*0

χΥ − ũt���
0

χ̃t + ũΥ�
�>

0
χ̃Υ

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

+ ∂R ((1 + Υ)ΠR)At + ∂bΠbAt − ∂R ((1 + Υ)ΠRAt)− ∂b (ΠbAt)

−κ
2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

− κ∂R (Υ(1 + Υ)∂RAt)At − ∂R ((1 + Υ)ΠRAt)− ∂b (ΠbAt)

−κ
2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt + (1 + Υ)ΠR∂RAt + κ(1 + Υ)

(
1

2
+ Υ

)
∂RAt∂RAt

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

+ κΥ(1 + Υ)∂RAt∂RAt − κ∂R (Υ(1 + Υ)∂RAtAt)− ∂R ((1 + Υ)ΠRAt)− ∂b (ΠbAt)

−κ
2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt + (1 + Υ)ΠR∂RAt + κ(1 + Υ)

(
1

2
+ Υ

)
∂RAt∂RAt

]
dtdRd2x,

por tanto,

restricciones para así poder despejar las variables del espacio fase que son dependientes de las otras. También puede
ocurrir que, de las restricciones, uno encuentre que algunas variables del espacio fase simplemente van a ser iguales
a escalares constantes.
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S′
E =

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

+
κ

2
(1 + Υ) (1 + 3Υ) ∂RAt∂RAt + (1 + Υ)ΠR∂RAt

]
dtdRd2x

−
∫
M

[
∂R ((1 + Υ) (κΥ∂RAt +ΠR)At) + ∂b (ΠbAt)

]
dtdRd2x.

(2.6.52)

Ahora bien, las restricciones de segunda clase χt y χΥ, (2.6.33) y (2.6.34) respectivamente, ya
están resueltas, de modo que solo hace falta resolver las otras dos, χ̃t y χ̃Υ, dadas por (2.6.35) y
(2.6.36) respectivamente,

χ̃t = ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂bΠb + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) = 0,

χ̃Υ = −ΠR∂RAt −
κ

2

(
∂RA

b − 2∂bAR

)
∂RAb − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt = 0,

pero para esto se van a imponer algunas condiciones a las variables dinámicas,

∂RAb = 0 y ∂RΥ = 0, (2.6.53)

por lo que las dos restricciones anteriores se reducen a,

χ̃t = (1 + Υ)∂RΠR + ∂bΠb + κΥ(1 + Υ)∂R∂RAt = 0, (2.6.54)

χ̃Υ = −ΠR∂RAt − κ(
1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt = 0. (2.6.55)

Despejando ∂RAt de (2.6.55),

∂RAt = − 2ΠR

κ(1 + 2Υ)
, (2.6.56)

donde se ha supuesto que ∂RAt ̸= 0. Sustituyendo este resultado en (2.6.54) y despejando Υ,

Υ = − ∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb
, (2.6.57)

y finalmente, al emplear este último resultado en (2.6.56),

∂RAt =
2

κ

ΠR

∂RΠR

(
∂RΠR + 2∂bΠb

)
. (2.6.58)

De esta manera, se ha despejado Υ y ∂RAt en términos de algunas otras variables del espacio
fase. Cabe notar que, extrictamente, no se ha despejado At, pero como se verá a continuación, no
será necesario y bastará con tener ∂RAt. Por otra parte, dada la forma que tiene Υ, (2.6.57), y la
condición que se le está exigiendo, (2.6.53), uno puede suponer lo siguiente para que se cumpla tal
condición,

∂R∂RΠR = 0 y ∂R∂
bΠb = 0. (2.6.59)

Empleando los dos resultados anteriores, (2.6.57) y (2.6.58), en la acción S′
E , (2.6.52), uno

tiene lo siguiente15,
15Se está tomando en cuenta que, el término de frontera que antes aparecía en S′

E , (2.6.52), se hizo cero bajo las
condiciones de frontera apropiadas.
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S′
E =

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

+
κ

2

(
1− ∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

)(
1− 3

∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

)(
2

κ

ΠR

∂RΠR

(
∂RΠR + 2∂bΠb

))2

+

(
1− ∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

)
ΠR

2

κ

ΠR

∂RΠR

(
∂RΠR + 2∂bΠb

)]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

− 2

κ

(
∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

)(
2∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

)(
ΠR

∂RΠR

(
∂RΠR + 2∂bΠb

))2

+
2

κ

(
∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

)
ΠRΠR

∂RΠR

(
∂RΠR + 2∂bΠb

)]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab − κ

2
∂bAR∂

bAR

− 2

κ
∂bΠb (2∂RΠR + ∂cΠc)

ΠRΠR

∂RΠR∂RΠR
+

2

κ
∂bΠb

ΠRΠR

∂RΠR

]
dtdRd2x,

por lo tanto, la acción reducida va a estar dada como:

SE−Reducida[AR, A
b,ΠR,Πb] =

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b − κ

4
FabF

ab

−κ
2
∂bAR∂

bAR − 2

κ
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

]
dtdRd2x.

(2.6.60)

Nótese que esta acción ya solo depende funcionalmente de 6 variables del espacio fase. Al
calcular su variación e igualar a cero, uno llega a,
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0 = δSE−Reducida =

∫
M

[
ȦRδΠR +ΠRδȦR + ȦbδΠb +ΠbδȦ

b − 1

κ
ΠRδΠR − 1

κ
ΠbδΠb

− κFab∂
aδAb − κ∂bAR∂

bδAR − 4

κ
ΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
δΠR

− 2

κ
ΠRΠR

∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
∂bδΠb −

2

κ
ΠRΠR∂

cΠc
∂RδΠR + ∂bδΠb

∂RΠR∂RΠR

+
4

κ
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

(∂RΠR)3
∂RδΠR

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ȦRδΠR − Π̇RδAR + ȦbδΠb − Π̇bδA

b − 1

κ
ΠRδΠR − 1

κ
ΠbδΠb

+ κ∂aFabδA
b + κ∂b∂bARδAR − 4

κ
ΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
δΠR

+
2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

)
δΠb

+
2

κ
∂R

(
ΠRΠR

∂bΠb

∂RΠR∂RΠR

)
δΠR

+
2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

)
δΠb

− 4

κ
∂R

(
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

(∂RΠR)3

)
δΠR

]
dtdRd2x

+

∫
M

[
∂t
(
ΠRδAR +ΠbδA

b
)
− κ∂a

(
FabδA

b
)
− κ∂b (∂bARδAR)

− 2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
δΠb

)
− 2

κ
∂R

(
ΠRΠR

∂bΠb

∂RΠR∂RΠR
δΠR

)
− 2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
δΠb

)
+
4

κ
∂R

(
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

(∂RΠR)3
δΠR

)]
dtdRd2x,

de donde se tienen las ecuaciones de movimiento,

δAR : −Π̇R + κ∂b∂bAR = 0, (2.6.61)

δAb : −Π̇b + κ∂aFab = 0, (2.6.62)

δΠR : ȦR − 1

κ
ΠR − 4

κ
ΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
− 2

κ
∂R

(
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + 2∂cΠc

(∂RΠR)3

)
= 0,

(2.6.63)

δΠb : Ȧb − 1

κ
Πb +

2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂RΠR + 2∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

)
= 0, (2.6.64)

siempre y cuando el término de frontera se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.
Despejando ȦR y Ȧb de las ecuaciones (2.6.63) y (2.6.64) respectivamente, además de usar las

condiciones (2.6.59), uno obtiene,
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ȦR =
1

κ
ΠR +

4

κ
ΠR∂

bΠb
2∂RΠR + 3∂cΠc

(∂RΠR)2
, (2.6.65)

Ȧb =
1

κ
Πb − 2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂RΠR + 2∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

)
. (2.6.66)

Si se derivan con respecto al tiempo las ecuaciones (2.6.61) y (2.6.62),

−Π̈R + κ∂b∂bȦR = 0 y − Π̈b + κ∂a∂aȦb − κ∂a∂bȦa = 0, (2.6.67)

y si ahora se sustituyen (2.6.65) y (2.6.66) en las ecuaciones anteriores, uno llega a:

Π̈R = κ∂b∂b

(
1

κ
ΠR +

4

κ
ΠR∂

aΠa
2∂RΠR + 3∂cΠc

(∂RΠR)2

)
= ∂b∂b

(
ΠR

(
1 + 8

∂cΠc

∂RΠR
+ 12

(∂cΠc)
2

(∂RΠR)2

)) (2.6.68)

y

Π̈b = κ∂a∂a

(
1

κ
Πb −

2

κ
∂b

(
ΠRΠR

∂RΠR + 2∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

))
− κ∂a∂b

(
1

κ
Πa −

2

κ
∂a

(
ΠRΠR

∂RΠR + 2∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

))
= ∂a∂aΠb − ∂a∂bΠa.

(2.6.69)

Además, de la ecuación (2.6.62), al contraer el índice libre con ∂b, uno llega a que,

∂bΠ̇b = κ∂b∂aFab = 0 ⇒ ∂t∂
bΠb = 0 ⇒ ∂bΠb = f(xd), (2.6.70)

donde también se está considerando la condición antes impuesta a ∂bΠb, (2.6.59).
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para ΠR y Πb son las siguientes:

Π̈R = ∂b∂b

(
ΠR

(
1 + 8

∂cΠc

∂RΠR
+ 12

(∂cΠc)
2

(∂RΠR)2

))
, (2.6.71)

Π̈b = ∂a∂aΠb − ∂a∂bΠa, (2.6.72)

nótese que estas son 3 ecuaciones de movimiento acopladas para 3 variables dinámicas, ΠR y
Πb, entonces, uno puede identificar a estas variables como los 3 grados de libertad de la teoría.
Además, estas ecuaciones tienen forma de ecuación de onda inhomogénea en 2 dimensiones, por lo
cual se puede inferir que el comportamiento será ondulatorio. De hecho, si uno recuerda lo discutido
anteriormente en la descripción lagrangiana y también las ecuaciones de onda que se obtienen en la
electrodinámica con fuentes, entonces se puede inferir que los términos inhomogéneos que aparecen
están asociados a las fuentes. Por otra parte, observe que la primer ecuación tiene expresiones de
la forma ∂RΠR, de manera que la dinámica de la teoría en la frontera va a depender de la frontera,
es decir, dependerá de la hipersuperficie que se elija de toda la foliación para ser la frontera.
Un último dato a retomar es que, si en la frontera hubiera libertad de norma uno podría elegir en
particular que: ∂bΠb = 0, análogo a la norma de Coulomb, con lo cual las ecuaciones de movimiento
terminarían siendo ecuaciones de onda homogéneas.

Como un ejemplo particular, debido a que anteriormente se supuso que ∂RΥ = 0 cuando se
resolvieron las restricciones de segunda clase, (2.6.53), entonces por simplicidad se puede realizar
la siguiente elección: Υ = cte. = C y así de la expresión (2.6.57) se tiene que:
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C = Υ = − ∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb

⇒ C
(
∂RΠR + 2∂bΠb

)
= − (∂RΠR + ∂cΠc)

⇒ (1 + C)∂RΠR = −(1 + 2C)∂cΠc

⇒ 1 + C
1 + 2C

= − ∂cΠc

∂RΠR
.

(2.6.73)

Teniendos dos caso límites:

• Límite cuando C → 0. En esta situación,

ĺım
C→0

1 + C
1 + 2C

= 1 = − ∂cΠc

∂RΠR
⇒ ∂cΠc

∂RΠR
= −1, (2.6.74)

por lo que las ecuaciones de movimiento para ΠR y Πb pasan a ser,

Π̈R = 5∂b∂bΠR,

Π̈b = ∂a∂aΠb − ∂bf.
(2.6.75)

Estas tres ecuaciones siguen teniendo forma de ecuaciones de onda en 2 dimensiones, pero
ahora solo dos de estas son inhomogéneas. Entonces, los grados de libertad, ΠR y Πb, siguen
teniendo un comportamiento ondulatorio. No obstante, la ecuación para ΠR se ha simpli-
ficado, ahora esta variable ya admite una solución de onda plana, mientras que las Πb no
admiten esta clase de soluciones debido a la contribución del término inhomogéneo.

• Límite cuando C → ∞. En esta situación,

ĺım
C→∞

1 + C
1 + 2C

=
1

2
= − ∂cΠc

∂RΠR
⇒ ∂cΠc

∂RΠR
= −1

2
, (2.6.76)

por lo que las ecuaciones de movimiento para ΠR y Πa pasan a ser,

Π̈R = 0,

Π̈b = ∂a∂aΠb − ∂bf.
(2.6.77)

De estas tres ecuaciones de observa que las últimas dos siguen siendo ecuaciones de onda
inhomogéneas en 2 dimensiones, por lo cual los grados de libertad Πb siguen teniendo un
comportamiento ondulatorio. Por otra parte, la ecuación restante para ΠR se ha simplificado
y ahora se interpreta como un campo con evolución temporal constante con respecto a la
coordenada temporal t, Π̇R = h(xb, R), de manera que este grado de libertad ha perdido el
comportamiento ondulatorio.

Así, con este ejemplo se ha podido simplificar una de las ecuaciones de movimiento, la de ΠR, y
con ello se ha mostrado que bajo dos casos límite ocurren situaciones diferentes: en la primera, el
grado de libertad ΠR sigue teniendo un comportamiento ondulatorio, pero ahora es similar al de
la electrodinámica sin fuentes, pues satisfará la ecuación de onda homogénea; mientras que en la
segunda, el grado de libertad ΠR pierde su comportamiento ondulatorio y ahora se interpreta como
un campo con evolución temporal constante con respecto a la coordenada temporal t. Finalmente,
pese a la simplificación que uno obtiene, estas siguen siendo tres ecuaciones de movimiento, una
desacoplada y las otras dos acopladas, para tres variables dinámicas, que se identifican como los
3 grados de libertad de la teoría en la frontera, donde esto último se rectifica con el hecho de que
todo se sigue reduciendo a resolver tres ecuaciones para las tres variables ΠR y Πb.
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2.7. Ejemplos

Con base en los resultados obtenidos en la formulación hamiltoniana, lo que se hará a con-
tinuación es revisar soluciones a las ecuaciones de movimiento de la teoría en la frontera de la
electrodinámica, pero a nivel lagrangiano, ya que las ecuaciones son más simples y por ende los
cálculos requerirán menos desarrollos.

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, uno puede llegar por medio de desarrollos
matemáticos a las ecuaciones de onda homogéneas para E y B16,

∇2E =
∂2E

∂t2
,

∇2B =
∂2B

∂t2
,

o en el caso de los potenciales, se llegan a las ecuaciones de onda homogéneas para Φ y A,

∇2Φ =
∂2Φ

∂t2
,

∇2A =
∂2A

∂t2
.

Es decir, el campo electromagnético debe satisfacer las ecuaciones onda homogéneas y por tan-
to tendrá un comportamiento ondulatorio. Una de las soluciones más simples que tienen estas
ecuaciones para el campo electromagnético son las ondas planas, cuya forma sinusoidal está dada
por,

E = E0 cos (k · r− ωt+ ϕ0) ,

B = B0 cos (k · r− ωt+ ϕ0) ,
(2.7.1)

con E0 y B0 vectores constantes17, k el vector de onda (también constante), r el vector de posición
tridimensional, ω la frecuencia angular y ϕ0 la fase, siendo los últimos dos escalares constantes.
Pese a la simplicidad que presentan este tipo de soluciones, lo relevante radica en que la solución
general a las ecuaciones de onda homogéneas del electromagnetismo puede ser escrita como una
superposición lineal de ondas planas con diferentes parámetros (vector de polarización, frecuencia,
fase y número de onda).

Tomando en cuenta esto último, además de tener comportamientos ondulatorios para el campo
electromagnético, también se podrán tener soluciones estáticas, ya que en principio tales soluciones
se podrán ver como una superposición de ondas planas con diferentes parámetros que interfieren
entre ellas mismas, de manera que el resultado o perturbación final sólo llega a depender de las
coordenadas espaciales y no de la coordenada temporal.

Cabe destacar que, en esta situación los campos eléctrico y magnético son transversales, es
decir, son perpendiculares a la dirección de propagación, un resultado que de hecho se obtiene al
sustituir las expresiones (2.7.1) en las ecuaciones de Maxwell sin fuentes,

k ·E0 = 0 = k ·B0, k×E0 = ωB0 y B0 × k =
1

ω
E0. (2.7.2)

Por otra parte, la teoría en la frontera resultó ser similar a la electrodinámica con fuentes,

16Ver [27], páginas 393-394.
17El vector constante E0 contiene la información de la polarización de la onda.
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(∇×B)R = ĖR + JR,

(∇×B)b = Ėb + Jb,

∇ ·E = ρ,

∇×E = −Ḃ,

∇ ·B = 0,

sólo que con una ecuación extra, la condición de restricción a la frontera,

0 =

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
∂RΦ+

(
εRbaBa −

1

2
∂RA

b

)
∂RAb,

no olvidando también que los términos de fuente que aparecen dependen funcionalmente del campo
eléctrico, el campo magnético y la variable Υ,

JR := −∂0 (Υ∂RΦ)− ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

Jb := −∂R
(
ΥεbRaBa

)
,

ρ := −∂R
(
ΥER

)
.

Además, la teoría en la frontera tiene 3 grados de libertad y no tiene simetría de norma. Debido a
lo anterior, las ecuaciones de onda que se obtendrán para E y B serán del tipo inhomogéneas18,

∇2E− ∂2E

∂t2
= ∇ρ+ ∂J

∂t
,

∇2B− ∂2B

∂t2
= −∇× J,

(2.7.3)

lo mismo sucederá para A y Φ19,

∇2Φ+
∂

∂t
(∇ ·A) = −ρ,

∇2A− ∂2A

∂t2
−∇

(
∂Φ

∂t
+∇ ·A

)
= −J.

(2.7.4)

El hecho de que los campos ahora tengan que satisfacer las ecuaciones de onda inhomogéneas
anteriores es una razón por la cual las ondas planas ya no serían una solución para el campo
electromagnético en la frontera. Aunque, debido a que los términos de fuente no son cualesquiera
funciones, esto en principio podría contribuir a que las ondas planas sí fueran un tipo de solución
y siendo así, no se sabría con certeza si lo comentado inmediato anterior es cierto. Además, las
cuatro ecuaciones similares a las de Maxwell con fuentes no son todo el conjunto de ecuaciones de
movimiento de la teoría en la frontera, se tiene también la condición de restricción a la frontera,
que por cierto, esta ecuación es el motivo por el cual la teoría en la frontera resulta ser análoga a
la electrodinámica con fuentes. Esta última ecuación, en principio, daría información de cómo se
deben comportar las ondas planas (propuestas como solución) para permanecer en la frontera, es
decir, que los grados de libertad no se propaguen.

Tomando esto a consideración, lo que se hará a continuación es proponer algunas soluciones
de la electrodinámica sin fuentes y revisar si satisfacen la condición de restricción a la frontera,
en caso de que no sea así se mostrará qué requisitos deben cumplir este tipo de soluciones para
satisfacer tal ecuación. Una vez revisado lo anterior, el paso siguiente es ver la información que
proporcionan las ecuaciones de movimiento (en la frontera) restantes, aquellas que son similares a

18Ver [26], página 246.
19Ver [26], página 240. Estas ecuaciones, en la electrodinámica (en el bulto) con fuentes, se pueden simplificar

si se emplea la condición de norma de Lorenz. En esta situación, al no haber simetría de norma en la teoría en la
frontera de la electrodinámica sin fuentes, tales ecuaciones no se simplifican.
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las ecuaciones de Maxwell con fuentes, o las ecuaciones de onda inhomogéneas, en particular, lo
que se espera es obtener la información correspondiente a Υ.

2.7.1. Onda plana transversal electromagnética

Una onda plana transversal electromagnética es una solución a las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes, esta onda se caracteriza por tener campos eléctrico y magnético que además de ser per-
pendiculares a la dirección de propagación, no van a tener componentes en la dirección susodicha,
por ejemplo:

E = E0 cos(kz − ωt)x̂,

B = B0 cos(kz − ωt)ŷ,
(2.7.5)

donde se ha elegido que la dirección del vector de propagación sea a lo largo del eje z,

k = kẑ. (2.7.6)

Con esta solución, los potenciales escalar y vectorial pueden estar dados como,

Φ =
E0

k
sen(kz − ωt),

A =
E0

ω
sen(kz − ωt)(x̂+ ẑ),

(2.7.7)

con E0

ω = B0

k . Esto se obtiene de las relaciones,

E = −∇Φ− ∂tA y B = ∇×A. (2.7.8)

Por otra parte, se elige R = z, por lo cual una frontera estará definida como una hipersuperficie
tal que z = cte. Ahora bien, de la condición de restricción a la frontera, se tiene lo siguiente:

0 =

(
Ez +

1

2
∂zΦ

)
∂zΦ+

(
εzbaBa −

1

2
∂zA

b

)
∂zAb

=
1

2
(∂zΦ)

2
+ εzxyBy∂zAx − 1

2
(∂zAx)

2

=
1

2

(
E2

0 +B2
0

)
cos2(kz − ωt)

⇒ 0 = cos2(kz − ωt) y por tanto sen2(kz − ωt) = 1

⇒ 0 = cos(kz − ωt) y sen(kz − ωt) = ±1

⇒ 2n+ 1

2
π = kz − ωt con n ∈ Z.

(2.7.9)

Estos resultados indican que los campos eléctrico y magnético en la frontera tienen que ser cero,
mientras que los potenciales electromagnéticos en la frontera deben ser constantes,

E = 0, B = 0, Φ =
E0

k
y A = ±E0

ω
(x̂+ ẑ) . (2.7.10)

Por lo cual, se concluye que no hay dinámica en la frontera para este tipo de solución. Además, si
se elige una frontera particular, z = z0, esta solo estará definida en los instantes de tiempo,

t =
k

ω
z0 −

2n+ 1

2

π

ω
. (2.7.11)

Por otra parte, para un instante de tiempo dado, t = t0, los frentes de onda en la frontera tienen
que estar dados como,
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z =
ω

k
t0 +

2n+ 1

2

π

k
, (2.7.12)

que en realidad están definiendo fronteras en ese instante de tiempo, pues z = cte.
Lo siguiente es trabajar con las ecuaciones de onda inhomogéneas para los potenciales electro-

magnéticos, donde se van a emplear los resultados obtenidos anteriormente. Pero para esto primero
es necesario calcular las densidades de carga y corriente inducidas,

ρ = 0 y J = 0, (2.7.13)

estos resultados son coherentes, puesto que se obtuvo que los campos eléctrico y magnético des-
aparecen en la frontera. Más aún, las ecuaciones (2.7.4) se satisfacen trivialmente y por ende Υ
queda indefinido.

Una interpretación que se le puede dar a los resultados anteriores es que los campos eléctrico y
magnético se hacen cero en la frontera porque la onda electromagnética inicialmente, en el interior,
se propagaba en dirección perpendicular a la frontera (hipersuperficie temporaloide).

2.7.2. Onda plana transversal eléctrica

Una onda plana transversal eléctrica es una solución a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes,
esta onda se caracteriza por tener campos eléctrico y magnético que además de ser perpendiculares
a la dirección de propagación, el campo eléctrico no va a tener componente en la dirección susodicha,
por ejemplo:

E = E0 cos(ky + kz − ωt)x̂,

B = B0 cos(ky + kz − ωt) (ŷ − ẑ) ,
(2.7.14)

donde se ha elegido que la dirección del vector de propagación sea a lo largo de los ejes y y z,

k = k (ŷ + ẑ) . (2.7.15)

Con esta solución, los potenciales escalar y vectorial pueden estar dados como:

Φ =
E0

k
cos(ky + kz − ωt),

A =
E0

ω
sen(ky + kz − ωt)x̂+

E0

ω
cos(ky + kz − ωt)(ŷ + ẑ),

(2.7.16)

con E0

ω = B0

k .
Por otra parte, se elige R = z, por lo cual una frontera estará definida como una hipersuperficie

tal que z = cte.Ahora bien, de la condición de restricción a la frontera, se tiene lo siguiente:

0 =

(
Ez +

1

2
∂zΦ

)
∂zΦ+

(
εzbaBa −

1

2
∂zA

b

)
∂zAb

=
1

2
(∂zΦ)

2
+ εzxyBy∂zAx − 1

2
(∂zAx)

2 − 1

2
(∂zAy)

2

=

[
1

2

(
E0

k

)2

−
(
E0

ω

)2
]
sen2 (ky + kz − ωt) +

1

2

(
E0

ω

)2

⇒ 1

2−
(
ω
k

)2 = sen2 (ky + kz − ωt) con
ω

k
̸=

√
2

⇒
1−

(
ω
k

)2
2−

(
ω
k

)2 = cos2 (ky + kz − ωt) .

(2.7.17)
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Estos resultados indican que los campos eléctrico y magnético en la frontera tienen que ser cons-
tantes, lo mismo para los potenciales electromagnéticos en la frontera,

E = ±E0

√√√√1−
(
ω
k

)2
2−

(
ω
k

)2 x̂,
B = ±B0

√√√√1−
(
ω
k

)2
2−

(
ω
k

)2 (ŷ − ẑ) ,

Φ = ±E0

k

√√√√1−
(
ω
k

)2
2−

(
ω
k

)2 ,
A = ±E0

ω

√
1

2−
(
ω
k

)2 ± E0

ω

√√√√1−
(
ω
k

)2
2−

(
ω
k

)2 (ŷ + ẑ) .

(2.7.18)

Por lo cual, se concluye que no hay dinámica en la frontera para este tipo de solución.
Lo siguiente es trabajar con las ecuaciones de onda inhomogéneas para los potenciales elec-

tromagnéticos, donde se van a emplear los resultados obtenidos anteriormente. Pero primero será
necesario calcular las densidades de carga y corriente inducidas,

ρ = 0, Jz = 0, Jx = By∂zΥ y Jy = 0, (2.7.19)

así, al utilizar estos resultados en (2.7.4) se llega a una sola ecuación que no se satisface trivialmente,

0 = Jx = By∂zΥ = ±B0

√√√√1−
(
ω
k

)2
2−

(
ω
k

)2 ∂zΥ ⇒ 0 = ∂zΥ ⇒ Υ = Υ(t, x, y),

y de esta ecuación se concluye que al final no hay fuentes inducidas, lo cual es coherente con el
hecho de que los campos eléctrico y magnético son constantes en la frontera. Por otra parte, no se
pudo determinar el comportamiento de Υ, salvo que es independiente de z.

Nótese que, en el ejemplo anterior también se obtuvo que no hay dinámica y que las fuentes
inducidas son cero, pero a diferencia del ejemplo presente, se obtuvo que los campos desaparecen en
la frontera, mientras que en este son constantes. El de hecho de que en este tipo de onda el campo
electromagnético sea constante, no cero, se puede asociar a que su dirección de propagación inicial,
en el interior, no es perpendicular a la frontera, se tiene una componente tangencial, de manera
que los campos no desaparecen en la frontera, aunque sí permanecen constantes y estáticos.
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Capítulo 3

Pontryagin en la frontera

La teoría de Pontryagin abeliana en un espacio-tiempo de 4 dimensiones es una teoría topológi-
ca, es decir, no tiene grados de libertad locales. En el capítulo 1 se vio que la teoría de Chern-Simons
abeliana en un espacio-tiempo 3D es dinámica en la frontera, con 1 grado de libertad, mientras
que en el bulto es una teoría topológica, al igual que Pontryagin. Tomando en cuenta este último
hecho, uno puede preguntarse si para Pontryagin se obtiene un resultado similar, esto es, que en
la frontera también se tengan grados de libertad, teniendo así una teoría dinámica. Esta es una de
las razones de interés por las cuales en este capítulo se va a construir y analizar la correspondiente
teoría en la frontera de Pontryagin, usando el algoritmo propuesto en [2]. Por otra parte, sabiendo
que en la frontera de la teoría de Pontryagin se encuentra definida la teoría de Chern-Simons,

SP [A] = ξ

∫
M′

dA ∧ dA = ξ

∫
∂M′

A ∧ dA︸ ︷︷ ︸
SC−S

, (3.0.1)

y como en este capítulo se va a construir la teoría en la frontera de Pontryagin, parte del análisis
también se dedicará a mostrar que efectivamente Chern-Simons está contenida en la frontera de
Pontryagin, pero de manera local, ya que el algoritmo propuesto en [2] es local, es decir, se trabaja
en una región M del espacio-tiempo donde es aplicable tal algoritmo.

Por lo tanto, de lo comentado con anterioridad, además de la construcción de la correspondiente
teoría en la frontera de Pontryagin, los objetivos de este capítulo son determinar por completo la
dinámica de la teoría en la frontera, es decir: obtener e interpretar ecuaciones de movimiento,
condiciones de frontera, restricciones, simetrías, número y caracterización de grados de libertad;
para después comparar estos resultados obtenidos en la frontera con los que uno obtiene en el
interior, destacando las principales diferencias y similitudes que hay entre ambas. Un objetivo más
es mostrar que la teoría de Chern-Simons está contenida en la teoría en la frontera de Pontryagin.
Cabe destacar que, los resultados que se presentan a continuación son originales.

3.1. Elección del principio de acción

El principio de acción de la teoría de Pontryagin abeliana en un espacio-tiempo de 4 dimensiones
con fronteras está definidio por,

SP [Aµ] =
ρ

4

∫
M
FαβFµν ε̃

αβµνd4x, (3.1.1)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es la curvatura de la conexión Aµ (siendo estas las variables diná-
micas), con µ, ν = 0, 1, 2, 3 índices espacio-temporales, M es una región del espacio-tiempo de
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4D1 y ρ es una constante de acoplamiento. Además, se tiene la densidad tensorial de Levi-Civita,
ε̃αβµν = (−1)s̃

√
|g|εαβµν , con εαβµν el símbolo de Levi-Civita, completamente antisimétrico, g el

determinante de la métrica y s̃ la signatura de la métrica2.
Cabe recordar que, a este principio de acción se le va a pedir que sea diferencible, es decir, que

se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange.

3.2. Elección del tipo de frontera
Como ya se comentó en el capítulo 1, se va a elegir una frontera del tipo temporaloide, es decir,

la región M del espacio-tiempo se va a foliar mediante una familia de hipersuperficies temporaloides
(donde alguna de estas será la frontera). El motivo de esta elección es que más adelante, al tener
una dirección temporal en estas hipersuperficies, uno podrá estudiar la dinámica de la teoría en la
frontera, aplicando un análisis Lagrangiano o Hamiltoniano.

3.3. Proyección del principio de acción
Una vez elegido el principio de acción y el tipo de frontera, lo que sigue es proyectar el principio

de acción, (3.1.1), en una familia de hipersuperficies temporaloides que folian la región del espacio-
tiempo M (donde una de estas será la frontera). Para esto, uno puede emplear el operador de
proyección que se presentó en el capítulo 1, Pµ

ν := δµν − σnνn
µ (1.1.2), donde σ = 1 ya que n = R

será espacialoide, es decir:

Pµ
ν := δµν −RνR

µ, (3.3.1)

con R = Rµ∂µ el vector espacioaloide normal a la familia de hipersuperficies temporaloides que
folian la región M del espacio tiempo y Rµ sus correspondientes componentes.

Sin embargo, para realizar la proyección de la acción (3.1.1) no se empleará directamente el
operador de proyección (3.3.1), sino que se hará uso únicamente de la proyección de la densidad
tensorial de Levi-Civita,

ε̃αβµν = 4R[α ε̃βµν]. (3.3.2)

Uno puede verificar que el resultado de emplear la proyección (3.3.2) en la acción (3.1.1) es el
mismo que se obtiene al aplicar directamente el operador de proyección (3.3.1) a la acción (3.1.1).

Siendo así, la acción de Pontryagin proyectada va a estar dada como:

SP [A] =
ρ

4

∫
M
FαβFµν4R

[α ε̃βµν] d4x

=
ρ

4

∫
M
FαβFµν

[
Rαε̃βµν −Rβ ε̃µνα +Rµε̃ναβ −Rν ε̃αβµ

]
d4x

= ρ

∫
M
FαβFµνR

α ε̃βµνd4x.

(3.3.3)

Si ahora se usa la relación, FβαR
α = ∂β (R

αAα) − £RAβ , entonces se llega a que el principio de
acción de Pontryagin proyectado estará dado por,

SP [Aµ] = ρ

∫
M

[£RAβ − ∂β (R
αAα)]Fµν ε̃

βµνd4x

= ρ

∫
M

[Fµν£RAβ − Fµν∂β (R
αAα)] ε̃

µνβd4x.

(3.3.4)

1Región del espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método propuesto en [2].
2La teoría de Pontryagin, al ser topológica, no necesita de una métrica para estar bien definida en un espacio-

tiempo con fronteras.
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Cabe mencionar que, este sigue siendo un principio de acción en el bulto, pero que ya sabe acerca
de que la región del espacio-tiempo M ha sido foliada por una familia de hipersuperficies tempo-
raloides.

3.4. Construcción del principio de acción en la frontera

Ahora que se tiene el principio de acción de Pontryagin proyectado, (3.3.4), notése que el
término que tiene la derivada de Lie, ε̃µνβFµν£RAβ , contiene la información de cómo se propagan
los grados de libertad a lo largo de R y como se comentó anteriormente, para restringir que estos
grados de libertad no se propaguen de una hipersuperficie temporaloide a la siguiente, es necesario
imponer ese término como una restricción de la teoría e introducirlo al principio de acción (3.3.4)
por medio del método de los multiplicadores de Lagrange. La razón de este paso, como se discutió
en el capítulo 1, se debe a que cuando se vaya a estudiar la dinámica de la teoría en la frontera (una
hipersuperficie particular elegida de la foliación), lo que se desea es que esta dinámica permanezca
en la frontera elegida, es decir, que las conexiones Aµ no se propaguen de una frontera a otra de
un momento a otro, por lo cual es necesario introducir una restricción que corresponda al término
que contiene esta información.

De esta manera, se define el principio de acción de la teoría de Pontryagin en la familia de
fronteras (hipersuperficies) temporaloides como,

SP−B [Aµ,Υ] = ρ

∫
M
Fµν [(1 + Υ)£RAβ − ∂β (R

αAα)] ε̃
µνβd4x, (3.4.1)

siendo Υ el multiplicador de Lagrange y una variable dinámica, que permite introducir la res-
tricción ε̃µνβFµν£RAβ = 0 a la acción, que debe cumplirse para cada frontera (hipersuperficie)
temporaloide. En este caso, esta restricción corresponde a la condición de restricción a la frontera:

ε̃µνβFµν£RAβ = 0. (3.4.2)

El principio de acción (3.4.1) sigue siendo una acción en el interior, por ello se está considerando
a M como región de integración. Pero, a diferencia de (3.1.1), este principio de acción, (3.4.1), ya
contiene la información de la familia de hipersuperficie temporaloides, que folian M, y donde ahora
la dinámica en cada una es independiente de las demás.

3.5. Análisis lagrangiano

Teniendo el principio de acción en la frontera, el último paso es realizar el análisis de la dinámica
de esta teoría. Para ello, primero se reescribirá el principio de acción (3.4.1) usando coordenadas
adaptadas a la foliación, de manera que, ∂RAi = £RAi y AR := AαR

α, donde los índices latinos,
i = 0, 1, 2, etiquetan coordenadas espacio-temporales arbitrarias en cada una de las hipersuperficies
temporaloides. De esta manera, el principio de acción de Pontryagin en la frontera, (3.4.1), pasa a
ser:

SPB [AR, Ai,Υ] = ρ

∫
M
Fij [(1 + Υ)∂RAk − ∂kAR] ε̃

ijkdRd3x, (3.5.1)

y con esta acción se va a trabajar a continuación.

3.5.1. Ecuaciones de movimiento

Partiendo de la variación de la acción (3.5.1) e igualando a cero,
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0 = δSPB = ρδ

∫
M
Fij [(1 + Υ)∂RAk − ∂kAR] ε̃

ijkdRd3x

= ρ

∫
M

[2 ((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR) ∂iδAj + Fij∂RAkδΥ+ Fij(1 + Υ)∂RδAk

−Fij∂kδAR] ε̃
ijkdRd3x

= ρ

∫
M

[−2∂i ((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR) δAj + 2∂i [((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)δAj ]

+ Fij∂RAkδΥ− ∂R (Fij(1 + Υ)) δAk + ∂R (Fij(1 + Υ)δAk)

+∂kFijδAR − ∂k (FijδAR)] ε̃
ijkdRd3x

(3.5.2)

⇒ 0 = δSPB = ρ

∫
M

[∂kFijδAR + [2∂i((1 + Υ)∂RAj − ∂jAR)− ∂R (Fij(1 + Υ))] δAk

+Fij∂RAkδΥ] ε̃ijkdRd3x

+ ρ

∫
M

[−∂k (2((1 + Υ)∂RAi − ∂iAR)δAj + FijδAR)

+∂R (Fij(1 + Υ)δAk)] ε̃
ijkdRd3x,

(3.5.3)

se obtienen así las ecuaciones de movimiento,

δAR : ∂kFij ε̃
ijk = 0, (3.5.4)

δAk : [2∂i((1 + Υ)∂RAj − ∂jAR)− ∂R (Fij(1 + Υ))] ε̃ijk = 0, (3.5.5)

δΥ : Fij∂RAkε̃
ijk = 0, (3.5.6)

siempre y cuando el término de frontera,

δSPB |boundary term = −ρ
∫
M

[∂k (2((1 + Υ)∂RAi − ∂iAR)δAj + FijδAR)

−∂R (Fij(1 + Υ)δAk)] ε̃
ijkdRd3x,

(3.5.7)

se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.
Cabe mencionar que, una de las ecuaciones de movimiento es la condición de restricción a la

frontera, (3.5.6), y como lo dice el nombre, esta ecuación también se puede ver como una condición
de frontera, de modo que, al resolverla el término de frontera (3.5.7) se puede simplificar. Por otro
lado, de las ecuaciones de movimiento se observa que, la ecuación (3.5.5) es la única que contiene
información sobre el campo AR, pero de hecho ese término se hace cero por antisimetría, debido a
esto AR queda como un campo arbitrario, lo cual se puede asociar a cierta libertad de norma que
presenta la teoría (esto se verificará más adelante en la formulación hamiltoniana).

3.5.2. Chern-Simons en la frontera
Como se ha comentado anteriormente, en este capítulo uno de los objetivos es comprobar que la

teoría de Chern-Simons (C-S) está contenida en la teoría en la frontera de Pontryagin. Para esto, se
mostrará a continuación que, bajo una solución particular de la ecuación (3.5.6) las ecuaciones de
movimiento (3.5.5) se reducen a las ecuaciones de movimiento de Chern-Simons en la formulación
lagrangiana.

Entonces, lo primero a realizar es recordar que el principio de acción de Chern-Simons abeliano
en un espacio-tiempo N de 3 dimensiones está definido como,
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SCS [Ai] =
1

4

∫
N
AkFij ε̃

kijd3x, (3.5.8)

siendo sus ecuaciones de movimiento,

ε̃kij Fij = 0, (3.5.9)

que se obtienen directamente de la variación de la acción SCS .
Ahora bien, partiendo de la ecuación (3.5.6), que corresponde a la condición de restricción a la

frontera, se propone una solución para esta euación tal que las Aj y Υ tienen la forma,

∂RAj = 0 y ∂RΥ ̸= 0, (3.5.10)

ya que así (3.5.6) se satisface directamente. Por otra parte, de la ecuación de movimiento (3.5.5),
al desarrollar las derivadas correspondientes y restar los términos semejantes, uno llega a,

[2∂i((1 + Υ)∂RAj − ∂jAR)− ∂R (Fij(1 + Υ))] ε̃ijk = 0

⇒ 2 [∂i((1 + Υ)∂RAj − ∂jAR)− ∂R (∂iAj(1 + Υ))] ε̃ijk = 0

⇒ 2 [∂iΥ∂RAj + (1 + Υ)∂i∂RAj − ∂i∂jAR − (1 + Υ)∂R∂iAj − ∂iAj∂RΥ] ε̃ijk = 0

⇒ 2 (∂iΥ∂RAj − ∂RΥ∂iAj) ε̃
ijk = 0. (3.5.11)

Finalmente, al usar las soluciones (3.5.10), la ecuación (3.5.11) se reduce a lo siguiente:

− 2∂RΥ∂iAj ε̃
ijk = 0 (3.5.12)

⇒ 2∂iAj ε̃
ijk = 0 (3.5.13)

⇒ Fij ε̃
ijk = 0 (3.5.14)

Con este resultado se puede concluir que, a nivel lagrangiano, la teoría de Chern-Simons está
contenida en la frontera de Pontryagin, ya que las ecuaciones de movimiento de C-S son un caso
particular de las ecuaciones de movimiento de Pontryagin en la frontera 3. Por otra parte, de las
soluciones (3.5.10), al ser Υ la única variable dinámica que tendrá dependencia funcional de la
coordenada espacial R, se puede suponer por simplicidad que Υ = Υ(R), con lo cual Υ se puede
interpretar como una etiqueta de las hipersuperficies temporaloides que folían la región M del
espacio-tiempo. Con base en lo anterior, se concluye que en cualquier hipersuperficie temporaloi-
de que se elija como frontera se encontrará contenida la teoría de Chern-Simons, es decir, para
cualquier R.

Nótese que no hará falta analizar la ecuación de movimiento restante, (3.5.4), puesto que se va
a satisfacer idénticamente, ya que corresponde a las identidades de Bianchi un un espacio-tiempo
tridimensional.

3.6. Análisis hamiltoniano
En este sección se va a realizar un análisis hamiltoniano del principio de acción (3.5.1), esto

es, se aplicará el algoritmo de Dirac-Bergmann al principio de acción en la frontera de Pontryagin.
Pero para esto, será necesario proyectar nuevamente el principio de acción, (3.5.1), solo que ahora
será en una familia de superficies espacialoides, siendo el vector normal a estas temporaloide. Por
lo cual, el operador de proyección empleado en este caso estará dado como,

3Son un caso particular en el sentido de que se obtienen al proponer una solución particular para las ecuaciones
de movimiento de la teoría en la frontera de Pontryagin, para ser más exacto, una solución particular a la condición
de restricción a la frontera.
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P j
i = δji + TiT

j . (3.6.1)

Con T = T i∂i el vector temporaloide normal a la familia de superficies espacialoides y T i sus
correspondientes componentes. Note que en P i

j , (1.1.2), σ = −1 ya que para esta proyección n = T
es temporaloide.

Sin embargo, de forma similar a lo que se hizo anteriormente, no será necesario emplear direc-
tamente el operador de proyección (3.6.1), sino que se hará uso simplemente de la proyección de
la densidad tensorial de Levi-Civita,

ε̃ijk = −3T [i ε̃ jk]. (3.6.2)

En principio, uno puede verificar que el resultado de emplear la proyección (3.6.2) en la acción
(3.5.1) es el mismo que se obtiene al aplicar directamente el operador de proyección (3.6.1) a la
acción (3.5.1).

Siendo así, el cálculo de la proyección del principio de acción (3.5.1) en la familia de superficies
espacioaloides va a estar dado como,

SP−B2[AR, Ai,Υ] = −ρ
∫
M
Fij [(1 + Υ)∂RAk − ∂kAR] 3T [i ε̃ jk]dRd3x

= −ρ
∫
M
Fij [(1 + Υ)∂RAk − ∂kAR]

(
T iε̃jk + T j ε̃ki + T kε̃ij

)
dRd3x

= −ρ
∫
M

[
2Fij ((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)T

iε̃jk

+Fij ((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)T
kε̃ij

]
dRd3x

= −ρ
∫
M

[
2Fij ((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)T

iε̃jk

+Fij ((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)T
kε̃ij

]
dRd3x.

(3.6.3)

Si ahora se usa la relación, FjiT
i = ∂j

(
T iAi

)
−£TAj , entonces se llega a que el principio de acción

(3.5.1) proyectado en la familia de superficies espacialoides va a estar dado por,

SP−B2[AR, Ai,Υ] = −ρ
∫
M

[
2
(
£TAj − ∂j

(
T iAi

))
((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR) ε̃

jk

+Fij

(
(1 + Υ)∂RAkT

k − T k∂kAR

)
ε̃ij
]
dRd3x.

(3.6.4)

Usando ahora coordenadas adaptadas a la foliación, ∂t = £T = T i∂i y At := T iAi, donde los
índices latinos, a = 1, 2, etiquetan coordenadas espaciales arbitrarias en cada una de las superficies
espacialoides. De esta manera, el principio de acción (3.6.4) pasa a ser,

SPB2[At, AR, Aa,Υ] = −ρ
∫
M

[2 (∂tAa − ∂aAt) ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR)

+Fab ((1 + Υ)∂RAt − ∂tAR)] ε̃
abdtdRd2x,

(3.6.5)

donde se identifica la densidad lagrangiana de la teoría,

LPB = −ρ [2 (∂tAa − ∂aAt) ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) + Fab ((1 + Υ)∂RAt − ∂tAR)] ε̃
ab

= −ρ
[
2
(
Ȧa − ∂aAt

)
((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) + Fab

(
(1 + Υ)∂RAt − ȦR

)]
ε̃ab.

(3.6.6)
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3.6.1. Matriz Hessiana

Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana LPB , se procede a revisar si la teoría es
singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

H =


∂2LPB

∂(∂tAt)∂(∂tAt)
∂2LPB

∂(∂tAt)∂(∂tAR)
∂2LPB

∂(∂tAt)∂(∂tAb)
∂2LPB

∂(∂tAt)∂(∂tΥ)
∂2LPB

∂(∂tAR)∂(∂tAt)
∂2LPB

∂(∂tAR)∂(∂tAR)
∂2LPB

∂(∂tAR)∂(∂tAb)
∂2LPB

∂(∂tAR)∂(∂tΥ)
∂2LPB

∂(∂tAa)∂(∂tAt)
∂2LPB

∂(∂tAa)∂(∂tAR)
∂2LPB

∂(∂tAa)∂(∂tAb)
∂2LPB

∂(∂tAa)∂(∂tΥ)
∂2LPB

∂(∂tΥ)∂(∂tAt)
∂2LPB

∂(∂tΥ)∂(∂tAR)
∂2LPB

∂(∂tΥ)∂(∂tAb)
∂2LPB

∂(∂tΥ)∂(∂tΥ)



=


∂2LPB

∂Ȧt∂Ȧt

∂2LPB

∂Ȧt∂ȦR

∂2LPB

∂Ȧt∂Ȧb

∂2LPB

∂Ȧt∂Υ̇
∂2LPB

∂ȦR∂Ȧt

∂2LPB

∂ȦR∂ȦR

∂2LPB

∂ȦR∂Ȧb

∂2LPB

∂ȦR∂Υ̇
∂2LPB

∂Ȧa∂Ȧt

∂2LPB

∂Ȧa∂ȦR

∂2LPB

∂Ȧa∂Ȧb

∂2LPB

∂Ȧa∂Υ̇
∂2LPB

∂Υ̇∂Ȧt

∂2LPB

∂Υ̇∂ȦR

∂2LPB

∂Υ̇∂Ȧb

∂2LPB

∂Υ̇∂Υ̇

 ,

(3.6.7)

cuyas componentes están dadas por4,

∂LPB

∂Ȧt

= 0 =⇒ ∂LPB

∂ȦΞ∂Ȧt

= 0,

∂LPB

∂ȦR

= ρFabε̃
ab =⇒ ∂LPB

∂ȦΞ∂ȦR

= 0,

∂LPB

∂Ȧa
= −2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab =⇒ ∂LPB

∂ȦΞ∂Ȧa
= 0,

∂LPB

∂Υ̇
= 0 =⇒ ∂LPB

∂ȦΞ∂Υ̇
= 0,

de manera que, la matriz hessiana H es,

H =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ⇒ detH = 0, (3.6.8)

por lo cual, se concluye que la teoría es singular, así que se procede a emplear el algoritmo de
Dirac-Bergmann para estudiar esta teoría en la formulación hamiltoniana.

3.6.2. Momentos canónicos y restricciones primarias

Dada la forma de la matriz hessiana, (3.6.8), se tiene que el Rango(H) = 0 y la Nulidad(H) = 5,
lo cual nos asegura que no se va a poder despejar ninguna ȦΞ y que además se esperan 5 restricciones
primarias.

Calculando los momentos canónicos,

4Por simplicidad, se van a denotar al conjunto de campos y de momentos como: AΞ = (At, AR, Ab,Υ) y ΠΞ =
(Πt,ΠR,Πb,ΠΥ) respectivamente.
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Πt :=
∂LPB

∂Ȧt

= 0 ⇒ ϕt := Πt ≈ 0, (3.6.9)

ΠR :=
∂LPB

∂ȦR

= ρFabε̃
ab ⇒ ϕR := ΠR − ρFabε̃

ab ≈ 0, (3.6.10)

Πa :=
∂LPB

∂Ȧa
= −2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab

⇒ ϕa := Πa + 2ρ
(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab ≈ 0, (3.6.11)

ΠΥ :=
∂LPB

∂Υ̇
= 0 ⇒ ϕΥ := ΠΥ ≈ 0, (3.6.12)

se comprueban entonces los resultados comentados anteriormente, ya que ninguna ȦΞ se pudo
despejar y se obtuvieron 5 restricciones primarias.

3.6.3. Condiciones de regularidad
Ahora que se cuenta con las restricciones primarias que presenta esta teoría, ϕt, ϕR, ϕa y

ϕΥ; se requiere que cumplan con las condiciones de regularidad. Fijándose en la siguiente matriz
jacobiana,

(
∂(ϕt, ϕR, ϕa, ϕΥ)

∂(At, AR, Ab,Υ,Πt,ΠR,Πb,ΠΥ)

)
=


0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

 , (3.6.13)

se puede ver que esta tiene rango constante e igual a 5, la misma cantidad de restricciones primarias
independientes encontradas. Así, se concluye que ϕt, ϕR, ϕa y ϕΥ, dadas por (3.6.9)-(3.6.12), van
a definir una subvariedad de dimensión 5 en el espacio fase (AΞ,ΠΞ).

3.6.4. Hamiltonianas canónica y primaria
Se procede a definir la hamiltoniana canónica, HC , la cual sólo está bien definida en la superficie

de restricciones primarias. Cabe notar que, para calcular esta hamiltoniana se van a emplear los
resultados obtenidos en la definición de los momentos canónicos y a la densidad lagrangiana LPB ,
de esta manera, se tiene lo siguiente:

HC : =

∫
HC d3y

=

∫ [
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠaȦ

a +ΠΥΥ̇− LPB

]
d3y

=

∫ [
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠaȦ

a +ΠΥΥ̇ + 2ρ
(
Ȧa − ∂aAt

)
((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃

ab

+ρFab

(
(1 + Υ)∂RAt − ȦR

)
ε̃ab
]
d3y

=

∫ [
ΠtȦt +

(
ΠR − ρFabε̃

ab
)
ȦR +

(
Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab
)
Ȧa +ΠΥΥ̇

−2ρ∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab + ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃

ab
]
d3y

=

∫ [
−2ρ∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃

ab + ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃
ab
]
d3y,

(3.6.14)
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por lo tanto,

HC = ρ

∫
[Fab(1 + Υ)∂RAt − 2∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR)] ε̃

abd3y, (3.6.15)

Ahora bien, una vez que se ha calculado HC , se define la hamiltoniana primaria,

H1 : = HC +

∫
[λtϕt + λRϕR + λaϕa + λΥϕΥ] d

3y

=

∫ [
ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃

ab − 2ρ∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab + λtΠt + λR

(
ΠR − ρFabε̃

ab
)

+λa
(
Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab
)
+ λΥΠΥ

]
d3y,

(3.6.16)
con (λt, λR, λ

a, λΥ) los multiplicadores de Lagrange y (ϕt, ϕR, ϕa, ϕΥ) las restricciones primarias.

3.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias
Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las restric-

ciones primarias, (3.6.9)-(3.6.12), cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no
cambien con el tiempo,

Φ̇ = {Φ, H1} ≈ 0. (3.6.17)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones de consistencia es que se pueden identificar
explícitamente las restricciones secundarias, en caso de que las haya.

Por simplicidad, en los cálculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamen-
tales, siendo los únicos distintos de cero 5,

{At(x
0, x⃗),Πt(x

0, y⃗)} = δ3(x− y), (3.6.18)

{AR(x
0, x⃗),ΠR(x

0, y⃗)} = δ3(x− y), (3.6.19)

{Aa(x
0, x⃗),Πb(x0, y⃗)} = δbaδ

3(x− y), (3.6.20)

{Υ(x0, x⃗),ΠΥ(x
0, y⃗)} = δ3(x− y). (3.6.21)

Entonces, las condiciones de consistencia para cada restricción están dadas como sigue.
Para ϕt,

ϕ̇t(x) = {ϕt(x), H1} =

∫
{ϕt(x),H1(y)}d3y

=

∫
{Πt, ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃

ab − 2ρ∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab} d3y

=

∫ [
ρFab(1 + Υ)ε̃ab{Πt, ∂RAt} − 2ρ ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃

ab{Πt, ∂aAt}
]
d3y

=

∫ [
−ρFab(1 + Υ)ε̃ab∂Rδ

3(x− y) + 2ρ ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab∂aδ

3(x− y)
]
d3y

= ρ [∂R (Fab(1 + Υ))− 2∂a ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR)] ε̃
ab

= 2ρ [∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb] ε̃
ab ≈ 0,

(3.6.22)
5Los paréntesis de Poisson fundamentales iguales a cero son los siguientes:

{AΞ(x
0, x⃗), AΘ(x0, y⃗)} = 0 = {ΠΞ(x

0, x⃗),ΠΘ(x0, y⃗)},

{AΞ(x
0, x⃗),ΠΘ(x0, y⃗)} = 0, si los índices Ξ ̸= Θ,

donde Ξ,Θ = t, R, b,Υ, no olvidando también que b = 1, 2.
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se encuentra una restricción secundaria,

ψt := 2ρ [∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb] ε̃
ab ≈ 0. (3.6.23)

Para ϕR,

ϕ̇R(x) = {ϕR(x), H1} =

∫
{ϕR(x),H1(y)}d3y

=

∫
{ΠR − ρFcdε̃

cd, 2ρ∂aAt∂bARε̃
ab + λaΠa − 2ρλa∂bARε̃ab} d3y

=

∫ [
2ρ (∂aAt − λa) ε̃

ab{ΠR, ∂bAR} − 2ρλaε̃cd{∂cAd,Πa}
]
d3y

=

∫ [
−2ρ (∂aAt − λa) ε̃

ab∂bδ
3(x− y)− 2ρ∂cλ

aε̃cdδadδ
3(x− y)

]
d3y

= 2ρ
[
∂b (∂aAt − λa) ε̃

ab − ∂cλaε̃
ca
]

= 2ρ [∂a∂bAt − ∂bλa + ∂bλa] ε̃
ab = 0,

(3.6.24)

no hay restricciones secundarias, pero tampoco se puede determinar algún multiplicador de La-
grange, de hecho, la condición se cumple de manera directa.

Para ϕc,

ϕ̇c(x) = {ϕc(x), H1} =

∫
{ϕc(x),H1(y)}d3y

=

∫
{Πc + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

d − ∂dAR

)
ε̃cd, ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃

ab − 2ρ∂aAt(1 + Υ)∂RAbε̃
ab

+ λRΠR − ρλRFabε̃
ab + λaΠa + 2ρλa(1 + Υ)∂RA

bε̃ab + λΥΠΥ} d3y

=

∫ [
2ρ(1 + Υ)∂RAtε̃

ab{Πc, ∂aAb} − 2ρ∂aAt(1 + Υ)ε̃ab{Πc, ∂RAb} − 2ρλRε̃
ab{Πc, ∂aAb}

+ 2ρλa(1 + Υ)ε̃ab{Πc, ∂RA
b} − 2ρλRε̃cd{∂dAR,ΠR}+ 2ρ(1 + Υ)λaε̃cd{∂RAd,Πa}

+2ρ∂RA
dλΥε̃cd{(1 + Υ),ΠΥ}

]
d3y

=

∫ [
−2ρ(1 + Υ)∂RAtε̃

abδcb∂aδ
3(x− y) + 2ρ∂aAt(1 + Υ)ε̃abδcb∂Rδ

3(x− y)

+ 2ρλRε̃
abδcb∂aδ

3(x− y)− 2ρλa(1 + Υ)ε̃abδ
b
c∂Rδ

3(x− y)− 2ρ∂dλRε̃cdδ
3(x− y)

+2ρ(1 + Υ)∂Rλ
aε̃cdδ

d
aδ

3(x− y) + 2ρ∂RA
dλΥε̃cdδ

3(x− y)
]
d3y

= 2ρ∂a ((1 + Υ)∂RAt) ε̃ac − 2ρ∂R (∂aAt(1 + Υ)) ε̃ac − 2ρ∂aλRε̃ac + 2ρ∂R (λa(1 + Υ)) ε̃ac

− 2ρ∂dλRε̃cd + 2ρ(1 + Υ)∂Rλ
aε̃ca + 2ρ∂RA

dλΥε̃cd

= 2ρ [∂a ((1 + Υ)∂RAt)− ∂R (∂aAt(1 + Υ))− ∂aλR + ∂R (λa(1 + Υ)) + ∂aλR

−(1 + Υ)∂Rλ
a − ∂RA

aλΥ] ε̃ac

= 2ρ [∂aΥ∂RAt − ∂aAt∂RΥ+ λa∂RΥ− ∂RA
aλΥ] ε̃ac ≈ 0,

(3.6.25)

no hay restricciones secundarias y en principio, se pueden determinar algunos multiplicadores de
Lagrange.
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Para ϕΥ,

ϕ̇Υ(x) = {ϕΥ(x), H1} =

∫
{ϕΥ(x),H1(y)}d3y

=

∫
{ΠΥ, ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃

ab − 2ρ∂aAt(1 + Υ)∂RAbε̃
ab + 2ρλa(1 + Υ)∂RA

bε̃ab} d3y

=

∫ [
ρFab∂RAtε̃

ab{ΠΥ,Υ} − 2ρ∂aAt∂RAbε̃
ab{ΠΥ,Υ}+ 2ρλa∂RA

bε̃ab{ΠΥ,Υ}
]
d3y

=

∫ [
−ρFab∂RAtε̃

abδ3(x− y) + 2ρ∂aAt∂RAbε̃
abδ3(x− y)− 2ρλa∂RA

bε̃abδ
3(x− y)

]
d3y

= 2ρ [−∂aAb∂RAt + ∂aAt∂RAb − λa∂RAb] ε̃
ab ≈ 0,

(3.6.26)
no hay ninguna restricción secundaria y en principio, se puede determinar un multiplicador de
Lagrange.

De los resultados anteriores, al haber encontrado una sola restricción secundaria, (3.6.23), va a
ser necesario definir la hamiltoniana secundaria,

H2 := H2 +

∫
λ̃tψt d

3y, (3.6.27)

con λ̃t un multiplicador de Lagrange; y verificar que esta nueva restricción ψt cumple con las
condiciones de consistencia. Entonces, para ψt,

ψ̇t(x) = {ψt(x), H1} =

∫
{ψt(x),H1(y)}d3y

=

∫
{2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃

ab, λcΠc + λΥΠΥ} d3y

=

∫
2ρ [∂RΥλ

c{∂aAb,Πc}+ ∂aAbλΥ{∂RΥ,ΠΥ} − ∂RAbλΥ{∂aΥ,ΠΥ}

−∂aΥλc{∂RAb,Πc}] ε̃ab d3y

=

∫
2ρ
[
∂RΥ∂aλ

cδbcδ(x− y) + ∂aAb∂RλΥδ
3(x− y)− ∂RAb∂aλΥδ

3(x− y)

−∂aΥ∂Rλcδbcδ3(x− y)
]
ε̃ab d3y

= 2ρ [∂RΥ∂aλb + ∂aAb∂RλΥ − ∂RAb∂aλΥ − ∂aΥ∂Rλb] ε̃
ab ≈ 0,

(3.6.28)

no hay ninguna restricción secundaria y en principio, se puede determinar un multiplicador de
Lagrange.

Con el último resultado, se concluye que no hay más restricciones secundarias, por lo tanto,
esta teoría presenta 6 restricciones, (ϕt, ϕR, ϕa, ϕΥ, ψt).

3.6.6. Restricciones de primera y segunda clase
Una vez que se han encontrado todas las restricciones que presenta la teoría, (3.6.9), (3.6.10),

(3.6.11), (3.6.12) y (3.6.23); lo que sigue es separarlas en restricciones de primera y segunda clase,
para lo cual será necesario calcular los paréntesis de Poisson de cada una de las restricciones con
todas las demás. Haciendo uso nuevamente de los paréntesis de Poisson fundamentales, se obtiene
lo siguiente:

(I) {ϕt, ϕt} = {Πt,Πt} = 0

(II) {ϕt, ϕR} = {Πt,ΠR − ρFcdε̃
cd} = 0

(III) {ϕt, ϕc} = {Πt,Πc + 2ρ
(
(1 + Υ)∂RA

d − ∂dAR

)
ε̃cd} = 0
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(IV) {ϕt, ϕΥ} = {Πt,ΠΥ} = 0

(V) {ϕt, ψt} = {Πt, 2ρ (∂cAd∂RΥ− ∂cΥ∂RAd) ε̃
cd} = 0

(VI) {ϕR, ϕR} = {ΠR − ρFabε̃
ab,ΠR − ρFcdε̃

cd} = 0

(VII)
{ϕR, ϕc} = {ΠR − ρFabε̃

ab,Πc + 2ρ
(
(1 + Υ)∂RA

d − ∂dAR

)
ε̃cd}

= −2ρε̃cd∂
dδ3(x− y)− 2ρε̃ac∂

aδ3(x− y) = 0

(VIII) {ϕR, ϕΥ} = {ΠR − ρFabε̃
ab,ΠΥ} = 0

(IX) {ϕR, ψt} = {ΠR − ρFabε̃
ab, 2ρ (∂cAd∂RΥ− ∂cΥ∂RAd) ε̃

cd} = 0

(X)
{ϕa, ϕc} = {Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab,Πc + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

d − ∂dAR

)
ε̃cd}

= −2ρε̃ac∂RΥδ
3(x− y)

(XI) {ϕa, ϕΥ} = {Πa + 2ρ
(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab,ΠΥ} = 2ρε̃ab∂RA

bδ3(x− y)

(XII) {ϕΥ, ϕΥ} = {ΠΥ,ΠΥ} = 0

(XIII) {ψt, ψt} = {2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
ab, 2ρ (∂cAd∂RΥ− ∂cΥ∂RAd) ε̃

cd} = 0

(XIV)
{ψt, ϕΥ} = {2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃

ab,ΠΥ}
= 2ρε̃ab

[
∂aAb∂Rδ

3(x− y)− ∂RAb∂aδ
3(x− y)

]
(XV)

{ψt, ϕc} = {2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
ab,Πc + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

d − ∂dAR

)
ε̃cd}

= 2ρε̃ac
[
∂RΥ∂

aδ3(x− y)− ∂aΥ∂Rδ
3(x− y)

]
De los resultados anteriores, se concluye que 2 restricciones son de primera clase y 4 restricciones

son de segunda clase, de modo que uno las puede redefinir como,

γt := ϕt = Πt ≈ 0, (3.6.29)

γR := ϕR = ΠR − ρFabε̃
ab ≈ 0, (3.6.30)

y

χa := ϕa = Πa + 2ρ
(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab ≈ 0, (3.6.31)

χΥ := ϕΥ = ΠΥ ≈ 0, (3.6.32)

χt := ψt = 2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
ab ≈ 0. (3.6.33)

Nótese que, a pesar de que la teoría de Pontryagin en la frontera cuenta con restricciones de
primera clase y por ende, con transformaciones de norma, también presenta restricciones de segunda
clase, siendo esta una diferencia clara con la teoría de Pontryagin en el bulto, que únicamente cuenta
con restricciones de primera clase, esto es, es una teoría pura de norma.

3.6.7. Grados de libertad
Separadas las restricciones entre de primera y segunda clase, se procede a realizar el conteo de

grados de libertad, el cual se calcula como sigue:

GL =
1

2

[(
Número total de

variables canónicas

)
− 2 ×

(
Número de restricciones

de primera clase

)
−

(
Número de restricciones de
segunda clase originales

)]
.

(3.6.34)
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Así, para la teoría de Pontryagin en la frontera, que tiene 2 restricciones de primera clase y 4
de segunda clase, se tiene que,

GL =
1

2
[10− 2(2)− 4] = 1. (3.6.35)

Finalmente, este resultado marca la diferencia principal entre la dinámica de Pontryagin en
la frontera y el interior. Puesto que, la primera presenta un grado de libertad, mientras que la
segunda no tiene grados de libertad, es decir, una teoría es dinámica y la otra es topológica. Cabe
recordar que algo similar sucedió con la teoría de Chern-Simons, teniendo así dos teorías que son
topológicas en el interior, pero que en la frontera presentan un grado de libertad.

Ahora bien, partiendo de este resultado se tienen dos caminos a seguir. El primero es responder
a qué corresponde este grado de libertad y el segundo es verificar que Chern-Simons se encuentra
definida en la frontera de Pontryagin, lo cual en principio parecería un resultado complicado de
obtener, ya que la primer teoría es topológica y esta última resultó ser dinámica. El análisis y
discusión de estos resultados se realizará en las secciones posteriores. Por el momento, se prosigue
con la obtención de las ecuaciones de movimiento generales y las transformaciones de norma.

3.6.8. Acción y hamiltoniana extendidas

Se define la acción extendida como,

SE

[
AR, At, A

b,Υ,ΠR,Πt,Πb,ΠΥ, vt, vR, u
a, uΥ, ut

]
: =

∫
M

[
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇−HC − vtγt − vRγR − uaχa − uΥχΥ − utχt

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇− ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃
ab

+ 2ρ∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab − vtΠt − vR

(
ΠR − ρFabε̃

ab
)

− ua
(
Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab
)
− uΥΠΥ

−ut2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
ab
]
dtdRd2x,

(3.6.36)
donde se puede identificar a la hamiltoniana extendida, dada por,

HE : =

∫
[HC + vtγt + vRγR + uaχa + uΥχΥ + utχt] d

3y

=

∫ [
ρFab(1 + Υ)∂RAtε̃

ab − 2ρ∂aAt ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab + vtΠt + vR

(
ΠR − ρFabε̃

ab
)

+ ua
(
Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab
)
+ uΥΠΥ

+ut2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
ab
]
d3y,

(3.6.37)
siendo vt, vR, ua, uΥ y ut multiplicadores de Lagrange.

Cabe notar que, tanto la acción extendida SE como la hamiltoniana extendida HE contienen
toda la información de esta teoría. Ahora bien, las ecuaciones de movimiento se pueden obtener
empleando ambas, pero en este caso se van a caclular a partir de la variación de la acción SE .
Siendo así, el desarrollo está dado como,
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δSE =

∫
M

[
ȦtδΠt +ΠtδȦt + ȦRδΠR +ΠRδȦR + ȦbδΠb +ΠbδȦ

b + Υ̇δΠΥ +ΠΥδΥ̇

− 2ρ(1 + Υ)∂RAtε̃
ab∂aδAb − ρFab∂RAtε̃

abδΥ− ρFab(1 + Υ)ε̃ab∂RδAt

+ 2ρ ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab∂aδAt + 2ρ∂aAt∂RAbε̃

abδΥ+ 2ρ∂aAt(1 + Υ)ε̃ab∂RδAb

− 2ρ∂aAtε̃
ab∂bδAR −Πtδvt − vtδΠt −

(
ΠR − ρFabε̃

ab
)
δvR − vRδΠR + 2ρvRε̃

ab∂aδAb

−
(
Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab
)
δua − uaδΠa − 2ρua∂RA

bε̃abδΥ

− 2ρua(1 + Υ)ε̃ab∂RδA
b + 2ρuaε̃ab∂

bδAR −ΠΥδuΥ − uΥδΠΥ

− 2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
abδut − 2ρut∂RΥε̃

ab∂aδAb − 2ρut∂aAbε̃
ab∂RδΥ

+2ρut∂RAbε̃
ab∂aδΥ+ 2ρut∂aΥε̃

ab∂RδAb

]
dtdRd2x

= 0,
(3.6.38)

y al usar integración por partes se llega a,

0 = δSE =

∫
M

[
ȦtδΠt − Π̇tδAt + ȦRδΠR − Π̇RδAR + ȦbδΠb − Π̇bδA

b + Υ̇δΠΥ − Π̇ΥδΥ

+ 2ρ∂a ((1 + Υ)∂RAt) ε̃
abδAb − ρFab∂RAtε̃

abδΥ+ ρ∂R (Fab(1 + Υ)) ε̃abδAt

− 2ρ∂a ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
abδAt + 2ρ∂aAt∂RAbε̃

abδΥ

− 2ρ∂R (∂aAt(1 + Υ)) ε̃abδAb + 2ρ∂b∂aAtε̃
abδAR −Πtδvt − vtδΠt

−
(
ΠR − ρFabε̃

ab
)
δvR − vRδΠR − 2ρ∂avRε̃

abδAb

−
(
Πa + 2ρ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab
)
δua − uaδΠa − 2ρua∂RA

bε̃abδΥ

+ 2ρ∂R (ua(1 + Υ)) ε̃abδA
b − 2ρ∂buaε̃abδAR −ΠΥδuΥ − uΥδΠΥ

− 2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
abδut + 2ρ∂a (ut∂RΥ) ε̃abδAb

+2ρ∂R (ut∂aAb) ε̃
abδΥ− 2ρ∂a (ut∂RAb) ε̃

abδΥ− 2ρ∂R (ut∂aΥ) ε̃abδAb

]
dtdRd2x

+

∫
M

[
∂t (ΠtδAt) + ∂t (ΠRδAR) + ∂t

(
ΠbδA

b
)
+ ∂t (ΠΥδΥ)

− 2ρ∂a ((1 + Υ)∂RAtδAb) ε̃
ab − ρ∂R (Fab(1 + Υ)δAt) ε̃

ab

+ 2ρ∂a (((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR)δAt) ε̃
ab + 2ρ∂R (∂aAt(1 + Υ)δAb) ε̃

ab

− 2ρ∂b (∂aAtδAR) ε̃
ab + 2ρ∂a (vRδAb) ε̃

ab − 2ρ∂R
(
ua(1 + Υ)δAb

)
ε̃ab

+ 2ρ∂b (uaδAR) ε̃ab − 2ρ∂a (ut∂RΥδAb) ε̃
ab − 2ρ∂R (ut∂aAbδΥ) ε̃ab

+2ρ∂a (ut∂RAbδΥ) ε̃ab + 2ρ∂R (ut∂aΥδAb) ε̃
ab
]
dtdRd2x

(3.6.39)

por lo tanto, se tienen las ecuaciones de movimiento siguientes:
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δAt : −Π̇t + 2ρ [∂R (∂aAb(1 + Υ))− ∂a ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR)] ε̃
ab = 0,

δAR : −Π̇R + 2ρ∂b (∂aAt − ua) ε̃
ab = 0,

δAb : −Π̇b + 2ρ [∂a ((1 + Υ)∂RAt − vR + ut∂RΥ)− ∂R ((∂aAt − ua)(1 + Υ) + ut∂
aΥ)] ε̃ab = 0,

δΥ : −Π̇Υ − 2ρ [∂aAb∂RAt + (ua − ∂aAt) ∂RAb − ∂R (ut∂aAb) + ∂a (ut∂RAb)] ε̃
ab = 0,

δΠt : Ȧt − vt = 0,

δΠR : ȦR − vR = 0,

δΠb : Ȧb − ub = 0,

δΠΥ : Υ̇− uΥ = 0,

δvt : γt = Πt = 0,

δvR : γR = ΠR − ρFabε̃
ab = 0,

δua : χa = Πa + 2ρ
(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab = 0,

δuΥ : χΥ = ΠΥ = 0,

δut : χt = 2ρ (∂aAb∂RΥ− ∂aΥ∂RAb) ε̃
ab = 0,

(3.6.40)
siempre y cuando el término se frontera,

δSE

∣∣∣Boundary

term

=

∫
M

[
∂t
(
ΠtδAt +ΠRδAR +ΠbδA

b +ΠΥδΥ
)

− 2ρε̃ab∂R (∂aAb(1 + Υ)δAt + ((ua − ∂aAt)(1 + Υ)− ut∂aΥ) δAb + ut∂aAbδΥ)

+ 2ρε̃ab∂a (((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) δAt + (∂bAt − ub)δAR + ut∂RAbδΥ

+(vR − (1 + Υ)∂RAt − ut∂RΥ)δAb)] dtdRd
2x,

(3.6.41)
se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.

3.6.9. Transformaciones de norma

Encontradas las ecuaciones de movimiento, un siguiente paso es calcular las transformaciones
de norma que mantienen invariantes estas ecuaciones. Haciendo uso del formalismo de Castellani6,
se puede definir el generador de estas transformaciones en términos de las restricciones de primera
clase, esto es,

G : =

∫
[ϵt(y)γt(y) + ϵR(y)γR(y)] d

3y (3.6.42)

=

∫ [
ϵtΠt + ϵR

(
ΠR − ρFab ε̃

ab
)]
d3y. (3.6.43)

De manera que, las transformaciones de norma son,

AΞ → A′
Ξ = AΞ + δAΞ,

ΠΞ → Π′
Ξ = ΠΞ + δΠΞ,

6Para más información ver [30].
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donde ,

δAt(x) = {At(x), G} =

∫
ϵt(y){At(x),Πt(y)} d3y = ϵt(x) = ϵt (3.6.44)

δAR(x) = {AR(x), G} =

∫
ϵR(y){AR(x),ΠR(y)} d3y = ϵR(x) = ϵR (3.6.45)

δAa(x) = {Aa(x), G} = 0 (3.6.46)
δΥ(x) = {Υ(x), G} = 0 (3.6.47)

y

δΠt(x) = {Πt(x), G} = 0 (3.6.48)
δΠR(x) = {ΠR(x), G} = 0 (3.6.49)

δΠa(x) = {Πa(x), G} = −
∫
ϵR(y)2ρε̃

bc{Πa(x), ∂
(y)
b Ac(y)} d3y

=

∫
ϵR(y)2ρε̃

bc∂
(y)
b δacδ

3(x− y) d3y

= −2ρ∂bϵRε̃ba = 2ρε̃ab∂
bϵR (3.6.50)

δΠΥ(x) = {ΠΥ(x), G} = 0. (3.6.51)

En vista de los resultados anteriores, se concluye que la teoría en la frontera no es invariante
por completo bajo el grupo U(1) ni bajo difeomorfismos, mientras que en el bulto sí tenía estas
simetrías; esto se debe a que ahora los únicos campos que tienen simetría de norma son At y AR,
es decir, sólo es invariante bajo un subgrupo de U(1) y de los difeomorfismos

3.7. Dinámica de Pontryagin en la frontera
Llegado a este punto, será necesario realizar las siguientes observaciones. Por una parte, uno de

los objetivos fue probar que Chern-Simons está contenido en la teoría en la frontera de Pontryagin,
lo cual se realizó anteriormente en el análisis lagrangiano. Este resultado indicaría que Pontryagin
en la frontera es una teoría topológica, ya que Chern-Simons se encuentra definida ahí y tal teoría
es topológica. No obstante, en el análisis hamiltoniano se probó que la teoría en la frontera es
diferente a la correspondiente teoría en el bulto, ya que la teoría en la frontera de Pontryagin
presenta 1 grado de libertad local, lo cual indica que esta teoría es dinámica.

Estos dos resultados resultan contradictorios, pero lo que en realidad está sucediendo es que
la teoría en la frontera de Pontryagin tiene más de un sector: uno topológico y otro dinámico. El
sector que se obtenga dependerá en parte de la solución a las ecuaciones de movimiento, más aún,
de la solución a la condición de restricción a la frontera, es decir, de la forma en que se deben
comportar los campos para no propagarse de una hipersuperficie (frontera) a otro.

Esto se mostró de manera detallada en la descripción lagrangiana, con las soluciones (3.5.10)
para la condición de restricción a la frontera (3.5.6). Donde las ecuaciones de movimiento restantes
se reducen a las de Chern-Simons, mostrando así que bajo esta solución Pontryagin en la frontera
es topológica y por tanto, uno está en el sector topológico.

Por otra parte, bajo otra solución a (3.5.6), la dinámica que se obtiene va a corresponder al
grado de libertad dinámico, estando ahora en el sector dinámico, lo cual se podrá ver de manera
más detallada en lo que sigue.

3.7.1. Sector quiral
Usando el algoritmo de Dirac-Bergmann se ha podido obtener el número de grados de libertad

locales que presenta la teoría de Pontryagin en la frontera, GL = 1, y con este resultado se pueden
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analizar nuevamente las ecuaciones de movimiento lagrangianas, para así dar una descripción de
la dinámica de esta teoría con base en el grado de libertad que se tiene, es decir, caracterizar al
grado de libertad. La razón de fijarse en la formulación lagrangiana se debe a que las ecuaciones
de movimiento hamiltonianas resultan ser más complicadas de manejar, además de que se tienen
más variables dinámicas: los campos, momentos y multiplicadores de Lagrange, es por ello que se
opta trabajar en la descripción lagrangiana.

Entonces, al saber que se tiene 1 grado de libertad local, se comienza por proponer una solución
a la condición de restricción a la frontera,

Fij∂RAkε̃
ijk = 0,

donde esta solución es tal que los campos van a tener la forma,7,

AR = ∂RΨ y Ak = ∂kΨ, (3.7.1)

con Ψ = Ψ(xµ) un campo escalar. Así, la ecuación (3.5.6) se va a satisfacer trivialmente, ya que
Fij = 0. Por otra parte, la ecuación (3.5.5) pasa a ser,

0 = [∂i((1 + Υ)∂R∂jΨ)] ε̃ijk

= ∂iΥ∂R∂jΨε̃
ijk.

(3.7.2)

Con este resultado ahora se propone,

Υ = Ψ, (3.7.3)

así, la ecuación anterior termina por ser,

0 = ∂iΨ∂R∂jΨε̃
ijk, (3.7.4)

la cual lleva a las 3 ecuaciones siguientes,

k = 0 : 0 = ∂1Ψ∂R∂2Ψ− ∂2Ψ∂R∂1Ψ ⇒ 0 = ∂R

(
∂2Ψ

∂1Ψ

)
⇒ ∂2Ψ = f(t, xb)∂1Ψ,

k = 1 : 0 = ∂2Ψ∂R∂0Ψ− ∂0Ψ∂R∂2Ψ ⇒ 0 = ∂R

(
∂0Ψ

∂2Ψ

)
⇒ ∂0Ψ = g(t, xb)∂2Ψ,

k = 2 : 0 = ∂0Ψ∂R∂1Ψ− ∂1Ψ∂R∂0Ψ ⇒ 0 = ∂R

(
∂1Ψ

∂0Ψ

)
⇒ ∂0Ψ = h(t, xb)∂1Ψ,

(3.7.5)

que se reducen a un conjunto de 2 ecuaciones de onda quirales dependientes para Ψ,

∂0Ψ = h(t, xb)∂1Ψ y ∂0Ψ = g(t, xb)∂2Ψ, (3.7.6)

con f = h
g y cuya solución general está dada por,

Ψ = C(R)Ψ(x1 + fx2 + ht). (3.7.7)

Nótese que entonces Ψ se identifica como el grado de libertad de la teoría en la frontera de
Pontryagin y su dinámica es similar a la de un bosón quiral tridimensional. Este comportamiento
resulta ser análogo al que se obtiene en [2] con la teoría de Chern-Simons, donde se obtiene una
dinámica similar a la un bosón quiral bidimensional que se puede asociar al efecto Hall cuántico.

Ahora bien, conociendo la dinámica general de esta teoría uno puede preguntarse qué sistema
físico podría modelar. En principio, y siguiendo la analogía con Chern-Simons, los sistemas físicos

7Esta solución está motivada en la propuesta que se da en [2] para resolver la condición de restricción a la frontera
de la teoría de Chern-Simons en la frontera.
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cuyo comportamiento más se asemeja a la dinámica de Pontryagin (en el interior y en la frontera)
son los aislantes topológicos, que corresponden a materiales, en esta situación tridimensionales, los
cuales tienen la característica de que en el volumen son aislantes (no hay grados de libertad en el
bulto), mientras que en la superficie son conductores (hay grados de libertad en la frontera).

3.7.2. Séctor topológico (Chern-Simons)

El sector topológico a nivel lagrangiano se puede consultar de manera detallada en la sección
3.5.2, donde bajo ciertas condiciones para las variabes dinámicas, (3.5.10), se obtuvo que las ecua-
ciones de movimiento (3.5.5) se reducen a las ecuaciones de Chern-Simons, (3.5.9), siendo esta
última una teoría topológica. Mientras que la ecuación (3.5.6) se satisface de manera trivial bajo
la elección realizada para los campos. Entonces, con estas condiciones la teoría de Pontryagin en
la frontera es una teoría topológica.

Para observar este sector a nivel hamiltoniano, igual con la teoría de Chern-Simons, se tiene el
siguiente desarrollo.

Tomando en cuenta que ahora se está en la formulación hamiltoniana, lo que se hará a conti-
nuación es comprobar que la teoría de Chern-Simons está contenida en la teoría de Pontryagin en
la frontera, como ya se hizo anteriormente en la formulación lagrangiana, sección 3.5.2. Para ello,
se van a proponer algunas condiciones particulares para las variables dinámicas y se va a comparar
la información que proporcionan las ecuaciones de movimiento de ambas teorías.

Para poder realizar lo anterior, primero será necesario recordar que la acción extendida de
Chern-Simons abeliana está dada como,

SE(C−S) =

∫
N

[
Π0Ȧ0 +ΠbȦb +

1

2
A0∂aAbε̃

ab +
1

2
Aa∂bA0ε̃

ab − v0Π
0

−v
(
∂aΠ

a +
1

2
ε̃ab∂aAb

)
− ua

(
Πa − 1

2
ε̃abAb

)]
d3x,

(3.7.8)

siendo sus ecuaciones de movimiento,

δA0 : −Π̇0 +
1

2
ε̃abFab = 0,

δAb : −Π̇b +
1

2
(ua + ∂av) ε̃

ab − ∂aA0ε̃
ab = 0,

δΠ0 : Ȧ0 − v0 = 0,

δΠb : Ȧb + ∂bv − ub = 0,

δv0 : Π0 = 0,

δv : ∂aΠ
a +

1

4
ε̃abFab = 0,

δua : Πa −
1

2
ε̃abAb = 0,

(3.7.9)

que se obtienen directamente de la variación de la acción SE(C−S), siendo v y v0 multiplicadores de
Lagrange que acompañan a las restricciones de primera clase, mientras que ua son multiplicadores
de Lagrange que acompañan a las restricciones de segunda clase.

Para las ecuaciones de movimiento de Chern-Simons, considere la elección y redefiniciones
siguientes,

∂bv = 0, A0 :=
1

2
A0 y v0 :=

1

2
v0, (3.7.10)

lo cual no modifica la información que proporcionan tales ecuaciones puesto que v y v0 son funciones
arbitrarias. Además, al realizar un poco de álgebra y reorganizar, las ecuaciones (3.7.9) pasan a
ser,
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Ȧ0 = v0,

Π0 = 0,

0 = Π̇0 =
1

2
ε̃abFab ⇒ 1

2
ε̃abFab = 0,

Ȧb = ub,

Π̇b =
1

2
(ua − ∂aA0) ε̃

ab,

∂aΠ
a = −1

4
ε̃abFab ⇒ ∂aΠ

a = 0,

Πa =
1

2
ε̃abAb.

(3.7.11)

Por otra parte, para las ecuaciones de movimiento de Pontryagin en la frontera, considere las
siguientes condiciones para las variables dinámicas8,

∂RAt = 0, ∂RAb = 0, ∂Rut = 0, ∂Ru
a = 0,

∂RΥ = 1, Ab = ∂bAR, ∂avR = ∂aut∂RΥ y ρ =
1

4
.

(3.7.12)

Además, al realizar un poco de álgebra y reorganizar, parte de las ecuaciones de movimiento (3.6.40)
pasan a ser9,

Ȧt = vt,

Πt = 0,

0 = Π̇t =
1

4
ε̃abFab ⇒ 1

4
ε̃abFab = 0,

Ȧb = ub,

Π̇b =
1

2
(ua − ∂aAt) ε̃ab,

∂aΠa =
1

4
ε̃abF

ab ⇒ ∂aΠa = 0,

Πa =
1

2
ε̃abA

b.

(3.7.13)

De estos últimos dos conjuntos de ecuaciones de movimiento se puede observar que hay un claro
parecido, de hecho, ambos conjuntos de ecuaciones contienen la misma información física, tal como
la evolución temporal, las restricciones y los multiplicadores de Lagrange. Por lo cual, se puede
concluir que las ecuaciones de Chern-Simons (3.7.11) están contenidas, como caso particular10, en
las ecuaciones de Pontryagin en la frontera (3.7.13).

Cabe destacar que, las ecuaciones de movimiento restantes son las siguientes11,

8Este tipo de condiciones están inspiradas en las que se usaron en la descripción lagrangiana.
9Las ecuaciones de movimiento empleadas son las que se obtienen de δAt, δAb, δΠt, δΠb, δvt y δua

10Son un caso particular en el sentido de que se obtienen al proponer condiciones particulares para las variables
dinámicas de la teoría en la frontera de Pontryagin.

11Las ecuaciones de movimiento restantes son las que se obtienen de δAR, δΥ, δΠR, δΠΥ, δvR, δuΥ y δut
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0 = Π̇R = −1

2
∂buaε̃

ab ⇒ ∂buaε̃
ab = 0,

Π̇Υ = 0,

ȦR = vR,

Υ̇ = uΥ,

ΠR =
1

4
Fabε̃

ab = 0,

ΠΥ = 0,

1

2
∂aAbε̃

ab = 0 ⇒ ∂aAbε̃
ab = 0,

(3.7.14)

las cuales contienen información redundante que ya se encuentra en (3.7.13) e indican que algunos
campos son cero o funciones arbitrarias. Es decir, la teoría de Pontryagin en la frontera sujeta a
(3.7.12) resulta ser topológica y además, para este caso particular, tiene contenida a la teoría de
Chern-Simons.
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Capítulo 4

Electrodinámica+Pontryagin en la
frontera

De la literatura, se sabe que la electrodinámica sin fuentes es una teoría dinámica y la teoría
de Pontryagin es una teoría topológica. Ahora bien, cuando se acoplan ambas teorías y se analiza
el sistema conjunto, lo que se obtiene es la dinámica de la electrodinámica1. Es decir, cuando se
acopla la teoría de Pontryagin a la electrodinámica, la primera no modifica a la segunda en ningún
aspecto, lo cual se debe a que Pontryagin es topológica. Cabe destacar que este resultado es en el
bulto.

Por otra parte, en los capítulos anteriores se ha mostrado que las teorías en la frontera de la
electrodinámica y de Pontryagin son completamente diferentes a sus correspondientes teorías en el
interior. Debido a esto, uno puede esperar que la teoría acoplada tenga un comportamiento similar
en la frontera, lo cual se mostrará a lo largo de este captítulo, esto es, se va a construir y anali-
zar la correspondiente teoría en la frontera de Electrodinámica+Pontryagin, usando el algoritmo
propuesto en [2].

No obstante, surge una pregunta con respecto a lo que se ha comentado inicialemnte del acopla-
miento en el bulto. Es decir, quizás la teoría en la frontera de la electrodinámica más Pontryagin
sea diferente a la teoría en la frontera de la electrodinámica más Pontryagin en el bulto, pero
¿puede ocurrir que la electrodinámica más Pontryagin en la frontera se reduzca a la electrodiná-
mica en la frontera? lo cual diría que el acoplamiento de Pontryagin a la electrodinámica no afecta
tampoco en la frontera, así como sucede en el bulto; o será que la dinámica de la electrodinámica
más Pontryagin en la frontera sea diferente a la que se obtuvo en la electrodinámica en la frontera
y que la contribución de Pontryagin a la electrodinámica sea relevante, ya sea en las ecuaciones de
movimiento, simetrías o grados de libertad en la frontera. Con esta motivación, en este capítulo

Tomando en cuenta lo anterior, además de la construcción de la correspondiente teoría en la
frontera de la electrodinámica sin fuentes acoplada a Pontryagin, los objetivos de este capítulo son
determinar por completo la dinámica de la teoría en la frontera, es decir: obtener e interpretar
ecuaciones de movimiento, condiciones de frontera, restricciones, simetrías, número y caracteriza-
ción de grados de libertad; para después comparar estos resultados obtenidos en la frontera con los
que uno obtiene en el interior, destacando las principales diferencias y similitudes que hay entre
ambas. También se mostrará cuál de los dos razonamiento comentados con anterioridad es cierto.
Cabe destacar que, los resultados que se presentan a continuación son originales.

1En lo que sigue de la tesis ya solo se escribirá “electrodinámica” para referirse a la electrodinámica sin fuentes,
esto es, se omitirá el término “sin fuentes”, a menos que se requiera para evitar ambiguedad.

67



Electrodinámica+Pontryagin en la frontera
4.1 Elección del principio de acción

4.1. Elección del principio de acción
El principio de acción de la electrodinámica sin fuentes acoplada al invariante topológico de

Pontryagin en un espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras está definido como,

SED+P [Aµ] = −κ
4

∫
M
FµνF

µνd4x+
ξ

4

∫
M
FαβFµν ε̃

αβµνd4x, (4.1.1)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es la curvatura de la conexión Aµ, siendo estas las variables diná-
micas2, con µ, ν = 0, 1, 2, 3 índices espacio-temporales. M es una región del espacio-tiempo de
4D3, κ y ξ son constantes de acoplamiento. Además, se tiene la densidad tensorial de Levi-Civita,
ε̃αβµν = (−1)s̃

√
|g|εαβµν , con εαβµν el símbolo de Levi-Civita, completamente antisimétrico, g el

determinante de la métrica y s̃ la signatura de la métrica.
Cabe recordar que, a este principio de acción se le va a pedir que sea diferenciable, es decir,

que se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange.

4.2. Elección del tipo de frontera
Como ya se comentó en el capítulo 1, se va a elegir una frontera del tipo temporaloide, es decir,

la región M del espacio-tiempo se va a foliar mediante una familia de hipersuperficies temporaloides
(donde alguna de estas será la frontera). El motivo de esta elección es que más adelante, al tener
una dirección temporal en estas hipersuperficies, uno podrá estudiar la dinámica de la teoría en la
frontera, aplicando un análisis Lagrangiano o Hamiltoniano.

4.3. Proyección del principio de acción
Una vez elegido el principio de acción y el tipo de frontera, lo que sigue es proyectar el prin-

cipio de acción, (4.1.1), en una familia de hipersuperficies temporaloides que folien la región del
espacio-tiempo M (donde una de ellas será la frontera). Para esto, se van a emplear los resultados
obtenidos en los capítulos anteriores, como el principio de acción de la teoría acoplada es una
suma de los principios de acción de la electrodinámica y Pontryagin, entonces la proyección del
principio de acción acoplado será la suma de sus correspondientes principios de acción proyectados
separadamente, (2.3.5) más (3.3.4), esto es:

SED+P [Aµ] = −κ
4

∫
M

[FµνF
µν + 2∂α (RρAρ) ∂

α (RτAτ )− 2 (2∂α (RρAρ)−£RA
α)£RAα] d

4x

+ ξ

∫
M

[Fµν£RAβ − Fµν∂β (R
αAα)] ε̃

µνβd4x

=

∫
M

[
−κ
4
FµνF

µν − κ

2
∂α (RρAρ) ∂

α (RτAτ )− ξFµν∂β (R
αAα) ε̃

µνβ

+
κ

2
(2∂α (RρAρ)−£RA

α)£RAα + ξFµν£RAβ ε̃
µνβ
]
d4x,

(4.3.1)
por lo tanto, el principio de acción de ED+P proyectado estará dado por,

SED+P [Aµ] =

∫
M

[
−κ
4
FµνF

µν − κ

2
∂α (RρAρ) ∂

α (RτAτ )− ξFµν∂α
(
RβAβ

)
ε̃µνα

+
(
κ∂α (RρAρ)−

κ

2
£RA

α + ξFµν ε̃
µνα
)
£RAα

]
d4x.

(4.3.2)

2En esta teoría, las conexiones Aµ corresponden al cuadripotencial, esto es, Aµ = (−Φ, A⃗), con Φ el potencial
escalar eléctrico y A⃗ el potencial vectorial magnético.

3Región del espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método propuesto en [2].
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Este sigue siendo un principio de acción en el bulto, pero que ya sabe sobre la foliación de la región
del espacio-tiempo M mediante una familia de hipersuperficies temporaloides.

4.4. Construcción del principio de acción en la frontera
Ahora que se tiene el principio de acción de la ED+P proyectado, (4.3.2), nótese que el término

que tiene la derivada de Lie,
(
κ∂α (RρAρ)− κ

2£RA
α + ξFµν ε̃

µνα
)
£RAα, contiene la información

de cómo se propagan los grados de libertad a lo largo de R y como se comentó anteriormente,
para restringir que estos grados de libertad no se propaguen de una hipersuperficie temporaloide
a la siguiente, es necesario imponer ese término como una restricción de la teoría e introducirlo al
principio de acción (4.3.2) por medio del método de los multiplicadores de Lagrange. La razón de
este paso, como se discutió en el capítulo 1, se debe a que cuando se vaya a estudiar la dinámica de
la teoría en la frontera (una hipersuperficie particular elegida de la foliación), lo que se desea es que
esta dinámica permanezca en la frontera elegida, es decir, que las conexiones Aµ no se propaguen
de una frontera a otra de un momento a otro, por lo cual es necesario introducir una restricción
que corresponda al término que contiene esta información.

De esta manera, se define el principio de acción de ED+P en la familia de fronteras (hipersu-
perficies) temporaloides como,

SED+P |B [Aµ,Υ] =

∫
M

[
−κ
4
FµνF

µν − κ

2
∂α (RρAρ) ∂

α (RτAτ )− ξFµν∂α
(
RβAβ

)
ε̃µνα

+ (1 + Υ)
(
κ∂α (RρAρ)−

κ

2
£RA

α + ξFµν ε̃
µνα
)
£RAα

]
d4x.

(4.4.1)

siendo Υ el multiplicador de Lagrange y una variable dinámica, que permite introducir la restric-
ción

(
κ∂α (RρAρ)− κ

2£RA
α + ξFµν ε̃

µνα
)
£RAα = 0 a la acción, que debe cumplirse para cada

frontera (hipersuperficie) temporaloide. En este caso, esta restricción corresponde a la condición
de restricción a la frontera:(

κ∂α (RρAρ)−
κ

2
£RA

α + ξFµν ε̃
µνα
)
£RAα = 0. (4.4.2)

El principio de acción (4.4.1) sigue siendo uno en el interior, por ello se está considerando a
M como región de integración. Pero, a diferencia de (4.1.1), este principio de acción, (4.4.1), ya
contiene la información de la familia de hipersuperficie temporaloides, que folian M, y donde la
dinámica en cada una será independiente de las demás.

4.5. Análisis lagrangiano
Teniendo el principio de acción en la frontera, el último paso es realizar el análisis de la dinámica

de esta teoría. Para ello, lo primero que se hará es usar coordenadas adaptadas a la foliación4,
de manera que, ∂RAi = £RAi y AR := AρR

ρ, donde los índices latinos, i = 0, 1, 2, etiquetan
coordenadas espacio-temporales arbitrarias en cada una de las hipersuperficies temporaloides. De
esta manera, el principio de acción de ED+P en la frontera, (4.4.1), pasa a ser:

SED+P |B [AR, Ai,Υ] =

∫
M

[
−κ
4
FijF

ij − κ

2
∂iAR∂

iAR − ξFij∂kARε̃
ijk

+ (1 + Υ)
(
κ∂kAR − κ

2
∂RA

k + ξFij ε̃
ijk
)
∂RAk

]
dRd3x.

(4.5.1)

y con esta acción se va a trabajar a continuación.
4Usar coordenadas adaptadas a la foliación quiere decir que, se está eligiendo trabajar en un sistema de referencia

con base coordenada (x0, x1, x2, R) donde ahora uno de los ejes espaciales tiene la misma dirección que la del vector
normal a las hipersuperficies temporaloies, R.
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4.5.1. Ecuaciones de movimiento
En principio, para calcular las ecuaciones de movimiento habría que realizar la variación de la

acción 4.5.1 e igualar a cero,

δSED+P |B [AR, Ai,Υ] = 0, (4.5.2)

no obstante, se van a emplear los resultados obtenidos anteriormente. Nótese que el principio de
acción de ED+P en la frontera, (4.5.1), es la suma de los principios de acción de ED y P en la
frontera construidos separadamente, es decir (2.5.1) más (3.5.1). De esta manera, la variación de
la acción δSED+P |B , (4.5.2), será la suma de las variaciones de las acciones δSEDB y δSPB que ya
se han calculado con anterioridad, (2.5.3) y (3.5.3) respectivamente, obteniendo así:

0 = δSED+P |B =

∫
M

[
κ
(
∂iF

ik − ∂R
(
(1 + Υ)

(
∂kAR − ∂RA

k
)))

δAk

+ κ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
δAR + κ

(
∂kAR − 1

2
∂RA

k

)
∂RAkδΥ

+ κ∂i
(
−F ijδAj − κ

(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

)
+ κ∂R

(
(1 + Υ)

(
∂kAR − ∂RA

k
)
δAk

)
+ ξ (2∂i((1 + Υ)∂RAj − ∂jAR)− ∂R (Fij(1 + Υ))) ε̃ijkδAk

+ ξ∂kFij ε̃
ijkδAR + ξFij∂RAkε̃

ijkδΥ

+ ξ∂i (2((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)δAj − FjkδAR) ε̃
ijk

+ξ∂R (Fij(1 + Υ)δAk) ε̃
ijk
]
dRd3x,

(4.5.3)

de donde se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento,

δAR : 0 = κ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
+ ξ∂kFij ε̃

ijk,

δAk : 0 = κ∂iF
ik − κ∂R

(
(1 + Υ)

(
∂kAR − ∂RA

k
))

+ 2ξ∂i((1 + Υ)∂RAj − ∂jAR)ε̃
ijk

− ξ∂R (Fij(1 + Υ)) ε̃ijk,

δΥ : 0 = κ

(
∂kAR − 1

2
∂RA

k

)
∂RAk + ξFij∂RAkε̃

ijk,

(4.5.4)

que se pueden reescribir como,

δAR : 0 = κ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
, (4.5.5)

δAk : 0 = ∂i
(
κF ik + 2ξ(1 + Υ)∂RAj ε̃

ijk
)
− ∂R

(
(1 + Υ)

(
κ
(
∂kAR − ∂RA

k
)
+ ξFij ε̃

ijk
))
,

(4.5.6)

δΥ : 0 =

(
κ

(
∂kAR − 1

2
∂RA

k

)
+ ξFij ε̃

ijk

)
∂RAk, (4.5.7)

tales ecuaciones se obtienen siempre y cuando el término de frontera,

δSEDB |boundary term =

∫
M

[
κ∂i

(
−F ijδAj − κ

(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)
δAR

)
+ κ∂R

(
(1 + Υ)

(
∂kAR − ∂RA

k
)
δAk

)
+ ξ∂i (2((1 + Υ)∂RAk − ∂kAR)δAj − FjkδAR) ε̃

ijk

+ξ∂R (Fij(1 + Υ)δAk) ε̃
ijk
]
dRd3x,

(4.5.8)
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se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas. Cabe mencionar que, las condiciones asintó-
ticamente planas propuestas en el capítulo 2 para la ED en la frontera, (2.5.21), (2.5.27) y (2.5.30),
también hacen bien definido el principio de acción de ED+P en la frontera, (4.5.1), siendo la
frontera la región asintótica, ĺımr→∞, que también se conoce como el infinito espacial.

Ahora que se tienen las ecuaciones de movimiento, se procede a reescribirlas en términos de los
campos eléctrico y magnético, para lo cual, será necesario recordar lo siguiente,

E ī = F 0ī, F īj̄ = εīj̄k̄Bk̄ y A0 = Φ, (4.5.9)

donde los índices latinos con una barra encima se usan para etiquetar coordenadas espaciales en 3
dimensiones, esto es, ī = R, 1, 2.

Entonces, de la ecuación (4.5.5),

0 = κ∂i
(
∂iAR − (1 + Υ)∂RA

i
)

= ∂0
(
∂0AR − (1 + Υ)∂RA

0
)
+ ∂b

(
∂bAR − (1 + Υ)∂RA

b
)

= ∂0
(
F 0R −Υ∂RΦ

)
+ ∂b

(
F bR −Υ∂RA

b
)

= ∂0
(
ER −Υ∂RΦ

)
+ ∂b

(
εbRaBa −Υ∂RA

b
)

= ĖR − ∂0 (Υ∂RΦ)− εRba∂bBa − ∂b
(
Υ∂RA

b
)

= ĖR − ∂0 (Υ∂RΦ)− (∇×B)R − ∂b
(
Υ∂RA

b
)

⇒ ĖR = (∇×B)R + ∂0 (Υ∂RΦ) + ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

(4.5.10)

se tiene una ecuación de movimiento para la componente ER del campo eléctrico, que es similar a
la ley de Ampere-Maxwell más términos extra.

De la ecuación (4.5.6), para k = 0,

0 = ∂i
(
κF i0 + 2ξ(1 + Υ)∂RAj ε̃

ij0
)
− ∂R

(
(1 + Υ)

(
κ
(
∂0AR − ∂RA

0
)
+ ξFij ε̃

ij0
))

= ∂a
(
κF a0 + 2ξ(1 + Υ)∂RAbε̃

ab0
)
− ∂R

(
(1 + Υ)

(
κF 0R + ξFabε̃

ab0
))

= −κ∂aEa + 2ξ∂a∂RAbε
abR + 2ξ∂a

(
Υ∂RAbε

abR
)
− κ∂R

(
(1 + Υ)ER

)
− 2ξ∂R∂aAbε

abR − ξ∂R
(
ΥεabRB

RεabR
)

= −κ∂aEa − κ∂RE
R − κ∂R

(
ΥER

)
− 2ξ∂R

(
ΥBR

)
+ 2ξεabR∂a (Υ∂RAb)

= −κ∇ ·E− ∂R
(
Υ
(
κER + 2ξBR

))
+ 2ξεabR∂a (Υ∂RAb)

⇒ ∇ ·E = −∂R
(
Υ

(
ER + 2

ξ

κ
BR

))
+ 2

ξ

κ
εabR∂a (Υ∂RAb) ,

(4.5.11)
se tiene una ecuación de movimiento para el campo eléctrico, que es similar a la ley de Gauss más
términos extra.
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De la ecuación (4.5.6), para k = b,

0 = ∂i
(
κF ib + 2ξ(1 + Υ)∂RAj ε̃

ijb
)
− ∂R

(
(1 + Υ)

(
κ
(
∂bAR − ∂RA

b
)
+ ξFij ε̃

ijb
))

= κ∂0F
0b + κ∂aF

ab + 2ξ∂0
(
(1 + Υ)∂RAaε̃

0ab
)
+ 2ξ∂a

(
(1 + Υ)∂RA0ε̃

a0b
)

− κ∂R
(
(1 + Υ)F bR

)
− 2ξ∂R

(
(1 + Υ)F0aε̃

0ab
)

= κ∂0E
b + κ∂a

(
εabRBR

)
+ 2ξ∂0∂RAaε

Rab + 2ξ∂0
(
Υ∂RAaε

Rab
)
+ 2ξ∂a∂RA0ε

aRb

+ 2ξ∂a
(
Υ∂RA0ε

aRb
)
− κ∂R

(
(1 + Υ)εbRaBa

)
+ 2ξ∂R

(
(1 + Υ)Eaε

Rab
)

= κĖb − κεbaR∂aBR − κεbRa∂RBa + 2ξ∂REaε
Rab + 2ξ∂RF0aε

Rab + 2ξ∂0
(
Υ∂RAaε

Rab
)

− 2ξ∂a
(
Υ∂RΦε

aRb
)
− κ∂R

(
ΥεbRaBa

)
+ 2ξ∂R

(
ΥEaε

Rab
)

= κĖb − κεb̄ij̄∂ īBj̄ + εRab∂R (Υ (2ξEa − κBa)) + 2ξεRab (∂0 (Υ∂RAa) + ∂a (Υ∂RΦ))

= κĖb − κ(∇×B)b + εRab∂R (Υ (2ξEa − κBa)) + 2ξεRab (∂0 (Υ∂RAa) + ∂a (Υ∂RΦ))

⇒ Ėb = (∇×B)b − εRab∂R

(
Υ

(
2
ξ

κ
Ea −Ba

))
− 2

ξ

κ
εRab (∂0 (Υ∂RAa) + ∂a (Υ∂RΦ)) ,

(4.5.12)
se tienen dos ecuaciones de movimiento para las componentes Eb del campo eléctrico, que son
similares a la ley de Ampere-Maxwell más términos extra.

Cabe notar que, las ecuaciones de movimiento para el campo magnético se pueden obtener
directamente de las identidades de Bianchi,

εµναβ∂νFαβ = 0, (4.5.13)

llegando a ser iguales a la ley de Gauss magnética,

∇ ·B = 0, para µ = 0;

y a la ley de Faraday-Lenz,

∇×E = −Ḃ, para µ = ī = R, 1, 2;

como sucede con la electrodinámica en el interior.
Finalmente, la ecuación (4.5.7), que corresponde a la condición de restricción a la frontera, se

verá como,

0 =

(
κ

(
∂kAR − 1

2
∂RA

k

)
+ ξFij ε̃

ijk

)
∂RAk

=

(
κ

(
∂0AR − 1

2
∂RA

0

)
+ ξFij ε̃

ij0

)
∂RA0 +

(
k

(
∂bAR − 1

2
∂RA

b

)
+ ξFij ε̃

ijb

)
∂RAb

=

(
κ

(
∂0AR − ∂RA

0 +
1

2
∂RA

0

)
+ ξFabε̃

ab0

)
∂RA0

+

(
κ

(
∂bAR − ∂RA

b +
1

2
∂RA

b

)
+ 2ξF0aε̃

0ab

)
∂RAb

=

(
κ

(
F 0R +

1

2
∂RA

0

)
+ ξεabRB

RεabR
)
∂RA0 +

(
κ

(
F bR +

1

2
∂RA

b

)
− 2ξEaε

Rab

)
∂RAb

=

(
κ

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
+ 2ξBR

)
∂R(−Φ) +

(
κ

(
εbRaBa +

1

2
∂RA

b

)
− 2ξεRabEa

)
∂RAb

⇒ 0 =

(
κ

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
+ 2ξBR

)
∂RΦ−

(
κ

(
εRabBa +

1

2
∂RA

b

)
− 2ξεRabEa

)
∂RAb.

(4.5.14)
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Por tanto, el conjunto de ecuaciones de movimiento reescrito en términos de E y B es el siguiente:

(∇×B)R = ĖR − ∂0 (Υ∂RΦ)− ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

(∇×B)b = Ėb + εRab∂R

(
Υ

(
2
ξ

κ
Ea −Ba

))
+ 2

ξ

κ
εRab (∂0 (Υ∂RAa) + ∂a (Υ∂RΦ)) ,

∇ ·E = −∂R
(
Υ

(
ER + 2

ξ

κ
BR

))
+ 2

ξ

κ
εabR∂a (Υ∂RAb) ,

0 =

(
κ

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
+ 2ξBR

)
∂RΦ−

(
κ

(
εRabBa +

1

2
∂RA

b

)
− 2ξεRabEa

)
∂RAb.

(4.5.15)
Nótese que si uno define las siguientes cantidades,

JR := −∂0 (Υ∂RΦ)− ∂b
(
Υ∂RA

b
)
,

Jb := εRab∂R

(
Υ

(
2
ξ

κ
Ea −Ba

))
+ 2

ξ

κ
εRab (∂0 (Υ∂RAa) + ∂a (Υ∂RΦ)) ,

ρ := −∂R
(
Υ

(
ER + 2

ξ

κ
BR

))
+ 2

ξ

κ
εabR∂a (Υ∂RAb) ,

(4.5.16)

donde las JR y Jb se podrían interpretar como las componentes de una densidad de corriente
J, mientras que ρ se podría interpretar como una densidad de carga; entonces las ecuaciones de
movimiento anteriores pasan a ser,

(∇×B)R = ĖR + JR,

(∇×B)b = Ėb + Jb,

∇ ·E = ρ,

0 =

(
κ

(
ER +

1

2
∂RΦ

)
+ 2ξBR

)
∂RΦ−

(
κ

(
εRabBa +

1

2
∂RA

b

)
− 2ξεRabEa

)
∂RAb,

(4.5.17)
que junto con,

∇×E = −Ḃ,

∇ ·B = 0,
(4.5.18)

se llega a que el conjunto de ecuaciones de movimiento (4.5.17) y (4.5.18) es similar al conjun-
to de ecuaciones de Maxwell con fuentes, pero acompañadas de la condición de restricción a la
frontera. Cabe mencionar que, la dinámica del acoplamiento de la electrodinámica sin fuentes más
Pontryagin, en el interior, es simplemente la dinámica de la electrodinámica sin fuentes, y lo que
se está obteniendo en la frontera para la misma teporía acoplada, ED+P, es la dinámica de la
electrodinámica con fuentes más la condición de restricción a la frontera.

Ahora bien, los términos que corresponderían a las fuentes, JR, Jb y ρ, no son cualesquiera, sino
que dependen funcionalmente de los campos E y B, de forma directa e indirecta (por medio de los
potenciales Φ y A), pero también tienen dependencia de Υ, siendo esta una variable auxiliar que
se empleo para introducir la condición de restricción a la frontera. Entonces, de lo ya comentado
se puede inferir que los términos de fuente son inducidos por los campos eléctrico y magnético que
están siendo restringidos a la frontera.

Nótese que entonces se tiene una dinámica similar a la que se obtuvo en la electrodinámica sin
fuentes en la frontera, no obstante, esta dinámica no es la misma. Los términos de fuente se han
modificado, excepto JR, por lo cual la teoría de ED en la frontera y ED+P en la frontera no son
las mismas, es decir, en la frontera la teoría de Pontryagin sí modifica a la electrodinámica sin
fuentes, algo que no sucede en el bulto.
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De lo anterior, se tiene el siguiente razonamiento: a pesar de que se partió de la electrodinámica
sin fuentes más Pontryagin (en el interior), lo cual al final se reduce solo a la electrodinámica
sin fuentes, al introducir la condición de restricción a la frontera para construir la teoría en la
frontera, esta condición lo que hizo fue restringir la dinámica de los campos eléctrico y magnético
a la frontera, lo cual modificó el comportamiento de los campos de tal modo que estos indujeron
una densidad de corriente J y una densidad de carga ρ, como si los propios E y B actuaran
como fuentes. Por otra parte, esta condición también modificó al término de Pontryagin de manera
que ahora contribuye a la dinámica, en los términos de fuente, por ende se deja de tratar como un
término topológico en la frontera. Es por ello que los términos de fuente, (4.5.16), son dependientes
de E, B e Υ, y diferentes a los obtenidos en el capítulo 2, (2.5.15). Es decir, son consecuencia de
haber restringido a los campos a moverse en la frontera y al término de Pontryagin a la frontera,
de hecho, si tal restricción no existiera, teniendo que ser Υ = 0, uno recupera de (4.5.17) y (4.5.18)
nuevamente 4 ecuaciones, que serían las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, que son las mismas que
uno obtiene del acomplamiento ED+P en el bulto.

4.6. Análisis hamiltoniano

En esta sección se va a realizar un análisis hamiltoniano del principio de acción (4.5.1), esto es,
se aplicará el algoritmo de Dirac-Bergmann al principio de acción acoplado de la electrodinámica
más Pontryagin en la frontera. Pero para esto, será necesario proyectar nuevamente el principio
de acción, (4.5.1), solo que ahora será en una familia de superficies espacialoides, siendo el vector
normal a estas temporaloide. Pero, el cálculo no se hará de manera directa, sino que se van a emplear
los resultados obtenidos en los capítulos anteriores. Como el principio de acción en la frontera
acoplado es la suma de los principios de la electrodinámica y Pontryagin en la frontera, entonces
la proyección del principio de acción en la frontera acoplado será la suma de sus correspondientes
principios de acción en la frontera proyectados separadamente, (2.6.6) más (3.6.5), esto es:

SED+P |B2[At, AR, Aa,Υ] =

∫
M

[
−κ
4
FabF

ab +
κ

2
(∂aAt − ∂tAa) (∂

aAt − ∂tA
a)

− κ

2
∂aAR∂

aAR +
κ

2
∂tAR∂tAR

+
κ

2
(1 + Υ) (2∂aAR − ∂RA

a) ∂RAa

− κ

2
(1 + Υ) (2∂tAR − ∂RAt) ∂RAt

− 2ξ (∂tAa − ∂aAt) ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab

−ξFab ((1 + Υ)∂RAt − ∂tAR) ε̃
ab
]
dtdRd2x,

(4.6.1)

donde ya se están usando coordenadas adaptadas a la foliación y los índices latinos, a = 1, 2, van
a etiquetar coordenadas espaciales arbitrarias en cada una de las superficies espacialoides.

Así, se identifica la densidad lagrangiana de la teoría,
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LED+P |B = −κ
4
FabF

ab +
κ

2
(∂aAt − ∂tAa) (∂

aAt − ∂tA
a)− κ

2
∂aAR∂

aAR +
κ

2
∂tAR∂tAR

+ κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa − κ(1 + Υ)

(
∂tAR − 1

2
∂RAt

)
∂RAt

− 2ξ (∂tAa − ∂aAt) ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃
ab − ξ ((1 + Υ)∂RAt − ∂tAR)Fabε̃

ab

= −κ
4
FabF

ab +
κ

2

(
∂aAt − Ȧa

)(
∂aAt − Ȧa

)
− κ

2
∂aAR∂

aAR +
κ

2
ȦRȦR

+ κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa − κ(1 + Υ)

(
ȦR − 1

2
∂RAt

)
∂RAt

− 2ξ
(
Ȧa − ∂aAt

)
((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃

ab − ξ
(
(1 + Υ)∂RAt − ȦR

)
Fabε̃

ab.

(4.6.2)

4.6.1. Matriz Hessiana

Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana LED+P |B , se procede a revisar si la teoría
es singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

H =


∂2LED+P |B

∂Ȧt∂Ȧt

∂2LED+P |B

∂Ȧt∂ȦR

∂2LED+P |B

∂Ȧt∂Ȧb

∂2LED+P |B

∂Ȧt∂Υ̇
∂2LED+P |B

∂ȦR∂Ȧt

∂2LED+P |B

∂ȦR∂ȦR

∂2LED+P |B

∂ȦR∂Ȧb

∂2LED+P |B

∂ȦR∂Υ̇
∂2LED+P |B

∂Ȧa∂Ȧt

∂2LED+P |B

∂Ȧa∂ȦR

∂2LED+P |B

∂Ȧa∂Ȧb

∂2LED+P |B

∂Ȧa∂Υ̇
∂2LED+P |B

∂Υ̇∂Ȧt

∂2LED+P |B

∂Υ̇∂ȦR

∂2LED+P |B

∂Υ̇∂Ȧb

∂2LED+P |B

∂Υ̇∂Υ̇

 , (4.6.3)

cuyas componentes están dadas por5,

∂LED+P |B

∂Ȧt

= 0 ⇒
∂LED+P |B

∂ȦΞ∂Ȧt

= 0,

∂LED+P |B

∂ȦR

= κȦR − κ(1 + Υ)∂RAt + ξFabε̃
ab ⇒

∂LED+P |B

∂ȦΞ∂ȦR

= κδΞR,

∂LED+P |B

∂Ȧa
= −κ

(
∂aAt − Ȧa

)
− 2ξ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab ⇒

∂LED+P |B

∂ȦΞ∂Ȧa
= κδΞa,

∂LED+P |B

∂Υ̇
= 0 ⇒

∂LED+P |B

∂ȦΞ∂Υ̇
= 0,

de manera que, la matriz hessiana H es,

H =


0 0 0 0 0
0 κ 0 0 0
0 0 κ 0 0
0 0 0 κ 0
0 0 0 0 0

 ⇒ detH = 0, (4.6.4)

por lo cual, se concluye que la teoría es singular, así que se procede a emplear el algoritmo de
Dirac-Bergmann para estudiar esta teoría en la formulación hamiltoniana.

5Por simplicidad, se van a denotar al conjunto de campos y de momentos como: AΞ = (At, AR, Ab,Υ) y ΠΞ =
(Πt,ΠR,Πb,ΠΥ) respectivamente.

75



Electrodinámica+Pontryagin en la frontera
4.6 Análisis hamiltoniano

4.6.2. Momentos canónicos y restricciones primarias

Dada la forma de la matriz hessiana, (4.6.4), se tiene que el Rango(H) = 3 y la Nulidad(H) = 2,
lo cual nos garantiza que se van a poder despejar 3 ȦΞ y que además se esperan 2 restricciones
primarias.

Calculando los momentos canónicos,

ΠR :=
∂LED+P |B

∂ȦR

= κȦR − κ(1 + Υ)∂RAt + ξFabε̃
ab (4.6.5)

⇒ ȦR =
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt −

ξ

κ
Fabε̃

ab,

Πa :=
∂LED+P |B

∂Ȧa
= −κ

(
∂aAt − Ȧa

)
− 2ξ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab (4.6.6)

⇒ Ȧa =
Πa

κ
+ ∂aAt + 2

ξ

κ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab,

Πt :=
∂LED+P |B

∂Ȧt

= 0 ⇒ ϕt := Πt ≈ 0, (4.6.7)

ΠΥ :=
∂LED+P |B

∂Υ̇
= 0 ⇒ ϕΥ := ΠΥ ≈ 0, (4.6.8)

se comprueban entonces los resultados comentados anteriormente, ya que se pudieron despejar 3
ȦΞ y se obtuvieron 2 restricciones primarias, ϕt y ϕΥ.

4.6.3. Condiciones de regularidad

Ahora que se cuenta con las restricciones primarias, que presenta esta teoría, ϕt y ϕΥ, se requiere
que cumplan con las condiciones de regularidad. Fijándose en la matriz jacobiana,

(
∂(ϕt, ϕΥ)

∂(At, AR, Ab,Υ,Πt,ΠR,Πb,ΠΥ)

)
=

(
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

)
, (4.6.9)

se puede ver que esta tiene rango constante e igual a 2, la misma cantidad de restricciones primarias
independientes encontradas. Así, se concluye que ϕt y ϕΥ, dadas por (4.6.7) y (4.6.8) respectiva-
mente, van a definir una subvariedad de dimensión 8 en el espacio fase (AΞ,ΠΞ).

4.6.4. Hamiltonianas canónica y primaria

Se procede a definir la hamiltoniana canónica, HC , la cual solo está bien definida en la superficie
de restricciones primarias. Cabe notar que, para calcular esta hamiltoniana se van a emplear
los resultados obtenidos en la definición de los momentos canónicos y a la densidad lagrangiana
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LED+P |B , de esta manera, se tiene lo siguiente:

HC : =

∫
HC d3y

=

∫ [
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠaȦ

a +ΠΥΥ̇− LED+P |B

]
d3y

=

∫ [
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠaȦ

a +ΠΥΥ̇ +
κ

4
FabF

ab − κ

2

(
∂aAt − Ȧa

)(
∂aAt − Ȧa

)
+

κ

2
∂aAR∂

aAR − κ

2
ȦRȦR − κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa

+ κ(1 + Υ)

(
ȦR − 1

2
∂RAt

)
∂RAt + 2ξ

(
Ȧa − ∂aAt

)
((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃

ab

+ξ
(
(1 + Υ)∂RAt − ȦR

)
Fabε̃

ab
]
d3y

=

∫ [
ΠR

(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt −

ξ

κ
Fabε̃

ab

)
+Πa

(
Πa

κ
+ ∂aAt + 2

ξ

κ
((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) ε̃

ab

)
+

κ

4
FabF

ab

− κ

2

(
Πa

κ
+ 2

ξ

κ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab

)(
Πa

κ
+ 2

ξ

κ
((1 + Υ)∂RAd − ∂dAR) ε̃

ad

)
+

κ

2
∂aAR∂

aAR − κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa

− κ

2

(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt −

ξ

κ
Fabε̃

ab

)(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt −

ξ

κ
Fcdε̃

cd

)
+ κ(1 + Υ)

(
ΠR

κ
+ (1 + Υ)∂RAt −

ξ

κ
Fabε̃

ab − 1

2
∂RAt

)
∂RAt

+ 2ξ

(
Πa

κ
+ 2

ξ

κ

(
(1 + Υ)∂RA

b − ∂bAR

)
ε̃ab − ∂aAt

)
((1 + Υ)∂RAd − ∂dAR) ε̃

ad

+ξ

(
−ΠR

κ
+

ξ

κ
Fcdε̃

cd

)
Fabε̃

ab

]
d3y

(4.6.10)
de donde uno finalmente obtiene que,

HC =

∫ [
1

2κ
ΠRΠR +

1

2κ
ΠaΠ

a + (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πa∂
aAt +

κ

4
FabF

ab

+
κ

2
∂aAR∂

aAR +
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt − κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa

− ξ

κ
ΠRFabε̃

ab + 2
ξ

κ
ε̃abΠa ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) +

ξ2

κ
FabF

ab

+2
ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR)

]
d3y,

(4.6.11)

Ahora bien, una vez que se ha calculado HC , se define la hamiltoniana primaria,
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H1 : = HC +

∫
[λtϕt + λΥϕΥ] d

3y

=

∫ [
1

2κ
ΠRΠR +

1

2κ
ΠaΠ

a + (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πa∂
aAt +

κ

4
FabF

ab

+
κ

2
∂aAR∂

aAR +
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt − κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa

− ξ

κ
ΠRFabε̃

ab + 2
ξ

κ
ε̃abΠa ((1 + Υ)∂RAb − ∂bAR) +

ξ2

κ
FabF

ab

+2
ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR) + λtΠt + λΥΠΥ

]
d3y,

(4.6.12)
con (λt, λΥ) los multiplicadores de Lagrange y (ϕt, ϕΥ) las restricciones primarias.

4.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias
Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las restric-

ciones primarias, (4.6.7) y (4.6.8), cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no
cambien con el tiempo,

Φ̇ = {Φ, H1} ≈ 0. (4.6.13)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones de consistencia es que se pueden identificar
explícitamente las restricciones secundarias, en caso de que las haya.

Por simplicidad, en los cálculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamen-
tales, siendo los únicos distintos de cero 6,

{At(x
0, x⃗),Πt(x

0, y⃗)} = δ3(x− y), (4.6.14)

{AR(x
0, x⃗),ΠR(x

0, y⃗)} = δ3(x− y), (4.6.15)

{Aa(x
0, x⃗),Πb(x0, y⃗)} = δbaδ

3(x− y), (4.6.16)

{Υ(x0, x⃗),ΠΥ(x
0, y⃗)} = δ3(x− y). (4.6.17)

Entonces, las condiciones de consistencia para cada restricción están dadas como sigue.
Para la restricción primaria ϕt,

ϕ̇t(x) = {ϕt(x), H1} =

∫
{ϕt(x),H1(y)}d3y

=

∫
{Πt, (1 + Υ)ΠR∂RAt +Πa∂

aAt +
κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt} d3y

=

∫
[(1 + Υ)ΠR{Πt, ∂RAt}+Πa{Πt, ∂

aAt}+ κΥ(1 + Υ)∂RAt{Πt, ∂RAt}] d3y

= −
∫ [

(1 + Υ)ΠR∂Rδ
3(x− y) + Πa∂

aδ3(x− y) + κΥ(1 + Υ)∂RAt∂Rδ
3(x− y)

]
d3y

= ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂aΠa + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0,
(4.6.18)

6Los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales son iguales a cero:
{AΞ(x

0, x⃗), AΘ(x0, y⃗)} = 0 = {ΠΞ(x
0, x⃗),ΠΘ(x0, y⃗)},

{AΞ(x
0, x⃗),ΠΘ(x0, y⃗)} = 0, si los índices Ξ ̸= Θ,

donde Ξ,Θ = t, R, b,Υ, no olvidando también que b = 1, 2.
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se encuentra una restricción secundaria,

ψt := ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂aΠa + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0. (4.6.19)

Para la restricción primaria ϕΥ,

ϕ̇Υ(x) = {ϕΥ(x), H1} =

∫
{ϕΥ(x),H1(y)}d3y

=

∫
{ΠΥ, (1 + Υ)ΠR∂RAt +

κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt

− κ(1 + Υ)

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa + 2

ξ

κ
ε̃abΠa(1 + Υ)∂RAb

+ 2
ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR)} d3y

=

∫ [
ΠR∂RAt{ΠΥ, 1 + Υ}+ κ

2
Υ∂RAt∂RAt{ΠΥ, 1 + Υ}+ κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAt{ΠΥ,Υ}

− κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa{ΠΥ, 1 + Υ}+ 2

ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb{1 + Υ,ΠΥ}

+4
ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ∂RAa{1 + Υ,ΠΥ}
]
d3y

= −
∫ [

ΠR∂RAtδ
3(x− y) +

κ

2
Υ∂RAt∂RAtδ

3(x− y) +
κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAtδ

3(x− y)

− κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAaδ

3(x− y) + 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAbδ

3(x− y)

+4
ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ∂RAaδ
3(x− y)

]
d3y

= −ΠR∂RAt −
κ

2
Υ∂RAt∂RAt −

κ

2
(1 + Υ)∂RAt∂RAt + κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa

− 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb − 4

ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ∂RAa

= −ΠR∂RAt + κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
∂RAa − κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

− 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb − 4

ξ2

κ
((1 + Υ)∂RA

a − ∂aAR) ∂RAa,

(4.6.20)
se encuentra otra restricción secundaria,

ψΥ := −ΠR∂RAt + κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
− κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

− 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb − 4

ξ2

κ
∂RA

a ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR) ≈ 0.

(4.6.21)

Dados los resultados anteriores, como se encontraron dos restricciones secundarias, (4.6.19) y
(4.6.21), va a ser necesario definir la hamiltoniana secundaria,

H2 := H1 +

∫ [
λ̃tψt + λ̃ΥψΥ

]
d3y, (4.6.22)

y verificar que estas restriciones (ψt, ψΥ) cumplan con las condiciones de consistencia,

Ψ̇ = {Ψ, H2} ≈ 0, (4.6.23)
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donde (λ̃t, λ̃Υ) son multiplicadores de Lagrange.
Entonces, para la restricción ψt,

ψ̇t(x) = {ψt(x), H2} =

∫
{ψt(x),H2(y)}d3y

=

∫
{∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂aΠa + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt),H2(y)}d3y

= f
(
At, AR, Ab,Υ,ΠR,Πb, λt, λΥ, λ̃Υ

)
≈ 0,

(4.6.24)

se obtiene una función de algunas variables dinámicas y multiplicadores de Lagrange, pudiendo así
considerar una ecuación a partir de la cual se podrá determinar algún multiplicador de Lagrange,
de manera que ya no habrá restricciones secundarias.

Para la restricción ψΥ,

ψ̇Υ(x) = {ψΥ(x), H2} =

∫
{ψΥ(x),H2(y)}d3y

=

∫
{−ΠR∂RAt + κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
− κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

− 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb − 4

ξ2

κ
∂RA

a ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR) ,H2(y)}d3y

= f
(
At, AR, Ab,Υ,ΠR,Πb, λt, λΥ, λ̃t, λ̃Υ

)
≈ 0,

(4.6.25)

se obtiene una función de algunas variables dinámicas y multiplicadores de Lagrange, pudiendo así
considerar una ecuación a partir de la cual se podrá determinar algún multiplicador de Lagrange,
de manera que ya no habrá restricciones secundarias.

Finalmente, de los dos resultados anteriores se concluye que ya no hay más restricciones secun-
darias, por lo tanto, esta teoría presenta 4 restricciones, (ϕt, ϕΥ, ψt, ψΥ).

4.6.6. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez que se han encontrado todas las restricciones que presenta la teoría, (4.6.7), (4.6.8),
(4.6.19) y (4.6.21); el siguiente paso es separarlas en restricciones de primera y segunda clase, para
lo cual será necesario calcular los paréntesis de Poisson de cada una de las restricciones con todas
las demás. Haciendo uso nuevamente de los paréntesis de Poisson fundamentales, uno obtiene lo
siguiente:

(I) {ϕt, ϕt} = {Πt,Πt} = 0 ; {ϕΥ, ϕΥ} = {ΠΥ,ΠΥ} = 0

(II) {ϕt, ϕΥ} = {Πt,ΠΥ} = 0

(III) {ψt, ϕt} = κ∂R
[
Υ(1 + Υ)∂Rδ

3(x− y)
]

(IV) {ψt, ϕΥ} = ∂R
[
(ΠR + κ(1 + 2Υ)∂RAt) δ

3(x− y)
]

(V) {ψΥ, ϕt} = − (ΠR + κ(1 + 2Υ)∂RAt) ∂Rδ
3(x− y)

(VI) {ψΥ, ϕΥ} = −κ
(
∂RAt∂RAt +

(
2ξ
κ

)2
∂RA

a∂RAa

)
δ3(x− y)

(VII) {ψt, ψt} = 0 ; {ψΥ, ψΥ} = 0
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(VIII)

{ψt, ψΥ} = κ

(
1 +

(
2ξ

κ

)2
)
∂RAa∂

aΥ∂Rδ
3(x− y)− 2

ξ

κ
ε̃abΠa∂b∂Rδ

3(x− y)

+ κ

[(
1 +

(
2ξ

κ

)2
)
∂bAR +

(
Υ−

(
2ξ

κ

)2

(1 + Υ)

)
∂RA

b

]
∂b∂Rδ

3(x− y)

Por lo tanto, de los resultados anteriores se concluye que todas las restricciones, (4.6.7), (4.6.8),
(4.6.19) y (4.6.21), son de segunda clase, de modo que uno las puede redefinir como,

χt := ϕt = Πt ≈ 0, (4.6.26)
χΥ := ϕΥ = ΠΥ ≈ 0, (4.6.27)
χ̃t := ψt = ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂aΠa + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0, (4.6.28)

χ̃Υ := ψΥ = −ΠR∂RAt + κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
− κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt (4.6.29)

− 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb − 4

ξ2

κ
∂RA

a ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR) ≈ 0.

Nótese que, la teoría en la frontera de la electrodinámica sin fuentes más Pontryagin no presenta
simetría de norma, algo que sí ocurre en el bulto para el mismo acomplamiento, ya que presenta 2
restricciones de primera clase y ninguna de segunda clase.

4.6.7. Grados de libertad
Separadas las restricciones entre de primera y segunda clase, se procede a realizar el conteo de

grados de libertad, el cual se calcula como sigue:

GL =
1

2

[(
Número total de

variables canónicas

)
− 2 ×

(
Número de restricciones

de primera clase

)
−

(
Número de restricciones de
segunda clase originales

)]
.

(4.6.30)

Así, para la teoría en la frontera de la electrodinámica sin fuentes más Pontryagin, que tiene 4
restricciones de segunda clase, se tiene que:

GL =
1

2
[10− 2(0)− 4] = 3. (4.6.31)

Este resultado hace evidente la diferencia entre la dinámica del acompplamiento de ED+P en
la frontera y el interior. Puesto que, la primera presenta un grado de libertad extra comparada con
la segunda, que solo tiene dos grados de libertad. Más adelante se abordará el análisis sobre a qué
corresponden estos tres grados de libertad.

4.6.8. Acción y hamiltoniana extendidas
Se define la acción extendida como,

SE

[
AR, At, A

b,Υ,ΠR,Πt,Πb,ΠΥ, ut, uΥ, ũt, ũΥ
]

: =

∫
M

[
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇−HC − utχt − uΥχΥ − ũtχ̃t − ũΥχ̃Υ

]
dtdRd2x,

(4.6.32)
donde se puede identificar a la hamiltoniana extendida, dada por,

HE : =

∫
[HC + utχt + uΥχΥ + ũtχ̃t + ũΥχ̃Υ] d

3y. (4.6.33)
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siendo ut, uΥ, ũt y ũΥ multiplicadores de Lagrange.
Cabe notar que, tanto la acción extendida SE como la hamiltoniana extendida HE contienen

toda la información de esta teoría. Entonces, las ecuaciones de movimiento generales se pueden
obtener empleando tanto la acción extendida, mediante la variación de la acción δSE = 0, como la
hamiltoniana extendida, por medio de las ecuaciones de Hamilton.

4.6.9. Acción reducida

Al igual que se hizo en el capítulo 2, en vez de analizar directamente las ecuaciones de movi-
miento que resultan de la acción extendida SE , (4.6.32), en esta sección lo que se hará es construir
la acción reducida para determinar cuáles son los 3 grados de libertad de esta teoría, su evolución
temporal y caracterizarlos. Es decir, lo que se hará es resolver las cuatro restricciones de segunda
clase7 (que pueden tratarse como simples relaciones entre campos y momentos, pudiendo cambiar
≈ por =), para así encontrar aquellas variables del espacio fase que son dependientes y después usar
esta información en la acción extendida SE , de manera que se simplifique y que ya solo dependa
de variables del espacio fase independientes. Cabe mencionar que, para resolver tales restricciones
se harán algunas suposiciones para los campos o momentos, de manera que estas se simplifiquen.
Esto implica que no se va a determinar la dinámica de la teoría de manera general, sino un caso
particular que permita ver los 3 grados de libertad de forma simple.

Ahora bien, las restricciones de segunda clase χt y χΥ, (4.6.26) y (4.6.27) respectivamente, ya
están resueltas, de modo que solo hace falta resolver las otras dos, χ̃t y χ̃Υ, dadas por (4.6.28) y
(4.6.29) respectivamente,

χ̃t = ψt = ∂R((1 + Υ)ΠR) + ∂aΠa + κ∂R(Υ(1 + Υ)∂RAt) ≈ 0,

χ̃Υ = ψΥ = −ΠR∂RAt + κ

(
∂aAR − 1

2
∂RA

a

)
− κ(

1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt

− 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂RAb − 4

ξ2

κ
∂RA

a ((1 + Υ)∂RAa − ∂aAR) ≈ 0,

pero para esto se van a imponer algunas condiciones a las variables dinámicas,

∂RAb = 0 y ∂RΥ = 0, (4.6.34)

por lo que las dos restricciones anteriores se reducen a,

χ̃t = (1 + Υ)∂RΠR + ∂bΠb + κΥ(1 + Υ)∂R∂RAt = 0, (4.6.35)

χ̃Υ = −ΠR∂RAt − κ(
1

2
+ Υ)∂RAt∂RAt = 0. (4.6.36)

Despejando ∂RAt de (4.6.36),

∂RAt = − 2ΠR

κ(1 + 2Υ)
, (4.6.37)

donde se ha supuesto que ∂RAt ̸= 0. Sustituyendo este resultado en (4.6.35) y despejando Υ,

Υ = − ∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR + 2∂bΠb
, (4.6.38)

7Con resolver las restricciones de segunda clase uno quiere decir que, se van a maniobrar algebraicamente las
restricciones para así poder despejar las variables del espacio fase que son dependientes de las otras. También puede
ocurrir que, de las restricciones, uno encuentre que algunas variables del espacio fase simplemente van a ser iguales
a escalares constantes.
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y finalmente, al emplear este último resultado en (4.6.37),

∂RAt =
2

κ

ΠR

∂RΠR

(
∂RΠR + 2∂bΠb

)
. (4.6.39)

De esta manera, se ha despejado Υ y ∂RAt en términos de algunas otras variables del espacio
fase. Cabe notar que, extrictamente, no se ha despejado At, pero como se verá a continuación, no
será necesario y bastará con tener ∂RAt. Por otra parte, dada la forma que tiene Υ, (4.6.38), y la
condición que se le está exigiendo, (4.6.34), uno puede suponer lo siguiente para que se cumpla tal
condición,

∂R∂RΠR = 0 y ∂R∂
bΠb = 0. (4.6.40)

Con base en lo propuesto y obtenido anteriormente, empleando las condiciones (4.6.34) y el
hecho de que las restricciones de segunda clase se pueden tomar como fuertemente igual a cero, la
acción extendida pasa a verse como,

S′
E =

∫
M

[
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +ΠΥΥ̇−HC − utχt − uΥχΥ − ũtχ̃t − ũΥχ̃Υ

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
��>

0
ΠtȦt +ΠRȦR +ΠbȦ

b +��*0
ΠΥΥ̇− 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b −
(
κ

4
+
ξ2

κ

)
FabF

ab

− (1 + Υ)ΠR∂RAt −Πb∂
bAt −

κ

2
∂bAR∂

bAR − κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt

+ κ(1 + Υ)

(
∂bAR − 1

2
∂RA

b

)
���:0
∂RAb +

ξ

κ
ΠRFabε̃

ab

− 2
ξ2

κ

(
(1 + Υ)�

��*0
∂RA

b − ∂bAR

)(
(1 + Υ)���:0

∂RAb − ∂bAR

)

−2
ξ

κ
ε̃abΠa

(
(1 + Υ)���:0

∂RAb − ∂bAR

)
− ut��>

0
χt − uΥ��*0

χΥ − ũt���
0

χ̃t + ũΥ�
�>

0
χ̃Υ

]
dtdRd2x

=

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b −
(
κ

4
+
ξ2

κ

)
FabF

ab

− (1 + Υ)ΠR∂RAt −Πb∂
bAt − 2

(
κ

4
+
ξ2

κ

)
∂bAR∂

bAR − κ

2
Υ(1 + Υ)∂RAt∂RAt

+
ξ

κ
ΠRFabε̃

ab + 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂bAR

]
dtdRd2x,

si ahora usan de manera conveniente las expresiones reducidas de las restricciones χ̃t y χ̃Υ, (4.6.35)
y (4.6.36) respectivamente, además de realizar integración por partes varias veces, entonces uno
llega a la siguiente:

S′
E =

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b −
(
κ

4
+
ξ2

κ

)
FabF

ab

− 2

(
κ

4
+
ξ2

κ

)
∂bAR∂

bAR + (1 + Υ)ΠR∂RAt +
κ

2
(1 + 3Υ)(1 + Υ)∂RAt∂RAt

+
ξ

κ
ΠRFabε̃

ab + 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂bAR

]
dtdRd2x

−
∫
M

[∂R ((1 + Υ)(κΥ∂RAt +ΠR)At) + ∂a (ΠaAt)] dtdRd
2x,
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finalmente, sustituyendo las expresiones obtenidas para Υ y ∂RAt, (4.6.38) y (4.6.39) respectiva-
mente, además de suponer que el término de frontera se hace cero bajo las condiciones de frontera
apropiadas, entonces, después de algunos cálculos se llega a la correspondiente acción reducida,

SE−Reducida[AR, A
b,ΠR,Πb] =

∫
M

[
ΠRȦR +ΠbȦ

b − 1

2κ
ΠRΠR − 1

2κ
ΠbΠ

b

−
(
κ

4
+
ξ2

κ

)
FabF

ab − 2

(
κ

4
+
ξ2

κ

)
∂bAR∂

bAR

− 2

κ
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

+
ξ

κ
ΠRFabε̃

ab + 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂bAR

]
dtdRd2x.

(4.6.41)

Nótese que esta acción ya solo depende funcionalmente de 6 variables del espacio fase. Al
desarrollar su variación e igualar a cero,

0 = δSE−Reducida =

∫
M

[
ȦRδΠR +ΠRδȦR + ȦbδΠb +ΠbδȦ

b − 1

κ
ΠRδΠR − 1

κ
ΠbδΠb

− 4

(
κ

4
+
ξ2

κ

)
Fab∂

aδAb − 4

(
κ

4
+
ξ2

κ

)
∂bAR∂

bδAR

+
ξ

κ
ε̃abFabδΠR + 2

ξ

κ
ΠRε̃

ab∂aδAb + 2
ξ

κ
ε̃ab∂bARδΠa

+ 2
ξ

κ
ε̃abΠa∂bAR − 4

κ
ΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
δΠR

− 2

κ
ΠRΠR

∂RΠR + ∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
∂bδΠb −

2

κ
ΠRΠR∂

cΠc
∂RδΠR + ∂bδΠb

∂RΠR∂RΠR

+
4

κ
ΠRΠR∂

bΠb
∂RΠR + ∂cΠc

(∂RΠR)3
∂RδΠR

]
dtdRd2x,

después de realizar los cálculos correspondientes se obtienen las siguientes ecuaciones de movimien-
to:

δAR : Π̇R =

(
κ+ 4

ξ2

κ

)
∂b∂bAR + 2

ξ

κ
ε̃ab∂aΠb, (4.6.42)

δAb : Π̇b =

(
κ+ 4

ξ2

κ

)
∂aFab − 2

ξ

κ
ε̃ab∂

aΠR, (4.6.43)

δΠR : ȦR =
1

κ
ΠR − ξ

κ
ε̃abFab +

4

κ
ΠR∂

bΠb
2∂RΠR + 3∂cΠc

∂RΠR∂RΠR
, (4.6.44)

δΠb : Ȧb =
1

κ
Πb + 2

ξ

κ
ε̃ab∂aAR − 2

κ
∂b
(
ΠRΠR

∂RΠR + 2∂cΠc

∂RΠR∂RΠR

)
. (4.6.45)

Derivando con respecto al tiempo la ecuación (4.6.42),

Π̈R =

(
κ+ 4

ξ2

κ

)
∂b∂bȦR + 2

ξ

κ
ε̃ab∂aΠ̇b, (4.6.46)

empleando ahora las ecuaciones (4.6.43) y (4.6.44), luego de realizar los cálculos correspondientes
uno obtiene que,
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Π̈R = ∂b∂b

[
ΠR

(
1 +

(
1 + 4

ξ2

κ2

)(
8
∂cΠc

∂RΠR
+ 12

(∂cΠc)
2

(∂RΠR)2

))]
.

Por otra parte, derivando con respecto al tiempo la ecuación (4.6.43),

Π̈b =

(
κ+ 4

ξ2

κ

)(
∂a∂aȦb − ∂a∂bȦa

)
− 2

ξ

κ
ε̃ab∂

aΠ̇R, (4.6.47)

empleando ahora las ecuaciones (4.6.42) y (4.6.45), luego de realizar los cálculos correspondientes
uno obtiene que,

Π̈b = ∂a∂aΠb − ∂b∂
aΠa. (4.6.48)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para ΠR y Πb son las siguientes:

Π̈R = ∂b∂b

[
ΠR

(
1 +

(
1 + 4

ξ2

κ2

)(
8
∂cΠc

∂RΠR
+ 12

(∂cΠc)
2

(∂RΠR)2

))]
, (4.6.49)

Π̈b = ∂a∂aΠb − ∂b∂
aΠa, (4.6.50)

nótese que estas son 3 ecuaciones de movimiento acopladas para 3 variables dinámicas, ΠR y
Πb, entonces, uno puede identificar a estas variables como los 3 grados de libertad de la teoría.
Además, estas ecuaciones tienen forma de ecuación de onda inhomogénea en 2 dimensiones, por lo
cual se puede inferir que el comportamiento será ondulatorio. De hecho, si uno recuerda lo discutido
anteriormente en la descripción lagrangiana y también las ecuaciones de onda que se obtienen en la
electrodinámica con fuentes, entonces se puede inferir que los términos inhomogéneos que aparecen
están asociados a las fuentes. Por otra parte, observe que la primer ecuación tiene expresiones de
la forma ∂RΠR, de manera que la dinámica de la teoría en la frontera va a depender de la frontera,
es decir, dependerá de la hipersuperficie que se elija de toda la foliación para ser la frontera.

Por otra parte, las dos ecuaciones de movimiento obtenidas son similares a las que se encon-
traron en el capítulo 2 para la teoría en la frontera de la electrodinámica sin fuentes, (2.6.71) y
(2.6.72), se diferencian únicamente por la constante

(
1 + 4 ξ2

κ2

)
. Debido a esto, pareciera que en la

frontera Pontryagin no modifica la dinámica la electrodinámica sin fuentes, no obstante, este es
simplemente un ejemplo que se empleo para mostrar que la dinámica de la teoría en la frontera de
electrodinámica acaplada a Pontryagin efectivamente se puede describir por medio de 3 variables
dinámica independientes, es decir, no es el caso general. Entonces, en este ejemplo la dinámica en
la frontera de electrodinámica más Pontryagin se reduce a la dinámica de la electrodinámica en la
frontera.

Sin embargo, eso no siempre será así, como se verá más adelante. El hecho de que aquí suceda
esto se debe a que en el capítulo 3 se encontró que la teoría en la frontera de Pontryagin tiene
dos sectores, uno topológico (sin grados de libertad) y otro dinámico (un comportamiento quiral
tridimensional). Así, lo que se puede inferir es que en este ejemplo se tiene el sector topológico de
Pontryagin, esto es, las condiciones que se propusieron para construir la acción reducida son tales
que los términos correspondientes a Pontryagin no contribuyeron a la dinámica de la electrodiná-
mica en la frontera, es decir, en esta situación Pontryagin en la frontera se vuelve topológico. Este
caso y el sector quiral se revisarán a cotinuaación para otros dos ejemplos.

4.7. Dinámica de electrodinámica+Pontryagin en la frontera
Anteriormente, en el capítulo 3 se mostró que la teoría de Pontryagin en la frontera tiene

más de un sector, esto es, un sector topológico y otro dinámico (quiral). De manera que, como
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se verá a continuación, dependiendo de en cuál de los sectores de Pontryagin en la frontera se
encuentre uno, esto influirá de diferente manera en la dinámica que se obtenga de la teoría acoplada,
electrodinámica más Pontryagin, en la frontera.

4.7.1. Sector quiral de Pontryagin
Proponiendo las siguientes condiciones para las variables dinámicas,

AR = ∂RΥ y Aj = ∂jΥ, (4.7.1)

las cuales están motivadas en las condiciones (3.7.1) que se propusieron en la sección 3.7.1 para
mostrar el sector quiral de Pontryagin en la frontera. Entonces, las ecuaciones de movimiento en
la frontera de la electrodinámica más Pontryagin, (4.5.5), (4.5.6) y (4.5.7), se reducen a,

κ

[
1

2
∂R
(
∂iΨ∂iΨ

)
+Ψ∂R

(
∂i∂iΨ

)]
= 0, (4.7.2)

2ξ∂iΨ∂R∂jΨε̃
ijk = 0 ⇒


k = 0 : ∂2Ψ = f(t, xb)∂1Ψ,

k = 1 : ∂0Ψ = g(t, xb)∂2Ψ,

k = 2 : ∂0Ψ = h(t, xb)∂1Ψ,

(4.7.3)

κ

2
∂R∂

kΨ∂R∂kΨ = 0. (4.7.4)

Nótese que, por una parte se tienen las tres ecuaciones de movimiento (4.7.3), que dan informa-
ción sobre Ψ. De hecho, de estas ecuaciones se interpreta que Ψ se va a comportar de forma análoga
a un bosón quiral. Además, estas tres ecuaciones son la contribución del término de Pontryagin a
la dinámica del acoplamiento en la frontera y corresponden al sector quiral. Es decir, en este caso
Pontryagin no se comporta como una teoría topológica, sino dinámica.

Por otra parte, se tienen otras dos ecuaciones de movimiento, (4.7.3) y (4.7.4), que son la
contribución del término de la electrodinámica al acoplamiento en la frontera.

Por lo tanto, bajo las condiciones (4.7.1), se tiene un grado de libertad en la frontera de la teoría
de electrodinámica más Pontryagin, que por una parte, tendrá comportamiento quiral, debido a
Pontryagin, pero además, también tiene que satisfacer las ecuaciones (4.7.2) y (4.7.4).

Ahora bien, si uno impone las condiciones (4.7.5) en la teoría de electrodinámica más Pontryagin
en el bulto, lo que se obtiene es E = 0 y B = 0, por ende las ecuaciones de movimiento del
acoplamiento en el interior se satisfacen de manera trivial, es decir, no hay dinámica.

Por lo tanto, se puede concluir que con estas condiciones (4.7.5), electrodinámica más Pontrya-
gin en el bulto es topológica y en la frontera es dinámica (quiral), algo similar a lo que ocurre en
Pontryagin en la frontera, 3.7.1. Entonces, por analogía, se puede interptretar que en este ejemplo
particular, esta teoría podría modelar un asilante topológico.

4.7.2. Sector topológico de Pontryagin
Proponiendo las siguientes condiciones para las variables dinámicas,

∂RAj = 0 y ∂RΥ ̸= 0, (4.7.5)

las cuales están motivadas en las condiciones (3.5.10) que se propusieron en la sección 3.5.2 para
mostrar el sector topológico de Pontryagin en la frontera. Entonces, las ecuaciones de movimiento
en la frontera de la electrodinámica más Pontryagin, (4.5.5) y (4.5.6), se reducen a,

κ∂i∂iAR = 0, (4.7.6)

κ
[
∂iF

ik − ∂R
(
(1 + Υ) ∂kAR

)]
= 0, (4.7.7)
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cabe destacar que la condición de restricción a la frontera, (4.5.7) se satisface de manera trivial
bajo tales condiciones.

Ahora bien, si uno se fija en las ecuaciones de movimiento que se obtuvieron en la electrodi-
námica en la frontera, (2.5.4) y (2.5.5), y se imponen las mismas condiciones, (4.7.5), lo que se
obtiene son nuevamente las ecuaciones (4.7.6) y (4.7.7).

Así, se puede concluir que, bajo las condiciones (4.7.5) la dinámica de la electrodinámica en
la frontera y la dinámica de la electrodinámica más Pontryagin en la frontera es la misma. Por
lo cual, en esta situación el acoplamiento de Pontryagin a la electrodinámica, en la frontera, no
constribuye. Por tanto, en este ejemplo particular Pontryagin en la frontera se comporta como una
teoría topológica, es decir, se está en el sector topológico de Pontryagin en la frontera.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se construyeron las correspondientes teorías en la frontera de tres teorías
de norma en 4 dimensiones: la electrodinámica sin fuentes, Pontryagin y el acoplamiento entre las
dos anteriores. Al analizar la dinámica de cada una de las tres teorías en la frontera, mediante las
formulaciones lagrangiana y hamiltoniana, algoritmo de Dirac-Bergmann, se puede concluir que
hay diferencias entre las dinámicas de la teoría en la frontera y en el bulto.

La diferencia resultó notoria desde el cálculo de las ecuaciones de movimiento a nivel lagran-
giano, puesto que, mientras que en el bulto las ecuaciones de movimiento para la electrodinámica
y electrodinámica+Pontryagin corresponden a las de Maxwell sin fuentes, en la frontera las ecua-
ciones de movimiento que se obtuvieron para estas dos teorías fueron análogas a las de Maxwell
con fuentes, más una ecuación extra que corresponde a la denominada condición de restricción
a la frontera. Cabe destacar que, los términos de fuente que aparecieron en tales ecuaciones son
consecuencia directa de haber restringido a las variables dinámicas a propagarse en la frontera y
por ende son dependientes de tales variables, así que estas fuentes se consideran como inducidas.
Además, al comparar las ecuaciones de movimiento obtenidas en electrodinámica y electrodiná-
mica+Pontryagin en la frontera se observa que estas son diferentes, siendo así este resultado una
prueba de que en la frontera Pontryagin sí contribuye a la dinámica de la electrodinámica cuando
se acoplan, algo que no sucede en el bulto. Por otro lado, mientras que en el bulto las ecuacio-
nes de movimiento de Pontryagin corresponden a las identidades de Bianchi, no hay dinámica, en
la frontera las ecuaciones de movimiento no son identidades ni se satisfacen trivialmente, por lo
cual la teoría en la frontera de Pontryagin sí presenta dinámica. Cabe destacar que, más adelante
en la descripción hamiltoniana se obtuvo que Pontryagin en la frontera en realidad tendrá más
de un sector, uno dinámico y otro topológico, mostrando incluso que Chern-Simons, una teoría
topológica, esta contenida en la frontera de Pontryagin.

Ahora bien, con respecto a lo obtenido en el algoritmo de Dirac-Bergmann, además de haber
hecho más notoria la diferencia entre la dinámica de las tres teorías en el bulto vs frontera, también
se han podido destacar ciertas similitudes que presentan todas estas teorías en la frontera. En
primera, las tres teorías pierden cierta libertad de norma en la frontera. En electrodinámica y
electrodinámica+Pontryagin en la frontera se mostró que las teorías no van a tener simetrías de
norma, cabe recordar que esta es una cualidad bastante distintiva en electrodinámica en el bulto.
Por otro lado, en Pontryagin en la frontera lo que se mostró fue que, aunque la teoría en la frontera
sí tiene transformaciones de norma, estas no son las mismas que se obtienen en su correspondiente
teoría en el bulto, de hecho, en la frontera se ven reducidas, por lo cual, a pesar de haber simetrías
de norma, no hay tanta libertad de norma como sí la hay en el bulto. La segunda característica que
comparten las tres teorías en la frontera es el hecho de que en cada una de ellas hay un grado de
libertad emergente en la frontera. Mientras que la electrodinámica y la electrodinámica+Pontryagin
en el bulto tienen 2 grados de libertad locales, sus correspondientes teorías en la frontera presentan
3 grados de libertad locales. De forma similar, mientras que Pontryagin en el bulto es una teoría
topológica, no tiene grados de libertad locales, su correspondiente teoría en la frontera presenta
1 grado de libertad local, pudiendo así considerar a Pontryagin en la frontera como una teoría
dinámica. Nótese que, estas dos similitudes también se presentan en la teoría analizada en [2],
Chern-Simons, siendo así dos características recurrentes en la dinámica de las teorías en la frontera

88



Electrodinámica+Pontryagin en la frontera
4.7 Dinámica de electrodinámica+Pontryagin en la frontera

que hasta el momento se han analizado, lo cual podría resultar en un primer indicio de que al
construir y estudiar las teorías en la frontera, en estas siempre habrá un grado de libertad emergente
y además se perderá cierta simetría de norma, aunque tal indicio por el momento no sería más que
una conjetura.

Otro resultado a destacar es que, para Pontryagin en la frontera, a pesar de que esta teoría
presenta 1 grado de libertad local, también se ha mostrado que tiene un sector topológico. De hecho,
partiendo de diferentes soluciones a la correspondiente condición de restricción a la frontera, se
ha mostrado que una solución lleva a un sector dinámico (quiral), donde el grado de libertad
se puede caracterizar y tiene un comportamiento quiral bidimensional. Más aún, en este sector,
dado el comportamiento de la teoría de Pontryagin, interior más frontera, lo que uno podría
hacer es intentar modelar sistemas de materia condensada, en particular aislantes topológicos
tridimensionales, ya que estos corresponden a materiales que tienen la característica de que en el
volumen son aislantes (no hay grados de libertad en el bulto), mientras que en la superficie son
conductores (hay grados de libertad en la frontera con comportamiento quiral). Por otro lado, una
segunda solución lleva a un sector topológico, en el cual, como caso de interés se ha mostrado que
la teoría de Chern-Simons está contenida en tal sector. De esta manera, si se resuelve de manera
general la condición de restricción a la frontera de Pontryagin en la frontera, uno podrá obtener
todos los sectores dinámicos o topológicos de esta teoría.

Finalmente, también es necesario recalcar el hecho de que la dinámica de la teoría en la frontera
acoplada, electrodinámica+Pontryagin, no resultó ser más que una combinación de las caracterís-
ticas que presentan las dos teorías en la frontera de manera separada, es decir, esta teoría acoplada
en la frontera no tiene resultados nuevos comparados con los obtenidos ya en la electrodinámica y
Pontryagin en la frontera. No obstante, el que Pontryagin en la frontera tenga más de dos sectores
influye de manera significativa en el acoplamiento en la frontera. Puesto que, para el sector topo-
lógico, electrodinámica+Pontryagin en la frontera se reduce simplemente a electrodinámica en la
frontera. Mientras que, para el sector dinámico (quiral), la teoría acoplada se reduce a una teoría
topológica en el bulto y a una teoría dinámica (quiral) en la frontera, algo similar a lo que ocurre
en Pontryagin en la frontera. De esta manera, también se podría emplear esta teoría acoplada en
la frontera bajo el sector dinámico (quiral) para intentar modelar aislantes topológicos, así como
se ha comentado anteriormente para Pontryagin en la frontera.
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