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Resumen

En este trabajo de tesis se construye y analiza la correspondiente teoria en la frontera de tres
teorias de norma definidas en un espacio-tiempo de 4 dimensiones: la electrodinamica sin fuentes,
Pontryagin y el acoplamiento de las dos anteriores, siendo la frontera una hipersuperficie tem-
poraloide. Para las tres teorias en la frontera se estudia su dindmica por medio de un analisis
lagrangiano y uno hamiltoniano, el algortimo de Dirac-Bergmann, determinando en ambos casos
las ecuaciones de movimiento y con respecto a la descripciéon hamiltoniana, se determinan: restric-
ciones, simetrias, el conteo y la caracterizacion de los grados de libertad. Ademaés, se realiza una
comparacion “bulto vs frontera” de todos los resultados obtenidos para cada una de las teorias. En
particular, para las dltimas dos se muestra que hay una conexién con los aislantes topoldgicos.
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Introduccion

El estudio de teorias de norma definidas en un espacio tiempo con fronteras ha resultado de
bastante interés recientemente, una de las razones es debido a que al analizar el comportamiento
en la frontera, uno puede obtener grados de libertad, simetrias u observables localizadas en tal
frontera, ver [I}, 2], ademas de que al considerar la existencia de una frontera es posible también
analizar una amplia variedad de fenémenos fisicos desde otro enfoque.

Por ejemplo, si se desean estudiar fenémenos fisicos lejanos, uno puede suponer que es un
observador asintético y asi el lugar donde se encuentra corresponderia a una regién asintotica,
la cual podria verse como una frontera externa del espacio tiempo, teniendo asi que analizar la
influencia del fenémeno de interés en tal frontera. Un caso particular corresponde a la region
asintoticamente plana (infinito espacial) vista como la frontera, donde se han realizado anélisis
en los temas de Relatividad General [3| 4] y Electromagnetismo [5 6]. Otro ejemplo donde al
considerar la existencia de fronteras ha resultado fructifero es la dualidad Norma/Gravedad [7], la
cual ha permitido crear nuevas conexiones entre la teoria cuéntica y la gravedad, ademés de resolver
problemas en el régimen de acoplamiento fuerte, que de otro modo eran muy dificiles de abordar
con los métodos estandar [8, [9]. Esta dualidad parte del principio holografico [10] el cual establece
que toda la informacion de una teoria de gravedad cuéntica en un hipervolumen dado se puede
codificar en una teoria efectiva en la frontera, hipersuperficie, de este hipervolumen. Uno de los
casos particulares y de hecho el mas destacado de esta dualidad es la correspondencia AdS/CFT,
propuesta por J. M. Maldacena [9]. Como ultima motivacion se tienen las teorias topologicas, que
pueden generar teorias efectivas en la frontera, ver la primer seccion de [I1I], o en su caso, las
referencias, de la 2 a la 17, de tal articulo. Un ejemplo son los aislantes topologicos en sistemas de
materia condensada [I3], cuyos estados de borde/superficie se intentan modelar de manera efectiva
a partir de los grados de libertad emergentes en la frontera de las teorias topologicas, uno de los
casos mas conocidos es el efecto Hall cuantico [I4], donde los estados de borde se pueden modelar
de manera efectiva a partir del grado de libertad emergente en la frontera de la teoria topologica
de Chern-Simons [I5], 13} 2].

Cabe destacar que, a pesar de que en todos estos ejemplos se hace uso de teorias definidas
en espacios-tiempos con fronteras, en ninguno de los casos se ha desarrollado un mecanismo para
construir la correspondiente teoria en la frontera, sino que uno analiza el comportamiento en la
frontera de manera indirecta. Es por ello que, recientemente, en [2] se ha propuesto un método
general para construir la correspondiente teoria en la frontera de cualquier teoria clasica de campos
definida en una regién del espacio-tiempo con fronteras, cabe mencionar que este método ha sido
ejemplificado con el principio de accién de Chern-Simons abeliano, ademas de que las fronteras
elegidas son temporaloides, ya que lo que se desea con este método es que después de construir la
teoria en la frontera uno pueda analizar la correspondiente dindmica; no obstante, los detalles del
método se pueden extender a fronteras (hipersuperficies) espacioaloides.

Con base en lo comentado anteriormente, uno de los objetivos de esta tesis es emplear el mé-
todo propuesto en [2] para construir las correspondientes teorias en la frontera de tres teorias de
norma: la electrodindmica, la teoria topologica de Pontryagin y el acoplamiento de ambas. Asi,
el segundo objetivo sera estudiar la dindmica de las teorias en la frontera construidas, determi-
nando las caracteristicas mas relevantes, como: las ecuaciones de movimiento y su correspondiente
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interpretacion fisica, simetrias de norma, el conteo y la caracterizacion de los grados de libertad,
donde los ultimos tres son resultados que no han sido reportados en la literatura para estas teorias
en la frontera, pese a que el comportamiento en la frontera de las dltimas dos teorias ya se ha
intentado estudiar con un enfoque diferente, [I1], [I2], pero sin construir la correspondiente teoria
en la frontera. Ademas de que la teoria acoplada ha sido bastante relevante en varios sistemas de
materia condensada, en principio, debido al acoplamiento de la teoria topologica de Pontryagin,
donde se sugiere que puede tener grados de libertad en la frontera, [16] (17, [18, [19].
Siendo asi, este trabajo de tesis esta organizado como sigue:

1. En el Capitulo 1 se hace una breve revision del método propuesto en [2] para construir la
correspondiente teoria en la frontera de una teoria clasica de campos definida en una region
del espacio-tiempo con fronteras, haciendo énfasis en los desarrollos y conceptos principales
que seran empleados en los capitulos posteriores.

2. En el Capitulo 2 se construye la correspondiente teoria en la frontera de la Electrodinamica sin
fuentes. Seguidamente, se analiza la dinamica en la frontera a nivel lagrangiano, determinando
e interpretando las ecuaciones de movimiento. También se proponen unas condiciones de
frontera asintoticas que hacen bien definido el principio de accion, las cuales contienen a
las propuestas en [5]. Después se analiza la dinamica a nivel hamiltoniano, por medio del
algoritmo de Dirac-Bergmann, determinando las simetrias, el conteo y la caracterizacion de
los grados de libertad. Cabe mencionar que, en cada punto se realiza una comparacién bulto
vs frontera, destacando las principales diferencias entre ambas teorias. Finalmente, se revisan
un par de soluciones de tipo onda plana, para ver el comportamiento en la frontera.

3. En el Capitulo 3 se construye la correspondiente teoria en la frontera de la teoria topologi-
ca de Pontryagin. Seguidamente, se analiza la dinamica en la frontera a nivel lagrangiano,
determinando e interpretando las ecuaciones de movimiento. Como caso particular, partien-
do de estas ecuaciones se demuestra que Chern-Simons estéd contenida en la frontera de
Pontryagin. Después se analiza la dindmica a nivel hamiltoniano, por medio del algoritmo
de Dirac-Bergmann, determinando las simetrias, el conteo y la caracterizacién de los grados
de libertad. Cabe mencionar que, en cada punto se realiza una comparaciéon bulto vs fron-
tera, destacando las principales diferencias entre ambas teorias. Finalmente, se demuestra
que Pontryagin en la frontera presenta més de un sector, uno topolégico, donde se muestra
que esta contenido Chern-Simons, [29] 1], y uno dindmico, asociado a un grado de libertad
emergente en la frontera y que tiene un comportamiento quiral.

4. En el Capitulo 4 se construye la correspondiente teoria en la frontera de la teoria acoplada
Electrodindmica+Pontryagin. Al igual que en las dos teorias anteriores, se analiza la di-
namica, determinando e interpretando las ecuaciones de movimiento a nivel lagrangiano; y
determinando las simetrias, el conteo y la caracterizacion de los grados de libertad a nivel ha-
miltoniano, por medio del algoritmo de Dirac-Bergmann. A partir de lo anterior, se muestra
que las caracteristicas que presenta esta teoria en la frontera en realidad son una combinacién
de las caracteristicas ya presentes en las dos teorias en la frontera anteriores, es decir, no hay
una dindmica a destacar. No obstante, también se hace notar que los sectores presentes en
Pontryagin en la frontera influyen de manera significativa en el acoplamiento en la frontera,
ya que uno reduce el acoplamiento en la frontera a solo la Electrodinamica en la frontera y el
otro reduce el acoplamiento en el interior a una teoria topolégica, mientras que en la frontera
se tiene un grado de libertad con comportamiento quiral.

Finalmente, en el Capitulo 5 se dan las conclusiones generales de este trabajo de tesis. Cabe
destacar que, los resultados presentados en este trabajo son originales, y por ende, no han sido
reportados en la literatura.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se va a presentar una breve revision de los conceptos fisicos y herramientas
matematicas necesarias que fueron empleadas para llevar a cabo este trabajo de tesis. El contenido
que sigue a continuacion se puede consultar de manera mas detallada en el articulo [2], siendo este
la base principal para la realizacion de esta tesis. Sin embargo, también es necesario aclarar que
para poder comprender [2] se requieren conceptos bésicos de teoria clasica de campos, geometria
diferencial y el algoritmo de Dirac-Bergmann, temas que uno puede consultar en las siguientes
referencias correspondientemente: [20] 21], 22], [23] v [24] 25].

1.1. Meétodo para construir una teoria en la frontera

Dada una teoria de campos definida en un espacio-tiempo con fronteras, lo que se desea es
construir, de manera general y geométrica, la correspondiente teoria en la frontera, para asi después
encontrar su dinamica, los grados de libertad y sus simetrias sin necesidad de imponer condiciones
de frontera particulares a priori. Ademaés, también se podran obtener las condiciones de frontera
permitidas que son compatibles con el principio de accién.

Tomando en cuenta el enunciado anterior, en esta seccién se presenta un breve resumen de las
ideas principales contenidas en el articulo [2], donde se propone una metodologia para construir la
correspondiente teoria en la frontera, asociada a una teoria de campos dada definida en un espacio-
tiempo con fronteras; ademés de analizar la dinamica en la frontera. Cabe aclarar que en [2] este
método se ejemplifica con el principio de acciéon de Chern-Simons [29], no obstante el método
propuesto es general, es decir, se puede aplicar a cualquier teoria de campos que esté definida en
una region del espacio-tiempo con fronteras. Esto altimo se vera ejemplificado con méas detalle en
los capitulos posteriores, ya que este se aplicara a los principios de accion de: la electrodinamica,
Pontryagin y el acoplamiento de las dos anteriores.

Ahora bien, a pesar de que el método propuesto en [2] es lo mas general posible, se deben hacer
un minimo de elecciones: elegir el principio de accion definido en una region del espacio-tiempo
con fronteras, y en qué tipo de frontera se desea proyectar esta teoria (temporaloide, espacialoide,
nula). De esta manera, la metodologia propuesta en [2] para construir una teoria en la frontera
estd dada por los siguientes pasos:

1. Elegir el principio de accién: Se elige un principio de accion definido en un espacio-tiempo
con fronteras. Para esta acién, se supone que va a estar bien definida bajo ciertas condiciones
de frontera apropiadas, las cuales se van a poder identificar méas adelante.

2. Elegir el tipo de frontera: Se elige el tipo de frontera de interés. Esta frontera puede ser
una hipersuperficie temporaloide o espacialoideﬂ

LE] caso nulo no se discute en el articulo [2].
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3. Proyectar el principio de accién: Una vez elegido el principio de accién y el tipo de
frontera, lo que se requiere ahora es proyectar el principio de accion en la frontera con la que
se ha deseado trabajar.

4. Construyendo el principio de acciéon en la frontera: Teniendo proyectado el principio
de accién en la frontera deseada, lo que se necesita ahora es asegurarse de que no existan
grados de libertad que se propaguen fuera de la frontera (hipersuperficie), para ello se debe
imponer una condicién de restricciéon. Esta condicion se puede leer directamente del principio
de accién proyectado, como se verd en la préactica. La razén de restringir a que los grados
de libertad no se propaguen fuera de la frontera se debe a que mas adelante lo que se hara
es estudiar la dindmica en la frontera y debido a ello se requiere que esta dinamica en todo
instante de tiempo permanezca tnicamente en la frontera elegida.

5. Encontrar la informacién relevante en la frontera: Después de haber construido el
correspondiente principio de accion en la frontera, dado un principio de acciéon (en el bulto),
el ultimo paso es obtener y analizar su informacion relevante, como por ejemplo: calcular sus
ecuaciones de movimiento y asi poder conocer su dindmica en la frontera. Cabe mencionar
que, en principio, se puede hacer un analisis lagrangiano o hamiltoniano.

Ahora que se conocen en general los pasos del método, se pasara a revisar cada uno de estos con
mas detalle, usando como ejemplo el principio de acciéon de Chern-Simons abeliano tridimensional,
al igual que se hizo en [2].

1.1.1. Eleccién del principio de accién

Dada una teoria de campos definida en un espacio-tiempo, se sabe que no hay una elecciéon
dnica de un principio de accién que lleve a las mismas ecuaciones de movimiento clésicas en el
bulto. En particular, dos acciones que difieren en un término de frontera podran ser clasicamente
equivalentes en el bulto. Por lo tanto, de entre todas las posibilidades, se va a elegir un principio
de accién para encontrar su teoria en la frontera correspondiente.

Una vez que se haya elegido el principio de accion, se supone que va a estar bien definido bajo
ciertas condiciones de frontera apropiadas. En particular, se necesita que sea diferenciable para
que se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange y como se verd més adelante, esto va a
permitir encontrar las condiciones de frontera compatibles con la teoria elegida, de manera que no
serd necesario imponerlas a priori.

Tomando en cuenta estas consideraciones y como ya se ha venido comentado anteriormente,
el principio de accién elegido para ejemplificar el método es el de Chern-Simons abeliano en un
espacio-tiempo de 3 dimensiones con fronteras, que estd dado como sigue:

Scs[A]:g/ AN dA,
M

o expresado en componentes,

Ses (44 = 5 /M A0, 4,500 = /M A, F, e e, (L.1.1)

donde F,, = 0,A,—0,A, es la curvatura abeliana de la conexiéon A,,, siendo u, v, p = 0, 1,2 indices
espacio-temporales y x es una constante de acoplamiento. M representa una regiéon del espacio-
tiempo en 3 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método, d3z := da® A dz' A dz? y el
tensor de densidad de Levi-Civita é*”? esta relacionado con el simbolo de Levi-Civita **? como
sigue, EMVP = s\/Es“”p , con s la signatura de la métrica g que en este caso es igual a 1.

Cabe notar que, la teoria de Chern-Simons es una teoria topoldgica, es decir, no tiene grados de
libertad locales y ademaés, no necesita de una métrica para estar bien definida en un espacio-tiempo
con fronteras. Pese a esto, también se recuerda que este método es general y puede ser aplicado
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a varias teorias, ya sea que estas tengan o no grados de libertad locales y que estén en cualquier
dimension definidas en una region del espacio-tiempo con fronteras.

1.1.2. Elecciéon del tipo de frontera

Una de las ventajas de este método es que es local, es decir, no necesita que la frontera esté
globalmente definida, es suficiente con que localmente se pueda encajar una hipersuperficie que
actuara como la frontera. En otras palabras, este método siempre podra ser aplicado en una region
del espacio del espacio-tiempo, M, que pueda ser foliada por una familia de hipersuperficies (donde
una de ellas sera la frontera), incluso si no esta bien definida en todo el espacio-tiempo.

Ahora bien, este método general para construir la teoria en la frontera es aplicable a cualquier
familia de hipersuperficies en el espacio-tiempo, abiertas o cerradas, siempre y cuando estas no
se intersecten y ademas folien por completo toda la region del espacio-tiempo, M, donde se va
a trabajar. Sin embargo, en estos momentos (al igual que se hizo en [2] y como se hara en los
capitulos posteriores) se va a elegir una frontera (hipersuperficie) temporaloideElEl, la razén de esta
eleccion es porque lo que se desea, una vez construida la teoria en la frontera correspondiente, es
estudiar la dindmica de la teorfa en la frontera, aplicando el analisis Lagrangiano o Hamiltoniano,
de manera que se necesita tener en la frontera (hipersuperficie) una coordenada temporal.

\ﬁ—//

(a) Region del espacio-tiempo, M, foliada por hiper- (b) Region del espacio-tiempo, M, foliada por hiper-
superficies cilindricas temporaloides, con R el vector superficies abiertas temporaloides, con R el vector
normal. normal.

Figura 1.1: Region del espacio-tiempo, M, foliada por dos distintas tipos de hipersuperficies.

1.1.3. Proyeccién del principio de accién

Para poder proyectar el principio de acciéon elegido, , en la familia de hipersuperficies
temporaloides (donde una de ellas actuara como la frontera), se emplea el operador de proyecciéon
P, el cual se define como:

P! .=t — on,nt, (1.1.2)

siendo,

2El método propuesto en [2] es aplicable a hipersuperficies temporaloides y espacialoides, el caso nulo no se
discute.

3 Aunque la teoria de Chern-Simons abeliana tridimensional es una teoria topolégica, y por tanto, no necesita
una meétrica para estar bien definida, al momento de elegir el tipo de frontera, espacialoide o temporaloide, se debe
introducir una métrica. Entonces, en el caso de teorias topologicas, solo cuando se quiere proyectar la teoria en una
frontera (hipersuperficie) particular es que se necesita introducir una métrica.
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—1 si n es temporaloide,
o= . L (1.1.3)
1 si n es espacialoide.

Con n el vector normal a la familia de hipersuperficies (espacialoides o temporaloides) y n* sus
correspondientes componentes.

Entonces, dada una regiéon del espacio-tiempo con frontera, M, que puede ser foliada por una
familia de hipersuperficies temporaloides, el operador de proyeccion, P#, sirve para proyectar un
campo tensorial, T},, en la familia de hipersuperficies temporaloides (¢ = 1) y de hecho, lo que
se obtiene es la descomposicion del campo tensorial T}, en su parte completamente tangente y
completamente normal a las hipersuperficies, es decir:

PYT, =8T,—0c nn'T, . (1.1.4)
S~—~— ~——
Parte tangencial Parte normal
Tangencial A u

v

Figura 1.2: Campo tensorial A, descompuesto en su parte completamente tangente y normal a la
hipersuperficie temporaloide, con R el vector normal a esta.

Comentado lo anterior, para proyectar el principio de accién de Chern-Simons, , lo que
se necesita es aplicar un operador de proyeccién, P¥, por cada campo tensorial. Sin embargo, se
sabe que el tensor de densidad de Levi-Civita proyectado efﬁ gnve = 3R EvPl Asi, insertar este
tensor de densidad de Levi-Civita proyectado en la accion (1.1.1)) es equivalente a proyectar la
conexion A, en la frontera (hipersuperficies temporaloides). De esta manera, la accién proyectada
de Chern-Simons es:

4Tomando en cuenta que la regién del espacio-tiempo, M, se esta foliando en una familia de hipersuperficies
temporaloides, el vector normal a esta familia va a ser espacioaloide y se denotara por R = R*0y.
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SeslAu == /M A, F,, 3R e dRdx

g /M A,F,, (RFE"P + RPEM + RYEPM) dRd%x (1.1.5)

K

- / [(RFA,) F, 8" +2A,F,,R° "] dRdz,
M

4
con dRdz? := dR A da® A dz'. Usando la siguiente relaci()rﬂ F,,Rf = 0, (RFPA,) — £rA,, la

ecuacion anterior pasa a ser:

SeslAu = = /M (A R?) oy + 24,0, (A R?) — 24, £ A)) ¥ dRPr.  (1.1.6)

1.1.4. Construcciéon del principio de accién en la frontera

Ahora que se tiene el principio de aciéon de Chern-Simons proyectado, , noétese que el
término que tiene una derivada de Lie, 24, £r A,€"", contiene la informacion sobre la propagacion
de los grados de libertad a lo largo de R, es decir, de como se propagan las conexiones A, de una
hipersuperficie temporaloide (Br) a la siguiente (Bsg).

Ademés, recuerde que una de estas hipersuperficies (la que sea, Bg) va a servir como la frontera,
de manera que, cuando se vaya a estudiar la dindmica de la teoria en una frontera particular, By,
lo que se desea es que no existan grados de libertad que se propaguen de esa frontera a otra,
por tanto serd necesario deshacerse del término que contiene la informaciéon de la propagacion de
los grados de libertad a través de las hipersuperficies Br. Cabe mencionar que esta restriccion se
introducird de manera general, es decir, para cada una de las hipersuperficies, ya que cualquier
podria ser la frontera, de este modo, la restricciéon es para que la dindmica en cada hipersuperficie
sea independiente de la dindmica en cualquier otra, es decir, los grado de libertad no se van a
propagar y la evolucién temporal de estos estara dada en cada frontera de manera independiente.

Entonces, para poder deshacerse de ese término sin perder informacion de la dinamica de las
variables, lo que se hace es restringir el principio de accion, , a cada una de las hipersuperficies
temporaloides, Bgr’s, donde cualquiera de estas actuara como la frontera. Y para esto, se usa el
método de multiplicadores de Lagrange y se impone como condicién de restriccion el término que
codifica la propagaciéon de los grados de libertad de una frontera a otra, es decir, se considera el
término 24, £r A, " = 0 como una restriccién que debe cumplirse en cada frontera Bg.

Tomando en cuenta la discusiéon anterior, se define el principio de acciéon de Chern-Simons en
la familia de fronteras Br como:

Scs—plAu, A = g / [(A,R°) F,, + 24,0, (A,R°) — 2A, £r A, — \2A, £ A,|é" dRd%x
M

g / [(A,R°) F,, + 24,0, (A,R?) — 2(1 + \) A, £r A,] & dRd’x,
M

(1.1.7)
siendo A el multiplicador de Lagrange y una variable dinamica, que permite introducir al término
—2A, £rA,EM como restriccion, la cual en [2] se denomina como condicidn de restriccion a la
frontera,

—2A, £Lr A" = 0. (1.1.8)

Cabe mencionar que, el principio de accién (1.1.7) sigue siendo una accién en el interior, por
ello se esta considerando a M como region de integracion. Pero, este principio de acciéon ya con-

5Esta relacion es obtenida usando la identidad: £r A = irdA+d (iR A), para formas diferenciales, y la definicién
F := dA. Para mas informacién sobre formas diferenciales, consultar [23].
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tiene la informacion sobre la familia de hipersuperficies temporaloides, que folian a M, cada una
independiente de la otra.

1.2. AndAlisis de la teoria en la frontera

Una vez que se ha construido la correspondiente teoria en la frontera de Chern-Simons, ,
uno puede pasar a analizar la dinamica de esta teoria en la frontera, como por ejemplo: calcular
ecuaciones de movimiento, y por tanto, determinar su dindmica, para también asi encontrar las
condiciones de frontera apropiadas que hacen que el principio de accién en la frontera esté bien
definido. Ademas, se podréa realizar un analisis Lagrangiano o Hamiltoniano (en este caso se presen-
taran los resultados principales que se obtuvieron en [2] al aplicar el algoritmo de Dirac-Bergmann
al principio de accién )

Antes de comenzar con el analisis, se va a escribir el principio de accién usando coor-
denadas adaptadas a la foliacic’)rﬁ7 OrA; = £rA;, Agr = A,R’, donde ahora los indices latinos
1,7 = 0,1 etiquetan coordenadas arbitrarias en cada una de las hipersuperficies temporaloides, Bp.
Asi, la accién pasa a escribirse como:

SesplAn AN =" / [ARF, + 2A4:0,Ar — 2 (1 + \) A,0pA,) 29 dRd . (1.2.1)
M

Al igual que en (1.1.7), este principio de accién de Chern-Simons en la frontera contiene la
informacion de todas las hipersuperficies temporaloides, cada una independiente de la otra (esto
debido a que se impuso la condicién de restriccion a la frontera y asi no hay grados de libertad que
se propaguen a lo largo de las hipersuperficies que folian la region del espacio-tiempo M).

1.2.1. Ecuaciones de movimiento

Realizando la variacion de la accion (1.2.1)) e igualando a cero,

1
0=0ScsBlARr, Ai, A] = g/ [&» (ARdA; — Aj0AR) — 583 (T4 X)) (A0A4; — Aj0A;))
M

(1.2.2)
A 1 g
+(Fi;)0ARr — 2 (&-AR — <1 + 2) OrA; — 2Ai8R)\> 0A; —2(A;0rA; ) 5>\] g9 dRd?,
se obtienen las ecuaciones de movimiento:
AR : &9F; =0, (1.2.3)
A 1 g
(5Aj =2 (&AB - (1 + 2) OrA; — 2A18R)\> g’ =0, (1.2.4)
S\ 1 —24;0pA;87 =0, (1.2.5)
siempre y cuando el término de frontera,
0Scsp[Ar, A Nl| = g/ [@' (Ar6A; — Aj0AR) — %BR (1 +A) (AidA; — Aj5Az'))] eV dRd’x,
on she M
(1.2.6)

se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas. Estas ecuaciones de movimiento describen
la dindmica en cada una de las hipersuperficies temporaloides, donde los grados de libertad no se

6Coordenadas adaptadas a la geometria de las hipersuperficies temporaloides que folian la regién del espacio-
tiempo M
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propagan de una hipersuperficie a otra, debido a que se impuso la condicién de restriccion a la
frontera.
Usando nuevamente coordenadas adaptadas a la foliacién, (¢, R,Z), el término de frontera,

(1.2.6]), se puede escribir como:

§SCSB[ARu At7Ai7 )\]

== / 0, (ApdAz; — Az6AR) — 0z (ArSA, — A5 AR)
M

on shell 2 (127)

—Or (1 +N\) (A0 Az — Az0Ay))] ¥ dRdtdz.

Para que el principio de accion sea diferenciable se requiere que el término de frontera
se haga cero bajo ciertas condiciones de frontera apropiadas. Y para encontrar estas condi-
ciones, lo primero que uno puede hacer es resolver la condicion de restriccion a la frontera, (1.2.5)).
Cuando se obtiene la solucién a esta ecuaciéon de restriccion y se emplea en la expresion l
altimo término se hace cero y asf esta expresion se reduce a:

= E/ [0: (ARdAz — AzSAR) — Oz (ARSA; — ALSAR)] 7 dRALdZ.
on shell 2 M
(1.2.8)

La solucién a la condiciéon se puede ver como una condicién de frontera. Observe que a
pesar de haber encontrado las soluciones a la condicion de restriccion a la frontera y emplearlas
en la expresion , el principio de accién todavia no es diferenciable, ya que el término de
frontera no se ha hecho cero por completo. Debido a esto, se deben buscar e imponer condiciones
de frontera adicionales que hagan cero los términos restantes, (1.2.8). En el articulo [2] se pueden
revisar de manera detallada varios tipos de condiciones de frontera adicionales para distintos tipos
de topologia.

6SCSB[AR7At7A:f’7 )\]

1.2.2. Dinamica en la frontera

Una vez que se revisan las posibles condiciones de frontera que son compatibles con el principio
de accion en la frontera, (1.2.1)), se puede pasar a resolver y analizar las ecuaciones de movimiento,
(1.2.3), (1.2.4) vy (1.2.5).

Siguiendo el procedimiento en [2], las soluciones a las ecuaciones de movimiento se van a clasifi-
car de acuerdo a las posibles soluciones de la condicién de restriccion a la fronteraﬂ Cabe recordar
que esta condicién asegura que una vez realizada la proyecciéon de la accion en la familia de hi-
persuperficies temporaloides, los grados de libertad no se van a propagar de una hipersuperficie a
la siguiente. Ademas, cuando ya se elige una hipersupeficie temporaloide particular (que sera la
frontera), la dindmica se restringe a esta.

En varias teorias, por razones fisicas, puede estar claro qué condiciones de frontera imponer,
pero en otros casos esto no es tan facil. La condicion asegura que no hay grados de li-
bertad propagéndose de una hipersuperficie temporaloide a otra. Por lo cual, en ese sentido, es
una condicién de frontera que restringe la dindmica a cada una de las hipersuperficies de manera
independiente.

Resolviendo la condicién de restriccion a la frontera,

—2A4;0rA;E =0, (1.2.9)

se tiene que la solucion general es de la forma,

Ay —v(t,2)Az = 0, (1.2.10)

7Cada una de las soluciones a la condicién de restriccién a la frontera lleva a un conjunto particular de soluciones
en la frontera que pueden no estar de acuerdo con la fisica que describen.
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con v = v(t,Z) una funcién arbitraria. En principio, también se tiene una solucion trivial, A, = 0,
la cual se usa cominmente como una condicién de norma en el bulto.
Si ahora se propone una solucién para los campos dada por,

con ¢ una funcion definida en el espacio-tiempo tridimensional. Entonces, de (|1.2.10) se obtiene la
siguiente ecuacién para ¢,

06 — v(t, 7)0sp = 0, (1.2.12)

que corresponde a la ecuaciéon de onda quiral bidimensional. Este resultado tiene bastante relevancia
fisica puesto que, como se vera més adelante en la descripcion hamiltoniana, la teoria de Chern-
Simons en la frontera tiene 1 grado de libertad y tal grado en la descripciéon lagrangiana se puede
identificar como ¢, que corresponde a un bosoén quiral y cuya soluciéon general esta dada como,

¢ = C(R)p(x + vt). (1.2.13)

Ahora bien, una vez que se tiene la solucion de la condicion de restriccion a la frontera, ,
esta se usa para resolver las demés ecuaciones de movimiento, y (1.2.4), para asi determinar
la dinamica de la teoria y el comportamiento de A. Estos detalles se pueden revisar de manera
detallada en el articulo [2].

Cabe recalcar que en esta teoria de campos fue posible encontrar la solucién de la condicion de
restriccion a la frontera y por ende, también la dindmica de la teoria en la formulacion lagrangiana,
debido a la sencillez estructural que presenta Chern-Simons. Sin embargo, esto no siempre sera
posible para cualquier otra teoria de campos, sobre todo si estas son mas complicadas, como se
vera en los capitulos siguientes.

1.2.3. Analisis hamiltoniano: bulto vs frontera

En la subseccién anterior se ha ido haciendo un anélisis de la dindmica de la teorfa en la
frontera de Chern-Simons tnicamente empleando y resolviendo las ecuaciones de movimiento,
donde se incluye la condicién de restriccion a la frontera, que permitié determinar las condiciones
de frontera compatibles con esta accion, .

Ahora, en esta subseccién se van a presentar los resultados principales que se obtuvieron en
[2] al haber realizado el anélisis hamiltoniano de la teoria de Chern-Simons tanto en el interior
como en la frontera para asi poderse comparar. El anélisis hamiltoniano que se emplea (y que se
empleara de igual manera en los siguientes capitulos) es el algoritmo de Dirac-Bergman

Entonces, los principios de accion que se analizaron en [2] por medio de este algoritmo son,

1. Chern-Simons en el bulto:

>

SCS[AR, Az] = E/ [ARFZ] + 2A18JAR - 2A16RAJ] gzdedQ.I‘ (1214)
M

2. Chern-Simons en la frontera:

SCSB[AR7 Ai7 )\] = g / [ARF”' + 2141'8]‘141{ — 2(/\ + 1)AzaRA]] €~”de2$ (1215)
M

Y los resultados principales del algoritmo se presentan en la siguiente tabla:

8Ver |24, 25] para detalles especificos del algoritmo de Dirac-Bergmann.
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Bulto I Frontera
Variables del espacio fase
Ay 1Ty, A, IR, Az, 11z I Ay, 1Ly, A, Tlg, Az, Iz, A\, 11y
Restricciones primarias
¢y =11 =0 ¢ =1 ~ 0
br :=Ig+ad; ~0 mr =g+ adz; =0
¢z =1l —adg ~0 g =1z —adg
oy =11\ =0
Restricciones secundarias
V1= 0z Ag + OpAz ~ 0 V1 1= 200z Ap — 20(1 + A)Op Az ~ 0
Ns = —0, A, Yy = a(AOrAz — Az OrA:) =~ 0
A = —OrA, Az = 0z Ay

Ar = (14 N)OrA:
Restricciones de primera clase

Y1 = Ht ~0
Y2 = ORAR + 0z Az + 204(81{145 + aiAR) ~0
Restricciones de segunda clase

No tiene

x1:=1; =0
x1: =g+ ad; =0 x2 =g +adz =0
xe2 :=1z —aAr =0 x3 := 1z — aAg

x4 =1 =0

X5 = 200z Ap — 2a(1 4+ X\)OrAz = 0
X6 = a(AOrAz — AzOrA:) =0
Simetria de norma
Ay=A,,+0.e I No tiene
Grados de libertad locales
DOF. =1[6—2(4)—-2[=0 [ D.OF =IR—200)—6]=1

Tabla 1.1: Resultados principales obtenidos del analisis hamiltoniano de la teoria de Chern-Simons:
Bulto vs Frontera

Como puede observar, hay claras diferencias entre la teoria de Chern-Simons en el interior y
en la frontera. Comparando con el interior, en la frontera se tienen 2 variables dindmicas de mas
(debido a la introduccion de A y su momento canoénico asociado ITy). De esta manera, al calcular
las restricciones primarias, se obtiene una de mas y al calcular las secundarias, se obtiene también
una de mas, esto en la frontera comparado con lo sucedido en el interior. Ademaés, al separar las
restricciones entre de primera y segunda clase, note que la teoria en la frontera no es de norma,
como si lo es la del interior, y ademés todas sus restricciones son de segunda clase.

Tomando en cuenta los resultados posteriores, se ve que la teoria en el interior va a presentar
simetrias de norma, mientras que la de la frontera no. Ademas, al realizar un conteo de los grados
de libertad, se obtiene que la teoria en la frontera no es una teoria topolédgica, sino que es dinamica
y presenta un grado de libertad local.

1.2.4. Accién reducida

Ahora bien, para caracterizar este grado de libertad en la frontera, dado que todas las restric-
ciones son de segunda clase, uno puede tratarlas como simples relaciones entre variables del espacio
fase e intentar despejar aquellas que van a ser dependientes de las demés. En este caso, al tener
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6 restricciones se segunda clase, se tendrian que despejar 6 variables del espacio fase que seran
dependientes de las otras 2 restantes. Una vez despejadas tales variables, si uno las emplea en la
accion extendida, esta se va reducir y por tanto, se define la accion reducida Sg_ g como,

Sp_rl[As, 11;] = /M L (9, As — 02 (v(t, 2)As)) — Ag(BiIly — v(t, 2)0511,)] dzdRdt,  (1.2.16)

cuyas ecuaciones de movimiento, que se obtienen al variar la acciéon e igualarla a cero, son,

o de forma equivalente,

A partir de estas ecuaciones, que codifican la dindmica general de la teoria en la frontera, se
sabe por ecuaciones diferenciales que dado un conjunto de condiciones iniciales o de frontera, las
soluciones a las ecuaciones de movimiento seran unicas. Un tipo de condicién de frontera es,

Azlt,.z = WAR|y 7,, con w = const., (1.2.21)

de manera que, de la ecuacién (|1.2.19)) y por el teorema de unicidad y existencia, entonces se tendra
una sola ecuacion de movimiento que satisface las condiciones de frontera (o iniciales),

con v = const. Esta es la ecuacion para el bosén quiral. Por lo tanto, se observa que de la accién ex-
tendida se pudo caracterizar de manera sencilla el grado de libertad obtenido, Az, que corresponde
a un bosén quiraﬂ

Notese que una vez construido el principio de accién en la frontera, este se puede analizar con
el formalismo que mas sea de su agrado. En particular, lo que se quiere hacer notar en esta seccion,
es que gracias a que se ha podido construir la teoria en la frontera, uno puede obtener toda la
informacioén relevante correspondiente a esta teoria de manera directa, como: las condiciones de
frontera apropiadas que son compatibles con el principio de accion, sin necesidad de imponerlas
a priori, obtener y resolver las ecuaciones de movimiento en la frontera; en el formalismo hamil-
toniano, obtener todas las restricciones que presenta la teoria, realizar el conteo de los grados de
libertad y ademas, poder caracterizar estos grados de libertad, sin necesidad de hacer suposiciones
antes de.

Entonces, una vez que ya se conocen los conceptos e ideas mas importantes del método propuesto
en [2], en los capitulos siguientes se empleara este método para construir y analizar las teorias en
la frontera de: la electrodindmica, Pontryagin y el acoplamiento de las dos anteriores.

9Para mas detalles sobre esta idea consultar |2]
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Capitulo 2

Electrodinamica sin fuentes en la
frontera

En este capitulo se construird y analizara la correspondiente teoria en la frontera de la elec-
trodindmica sin fuentes, no hay cargas ni corrientes, empleando el método propuesto en [2]. Cabe
recordar que, la electrodindmica sin fuentes en el interior presenta 2 grados de libertad, los dos
estados de polarizacion del fotén, y simetrias de norma.

Una de las razones por la cual se realiza este anélisis en la frontera para la electrodinamica sin
fuentes es para indagar si su dinadmica en la frontera es diferente a la del interior debido, solamente,
al hecho de restringir la interaccién entre los campos electromagnéticos en el vacio a la frontera.

Por otra parte, notese que en [2] se construyo la teoria en la frontera de una teoria que es
topolégicaﬂ en el interior y lo que se encontr6 fue que su correspondiente teoria en la frontera es
dindmica, tiene un grado de libertad, y ademas no tiene simetrias de norma. Esto sucedi6 para una
teoria topoldgica, asi que ahora la pregunta es si estos cambios en la frontera también sucederan
para teorias que en el interior son dinamicas, siendo la electrodinamica sin fuentes una de estas,
que ademas tiene mucho contenido fisico.

Tomando en cuenta lo anterior, ademas de la construccién de la correspondiente teoria en la
frontera de la electrodinamica sin fuentes, los objetivos de este capitulo son determinar por completo
la dindmica de la teoria en la frontera, es decir: obtener e interpretar ecuaciones de movimiento,
condiciones de frontera, restricciones, simetrias, nimero y caracterizacion de grados de libertad;
para después comparar estos resultados obtenidos en la frontera con los que uno obtiene en el
interior, destacando las principales diferencias y similitudes que hay entre ambas. Cabe destacar
que, los resultados que se presentan a continuacion son originales.

2.1. Elecciéon del principio de accién

El principio de accion de la electrodinamica sin fuentes en un espacio-tiempo de 4 dimensiones
con fronteras esta definido como,

K
Sep[Au] = -7 /M Fu P \/gld*z, (2.1.1)

donde F,, = 0, A, —0, A, es la curvatura de la conexién A, siendo estas las variables dinémicasﬂ

1Una teoria topoldgica es aquella que no tiene grados de libertad locales. En [2] la teoria topologica con la que
se trabajo fue la teoria de Chern-Simons, que ademas tiene simetrias de norma.

2En esta teoria, las conexiones A, corresponden al cuadripotencial, esto es, Ay, = (—®, A), con ® el potencial
escalar eléctrico y A el potencial vectorial magnético.
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Electrodinamica sin fuentes en la frontera
2.2 Eleccion del tipo de frontera

con u,v = 0,1,2,3 indices espacio—temporaleﬂ M es una region del espacio-tiempo de 4[ﬂ7 K es
una constante de acoplamiento, d*x := dz® A dax' A dz? Adx® v g es el determinante de la métrica
empleada. En este capitulo y en los siguientes se va a trabajar en un espacio-tiempo plano, por lo
que la métrica empleada sera la de Minkowski, (g,.,) = diag(—1,1,1,1) (en la base de coordenadas
(t,z,y,2)), asi v/|g|=1.

Cabe recordar que, a este principio de accién se le va a pedir que sea diferenciable, es decir,
que se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.2. Eleccién del tipo de frontera

Como ya se comentd6 en el capitulo[l] se va a elegir una frontera del tipo temporaloide, es decir,
la regién M del espacio-tiempo se va a foliar mediante una familia de hipersuperficies temporaloides
(donde alguna de estas sera la frontera). El motivo de esta eleccion es que méas adelante, al tener
una direccién temporal en estas hipersuperficies, uno podré estudiar la dindmica de la teoria en la
frontera, aplicando un anélisis Lagrangiano o Hamiltoniano.

2.3. Proyeccion del principio de accion

Una vez elegido el principio de accién y el tipo de frontera, lo que sigue es proyectar el principio
de accion, , en una familia de hipersuperficies temporaloides que folien la region del espacio-
tiempo M (donde una de ellas sera la frontera). Para esto, se emplea el operador de proyeccion
que se present6 en el capitulo anterior, P¥ := 0¥ — on,n* , donde 0 = 1 ya que n = R sera
espacialoide, es decir:

Pl =6 — R, R*, (2.3.1)

v

con R = R*0,, el vector espacioaloide normal a la familia de hipersuperficies temporaloides que
folian la region M del espacio-tiempo y R* sus correspondientes componentes.
Entonces, el calculo de la proyeccion del principio de accion (2.1.1)) esta dado como sigue:

FuwF" : = PPl Foa Pl PYFPT
= P PIPPYFopgFPT
= PPl FogF’T
= (6% — RyR) (67 — R.RP) FopF*" (2.3.2)
= (0562 — 05 R, R° — 6! R,R* + R,R* R, R") Fog F""
=F,3F* — F,3R°F*" R, — R°F,4R,F*’ + R*R°R,R.F,zF""
= FosF*% —2F,3R°F*"R,

= FopF®P = F,, F" + 2F,sRPF*"R,. (2.3.3)

En estos célculos se han usado propiedades del operador de proyeccion, PP = P, y el hecho de
que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico es igual a cero. Ademas, el término
F v se define como la parte de F),,, que es completamente tangente a la familia de hipersuperficies.
Si ahora se usa la relacion, F,,R” = 0, (R?A,) — £r A, se tiene,

3En este capitulo y los siguientes se usaran las letras griegas mintsculas para los indices espacio-temporales en
4 dimensiones.
4Region del espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método propuesto en [2].
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= F.pF*® = Fu, F" +2(0a (R°A,) — £rAL) (0% (RTA,) — £rA%)
= Fu F* + 204 (RPA,) 0% (RTA;) — 204 (RPA,) £RAY —2(0% (RTA,) — £rA”) £rAA
= Fu F* + 20, (RPA,) 0% (RTA;) —2(20% (RPA,) — £rA”) LrRAG.
(2.3.4)
Empleando este tltimo resultado en la ecuacién , entonces el principio de accion de la
electrodinémicaﬂ proyectado estéd dado como,

Spp[A,] = -2 / [Fu F™ + 20, (RPA,) 0% (RTA,) — 2(20% (RPA,) — £rA%) LrAs] d'x.
M

4
(2.3.5)

Este sigue siendo un principio de accién en el bulto, pero que ya sabe sobre la foliacion de la region
del espacio-tiempo M mediante una familia de hipersuperficies temporaloides.

2.4. Construccion del principio de accién en la frontera

Ahora que se tiene el principio de acciéon de la electrodinamica proyectado, , notese que
el término que tiene la derivada de Lie, —2 (20 (R*A,) — £rA") £rAq, contiene la informacion
de como se propagan los grados de libertad a lo largo de R y como se coment6é anteriormente,
para restringir que estos grados de libertad no se propaguen de una hipersuperficie temporaloide
a la siguiente, es necesario imponer ese término como una restriccion de la teoria e introducirlo al
principio de accién por medio del método de los multiplicadores de Lagrange. La razon de
este paso, como se discutio en el capitulo[I} se debe a que cuando se vaya a estudiar la dinamica de
la teoria en la frontera (una hipersuperficie particular elegida de la foliacion), lo que se desea es que
esta dindmica permanezca en la frontera elegida, es decir, que las conexiones A, no se propaguen
de una frontera a otra de un momento a otro, por lo cual es necesario introducir una restriccion
que corresponda al término que contiene esta informacion.

De esta manera, se define el principio de accién de la electrodinamica en la familia de fronteras
(hipersuperficies) temporaloides como,

SED—pBlAu, Y] = ,g /M [Fuw FH + 200 (RPA,) 8% (RTAr) — 2(1 + T) (20% (RPA,) — £RA%) £rAa] diz,
(2.4.1)
siendo T el multiplicador de Lagrange y una variable dinamica, que permite introducir la restriccion
—2(20%(RPA,) — £rA%) £r A, = 0 a la accién, que debe cumplirse para cada frontera (hipersu-
perficie) temporaloide. En este caso, esta restriccion corresponde a la condicion de restriccion a la
frontera:

—2(20% (RPA,) — £RA®) £rAs = 0. (2.4.2)

El principio de accién sigue siendo uno en el interior, por ello se estd considerando a
M como region de integracion. Pero, a diferencia de , este principio de accién, (2.4.1), ya
contiene la informacion de la familia de hipersuperficie temporaloides, que folian M, y donde la
dindmica en cada una serd independiente de las demés.

5En lo que sigue de la tesis ya solo se escribira “electrodinamica” para referirse a la electrodinamica sin fuentes,
esto es, se omitira el término “sin fuentes”’, a menos que se requiera para evitar ambiguedad.
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2.5. Analisis lagrangiano

Teniendo el principio de accién en la frontera, el tiltimo paso es realizar el anélisis de la dindmi-
ca de esta teoria. Para ello, lo primero que se hara es usar coordenadas adaptadas a la foliaciérﬂ
de manera que, OrA; = £rA; y Ar = A,R’, donde los indices latinos{j7 1 = 0,1,2, etique-
tan coordenadas espacio-temporales arbitrarias en cada una de las hipersuperficies temporaloides.
Ademas, como F,,, es un término completamente tangente a la familia de hipersuperficies, entonces
al usar coordenadas adaptadas este término se puede redefinir como F),, := Fj;, pues los indices
i,j etiquetan coordenadas en las hipersuperficies. De esta manera, el principio de accién de la
electrodinamica en la frontera, , pasa a ser:

SeoslAnr, Ai, Y] = =4 / [F]F’ + 20, ARD Ap —2(1+ ) (28iAR - aRA") 8RAi] dRdz, (2.5.1)
M

siendo dRd%x := dx® A dz' A dx? A dR y con esta accion se va a trabajar a continuacién.

2.5.1. Ecuaciones de movimiento

Partiendo de la variacién de la accion ([2.5.1)) e igualando a cero,

0=46Sgpp = 725/ [Fij FY 4+ 20;Ar0"Ap — 2(1+ ) (20°Ag — OrA") OrA;] \/|y|dRd*x
M

*g/ [4F”615A] + 462AR815AR -2 (QGZAR — aRAz) OrA;6T
M

— 41+ 1)OrA D6 AR + 2(1 + T)Or A Ord A;

—2(1+ ) (20'Ag — O A’) DrdA;] dRd*x
(2.5.2)

6Usar coordenadas adaptadas a la foliaciéon quiere decir que, se esta eligiendo trabajar en un sistema de referencia
con base coordenada (z°, 21, 22, R) donde ahora uno de los ejes espaciales tiene la misma direcciéon que la del vector
normal a las hipersuperficies temporaloies, R.

"En este capitulo y los siguientes, los indices latinos, con letras mintisculas de la i a la g, van a etiquetar
coordenadas arbitrarias en un espacio-tiempo de 3 dimensiones.
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= 0=6Spgpp = —g / [—40,F75A; + 0; (4F75A;) — 40,0 ARS AR + 0; (40" ARS AR)
M

—2(20°Ap — ORA) O ALY +40; (14 1)IRA") §AR
— 0, (A(1+ T)ORAAR) + 405 (14 T) (9" Ag — 9 AY)) 5 A,
—9r (41 + 1) (9"Ag — 9rAY) 64;)] dRdx,

_ _7/ [—40,F 96 A; + 405 (1+T) (09 A — 0pAT)) 64;
M

— 40,0" ApSAR + 40; (1 + Y)OrA") 6AR

—2(20"Ag — OpA") ORA;6Y

+0; (AF5A;) + 0; (40°ArdAR) — 0; (4(1 + Y)Or A6 AR)
—0r (4(1+ ) (0'"Ar — OrA") 64;)] dRd®x,

= n/ [(0;F7 — 0p ((1+ 1Y) (07 Ar — 0rAT))) 04,
M
+0; (0"Ag — (1 + T)ORrA") 6 AR
+ (a"AR — ;aRAi) OrA;6Y

+0; (~FY5A; — (0"Ag — (1 + Y)9RA") 6AR)
+0r (14 7Y) (0'Ar — 0rA") 64;)] dRd*x,

(2.5.3)
se obtienen las ecuaciones de movimiento,
6Aj : BiFij - 6R ((1 + T) (6jAR - 8RAJ)) = O, (255)
. 1 .
oY <61AR — 263/11) OrA; =0, (2.5.6)
siempre y cuando el término de frontera,
5SE'DB‘boundary term — 5/ [az (_Fij(SAj - (aiAR - (]- + T)aRAl) 6AR)
M (2.5.7)

+0r (14 7Y) (0°Ar — 0rA") 6A;)] dRdx,

se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.

Teniendo las ecuaciones de movimiento, se procede a reescribirlas en términos de los campos
eléctrico y magnético, para lo cual, seré necesario recordar lo siguiente,

F =% FU—gifg  y A=, (2.5.8)

donde los indices latinos con una barra encima se usan para etiquetar coordenadas espaciales en 3
dimensiones, esto es, 1 = R, 1, 2.

Entonces, de la ecuacion (2.5.4)),
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0=20; (0"Ar — (1 + Y)9rA")
=0 (0°Agr — (1 + 1)0rA®) + 0, (0" AR — (1 + T)0rA®)
=0y (F*F — YOR®) + 0, (F"F — TORA®)
=0y (E® — YOR®) + 0y (""" B, — TORA®) (2.5.9)
=B — 0y (YOr®) — ™0, B, — 0, (YORA®)
=EB% — 9y (YOr®) — (V x B) — 9, (YOrA)
= Ef=(VxB)f+0,(TOr®) + 0 (TOrA"),

se tiene una ecuacién de movimiento para la componente E® del campo eléctrico, que es similar a
la ley de Ampere-Maxwell mas términos extra.

De la ecuacion , para j =0,
0=0;F" —0r ((1+7) (0°Ar — 9rA°))
= 0,F" — 0p ((1+ 1) F°F)
= —0,E" — 9r (1 + T)EX)
= —0,E" — OrE" — 0 (TYE")
=-V-E -0z (YE?)
= V-E=-0z(TE"),

(2.5.10)

se tiene una ecuacion de movimiento para el campo eléctrico, que es similar a la ley de Gauss mas
términos extra.

De la ecuacion , para j = b,
0=0;F" —0r ((1+7) (8"Ar — 0rA"))
= 00F" + 9, F* — 0 ((1+ 1) F*F)
= 0B + 9, (e Br) — 0r (1 + Y)"*B,)
= B — %89, B — 9B, — Or (TabRaBa)
= E" — "9, B; — "9 B; — 0r (YR B,)
= B* — £"19;B; — 0 (Y"""B,)
_Eb_ (V x B)b —on (ﬂrgbRaBa)
= E'=(VxB)"+0g (Y B,),

(2.5.11)

se tienen dos ecuaciones de movimiento para las componentes E? del campo eléctrico, que son
similares a la ley de Ampere-Maxwell mas términos extra.

Cabe notar que, las ecuaciones de movimiento para el campo magnético se pueden obtener
directamente de las identidades de Bianchi,

B, Fop =0, (2.5.12)
llegando a ser iguales a la ley de Gauss magnética,
V-B =0, para pu=0;

v a la ley de Faraday-Lenz,

V x E=-B, para pu=1i=R,1,2;
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como sucede con la electrodinamica en el interior.
Finalmente, la ecuacion (2.5.6), que corresponde a la condicion de restriccion a la frontera, se
vera como,

9O Ap — ;aRAO) On Ay + (abAR _ ;GRA”> DA,

(2.5.13)

1 1

= (80AR — OpA° + 28RA°) OrAo + <6”AR — A" + 28RAb) AR Ap
1 1

(FOR + 28RA0> OrAo + (FbR + 2aRAb> AR A

JoL ;ach> On(—®) + <5bR“Ba + ;aRAb> OnA,
= 0= (ER + ;8R®> Or® + (6RbaBa — ;(9RAb) OrAy.

Por tanto, el conjunto de ecuaciones de movimiento reescrito en términos de E y B es el siguiente:

(V x B)f = Bf — 9y (YOr®) — 9 (YOrAY),
(V x B)? = E* — 9 (Y*FB,),
V-E= -0 (TER), (2.5.14)

1 1
0= <ER + 283@) Or® + <€RbaBa — 28RAb> OrAy.
Notese que si uno define las siguientes cantidades,

JR = —0y (YOr®) — 0, (YOrA),
J¥ = —0R (Y B,), (2.5.15)
p:=—0r (YE®),
donde las J® y J® se podrian interpretar como las componentes de una densidad de corriente

J, mientras que p se podria interpretar como una densidad de carga; entonces las ecuaciones de
movimiento anteriores pasan a ser,

(Vx Bt =Ef 4+ Jf
(V x B = E’ + J°,
V- E =p, (2.5.16)

1 1
0= (ER + 2aRq>) Ir® + (ERbaBa — 28RA”> OrAyp,

que junto con,

V xE = —-B,

2.5.17
V-B=0, ( )

se llega a que el conjunto de ecuaciones de movimiento ([2.5.16f) y (2.5.17) es similar al conjunto de
ecuaciones de Maxwell con fuentes, pero acompanadas de la condicién de restriccion a la frontera.
Cabe mencionar que se partié de la electrodinamica sin fuentes, en el interior, y lo que se esta
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obteniendo en la frontera es una teoria similar a la electrodinamica con fuentes mas la condicién
de restriccion a la frontera.

Ahora bien, los términos que corresponderian a las fuentes, J, J® y p, no son cualesquiera, sino
que dependen funcionalmente de los campos E y B, de forma directa e indirecta (por medio de los
potenciales ® y A), pero también tienen dependencia de T, siendo esta una variable auxiliar que
se empleo para introducir la condicion de restriccion a la frontera. Entonces, de lo ya comentado
se puede inferir que los términos de fuente son inducidos por los campos eléctrico y magnético que
estan siendo restringidos a la frontera.

En otras palabras, se tiene el siguiente razonamiento: a pesar de que se partié de la electrodina-
mica sin fuentes (en el interior), al introducir la condicion de restriccion a la frontera para construir
la teoria en la frontera, esta condicion lo que hizo fue restringir la dinamica de los campos eléctrico
y magnético a la frontera, lo cual modific6 el comportamiento de los campos de tal modo que
estos indujeron una densidad de corriente J y una densidad de carga p, como si los propios E y
B actuaran como fuentes. Es por ello que los términos de fuente, , son dependientes de E,
B e T, esto es, son consecuencia de haber restringido a los campos a moverse en la frontera, de
hecho, si tal restricciéon no existiera, teniendo que ser T = 0, uno recupera de (2.5.16)) y (2.5.17)
nuevamente 4 ecuaciones, que serian las ecuaciones de Maxwell sin fuentes.

2.5.2. Condiciones asintéticamente planas

Una vez que se tienen las ecuaciones de movimiento, nétese que una de ellas, , corresponde
a la condicién de restricciéon a la frontera. Si esta ecuacion se resuelve de manera general, lo que se
puede obtener es una gran parte de las condiciones de frontera que hacen bien definido el principio
de accién . Sin embargo, en estos momentos el propésito no es encontrar su solucién general,
sino revisar alguna solucion particular con relevancia fisica.

A partir del estudio de los campos eléctricos y magnéticos en la naturaleza, se sabe que uno de
los comportamientos que pueden tener las conexiones A,, es de la forma:

Ault,1.0,0) = AL (1,6,0) + AL (1,6,0) + AP (1,6,0) + O~), (2.5.18)

donde se estan usando coordenadas hiperesféricas. Cuando se toma el lim,_,., se dice que los
campos decaen asintoticamente.

Ahora bien, en el articulo [5] se analiza la region asintoticamente plana del electromagnetismo,
con lim,_, ., con el objetivo de mostrar que hay presencia de simetrias (asintoticas) en
esta region, las cuales van a ser compatibles con las cargas de Poincaré. Para esto, se proponen
unas condiciones de frontera apropiadas, las cuales se verifican que sean invariantes bajo el grupo
U(1) y el grupo de Poincaré, conservando asi las simetrias del electromagnetismo. Sin embargo,
para que se cumpla parte de lo anterior se debe agregar un grado de libertad superficial, el cual
contribuira a la estructura simpléctica.

Tomando en cuenta que la forma asintoticamente plana que se propone en [5] contiene relevan-
cia fisica, como la conservaciéon de las simetrias del electromagnetismo; y que ademés esta region
asintotica, lim,_, ., se puede considerar como una frontera. Lo que se pretende realizar a conti-
nuacioén es verificar que, bajo las condiciones asintoticas que ellos proponen, el principio de accion
(2.5.1)) esté bien definido, es decir, que hacen cero el término de frontera .

Cabe mencionar que, en [5] se hace un analisis de la region asintotica del electromagnetismo
en la formulacién hamiltoniana, pero como en esta seccién se esté trabajando en la formulacion
lagrangiana (solo las conexiones A,,), entonces inicamente se hara uso de la propuesta que se da
en [5] para las conexiones, dada por,

18



Electrodinamica sin fuentes en la frontera
2.5 Analisis lagrangiano

1
At 0,0) = A (1.6, 0) + ~ AV (8.0,0) + O(r?), (2.5.19)
1 1
An(t,r.0.0) = AR (1.0,0) + 5 AR (1.0.0) + O( ), (2.5.20)
1
Aa(t,r,0,9) =AY (1.0.9) + ~AG)(1,0,9) + O(r™), (2.5.21)

siendo Q = #, ¢ un indice espacial y 2% = @, las coordenadas espaciales en la 2-esfera. Por
simplicidad, se dejara de colocar la dependencia que tienen las AELI) con [ =0,1,2,....
Por otra parte, en [5] también se proponen las siguientes condiciones de paridad,

A (—2) = AP (@), (2.5.22)
AW (=2 = A0 (), (2.5.23)

mientras que a los demas coeficientes no se les asigna condiciéon de paridad alguna.

Un primer paso es verificar que las condiciones para los campos, (2.5.19), (2.5.20) y (2.5.21))
en el lim, ., satisfacen la condicién de restriccion a la frontera, (2.5.6), lo que aseguraria que los
grados de libertad no se propagan. Sustituyendo y realizando el algebra correspondiente se llega a
lo siguiente,

. 1 . 1 .
(8ZAR - QaR/v) OpA; = —ﬁA§1)aﬂAg) +0(r™, (2.5.24)

que seré cero cuando cuando se tome el lim,_, ... Entonces esta propuesta cumple con la condicion
de restriccion a la frontera.

Antes de ver si las ecuaciones (2.5.19)), 12.5.20’ y (2.5.21)) hacen cero el término de frontera que
se obtuvo bajo la variacion de la accion, (2.5.7), notese lo siguiente. En este trabajo de tesis, para
construir la teoria en la frontera de la electrodindmica se necesit6 introducir una variable dinamica
extra, T, para incluir la condicion de restriccién a la frontera, . En [5] esta variable dinamica
no se contempla ya que el analisis realizado es completamente diferente al que se hace aqui, bajo
tales consideraciones, hasta ahorita Y no tiene ningiin comportamiento asintético. Sin embargo,
en vista de que todos los campos tendran ese comportamiento, no estd de més suponer que esta
variable dinamica sigue el mismo modelo, esto es, se puede suponer que,

T(t,r,0,0) = TO(t,0,0) + 1T<1>(t, 0,0) + O(r2). (2.5.25)
T

Tomando en cuenta lo anterior, se procede con el calculo de interés. Partiendo de (2.5.7)), al
descomponer la parte temporal y espacial se llega a,

5SEDB|BT = Ii/ [—8t (Fte(SAg + Ft@(SASD =+ (8tAR — (1 + T)BRAt) §AR)
M

— 0p (FP"6A, + F?0A, + (0°Ar — (14 Y)0rA?) 6AR)
8, (F¥'8A, + F¥°5 A0 + (09 Ap — (1 + T)0pA*) 6AR) (2.5.26)
+0r (1+7) ((0"Ar — OrA")6 A, + (0° Ar — OrA?)5 Ag
+(0% Ag — OrA®)6A,))] dRdtr* sen 0dOdp.
Imponiendo las condiciones de frontera,
5AR‘t1 = 0 = (SAR|t2; (5A9|t1 = 0 = 5A0|t2; §A<p|t1 = 0 = 5A4p|t2; (2527)
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el primer término de la expresion anterior se hace cero y Sgpp|pr se reduce a,

5SepB|BT = —K / [0 (F"5A; + FP%6A, + (0°Ag — (1 + Y)0RA?) 6AR)
M

+ 0, (F?'6A; + F*'5Ag + (09 Ar — (1 + Y)OrA?) 6 AR) (2.5.28)
—Or ((L+7) ((0"Ar — OrA")6 A, + (8° Ar — OrA%)5 Ay
+(0¥ Ap — ORA¥)0A,))] dRdtr* sen 0dfdp.

Ahora bien, al sustituir las expresiones (2.5.19), (2.5.20), (2.5.21) y (2.5.25) en (2.5.28) y sim-
plificar, quedaran algunos términos que estaran acompafiados de r2, !, 9 y %, por lo que no se
haran cero cuando se tome el lim,_, o, el tltimo caso debido a la integracion en r, quedando In(r).
En consecuencia, habra que buscar una forma en que se hagan cero tales términos y para esto se
emplean las condiciones de paridad. En otras palabras, lo que se desea es hallar las condiciones de

paridad, en 6 y ¢, para las variables Aff) y T que acompaiian a los términos restantes que no se
hacen cuando cero cuando se toma el lim,._, ., de tal manera que se sus integrales correspondientes
sean las que se hagan cero, tomando en cuenta que los limites de integraciéon en las coordenadas
angulares son simétricos, 6 € [-5, 5]y ¢ € [-7,7].

En principio, en el articulo [5] ya se proporcionan algunas condiciones de paridad, (2.5.22)) y
7 sin embargo, una vez que se ha sustituido la forma asintotica de las variables dinamicas
en el término de frontera, 7 y se ha simplificado, uno llega a que esas condiciones propuestas
no son suficientes, ya que no todas las expresiones resultantes se hacen cero, esto es, se requiere
proponer algunas extras. Ademés, hay un solo término que no se hace cero bajo las condiciones de

paridad que se proponen en tal articulo,

0
K / Or (ﬁ”mgmg@) dRdtr? sen 6dfdep, (2.5.29)
M

por lo que, para que este término en particular se haga cero, lo que en este trabajo de tesis se
propone es que simplemente Aéo) sea un escalar, asi éAéo) serd igual a cero y no se tendra que
lidiar con modificar su paridad.

Por otra parte, las condiciones de paridad que deben tener los demas términos AELI) y YD que
acompailan a los 72, 71, 7% y 1, para que hagan bien definido el principio de accion (2.5.1), es decir
para que hagan cero el término de frontera , son las siguientes:

Ag) — impar en 6 e impar en ¢ A§°) — impar en 0 y par en ¢

"

\

Ag) — impar en f y par en ¢ | A§1) —
\
\

T — paren § y par en ¢ A§2) - "
Y™ — impar en 6 y par en ¢ Ags) - "
Aéo) — Escalar | Antes : imparen 6y ¢ | ASPO) — impar en 6 e impar en ¢
Aél) — paren f y paren ¢ | A(wl) - "
Aég) — cualquiera de los dos casos anteriores | Ag) - "
A((f’) — cualquiera de los dos casos anteriores | Ag) - "

(2.5.30)
Donde ya se estan considerando las condiciones de paridad propuestas en [5] y la correccion nece-

saria para A(go). Asi, las condiciones de frontera, (2.5.21)), (2.5.27) y (2.5.30), hacen bien definido
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el principio de accion de la electrodindmica en la frontera, (2.5.1]), siendo la frontera la region
asintotica, lim,_, ., que también se conoce como el infinito espacial.

2.6. Analisis hamiltoniano

En esta seccién se va a realizar un anélisis hamiltoniano del principio de accién , esto
es, se aplicaré el algoritmo de Dirac—Bergmannﬂ al principio de accién de la electrodinamica en
la frontera. Pero para esto, serd necesario proyectar nuevamente el principio de accidén, ,
solo que ahora seré en una familia de superficies espacialoides, siendo el vector normal a estas
temporaloide. Por lo cual, el operador de proyeccién empleado en este caso estard dado como,

con T = T%0; el vector temporaloide normal a la familia de superficies espacialoides y T° sus
correspondientes componentes. Note que en Pj, , o = —1 pues para esta proyeccion n = T
es temporaloide.

Debido a que el principio de accion consta de 3 términos, entonces se va a calcular la
proyeccion de cada término por separado como sigue:

1.
FijFY : = PP Ry Pl PIF™
= P}'P. PP} Fy F™"
= P P} F F™
= (68, + T, T%) (8L, + T, T") Fry F™
= (6F, 0L, + ok T, 7" + 04T, T% + T, T*T,, T") Fyy ™
= FyuF* + By T'F*"T,, + T* Fy T, F™ + T*T' T, T, Fy ™
= Fy, F* + 2F,T'F*"T,
= FuF* = Fi; 79— 2F, T'FT,,.
En estos célculos se han usado propiedades del operador de proyeccién, PFP: = Pk vy
el hecho de que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico es igual a cero.
Ademas, el término F;; se define como la parte de Fj; que es completamente tangente a la
familia de superficies. Si ahora se usa la relacion, Fj,,,T™ = 0; (I A,;,) — £14;, se tiene,
=  FuF" =F, 79 =20, (T™Ay) — £14y) (0% (T"A,) — £1AF). (2.6.2)
2.

20;AR0'AR : = 2P0, ARPj0' Ap
= 2PF PO, AR AR
= 2PFOL ARd' AR
=2(6f + TiT") 0 Ar0' AR
= 20, AR0* AR + 2T* 0, ART,0' AR
= 20, ARO" AR = 20, AR0' A — 2T* 0, ART,0' AR.

(2.6.3)

8Consultar |24, [25] para informacion més detallada sobre el algoritmo de Dirac-Bergmann.
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3.
—2(1+ ) (20°'Ar — OrA") OrA; 1 = —2(1+ ) (2P[0'Ag — Or P} A') Or P} Ay,

= —2(1+ Y)P/PF (20'Ap — OrA") O Ay
—2(1+ Y)P} (20" Ag — OrA") Or Ak

=201+ 7) (o) + T)T*) (20' Ag — O A") Or Ay,

=-2(1+7) (20"Ap — OrA*) OrAy

—2(1+7) (210" Ag — 0TI A") ORT* Ay,
= —2(1+7) (20" Ag — OrA¥) OpAy = —2(1 + 1Y) (20'Ar — OrA") OrA;

+2(14 ) (210" Ar — OrT)A") ORT" Ay

(2.6.4)

Por lo tanto, de los resultados obtenidos en (2.6.2), (2.6.3) y (2.6.4), el principio de accion
(2.5.1) proyectado en la familia de superficies espacialoides va a estar dado como,

Spp_palAgr, A, Y] = —g / [Fij F9 —2 (0 (T™Am) — £1Ay) (0F (T A,) — £1AY)
M

+ 2(§Z‘AR(§iAR — 2T’“8kART181AR (265)
—2(1+7)(20'Ar — OrA") OrA;
+2(1+7T) (270" Ag — OrT1A") OrT" Ay] dRdPx.

Usando ahora coordenadas adaptadas a la foliacic’)rﬂ 0y = L1 =T'0; y A, := T'A;, mientras
que los indices latinoslﬂ a = 1,2, van a etiquetar coordenadas espaciales arbitrarias en cada
una de las superficies espacialoides. Ademas, como F;; es un término completamente tangente a
la familia de superficies, entonces al usar coordenadas adaptadas este término se puede redefinir
como Fj; := Fy, pues los indices a,b etiquetan coordenadas en las superficies. De esta manera, el
principio de accién de la electrodindmica en la frontera pasa a ser,

SEDBQ[Ata AR> Aaa T} = 7% / [FabFab -2 (aaAt — atAa) (8“At — atA“)
M

+20,AR0“ AR — 20;ARO: AR (2.6.6)
—2(14 ) (20°Ar — OgpA%) Or A4
+2(1+ ) (20, Ar — OrA¢) OpA;] dtdRd?x,

con dtdRd*x := dt A dz' A dx? A dR y donde se identifica la densidad lagrangiana de la teorialﬂ

1
Lepp = —g |:2FabFab — (0,4, — 0 A,) (0°Ay — 0L A%) + 0, ARO“AR — 0, ARO AR
—(1+7) (20°Ag — OgA®) O A, + (1 + 1) (20, Ar — OpAr) OrA,]
T o (2.6.7)
=3 LFabFGb (a A, — ) (aaA A“) T 0,AR0Ap — ApAn

—(1+7) (20°Ag — 9pA") OpAq + (1 + 1) (zAR - aRAt) aRAt}

9Usar coordenadas adaptadas a la foliaciéon quiere decir que, se est4 eligiendo trabajar en un sistema de referencia
con base coordenada (t,z',z2, R) donde ahora el eje temporal tiene la misma direccién que la del vector normal a
las superficies espacioaloides, T

0En este capitulo y los siguientes, los indices latinos, con letras mintusculas de la a a la h, van a etiquetar
coordenadas espaciales arbitrarias en las superficies espacialoides de 2 dimensiones.

1A continuacién, en este capitulo y en los siguientes se va a utilizar la siguiente definicién, 9 Az = Az, para
cualquier Az variable dindmica.
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2.6.1. Matriz Hessiana

Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana Lgpp, se procede a revisar si la teoria es
singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

9’Lepp ’Lepp ’Lepp 9’Lepp
0(0tAr)0(0r Ar) 0(0tAt)0(0tAR) (01 A1)0(9: AY) 0(0tAt)0(0:Y)
9’Lepp ’Lepp ’Lepp ’Lepp
H= (0t AR)O(0LAv) O(0tAR)O(0LAR) O(0+tAR)9(0: AY) (0t AR)O(9:T)
9’Lepp °Lepp 0’LEpp O’Lepp
30, A)0(0 A DO ANO(0.AR)  B(9,A9)0(D,AP) D0, A4)D(0;T)
9’Lepp ’Lepp ’Lepp ’LEpp
0(0:1)0(9¢ Av) 0(0¢T)0(0: AR) 0(0:1)0(0: Ab) 0(0:Y1)0(0:Y) 2.6.8
’Lrpp ’Lepp Lpps O°Lepe ( o )
dA A,  0A0Ar  9A QAP 9A O
9°Lepp °Lepp °Lppe O’Lepe
_ | 6Ar0A, 0VAROAR OAROAP 8AROYT
| °Leps O’Lepp ’Lepp O*Leps |
dA9A,  0AdAR  9A*9Ad  §A«aT
’Lepp O*Lepp ’Lepp O’Leps
ATHA, ATHAR ATHAL aTHY

donde, debido a la forma en que esta dada Lrpg, (2.6.7), las componentes de esta matriz que son
distintas de cero van a estar dadas por,

3£EDB K . aLEDB
: =—— |24 +2(1+ T)0rA; = —————— =K 2.6.9
St = [2An 20+ 1)ond) Sy (2.6.9)
y
OLEDB K : OLEepB
- =——|2 A — A —_— = 2.6.1
DA 5 [ ((% ¢ b))] = 5 AcHAb KOab, (2.6.10)
de manera que, la matriz hessiana H es,
00 0 00
0 0 0O
H=|0 0 ~ 0 O = detH =0, (2.6.11)
0 0 0 « O
0 0 0 00

por lo cual, se concluye que la teoria es singular, asi que se procede a emplear el algoritmo de
Dirac-Bergmann para estudiar esta teoria en la formulacién hamiltoniana.

2.6.2. Momentos candénicos y restricciones primarias

Dada la forma de la matriz hessiana, (2.6.11]), se tiene que el Rango(H) = 3 y la Nulidad(H) = 2,
lo cual nos garantiza que se van a poder despejar 3 Az y que ademaés se esperan 2 restricciones
primarias.

Calculando los momentos canoénicos,

oL . . I
Oy .= 25EDB _ [AR 1+ T)aRAt] = Ap=—Z 4 (1+7T)0pA,, (2.6.12)

0AR R

. 8[’EDB _ . i Hb
My = 2 = [Ab - abAt} = Ay="t+04,, (2.6.13)
OLEDB

II; .= - =0 = =1I; = 0, 2.6.14
t aAt ¢t t ( )
Iy = 65;;)3 =0 = ¢y:=1Iy~0, (2.6.15)
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se comprueban entonces los resultados comentados anteriormente, ya que se pudieron despejar 3
A= y se obtuvieron 2 restricciones primarias, ¢; y ¢.

2.6.3. Condiciones de regularidad

Ahora que se cuenta con las restricciones primarias, que presenta esta teoria, ¢; y ¢, se requiere
que cumplan con las condiciones de regularidad. Fijandose en la matriz jacobiana,

(¢t ) /00000010000 (2.6.16)
(A, Ag, AY, Y 11, T, 11, TIy) ) \O O 0 0 0 0 0 O 0 1)’ o
se puede ver que esta tiene rango constante e igual a 2, la misma cantidad de restricciones pri-

marias independientes encontradas. Asi, se concluye que ¢; y ¢y, dadas por (2.6.14) y (2.6.15
respectivamente, van a definir una subvariedad de dimension 8 en el espacio fase (A=, =

2.6.4. Hamiltonianas candnica y primaria

Se procede a definir la hamiltoniana canoénica, H¢, la cual solo esta bien definida en la superficie
de restricciones primarias. Cabe notar que, para calcular esta hamiltoniana se van a emplear los
resultados obtenidos en la definicién de los momentos canénicos y a la densidad lagrangiana Lgpp,
de esta manera, se tiene lo siguiente:

HC L= /HC d3y
= / [HtAt +rAR + A + Ty T — EEDB:| d*y

. . . . 1 . .
_ / [HtAt T TpAg + LAY + Ty T + g <2FabF“b — (abAt — Ab) (8"At - Ab)
+ O ARO" AR — AgAr — (1+ 1Y) (20°Ag — OrA®) Or Ay

+1+7) (zAR - 6RAt) aRAt)} dy

b b
T (% ) () S () (1)
K K 4 2 K K

11 11
+ gabARabAR - g (: +(1+ T)@RAt> (: +(1+ T)&RAt>

— 5L+ T) (20" A — 9pA) O Ay
II
+g(1 +7) (2 (HR +(1+ T)@RAt) — aRAt> (9RAt:| d3y

1 1 1
= / [KHRHR + (1 + Y)[rOpA; + Enbnb + T,0° A, + gFabF‘“’ - ﬂHbe

1
+ gabARabAR — 5 Talle = (1+ V)IRdpA; - 2(1 +Y)20R AR A

K

5 (1+7) (20" AR — 0rA) Or Ay

(1 + V)RR A + k(1 + T)20p A0R Ay — g(l + T)@RAtaRAt] a3y,
(2.6.17)

12Por simplicidad, se van a denotar al conjunto de campos y de momentos como: Az = (A, Ag, Ay, ) y Iz =
(I1¢, I g, Iy, Iy ) respectivamente.
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por lo tanto,
1 1
Hy = / [2HRHR + o I + (14 1) RdRAy + IL" A, + ZFabFab
K K

+gabARabAR + gr(l 4 T)OrADRA; — gu + ) (20°Ag — OpAY) aRAb} &y,
(2.6.18)
Ahora bien, una vez que se ha calculado H¢, se define la hamiltoniana primaria,

Hy:=Hc+ / e + Ardr] &y
1 1 b b K ab | F b
= %HRHR + %an + (14+T)IroOrA; + 11,0 A + ZFabF + EGbARa Ag

+gr(1 + ) 0rAORA, — gu 1) (20" A — 0r AY) Dr Ay + AT, + ATHT} &y,
(2.6.19)
con (A, Ay) los multiplicadores de Lagrange y (¢, ¢y ) las restricciones primarias.

2.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las restric-
ciones primarias, (2.6.14)) y (2.6.15)), cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no
cambien con el tiempo,

d={® H}~O0. (2.6.20)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones de consistencia es que se pueden identificar
explicitamente las restricciones secundarias, en caso de que las haya.

Por simplicidad, en los calculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamen-
tales, siendo los tinicos distintos de cero[1%]

Entonces, las condiciones de consistencia para cada restriccion estan dadas como sigue.
Para la restriccion primaria ¢y,

13Los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales son iguales a cero:

{AE(IO,f%A@(IO, g)} =0= {HE(IO,f),H@(xO,:Ij)},
{Az(2°,2), 1o (20, %)} = 0, si los indices E # ©,

donde 2,0 =t, R,b, T, no olvidando también que b = 1, 2.
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i) = on(a). 11} = [{on(o) Falw)) ey
- / (1L, (1 + T)RrIp A, + 0" A, + gra Y)ORA A} dPy
= / [(1+ Y)p{I, OpA} + M {ILy, 0" Ae} + kY (1 + Y)IpA{Ily, Op A} dPy
=— / [(1+ VRIS (z — y) + 063 (z — y) + kY (1 + T)OrA1Ors® (x — y)] dPy
= Or((1 + V)R) + T, + kOR(YT(1 + Y)IrA;) ~ 0,

(2.6.25)

se encuentra una restricciéon secundaria,

Yy := Or((1 + D)g) + 0°T, + k(YT (1 + Y)OrA;) = 0. (2.6.26)

Para la restriccion primaria ¢,

r(a) = {or(a), 1} = [ {0 (@), Ha(w)}dy
— /{HT, (1+T)RorA; + gru +Y)OrAOpA; — g(l +7) (20°Ap — OrA®) Or AL} dPy
- / [HRE)RAt{HT, 147} + gTaRAtaRAt{HT, 147} + 2(1 +T)OR AR A Ty, T
5 (20" AR — 0rA") OpA{TIr, 1+ T} | dy
_ / (150 A48 (0 — ) + 5 TORADRAS (& — y) + 5 (1 + T)Ip AD A (& — )
—g (20" A — DR AY) D Apd® (z — y)} &Py
= ~IrdpA; — 5 Y0rADRA; — 5(1+ 1)0pAdRA: — 3 (9rA" — 20" Ar) dn Ay

1
= —lrdpA; — 5 (9rA" = 20" Ar) OpAs — n(5 + T)OpAdrAr,
(2.6.27)
se encuentra otra restriccién secundaria,

Yy := —TIRORA; — g (0rA" — 20" AR) OpAp — n(% + T)OrA0pA; = 0. (2.6.28)

Dados los resultados anteriores, como se encontraron dos restricciones secundarias, ([2.6.26) y
(2.6.28]), va a ser necesario definir la hamiltoniana secundaria,

Hy:=H; +/ P\H/Jt + err} d*y, (2.6.29)
y verificar que estas restriciones (¢4, %y) cumplan con las condiciones de consistencia,

U= {0 Hy} ~0, (2.6.30)

donde (A, Ay) son multiplicadores de Lagrange.
Entonces, para la restriccion v,
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i) = {$o(x), Ha} = / (0e(z), Haly)}dy

_ /{aR(u +T)TIR) + O°TL, + kOR(T(1+ T)RA,),
4
_ / [{On((1 +1)11R), S0 ARD AR} + {0r((1 + T)Ig), —5(1 + T — Ar)0" Apdn s}

wF™ 4+ SO ARD A + 5 (1+ T = Ar) (9rA” — 20" Ag) OpAp + MIL; + Arllr}dy

+ {0((1 + T)Ig), ATy} + {0°IL,, T Fun P}
+{0°Te, 5 (14T = Ay) (9pA — 20" AR) On Ay}
H{KOR(Y(1 + Y)OrA:), Ml } + {kOR(Y (1 + T)ORA,), ATy }] dy
_ / [0 (1 + )0, A R0 (T, ARY) = O (14 V)61 + X — Kr)0r 40" {TTx, Ar})
+ 0 (MpAr {1+ Y, Tl }) + 0° (kFu0*{TL., A"}
+ o (m E T~ Ap)ORApdr{IL, Ab}) 8 (m FT - Ap)0PARdp (L, Ab})

+ KaR (T(]. + T)aR ()\t{Atv Ht})) —+ K/aR ((1 + T)aRAt)\T{T7 H'r})
+10r (YORAN{(1 4 1), Ty })] d’y

= 10g (14 1), AR) — kg ((1 1) ((1 FY XT)aRAb)) + 9k (TIgAy)

+ 50PO Fy, + k0" (aR ((1 +T— XT)aRAb)) — k0 (aR ((1 +T - S\T)abAR))
+ kOR (T(l + T)@RAt) + kOg ((1 + T)@RAMT) + kOg (T&RAt)\T)

< 1
= kOR |:(1 + T)ab (81;143 —(1+7T- /\Y)E)RAb) + ;HR)\T + T(14 T)or\:

+(1+ T)ArOrAs + TArdpA, + 0 ((1 FT = Ar)(OpAp — abAR))} ~ 0,
(2.6.31)

se obtiene una ecuaciéon para poder determinar algin multiplicador de Lagrange, de manera que
ya no habra restricciones secundarias.

Para la restriccion 9,
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de (@) = {r (2), Ha} = / (¥ (@), Hay)} Py

= /{*HRaRAt — gaRACaRAC + kO°ARORA. — H(% + T)@RAtﬁRAt,

1 1
EHRHR + ﬂHbe + (1 + T)HRGRAt + HbabAt + g@bARabAR

— k(1 + 1) ARIR Ay + MIL; 4+ ArIly + XD ((1+ T)IIg) + X0°10, }d3y

= / [{—HRaRAt, g@bARabAR} + {—HRaRAt, —K)(l + T)abARaRAb}

1
+ {—TIrORA:, A1l } + {*gaRAcaRAc, %anb} + {*gaRAcaRAc, M,0° A}

- 1 1
+ {—gaRACaRAC, MOy} + {kO°AROR AL, EHRHR} + {k0°AROR A, %anb}
+ {kO°ARORAc, (1 + V)TIRIORA} + {KO°AROR AL, TT,0" A}
+ {kO°ARORAc, MOR((1 + T)IIR)} 4 {KO°ARORAc, \O°TI,}

1 1
+{_K(§ + T)@RAtaRAt, )\th} + {—/ﬁl(i + T)@RAtﬁRAt, /\THT} d3y

_ / [~ OrAmOy ARD*{Tl5, AR} + O Aek(1 + T)OpApd*{Ilg, Ag}
— ROk (M{At, I }) — OrAcOR (II°{A°,IL,}) — kORAOR (0" A {A 11, })
— kOrADR (itab{AC, Hb}) + 0pA0° (TTp{ AR, Tg}) + 0°Ardg (T,{A., T1°})
+ kORAD® (1 + T)OrAi{ AR, IIR}) + kO ArOr (0" A{A., I1})
+ KORAD (XtaR(a +Y){Ag, nR})) + kO°AROn (S\tab{Ac, nb})

1 1
—2/43(5 + T)aRAtaR ()\t{Ata Ht}) — I{aRAtaRAtAT{(g + T)7 H’r}:| d3y

= —kORAO AR + KORALD" (1 + T)IRAp) — TIRIRN: — Or ApdRIT®
— kORAWOROP Ay + KORALORI® A, + O A Tl g + O° ARORIT,
+ kORADY (1 4+ T)OrA) + kP ArOprdy Ay — kR AL ((1 + T)@th)
— kO° AROROWN, — 25(% + T)OrArOrA: — KOR AR Ay
= —TIRAp\ + 0" ARdp (Hb + kO (Ap — Xt))
— kORA; (0" (AR — (1 + T)OrAp) + (1 + 27)IpA: + ArOrA;)
+ OpAy (8bHR — OTT" + KORD" (Xt - At) + kP ((1 +T)0n (At - Xt))) ~0,
(2.6.32)

se obtiene una ecuacién para poder determinar algin multiplicador de Lagrange, de manera que
ya no habra restricciones secundarias.

Finalmente, de los dos resultados anteriores se concluye que ya no hay mas restricciones secun-
darias, por lo tanto, esta teoria presenta 4 restricciones, (¢¢, v, ¥s, y).
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2.6.6. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez que se han encontrado todas las restricciones que presenta la teoria, , ,
y (2.6.28)); el siguiente paso es separarlas en restricciones de primera y segunda clase, para
lo cual sera necesario calcular los paréntesis de Poisson de cada una de las restricciones con todas
las demés. Haciendo uso nuevamente de los paréntesis de Poisson fundamentales, uno obtiene lo
siguiente:

@D {oe, e} = {1, I} =05 {dr,or} = {lx,r} =0
(1) {¢r, v} ={IL;, Iy} =0
(I {4, ¢} = KkOR [T(1 + 1)Ord*(z — y)]
(IV) {¥r, ér} = Or (g + K(1 + 27)IrAr) 6% (z — y)]
(V) {¢r.du} = — (g + K(1 +2Y)IpAr) Ord®(z — y)
(VD) {¢r,dr} = —KkOrAORAS (x — v)
(VID) {ee,¥u} =05 {dr, v} =0
(VII) {ty, hr} = kO [T0° (0rApd®(z — y)) + 0° (0bARS® (z — )]

Por lo tanto, de los resultados anteriores se concluye que todas las restricciones, (2.6.14]),
(2.6.15)), (2.6.26]) y (2.6.28]), son de segunda clase, de modo que uno las puede redefinir como,

Xt = ¢y = Il = 0, ( )
xr = ¢r =1y =0, (2.6.34)
Xt = = Or((1 4 T)IIR) + 1L, + kAR (Y (1 + T)IrA) ~ 0, ( )

( )

- K 1
X1 =y = —IrORA; — 5 (0rA® — 20" AR) Or Ay — K( 5+ T)0rAOpA; ~ 0.
Notese que entonces la teoria de la electrodindmica sin fuentes en la frontera no presenta
simetria de norma, algo que si ocurre en la electrodindmica sin fuentes en el interior, ya que
presenta 2 restricciones de primera clase y ninguna de segunda clase.

2.6.7. Grados de libertad

Separadas las restricciones entre de primera y segunda clase, se procede a realizar el conteo de
grados de libertad, el cual se calcula como sigue:

GL — 1 Nadmero total de _ox Nidmero de restricciones _ Nidmero de restricciones de
2 variables canénicas de primera clase segunda clase originales :
(2.6.37)
Asi, para la electrodinamica sin fuentes en la frontera, que tiene 4 restricciones de segunda clase,
se tiene que:

GL = = [10 — 2(0) — 4] = 3. (2.6.38)

1
2

Este resultado hace evidente la diferencia entre la dinamica de la electrodinamica en la frontera
y el interior. Puesto que, la primera presenta un grado de libertad extra comparada con la segunda,
que solo tiene dos grados de libertad. Mas adelante se abordara el analisis sobre a qué corresponden
estos tres grados de libertad, pero por el momento se prosigue con la obtencién de las ecuaciones
de movimiento generales.
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2.6.8. Accién y hamiltoniana extendidas

Se define la accion extendida como,

SE [AR7 At7 Aba T7 HR7 Ht7 Hba HTa Ut, Uy, ah ﬂT:I
D= / [HtAt + HRAR + HbAb + HTT —He — uxt —ur Xy — Xt — UTXY dtdRd*x
M
= / [HtAt +HpAg + LAY + T+ Y — iHRHR - iHbe
M 2K 2K
b k ab K b
— (1 + T)HRaRAt —I1,0°A; — ZFabF - 5({91,/13(9 Ag
. gm +T)0rADRA, — 3(1 + ) (ORA” — 20°AR) O A,
— wy Iy — urIly — @y (Op((1 + Y)Ig) + "I, + kOR(YT(1 + T)0rA;))
1
+ay (HRaRAt + g ((9RAb — QGbAR) OrAp + H(E + T)@RAtaRAt” dthd2:Z:,

(2.6.39)

donde se puede identificar a la hamiltoniana extendida, dada por,

Hg:= / [He + uexe + urxr + @eXe + drXr] d®y

1 1
- / [2HRHR + o ILIL 4+ (14 1) RdRAy + IL,0" A, + gFabF“b + gabARabAR
K K

+ 51(1 + 1)OrAOrA, + 5(1 + 1) (0rA® — 20" A) Or A,
+ uelly + urIly + 4y (aR((l + T)Ilg) + 3be + kOR(T(1 + T)@RAt))
1
—iir (HRGRAt - g (0rA" — 20" AR) O As + r(5 + T)aRAtaRAt>] d*y.
(2.6.40)

siendo uy, uv, 4y y uy multiplicadores de Lagrange.

Cabe notar que, tanto la accién extendida Sg como la hamiltoniana extendida Hg contienen
toda la informacién de esta teoria. Ahora bien, las ecuaciones de movimiento se pueden obtener

empleando ambas, pero en este caso se van a calcular a partir de la variaciéon de la accion Sg.
Siendo asi, el desarrollo estd dado como,
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8SE = / [Atam + I, 0A; + Apdllp + MRS AR + APSIT, + 11,0 A® + YOIy + oY
M

1 1

- EHRMIR - ;Hbanb — T RIRALSYT — (1 + 1)OgATIR — (1 + T)IrIRSA,

— 9P A ST, — I, 0°6 Ay — KF,0%0 A — kO, ARO"6 AR — 2(1 +270)0Rr A O A Y

— kY (1 4+ Y)OrA:OrdA; — g (0RA" — 20" AR) OpAp6Y + k(1 + )0 Apd"S AR

— Kk(1+7Y) (OrA" — 0" AR) OrdAp — Ty6us — uedTly — My duy — uydlly

— (Or((1 + D)IIR) + 0"y + kOR(Y(1 + YT)OrA:)) 6t — W Or(IIRSY + (1 + Y)4IlR)

— 0,001y — ki Or (14 2Y)Or AT + Y(1 + Y)OrdA,) + trOr A1l + UrIIRIRIA,
1

+ (HRaRAt + g (3RAb — 28bAR> OrAyp + H(§ + T)@RAtaRAt> Oty — IiﬂraRAbabdAR

+riiy (OpAY — 0" AR) OrS6 Ay + Ky OpAtOR AT + kit (1 + 2Y)0p A1 0dA;] dtdRd*x
(2.6.41)

y al usar integracién por partes,

5Sp = / [Atant —T1,0A; + ARdllg — [z AR + AP, — I1,6 A° + YTy — II+6T
M

— %HRél'IR — %Hb(SHb —TRIRAY — (1 + YV)Or AR + Or (1 + Y)IR) 6 A,

— 0P A0y, 4 0TI, 0 Ay + KO Fop0 A® + kOO, ARS AR — g(l +207)Or A DR A6 Y

+ kOR (Y(1 + Y)OrA,) 6 A; — g (0rA" — 20°AR) OpApSY — KkO” (1 + Y)OrAb) 0AR
+ kOg (1 + ) (0rAy — OpAR)) 6A® — T, 0wy — uy0TL;, — Myduy — uydlly

— (Or((1 + T)IIR) + 0", + KOR(Y(L + Y)OrA:)) iy + Orte(LrSY + (1 + Y)6Ilg)
+ 0P, 0TIy, + k(1 4 27)ORidr A6 — kOg (Y (1 + Y)dRiy) 6 A,

1
- (HRBRAt = g (0rA" — 20" AR) O As + K5 + T)&RAté)RAt> Sy

+ ayOr A0z — O (ﬂ’rHR) 0A; + i (ﬁTaRAb) 0AR — KOR (’ELT (8RAb - 6‘bAR)) sA°
i ORADRADY — kO (r (1 + 27)ARAy) 6A,] dtdRd%x

+ / [0; (TLAL) + 0; (TIp6AR) + 85 (T,6AY) + 8; (Tx6T) — A (1 + T)RGA;)
M

— 0" (I Ay) — kO™ (Fup0A®) — k0" (Db ARSAR) — KOR (Y (14 Y)Or A0 Ay)
+ k0" (1 + Y)OrAAR) — kOr (1 + 1) (OrAp — Oy AR) 6A")
— Og (1 (TIROY + (1 + Y)0TIR)) — 8° (w:011,) — kOg ((1 + 27 ) iR ArY)
+ kg (Y(1 + T)OgidA;) — kR (4 Y (14 T)OrOA;) + Or (arIIRIA,)
— k0" (v Or Ap6 AR) + KOR (T (OpAp — Oy AR) SA”)
+k0g (ty (1 + 2Y)0r A5 Ay)] dtdRd*x = 0,
(2.6.42)
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por lo tanto, se tienen las ecuaciones de movimiento siguientes:

6A; + —II, + O°IL, + O [(1 + Y — ay)IIg + Y (1 + V)Ar (A, — i) — ke (1 + 2T)IrA,] = 0,
0AR : 71;[]3 + Y [81,AR - (1 + 7T - ﬂT)aRAb] =0,
SAY ¢ —IIy + kO Fu + kg (14 T — dir) (Or Ay — OpAR)] = 0,

6T : —IIy — xR0 (A; — @) (OrAy — 20,AR) OR A — K( % + Y — iy)OrAOR A,

~
2
+ k(1 + 20)dRiEpA; = 0,
5]._.[,5 : Atfut:07

1
0llg : Arp — EHR — (14 Y)0rA: + (1 4+ Y)Ortus + uydrA; =0,

|
oI, - Ab—EHb—ab(At—at):O,

Sy @ T —uy =0,
duy : xe =1I; =0,
duy @ xy =1y =0,
5ty = Xe = Or((1 + )Ig) + 0TI, + kOR(T(1 + T)ORA;) = 0,
1
Sir ¢ Xr = ~TrdrAs — 5 (9rA" = 20" Ap) Op Ay — v(5 + 1)0pA DR A, = 0,

(2.6.43)
siempre y cuando el término se frontera,

0SE

Boundary = /M [0 (1,6 Ay + TR AR + I1,6 A® + TIx0Y)
term
— 0" (M0 A; + K (OyAr — (1 + Y — iy )OpAy) SAR + KFp 0 A® + 0,011
— O (KY(1+ 1)Or(A; — is) + (1 + T — i)l g — wiiy (1 + 27)OrAs) 6 Ay
+ KUY (1+ T)OrIA; + k(1 + Y — dy) (OrAp — OpAR) JA”

+iiy (g + £(1+207)ARA,) 6T + @y (1 + )01l R)] dtdRd>x,
(2.6.44)
se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.

2.6.9. Condiciones asintéticamente planas

Ahora que se esta trabajando en la formulacién hamiltoniana, se procede a realizar un anélisis
similar al que se hizo en la subseccion [2.5.2] Se probara si las condiciones asintoticas que proponen
en [5], para las conexiones y momentos, hacen bien definido el principio de accién , es decir,
que hacen cero el término de frontera .

Antes de continuar con los célculos, al estar en la descripcion hamiltoniana y haber obtenido ya
varios resultados importantes, resulta conveniente retomar la motivacién por la cual vale la pena
fijarse en este ejemplo particular de frontera y que anteriormente ya se dio de forma breve en la
descripcion lagrangiana. Lo que se tiene es que en [5], cuando se analiza la electrodindmica en el
infinito espacial (region asintéticamente plana), para que aparezcan simetrias asintoticas infinito-
dimensiones no triviales se tienen que asignar ciertas condiciones de paridad, a algunas variables
del espacio fase, de tal manera que estas contengan un término invariante de norma y otro que
no, con lo cual desaparece la simetria de norma al elegir de manera conveniente las condiciones de
frontera. Por otra parte, para conservar la simetria bajo el grupo de Poincaré resulta ser necesario
introducir un grado de libertad superficial que modifique la estructura simpléctica, ya que sin esta
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variable hay problemas con las transformaciones de Lorentz, en particular, con los boosts. Estas
dos caracteristicas presentes en [5], cuando se analiza la electrodinamica en el infinito espacial,
resultan ser dos caracteristicas principales que se han obtenido en este trabajo de forma general
para la electrodinamica en la frontera. Es decir, fijindose por el momento en el infinito espacial
como la frontera, con los resultados generales que se han encontrado hasta ahora en este capitulo,
se concluiria que la teoria de la electrodinamica en la frontera ya no presenta simetrias de norma y
ademaés tiene un grado de libertad extra, GL = 3, comparado con la teoria en el interior, GL = 2.
Por lo cual, estas dos caracteristicas son algo natural de la teoria en la frontera, con la region
asintotica como la frontera, de modo que quizas no deberia sorprender que en [5] aparezcan tales
caracteristicas de forma natural.

Siguiendo ahora si con los desarrollos. Anteriormente, como se estaba en la formulaciéon lagran-
giana solo se presentaron las propuestas para las conexiones que se dan en [5], , (12.5.20) vy
(2.5.21)), pero ahora que ya se esta en la formulacién hamiltoniana se procede a presentar nueva-
mente la propuesta que dan en tal articulo, esta vez para conexiones y momentos:

1
At 0,9) = A% (8,0,0) + ~ AP (1,0.0) + O(r ),
1 1
AR(ty T, 9) 50) = ;Ag) (ta 9, 90) + ﬁAg) (ta 9, QD) + O(T_B)a

1
Aa(t,r,0,9) = AR (1,0.9) + ~AG (1.0.9) + O(),
Ht<t7 T, 6) (P) = 07

1
a(t.r.0.¢) = TR (1,0.9) + TR (1.0.0) + O( ),

(2.6.45)

1 1
Ho(t,r.0,¢) = ~TIo (1,0, 0) + 511G (¢.6.0) + O(r ™),

siendo = #,¢ un indice espacial y ¥ = 6, las coordenadas espaciales en la 2-esfera. Por
simplicidad, se dejara de colocar la dependencia que tienen los AUY) y II) con I =0,1,2, ....

Por otra parte, en [5] se proponen las siguientes condiciones de paridad, para los coeficientes
de las conexiones y momentos,

AR (-2%) = —AR) %),

AP (e = A6, (2.6.46)
Hgg)(_xfz) _ Hgg)(xﬂ),

Hg)(fxﬂ) _ HS)(IQ),

mientras que a los demés coeficientes no se les ha asignado condicion de paridad alguna.

Ademas, se supone nuevamente que Y tendra un comportamiento asintotico similar al de las co-
nexiones y momentos, (2.5.25)); y por analogia, esta misma suposicion se aplica a los multiplicadores
de Lagrange que aparecen en el término de frontera , es decir:

1
Y(t.r0,0) =TO(0,0) + =T (t,0,0) + O(r?),
'
_ (0 1 o —2 2.6.47
Ut(t7ra9a(p>_ut (t,67§0)+rut (t,9,<p)+0(7" )7 ( e )
1
i (t,r.0,0) = iy (1,0, ) + iy (1,0,0) + O(r ).

Tomando en cuenta lo anterior, se procede con el célculo de interés. Imponiendo las condiciones
de frontera,
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0A¢ls, =0=0Asli,; O0AR[y, =0=0A4R,; 6Aplt, =0 =275Ag|ty;

2.6.48
5A‘P|t1 =0= 5A89|t2; 6T|t1 =0= 6T|t2; ( )

el primer término de (2.6.44)) se hace cero y asi 0Sg|pr se reduce a,

5SE‘BT = — / [80 (He(SAt + K ((%AR — (1 +7T - ﬂT)aRAg) 0AR + KF&P(SfﬁJ + ﬂt(sﬂg)
M

+ 0% (Lp0A; + K (0pAR — (1 + T — iiy)OrAy) 6 AR + KF 00 A + 011,
+ 0r (KY(1 4+ T)Or(A; — @) + (1 + Y — @y)Ig — wity (1 + 27)0rAs) A,
+ KU Y1+ T)OrSA; + k(1 + Y —diy) (OrAg — OgAR) 5 A”
+k(L+ T — i) (OrA, — O,AR) A
4ty (g + k(1 + 2Y)OrAs) T + 6 (1 + YOI R)] dtdRr? sen §dfdep,
(2.6.49)

Ahora bien, al sustituir las expresiones (2.6.45) y (2.6.47) en (2.6.49) y simplificar, quedaran
algunos términos que estaran acompafiados de 72, r!, r¥ y %, por lo que no se haran cero cuando se
tome el lim,_, ., el altimo caso debido a la integracion en r, quedando In(r). En consecuencia, habra
que buscar una forma en que se hagan cero tales términos y para esto se emplean las condiciones
de paridad. En otras palabras, lo que se desea es hallar las condiciones de paridad, en 6 y ¢, para

. I I () (I - .
las variables AL ), H,S ), T, ug ) y ugr) que acompanan a los términos restantes que no se hacen
cero cuando se toma el lim,_, ., de tal manera que sus integrales correspondientes sean las que
se hagan cero, tomando en cuenta que los limites de integracion en las coordenadas angulares son
s

simétricos, 0 € [-5, 5] y ¢ € [, 7).

En el articulo [5] ya se proporcionan algunas condiciones de paridad, (2.6.46)), sin embargo, una
vez que se ha sustituido la forma asintética, (2.6.45) y (2.6.47), en el término de frontera, (2.6.49),
y se ha simplificado, uno se da cuenta que esas condiciones propuestas no son suficientes, ya que
no todas las expresiones resultantes se hacen cero, esto es, se requiere proponer algunas extras.
Ademas, hay un solo término que no se hace cero bajo las condiciones de paridad que se proponen
en tal articulo,

TO) L1 _ 50
K / Or <+TUT89A§%)5A§O) dRdtr® sen 0dfdep, (2.6.50)
M

por lo que, para este término en particular se haga cero, lo que en este trabajo de tesis se propone
es que simplemente Aéo) sea un escalar, asi 5A§0) = 0 sera igual a cero y no se tendra que lidiar
con modificar su paridad. Notese que este término es muy similar al que aparece en la formulacion
lagrangiana, , que igual no se hace cero bajo las condiciones de paridad propuestas en [5],

la diferencia entre ambos radica en el multiplicador de Lagrange —12%9 ),

Cabe destacar que, las condiciones de paridad que se van a proponer para los términos A,(f) y

T que acompanan a los 72, r!, 10y %, ademaés de las ya propuestas en [5], son las encontradas
en la formulacién lagrangiana, (2.5.30]). Entonces, estas condiciones sirven también para hacer bien
definido el principio de accién en la formulacién hamiltoniana, ([2.6.39)), es decir para que hagan

cero el término de frontera (2.6.49)),
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Ag) — impar en 6 e impar en ¢ | Ago) — impar en 6 y par en ¢
Ag) — impar en § y paren ¢ | Agl) — "
YO — paren 6y par en ¢ \ A§2) — "
T — impar en 6 y par en ¢ | A§3) — "
A(go) — Escalar | Antes: imparen 6y ¢ | AEDO) — impar en 6 e impar en ¢

"

A(gl) — parenf y paren ¢ | AS) —

A((f) — cualquiera de los dos casos anteriores | Ag) — "
Agg) — cualquiera de los dos casos anteriores | AS’) — "

sin embargo y como era de esperarse, no son suficientes, a estas se le deben agregar las siguientes
condiciones de paridad, para algunos H,(f), T, ﬂgl) y ﬁ(TI );

HS;?) — parend yparene | ﬂgo) — par en 6 e impar en ¢
Hg) _ 1 ‘ ﬂ,,(fl) _ "
Hg) _ 7 ‘ ﬂ,?) _ "

11(19)— paren f y paren ¢ | Y — paren @y paren ¢

@ — im 0 al? — 0
v paren § y paren ¢ | Uy par en 6 y par en @

Hél)— paren 6 y paren ¢ | HS)— par en ¢ y par en ¢

H((f) — impar en 6 y paren ¢ | Hff) — par en 6 e impar en ¢
H((f) — impar en 6 y paren ¢ | HS’) — par en 6 e impar en

(2.6.51)
donde ya se estan considerando las condiciones de paridad propuestas en [5] para algunos coeficien-
tes de los momentos. Asi, las condiciones de frontera, (2.6.45)), (2.6.48)), (2.5.30) y (2.6.51) hacen
bien definido el principio de accién extendido de la electrodindmica en la frontera, siendo
la frontera la regién asintotica, lim, o, que también se le conoce como el infinito espacial.

2.6.10. Accion reducida

Ahora que se tienen las ecuaciones de movimiento, , el siguiente paso es analizarlas para
determinar cuéales son las variables del espacio fase que corresponden a los 3 grados de libertad que
tiene esta teoria y cuéles son aquellas dependientes, ademas de obtener su evolucién temporal asi
como su caracterizaciéon. Sin embargo, lo anterior resulta una tarea dificil debido a la estructura
complicada que tienen estas ecuaciones de movimiento.

A causa de esta complejidad, para determinar cuéles son los 3 grados de libertad de esta
teorfa, su evoluciéon temporal y caracterizarlos, en vez de analizar directamente las ecuaciones
de movimiento que resultan de la acciéon extendida Sg, , lo que se hara es resolver las
cuatro restricciones de segunda clasﬁ (que pueden tratarse como simples relaciones entre campos
y momentos, pudiendo cambiar &~ por =), para asi encontrar aquellas variables del espacio fase

14Con resolver las restricciones de segunda clase uno quiere decir que, se van a maniobrar algebraicamente las
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que son dependientes y después usar esta informacion en la acciéon extendida Sg, de manera que
se simplifique y que ya solo dependa de variables del espacio fase independientes. Cabe mencionar
que, para resolver tales restricciones se haran algunas suposiciones para los campos o momentos,
de manera que estas se simplifiquen. Esto implica que no se va a determinar la dindmica de la
teoria de manera general, sino un caso particular que permita ver los 3 grados de libertad de forma
simple. En resumen, lo que se quiere es hallar y trabajar con la acciéon reducida de la teoria.

Antes de resolver las restricciones de segunda clase, (2.6.33))-(2.6.36|), se va a reescribir la ac-
cion extendida Sg, (2.6.39), usando la informacién que hasta el momento nos proporcionan tales
restricciones,

Xt = Ht - 07
xr =1y =0,
Xe = Or((1+ V)g) + %I, + kR(Y(1 + Y)drA,) =0,

1
Sr o= ~TlpdpA; — 5 (9rA" = 20" AR) Ay — 5(5 + T)IRAIpA; =0,

de esta manera,

0 . . 0 1 1
S'p= / {JKAt + AR + A + I — —TIpllz — —
M 2K 2K

— (1+ T)pdpA, — I, A, — gT(l + )R AORA,

I, II° — gFabF“b _ gabARabAR

K b b 0 0. N 0 2
—5 (14 1) (9rA" — 20" AR) Or Ay — wipd™ wrser™ 5+ e %f| dtdRd®x

. . 1 1
= / IIrAR + HbAb — —IIRllg — beHb — E1‘7‘abF'ab — EabAR({?bA}:g
M 2K 2K 4 2

+0r (1 + 1)) A + "I, Ay — O (1 + V)IIgA) — 8 (I, Ay)
—gr(l + T)OpAORAs — g(l +7) (0rAY — 20" AR) aRAb} dtdRd*z
i ib 1 1 b K ab K b
= IIrAR + T A® — —TIIgllg — —II,II° — —F,, F'*° — =0, AR0° AR
M 2K 2K 4 2
— kOR (T(1 4 T)0RA) Ay — Or (1 + T)IRA,) — 0 (I, Ay)

1
2T (14 1)0RAOr A + (1+ ) TRdRA, + (1 + ) (2 + T) 6RAtaRAt} dtdRd*x
i T 1 b_F ab _ K b
= AR + I, A — —IIgllg — —IL,II° — —F, FF*° — —0,AR0’ AR
M 2K 2K 4 2
+ &Y (14 1)OrA0rA; — kO (Y(1 + Y)OrAA;) — Or (1 + T)IgA;) — 0° (I, A;)

1
—gT(l + T)OrAOrA: + (1 + T)IRORA: + k(1 + ) (2 + T) 8RAtBRAt} dtdRd*x,

por tanto,

restricciones para asi poder despejar las variables del espacio fase que son dependientes de las otras. También puede
ocurrir que, de las restricciones, uno encuentre que algunas variables del espacio fase simplemente van a ser iguales
a escalares constantes.
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. . 1 1
SIE = / IIrAR + HbAb — —IIgllz — beHb — EF‘ab.Fab — EﬁbARabAR
M 2K 2K 4 2

+g(1 1) (1 +3Y) OpAdp A, + (1 + T)HRaRAt} dtdRd*x (2.6.52)

_ / [0r (1 +T) (RYORA, + Ig) A) + 8 (I, A,)] dtdRd>.
M

Ahora bien, las restricciones de segunda clase x; y xr, (2.6.33) y (2.6.34) respectivamente, ya
estan resueltas, de modo que solo hace falta resolver las otras dos, X; v Xr, dadas por (2.6.35) y
(2.6.36|) respectivamente,

Xt = Or((1+ T)g) + 0", + kOR(Y (1 + Y)IrA;) = 0,
1
Sr = —lrdrAr — 5 (9rA — 20" AR) Or Ay — k(5 + T)OrAdrAr = 0,

pero para esto se van a imponer algunas condiciones a las variables dindmicas,

aRAb =0 y 8RT = 0, (2.6.53)

por lo que las dos restricciones anteriores se reducen a,

Xt = (1+ )0 + 0°T, + kY (1 + Y)OrOrA; = 0, (2.6.54)
1
)2'1‘ = —HRaRAt — :‘i(i + T)aRAtaRAt =0. (2655)

Despejando OrA; de (2.6.55)),

My
k(14 27)’

donde se ha supuesto que dgA; # 0. Sustituyendo este resultado en (2.6.54)) y despejando Y,

OpA, = — (2.6.56)

ORrllg + O°I1,
T = _ - 2.6.57
OrllR + 2011, ( )
y finalmente, al emplear este ultimo resultado en ([2.6.56|),
2 Ilgr b
OrAy = ———— (ORIl 20°11,) . 2.6.58
R r Orllp ( rllR + b) ( )

De esta manera, se ha despejado T y OrA; en términos de algunas otras variables del espacio
fase. Cabe notar que, extrictamente, no se ha despejado Ay, pero como se vera a continuacion, no
sera necesario y bastara con tener dgA;. Por otra parte, dada la forma que tiene T, , y la
condicién que se le esta exigiendo, , uno puede suponer lo siguiente para que se cumpla tal
condicion,

8R6RHR =0 y 8Rabe =0. (2659)

Empleando los dos resultados anteriores, (2.6.57) y (2.6.58)), en la accion S'g, (2.6.52), uno
tiene lo siguientd™}

15Se esta tomando en cuenta que, el término de frontera que antes aparecia en S’ g, ([2.6.52), se hizo cero bajo las
condiciones de frontera apropiadas.
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. T 1
S = / MpAg + A" — —Tale — — LI — ZF,Fet — 29,4500 Ap
M 2K 2K 4 2

C C 2
. ( Orlly +0 HC) <1 3 Onlln + 01l ) (2 = (aRHR+28be)>

to T o r 2o, ) U T 00k, 1 2001, ) \ K Onlls

Ogrllg + 011, 2 Ilg b 2
|- JRERTO Ze Nt TR (9pTT, + 20°TL,) | dtdRd
( 8RHR+26be> R ity (Olle + 20710 v
. L 1
- / MpAp + A" — —Tpll, — —ILI° — 2 F, Fob —
M 2K 2K 4

2 O°IL, 20rIlR + 011, g , 2
ok Iy + 20°TI
K (3RHR + 23be> <8RHR T Qabnb) <aRHR (OrIlg + 20°11,)

P o°TI, 10, , ,
— Orll 20°I1,) | dtdRd
K <8RHR+28be) Orllgp ( RUR T b) .

. . 1 1
= / IIrAR + HbAb — —1IIgllg — beHb — EF'abf?ab — EabARBbAR
M 2K 2K 4 2

gabARabAR

2 grllg 2 MMgllg
— 20T, (20R11R + O°TI,) ————— + Z9°TI dtdRd*z,
K b( RUR T )6RHR83HR+/@ baRHR v
por lo tanto, la accién reducida va a estar dada como:
. . 1 1
SE-Reducida[Ar, A, IR, I1;] = / MpAg + A" — TR, — —TLIT — S F,, Feb
M 2K 2K 4

KR 2 8RHR+(90H
— 2O AR AR — ST R RO, ————~ | dtdRd*x.
2 bR R K RER b 8RH36‘RHR t
(2.6.60)

Notese que esta acciéon ya solo depende funcionalmente de 6 variables del espacio fase. Al

calcular su variaciéon e igualar a cero, uno llega a,
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0= 65E—Reducida = /

. . . o1 1
[AR(SHR + Ir6AR + A%II, + 11,0 A° — ;HR(SHR — Enbanb

M
4 OrllRr + O°I1,
— KF 0% A% — kOyLAROPSAR — —TIROPIT, ——*———°6II
Rl gp ROp AR R P R b aRHRaRHR R
2 Opllp + O°IL,. _, 2 OrSIl g + 9°811,
— —gllg—————0"I, — —gIzITN,———r—F
KR RER 8RHRGRHR g b K R Ra ; 8RH38RHR
4 Orllp + 0°I1
R, ————0rdllg | dtdRd>
—|—H rRUR b (Orlln)? R R:| z
= / |:AR(SHR — HR(SAR + Ab(SHb — HchAb — lHR(SHR — 1Hb(SHb
M K K
+ ﬁ@“Fab(SAb + KababAR(SAR — éHRabewéﬂR
K 3RH38RHR
2 Orllg + O°I1,
— Hpllg——7F—F——— | 11
+Iia < RUR 6RHR83HR 0 b

2 bTT
+ —83 (HRHRab> 6HR
K

3RHR83HR
2 b aCHC
— Npllg——F+— | 611
* lia < R RBRHRORHR) b

Orllp + 0°I1,

4 b
,;83 (HRHRQ IT, (OnTin)?

) oI1 R} dtdRd?x

- / [0, (TRSAR + I, AY) — kO* (FopdA®) — k0° (OyARSAR)
M

2 Orllg + O°I1,
- = Mgllg —————4I1
Ka ( RER 8RHRBRHR d b
2 A
— —0p | Igllg ——————411
K R< R RaRHRé'RHR R)
2 b ach
- = Mpllp ———411
Ha ( R RﬁRﬂRaRHR b)
4 II ‘1.
+-0g HRnRabeMM{R dtdRd*z,
K (OrIlR)3
de donde se tienen las ecuaciones de movimiento,
0AR : —Ilg + k0O AR = 0, (2.6.61)
SAY 1 —IIy + KO Fy = 0, (2.6.62)
. 1 4 Ogrllg + O°I1, 2 Orllg + 20°11,
0lg : Ap— —Ilp — —HRAI————C — 295 ( IRz, ———— ) =0
f S V1Y) VI R( B (ORI R )3 ) 7
(2.6.63)
: 1 2 Orllg + 20°I1
oI, = AP — —II° 4+ =0 (Ngllg——————C | = 2.6.64
b K + Ha RER 6RHR8RHR 0’ ( 6-6 )

siempre y cuando el término de frontera se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.
Despejando Ag y Ay de las ecuaciones (2.6.63)) y (2.6.64) respectivamente, ademés de usar las

condiciones (2.6.59)), uno obtiene,
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1 4 20RI1 + 30°TL,
Arp =-I1 —IR°I, — = ¢ 2.6.65
r=Ur + RO Orlln)? ( )

. 1 2 Orllg + 20°11
AP = -11" — 20" (Mpllp—————— 2.6.66
K KR R 6RHR8RHR ( )

Si se derivan con respecto al tiempo las ecuaciones (2.6.61)) y (2.6.62)),

M+ k" BAR =0 y =11+ k0" Ay — 0“0, Aq =0, (2.6.67)

y si ahora se sustituyen (2.6.65)) y (2.6.66) en las ecuaciones anteriores, uno llega a:

. 1 4 20p11 R + 30°TI,
s = k60, (HR + HRa“Ham>
K K

(Oglg)?

(2.6.68)

o1, (8°T1,)°

=09, [TIg[1+38 +12
’ < r ( Orllp (aRHR)2>>

.. 1 2 II 20°11
I, = k%0, (Hb — 29, (HRHRW))
K K

8RHRaRHR

%0, (iH“ _ %C% (HRHRaRHR +20 H)) (2.6.69)

8RHR83HR
= 0%0,I1, — 090p11,.

Ademas, de la ecuacion (2.6.62)), al contraer el indice libre con 9%, uno llega a que,

P, = kPO Fpy =0 = 9, =0 = &I, = f(29), (2.6.70)

donde también se esta considerando la condicién antes impuesta a 9°Il,, (2.6.59)).
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para I1g y II, son las siguientes:

. O, (8°11,.)*

Ir=0%, |Ur[1+8 12 2.6.71
r=9 b( R( gt <aRnR>2>>7 (2671
I, = 9°0,1T, — 0“0y, (2.6.72)

noétese que estas son 3 ecuaciones de movimiento acopladas para 3 variables dinamicas, Iy y
[T, entonces, uno puede identificar a estas variables como los 3 grados de libertad de la teoria.
Ademaés, estas ecuaciones tienen forma de ecuacion de onda inhomogénea en 2 dimensiones, por lo
cual se puede inferir que el comportamiento sera ondulatorio. De hecho, si uno recuerda lo discutido
anteriormente en la descripcion lagrangiana y también las ecuaciones de onda que se obtienen en la
electrodinamica con fuentes, entonces se puede inferir que los términos inhomogéneos que aparecen
estan asociados a las fuentes. Por otra parte, observe que la primer ecuacién tiene expresiones de
la forma OrIlg, de manera que la dindmica de la teoria en la frontera va a depender de la frontera,
es decir, dependera de la hipersuperficie que se elija de toda la foliacion para ser la frontera.
Un ultimo dato a retomar es que, si en la frontera hubiera libertad de norma uno podria elegir en
particular que: °II;, = 0, analogo a la norma de Coulomb, con lo cual las ecuaciones de movimiento
terminarian siendo ecuaciones de onda homogéneas.

Como un ejemplo particular, debido a que anteriormente se supuso que dg¥ = 0 cuando se
resolvieron las restricciones de segunda clase, , entonces por simplicidad se puede realizar
la siguiente eleccion: T = cte. = C y asi de la expresion se tiene que:
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Orllg + O°I1,
Ogrllg + 28be
= C(Orllg +20",) = — (9pllg + 0°IL.)

C=T=-—

(2.6.73)
= (14+C)orllgr = —(1 4+ 2C)0°Il,
1+C 01l
14+2C  Ogllp’
Teniendos dos caso limites:
e Limite cuando C — 0. En esta situacion,
1+C 0°I1, O°Il,
Jif =1=- - — =1 2.6.74
CILI%) 1+2C Orllg Orllgp ’ ( )
por lo que las ecuaciones de movimiento para IIg y Il pasan a ser,
i = 58", IR,
o b (2.6.75)

I, = 80,11, — O, f.

Estas tres ecuaciones siguen teniendo forma de ecuaciones de onda en 2 dimensiones, pero
ahora solo dos de estas son inhomogéneas. Entonces, los grados de libertad, I1g y I}, siguen
teniendo un comportamiento ondulatorio. No obstante, la ecuacién para Il se ha simpli-
ficado, ahora esta variable ya admite una solucién de onda plana, mientras que las II; no
admiten esta clase de soluciones debido a la contribucién del término inhomogéneo.

e Limite cuando C — co. En esta situacion,

1+C 1 9L o, 1

1’ _ = - = = = —= 2.6.76
Cgrolo 1+2C 2 Orllg Orllgr 2’ ( )
por lo que las ecuaciones de movimiento para IIg y II, pasan a ser,
g =0,
" (2.6.77)

T, = 990,11, — By f.

De estas tres ecuaciones de observa que las tltimas dos siguen siendo ecuaciones de onda
inhomogéneas en 2 dimensiones, por lo cual los grados de libertad Il siguen teniendo un
comportamiento ondulatorio. Por otra parte, la ecuacion restante para I1r se ha simplificado
y ahora se interpreta como un campo con evolucién temporal constante con respecto a la
coordenada temporal ¢, Il = h(x®, R), de manera que este grado de libertad ha perdido el
comportamiento ondulatorio.

Asi, con este ejemplo se ha podido simplificar una de las ecuaciones de movimiento, la de Ilg, y
con ello se ha mostrado que bajo dos casos limite ocurren situaciones diferentes: en la primera, el
grado de libertad IIg sigue teniendo un comportamiento ondulatorio, pero ahora es similar al de
la electrodindmica sin fuentes, pues satisfara la ecuacion de onda homogénea; mientras que en la
segunda, el grado de libertad I1x pierde su comportamiento ondulatorio y ahora se interpreta como
un campo con evoluciéon temporal constante con respecto a la coordenada temporal ¢. Finalmente,
pese a la simplificaciéon que uno obtiene, estas siguen siendo tres ecuaciones de movimiento, una
desacoplada y las otras dos acopladas, para tres variables dinamicas, que se identifican como los
3 grados de libertad de la teoria en la frontera, donde esto ultimo se rectifica con el hecho de que
todo se sigue reduciendo a resolver tres ecuaciones para las tres variables Ilg y IIy.
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2.7. Ejemplos

Con base en los resultados obtenidos en la formulacién hamiltoniana, lo que se hara a con-
tinuaciéon es revisar soluciones a las ecuaciones de movimiento de la teoria en la frontera de la
electrodinamica, pero a nivel lagrangiano, ya que las ecuaciones son mas simples y por ende los
célculos requeriran menos desarrollos.

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, uno puede llegar por medio de desarrollos
matematicos a las ecuaciones de onda homogéneas para E y BEG],

0’E
V°E = —
ot2”’
0’B
V’B=—_—
ot2’

o en el caso de los potenciales, se llegan a las ecuaciones de onda homogéneas para ¢ y A,

52d
V2o = ——
ot?’
H2A
V2A = )
ot?

Es decir, el campo electromagnético debe satisfacer las ecuaciones onda homogéneas y por tan-
to tendrad un comportamiento ondulatorio. Una de las soluciones més simples que tienen estas
ecuaciones para el campo electromagnético son las ondas planas, cuya forma sinusoidal est4 dada
por,

E=Epcos(k-r—wt+ ¢o), 571

B=Bgcos(k-r—wt+ ¢g), 27.1)
con Eg y By vectores Constanteﬂ k el vector de onda (también constante), r el vector de posicién
tridimensional, w la frecuencia angular y ¢, la fase, siendo los ultimos dos escalares constantes.
Pese a la simplicidad que presentan este tipo de soluciones, lo relevante radica en que la solucién
general a las ecuaciones de onda homogéneas del electromagnetismo puede ser escrita como una
superposicion lineal de ondas planas con diferentes parametros (vector de polarizacion, frecuencia,
fase y numero de onda).

Tomando en cuenta esto tltimo, ademas de tener comportamientos ondulatorios para el campo
electromagnético, también se podran tener soluciones estaticas, ya que en principio tales soluciones
se podran ver como una superposicion de ondas planas con diferentes parametros que interfieren
entre ellas mismas, de manera que el resultado o perturbacion final sélo llega a depender de las
coordenadas espaciales y no de la coordenada temporal.

Cabe destacar que, en esta situacion los campos eléctrico y magnético son transversales, es
decir, son perpendiculares a la direccién de propagacion, un resultado que de hecho se obtiene al
sustituir las expresiones en las ecuaciones de Maxwell sin fuentes,

1
k'E():O:k'Bo, kXEOZWBO y BQXk:*Eo. (272)
w

Por otra parte, la teoria en la frontera resulté ser similar a la electrodinamica con fuentes,

16Ver [27], paginas 393-394.
17El vector constante Eq contiene la informacién de la polarizacion de la onda.
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(V x B)f =EF 4 JE,
(VxB)=E"+ J°,

VEZP,
V x E = —B,
V-B=0,

s6lo que con una ecuacién extra, la condicién de restriccion a la frontera,

1 1
0= (ER + 2aRc1>) Or® + (gRbaBa - QORA”) OrAyp,

no olvidando también que los términos de fuente que aparecen dependen funcionalmente del campo
eléctrico, el campo magnético y la variable T,
IR = =0y (YORr®) — 0, (YORA®),
JV = —0R (Y B,) ,
p:=—0gr (TER) .

Ademss, la teoria en la frontera tiene 3 grados de libertad y no tiene simetria de norma. Debido a
lo anterior, las ecuaciones de onda que se obtendran para E y B seran del tipo inhomogénea&{ig],

O’E dJ
VE- — =Vp+ —,
VB - B _ ~VxJ -
o2 ’
lo mismo sucedera para A y ‘Il[T_gL
2 a
Vi + — (V-A)=—p,
ot (2.7.4)
D’A oL o
ZA - ~-V (= A ) =
v 57~ Vigr tV

El hecho de que los campos ahora tengan que satisfacer las ecuaciones de onda inhomogéneas
anteriores es una razoén por la cual las ondas planas ya no serian una solucién para el campo
electromagnético en la frontera. Aunque, debido a que los términos de fuente no son cualesquiera
funciones, esto en principio podria contribuir a que las ondas planas si fueran un tipo de soluciéon
y siendo asi, no se sabria con certeza si lo comentado inmediato anterior es cierto. Ademas, las
cuatro ecuaciones similares a las de Maxwell con fuentes no son todo el conjunto de ecuaciones de
movimiento de la teoria en la frontera, se tiene también la condicién de restricciéon a la frontera,
que por cierto, esta ecuacion es el motivo por el cual la teoria en la frontera resulta ser analoga a
la electrodindmica con fuentes. Esta ultima ecuacion, en principio, daria informacién de cémo se
deben comportar las ondas planas (propuestas como solucién) para permanecer en la frontera, es
decir, que los grados de libertad no se propaguen.

Tomando esto a consideracién, lo que se hard a continuacién es proponer algunas soluciones
de la electrodinamica sin fuentes y revisar si satisfacen la condicién de restricciéon a la frontera,
en caso de que no sea asi se mostrara qué requisitos deben cumplir este tipo de soluciones para
satisfacer tal ecuacion. Una vez revisado lo anterior, el paso siguiente es ver la informacion que
proporcionan las ecuaciones de movimiento (en la frontera) restantes, aquellas que son similares a

18Ver [26], pagina 246.

19Ver |26], pagina 240. Estas ecuaciones, en la electrodinamica (en el bulto) con fuentes, se pueden simplificar
si se emplea la condicién de norma de Lorenz. En esta situacién, al no haber simetria de norma en la teoria en la
frontera de la electrodinamica sin fuentes, tales ecuaciones no se simplifican.
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las ecuaciones de Maxwell con fuentes, o las ecuaciones de onda inhomogéneas, en particular, lo
que se espera es obtener la informacion correspondiente a Y.

2.7.1. Onda plana transversal electromagnética

Una onda plana transversal electromagnética es una solucién a las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes, esta onda se caracteriza por tener campos eléctrico y magnético que ademés de ser per-
pendiculares a la direccién de propagacién, no van a tener componentes en la direcciéon susodicha,
por ejemplo:

E = Eycos(kz — wt)Z,

2.7.5
B = By cos(kz — wt)g, ( )
donde se ha elegido que la direccion del vector de propagacion sea a lo largo del eje z,
k=kFkz. (2.7.6)
Con esta solucién, los potenciales escalar y vectorial pueden estar dados como,
E
o= ?O sen(kz — wt),
a (2.7.7)
A= ?0 sen(kz — wt)(Z + 2),
con % = %. Esto se obtiene de las relaciones,
E=-Vd-0A v B=VxA. (2.7.8)

Por otra parte, se elige R = z, por lo cual una frontera estaré definida como una hipersuperficie
tal que z = cte. Ahora bien, de la condicién de restriccion a la frontera, se tiene lo siguiente:

0= (E + ;az<1>> 9, + <52baBa - ;azAb> 8, Ay

1 2 211 1 2
=3 (0,2)° +**¥By0, Ay — 5 (0, Az)
1
=3 (E§ + Bj) cos®(kz — wt) (2.7.9)

= 0=cos’(kz —wt) yportanto sen®(kz—wt)=1
= 0=cos(kz—wt) y sen(kz—wt)==+1

2n+1
2

Estos resultados indican que los campos eléctrico y magnético en la frontera tienen que ser cero,
mientras que los potenciales electromagnéticos en la frontera deben ser constantes,

T=kz—wt con n¢€Z.

E E
E=0 B=0, @:?0 y A=+"(i+32). (2.7.10)
w

Por lo cual, se concluye que no hay dindmica en la frontera para este tipo de solucion. Ademas, si
se elige una frontera particular, z = zq, esta solo estara definida en los instantes de tiempo,

k n+1mw
t:*ZQ— .
w 2w

Por otra parte, para un instante de tiempo dado, t = t, los frentes de onda en la frontera tienen
que estar dados como,

(2.7.11)
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w 2n+1mnw

:—t _—
TR 2 K

que en realidad estan definiendo fronteras en ese instante de tiempo, pues z = cte.

Lo siguiente es trabajar con las ecuaciones de onda inhomogéneas para los potenciales electro-
magnéticos, donde se van a emplear los resultados obtenidos anteriormente. Pero para esto primero
es necesario calcular las densidades de carga y corriente inducidas,

(2.7.12)

p=0 y J=0, (2.7.13)

estos resultados son coherentes, puesto que se obtuvo que los campos eléctrico y magnético des-
aparecen en la frontera. Més atun, las ecuaciones (2.7.4)) se satisfacen trivialmente y por ende T
queda indefinido.

Una interpretaciéon que se le puede dar a los resultados anteriores es que los campos eléctrico y
magnético se hacen cero en la frontera porque la onda electromagnética inicialmente, en el interior,
se propagaba en direccion perpendicular a la frontera (hipersuperficie temporaloide).

2.7.2. Onda plana transversal eléctrica

Una onda plana transversal eléctrica es una solucién a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes,
esta onda se caracteriza por tener campos eléctrico y magnético que ademés de ser perpendiculares
a la direccién de propagacion, el campo eléctrico no va a tener componente en la direccion susodicha,
por ejemplo:

E = Eycos(ky + kz — wt)z,

2.7.14
B = Bycos(ky + kz —wt) (§— 2), ( )

donde se ha elegido que la direccién del vector de propagacion sea a lo largo de los ejes y y z,

k=k(j+2). (2.7.15)

Con esta solucién, los potenciales escalar y vectorial pueden estar dados como:

E
o= ?O cos(ky + kz — wt),
I > (2.7.16)
A = Dsen(ky + kz — wt)d + =2 cos(ky + kz — wt)(§ + 2),
w w
con % = %.
Por otra parte, se elige R = z, por lo cual una frontera estaré definida como una hipersuperficie

tal que z = cte.Ahora bien, de la condicion de restriccion a la frontera, se tiene lo siguiente:

1 1
0= (E + Qan)) 9,d + (azbaBa - 282Ab) 8, A,

2 1

5 (0:4,)°

(0.9)° + ¥V B0, A, — % (8.4,)

:(8) -(2)

1
2

w

1 (B’
sen? (ky + kz — wt) + 3 <0>

(2.7.17)

= L 5> =sen’ (ky + kz — wt) con g#\@
2= (2) z
1-(3)°

= Bl = cos® (ky + kz — wt).
2= (%)
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Estos resultados indican que los campos eléctrico y magnético en la frontera tienen que ser cons-
tantes, lo mismo para los potenciales electromagnéticos en la frontera,

E = +F,
(2.7.18)

B=+B,

Por lo cual, se concluye que no hay dinamica en la frontera para este tipo de solucion.

Lo siguiente es trabajar con las ecuaciones de onda inhomogéneas para los potenciales elec-
tromagnéticos, donde se van a emplear los resultados obtenidos anteriormente. Pero primero sera
necesario calcular las densidades de carga y corriente inducidas,

p=0, J°=0, J"=B,0.T y J'=0, (2.7.19)

asi, al utilizar estos resultados en (2.7.4)) se llega a una sola ecuacién que no se satisface trivialmente,

0=J" = B,0,Y = +B, = 0=0,T = T=T(ta,y),

y de esta ecuacion se concluye que al final no hay fuentes inducidas, lo cual es coherente con el
hecho de que los campos eléctrico y magnético son constantes en la frontera. Por otra parte, no se
pudo determinar el comportamiento de T, salvo que es independiente de z.

Notese que, en el ejemplo anterior también se obtuvo que no hay dinamica y que las fuentes
inducidas son cero, pero a diferencia del ejemplo presente, se obtuvo que los campos desaparecen en
la frontera, mientras que en este son constantes. El de hecho de que en este tipo de onda el campo
electromagnético sea constante, no cero, se puede asociar a que su direcciéon de propagacion inicial,
en el interior, no es perpendicular a la frontera, se tiene una componente tangencial, de manera
que los campos no desaparecen en la frontera, aunque si permanecen constantes y estaticos.
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Capitulo 3

Pontryagin en la frontera

La teoria de Pontryagin abeliana en un espacio-tiempo de 4 dimensiones es una teoria topologi-
ca, es decir, no tiene grados de libertad locales. En el capitulo[I]se vio que la teoria de Chern-Simons
abeliana en un espacio-tiempo 3D es dindmica en la frontera, con 1 grado de libertad, mientras
que en el bulto es una teoria topologica, al igual que Pontryagin. Tomando en cuenta este tltimo
hecho, uno puede preguntarse si para Pontryagin se obtiene un resultado similar, esto es, que en
la frontera también se tengan grados de libertad, teniendo asi una teoria dindmica. Esta es una de
las razones de interés por las cuales en este capitulo se va a construir y analizar la correspondiente
teoria en la frontera de Pontryagin, usando el algoritmo propuesto en [2]. Por otra parte, sabiendo
que en la frontera de la teoria de Pontryagin se encuentra definida la teoria de Chern-Simons,

SplA] dANdA=¢ | ANdA, (3.0.1)

=¢
M oM’

Sc—s

y como en este capitulo se va a construir la teoria en la frontera de Pontryagin, parte del analisis
también se dedicard a mostrar que efectivamente Chern-Simons esté contenida en la frontera de
Pontryagin, pero de manera local, ya que el algoritmo propuesto en [2] es local, es decir, se trabaja
en una region M del espacio-tiempo donde es aplicable tal algoritmo.

Por lo tanto, de lo comentado con anterioridad, ademés de la construccion de la correspondiente
teoria en la frontera de Pontryagin, los objetivos de este capitulo son determinar por completo la
dinamica de la teoria en la frontera, es decir: obtener e interpretar ecuaciones de movimiento,
condiciones de frontera, restricciones, simetrias, nimero y caracterizacion de grados de libertad;
para después comparar estos resultados obtenidos en la frontera con los que uno obtiene en el
interior, destacando las principales diferencias y similitudes que hay entre ambas. Un objetivo mas
es mostrar que la teorfa de Chern-Simons esta contenida en la teoria en la frontera de Pontryagin.
Cabe destacar que, los resultados que se presentan a continuacién son originales.

3.1. Eleccién del principio de accién

El principio de accién de la teoria de Pontryagin abeliana en un espacio-tiempo de 4 dimensiones
con fronteras esta definidio por,

SplA,] = B/ FopF, P d's, (3.1.1)
M

4

donde F,, = 0,4, — 0, A, es la curvatura de la conexién A, (siendo estas las variables dina-
micas), con p,v = 0,1,2,3 indices espacio-temporales, M es una regién del espacio-tiempo de
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4[E| y p es una constante de acoplamiento. Ademas, se tiene la densidad tensorial de Levi-Civita,
g = (—1)%,/]gle*P", con e el simbolo de Levi-Civita, completamente antisimétrico, g el
determinante de la métrica y § la signatura de la métricaﬂ

Cabe recordar que, a este principio de accién se le va a pedir que sea diferencible, es decir, que
se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange.

3.2. Eleccion del tipo de frontera

Como ya se comentd6 en el capitulo[l] se va a elegir una frontera del tipo temporaloide, es decir,
la regién M del espacio-tiempo se va a foliar mediante una familia de hipersuperficies temporaloides
(donde alguna de estas sera la frontera). El motivo de esta eleccion es que méas adelante, al tener
una direccién temporal en estas hipersuperficies, uno podré estudiar la dindmica de la teoria en la
frontera, aplicando un anélisis Lagrangiano o Hamiltoniano.

3.3. Proyeccién del principio de accién

Una vez elegido el principio de accion y el tipo de frontera, lo que sigue es proyectar el principio
de accion, , en una familia de hipersuperficies temporaloides que folian la region del espacio-
tiempo M (donde una de estas sera la frontera). Para esto, uno puede emplear el operador de
proyeccién que se presentd en el capitulo |1} PY := 0% — on,n* , donde 0 =1 yaquen=R
sera espacialoide, es decir:

P! =" — R,R", (3.3.1)

v

con R = R*0, el vector espacioaloide normal a la familia de hipersuperficies temporaloides que
folian la region M del espacio tiempo y R* sus correspondientes componentes.

Sin embargo, para realizar la proyeccion de la accion no se empleara directamente el
operador de proyeccién , sino que se hara uso tnicamente de la proyecciéon de la densidad
tensorial de Levi-Civita,

gaBuy — gplo z8u] (3.3.2)

Uno puede verificar que el resultado de emplear la proyeccion (3.3.2) en la accion (3.1.1) es el
mismo que se obtiene al aplicar directamente el operador de proyeccion (3.3.1) a la accion (3.1.1)).
Siendo asi, la accion de Pontryagin proyectada va a estar dada como:

Sel4) =2 /M FapFu AR d*y
- Z / F.gF,, [Re&m — RPamve 4 Rrevel — Rveobr] gty (3.3.3)
M

=p / FopF,, R™ &M dts.
M

Si ahora se usa la relacion, FgoR* = 03 (R*A) — £rAp, entonces se llega a que el principio de
acciéon de Pontryagin proyectado estard dado por,

SplA) =p / [£RAp — g (R*AL)| Fyy E°Md*x

M (3.3.4)

= p/ [F[U/£RAB — Fw,@g (RQA(X)] éﬂyﬁd4£.
M

1Regién del espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método propuesto en 2]
2La teorfa de Pontryagin, al ser topoldgica, no necesita de una métrica para estar bien definida en un espacio-
tiempo con fronteras.
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Cabe mencionar que, este sigue siendo un principio de acciéon en el bulto, pero que ya sabe acerca
de que la region del espacio-tiempo M ha sido foliada por una familia de hipersuperficies tempo-
raloides.

3.4. Construccion del principio de accién en la frontera

Ahora que se tiene el principio de acciéon de Pontryagin proyectado, , notése que el
término que tiene la derivada de Lie, VP F w £RAg, contiene la informacién de como se propagan
los grados de libertad a lo largo de R y como se coment6 anteriormente, para restringir que estos
grados de libertad no se propaguen de una hipersuperficie temporaloide a la siguiente, es necesario
imponer ese término como una restricciéon de la teoria e introducirlo al principio de accion
por medio del método de los multiplicadores de Lagrange. La razon de este paso, como se discutio
en el capitulo|l] se debe a que cuando se vaya a estudiar la dinamica de la teoria en la frontera (una
hipersuperficie particular elegida de la foliacion), lo que se desea es que esta dinamica permanezca
en la frontera elegida, es decir, que las conexiones A, no se propaguen de una frontera a otra de
un momento a otro, por lo cual es necesario introducir una restriccién que corresponda al término
que contiene esta informacion.

De esta manera, se define el principio de accién de la teoria de Pontryagin en la familia de
fronteras (hipersuperficies) temporaloides como,

Sp_plA,, Y] = p/ F [(1+T)£rAs — s (R*A,)] &P d x, (3.4.1)
M

siendo Y el multiplicador de Lagrange y una variable dindmica, que permite introducir la res-
triccion &#v8 F,, £rAz = 0 a la acciéon, que debe cumplirse para cada frontera (hipersuperficie)
temporaloide. En este caso, esta restriccion corresponde a la condicion de restriccion a la frontera:

PE,, LrAs = 0. (3.4.2)

El principio de acciéon sigue siendo una accioén en el interior, por ello se esta considerando
a M como region de integracion. Pero, a diferencia de (3.1.1)), este principio de accion, (3.4.1)), ya
contiene la informacion de la familia de hipersuperficie temporaloides, que folian M, y donde ahora
la dindmica en cada una es independiente de las demas.

3.5. Analisis lagrangiano

Teniendo el principio de accion en la frontera, el altimo paso es realizar el anélisis de la dindmica
de esta teoria. Para ello, primero se reescribira el principio de acciéon usando coordenadas
adaptadas a la foliacion, de manera que, 0rA; = £rA; vy Ar := A, R?%, donde los indices latinos,
i = 0,1, 2, etiquetan coordenadas espacio-temporales arbitrarias en cada una de las hipersuperficies
temporaloides. De esta manera, el principio de accién de Pontryagin en la frontera, , pasa a
ser:

Spp|Ag, Ai, Y] = p/ Fiji [(1 +Y)OrAg — OrAg] 9%dRd%x, (3.5.1)
M

y con esta accion se va a trabajar a continuacion.

3.5.1. Ecuaciones de movimiento

Partiendo de la variacion de la accién (3.5.1]) e igualando a cero,
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0=0Spp = p5/ Fij [(14 T)0pAg — OrAR] 9*dRd%x
M

- p/ 2((1+ 1)OrAy, — Ok AR) :0A; + Fi;0p AxdT + Fij(1+ T)Opd Ay
M
—F;;00AR] é9*dRd3x (3.5.2)
= p/ [—23l ((1 + T)@RAk - BkAR) (SAJ + 20; [((1 + T)@RAk - 8kAR)6AJ]
M

+ FijOpAROY — Og (Fij (1 + 1)) §Ay, + Or (Fij(1+ T)5Ax)
+O0pF3j0AR — Ok (Fi;0AR)] 9%dRd%x

= 0=8Sps —p [ [OFSAR + 20:((1+ T)OnA; — 5 Ar) ~ O (Fiy(1 + T))] 54
M

+FijﬁRAk5T] {:ﬂjdeddx

(3.5.3)
+ p/ [0k 2((1+ Y)0rA; — 0;AR)0A; + F;;0AR)
M
+0gr (Fi;(1+ T)5Ay)] 9%dRd3x,
se obtienen asi las ecuaciones de movimiento,
§AR @ OpFy;E9% =0, (3.5.4)
§Ay ¢ [20:((1+ 1)OrA,; — 0;AR) — Or (Fij(1+ X)) &% =0, (3.5.5)
6T : Fij0rALETF =0, (3.5.6)
siempre y cuando el término de frontera,
6SPB|boundary term — _P/ [8k (2((1 + T)aRAz - 81AR)5A] + széAR)
M (3.5.7)

—0r (Fij(1+Y)§Ay)] é9%dRd*x,

se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.

Cabe mencionar que, una de las ecuaciones de movimiento es la condiciéon de restricciéon a la
frontera, , y como lo dice el nombre, esta ecuaciéon también se puede ver como una condiciéon
de frontera, de modo que, al resolverla el término de frontera se puede simplificar. Por otro
lado, de las ecuaciones de movimiento se observa que, la ecuacién es la tinica que contiene
informacioén sobre el campo Ag, pero de hecho ese término se hace cero por antisimetria, debido a
esto Ar queda como un campo arbitrario, lo cual se puede asociar a cierta libertad de norma que
presenta la teoria (esto se verificara mas adelante en la formulacion hamiltoniana).

3.5.2. Chern-Simons en la frontera

Como se ha comentado anteriormente, en este capitulo uno de los objetivos es comprobar que la
teoria de Chern-Simons (C-S) esta contenida en la teoria en la frontera de Pontryagin. Para esto, se
mostrard a continuaciéon que, bajo una solucion particular de la ecuacion las ecuaciones de
movimiento se reducen a las ecuaciones de movimiento de Chern-Simons en la formulacion
lagrangiana.

Entonces, lo primero a realizar es recordar que el principio de accién de Chern-Simons abeliano
en un espacio-tiempo N de 3 dimensiones est4 definido como,
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1 -
SCS[Ai} = 7/ A/CFZ] {;:kljdgl‘, (358)
4 Jn
siendo sus ecuaciones de movimiento,
gk F =0, (3.5.9)

que se obtienen directamente de la variacion de la accién Scg.
Ahora bien, partiendo de la ecuacion (3.5.6)), que corresponde a la condicion de restriccion a la
frontera, se propone una solucién para esta euacion tal que las A; y T tienen la forma,

OrA; =0 y 9T #£0, (3.5.10)

ya que asi (3.5.6) se satisface directamente. Por otra parte, de la ecuacion de movimiento (3.5.5)),
al desarrollar las derivadas correspondientes y restar los términos semejantes, uno llega a,

20;((14 T)0rA; — 0;Ar) — Or (Fij(1+ T))]7F =0
= 2[0;((1 + Y)OrA; — 0;AR) — Or (0;A;(1+ 1)) 9% =0
= 2[0;YOrA; + (1 +1)0;0rA; — 0;0;Ag — (1 + Y)OR0;Aj — 0;A;0rY] &% =0
= 2(0iTOrA; — OrYO;A;) & = 0. (3.5.11)

Finalmente, al usar las soluciones (3.5.10)), la ecuaciéon (3.5.11)) se reduce a lo siguiente:

— 20RpT0;A; 9% =0 (3.5.12)
= 20,4, 87 =0 (3.5.13)
=  F;é&ik=9 (3.5.14)

Con este resultado se puede concluir que, a nivel lagrangiano, la teoria de Chern-Simons esté
contenida en la frontera de Pontryagin, ya que las ecuaciones de movimiento de C-S son un caso
particular de las ecuaciones de movimiento de Pontryagin en la frontera ﬁ Por otra parte, de las
soluciones 7 al ser T la dnica variable dinamica que tendra dependencia funcional de la
coordenada espacial R, se puede suponer por simplicidad que T = Y(R), con lo cual T se puede
interpretar como una etiqueta de las hipersuperficies temporaloides que folian la region M del
espacio-tiempo. Con base en lo anterior, se concluye que en cualquier hipersuperficie temporaloi-
de que se elija como frontera se encontrara contenida la teoria de Chern-Simons, es decir, para
cualquier R.

Notese que no hara falta analizar la ecuacién de movimiento restante, , puesto que se va
a satisfacer idénticamente, ya que corresponde a las identidades de Bianchi un un espacio-tiempo
tridimensional.

3.6. Analisis hamiltoniano

En este seccion se va a realizar un analisis hamiltoniano del principio de accion , esto
es, se aplicara el algoritmo de Dirac-Bergmann al principio de accién en la frontera de Pontryagin.
Pero para esto, serd necesario proyectar nuevamente el principio de accion, (3.5.1)), solo que ahora
serd en una familia de superficies espacialoides, siendo el vector normal a estas temporaloide. Por
lo cual, el operador de proyecciéon empleado en este caso estara dado como,

3Son un caso particular en el sentido de que se obtienen al proponer una solucién particular para las ecuaciones
de movimiento de la teoria en la frontera de Pontryagin, para ser mas exacto, una solucién particular a la condicién
de restriccion a la frontera.
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P =& + T;T7. (3.6.1)

Con T = T%0; el vector temporaloide normal a la familia de superficies espacialoides y T* sus
correspondientes componentes. Note que en Pj, , o = —1 ya que para esta proyeccion n = T
es temporaloide.

Sin embargo, de forma similar a lo que se hizo anteriormente, no seré necesario emplear direc-
tamente el operador de proyeccion , sino que se hara uso simplemente de la proyeccion de
la densidad tensorial de Levi-Civita,

gk — 31l g3k, (3.6.2)

En principio, uno puede verificar que el resultado de emplear la proyeccion (3.6.2]) en la accion
(3.5.1) es el mismo que se obtiene al aplicar directamente el operador de proyeccion (3.6.1) a la

accion (3.5.1)).
Siendo asi, el calculo de la proyeccion del principio de accion (3.5.1)) en la familia de superficies
espacioaloides va a estar dado como,

SP,BQ[AR,A“ T] = —p/ Fl‘j [(1 + T)@RAk - 8kAR] 3T[l&:]k]de3{L‘
M
:w/z%w+n%@—mmMWﬁ+WW+ﬂme%
M

== /M [2F; (14 Y)0rAk — OpAg) T (3.6.3)
+Fij (1 + Y)OrAr — O, AR) TFEY ] dRd*x
= _P/ [2F;; (1 + Y)OrAk — O AR) T'E*
) +Fi; (1+Y)0rAy — Op Ag) T"EV] dRd .

Si ahora se usa la relacion, Fj;T* = 9; (TiAi) — £1A;, entonces se llega a que el principio de accién
(13.5.1) proyectado en la familia de superficies espacialoides va a estar dado por,

Sp_p2[Ar, Ai, Y] = _P/M (2 (£14; = 0; (T"A:)) (1 + T)OrAx — 91 AR) & (3.6.4)

+Fy (14 Y)0pART" — TF 0y AR) 7] dRd* .

Usando ahora coordenadas adaptadas a la foliacién, 0, = £1 = T%0; y A, := T*A;, donde los
indices latinos, a = 1, 2, etiquetan coordenadas espaciales arbitrarias en cada una de las superficies
espacialoides. De esta manera, el principio de acciéon (3.6.4]) pasa a ser,

Spp2lAi, Ar, Ag, Y] = —p/ [2(0: Ay — 0, A:) (1 + Y)OgAy — OpAR)
M (3.6.5)
+Fu (14 Y)OrA; — 0, AR)| E* dtdRd>x,

donde se identifica la densidad lagrangiana de la teoria,

Lpp=—p[2(0tAs — 0aAr) (1 + T)OrAy — OpAR) + Fap (1 + T)OrA, — 0, AR)]

=—p [2 (Aa - aaAt) ((14+Y)OrAy — ObAR) + Fup ((1 £ Y)ORA, — AR)} zab (3.6.6)
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3.6.1. Matriz Hessiana

Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana Lpp, se procede a revisar si la teoria es
singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

8°Lpp 8%Lpp 8*Lpp 8%Lpp
8(0:A)0(0: A1) 0(0:A)0(0;ARr)  0(0.A)0(9:AP)  B(8:A)9(9: 1)
9°Lpp 9*Lpp 9*Lpp 9*Lpp
H= | 20:4p)0(6:4))  9(8:AR)0(0:Ar) 80 Ap)0(0:A%)  B(8:AR)D(:T)
9°Lpp 9*Lpp 9*Lpp *Lpp
8(0; A)0(0: A;)  0(0:A%)B(8;Ar) O(OA“)I(D, AP) (8, A4)d(D; )
?Lpp 3*Lpp 3*Lpp ?Lpp
0(0:Y)0(0¢ At) 0(0¢T)0(0t AR) 0(9:1)0(0: Ab) 0(0:Y)0(0:T) (3.6.7)
8 Lpp Lpp 8Lpp 9°Lpp o
dA0A;,  0ABAR  OALA®  9AHY
8*Lpp 8*Lpp 8%Lpp 8*Lpp
_ | 0ArR0A, 0AROAR OAROA® OAROY
- 8*Lpp 8*Lpp 8%Lpp *Lpp |
0A*9A,  DADAR  BALHAP  PAHYT
3*Lpp 3*Lpp 3*Lpp 3*Lpp
OTOA, OTOAR OTHAY oYY
cuyas componentes estan dadas pOIﬂ
oL oL
LE o = =B
0A; 0A=0A,;
oL oL
.PB :pFabéab — - PBi =Y
0AR 0A=0AR
OLpg N OLpB
0 = -2 1+T 8RAb75bAR Eab — — =
DA p((1+7) ) éa 0AZ9Aa
oL oL
LB o = @ =P,
oY 0A=0T
de manera que, la matriz hessiana H es,
00 0 0 O
0 0 0 0 O
H=]0 0 0 0 O = detH =0, (3.6.8)
00 0 0 O
00 0 0 O

por lo cual, se concluye que la teoria es singular, asi que se procede a emplear el algoritmo de
Dirac-Bergmann para estudiar esta teoria en la formulacién hamiltoniana.

3.6.2. Momentos candnicos y restricciones primarias

Dada la forma de la matriz hessiana, (3.6.8)), se tiene que el Rango(H) = 0 y la Nulidad(H) = 5,
lo cual nos asegura que no se va a poder despejar ninguna Az y que ademaés se esperan 5 restricciones
primarias.

Calculando los momentos canénicos,

4Por simplicidad, se van a denotar al conjunto de campos y de momentos como: Az = (A¢, AR, Ap, ¥) y Iz =
(14, g, Iy, Iy ) respectivamente.
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OLpp
II; := — =0 = =1I; = 0, 3.6.9
t 8At Qst t ( )
o a‘CPB _ ~ab o ~ab
IIg := - = pFabE = ¢R =1lg — pFab€ ~ 0, (3610)
0AR
__O0Lpp b oAb N
II, = 8Aa =—-2p ((1 + T)(?RA -0 AR) Eab
= ¢q =1+ 2p ((1+ Y)OrA® — 0" AR) &ap = 0, (3.6.11)
Iy := 8;3 =0 = ¢r:=Iy~0, (3.6.12)

se comprueban entonces los resultados comentados anteriormente, ya que ninguna Ag se pudo
despejar y se obtuvieron 5 restricciones primarias.

3.6.3. Condiciones de regularidad

Ahora que se cuenta con las restricciones primarias que presenta esta teoria, ¢¢, ¢r, ¢q v
¢~; se requiere que cumplan con las condiciones de regularidad. Fijandose en la siguiente matriz
jacobiana,

000 0010000
00 00 0 O0O1TO0O0O0
a(¢t7¢R7¢a,¢T) )
=10 00O OO OO 10 0f, 3.6.13
(3(At,AR,Ab, TvntaHRvnbaHT) 0O 0 00 0 O0OUO0OTUO0ODT1TTFO ( )
000 0O0O0OO0OO0O0I1

se puede ver que esta tiene rango constante e igual a 5, la misma cantidad de restricciones primarias

independientes encontradas. Asi, se concluye que ¢, ¢r, ¢o y ér, dadas por (3.6.9)-(3.6.12), van

a definir una subvariedad de dimension 5 en el espacio fase (Az, I1z).

3.6.4. Hamiltonianas canénica y primaria

Se procede a definir la hamiltoniana canénica, H¢, la cual s6lo esta bien definida en la superficie
de restricciones primarias. Cabe notar que, para calcular esta hamiltoniana se van a emplear los
resultados obtenidos en la definicién de los momentos canoénicos y a la densidad lagrangiana Lppg,
de esta manera, se tiene lo siguiente:

He: = /Hc d3y
= / -HtAt +TgAR + I, A® + Iy T — EPB} dy
- / T A, + T + T 4 T T 42 (A, - 0,4) (14 1), — 0,Ar) &

+pFu (L+ T)0RA, — Ap) & d*y

= / LA + (g — pFaé™) Ag + (I, +2p (1 + 1)ORAY — 9P AR) £4p) A® + 14 T
—2p0,A¢ (1 + T)OrAp — OpAR) gab 4 pF.u(1+ T)aRAtéab] d*y

_ / (=200, Ar (1 + T)0RAb — OpAR) 2% + pFap(1 + T)OrAE®] dy,
(3.6.14)
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por lo tanto,

Ho = p / [y (14 T)0r A — 205 Ar (14 T)0n Ay — 9y Ar)] E%dy, (3.6.15)

Ahora bien, una vez que se ha calculado H¢, se define la hamiltoniana primaria,

Hy:=Hq+ / A + ArdR + A¢a + Ardr] d’y

= / [pFap(1 4+ Y)OpAE™ — 2p0, Ay (1 + )0 A, — OpAR) E%° + MLy + Mg (IIg — pFapé™)

A (T, + 29 ((1+ T)OrAY — 8 AR) Eap) + ArTly] dy,
(3.6.16)
con (A, Ar, A% Av) los multiplicadores de Lagrange y (¢:, ¢r, da, 1) las restricciones primarias.

3.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las restric-
ciones primarias, (3.6.9)-(3.6.12]), cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no
cambien con el tiempo,

d={® H}~O0. (3.6.17)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones de consistencia es que se pueden identificar
explicitamente las restricciones secundarias, en caso de que las haya.

Por simplicidad, en los célculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamen-
tales, siendo los tinicos distintos de cero EL

{Ai(a°, @), (2%, §)} = 6° (2 — ), (3.6.18)
{Ar(2°,8), p(z, §)} = 6°(x — y), (3.6.19)
{Aa(@®,8), 112", P} = 626°(x — y), (3.6.20)
{T (2%, 2), Ty (2°, §)} = 8°*(x — y) (3.6.21)

Entonces, las condiciones de consistencia para cada restriccion estan dadas como sigue.
Para ¢,

) = on(a). 11} = [{n(o) Halw))y
= / {0y, pFop(1 + T)ORAE™ — 200, A; (1 + T)OrA, — O AR) E°Y d3y
= / [pFap(14 1) {1, 0r A} — 2p (14 T)Or A, — B, AR) £°{11, 0. Ar}] dy
B / [—pFap(14 T)E0R6*( — y) + 2p (14 T)Or A, — B AR) £°°0.6° (z — y)] d’y
= p[Or (Fap(1 + 7)) — 20, (1 + Y)Or A, — DpAg)] £
b~ 0,

= 2p [6aAb6RT - 8GT8RA1,] g
(3.6.22)

5Los paréntesis de Poisson fundamentales iguales a cero son los siguientes:
{Az(2", &), Ao (2%, §)} = 0 = {lI=(=, &), 1o (%, )},
{Az (2, Z), 1o (20, %)} = 0, si los indices E # ©,
donde 2,0 =t, R,b, T, no olvidando también que b = 1, 2.
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se encuentra una restriccién secundaria,

Uy = 2p [0, AyOrY — 0, YOR A £ = 0. (3.6.23)
Para ¢g,

bn(e) = (on(a). 11} = [{0n(a).Ha0)}dy
= / (g — pFeaé, 2p0, AsOy ARE™ 4+ N1, — 2p\*0° AR} d3y
_ / 29 (00 Ay — Ao) 8 {T15, By AR} — 20080, Aq, 11,}] dy (3.6.24)

= / [—2,0 (Da Ay — Ng) EP0,0° (x — ) — 2p0 N6 q03 (2 — y)] d3y

=2p [0 (DAt — Na) %0 — DcNeE]
= 20 [0,00Ar — Opha + OpAa] £ =0,

no hay restricciones secundarias, pero tampoco se puede determinar algin multiplicador de La-
grange, de hecho, la condicion se cumple de manera directa.

Para ¢,

o) = {0cla), Hn) = [{u(o). Falw)}ay
- / {IL + 29 (1 + T)OrA? — 0 AR) Eca. pFab(1 + T)OrAE™ — 200, Ar(1 + )R A
+ ArllR — pARFuE™ + XIla + 2pA" (1 + T)OpAEa, + AxIlr} dy
= / [2p(1 4 T)OrAE“{Ile, DaAp} — 2004 Ar(1 + Y)E{ILe, OrAp} — 2pARE{ILe, 00 Ab}

+ 22 (14 1)éap{Tle, Or A"} — 2pArEca{0 AR, TR} + 2p(1 + T)A"Eca{Or A, T, }
+2p0r AU\ rEea{(1+ 1), TIx}] d*y

= / [—2p(1 + Y)OrAE6:0.0% (x — y) + 200, At (1 + Y)E6,0R6° (z — y)

+ 2p)\R§“b56b8a63(x —y) —2pA*(1+ T)éabéfjaR(S?’(x —y) — 2p8d)\355d53(x —y)
+2p(1 + 1) OrA*Ecadyd” (x — y) + 2p0p A'NrEcad® (x — y)] &Py
= 200" (14 )R A1) Eae — 200R (0°Ay(1 + 1)) Eae — 2p0* ApEae + 2001 (A*(1 + 1)) Zae
— 2p0NREca + 2p(1 + V)OI G q + 200R AN E g
= 2p[0% (1 + T)OrA;) — Or (0“Ay(1+ 1)) — 8“Ag + Or (A*(1+ 1)) + 0*Ag
—(1 4+ 1)ORA" — OpA Ay &ac
= 2p[0°YORA, — 0" A;0RY + AORY — OgAAy] Eqe ~ 0,
(3.6.25)

no hay restricciones secundarias y en principio, se pueden determinar algunos multiplicadores de
Lagrange.
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Para ¢,
(o) = {or(a), B} = [{ox @), Ha(w)}dy
= / (T, pFap(1 + Y)OpAE™ — 2p0, Ar(1 + L)OrAE™ + 2pA*(1 4+ Y)OpA E0p} dy
- / [PFap0r A {Tlx, T} — 290, Adr Apé™*{Ilx, T} + 2pA 0 A2 {IIy, T}] d*y

= / [—pFubOrAE S (x — y) + 2p0, A10R Apé™ 8 (z — y) — 2pA\* O A Eap6° (x — )] dPy

=2p [7aaAbaRAt + 0, At OrAy — Aaf)RAb] gab ~ 0,

(3.6.26)
no hay ninguna restriccién secundaria y en principio, se puede determinar un multiplicador de
Lagrange.

De los resultados anteriores, al haber encontrado una sola restricciéon secundaria, 7 va a
ser necesario definir la hamiltoniana secundaria,

Hy = Hy + /Ma dy, (3.6.27)

con )¢ un multiplicador de Lagrange; y verificar que esta nueva restriccion ; cumple con las
condiciones de consistencia. Entonces, para i,

u(o) = (o). Ha} = [ {unle), Ha(w)}e
= / {29 (04 ApORY — 0, YORAL) ) XTI, + Ayl } dy

= /2P [ORYAN{ 00 Ap, e} + 00 ApAr{Or Y, Iy } — OrApAr {0, Y, Iy}
(3.6.28)
—0, TA{OR Ay, T1.}] €7 d3y

_ / 9 [ORTON e (1 — y) + Oa AR A8 (& — 1) — DR ApdaArd®( — )

—0. YORN b6 (x — y)| £*° dPy
= 2p[0r T 0o Mo + Oq ApORAy — ORApOs Ay — O TORMN) £ 0,
no hay ninguna restricciéon secundaria y en principio, se puede determinar un multiplicador de
Lagrange.

Con el ultimo resultado, se concluye que no hay més restricciones secundarias, por lo tanto,
esta teoria presenta 6 restricciones, (¢t, g, da, O, V).

3.6.6. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez que se han encontrado todas las restricciones que presenta la teoria, , ,
(3.6.11)), (3.6.12) y (3.6.23); lo que sigue es separarlas en restricciones de primera y segunda clase,
para lo cual sera necesario calcular los paréntesis de Poisson de cada una de las restricciones con
todas las deméas. Haciendo uso nuevamente de los paréntesis de Poisson fundamentales, se obtiene
lo siguiente:

(D) {o¢, ¢} = {I1;,1I,} =0
(1) {¢t,¢r} = {IL;, 11 — pFr4®} =0
(IL) {¢¢, b} = {Ie, Te + 2p (1 + T)OrA? — 07 AR) Eca} = 0
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(V) {¢r, o} = {IL;, 11y} = 0
(V) {1, ¥} = {114, 2p (0. A4OrY — 0. YOpA4) £} = 0
(VI) {¢r,dr} = {llg — pFupe®, g — pFeac®} =0
{or, bc} = {Ig — pFaupé®® T, + 2p (1 + Y)OrA? — 0% AR) &ca}
= —208,q0%0% (& — y) — 208,08 (x —y) =0
(VI {¢r,dr} = {llg — pFapé®, Iy} =0
(IX) {or, ¥} = {lIg — pFapé™, 2p (0. AgOrY — 0. YORAy) £} =0
{ba b} = {Ta +2p (14 Y)0rA" — 0" AR) Eap, e + 2p (1 + 1) A — 0°AR) éca}
= —2pEaOrRY* (x — y)
(XI) {¢a,dr} = {1, +2p (1 + Y)OrA® — O°AR) Eap, L } = 2pE0pOR AP63 (z — y)
(XII) {¢r, ¢y} = {lly, Iy} =0
(XIIL) {r, i} = {20 (00 AbORY — 0aYORAL) €%, 2p (0. AaORY — 0. TORA4) €%} = 0

{0, v} = {20 (0, ApORY — 0, YORAy) E%° TIv}
= 2pE" [0, AyORd® (z — y) — OrAp0.6°(z — y)]

(VII)

(X)

(XIV)

{1, 6} = {20 (00 AR — 0, TORA) £ L + 20 (1 + T)ORA® — 0" AR) £ea)

XV
(XV) = 204 [GRTaa(S?’(x — ) — 0“YORd®(x — y)]

De los resultados anteriores, se concluye que 2 restricciones son de primera clase y 4 restricciones
son de segunda clase, de modo que uno las puede redefinir como,

Yt = (bt = Ht ~ 0, (3629)
VR = ¢r =g — pFap® = 0, (3.6.30)
y
Xa = ¢a = o +2p (1 + T)Ir A" — 9" AR) &u ~ 0, (3.6.31)
xr = ¢y =1y = 0, (3.6.32)
Xt =Vt = 2p (0, ApORT — 0, YORAy) £ ~ 0. (3.6.33)

Notese que, a pesar de que la teoria de Pontryagin en la frontera cuenta con restricciones de
primera clase y por ende, con transformaciones de norma, también presenta restricciones de segunda
clase, siendo esta una diferencia clara con la teoria de Pontryagin en el bulto, que inicamente cuenta
con restricciones de primera clase, esto es, es una teoria pura de norma.

3.6.7. Grados de libertad

Separadas las restricciones entre de primera y segunda clase, se procede a realizar el conteo de
grados de libertad, el cual se calcula como sigue:

GL = — . P . L
variables canénicas de primera clase segunda clase originales

1 [( Nudmero total de ) _ax ( Nudmero de restricciones ) _ < Nidmero de restricciones de >:|
2
(3.6.34)
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Asi, para la teoria de Pontryagin en la frontera, que tiene 2 restricciones de primera clase y 4
de segunda clase, se tiene que,

_!

GL2

[10 — 2(2) — 4] = 1. (3.6.35)

Finalmente, este resultado marca la diferencia principal entre la dinamica de Pontryagin en
la frontera y el interior. Puesto que, la primera presenta un grado de libertad, mientras que la
segunda no tiene grados de libertad, es decir, una teoria es dindmica y la otra es topologica. Cabe
recordar que algo similar sucedi6 con la teoria de Chern-Simons, teniendo asi dos teorias que son
topologicas en el interior, pero que en la frontera presentan un grado de libertad.

Ahora bien, partiendo de este resultado se tienen dos caminos a seguir. El primero es responder
a qué corresponde este grado de libertad y el segundo es verificar que Chern-Simons se encuentra
definida en la frontera de Pontryagin, lo cual en principio pareceria un resultado complicado de
obtener, ya que la primer teoria es topologica y esta tltima resulté ser dindmica. El analisis y
discusion de estos resultados se realizara en las secciones posteriores. Por el momento, se prosigue
con la obtencion de las ecuaciones de movimiento generales y las transformaciones de norma.

3.6.8. Accién y hamiltoniana extendidas

Se define la accion extendida como,

SE [AR7At7 Aba T7HR7Ht7Hba HT; Ut, VR, ua7uT; ut]

T / {HtAt + AR + A" + Iy T — He — vy — vRYR — Uu*Xa — UTXY — utXt:| dtdRd*x
M

= / {HtAt + HRAR + HbAb + HTT — pFab(l + T)@RAtéab
M

+ 200, As (1 + Y)OpAp — OyAR) E™ — vl — v (g — pFupé®™)
—u Iy +2p (14 1)OrA" — 8" AR) Eap) — urTly

—;2p (0a ApORY — 0, YORAp) £°°) dtdRd*x,
(3.6.36)
donde se puede identificar a la hamiltoniana extendida, dada por,

Hgp:= / [He + vy + vrYR + u®Xa + Ur X + U] &’y

= / [pFap(1+ Y)OrAE™ — 2p0, Ay (1 + YT)OpAp — OpAR) £ + veIly + vg (Il — pFopé™)

+u® (T +2p (14 1)ORA® — 9" AR) Eap) + urIly
+us2p (6aAb8RT — 8aT8RAb) gab] dgy,
(3.6.37)
siendo v, v, u*, uyr y u; multiplicadores de Lagrange.
Cabe notar que, tanto la accién extendida Sg como la hamiltoniana extendida Hg contienen
toda la informacién de esta teoria. Ahora bien, las ecuaciones de movimiento se pueden obtener

empleando ambas, pero en este caso se van a caclular a partir de la variaciéon de la accion Sg.
Siendo asi, el desarrollo estd dado como,

99



Pontryagin en la frontera
3.6 Analisis hamiltoniano

5Sp = / [Atmt +I,0A; + Ardllg + S AR + AYSTL, + I, 0 AY + Yoy + oY
M

—2p(1 + V)OrAE™D,0Ap — pFayOrAEP6Y — pFop(1 + Y)EORS A,

+ 20 ((1 4 T1)OrAy — Oy AR) ED 6 Ay + 2000 ArOR ARESYT + 20y Ay (1 + T)EPIRI A,
— 290, AEP 06 AR — 00, — v, 011, — (HR — pFabéab) Svp — vROI R + 2pvREWNLD,0 A,
— (e 4+ 2p ((1 4+ 1)IRA" — 0°AR) Eap) u® — u®S1l, — 2pudp A Ew6 Y

—2pu(1 + Y)EapOrd A + 2puEp0°6 Ag — My dur — uydlly

— 20 (8, ApORY — Du YORAL) E™0u; — 2pu R TEWPDL0 Ay — 201Dy ApELORIT
+20u;0r ApE™ 006 Y + 2pu0, Y ORGAy| dtdRd*x

= 0’
(3.6.38)

y al usar integracién por partes se llega a,

0=10Sg = / [At(snt —T1,6A4; + Apdllg — IR AR + AP, — I1,6 A° + YoIly — 167
M

+ 200, (14 T)OrA;) E6 Ay — pFaOrAEPSYT + pOr (Fap(1 + ) %S A,
—2p0, (14 1)0rA, — Oy AR) EPS A, + 200, A;OR AL ST

— 2p0R (0a At (14 T)) £ Ay + 2p0p 0, AEP6 A — 1,00, — 0,011,

- (HR — pFabé“b) dvg — VROl R — 2p0,vREHA,

— (M + 20 (1 4+ T)OR A" — " AR) Eap) 6u” — u®SIl, — 2pu’OR A a6 T

+200r (u(1 4+ 1)) Eapd A® — 2p0°uE 6 Ag — ySuy — uydlly

— 20 (0g AORY — 0, YORAY) Euy + 2p0, (w, g Y) S A,

+2p0r (4104 Ap) g5 — 2p0, (uOrAsp) g5 — 2p0R (10, ) éab(;Ab] dtdRd*x

+ / [0, (11,6 Ay) + 0, (LIRS AR) + 0p (II,6A®) + 0, (I 67)
M

— 200, (1 4+ T)0rA6Ay) E% — pdp (Fup(1 + Y)5A,) £

+ 2000 (14 1)OrAy — OpAR)OAL) ™ + 2p0R (8a Ar(1 + Y)5A,) £
— 200y (00 A0 AR) E™ + 2p0y (VRO AL) E°° — 2p0R (u(1 4+ Y)6A) Eqp
+ 200" (WS AR) Eap — 200 (usOR Y6 AL) EY° — 200R (10, ApdY) £

+2p0q (WO Ap6Y) E° + 2p0R (w0, Y5 Ay) €] dtdRd*x
(3.6.39)

por lo tanto, se tienen las ecuaciones de movimiento siguientes:
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§A; + —TL 4 2p[0r (aAp(1 4+ 1)) = 8a (1 + T)OrAp — BpAR)] ™ =0,

0AR :+ —IIg + 2p0) (9, A; — ug) E%° = 0,

SAY © —II, + 2p[0% (1 + Y)OrA; — v + wdrY) — Or (0% Ay — u) (1 + T) + 1 d*Y)] Eap = 0,
8Y + —TIy — 2p [0, AOrA: + (ta — 9aAr) OrAy — Or (1100 Ab) + Oa (DR Ap)| E°° = 0,
Sl : Ay — v, =0,

0llp : Ar —vgr =0,

o, - A —ub =0,

oMy : T —uy =0,

dvg ooy =11 =0,

Svg : yr =g — pFupe™ =0,

Su® : xa =TI +2p ((1+ T)IgA" — 0" AR) Eap = 0,

duy : xr =1y =0,

5ut Xt = 2,0 (8aAb8RT — 8aTaRAb) éab = O’
(3.6.40)

siempre y cuando el término se frontera,

0SE

Boundary = /M [0, (1,0 A; + TIRSAR + IT,0A® + TIx67)

term
— 20O (0a Ap(1 + T)0A; + ((ua — 0aAe) (1 + 1) — 19, Y) 6 Ay + 1Dy ApdY)
+ 209, (14 Y)Or Ay — O AR) Ay + (OpAy — up)S AR + u O ApdY

+(vg — (14 Y)0rAr — wOY)SA,)] dtdRdz,
(3.6.41)
se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas.

3.6.9. Transformaciones de norma

Encontradas las ecuaciones de movimiento, un siguiente paso es calcular las transformaciones
de norma que mantienen invariantes estas ecuaciones. Haciendo uso del formalismo de Castellan{?]
se puede definir el generador de estas transformaciones en términos de las restricciones de primera
clase, esto es,

Gi= [l + eaw)n)] & (36.42)
= / [eI1; + er (IIg — pFap €°)] d*y. (3.6.43)
De manera que, las transformaciones de norma son,

AE — AIE = AE + (SAE,
Iz — 'z = II= + 011%,

6Para mas informacion ver [30].
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donde ,
6A(z) = {Ai(2),G} = /et(y){At(ff),Ht(y)} Py =e(r)=¢ (3.6.44)
0AR(z) = {AR(z),G} = /eR(y){AR(x),HR(y)} d®y = ep(z) = eg (3.6.45)
6Aq(z) = {Aa(z),G} =0 (3.6.46)
§Y(z) = {Y(2),G} =0 (3.6.47)
y
STL, () = {IL,(z),G} = 0 (3.6.48)
Sllg(z) = {Ug(z),G} =0 (3.6.49)
STla(z) = {ILu(2). G} = [ enu)20"* (), 5 Acl0) %
= /eR(y)Qpébcaéy)daJ?’(x —y) d3y
= —2p0%crépq = 20 er (3.6.50)
(5HT(x) = {H'r(fv),G} =0. (3.6.51)

En vista de los resultados anteriores, se concluye que la teoria en la frontera no es invariante
por completo bajo el grupo U(1) ni bajo difeomorfismos, mientras que en el bulto si tenia estas
simetrias; esto se debe a que ahora los tnicos campos que tienen simetria de norma son A; y Ag,
es decir, solo es invariante bajo un subgrupo de U(1) y de los difeomorfismos

3.7. Dinamica de Pontryagin en la frontera

Llegado a este punto, seré necesario realizar las siguientes observaciones. Por una parte, uno de
los objetivos fue probar que Chern-Simons esta contenido en la teorfa en la frontera de Pontryagin,
lo cual se realiz6 anteriormente en el analisis lagrangiano. Este resultado indicaria que Pontryagin
en la frontera es una teoria topologica, ya que Chern-Simons se encuentra definida ahi y tal teoria
es topologica. No obstante, en el analisis hamiltoniano se prob6 que la teoria en la frontera es
diferente a la correspondiente teoria en el bulto, ya que la teoria en la frontera de Pontryagin
presenta 1 grado de libertad local, lo cual indica que esta teoria es dindmica.

Estos dos resultados resultan contradictorios, pero lo que en realidad esta sucediendo es que
la teoria en la frontera de Pontryagin tiene mas de un sector: uno topolégico y otro dindmico. El
sector que se obtenga dependera en parte de la solucién a las ecuaciones de movimiento, mas adn,
de la solucién a la condicién de restriccion a la frontera, es decir, de la forma en que se deben
comportar los campos para no propagarse de una hipersuperficie (frontera) a otro.

Esto se mostr6 de manera detallada en la descripciéon lagrangiana, con las soluciones
para la condicién de restriccion a la frontera . Donde las ecuaciones de movimiento restantes
se reducen a las de Chern-Simons, mostrando asi que bajo esta soluciéon Pontryagin en la frontera
es topologica y por tanto, uno esta en el sector topologico.

Por otra parte, bajo otra solucién a , la dinamica que se obtiene va a corresponder al
grado de libertad dindamico, estando ahora en el sector dinamico, lo cual se podra ver de manera
mas detallada en lo que sigue.

3.7.1. Sector quiral

Usando el algoritmo de Dirac-Bergmann se ha podido obtener el nimero de grados de libertad
locales que presenta la teoria de Pontryagin en la frontera, GL = 1, y con este resultado se pueden
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analizar nuevamente las ecuaciones de movimiento lagrangianas, para asi dar una descripcién de
la dindmica de esta teoria con base en el grado de libertad que se tiene, es decir, caracterizar al
grado de libertad. La razon de fijarse en la formulacion lagrangiana se debe a que las ecuaciones
de movimiento hamiltonianas resultan ser mas complicadas de manejar, ademas de que se tienen
mas variables dindmicas: los campos, momentos y multiplicadores de Lagrange, es por ello que se
opta trabajar en la descripcion lagrangiana.

Entonces, al saber que se tiene 1 grado de libertad local, se comienza por proponer una solucién
a la condicién de restricciéon a la frontera,

Fij0rALETR =0,
donde esta solucién es tal que los campos van a tener la formaﬂ

AR = 8R\I’ y Ak = ak\I/, (371)

con ¥ = ¥(x*) un campo escalar. Asi, la ecuacion (3.5.6) se va a satisfacer trivialmente, ya que
F;; = 0. Por otra parte, la ecuacion (3.5.5)) pasa a ser,

0= [0;((1 + T)0r0; )] &%

iy 3.7.2
= 0, YOR0;WE*, (8.72)
Con este resultado ahora se propone,
T =0, (3.7.3)
asi, la ecuacién anterior termina por ser,
0 = 9, WIR0,;WET*, (3.7.4)
la cual lleva a las 3 ecuaciones siguientes,
0o U b
k=0 :0= 81‘116R82\I/ — 82‘1181{81\11 = 0= 8R ﬁ = 62‘11 = f(t,$ )81\11,
1
O b
k=1:0= 52\:[/6380\:[/ — 80\:[/8382\1/ = 0= 83 87\11 = a()\I/ = g(t,x )82\11, (375)
2
o b
k=2 :0= (90\118}331\11 — 81\11636'0\11 = 0= 8R W = 60\11 = h(t,:l? )81\11,
0
que se reducen a un conjunto de 2 ecuaciones de onda quirales dependientes para W,
2V = h(t,z®)01v y 9V = g(t, 2"V, (3.7.6)
con f = % y cuya solucién general esta dada por,
U = C(R)W(z' + fz* + ht). (3.7.7)

Notese que entonces ¥ se identifica como el grado de libertad de la teoria en la frontera de
Pontryagin y su dindmica es similar a la de un bosén quiral tridimensional. Este comportamiento
resulta ser andlogo al que se obtiene en [2] con la teoria de Chern-Simons, donde se obtiene una
dindmica similar a la un bosén quiral bidimensional que se puede asociar al efecto Hall cuantico.

Ahora bien, conociendo la dindmica general de esta teoria uno puede preguntarse qué sistema
fisico podria modelar. En principio, y siguiendo la analogia con Chern-Simons, los sistemas fisicos

"Esta solucién esta motivada en la propuesta que se da en [2] para resolver la condicién de restriccion a la frontera
de la teoria de Chern-Simons en la frontera.
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cuyo comportamiento mas se asemeja a la dindmica de Pontryagin (en el interior y en la frontera)
son los aislantes topologicos, que corresponden a materiales, en esta situacion tridimensionales, los
cuales tienen la caracteristica de que en el volumen son aislantes (no hay grados de libertad en el
bulto), mientras que en la superficie son conductores (hay grados de libertad en la frontera).

3.7.2. Séctor topoldgico (Chern-Simons)

El sector topologico a nivel lagrangiano se puede consultar de manera detallada en la seccién
donde bajo ciertas condiciones para las variabes dinamicas, ([3.5.10]), se obtuvo que las ecua-
ciones de movimiento se reducen a las ecuaciones de Chern-Simons, (3.5.9)), siendo esta
dltima una teoria topologica. Mientras que la ecuaciéon se satisface de manera trivial bajo
la eleccion realizada para los campos. Entonces, con estas condiciones la teoria de Pontryagin en
la frontera es una teoria topologica.

Para observar este sector a nivel hamiltoniano, igual con la teoria de Chern-Simons, se tiene el
siguiente desarrollo.

Tomando en cuenta que ahora se esta en la formulacion hamiltoniana, lo que se hara a conti-
nuaciéon es comprobar que la teorfa de Chern-Simons esté contenida en la teoria de Pontryagin en
la frontera, como ya se hizo anteriormente en la formulacion lagrangiana, seccion [3.5.2] Para ello,
se van a proponer algunas condiciones particulares para las variables dindmicas y se va a comparar
la informacién que proporcionan las ecuaciones de movimiento de ambas teorias.

Para poder realizar lo anterior, primero serd necesario recordar que la acciéon extendida de
Chern-Simons abeliana esta dada como,

. . 1 1
SE(C—S) = /N' |:HUA0 + HbAb + §A08aAb5“” + §Aa(9bA0§ab — UOHO

(3.7.8)
_ a 1~ab _ a _ 1~ab 3
v | 0,11 +26 0, Ay ug | IT 26 Ay || dox,
siendo sus ecuaciones de movimiento,

70 1 ~ab
6Ay : —IT" + 55 Fu, =0,

. 1
5A, : —II° + 5 (ta + 0av) g% — 9,406 =0,
51_[0 : Aof’Uo:O,
O : Ay + Opv —up =0, (3.7.9)
dvg : I =0,

1
Sv 0,1 + ZgabFab =0,
1
6ua : Ha — §§abAb = 07

que se obtienen directamente de la variacion de la accion Sg(c—g), siendo v y v multiplicadores de
Lagrange que acompanan a las restricciones de primera clase, mientras que u, son multiplicadores
de Lagrange que acompanan a las restricciones de segunda clase.

Para las ecuaciones de movimiento de Chern-Simons, considere la elecciéon y redefiniciones

siguientes,

1 1
81)’0 = 0, AO = §A0 y Vg ‘= 5'1)07 (3710)

lo cual no modifica la informacién que proporcionan tales ecuaciones puesto que v y vg son funciones
arbitrarias. Ademaés, al realizar un poco de algebra y reorganizar, las ecuaciones (3.7.9) pasan a
ser,
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AO = %o,
n° =o,
. 1 1
0=1I1"==%F, = <=Ze%F,=0
9 b 9 b )
A =
b qf” (3.7.11)
I’ = 3 (g — DaAg) £,
1
D11 = —Zmeab =  9,I1* =0,
1
I = ~&% A,
2 b

Por otra parte, para las ecuaciones de movimiento de Pontryagin en la frontera, considere las
siguientes condiciones para las variables dinamicag®}

8RAt = O, 8RAb = O, 8Rut = 07 aRu“ = O,

s . . 1 (3.7.12)
OrY =1, A*=0°Agr, 0%pg =0 0grY ¥y P=7q

Ademés, al realizar un poco de algebra y reorganizar, parte de las ecuaciones de movimiento (3.6.40))
pasan a se

At = V¢,
Ht - O7
.1 1
0=1II, = -&"F, ~E"Fo, =0
t 45 b = 1 b )
Ab = b
) ’ (3.7.13)

I, = = (u® — 0% Ay) Eap,

2
a 1~ ab a
O, = [euF™ = 0T, =0,
1.
Ha:§ abAb.

De estos tltimos dos conjuntos de ecuaciones de movimiento se puede observar que hay un claro
parecido, de hecho, ambos conjuntos de ecuaciones contienen la misma informacion fisica, tal como
la evolucién temporal, las restricciones y los multiplicadores de Lagrange. Por lo cual, se puede

concluir que las ecuaciones de Chern-Simons (3.7.11)) estan contenidas, como caso particulaﬂ en
3.7.13)).

las ecuaciones de Pontryagin en la frontera (

Cabe destacar que, las ecuaciones de movimiento restantes son las siguienteq! ']

8Este tipo de condiciones estan inspiradas en las que se usaron en la descripcién lagrangiana.

9Las ecuaciones de movimiento empleadas son las que se obtienen de §A;, §AY, 6I1;, 611, dv y Su®

10S0n un caso particular en el sentido de que se obtienen al proponer condiciones particulares para las variables
dinadmicas de la teoria en la frontera de Pontryagin.

1 Las ecuaciones de movimiento restantes son las que se obtienen de §Ag, 0T, 61, 8Ilv, dvr, duy y dus
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0=1IIy = —%&,uaé“b = Qyuc?’ =0,
Iy = 0,
AR = VR,
T = ur, (3.7.14)

1
HR - Z abéab = 07
Iy =0,
1
§6aAbéab =0 = 9, 4"%=0,

las cuales contienen informacién redundante que ya se encuentra en e indican que algunos
campos son cero o funciones arbitrarias. Es decir, la teoria de Pontryagin en la frontera sujeta a
(3.7.12) resulta ser topologica y ademas, para este caso particular, tiene contenida a la teoria de
Chern-Simons.
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Capitulo 4

Electrodinamica-+Pontryagin en la
frontera

De la literatura, se sabe que la electrodinamica sin fuentes es una teoria dinamica y la teoria
de Pontryagin es una teoria topologica. Ahora bien, cuando se acoplan ambas teorias y se analiza
el sistema conjunto, lo que se obtiene es la dinamica de la electrodinémicaﬂ Es decir, cuando se
acopla la teoria de Pontryagin a la electrodinamica, la primera no modifica a la segunda en ningtin
aspecto, lo cual se debe a que Pontryagin es topoldgica. Cabe destacar que este resultado es en el
bulto.

Por otra parte, en los capitulos anteriores se ha mostrado que las teorias en la frontera de la
electrodinamica y de Pontryagin son completamente diferentes a sus correspondientes teorfas en el
interior. Debido a esto, uno puede esperar que la teoria acoplada tenga un comportamiento similar
en la frontera, lo cual se mostrara a lo largo de este captitulo, esto es, se va a construir y anali-
zar la correspondiente teoria en la frontera de Electrodindmica+Pontryagin, usando el algoritmo
propuesto en [2].

No obstante, surge una pregunta con respecto a lo que se ha comentado inicialemnte del acopla-
miento en el bulto. Es decir, quizas la teoria en la frontera de la electrodinamica mas Pontryagin
sea diferente a la teoria en la frontera de la electrodinamica mas Pontryagin en el bulto, pero
;puede ocurrir que la electrodinamica més Pontryagin en la frontera se reduzca a la electrodiné-
mica en la frontera? lo cual diria que el acoplamiento de Pontryagin a la electrodinamica no afecta
tampoco en la frontera, asi como sucede en el bulto; o serda que la dindmica de la electrodinamica
mas Pontryagin en la frontera sea diferente a la que se obtuvo en la electrodindmica en la frontera
y que la contribuciéon de Pontryagin a la electrodinamica sea relevante, ya sea en las ecuaciones de
movimiento, simetrias o grados de libertad en la frontera. Con esta motivacion, en este capitulo

Tomando en cuenta lo anterior, ademas de la construccién de la correspondiente teoria en la
frontera de la electrodindmica sin fuentes acoplada a Pontryagin, los objetivos de este capitulo son
determinar por completo la dindmica de la teoria en la frontera, es decir: obtener e interpretar
ecuaciones de movimiento, condiciones de frontera, restricciones, simetrias, nimero y caracteriza-
cion de grados de libertad; para después comparar estos resultados obtenidos en la frontera con los
que uno obtiene en el interior, destacando las principales diferencias y similitudes que hay entre
ambas. También se mostrara cual de los dos razonamiento comentados con anterioridad es cierto.
Cabe destacar que, los resultados que se presentan a continuacién son originales.

1En lo que sigue de la tesis ya solo se escribira “electrodinamica” para referirse a la electrodinamica sin fuentes,
esto es, se omitira el término “sin fuentes”’, a menos que se requiera para evitar ambiguedad.
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4.1. Eleccién del principio de accién

El principio de accion de la electrodindmica sin fuentes acoplada al invariante topolégico de
Pontryagin en un espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras esta definido como,

Sepip[A] = _g /M F,Frd's + % /M FopF,, %M dts, (4.1.1)

donde F),, = 0,A, — 0,A, es la curvatura de la conexion A, siendo estas las variables dina-
micaeﬂ con u,v = 0,1,2,3 indices espacio-temporales. M es una region del espacio-tiempo de
411?], Kk vy £ son constantes de acoplamiento. Ademaés, se tiene la densidad tensorial de Levi-Civita,
gobmv = (—1)%,/]gle*®, con *P1¥ el simbolo de Levi-Civita, completamente antisimétrico, g el
determinante de la métrica y § la signatura de la métrica.

Cabe recordar que, a este principio de accién se le va a pedir que sea diferenciable, es decir,
que se puedan recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange.

4.2. Eleccién del tipo de frontera

Como ya se comentdé en el capitulo[l] se va a elegir una frontera del tipo temporaloide, es decir,
la region M del espacio-tiempo se va a foliar mediante una familia de hipersuperficies temporaloides
(donde alguna de estas sera la frontera). El motivo de esta eleccion es que méas adelante, al tener
una direccién temporal en estas hipersuperficies, uno podré estudiar la dindmica de la teoria en la
frontera, aplicando un anéalisis Lagrangiano o Hamiltoniano.

4.3. Proyeccién del principio de accién

Una vez elegido el principio de accién y el tipo de frontera, lo que sigue es proyectar el prin-
cipio de accioén, , en una familia de hipersuperficies temporaloides que folien la regiéon del
espacio-tiempo M (donde una de ellas sera la frontera). Para esto, se van a emplear los resultados
obtenidos en los capitulos anteriores, como el principio de acciéon de la teoria acoplada es una
suma de los principios de accién de la electrodinamica y Pontryagin, entonces la proyecciéon del
principio de accién acoplado sera la suma de sus correspondientes principios de accién proyectados

separadamente, (2.3.5) mas (3.3.4)), esto es:

ad

4

JrE/ [F;wfRAﬁfFlwag (R*AL)] gMvB gty
M

SppiplA] = — / [FL FM + 20, (RPA,) 0% (RTA,) — 2(20% (RPA,) — £rA) £rA,] d*z
M

- /M [{FWFW - gaa (RPA,)0° (RTA,) — €F,,05 (R*Ay) 8P

+ g (20° (RPA,) — £RAY) L£RAq + gF,Wf:RAﬂgﬂVﬂ diz,

(4.3.1)
por lo tanto, el principio de acciéon de ED+P proyectado estara dado por,
K v K 1o} T 3 ~pra
SppiplA] = [—fFﬂ,,F“ — 20, (RPA,) 0% (RTA,) — £F,,00 (R° Ag) 8"
mlb 4 2 (4.3.2)

+ (kO (R2A,) = SERA® + €Fu@) LrAs] d'a.

2En esta teoria, las conexiones Ay corresponden al cuadripotencial, esto es, A, = (7<I>,Aﬁ)7 con P el potencial
escalar eléctrico y Ael potencial vectorial magnético.
3Region del espacio-tiempo de 4 dimensiones con fronteras donde es aplicable el método propuesto en [2].

68



Electrodinamica+Pontryagin en la frontera
4.4 Construccion del principio de accién en la frontera

Este sigue siendo un principio de accién en el bulto, pero que ya sabe sobre la foliacion de la region
del espacio-tiempo M mediante una familia de hipersuperficies temporaloides.

4.4. Construccion del principio de accién en la frontera

Ahora que se tiene el principio de acciéon de la ED+P proyectado, , noétese que el término
que tiene la derivada de Lie, (Ii@a (RPA,) — §£RAY + §FW§“”O‘) £RrA,, contiene la informacion
de como se propagan los grados de libertad a lo largo de R y como se comentd anteriormente,
para restringir que estos grados de libertad no se propaguen de una hipersuperficie temporaloide
a la siguiente, es necesario imponer ese término como una restriccién de la teoria e introducirlo al
principio de accién por medio del método de los multiplicadores de Lagrange. La razén de
este paso, como se discutio en el capitulo|l] se debe a que cuando se vaya a estudiar la dinamica de
la teorfa en la frontera (una hipersuperficie particular elegida de la foliacion), lo que se desea es que
esta dindmica permanezca en la frontera elegida, es decir, que las conexiones A, no se propaguen
de una frontera a otra de un momento a otro, por lo cual es necesario introducir una restriccion
que corresponda al término que contiene esta informacion.

De esta manera, se define el principio de accion de ED+P en la familia de fronteras (hipersu-
perficies) temporaloides como,

R

SepypislAu Y] = / [—ZFWF‘“’ - gaa (RPA,) 0% (RTA,) — £F,,00 (R%Ag)
M (4.4.1)

+(1+7) (Haa (RPA,) — g.fRAa + nggw) £RAQ} diz.

siendo T el multiplicador de Lagrange y una variable dinamica, que permite introducir la restric-
cion (naa (RPA,) — § LA +§FW§W°‘) £rA, = 0 a la accién, que debe cumplirse para cada
frontera (hipersuperficie) temporaloide. En este caso, esta restriccion corresponde a la condicion
de restriccion a la frontera:

(k0" (R 4,) - SERA + EF0E) £r Ay =0, (4.4.2)

El principio de accion sigue siendo uno en el interior, por ello se estd considerando a
M como regiéon de integracion. Pero, a diferencia de 7 este principio de accién, (4.4.1)), ya
contiene la informacion de la familia de hipersuperficie temporaloides, que folian M, y donde la
dindmica en cada una sera independiente de las demaés.

4.5. Anailisis lagrangiano

Teniendo el principio de acciéon en la frontera, el altimo paso es realizar el analisis de la dinamica
de esta teoria. Para ello, lo primero que se hara es usar coordenadas adaptadas a la foliaci()rEl,
de manera que, OrA; = £rA; y Ar = A,R", donde los indices latinos, i = 0,1,2, etiquetan
coordenadas espacio-temporales arbitrarias en cada una de las hipersuperficies temporaloides. De
esta manera, el principio de acciéon de ED+P en la frontera, (4.4.1]), pasa a ser:

Sep+p|BlAR, Ai, Y] = /

[—fFijFi-f - gaiARaiAR — €F;;00 Apé'i*
M

4

(4.5.1)
+(1+7) (n&'kAR - gaRA’“ + §Fijéijk) 8RA4 dRd3z.

y con esta accién se va a trabajar a continuacion.

4Usar coordenadas adaptadas a la foliacién quiere decir que, se esta eligiendo trabajar en un sistema de referencia,
con base coordenada (z°, 21, 22, R) donde ahora uno de los ejes espaciales tiene la misma direcciéon que la del vector
normal a las hipersuperficies temporaloies, R.
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4.5.1. Ecuaciones de movimiento

En principio, para calcular las ecuaciones de movimiento habria que realizar la variacion de la

accion e igualar a cero,

8SEDpspslAr, A Y] =0, (4.5.2)

no obstante, se van a emplear los resultados obtenidos anteriormente. Notese que el principio de
accion de ED+P en la frontera, (4.5.1), es la suma de los principios de accién de ED y P en la
frontera construidos separadamente, es decir ([2.5.1) mas (3.5.1). De esta manera, la variacion de
la accion 6SgpypB, , seré la suma de las variaciones de las acciones Sgpp vy dSpp que ya
se han calculado con anterioridad, y respectivamente, obteniendo asi:

0=0SEpypB = / [k (0:F™ = O (1 + ) (9" AR — OrAY))) 6 Ay,
M

+ k0O; (82AR — (1 + T)@RAl) 0AR + K (8’“AR — ;8314’“) OrALOT

+ k0; (~F98A; — K (0"Ar — (1 + T)9RA’) 6AR)

+kOR (14 7) (0" AR — 0rAY) 6 Ay) (4.5.3)
+&(20:((1+ 1)0rA; — 9;AR) — Or (Fiy(1+ 1)) E9%5 Ay

+ EOLFyjE9RS AR + EF;j0R ARETFST

+£0; (2((1 + Y)OrAg — Ok AR)0A; — Fj,0AR) ziik

+E0R (Fyj(1 4 Y)6A,) £9%] dRdx,

de donde se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento,
6AR : 0=r0; (0'Ar — (1 + Y)ORA") + L0 Fyje7",

6Ap + 0=rO;F" — kg (14 Y) (0¥ Ar — OrAF)) +20;((1 + Y)ORA; — 0;AR)E*
— &0 (Fi(14 7)) &9, (4.5.4)

1 iy
5T : 0=+ (akAR - 2aRAk) OrAy, + EF;;0r ARER,

que se pueden reescribir como,

§ARr 1 0=rk0; (0'"Ar — (14 Y)OrA"), (4.5.5)
§A, © 0=0; (KF™ +26(1+ 1)OrA;7") — O (L+ ) (k (0" A — 0rAF) + £Fy;E7%))

(4.5.6)

5 1 0= </.; (6kAR - ;aRA’“> + gFijéijk> OrAk, (4.5.7)

tales ecuaciones se obtienen siempre y cuando el término de frontera,

5SE'DB|b0undary term — / [n@l (7Fij5Aj — K (azAR i (1 + T)(?RAZ) 6AR)
M
+50r (1+7) (08 AR — OpAF) 0 Ay) (45.8)
+E0R (Fij(1+ T)8Ay) £9%] dRd%x,
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se haga cero bajo condiciones de frontera apropiadas. Cabe mencionar que, las condiciones asinté-

ticamente planas propuestas en el capl’tulopara la ED en la frontera, (2.5.21)), (2.5.27) y (2.5.30)),
también hacen bien definido el principio de accién de ED+P en la frontera, (4.5.1), siendo la

frontera la regiéon asintotica, lim,_, o, que también se conoce como el infinito espacial.

Ahora que se tienen las ecuaciones de movimiento, se procede a reescribirlas en términos de los
campos eléctrico y magnético, para lo cual, serd necesario recordar lo siguiente,

Ei=F%  Fi=dikp.  y A" =0, (4.5.9)

donde los indices latinos con una barra encima se usan para etiquetar coordenadas espaciales en 3
dimensiones, esto es, ¢t = R, 1, 2.

Entonces, de la ecuacion (4.5.5)),

0=k0; (0'Ar — (14 Y)9rA")

=00 (0°Agr — (1 + 1)OrA°) + 0, (0" AR — (1 + T)0rA")

=0y (F*" — YOR®) + 0y (F*F — TORA")

= 60 (ER YOr®) + 0 ("B, — YORA®) (4.5.10)
= B® — 9y (YOr®) — ™9, B, — 0y (YORA®)

=E" — 9y (YOr®) — (V x B) — 9, (YOrA)

= = (V x B) + 0y (YOr®) + 9 (YOrA)

se tiene una ecuacion de movimiento para la componente E® del campo eléctrico, que es similar a
la ley de Ampere-Maxwell mas términos extra.

De la ecuacion (4.5.6), para k = 0,

0=0; (kF™ +26(1+ T)9rA;E7°) — 0r (1 +T) (k (0° AR — OrA°) + €F;;60))
=0y (KF" +26(1 + T)0rAE™) — Op (1 + 1) (kFF + EF ™))
= —k0u B® + 260,0p Ape ™" + 260, (YORAV"™) — kOR ((1+ T)ER)
— 2£0R0, Ape™ — €0 (Tear BR®H)
= —k0, B — kORE"™ — kOp (YE®) — 2605 (Y BT) + 262079, (YOR As)
=—kV-E —0g (Y (kE" 4+ 26BR)) + 2¢e""70, (YOr As)

= V-E=-9g (T (ER + ZiBR>) + z%amaa (YORrA),

(4.5.11)
se tiene una ecuacion de movimiento para el campo eléctrico, que es similar a la ley de Gauss maés
términos extra.
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De la ecuacién , para k =0,
0=0; (kF™ +2£(1+ T)0rA;67") — 0p (L+ ) (k (0" AR — OgA®) + £Fy;E77))

= KO0 F? + K0u F™ + 2800 ((1+ 1)OrALE™™) + 280, ((1+ T)OrAee™)
— k0 ((1+0)F*R) — 2605 (1 4 1) Foat®®)

= KOO E" + K0, (""" BR) + 2£000rAac™™ + 2600 (YORA™™) + 260,05 Ao
+ 260, (YOR A0 ™) — kOp (14 1) B,) + 260r (1 + T)E,ef?)

= kE" — k"0, Br — ke OpBy + 260R E,e™™ + 2¢0p Foae™™ + 2600 (TORAe™™)
— 260, (YOr®e™) — kOR (YR B,) + 260R (T E.e™)

= KE® — ke 9;B; + eROR (T (26E, — kB,)) + 2629 (9y (YOrAL) + 8o (TIR®))

= kE® — k(V x B)? + £f1995 (Y (26 E, — kBy,)) + 267 (g (YOrAs) + 94 (YORD))

= E’=(V xB)’—cfabgy (T (2iEa - Ba>> — 2%3‘“) (9o (TORAL) + 0a (YOR®D)),
(4.5.12)

se tienen dos ecuaciones de movimiento para las componentes E? del campo eléctrico, que son
similares a la ley de Ampere-Maxwell mas términos extra.

Cabe notar que, las ecuaciones de movimiento para el campo magnético se pueden obtener
directamente de las identidades de Bianchi,

"By, Fop =0, (4.5.13)

llegando a ser iguales a la ley de Gauss magnética,

V-B=0, para pu=0;
y a la ley de Faraday-Lenz,

V x E = —B, para pu=1i=R,1,2;

como sucede con la electrodindmica en el interior.
Finalmente, la ecuacion (4.5.7)), que corresponde a la condicién de restriccion a la frontera, se
vera como,

1 .
2aRAk) + §Fij§”k> OrAy
1 y 1 -
5 <30AR - 28RA°> + gFl-jgwo) OrAo + (k <8bAR - 28RAb) - gFijgwb> OrAp

K (80AR — OrA° + 6RA°) + §Fabéab0> Ar Ao

K (FOR + aRAO) + EeaprBle abR) OrAo + ( (FbR + ;aRAb) — ngagRab) OrAs

K (ER + ;6R<I>> + 2§BR> Op(—®) + <h; <sbR“Ba + ;aRAb> - zggRabEa> OrAy

(
(
“
- (K <6bAR — OrA® + aRAb> + 26 Fpoé ~0ab) OrAy
“
(
(

(4.5.14)
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Por tanto, el conjunto de ecuaciones de movimiento reescrito en términos de E y B es el siguiente:

(V x B)f = B — 9y (YOr®) — 9, (YORAY),
(V x B) = Eb 4+ eFabgp (T <2§Ea — Ba>> 422 gRab (00 (YORAL) + 0u (TORP)),
K
3

V-E=-0g (T (ER + 2iBR>> + 2H€ab (T@RAb)

0= <,.; (ER + ;a}-@) + 2§BR> Op® — (m <5R“bBa + ;aRAb> - 2§5R“bEa> ORAy.

(4.5.15)
Notese que si uno define las siguientes cantidades,
JR = —0 (YOR®) — 0y (YORA"),
b ._ _Rab é o S _Rab
J’i=¢ 63 (T (2/{Ea Ba>) + 2[{6 (80 (T@RAG) + 8(1 (TaR(I))) s (4516)

pi= —8R <T (ER -+ 2§BR>) + 2£€abRaa (TaRAb) )

donde las J® y J® se podrian interpretar como las componentes de una densidad de corriente
J, mientras que p se podria interpretar como una densidad de carga; entonces las ecuaciones de
movimiento anteriores pasan a ser,

(V x B)F — &% 4 J%,
(V x B)! = B + J,

V-E= Ps
1 1
0= (/@ (ER + 28@) + 2£BR> Or® — (m <5R“”Ba + 28RA”> — 2§5R“bEa> OrAyp,
(4.5.17)
que junto con,
V x E = —B,
* (4.5.18)
V-B=0,

se llega a que el conjunto de ecuaciones de movimiento (4.5.17) y (4.5.18) es similar al conjun-
to de ecuaciones de Maxwell con fuentes, pero acompanadas de la condiciéon de restricciéon a la
frontera. Cabe mencionar que, la dinamica del acoplamiento de la electrodinamica sin fuentes mas
Pontryagin, en el interior, es simplemente la dinamica de la electrodinamica sin fuentes, y lo que
se estd obteniendo en la frontera para la misma teporia acoplada, ED+P, es la dinamica de la
electrodinamica con fuentes mas la condiciéon de restriccion a la frontera.

Ahora bien, los términos que corresponderian a las fuentes, J%, J® y p, no son cualesquiera, sino
que dependen funcionalmente de los campos E y B, de forma directa e indirecta (por medio de los
potenciales ® y A), pero también tienen dependencia de T, siendo esta una variable auxiliar que
se empleo para introducir la condiciéon de restricciéon a la frontera. Entonces, de lo ya comentado
se puede inferir que los términos de fuente son inducidos por los campos eléctrico y magnético que
estan siendo restringidos a la frontera.

Notese que entonces se tiene una dindmica similar a la que se obtuvo en la electrodinamica sin
fuentes en la frontera, no obstante, esta dindmica no es la misma. Los términos de fuente se han
modificado, excepto J%, por lo cual la teoria de ED en la frontera y ED+P en la frontera no son
las mismas, es decir, en la frontera la teoria de Pontryagin si modifica a la electrodinamica sin
fuentes, algo que no sucede en el bulto.
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De lo anterior, se tiene el siguiente razonamiento: a pesar de que se partié de la electrodinamica
sin fuentes mas Pontryagin (en el interior), lo cual al final se reduce solo a la electrodinamica
sin fuentes, al introducir la condicién de restriccion a la frontera para construir la teoria en la
frontera, esta condicién lo que hizo fue restringir la dinamica de los campos eléctrico y magnético
a la frontera, lo cual modific6 el comportamiento de los campos de tal modo que estos indujeron
una densidad de corriente J y una densidad de carga p, como si los propios E y B actuaran
como fuentes. Por otra parte, esta condicién también modificé al término de Pontryagin de manera
que ahora contribuye a la dindmica, en los términos de fuente, por ende se deja de tratar como un
término topologico en la frontera. Es por ello que los términos de fuente, , son dependientes
de E, B e T, y diferentes a los obtenidos en el capitulo . Es decir, son consecuencia de
haber restringido a los campos a moverse en la frontera y al término de Pontryagin a la frontera,
de hecho, si tal restriccion no existiera, teniendo que ser T = 0, uno recupera de y (4.5.18)
nuevamente 4 ecuaciones, que serian las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, que son las mismas que
uno obtiene del acomplamiento ED+P en el bulto.

4.6. Analisis hamiltoniano

En esta secciéon se va a realizar un analisis hamiltoniano del principio de acciéon , esto es,
se aplicara el algoritmo de Dirac-Bergmann al principio de accién acoplado de la electrodinamica
més Pontryagin en la frontera. Pero para esto, serd necesario proyectar nuevamente el principio
de accidn, , solo que ahora sera en una familia de superficies espacialoides, siendo el vector
normal a estas temporaloide. Pero, el cdlculo no se hara de manera directa, sino que se van a emplear
los resultados obtenidos en los capitulos anteriores. Como el principio de accién en la frontera
acoplado es la suma de los principios de la electrodinamica y Pontryagin en la frontera, entonces
la proyeccién del principio de accién en la frontera acoplado sera la suma de sus correspondientes
principios de accion en la frontera proyectados separadamente, (2.6.6) mas (3.6.5), esto es:

SepspimalAe An An X = [ [=3EAFD 45 0041 - 040 (0" A - 1A°)

M

— gaaARaaAR + gatARatAR
n 5(1 + ) (20"Ag — 0rA") Or A, (4.6.1)

KR

5 (1+7) (20 AR — OrAr) O A
— 26 (04 Aq — 0 Ay) (1 4+ Y)ORAy — Dy AR) &
—&Fo (14 Y)OrA: — 0;AR) €] dtdRd’x,

donde ya se estan usando coordenadas adaptadas a la foliacion y los indices latinos, a = 1,2, van
a etiquetar coordenadas espaciales arbitrarias en cada una de las superficies espacialoides.

Asi, se identifica la densidad lagrangiana de la teoria,
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K K
Lep+ris = —7 W F + 5

(0uAs — D, Ag) (9°Ay — DAY — gaaARaaAR + gatARatAR

+ Ii(l + T) <8aAR — ;8RA“> OrA, — Ii(l + T) <8tAR — ;aRAt) OrA;

— 26 (04 Aq — 9 Ay) (1 4+ 1)ORA, — OpAR) EW — € (1 + Y)OrA; — O, AR) Fapé®

K
__ aFab
1+ ab +

= (0at = Au) (0740 = A) = L0, 480" Ar + 5 Andn

+x(14+7) <8“AR - ;aRAa) OrAa — k(1 + ) <AR - ;aRAt) OrA;

Y (Aa - aaAt) (14 T)9rAy — OpAR) 2% — ¢ ((1 FY)ORA — AR) Fop8,

4.6.1. Matriz Hessiana

(4.6.2)

Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana Lrpyp|p, se procede a revisar si la teoria
es singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

2
9°LppyipB

2
9°Lppyip|B

2
9°LppipP|B

2
9°LppipP|B

0AL0A,

0A,0AR

HA,HAY

0A0Y

12} E'ED+?3\B 82£.ED+.P\B 1%} EED+{T’|B 1%} L"ED+%3|B
_ 0ARoA, 0AROA 0ARDAD 9AROYT
H= | oiipnirs 0 ovios O Lovirs Lopers | (4.6.3)
JAL)A, dAdAR dAadAb dAadT
0’Lppipis  0°Lppips 0’ Lpgpipis 0 Lppips
ATOA, OTHAR ATYAb aToY
cuyas componentes estan dadas porﬂ
oL oL
TREDLPIB _ o ,  UZEDAPIB 0,
0A; 0A=0A;
ILgpip|B - N ILEpyP|B
=T kA — k(14 )ORAs + EF,EY = 2 — khep,
DAn r =1+ 1)0rA: + EFuy 9A=0Ap f
8£ED+P|B ( . a‘CED-‘,-P\B
EEDAPIE (9,4 —Aa>—2 1+ T)0RAY — P AR) Euy = ——ZPHPIB s,
DA ' ¢ (14T ) Ean 0AZ0Aa
oL oL
Ofeviris g o Lepinin
oT 0A=07T
de manera que, la matriz hessiana H es,
0 0 0 0 O
0k 0 0 O
H=]0 0 « 0 0 = detH =0, (4.6.4)
0 0 0 v O
0 0 0 0 O

por lo cual, se concluye que la teoria es singular, asi que se procede a emplear el algoritmo de
Dirac-Bergmann para estudiar esta teoria en la formulacién hamiltoniana.

5Por simplicidad, se van a denotar al conjunto de campos y de momentos como: Az = (A, Ag, Ap, Y) y Iz =

(14, g, Iy, Iy ) respectivamente.
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4.6.2. Momentos candnicos y restricciones primarias

Dada la forma de la matriz hessiana, (4.6.4)), se tiene que el Rango(H) = 3 y la Nulidad(H) = 2,
lo cual nos garantiza que se van a poder despejar 3 A= y que ademas se esperan 2 restricciones
primarias.

Calculando los momentos canoénicos,

oL .
Mg = —ZPFPB _ pdp — k(1 + T)OrAs + EFE™ (4.6.5)
0AR
: II
= AR = ?R + (]. -+ T)@RAt — % abéaba
oL .
o= %P'B = = (0adi = Au) = 26 (1 + )0 A" = 6" AR) up (4.6.6)
LTI, N
= A, = — Oa Ay + 2% ((1+Y)0rA" — 0" AR) Ea,
8»CED+P|B
M= —="2 =0 = =11, ~ 0, 4.6.7
¢ 94, ol ¢ (4.6.7)
oL
My = EB%HB =0 = ¢y =1y ~0, (4.6.8)

se comprueban entonces los resultados comentados anteriormente, ya que se pudieron despejar 3
Az y se obtuvieron 2 restricciones primarias, ¢; y ¢v.

4.6.3. Condiciones de regularidad

Ahora que se cuenta con las restricciones primarias, que presenta esta teoria, ¢; y ¢, se requiere
que cumplan con las condiciones de regularidad. Fijandose en la matriz jacobiana,

(¢t ) /00 00010000 (4.6.9)
d(Ay, Ap, AY Y 101, 1, M, IIy) ) \0 0 0 0 0 0 0 0 0 1)’ o

se puede ver que esta tiene rango constante e igual a 2, la misma cantidad de restricciones primarias
independientes encontradas. Asi, se concluye que ¢; y ¢y, dadas por (4.6.7)) y (4.6.8)) respectiva-
mente, van a definir una subvariedad de dimension 8 en el espacio fase (Az, Iz).

4.6.4. Hamiltonianas canénica y primaria

Se procede a definir la hamiltoniana canoénica, H¢, la cual solo esta bien definida en la superficie
de restricciones primarias. Cabe notar que, para calcular esta hamiltoniana se van a emplear
los resultados obtenidos en la definicion de los momentos canonicos y a la densidad lagrangiana
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Lrp+p| B, de esta manera, se tiene lo siguiente:

He : = /Hc dsy
= / [HtAt +TgAR + T, A* + Ty T — LED+P|B] d’y
. . .a . H (lb H . a .a
- / [HtAt Y HpAp + L A® + Ty T + B pet — & (é)aAt - Aa) (a A — A )
4 2
+ gaaARaaAR - gARAR —k(1+7) (8"AR - %8RA“> OrAa
. 1 . a
+R(1+T) (AR - §8RAt) OpAq + 26 (Aa - aaAt) (14 T)0pAy — Sy AR) &%

+¢ ((1L+ T)0r A — Ar) Fus®] d*y

_ / {HR (% 4 (14 T)0rA, —% abé“")

+10, (H? +9%As + 2% ((1+ Y)9rAr — OpAR) 5‘“’) + gFabF“b

_K (& pLy ((1 £ 1)IRA" — 8bAR) gab> (E +25 (1 + 1)0rAd — DaAr) 5‘”)
2 K K K K
+ gaaARa“AR —Kk(147T) (6”AR - %8RA“) OrAa

_k (& 4 (14 )0RA; — §Fabé“’) (@ (14 T)opA, - & cdé“)
2 K K K K

Ir . av 1
+ l{(l + T) 7 =+ (1 + T)aRAt — E ab€ — iaRAt aRAt

Y (% +2¢ (4 1)orA" — 0 Ar) 20 aaAt) (14 T)0rAd — D4Ar) £

K

H ~C ~a
+¢& (— LIS §ch5 d) Foyé b} d*y

K K

(4.6.10)
de donde uno finalmente obtiene que,
He = / L MRTTr + S TLT1% + (1 4+ T)TRdRAs + a0 A + = Fap F
2K 2K 4
+ gaaARG“AR + gT(l + 1)0rAORA — k(1 +T) (6“AR - %8314“) OrAa
(4.6.11)

2
- %HRFabé“ + 2%5‘1171'[,1 (1+ T)9rAs — B Ar) + %FabF“b

2
+z% (14 1)0rA% — 0% A) (1 + T)9rAa — 8aAR)] &y,

Ahora bien, una vez que se ha calculado H¢, se define la hamiltoniana primaria,
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H,:=Hc+ / A\eor + Aroy] dPy

1 1
= / —Ipllg + —II,11% + (1 + T)HRORAt + II,0%A + EF’abFab
2K 2K 4
1
+ gaaARaaAR + gru + 1)0rAOrA; — K(1+T) (8“AR - 2(‘3RA“> OrA,

§

2
— %HRFabéab + QEéabHa (1 +T)0rAy — Oy AR) + %FabF“b

2
#25 ((1+ T)0RA® = 9% A) (14 )00 Au = Do) + ML + el |

(4.6.12)
con (A, Ay) los multiplicadores de Lagrange y (¢, ¢v) las restricciones primarias.

4.6.5. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las restric-
ciones primarias, (4.6.7) y (4.6.8), cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no
cambien con el tiempo,

d={® H}~O0. (4.6.13)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones de consistencia es que se pueden identificar
explicitamente las restricciones secundarias, en caso de que las haya.

Por simplicidad, en los calculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamen-
tales, siendo los tinicos distintos de cero ﬂ

{A:(2%,2), T, (2%, §) } = 6%(z — ), (4.6.14)
{AR(2°,2), (2%, %)} = 63 (z — y), (4.6.15)
{A,(2°,2),T1°(2°, 9)} = 6263 (x — v), (4.6.16)
{Y (2, %), Ty (2°, )} = 6*(x — y) (4.6.17)

Entonces, las condiciones de consistencia para cada restriccion estan dadas como sigue.
Para la restricciéon primaria ¢y,

o) = {¢o(x), Hy} = / (61(2). Ha (9)} &Py
= /{Ht, (14+T)[IrORA; +I1,0%A; + gT(l + Y)0rA:OrAL} d3y
_ / [(1 4+ TR, Op A} + T (T, 0" AL} + KT(1 + V)R AL, O A} Py

__ / [(1+ V)HRORE (x — ) + W00 (x — ) + KT(1 + T)IpAdrd*(x — )] d°y

= 83((1 + T)HR) + 0%I1, + K@R(T(l + T)aRAt) ~ 0,
(4.6.18)

6Los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales son iguales a cero:
{A=(2,7), Ao (2°, )} = 0 = {ll=(z", &), e (z°, )},
{Ag(zo, Z), e (xo,ﬂ)} =0, si los indices Z # O,
donde 2,0 =t, R,b, T, no olvidando también que b = 1, 2.
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se encuentra una restriccién secundaria,

Py = Op((1+ T)IR) + 0", + KOR(Y (1 + Y)OrA) ~ 0. (4.6.19)

Para la restriccion primaria ¢,

dr(x) = {r(a), By} = / (61 (). Ha(y)} &y
- / {ITy, (1 + T)rOrA, + gra +Y)ORAORA,
¢

—k(1+ ) (8“AR - ;aRAa> OnrAa + 22, (14 1)Op A,

2
+ 2% ((1 + T)@RA“ — 8“AR) ((1 + T)@RAa — ('“)GAR)} d3y

- / [HRﬁRAt{HT, 14+7T)+ gTaRAtﬁRAt{HT, 1471} + 2(1 Y)OrADRAIIr, T}
&

1
— K <8°‘AR - 28RA“> OrA{Tlr 1+ 0} + 2> ,0p Ay {1 + T, TIx}

2
+4% ((1 + T)(?RA“ - B“AR) 83Aa{1 + 7, HT}:| dsy
- / RORAD (2 = y) + S TORADRAD (& = y) + 5 (1 + T)ORADRAS (@~ y)

ggabnaaRAb(s?’(x —y)

_ (8“AR - ;GRA“> OrAL0%(x — y) +2
2
+4’% (14 T)IRA® — 0°AR) IgAad®(x — y)} a3y

= —IIgrORA; — gTaRAtaRAt — g(l + T)E)RAtE)RAt + K <3GAR — ;0314“) OrA,

2
- zgéabnaaRAb - 4% (14 T)0RrA® — 0" Ar) O As

= —IIRrORA; + K (aaAR — ;GRA“> OrAq, — H(% + T)@RAtﬁRAt

2
- QgéabnaaRAb 45 (14 1) A" — 0" Ap) DA,

(4.6.20)
se encuentra otra restriccién secundaria,
a 1 a 1
Yy = —IlIgrOrA: + K (6 Ar — —0rA ) - li(* + T)&)RAtaRAt
2 2
) (4.6.21)
— 2§§“bHaaRAb - 4Q8RAG ((1 + T)@RAa — 8aAR) =~ 0.
K K

Dados los resultados anteriores, como se encontraron dos restricciones secundarias, (4.6.19) y
(4.6.21)), va a ser necesario definir la hamiltoniana secundaria,

Hy := Hy + / [Mt + MT} a3y, (4.6.22)

y verificar que estas restriciones (4, ¢y) cumplan con las condiciones de consistencia,

U= {0 Hy} ~0, (4.6.23)
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donde (S\t, S\T) son multiplicadores de Lagrange.
Entonces, para la restriccion )y,

i) = {go(x), Ha} = / (60(x), Haly)} Py

= [0+ T + 9P+ ROR(T(L 4 )0, Ha ) o2

= f (Ata AR7 Aba T? HR7 Hb7 )\ta AT? S\T)
~ 0,

se obtiene una funcién de algunas variables dindmicas y multiplicadores de Lagrange, pudiendo asi
considerar una ecuacién a partir de la cual se podra determinar algtin multiplicador de Lagrange,
de manera que ya no habra restricciones secundarias.

Para la restriccion i,

Je(e) = {Yr(x), Ho} = / (e (@), Hal)}dy

_ / (—TTRORA; + 5 (6“AR - ;BRAG> - ﬁ(% ) ORADRA;

€ 2 5 (4.6.25)
22" a0p Ay — 42-0R A* (1 + T)0rAa — DaAr) , Ha(y)}d’y

= f (Ata AR7 Aba T7 HR7 Hba )‘t7 )\Ta 5‘1‘.7 XT)

~ Yy
se obtiene una funcién de algunas variables dindmicas y multiplicadores de Lagrange, pudiendo asi
considerar una ecuacion a partir de la cual se podra determinar algin multiplicador de Lagrange,
de manera que ya no habra restricciones secundarias.
Finalmente, de los dos resultados anteriores se concluye que ya no hay mas restricciones secun-
darias, por lo tanto, esta teoria presenta 4 restricciones, (¢¢, v, ¥t, y).

4.6.6. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez que se han encontrado todas las restricciones que presenta la teoria, , ,
(4.6.19) y (4.6.21)); el siguiente paso es separarlas en restricciones de primera y segunda clase, para
lo cual sera necesario calcular los paréntesis de Poisson de cada una de las restricciones con todas
las deméas. Haciendo uso nuevamente de los paréntesis de Poisson fundamentales, uno obtiene lo
siguiente:

(@D {¢e,d¢} = {Il, I} =05 {7, or} = {ly, Iy} =0
(D) {¢t,¢r} = {IL;,lIx} =0
(II1) {th, ¢} = KOR [T (1 + T)ORd*(x — y)]
(IV) {1, v} = Or [(Ig + £(1 + 27)0rAs) 6 (z — y)]
(V) {¢pr,d¢} = — (g + £(1 + 27)rA,) Ord> (z — y)

(VD) {¢r,or} =k (83AtaRAt + (%)2 aRAaaRAa> 8z —y)

(VID) {¢s,¢e} =05 {dr,dx} =0

80



Electrodinamica+Pontryagin en la frontera
4.6 Anélisis hamiltoniano

26

2
{l/}t,l/}y‘} =K (1 + <I€) ) 8RAaaaTaR53(x — y) — 2f ~abHaabaR§3(x o y)

—&
K

(1 + (i>2> AR + (T — (Q,f)Q 1+ T)) OpA®

Por lo tanto, de los resultados anteriores se concluye que todas las restricciones, (4.6.7)), (4.6.8),
(4.6.19) y (4.6.21)), son de segunda clase, de modo que uno las puede redefinir como,

(VIII)

+ K OyORd* (x — y)

Xt = ¢y =1 = 0, (4.6.26)
XY = ¢T = H'r ~ 0, (4.6.27)
Xt =t = Or((1+ T)Ig) + 0°Il, + kOR(T(1 + T)OrA:) = 0, (4.6.28)
1 1
)Z'r = ’(l)fr = _HRaRAt + K (8“AR — 28RAa) — :‘i(i + T)aRAtaRAt (4629)
2
- 2%5“”1‘[“83,4;, —42-0R A" (14 T)0pAa — JaAr) ~ 0.

Notese que, la teoria en la frontera de la electrodinamica sin fuentes més Pontryagin no presenta
simetria de norma, algo que si ocurre en el bulto para el mismo acomplamiento, ya que presenta 2
restricciones de primera clase y ninguna de segunda clase.

4.6.7. Grados de libertad

Separadas las restricciones entre de primera y segunda clase, se procede a realizar el conteo de
grados de libertad, el cual se calcula como sigue:

1 [( Nidmero total de ) _ax ( Nudmero de restricciones ) _ < Nudmero de restricciones de )}
5 .

GL = — . P . P
variables canénicas de primera clase segunda clase originales
(4.6.30)

Asi, para la teoria en la frontera de la electrodinamica sin fuentes mas Pontryagin, que tiene 4
restricciones de segunda clase, se tiene que:

GL = = [10 — 2(0) — 4] = 3. (4.6.31)

1
2

Este resultado hace evidente la diferencia entre la dindmica del acompplamiento de ED-+P en
la frontera y el interior. Puesto que, la primera presenta un grado de libertad extra comparada con
la segunda, que solo tiene dos grados de libertad. Més adelante se abordara el anélisis sobre a qué
corresponden estos tres grados de libertad.

4.6.8. Accion y hamiltoniana extendidas

Se define la accion extendida como,

SE [AR7 At7 Abu T7 HR7 Ht7 Hbu HT7 Ut, U, ﬁfta ﬁ‘r]

D= / |:HtAt + T gAR + I A® + Iy Y — He — wixe — urXr — Gt — Gryr | dtdRd>z,
M

(4.6.32)
donde se puede identificar a la hamiltoniana extendida, dada por,

Hg : = / [Ho + uexe + uyxr + @eXe + @rXr) d3y. (4.6.33)
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siendo u;, uv, 4; y uy multiplicadores de Lagrange.

Cabe notar que, tanto la accién extendida Sk como la hamiltoniana extendida Hp contienen
toda la informacion de esta teoria. Entonces, las ecuaciones de movimiento generales se pueden
obtener empleando tanto la accion extendida, mediante la variacion de la accion §Sg = 0, como la
hamiltoniana extendida, por medio de las ecuaciones de Hamilton.

4.6.9. Accién reducida

Al igual que se hizo en el capitulo 2] en vez de analizar directamente las ecuaciones de movi-
miento que resultan de la accién extendida Sg, , en esta seccion lo que se haré es construir
la accién reducida para determinar cuéles son los 3 grados de libertad de esta teoria, su evolucién
temporal y caracterizarlos. Es decir, lo que se haré es resolver las cuatro restricciones de segunda
clastﬂ (que pueden tratarse como simples relaciones entre campos y momentos, pudiendo cambiar
~ por =), para asi encontrar aquellas variables del espacio fase que son dependientes y después usar
esta informacion en la accién extendida Sg, de manera que se simplifique y que ya solo dependa
de variables del espacio fase independientes. Cabe mencionar que, para resolver tales restricciones
se haran algunas suposiciones para los campos o momentos, de manera que estas se simplifiquen.
Esto implica que no se va a determinar la dinamica de la teoria de manera general, sino un caso
particular que permita ver los 3 grados de libertad de forma simple.

Ahora bien, las restricciones de segunda clase y: y xr, (4.6.26)) y (4.6.27)) respectivamente, ya
estan resueltas, de modo que solo hace falta resolver las otras dos, X; y Xr, dadas por (4.6.28) y

(4.6.29)) respectivamente,

)Zt = ’lﬁt = 83((1 + T)HR) —|— 8aHa + K@R(T(l + T)@RAt) ~ 0,
1 1
Xt = ¢y = ~lrORA: + K <3GAR - 233Aa> - H(g + T)OrA1OR Ay

€ &

- 2;5“11&6};/1,, - 4;8RA“ (14 T)0rA, — 8, AR) =0,

pero para esto se van a imponer algunas condiciones a las variables dinamicas,

8RAb =0 y 8RT = O7 (4634)

por lo que las dos restricciones anteriores se reducen a,

e = (1 4+ T)Org + 0PI, + kY (1 4+ Y)Or0gA; = 0, (4.6.35)

1
XT = —HRaRAt — K(i + T)aRAtaRAt =0. (4636)

Despejando 0rA; de (4.6.36)),

oMp
k(14 27)’

donde se ha supuesto que dgA; # 0. Sustituyendo este resultado en (4.6.35)) y despejando Y,

OpA; = — (4.6.37)

ORrllg + O°I1,

Y= YRRTY e
Orllg + 28be’

(4.6.38)

7Con resolver las restricciones de segunda clase uno quiere decir que, se van a maniobrar algebraicamente las
restricciones para asi poder despejar las variables del espacio fase que son dependientes de las otras. También puede
ocurrir que, de las restricciones, uno encuentre que algunas variables del espacio fase simplemente van a ser iguales
a escalares constantes.
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y finalmente, al emplear este ultimo resultado en (4.6.37)),

2 T
H@RHR

De esta manera, se ha despejado T y OrA; en términos de algunas otras variables del espacio
fase. Cabe notar que, extrictamente, no se ha despejado Ay, pero como se vera a continuacion, no
sera necesario y bastara con tener dgA;. Por otra parte, dada la forma que tiene T, , y la
condicién que se le esta exigiendo, , uno puede suponer lo siguiente para que se cumpla tal
condicion,

OpA; = (ORIl + 20"1,) . (4.6.39)

OrOrllp =0 y  Ogd"Il, =0. (4.6.40)

Con base en lo propuesto y obtenido anteriormente, empleando las condiciones (4.6.34) y el
hecho de que las restricciones de segunda clase se pueden tomar como fuertemente igual a cero, la
accion extendida pasa a verse como,

S'p = / {HtAt + HRAR + HbAb + HTY —Ho —ugXe —ur Xy — UXe — ﬂTfCT} dtdRd*x
M

0 i ib 0 1 1 b K 52 b
:/ A, +TgAg + LAY + IFT — —IIgllg — —ILI° — (= + 2= ) F F°
M 2K 2K 4 kK

— (14 1)rOrA; — I,0° A, — gabARabAR - ST(l + 1)ORAOR A,

1
+x(1+7) <<9bAR - 2aRAb)M“9 éHRFab&:ab
K

2 0
- 2% ((1 1) Al — 8bAR> ((1 - T) AT abAR)

0 0
0

—2%5‘1171'[(1 ((1 + TM—O 8bAR> —upf— UTM*’Q ﬁt%+ ﬂr)}% dtdRd?x

. . 2
- / MpAp + AL — ST, — S — (54 &) py ot

M 2K 2K 4 K

b k&2

— (L4 M)IRoRA; — 0" A, =2 ( 7+ =

§

R

> AR A — gT(l + 1)0rA A,

+§HRFab§“b +2 gabnaabAR] dtdRd*x,

si ahora usan de manera conveniente las expresiones reducidas de las restricciones y: y xv, (4.6.35))
y (4.6.36)) respectivamente, ademéas de realizar integraciéon por partes varias veces, entonces uno
llega a la siguiente:

. o1 1 2
S/E:/ HRAR#*HbAb*fHRHR*beHb* ﬁ+£ FabFab
M 2K 2K 4 kK

2
—92 (Z + i) OWARI"AR + (14 T)ROrA, + g(l +37)(1+ Y)OrAOr A,
£ .

+%HRFabéab + 225‘1511&3,),4 R} dtdRd*x

- / [Or (1 + Y)(kYORA; + TR)As) + 0% (T, A)] dtdRd>x,
M
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finalmente, sustituyendo las expresiones obtenidas para T y drA;, (4.6.38) y (4.6.39) respectiva-
mente, ademas de suponer que el término de frontera se hace cero bajo las condiciones de frontera
apropiadas, entonces, después de algunos calculos se llega a la correspondiente accion reducida,

. . 1 1
SE-Reducida| AR, A, IR, TTy] = / {HRAR + M, AY — —TIgllg — —II,11°
M 2K 2Kk

2 2
- (H + é) FFeb — 2 (H + f) AR AR
4 K 4 kK

2 Ogrllg + 0°II,
— SN RH AT, ——

P ROy OrlIRORIIR
§ ~abHa8bAR] dtdRd*x.

—&
K

(4.6.41)

+§H3Fabéab +2
K

Notese que esta accidén ya solo depende funcionalmente de 6 variables del espacio fase. Al
desarrollar su variaciéon e igualar a cero,

. . . . 1 1
0 = 0SE_Reducida = / [AR(SHR +IIR0AR + Ab5Hb + HbdAb — EHR(SHR — EHZ’(SH(]
M
2 2
(B ) mporont — a5+ S ) g,ap0%04n
4 K 4 K
5 ~ab f ~ab 5 ~ab
;E Foollp + QEHRE 0q0 Ay + 2;6 Oy ARdIl,

& b 4 b Orllg + O°I1,
P, 0pAr — —IIROIl) ————
aOhAr = rd T =55

+

+2=£ 5HR
K
2 Orllp + 0°I1. ., 2
— —lpllg—————0"611; — —IIRIIRO"II,
K RER 8RHR8RHR b K RER

OroIlRp + (r“)b(;Hb
OrlIRORIIR

Orllg + O°I1

4
—RIRO COrollR | dtdRd’
+I$ rURO"1L (OrTln)? ROUR x,

después de realizar los calculos correspondientes se obtienen las siguientes ecuaciones de movimien-
to:

) 2
0AgR :Ilg = (Ii + 41) 8b8bAR + 2%5“}’&1111,, (4642)
b T g a §~ a
0A” I, =(k+4 - 0%Fap — QHEaba IR, (4643)
. 1 € 4 b 20RIIR + 30°I1,
0l : Ag = —IIg — 2EYF,, + —IIg°Il———————— 4.6.44
R r=Ur KE b+ RO BT ISITS ( )
. 1 5 5 2 Orllg + 20°11,
oI, : AP = ZII° + 22699, A — =8 ( Hpllp— o ———¢ 4.6.45
b K + HE Bk RER ORIIRORIIR ( )
Derivando con respecto al tiempo la ecuaciéon (4.6.42)),
. £ ba € b v
Ig=|k+4>= ) 0°0AR + 22£%°0, 11, (4.6.46)
K K

empleando ahora las ecuaciones (4.6.43) y (4.6.44)), luego de realizar los calculos correspondientes
uno obtiene que,
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% O°1I, (0°11..)

Mr (1 1+4=>=)(8 12 .
? < * < "0 ) Pontin T (0nT1R
Por otra parte, derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.6.43)),

{2

K

g = 89,

I, = (n +4 ) (a“aaAb — aaabAa) — zgéabaaﬁR, (4.6.47)

empleando ahora las ecuaciones (4.6.42) y (4.6.45)), luego de realizar los calculos correspondientes
uno obtiene que,

I, = 99,11, — 8,0°1,. (4.6.48)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para I1g y II, son las siguientes:

C C 2
IL2<1+»<1+4iz) (8;;g;-+12éiii$2>>1, (4.6.49)

11, = 9°0,11, — 9,0, (4.6.50)

g = 89,

noétese que estas son 3 ecuaciones de movimiento acopladas para 3 variables dinamicas, Iy y
T, entonces, uno puede identificar a estas variables como los 3 grados de libertad de la teoria.
Ademaés, estas ecuaciones tienen forma de ecuacion de onda inhomogénea en 2 dimensiones, por lo
cual se puede inferir que el comportamiento sera ondulatorio. De hecho, si uno recuerda lo discutido
anteriormente en la descripcion lagrangiana y también las ecuaciones de onda que se obtienen en la
electrodinamica con fuentes, entonces se puede inferir que los términos inhomogéneos que aparecen
estan asociados a las fuentes. Por otra parte, observe que la primer ecuacién tiene expresiones de
la forma OgrIlR, de manera que la dindmica de la teoria en la frontera va a depender de la frontera,
es decir, dependera de la hipersuperficie que se elija de toda la foliacién para ser la frontera.

Por otra parte, las dos ecuaciones de movimiento obtenidas son similares a las que se encon-
traron en el capitulo 2 para la teoria en la frontera de la electrodinamica sin fuentes, (2.6.71)) y

(2.6.72]), se diferencian tnicamente por la constante (1 + 4%2) Debido a esto, pareciera que en la

frontera Pontryagin no modifica la dindmica la electrodinamica sin fuentes, no obstante, este es
simplemente un ejemplo que se empleo para mostrar que la dindmica de la teoria en la frontera de
electrodinamica acaplada a Pontryagin efectivamente se puede describir por medio de 3 variables
dindamica independientes, es decir, no es el caso general. Entonces, en este ejemplo la dinAmica en
la frontera de electrodinamica méas Pontryagin se reduce a la dinamica de la electrodinamica en la
frontera.

Sin embargo, eso no siempre sera asi, como se vera mas adelante. El hecho de que aqui suceda
esto se debe a que en el capitulo [3] se encontré que la teoria en la frontera de Pontryagin tiene
dos sectores, uno topologico (sin grados de libertad) y otro dindmico (un comportamiento quiral
tridimensional). Asi, lo que se puede inferir es que en este ejemplo se tiene el sector topolédgico de
Pontryagin, esto es, las condiciones que se propusieron para construir la accién reducida son tales
que los términos correspondientes a Pontryagin no contribuyeron a la dinamica de la electrodina-
mica en la frontera, es decir, en esta situacién Pontryagin en la frontera se vuelve topologico. Este
caso y el sector quiral se revisaran a cotinuaaciéon para otros dos ejemplos.

4.7. Dinamica de electrodinAmica+Pontryagin en la frontera

Anteriormente, en el capitulo [3] se mostré que la teoria de Pontryagin en la frontera tiene
méas de un sector, esto es, un sector topologico y otro dindmico (quiral). De manera que, como
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se verd a continuacion, dependiendo de en cuél de los sectores de Pontryagin en la frontera se
encuentre uno, esto influira de diferente manera en la dinamica que se obtenga de la teoria acoplada,
electrodinamica més Pontryagin, en la frontera.

4.7.1. Sector quiral de Pontryagin
Proponiendo las siguientes condiciones para las variables dindmicas,

AR = 6RT y Aj = 8jT, (471)

las cuales estan motivadas en las condiciones (3.7.1)) que se propusieron en la seccion m para
mostrar el sector quiral de Pontryagin en la frontera. Entonces, las ecuaciones de movimiento en
la frontera de la electrodinamica més Pontryagin, (4.5.5)), (4.5.6) y (4.5.7), se reducen a,

K %83 (81\1181\11) + Yog (8161\11) =0, (472)
k=0 : 8,0 = f(t,2°)0, ¥,

260, WOR0; VeI =0 = E=1: 0¥ = g(t,2")0,V, (4.7.3)
k=2 : 0oV = h(t,z*)0 7,

gaRak\paRak\p = 0. (4.7.4)

Notese que, por una parte se tienen las tres ecuaciones de movimiento , que dan informa-
cion sobre W. De hecho, de estas ecuaciones se interpreta que ¥ se va a comportar de forma analoga
a un bosoén quiral. Ademas, estas tres ecuaciones son la contribuciéon del término de Pontryagin a
la dindmica del acoplamiento en la frontera y corresponden al sector quiral. Es decir, en este caso
Pontryagin no se comporta como una teorfa topolégica, sino dindmica.

Por otra parte, se tienen otras dos ecuaciones de movimiento, vy , que son la
contribucién del término de la electrodinamica al acoplamiento en la frontera.

Por lo tanto, bajo las condiciones , se tiene un grado de libertad en la frontera de la teoria
de electrodinamica més Pontryagin, que por una parte, tendrd comportamiento quiral, debido a
Pontryagin, pero ademas, también tiene que satisfacer las ecuaciones y .

Ahora bien, si uno impone las condiciones en la teoria de electrodindmica mas Pontryagin
en el bulto, lo que se obtiene es E = 0 y B = 0, por ende las ecuaciones de movimiento del
acoplamiento en el interior se satisfacen de manera trivial, es decir, no hay dinamica.

Por lo tanto, se puede concluir que con estas condiciones , electrodinamica mas Pontrya-
gin en el bulto es topologica y en la frontera es dindmica (quiral), algo similar a lo que ocurre en
Pontryagin en la frontera, Entonces, por analogia, se puede interptretar que en este ejemplo
particular, esta teoria podria modelar un asilante topologico.

4.7.2. Sector topolégico de Pontryagin
Proponiendo las siguientes condiciones para las variables dindmicas,

OrA; =0 y OrY # 0, (4.7.5)

las cuales estdn motivadas en las condiciones (3.5.10) que se propusieron en la seccién m para
mostrar el sector topolégico de Pontryagin en la frontera. Entonces, las ecuaciones de movimiento
en la frontera de la electrodinamica mas Pontryagin, (4.5.5)) y (4.5.6)), se reducen a,

kD'0; AR = 0, (4.7.6)
K [0iF™ — 0R (14+Y)9"AR)] =0,
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cabe destacar que la condicién de restriccion a la frontera, (4.5.7) se satisface de manera trivial
bajo tales condiciones.
Ahora bien, si uno se fija en las ecuaciones de movimiento que se obtuvieron en la electrodi-

namica en la frontera, (2.5.4) y (2.5.5), y se imponen las mismas condiciones, (4.7.5]), lo que se
obtiene son nuevamente las ecuaciones (4.7.6) y (4.7.7).

Asi, se puede concluir que, bajo las condiciones la dindamica de la electrodinamica en
la frontera y la dinamica de la electrodindmica méas Pontryagin en la frontera es la misma. Por
lo cual, en esta situacion el acoplamiento de Pontryagin a la electrodinamica, en la frontera, no
constribuye. Por tanto, en este ejemplo particular Pontryagin en la frontera se comporta como una
teoria topologica, es decir, se esta en el sector topoldgico de Pontryagin en la frontera.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se construyeron las correspondientes teorias en la frontera de tres teorias
de norma en 4 dimensiones: la electrodinamica sin fuentes, Pontryagin y el acoplamiento entre las
dos anteriores. Al analizar la dinamica de cada una de las tres teorias en la frontera, mediante las
formulaciones lagrangiana y hamiltoniana, algoritmo de Dirac-Bergmann, se puede concluir que
hay diferencias entre las dinamicas de la teoria en la frontera y en el bulto.

La diferencia resulté notoria desde el célculo de las ecuaciones de movimiento a nivel lagran-
giano, puesto que, mientras que en el bulto las ecuaciones de movimiento para la electrodinamica
y electrodinamica+Pontryagin corresponden a las de Maxwell sin fuentes, en la frontera las ecua-
ciones de movimiento que se obtuvieron para estas dos teorias fueron analogas a las de Maxwell
con fuentes, mas una ecuacién extra que corresponde a la denominada condicién de restriccion
a la frontera. Cabe destacar que, los términos de fuente que aparecieron en tales ecuaciones son
consecuencia directa de haber restringido a las variables dinamicas a propagarse en la frontera y
por ende son dependientes de tales variables, asi que estas fuentes se consideran como inducidas.
Ademaés, al comparar las ecuaciones de movimiento obtenidas en electrodinamica y electrodina-
mica+Pontryagin en la frontera se observa que estas son diferentes, siendo asi este resultado una
prueba de que en la frontera Pontryagin si contribuye a la dindmica de la electrodinamica cuando
se acoplan, algo que no sucede en el bulto. Por otro lado, mientras que en el bulto las ecuacio-
nes de movimiento de Pontryagin corresponden a las identidades de Bianchi, no hay dinamica, en
la frontera las ecuaciones de movimiento no son identidades ni se satisfacen trivialmente, por lo
cual la teoria en la frontera de Pontryagin si presenta dinamica. Cabe destacar que, mas adelante
en la descripcion hamiltoniana se obtuvo que Pontryagin en la frontera en realidad tendra mas
de un sector, uno dinamico y otro topologico, mostrando incluso que Chern-Simons, una teoria
topologica, esta contenida en la frontera de Pontryagin.

Ahora bien, con respecto a lo obtenido en el algoritmo de Dirac-Bergmann, ademas de haber
hecho maés notoria la diferencia entre la dinamica de las tres teorias en el bulto vs frontera, también
se han podido destacar ciertas similitudes que presentan todas estas teorias en la frontera. En
primera, las tres teorias pierden cierta libertad de norma en la frontera. En electrodinamica y
electrodinamica+Pontryagin en la frontera se mostré que las teorias no van a tener simetrias de
norma, cabe recordar que esta es una cualidad bastante distintiva en electrodinamica en el bulto.
Por otro lado, en Pontryagin en la frontera lo que se mostro fue que, aunque la teoria en la frontera
si tiene transformaciones de norma, estas no son las mismas que se obtienen en su correspondiente
teoria en el bulto, de hecho, en la frontera se ven reducidas, por lo cual, a pesar de haber simetrias
de norma, no hay tanta libertad de norma como si la hay en el bulto. La segunda caracteristica que
comparten las tres teorias en la frontera es el hecho de que en cada una de ellas hay un grado de
libertad emergente en la frontera. Mientras que la electrodindmica y la electrodindmica+Pontryagin
en el bulto tienen 2 grados de libertad locales, sus correspondientes teorias en la frontera presentan
3 grados de libertad locales. De forma similar, mientras que Pontryagin en el bulto es una teoria
topologica, no tiene grados de libertad locales, su correspondiente teoria en la frontera presenta
1 grado de libertad local, pudiendo asi considerar a Pontryagin en la frontera como una teoria
dinadmica. Notese que, estas dos similitudes también se presentan en la teoria analizada en [2],
Chern-Simons, siendo asi dos caracteristicas recurrentes en la dinamica de las teorias en la frontera
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que hasta el momento se han analizado, lo cual podria resultar en un primer indicio de que al
construir y estudiar las teorias en la frontera, en estas siempre habra un grado de libertad emergente
y ademas se perderéa cierta simetria de norma, aunque tal indicio por el momento no seria méas que
una conjetura.

Otro resultado a destacar es que, para Pontryagin en la frontera, a pesar de que esta teoria
presenta 1 grado de libertad local, también se ha mostrado que tiene un sector topolégico. De hecho,
partiendo de diferentes soluciones a la correspondiente condicion de restriccion a la frontera, se
ha mostrado que una solucién lleva a un sector dindmico (quiral), donde el grado de libertad
se puede caracterizar y tiene un comportamiento quiral bidimensional. Mas atn, en este sector,
dado el comportamiento de la teoria de Pontryagin, interior més frontera, lo que uno podria
hacer es intentar modelar sistemas de materia condensada, en particular aislantes topolégicos
tridimensionales, ya que estos corresponden a materiales que tienen la caracteristica de que en el
volumen son aislantes (no hay grados de libertad en el bulto), mientras que en la superficie son
conductores (hay grados de libertad en la frontera con comportamiento quiral). Por otro lado, una
segunda soluciéon lleva a un sector topologico, en el cual, como caso de interés se ha mostrado que
la teoria de Chern-Simons estd contenida en tal sector. De esta manera, si se resuelve de manera
general la condicién de restricciéon a la frontera de Pontryagin en la frontera, uno podra obtener
todos los sectores dindmicos o topologicos de esta teoria.

Finalmente, también es necesario recalcar el hecho de que la dinamica de la teoria en la frontera
acoplada, electrodinamica+Pontryagin, no resulté ser mas que una combinacién de las caracteris-
ticas que presentan las dos teorias en la frontera de manera separada, es decir, esta teoria acoplada
en la frontera no tiene resultados nuevos comparados con los obtenidos ya en la electrodinamica y
Pontryagin en la frontera. No obstante, el que Pontryagin en la frontera tenga mas de dos sectores
influye de manera significativa en el acoplamiento en la frontera. Puesto que, para el sector topo-
logico, electrodinamica-+Pontryagin en la frontera se reduce simplemente a electrodinamica en la
frontera. Mientras que, para el sector dindmico (quiral), la teoria acoplada se reduce a una teoria
topologica en el bulto y a una teoria dindmica (quiral) en la frontera, algo similar a lo que ocurre
en Pontryagin en la frontera. De esta manera, también se podria emplear esta teoria acoplada en
la frontera bajo el sector dinamico (quiral) para intentar modelar aislantes topologicos, asi como
se ha comentado anteriormente para Pontryagin en la frontera.
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