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Introduccion

En 1962 Paul Joseph Cohen emplea por primera vez la técnica de for-

cing para encontrar un modelo de ZFC donde la negacion de la hipétesis del
continuo (HC) se satisfaga. Este resultado, aunado al modelo construido en
1940 por kurt Godel donde se satisface HC, nos asegura que dicha hipotesis
es independiente de los axiomas de ZFC.
El resultado en si mismo fue de gran relevancia, al dar solucién a un pro-
blema que David Hilbert enunciaria en su famosa lista de los problemas mas
importantes de la matematicas en el ano de 1900. Sin embargo, el método
utilizado por Cohen, para la construccién del ya mencionado modelo, causé
un gran impacto dentro del mundo matemético y ha mostrado su valia en
multiples aplicaciones, siendo una recurrente herramienta para generar mo-
delos y con ello pruebas de consistencia.

En este trabajo nos interesa mostrar diversas aplicaciones de la técnica
de forcing. Para lograr este cometido comenzaremos recordando definiciones
y resultados propios de la légica y teoria de modelos, los cuales seran presen-
tados en la primera seccién del capitulo 1, en la segunda seccion del mismo;
presentamos topicos de la teoria de conjuntos que es necesario conocer para
el resto del trabajo.

En el capitulo 2 definimos lo que es una nocién de forcing y definimos la
extension genérica de un modelo. Mientras en el capitulo 3 estudiamos las
nociones de forcing F'n para, con ellas, presentar el modelo de Cohen para
la negacion de HC, después un modelo donde no se satisfaga la hipdtesis del
continuo generalizada (HCG) y por ultimo un modelo para HC, al mismo
tiempo estudiamos importantes resultados de acerca de la preservacién de
cardinales en las extensiones genéricas. En estos dos capitulos se encuentra
la médula del trabajo y el buen entendimiento de los mismos conllevara a un
buen entendimiento de la totalidad.

Para generar el modelo genérico debemos agregar reales al modelo base.
En el capitulo 4 estudiamos las propiedades de estos reales agregados y ve-
mos como intereactuan entre ellos por medio de las nociones de forcing de
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Mathias, Silver y Miller.

A pesar de que en el capitulo 3 son presentadas las primeras aplicaciones
de la técnica, es comin encontrarlas en la literatura debido a su historia y
a lo natural que es trabajar con ellas, en el capitulo 5 presentamos diversas
aplicaciones; el colapso de Lévy, la consistencia de la propiedad Diamante,
la consistencia de la negacién de la hipdtesis de Suslin y dos aplicaciones
topoldgicas, la primera para ver la consistencia de la existencia de espacios
c.c.c. cuyo producto tiene celularidad mayor o igual a un cardinal previsto, la
segunda para mostrar la consistencia de la existencia de un espacio regular,
hereditariamente separable de cardinalidad superior a 2*.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. ZFC y Teoria de modelos

En este capitulo discutiremos definiciones y resultados de la logica formal
y la teoria de modelos. El proposito no es realizar un estudio detallado de las
mismas ya que partimos de la base que el lector ha tenido interaccién previa
con la mayor parte de las nociones que aqui se presentan, por lo mismo no
sera empleado todo el formalismo detras de ellas sino que optamos por rea-
lizar un estudio intuitivo.

La motivacion para redactar esta seccién se encuentra en lo indispensable
de tener conocimientos del material presentado para trabajar con la técnica
de forcing. Para ello partimos de modelos para fragmentos de ZFC para ex-
tenderlos a modelos con caracteristicas que deseamos.

Para iniciar la discusion es importante senalar que se espera que el lector
esté familiarizado con los conceptos de lenguaje, y con ello simbolos funcio-
nales, simbolos predicativos, términos, férmulas, axiomas, variables libres y
sentencias. También con el concepto de teoria, basada en un lenguaje, axio-
mas y reglas de inferencia. Senalamos ademas que, como es comtn en la teoria
de conjuntos, a lo largo del trabajo consideraremos a 'V como el universo de
todos los conjuntos.

A partir de ahora consideraremos a £ un lenguaje y a ¢ una férmula de
L, a menos que se especifique lo contrario.
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Es usual que £ sea un conjunto finito, en nuestro caso nos interesa la teoria
de conjuntos y consideramos £ = {€} donde € es un simbolo predicativo de
aridad 2.

1.1.1. Axiomas de ZFC.

Uno de los sistemas axiomaticos para la teoria de conjuntos méas aceptado
actualmente es ZFC cuyas siglas provienen de los matematicos alemanes
Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo y Abraham Halevi Adolf Fraenkel que
son sus creadores y por el nombre en inglés del Axioma de Eleccién (Axiom
of Choice).

A continuacién enunciamos los axiomas que conforman ZFC.
Axioma 1 (Extensionalidad).
Vz: (z€x4r2z€y) — =14
Axioma 2 (Fundacién).
Jy: (yex)—=Jy: (yex AN -3z: (z€x N z€Yy)).

Axioma 3 (Esquema de Comprensién). Para cada formula, ¢, que no tenga
ay como variable libre,

Vo: Jy:Vo: (zeyozev A px)).

Axioma 4 (Par).
dz: (xez ANyez).

Axioma 5 (Union).
JA: VY :Vo: (zeY NY e F—axeA).

Axioma 6 (Esquema de Reemplazo). Para cada formula, ¢, que no tenga
a B libre,

VeeA: Ay: plr,y) >3IB: Ve e A: Jy € B: ¢(x,y).

Para los siguientes axiomas usaremos las nociones de @, C, N, S'y SING,
donde S es la funcion sucesor y SING(x) expresa que x es singular.
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Axioma 7 (Infinito).
dr: (@ex ANVyex: (S(y) €x)).
Axioma 8 (Potencia).
Jy:Vz: (z2Cx—z€y).
Axioma 9 (Eleccién).
FGEFNVr e F:VyeF:(z#y—any=9)—3IC: Ve F: (SING(CNx)).

Notemos que tanto el Axioma 3 como el Axioma 6 son esquemas de axio-
ma. Esto es, definen un axioma por cada férmula ¢, asi, ZFC es un conjunto
infinito de axiomas. Es usual utilizar fragmentos de la teoria en donde, con
una sublista de estos axiomas, se enuncian resultados ya que estos resulta-
dos no dependen de todos los axiomas de ZFC, sin embargo en este trabajo
usaremos los nueve axiomas a menos que se indique lo contrario.

1.1.2. Teoria de modelos

Nos interesa determinar cudndo una férmula o un conjunto de ellas es
verdadera. Tomemos como ejemplo la teoria de grupos, cuyo lenguaje consiste
de £L={-, e}, donde “”es la operacién de grupo y “e”es el elemento neutro,
tiene por axiomas las siguientes formulas:

= Vo 2w (yz) = (2y) 2
m de: Vy:ey=y=ye y
nVr:idy: zy=yx=e.

Cuando verificamos que un conjunto con una operacioén sea un grupo, por
ejemplo (Z,+,0) o (M,xn(R), -, Id,xn), lo que estamos haciendo es ver que
dichos conjuntos con sus respectivas operaciones son modelos para la teoria
de grupos, dandole un significado a los simbolos de lenguaje, dependiendo
del contexto.

En el caso de (R, ) podemos darle un sentido a los simbolos del lenguaje,
la operacion de grupo es el producto en los reales, y con ello también podemos
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darle un sentido a las férmulas del lenguaje y en particular a los axiomas, asi,
(R,-) funciona como una estructura para el lenguaje de la teoria de grupos,
sin embargo no funciona como un modelo ya que 0 € R no tiene inverso
multiplicativo.

Para formalizar esta idea debemos hablar de estructuras.

Definicién 1.1. Una estructura para un lenguaje L es una pareja $h = (A, I)
con A un conjunto no vacio (llamado el universo de ) e I una funcién con
dominio L tal que para cada s € dom(I), I(s) se denota por sy y satisface lo
siguiente:

1. Si f es un simbolo funcional de aridad n > 0, entonces fy : A" — A.
2. Si p es un simbolo predicativo de aridad n > 0, entonces py C A™.

3. Si c es un simbolo constante, entonces ¢y € A.

4. Sip es una letra proposicional, entonces py € 2 =1{0,1} = {F, T}.

A partir de ahora escribiremos U para referirnos a una estructura para el
lenguaje £ y A para referirnos al universo de 4. Notemos que la funciéon que
cumple [ es la de asignarle a los elementos del lenguaje un elemento den-
tro del universo A, de modo que podemos referirnos a ellos en dicho contexto.

Ahora necesitamos establecer lo que significa que una sentencia ¢ es ver-
dadera en 4l o que 4 es un modelo para ¢, lo cual se denotard por: 4 = . En
1930 Tarski publicé el estudio de la nocién de verdad, encontrando que puede
definirse de manera rigurosa “U = ¢”cuando trabajamos con conjuntos.
Para realizar la definiciéon de “U = ¢"resulta ttil utilizar asignaciones. Re-
cordemos que una asignacion o es una funcion que, como su nombre lo indica,
le asigna a cada féormula del lenguaje un elemento en el universo A.

En esencia, la nocién “U | ¢”significa que en 4 la férmula ¢ es verda-
dera. Si 9 modela todo aquello que es verdad en una teoria 7T, entonces
diremos que 91 es un modelo para la teoria 7.

A partir de ahora, en lo que resta de este capitulo, 9t serd un modelo
para la teorfa 7, a menos que se indique lo contrario.

Notacion 1.2. Si ¢ es una formula de L con variables libres v, ..., %,,
entonces las siguientes denotan L |= ¢:
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= ARy
= ()"
= (o)

Resulta de gran interés para la teoria de modelos el concepto de subestruc-
tura y con el concepto de subestructura elemental, teniendo amplias aplica-
ciones en otras areas de la matematica. A continuacién enunciaremos ambos
conceptos.

Definicién 1.3. Sean U y B estructuras para L. 4 es una subsestructura
(submodelo) de B, lo cual se denota L C B, si y solo si AC By

= Si f es un simbolo funcional de aridad n > 0, entonces fy = fu|an-
= Sip es un simbolo predicativo de aridad n > 0, entonces py = pg N A™.
= 51 ¢ es un simbolo constante, entonces cy = co.
= Sip es una letra proposicional, entonces py = py € 2.
Definicién 1.4. Sean U y B estructuras para L tales que 4 C B

1. Sea ¢ una formula de £, 4 <, B significa que para todas las asigna-
ciones o de ¢ en A, M = plo| siy solo si B |= lo].

2. U es subestructura elemental de B, lo cual se denota 4 < B, si y solo
st para toda férmula ¢ de L, 4 <, B.

El siguiente teorema es de gran importancia y a lo largo de este trabajo se
hara uso constante del mismo de manera implicita. Aunque no es la versién
mas fuerte que hay del mismo hemos decidido enunciarlo de esta manera ya
que en la siguiente presentacién se abarca todo lo que vamos a requerir para
este trabajo.

Omitimos la demostracién de este teorema ya que sale del objetivo de este
trabajo y esperamos que el lector tenga conocimiento del mismo.

Teorema 1.5 (Lowenheim-Skolem). Si £ es un lenguaje numerable y MM un
modelo infinito para una teoria basada en L, entonces IM admite un submo-
delo elemental numerable.
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Definiremos la consistencia de un conjunto de sentencias de un lenguaje,
para ello primero daremos una definicién para la nocién de .

Definicién 1.6. Sea I' un conjunto de sentencias de L, una prueba formal
en I' es un sucesion finita no vacia de sentencias de L, g, ..., ¢, tal que
para cada i € {0,...,n}:

= € F; 0
= ; es un arioma logico, o

= para algunos j, k < i, p; se sigue de aplicar una regla de inferencia a
Y Y Pk-

Esta sucecion es una prueba formal de la iltima sentencia p,.
Definicién 1.7. Sea I' un conjunto de sentencias de una teoria basada en L

1. Si ¢ es una sentencia de L, entonces I' = ¢ si y solo si hay una prueba
formal de ¢ en T.

2. Incon(T') significa que I' F p A =@ para alguna sentencia ¢ de L.
3. Con(T") significa =Incon(I).

El concepto de modelo puede generalizarse de conjuntos en clases propias
por medio de lo conocemos como interpretacion relativa, las nociones son
analogas, solo hay que cuidar detalles que surgen al no trabajar con conjun-
tos, no revisaremos tal detalle pues no es de nuestro interés, pero hacemos
esta mencion pues utilizaremos la nociéon de interpretacion relativa a conti-
nuacion.

El siguiente lema es la base de muchas de las pruebas de consistencia
relativa y en particular serd muy 1til para este trabajo.

Lema 1.8. Sea i una interpretacion relativa de L en A. Sea I' un conjunto
de sentencias de L y supongamos que para cada axioma 6 de I' podemos
verificar A = 6%. Entonces, en la metateoria, Con(A) — Con(T).
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1.1.3. Nociones Absolutas

Hemos visto que la relativizacion de una férmula puede resultar en dife-
rentes nociones segun el contexto y por ende tener significados distintos en
cada modelo. Nos interesa ver cudndo una férmula no cambia su significado,
para asi trabajar esencialmente con el mismo concepto a pasear de realizar
un estudio en diferentes modelos. Para ello definiremos el concepto de las
formulas Ag y con ellas el concepto de que una férmula sea absoluta.

Definicién 1.9. Sea L que contiene al simbolo €. Las formulas Ag de L son
aquellas construidas por las siguientes reglas:

(1) Todas las formulas atdmicas son Ag.

(1) Sip y b son formulas Ag, entonces también lo son:

"y,
=pVYy
==
(111) Si ¢ es una formula Ay, y es una variable y T es un término que no

contiene a y, entonces Yy ly € 7 — | y Iy [y € 7 A |, (abreviadas
YyerT: ¢ y yer: p)son .

Definicién 1.10. Sean A, B estructuras para L tales que A C B.
1. ¢ es absoluta para A, B si y solo si A <, B.

2. ¢ es absoluta para A si y solo si A<, V.

Lema 1.11. Sean L que contiene al simbolo €, s = (A, €4) y B = (B, €p)
modelos para L tales que 4 C B, A transitivo. Entonces para todas las formu-
las ¢ de L que son Ay, U <, B.

La idea de que una férmula sea absoluta para A, B es que la nocién sea
la misma tanto para A como para B. Por su parte, el lema [1.11|nos dice que
si M C V es transitivo y ¢ es Ay, entonces ¢ es absoluta para 1. Asi, las
formulas Ay son absolutas para cada modelo transitivo 91 de ZFC. Pense-
mos entonces que son férmulas que no necesitan ser relativizadas.

A continuacién colocamos una lista de nociones que son absolutas para
cada modelo transitivo de ZFC.
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Lema 1.12. Las siguientes nociones son absolutas para modelos transitivos

de ZFC.
1. = es un conjunto transitivo.
T es un ordinal.
T es un ordinal sucesor.
r=0.
x es un ordinal limite.
T es un numero natural.
z C w.

Tr = W.

© RS T e

La funcion de aridad 0 &.

~
S

La funcion de aridad 1, funcion sucesor S.

~
~

. La funcion de aridad 2, funcion intersecsion N.

~
o

La funcion de aridad 2 unién U, las funciones de aridad 1 unién |J e
interseccion ), donde definimos (@ = &.

13. La relacion de aridad 3 {z,y} = =.

14. La relacion de aridad 2 pareja no ordenada {x,y}, la funcion de aridad
1 singular {z} y la funcipon de aridad dos, pareja ordenada (x,y).

15. Las propiedades: z es pareja ordenada y x es relacion.
16. dom(x) y ran(z).

17. Las propiedades: f es una funcion, f es inyectiva, f es sobreyectiva y
f es biyectiva.

18. La funcion de aridad 2 f(x), definida como @ a menos que [ sea una
funcion y x € dom(f).

19. La funcion de aridad 2 producto cruz X.
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20. Si R es una relacion sobre un conjunto A: R es transitiva, irrefleziva,
reflexiva, satisface tricotomia, simétrica, ordena parcialmente, ordena
estrictamente, ordena totalmente, es relacion de equivalencia, es un
pre-orden, es bien fundada en A y bien ordena a A.

21. Las funciones de aridad 2 producto - y suma + de ordinales.
22. x es finito.

23. x es hereditariamente finito.

A lo largo del trabajo sera de gran utilidad tener un buen entendimiento
del listado anterior ya que sera requerido con regularidad sin embargo no
serd comun referenciar el mismo explicitamente.

Cabe senalar que las nociones de ser cardinal y de conjunto potencia no
son absolutas, hecho que debemos recordar para lidiar al momento extender
modelos para ZFC.

1.1.4. Modelos para ZFC

En esta seccion presentamos algunos resultados sobre pruebas de consis-
tencia. En particular nos interesa enunciar clases que sirvan como modelos
para fragmentos de ZFC, en busqueda de dicho tépico definiremos la clase
de los conjuntos bien fundados.

Y concluiremos enunciando el Teorema de Reflejo el cual es el objetivo prin-
cipal de esta seccién.

Definicién 1.13. 1. Se define por recursion sobre v € Ord, los conjuntos
R(v) de la siguiente manera:
(1) R(0) =0

(11) Si existe B € Ord, v =B+ 1, R(v) = P(R(B))
(111) Si~y es un ordinal limite, R(7) = U, R(§)

2. Se define la clase de los conjuntos bien fundados denotada por BF' de
la siguiente forma es BF = | J{R(y) : v € Ord}.

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para que una clase
sea un modelo para un axioma de la teoria de conjuntos, esto nos serd de
gran utilidad para identificar clases adecuadas que nos serviran para modelar
fragmentos de ZFC.



10

Preliminares

Lema 1.14. Para cualquier clase M:

1. Si M es transitiva, el Axioma de Fxtension es verdadero en M.

2.

Si M C BF, entonces el Axioma de Fundacion se cumple en M.

Si para cada z € M y cada y C z se cumple que y € M, entonces el
Azioma de Comprension se cumple en M.

Si para cada x,y € M, {z,y} € M, entonces el Azioma del Par se
cumple en M.

Si para cada F € M, |JF € M, entonces el Azioma de la Unidn se
cumple en M.

Si M es transitiva y para cada funcion f cumple que, si dom(f) € My
ran(f) € M, entonces ran(f) € M. Entonces el Azioma de Reemplazo
se verifica en M.

7. 51t M es transitiva, entonces que para toda x € M, se cumpla que

p(x) N M € M implica que el Azioma del Potencia se cumple en M.
St M cumple el Axioma de Comprension, el reciproco es verdadero.

St M es transitiva y de tal modo que los Axiomas de Extension, Com-
prension, Par y Union se verifican en M, entonces:

a) Siw € M, el Azioma de Infinito se cumple en M.

b) El Azioma de Eleccion se verifica en M si y solo si cada fami-
lia disjunta de conjuntos mo wvacios en M, tiene un conjunto de
eleccion en M.

La clase BF es una clase propia con propiedades muy interesantes, las

cual

es no analizaremos a detalle sin embargo ellas son muy utiles cuando

trabajamos en ZFC™ (todos los axiomas de ZFC menos el Axioma de Fun-

daci

én), ya que suponiendo Axioma de Fundacién resulta ser que BF = V.

Naturalmente BF resulta cumplir con todas las hipétesis del lema anterior,

asi,
plaz

los axiomas de Extension, Fundacion, Comprension, Par, Union, Reem-
o, Potencia, Infinito y Eleccion se satisfacen en BF'.

Lema 1.15. Si M es una clase transitiva donde se verifica el Azioma de
Comprension y tal que para cada subconjunto x C M, existe un y € M tal

que

x C vy, entonces todos los axiomas de ZF se verifican en M.
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A pesar de lo fructifero que es saber que BF satisfacen los axiomas de
ZFC, nuestro interés esta en modelos, donde nuestro universo son conjuntos.
El siguiente lema nos dice que los conjuntos R() son buenos candidatos para
modelar fragmentos de ZFC.

Teorema 1.16. Si vy es un cardinal limite mayor que w, entonces
R(v) E ZFC-Reemplazo.

Nos interesa modelar la mayor parte de ZFC posible, sabemos por los
teoremas de incompletitud de Goédel que ZFC t/ 3y [R(v) & ZFC], pero
hemos visto que los conjuntos R(7) son buenos candidatos. A continuacién
enunciamos el Teorema de Reflejo que nos ayudara para ver hasta que limites
podemos encontrar modelos para fragmentos de ZFC.

Teorema 1.17 (Teorema de Reflejo). Sean o, ¢1,...,0n_1 una lista de
formulas de L = {€}, B es una clase no vacia y para cada & € Ord, sean
A(E) un congunto tales que cumplen lo siguiente:

1) Si & <n, entonces A(§) C A(n).
1) Para n limite A(n) = U, A(§).

1) B = Ucoq A(§)-

Entonces V{3 > £ [n es un ordinal limite NA(n) # @ N N\,-,(A(n) <4, B)].

7

Una de las aplicaciones mas tutiles de este teorema se presenta cuando
B =V y A(¢) = R(£), como se presenta en el siguiente resultado.

Corolario 1.18. 5i A es un conjunto finito de Axiomas de ZFC, entonces:
1. ZFCt+ 3n[R(n) = ZFC-Reemplazo U A].

2. ZFC + IM : M = ZFC-Reemplazo U A N M| = Ng A M es

transitivol.

Recordemos que el Axioma de Reemplazo en realidad es un esquema de
axioma por lo cual este conjunto finito de axiomas puede ser un conjunto
finito de instancias de Reemplazo.
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Sabemos que ZFC no puede asegurar su propia consistencia sin embargo,
debido al corolario anterior si puede asegurar la consistencia de todo frag-
mento finito de la teoria de conjuntos, de hecho puede producir un modelo
transitivo numerable para las mismas.

A partir de ahora cuando nos refiramos a un modelo de ZFC, nos es-
taremos refiriendo a un modelo para ZFC-Reemplazo adicionado con un
conjunto finito de instancias de reemplazo. Escribiremos mtn para referimos
a un modelo transitivo numerable.

1.2. Teoria de conjuntos.

Como ya se menciond, partimos de la base que el lector esta familiarizado
con la teoria de conjuntos, por lo cudl los conceptos que revisaremos aqui
seran aquellos que hablen de tépicos que resultan necesarios para este trajo.

Comenzamos con el siguiente lema que es una implicacién clésica del
Axioma de Eleccién.

Lema 1.19. Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Lo que este lema nos otorga es poder asociar a todo conjunto X un tnico
ordinal a. A dicho ordinal lo llamamos el tipo de orden de X y lo denotamos

por type(X).

A continuacién escribimos notaciones comunes y muy ttiles tanto para
este trabajo como para la teoria de conjuntos.

Notacién 1.20. Sean x y A cardinales y X un conjunto
» (XP={YCX:|Y|=)\}
» (X[ ={Y CX: |V|<A}L

fin(X) = [X]*.

AX ={f:A— X}.

X ={f:a—X:ac)}.



1.2 Teoria de conjuntos. 13

Continuamos con la definicién de cofinalidad y un lema que le involucra,
escribimos ambos, nuevamente, a modo de recordatorio.

Definicién 1.21. 1. Sean o y (8 ordinales. f : o — [ es una funcion
cofinal si y solo si para todo v € 3, existe X € « tal que v < f(N), i.e.,
ran(f) es no acotado en .

2. La cofinalidad de B es el cardinal
cof(f) =min{a: 3f : a — B funcion cofinal}.

Es facil notar con esta definicién que para cualquier ordinal o, cof(a) < av.
Resulta ser que solo es interesante estudiar la cofinalidad de ordinales limites,
ya que los ordinales sucesores tienen cofinalidad 1.

Lema 1.22. Si 8 es un ordinal, existe una funcion cofinal f : cof (B) —
estrictamente creciente.

Definicién 1.23. Sea a un ordinal, decimos que o es reqular si y solo si
cof(a) = a.

Lema 1.24. Si « es un ordinal reqular entonces o es un cardinal.

Es un tépico importante estudiar la cofinalidad de cardinales. Resulta
que para k un cardinal, k™ es regular, por su parte; si « es un ordinal limite,
entonces cof (R,) = cof ().

1.2.1. Lema del A-sistema.

Nuestro interés aqui es enunciar el lema del A-sistema, el cual es de bas-
tante utilidad para la teoria de conjuntos. Para ello hablaremos del concepto
de que dos conjuntos sean casi ajenos, en este espacio nuestro interés esta en
conjuntos que consideramos grandes y por ello es que despreciamos otros que
en su sentido nos resultan pequenos. Para aclarar esto veamos la siguiente
definicién.

Definicién 1.25. Una familia A es llamada un A-sistema si y solo si existe
un conjunto r tal que para cualesquiera x,y € A con x # y se cumple que
xNy=r. Ar selellama la raiz del A-sistema.

El siguiente lema es la versién general del lema del A-sistema. A lo largo
del trabajo serda muy usual utilizarlo y referenciarlo con el nombre de dicho
lema.
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Teorema 1.26 (A-sistema). Sean k es un cardinal infinito y 0 > K regular
tal que para todo o < 0, |a<F| < 0. Si A es una familia tal que |A] > 6 y
para todo © € A, |x| < K, entonces existe B C A tal que |B| =0 y B forma
un A-sistema.

Demostracion. Podemos considerar |A| = 6. De este modo [|JA| < 0y
como no estamos interesados en la individualidad de los elementos de A po-
demos asumir | J.A C 6. Entonces cada x € A tiene un orden type(r) < k
como subconjunto de 6. Como 6 es regular y 6 > k, existe p < k tal que
A ={x € A: type(x) = p} tiene cardinalidad 6.

Para cada o < 0, |a<"| < 6 implica que menos de # elementos de 4; son
subconjuntos de «a, por lo cual | J.4; es no acotado en 0. Siz € A; y £ < p,
consideremos a (&) el &-ésimo elemento de x, considerando claro que x tiene
su orden type(x). Como 6 es regular, existe un £ tal que {z(§) : x € A;} es
no acotado en 6. Fijemos &, como el menor de los £ que cumplen lo anterior.
Sea ag = sup{z(n) +1: 2z € A AN n < &}; entonces ap < 0 y para cada
r € Ay ycadan <&, z(n) < ap.

Por recursién transfinita en p < 6, elegimos z, € A; de tal modo que
2u(&0) > o y 2,u(€0) > méx(ap), sup{z,(n) : 1 <p A v <p}).

Sea Ay = {z, : p < 0}. Tenemos que |Ay] = 0 y para cada z,y € A,
distintos, z Ny C . Como |ag”| < 6, existe r Cagy B2 Az con |B| =0y
para todo z € B, x N ay = r, entonces B forma un A-sistema con raiz r. [

Asi, enunciamos la versiéon mas popular del lema del A-sistema como caso
particular del teorema anterior donde k = Ny y 6 = Ny.

Lema 1.27. Si A es una familia tal que | A| > Ry y para todo x € A, x| < N
entonces eziste B C A tal que |B| =¥y y B forma un A sistema.

1.2.2. Filtros

Los filtros son una herramienta importante para diversas disciplinas ma-
teméaticas. Podemos entender la nocién de filtro como una nocién de conjun-
tos grandes, donde los elementos de un filtro sobre un conjunto S son los
conjuntos grandes de S. Mas adelante escribiremos otra definicién de filtros
para ordenes parciales, a pesar de la similitud existente estas nociones tienen
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objetivos diferentes en este trabajo y no deben ser confundidas por lo cual
haremos explicito cuando hablemos de filtros en su sentido conjuntista.

Definicién 1.28. Sean S un conjunto no vacio y % C o(S), F es un filtro
sty solo si

1) SeF yo ¢ F,
1) si X,Y € %, entonces XNY € F,
m) si X,Y CS, XeF yXCY, entonces Y € F.

Si S es un conjunto no vacio y @ # Xy C S, la familia
F ={X CS: X D Xy} esun filtro y es llamado un filtro principal. Si S es
infinito y # = {X C S: |5\ X]| <Ny} es un filtro y es llamado el filtro de
Fréchet en S.

Definicion 1.29. Sean S un conjunto no vacio, F wun filtro sobre S y & #
A Cp(9).

1. F es un filtro libre si contiene al filtro de Fréchet en S.

2. FEl filtro generado por los elementos de A es el filtro
fil(A) = {z C S| Jag,ai,...,ap, € A: x 2 ﬂai}.
i=0

3. F es un ultrafiltro si y solo si es un filtro maximal con respecto a la
contencion. Esto es, no existe 4 filtro sobre S tal que # & 9.

Lema 1.30. Un filtro F sobre S es un ultrafiltro si y solo si para todo X C S
sucede que o bien X € .F 0 S\ X € Z.

En particular el estudio de filtros sobre w resulta de gran interés en la
teoria de conjuntos y, mas adelante, nos serd de utilidad emplear dichos
filtros.

Para facilitar la escritura consideraremos la siguiente notacion, para r C w
definimos ¢ = w \ x.

Definicién 1.31. Para un filtro # C [w]¥, Ft={x Cw: z°¢ F}.

Lema 1.32. Si % C [w]¥ es un filtro, 1t ={x Cw|Vz € .F : x Nz # T}.
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Demostracion. Para la implicacién hacia la derecha. Sea z € %, supongamos
que xNz = &, entonces z C x¢ lo cual implica que z¢ € .# por loque = ¢ F+
lo cual es una contradiccién.

La implicacién hacia la izquierda se sigue de que si  C w es tal que = ¢
ZF 7T, entonces ¢ € .Z y basta considerar z = x¢ para tener que z € ¥ y
TNz =0. O

Sabemos que si % es un ultrafiltro, entonces el hecho de que z Uy € %
implica que o bien x € % o y € % . Sin embargo esto no tiene por que
suceder para un filtro .%, pero el siguiente lema nos dice que si sucede para

FT.

Lema 1.33. Sea F C [w]“ un filtro. SixUy € FT entonces o bien v € F
oyeFT.

Demostracion. Supongamos que © ¢ F y y ¢ F1 entonces z¢ y° € F,
como .7 es filtro, z°Ny* = (xUy)° € .% por loque z Uy ¢ .+ lo cual es
una contradiccion. O]

1.2.3. Arboles

Lo arboles son ordenes parciales interesantes. Varios de ellos son amplia-
mente utilizadas en diversas aplicaciones de las matematicas y dentro de la
teoria de conjuntos resultan ser una herramienta ttil. En este trabajo los
emplearemos para definir nociones de forcing, el forcing de Miller y después
para establecer resultados acerca de la hipdtesis de Suslin.

Definicién 1.34. 1. Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (A, <)
tal que para toda x € A,el conjunto A, = {a € A :a < z} estd bien
ordenado por <.

Para x € A, la altura de x es alt o(x) = type(Ay).
Nivy(A) ={z € A: alta(z) = a}.

La altura del drbol es: alt4 =min{ca : Niv,(A) # @}.

A* C A con el orden inducido es un subdrbol si para todo x € A*,
A, C A*.

6. A(x)={a€cA: a<z V a>uz}.
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A los elementos de A se les suele llamar nodos, convencién comun con la
teoria de grafos.

En la siguiente definicién definiremos lo que son las ramas de un arbol
a las cuales también se les conoce como cadenas, concepto muy conocido
dentro de la teoria de érdenes parciales.

Definicién 1.35. Sean A un drbol y C C A, C es una rama de A si y solo
st es totalmente ordenada por <.

Definicién 1.36. Sean k un cardinal reqular y A un drbol, A es un k-drbol
sty solo si alta = k y para todo o < kK, |Niv,(A)| < k.

Finalizamos esta secciéon con el siguiente lema, el cual nos indica que
si tenemos un arbol infinito pero de tal modo que ningin nodo tiene una
cantidad infinita de sucesores inmediatos, entonces debe existir una cadena
infinita.

Lema 1.37 (Kénig). Si A es un w-drbol, entonces A tiene una rama infinita.

Demostracion. Como A es infinito, para cada n € w, Niv,(A) es finito y
para cada y € A existe € Nivg(A) tal que y > x, podemos considerar
o € Nivg(A) tal que {y € A : y > xo} es infinito. Por argumentos si-
milares y usando inducciéon podemos considerar una coleccion de elemento
x, € A de tal modo que para cada n € w, x, € Niv,(A), v, +1 >z, v
{y € A: y>x,+ 1} es infinito.

Entonces {x, : n € w} es una rama infinita en A. O
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Capitulo 2

Forcing

En este capitulo discutiremos la técnica de forcing la cual fue introducida
por Paul Cohen en 1962 en su demostraciéon de la existencia de un modelo de
ZFC que no verifica HC. Por medio de esta técnica partimos de un mtn de
ZFC y lo extendemos a un nuevo mtn, al cual llamamos extensién genérica.
En esta extensién se determina lo que verifica por medio de una aproxima-
cion de condiciones adecuadas.

2.1. Ordenes parciales y filtros genéricos

Comenzaremos enunciando el concepto de orden parcial y nociones al
rededor del mismo que seran empleadas a lo largo de este trabajo.

Definicién 2.1. 1. (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado, “copo”,
st < es transitivo, reflexivo y para todo p,q € P se cumple que: sip < q
yq < p, entonces p = q.

2. Una nocion de forcing, o simplemente forcing, es una terna (P, <, 1),
donde (P, <) es un copo con elemento mdzimo, 1 € P.

3. Sea P un forcing, a los elementos de P los llamaremos condiciones de
forcing, o simplemente condiciones. Si p < q diremos que p extiende a

q.

4. Sean p,q € P, p y q son compatibles (denotado p||q), si existe r € P
tal que r < p yr < q, r es una extension comun de p y q. En caso

19
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contrario p y q son incompatibles (denotado pLq).

5. Sea A C P, A es una anticadena si sus elementos son incompatibles
dos a dos, i.e., si para todo p,q € A con p # q, tenemos que pLq. P es
cce, si toda anticadena en P es a lo mas numerable.

6. Sean p e Py D CP, D es denso debajo de p si para todo q < p existe
re D tal que r < q. St D es denso debajo de 1 simplemente diremos
que D es denso.

En lo sucesivo 9 denotara un modelo transitivo numerable de ZFC y P
denotara una nocién de forcing tal que P € N, ésta es una convencién que
tendremos a lo largo del trabajo.

La idea intuitiva que mantendremos en el trabajo es que las condiciones
de P nos aportan informacién, asi que cuando ¢ < p podremos pensar que ¢
nos aporta a lo menos toda la informacién que nos aporta p.

A continuacién enunciaremos la definicién de filtro que, pese a su na-
tural parecido, no debe confundirse con la nocién de homénima en Teoria
de Conjuntos. Para evitar confusiones, cuando nos refiramos a un filtro serd
conforme a la siguiente definicion, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 2.2. Un conjunto G C P es un filtro sobre P si satisface que:
1. 1eG.
2.¥p,qe GAreG(r<pAr<gq).
3. Vp,qePl(¢g<pA q€G)= peq|.

Para poder extender 91 a un nuevo mtn N serd necesario agregarle un
filtro que intersecte a una gran cantidad de densos, de ese modo nos asegu-
ramos que GG tenga una gran cantidad de informacién y que la misma no sea
contradictoria.

Definicién 2.3. Sea P una nocion de forcing, G es P-genérico sobre M si
y solo si G es un filtro sobre P y para cada denso D C P tal que D € N,
GND#o.

Lema 2.4. Sean E C P, E € M y G un filtro P-genérico sobre M, entonces:
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1. O bien GNE # & o existe q € G tal que para toda r € E, (rLq).
2. Sip€e Gy FE esdenso debajo de p, entonces GNE # &.

Demostracion. 1. Sean A={p: Ire E: p<r}, B={q:Vre E: rlq}
y D=AUB.

Veamos que D es denso. Sea ¢ € P tal que ¢ ¢ D. Entonces como ¢ ¢ B
existe r € E tal que r y ¢ son compatibles. Consideremos a p una exten-
sién comun de r y ¢, entonces p es una extension de r € E y por tanto,
p € AC D, ie., para ¢, hemos encontrado p € D tal que p < ¢q. Como p
es cualquier condicion en P concluimos que D es denso y dado que 93t cono-
ce todo aquello que conforma a D tenemos que D € 9, por tanto GND # &.

Seap € GND,sipestal que p € A, entonces existe r € E con p < r,
como, en particular, p € G se tiene que r € GG, por tanto r € GNE # . En
otro caso, p € GN B por lo cual es tal que para cada r € E, rLp.

2. Hagamos la prueba por contradiccién, es decir, supongamos que p € G,
E es denso debajo de p y GN E = @. Entonces, por 1., podemos fijar ¢ € G
tal que para cada r € F, r1q. Sea qy € G una extension comun de p y q.
Como FE es denso debajo de py ¢o < p, consideramos s € F tal que s < qq,
como qp < ¢, se tiene que s < ¢, lo cual contradice que s_lq. Por lo tanto,

GNE+2. 0

El siguiente teorema resulta de vital importancia, ya que nos asegura la
existencia de un filtro P-genérico sobre M, por lo cual siempre podremos
hablar de los mismos

Lema 2.5 (Existencia de un filtro genérico). Si M es un min de ZFC y
P € M una nocion de forcing, entonces para cada p € P existe un filtro G
sobre P tal que p € G y G es P-genérico sobre IN.

Demostracion. Sea p € P. Como 91 es numerable, tenemos una cantidad
numerable de densos, denotemos por {D,, : n € w} al conjunto de densos
D C P tales que D € 901. Elijamos para cada n € w un elemento p,.1 € D,
de modo que po =py pus1 <pn.Sea G={qg€P: Incw:p, <q}.

Como p =py y po < po, entonces p € G.
Para ver que G es filtro, notemos que trivialmente 1 € GG. Sean ¢, € G,
entonces existen n,m € w tales que p, < ¢y pn < r. Considerando
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k = maz{n, m}, entonces py < q, pr <1y pr € G. Supongamos que q € G,
rePyqg<r comoqée G, existe n € w tal que p, < ¢q, y como ¢ < r, se
tiene que p, < r, con lo cual r € GG. Con lo cual G es un filtro sobre P

Resta probar que G es P-genérico sobre 90, para esto notemos que para
cada n € w, ppi1 < p, con lo cual p, € Gy por tanto, G N D,, # . O

Como hemos mencionado, nos interesa extender nuestro modelo 9t y co-
menzamos agregando un filtro genérico G; a partir de este filtro sera que
agregaremos diversos elementos al modelo 91. Sin embargo, para poder ase-
gurar que agregamos elementos nuevos al modelo 91 es necesario que el filtro
GG no sea un elemento de 9 y en busca de este acontecimiento es que enun-
ciamos la siguiente definicién y el lema que le sucede.

Definicién 2.6. Sear € P, r es un dtomo de P st y solo si no existen p,q € P
tales que p <r, q <r yplq.

Lema 2.7. Si P € 9 no tiene atomos y G es un filtro P-genérico sobre N,
entonces G ¢ M.

Demostracion. Supongamos que G € M . Sea D = P — G, por la absolutez
de la diferencia de conjuntos, D € 91. Ahora veamos que D es denso en P.
Sea p € P, p no es un atomo, con lo cual, existen ¢,r € P tales que ¢ < p,
r < py qlr. No puede ocurrir que tanto ¢ como r estén en G, pues de ser
asi, como G es un filtro, serfan compatibles. Por lo tanto, ¢ € D o r € D;
con lo cual, D es denso y entonces, GN D # &, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, G ¢ 9. O

2.2. Extension genérica

Recordemos que nuestro objetivo se centra en partir de un modelo de
la teoria de conjuntos 2N, al cual nos referiremos como modelo base, y de
extenderlo de manera adecuada a un modelo 9M[G], al cual nos referiremos
como la extensién genérica de N, de tal modo que se verifique una proposicion
deseada.

Enseguida veremos a qué nos referimos con extender el modelo 9.

Definicién 2.8. 1. 7 es un P-nombre si y solo si 7 es una relacion y
V(o,p) € T [0 es un P-nombre A p € P].
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2. VP es la clase de todos los P-nombres.
3. Si M es un modelo transitivo de ZF y P € M, entonces MP = VP NM.

Definicién 2.9. Sea 7 es un P-nombre y G C P, por recursion definimos
7¢ ={o¢:3Ip € G: (0,p) € T} la valuacion de T bajo G.

Definicién 2.10. SiM es un modelo transitivo de ZF y P € 9N, la extension
genérica de M respecto de G, es: M|G] = {7¢ : 7 € MF}.

Notemos que la definicién de nombre es recursiva y cada nombre es una
manera de referirnos a alguien, donde ese alguien sera un elemento de nuestra
extension M[G]. Veremos asi que podemos referirnos a los elementos de MM [G]
-que no necesariamente son elementos de 9Ji- por medio de nombres en 9N,
podemos pensar esto como que en el universo 9 puede hablarse sobre aquello
que pasa en el universo M|[G] por medio de los nombres. Notemos que los
nombres pueden tener una gran cantidad de informacién, misma que puede
llegar a ser contradictoria, nosotros queremos capturar la mayor cantidad
de esta informacion, pero sin considerar aquella que nos produce problemas.
Aqui es donde G nos demuestra el por qué es llamado filtro, y que valuar
un nombre bajo G no es mas que “filtrar”’la informacion que dicho nombre
posee utilizando las propiedades del filtro.

Definicién 2.11. Sean P un orden parcial y x cualquier conjunto. El nombre
canonico de x es el conjunto

z=A{(y,1):y € x}.

Lema 2.12. Sean M y N modelos transitivos de ZF-P tal que P € M y G
es un filtro sobre P. Entonces:

1. Para toda x € M, & € MP A &g = z.
2. M C M[G].

3. M[G] es transitivo.

4. G € MG

5 SiMC N yG e N, entonces M[G] C N.
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Demostracion. 1. Probemos primero por induccién que para cada x € 9, &
es un P-nombre. @ = @ el cual es un P-nombre. Ahora supongamos que para
cada y € z, y es un P-nombre. Por definicién z = {(9,1) : y € z}, asi, & es
una relacién y para cada (o,p) € 2, 0 € M y p € P. Por lo tanto, & es un
P-nombre.

Ahora probemos por induccién que Zg = .

o = @¢ = . Ahora supongamos que para cada y € z, J¢ = y. Asi,
to={yg:ycxt={y:yeca}=u

2. Se sigue de 1. ya que si z € M, entonces z = T¢ € M[G].
3. Sea z € M[G], entonces existe y € MP tal que
r=yg={og|IpeG: (0,p) € y}.
Como M es transitivo, para cada p € G tal que (o,p) € y, o € M. Entonces,

para cada p € G tal que (0,p) € y, og € M[G]. Asi, x = yo C M[G]. Por lo
tanto, M[G] es transitivo.

4. Consideremos I' = {(p,p) : p € P}, I es un P-nombre y
I'e={pc:peG}={p:pe G} =G.
Con lo cual también se concluye que G € M[G].

5. Sea a € M|[G], entonces existe 7 € M tal que 7¢ = a. Como M[G] C N
y G € N, se tiene que 7 € N y G € N, entonces

¢ ={0og: IpeG(o,p)ET}EN,

es decir, a € N. Por lo tanto, M[G] C N. O

2.3. Nocion de forzar

Definiciéon 2.13. Sea M un mtn de ZFC, P una nocion de forcing y ¢ una
sentencia de M. Siv p € P, diremos que “p fuerza a ¢”, lo cual se denotard
plF %7 si ocurre que: para cada G C P filtro P-genérico sobre 9 tal que
p € G se cumple que M[G] |= .
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Por comodidad, cuando una condicién p € P fuerce a una sentencia ¢,
oW, "

el uso de las comillas sera indistinto para asi denotar p IF ¢ o p IF “p’a
discrecion.

Lema 2.14. Sip,q € P y p, v son sentencias, entonces:

w©w»

1. Siplk “p”7y q < p entonces qIF “p”.

2. plk “oNY7siy solo sipl- “p7yplE 7.

W,

Demostracion. 1. Supongamos que p IF“0”"y ¢ < p. Veamos que ¢ IF“p”. Sea
G un filtro P-genérico sobre M tal que ¢ € G. Como ¢ < py q € G, entonces
p € G. Luego, dado que p IF“p” | se tiene que M[G] | ¢, asi, se concluye que
q H_ 44()077 .

2. Se sigue del hecho de que N =AY siysélosi N ey N Ev. O

Definicién 2.15. Sean ¢(11,...,7,) una formula con sus variables libres
enlistadas, p € P, 7,...,7, € VF y a,b P-nombres. Los siquientes incisos
definen la nocién p IF* (11, ..., 7).

1. plF*“a=0"si y solo si
a) Para toda (c,r) € a se cumple que:
{qu:qgré(ﬂ(d,r)eb: (g<r A qll—*c:d))}

es denso debajo de p

b) andlogamente para b, para toda (c,r) € b se cumple que
{¢<p:qg<r=(3dr)ca: (¢<r Aqgltc=d))}
es denso debajo de p.

2. plE* “a € b7siysolosi{q:Ic,r)€b: qg<r Aqlt* “a=c"} es
denso debajo de p.

3. plIF* ) ANvy7si y solo sipIF* 7y plF* 7.
4. pIF*“p”si y solo si para toda q < p, —=(q IF* ).

5. plF*“Fx)(W(x)) si y solo si {q: 3o : qIF* ()"} es denso debajo de
p.
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El concepto de IF* fue definido de tal forma que no nos salimos de 91 para
hablar del mismo. Una situacién contraria ocurre con |-, donde requerimos de
una extension genérica. El siguiente teorema es importante, ya que establece
cuando una condicién p y una féormula ¢ se encuentran relacionados bajo
IF. La demostracion es técnica y extensa, y la herramienta usada, induccién
sobre la complejidad de la férmula, escapa del propésito de este trabajo, es
por ello que serd mejor omitirla.

Teorema 2.16. Sea 9 un modelo transitivo de ZFC, P € 9N una nocion
de forcing, p(xy,...,x,) una férmula y 7i,...,7, € M. Si G es un filtro
P-genérico sobre M, entonces:

1. Sipe GyMEpIE* “po(r,...,m)”", entonces MG| = o((11)as - -, (Th)a),

2. SiMG] = e((T)a, -, (Tw)a), entonces existe p € G tal que
plIE* “o(m,... 1)

Lema 2.17 (Definibilidad). Sea 9% un mtn de ZFC, P una nocidn de forcing
en M y ¢ una formula. Entonces para todo p € P se cumple:

plEp < MEDPIF @
Demostracion. Supongamos que M = p IF* “p”y probemos que p IF“p”.
Si p IF“o”, entonces por la definicién del concepto I, existe G C P, filtro
P-genérico tal que p € G y M[G] = ¢. Ast, M[G] = —p, luego por 2. del
teorema [2.16} existe ¢ € G tal que ¢ IF* =¢. Como p,q € G podemos consi-
derar r € G tal que r < py r < ¢, se sigue que r IF* ¢ y r IF* =, lo cual es

W, "

una contradiccion. Por lo tanto, p IF"“p”.

Supongamos ahora que p IF“p”. Probemos que D = {r: M [ rIF* ¢}
es denso debajo de p.
Supongamos lo contrario y sea ¢ < p tal que para cada r < ¢, r IF* . Luego,
por como se define el concepto IF*, se tiene que ¢ IF* =, lo cual implica que
q IF —p. Pero por otra parte ¢ < p y p IF ¢, entonces g IF ¢, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, D es denso debajo de p, es decir, p IF* . O

El lema de Definibilidad nos permite hablar del la relacién de forzar, I+,
por medio de IF*, con esto podemos hablar del concepto de forzar sin salirnos
de nuestro modelo base 9.
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Lema 2.18 (De Verdad). Sea 9 un mitn para ZFC, P un copo en M y ¢
una formula. Entonces para cada filtro G P-genérico sobre I

MG EpIpeG: plko.

Demostracion. La implicacion hacia la izquierda sigue de la definicién de -
y la implicacion hacia la derecha se sigue del lema y el teorema O

El lema de Verdad nos asegura que toda verdad en 9[G] esta forzada,
asi que, combinando los lemas y [2.18] tenemos que podemos hablar de
toda verdad en 9[G] sin salirnos de 9. Ambos lemas son muy utilizados a
lo largo del trabajo, en especial para elegir cierto tipo de densos y mostrar
que son elementos de 9, y son importantes para ver que 9M[G] = ZFC.

Corolario 2.19. Sea 9t un min para ZFC, P un copo en M y ¢ una formula.
Entonces:

1. {p:plF %" Vplk “a¢”} es denso,
2. plt “sp”si y solo si ~(Fg < p:qlk “p7),

3. plF {3x) p(x)”si y solo si {r:Jo € M:ri- “p(c)”} es denso debajo
de p,

4. Siplk “3x: (x €0 AN ¢(x))”, entonces existen ¢ < p y m € dom(o)
tales que q I “p(m)”.

Demostracion. Por definicion 1., 2. y 3. se cumplen para [F*, asi, por el lema
de Definibilidad, , son ciertas para |-.

Para 4., fijemos G filtro P-genérico tal que p € G. Por la definicion de I+,
existe g € o¢ tal que M[G] = p(7g). Entonces m € dom(o) y, por el lema
de Verdad, (2.18)), existe r € G tal que r I (). Si ¢ es una extensién comin
de py r, entonces ¢ < py qlF ¢(m). ]

Por 1. del corolario [2.19] si ¢ es una férmula, para cada p € P existe ¢ € P
tal que ¢ < py qlF ¢ o qlF —p. diremos que una condiciéon ¢ € P decide a
una formula ¢ si ocurre que o bien ¢ IF ¢ o g IF —p.

Concluimos esta seccién con el siguiente teorema que nos asegura que si
partimos de un modelo para la teoria de conjuntos, al realizar una extension
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genérica, obtenemos nuevamente un modelo para la teoria de conjuntos. La
demostracion es tan técnica como extensa, ademds de no aproximarse al
objetivo de este trabajo por lo que serda omitida.

Teorema 2.20. Sea M un min de ZFC, P € M una nocion de forcing y G
un filtro P-genérico sobre M, entonces M|G] = ZFC.



Capitulo 3

Hipoétesis del continuo

Habiendo ya explicado en qué consiste la técnica de forcing, lo conse-

cuente sera utilizarla. En esta seccion se presenta el forcing de Cohen para
construir un modelo de ZF'C' donde no se satisfaga la HC', al mismo tiempo
se presenta la construccién de un modelo donde se admite HC' pero no HCG
y por ultimo un modelo donde se satisface HC'.
Los forcings aqui empleados son muy similares entre si y la teoria necesaria
para poder asegurar que las mencionadas proposiciones son véalidas también
lo son, por ello se presentan las definiciones y resultados generales e inme-
diatamente después algunas particulares, ambas se emplean no solo en esta
seccion sino a lo largo de todo el trabajo.

3.1. Forcings F'n

Definicién 3.1. 1. Para A un cardinal infinito y cualesquiera I, J:
F.(I,J,X) ={p: pes funcion A|p| < X A dom(p) C I A ran(p) C J}.
Ordenamos a p,q € F,(I,J,\) como: p < q si y solo si ¢ C p.

2. F,(1,J) = F,(I,J,Ro) ={p : p es funcion N |p| <w Adom(p) C1 A
ran(p) C J}

A F,(1,J, ) se le conoce como el copo de las funciones parciales de ta-
mano menor que A de [ en J y a su vez a F,(I,J) se le conoce como el copo
de las funciones parciales finitas de I en J. Resulta que F, (I, J) cumple con
1. de la definicién 2.1]

29
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Ahora, p extiende a ¢, en nuestra nocién de orden parcial, si y solo si lo

extiende como funcién, i.e., dom(q) C dom(p) y para toda o € dom(q) se
cumple que p(a) = ¢(a).
Por su parte, p y ¢ son compatibles, pl|g, si y solo si son compatibles como
funciones, i.e., existe otra funcién r tal que dom(p),dom(q) C dom(r), para
toda a € dom(p) se cumple que 7(a) = p(«) y por su parte toda o € dom(q)
cumple que 7(a) = ¢(«). Notemos que: si p y ¢ coinciden en la interseccién
de sus dominios, entonces p U ¢ es una extenciéon comun de p y q.

Puede ayudarnos pensar que las funciones p € F,(/, J) son aproximacio-
nes finitas de una funcién f : I — J, es decir que cada p nos mostraria una
condicién que queremos que f cumpla, esto diciendo que “p C f7, siguiendo
esa idea podemos decir que todo lo que p hace como funcién es algo que f
también hace, es decir, todo lo que p sabe, f lo va a saber.

Resulta que F,(I,J,\) con el orden de la contencién inversa (el orden del
que lo hemos dotado) tiene elemento maximo, 1 = &, con lo cual, es una
nocion de forcing.

Lema 3.2. Si I,J, A € M, (X es un cardinal)™, |J| > 2, (|[I| > )™, consi-
deramos P = F,(I, J,\) y G C P es un filtro P-genérico sobre MM, entonces:

1. PeMm,

2. P no tiene dtomos.

3. UG es una funcion sobreyectiva de I en J.
4. UG e MG] \ M.

Demostracion. 1. Como 9 modela ZFC, 9 conoce todo lo que interviene
en la definiciéon de P, por tanto P € 9.

2. Sea f € P, como dom(f) < X\ mientras que A < |I|, podemos consi-
derar n € (I \ dom(f)). Para jo,j1 € J distintos, sean g = f U {(n,jo)} v
h=fU{(n)}, ocurre que g < f, h < f v gLh.

3. Veamos primero que | JG estéd bien definida.
Para ver que | J G es funcién, supongamos lo contrario, i.e., que existen n € [
Y Jo, j1 € J tales que jo # j1y (n, jo), (n,j1) € |JG, entonces existen f,g € G
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tales que (n,jo) € fy (n,71) € g, pero, como G es un filtro, existe una ex-
tensién comin de fy g, digamos r € G , asi, (n, jo), (n, j1) € r lo cual es una
contradiccién ya que r es una funcién. Por lo tanto, | J G estd bien definida.

Para ver que dom(|JG) = I, definamos para cada n € I,
D, ={f €P:nedom(f)}.

Notemos que para cadan € I, D,, € I . Ahora verifiquemos que cada uno de
estos conjuntos D,, es denso en P. Seann € ['y f € P, si n € dom(f), enton-
ces f € D,,. En caso contrario, si n ¢ dom(f), para algin j € J consideremos
g=fU{(n,j)}. Entonces g < fy g€ D,. Porlo tanto, D,, es denso en P.
Ahora, como G es filtro P-genérico sobre 9t y para cada n € I, D,, € M, se
tiene que para cadan € I, GN D, # @. Paracadan € I, sea f, € GND,.
Entonces, como | JG = | req [, en particular, f, C JG lo cual implica que
n € dom(|J G). Por lo tanto, dom(|JG) = I.

Por otra parte, cada elemento en GG es una funciéon con rango algtin sub-
conjunto de J, por lo tanto, ran(|JG) C J. Ahora, sean j € Jy f € G,
si existe n € I tal que (n,j) € f entonces (n,j) € |JG y por tanto
j € ran(lJG), en caso contrario elegimos, como antes, ng € (I \ dom(f))
y consideramos g = f U {(ng, 7)}, por como definimos g, g < f y como G es
filtro y f € G se cumple que g € G, lo cual implica que j € ran(|JG), i.e.,
|JG es sobreyectiva.

Con todo lo anterior, se tiene que | JG : I — J es una funcién sobreyec-
tiva.

4. |JG € M[G], asi que resta ver que | JG ¢ M.
Para cada funcién f : I — J tal que f € 9 | definamos

Dy ={geP: Inedom(g): f(n)+#gn)}

Fijemos f : I — J con f € M. Notemos que D; € M.

Afirmamos que Dy es denso en P. En efecto, sean g € P, n € (I\dom(g)),
je J\{f(n)} y h=9gU{(n,j)}. Entonces h < gy h € Dy. Por lo tanto,
Dy es denso. Consideremos f* € G N Dy, entonces existe n € dom(f*) tal
que f*(n) # f(n). Ademads, como f* € G, se tiene que f*(n) = (|JG)(n), lo
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cual implica que | JG # f . Como tomamos una f : [ — J arbitraria en 9,
concluimos que |JG ¢ M. O

Notemos que en la demostracién anterior el hecho de que |J| > 2 sdlo es
utilizado en 2. y 4., fue agregado inicamente para dotar de interés a nuestro
forcing ya que de no ser asi solo existiria una funcién de I en J; la funcion
constante que pertenece a M, por lo que este caso es descartado. Precisa-
mente haciendo alusién a este hecho es que 2. tiene tanta importancia, ya
que con €l afirmamos que P no tiene atomos.

Procedemos ahora a enunciar un par de casos particulares del lema [3.2] sin
realizar sus demostraciones pues son implicaciones directas de lo ya enuncia-

do.

Lema 3.3. SiP = F,(w,2) y G C P es un filtro P-genérico sobre M, enton-
ces:

1. PedMm,

2. P no tiene dtomos.

3. UG es una funcion tal que ran(|JG) C 2 y dom(|J G) = w,

4. UG e MG\ M.

Con la ayuda de nuestro forcing hemos conseguido agregar una nueva

funcién de w en 2 a la cual se le denominara real de Cohen, asi, la nocién de
forcing F),(w, 2) es el forcing que agrega un real de Cohen.

Lema 3.4. Sea k un cardinal infinito, M un min de ZFC. SiP = F,(kxw,2)
y G C P es un filtro P-genérico sobre M, entonces:

1. PeMm,
2. UG : k x w — 2 es una funcidn,
3. UG € MG]\IM.

4. Sipara cada o < Kk definimos fao : w — 2 como fgo(n) =JG(a,n),
entonces si tomamos a, 3 € Kk tales que o # f3, se tiene que fa.o # fa -
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Demostracion. Escribimos ahora la demostracion de 4. ya que vale la pena
para expresar mejor el uso de los conjuntos densos y visualizar lo que expresa
el resultado.

4. Consideremos «, 3 € k tales que a # [y veamos que fg.o # fas-
Definamos

D,p= {p eP: dnew: ((a,n), (B,n) € dom(p) A p(a,n) =1 —p(ﬂ,n))} )

Primero, notemos que D, g € M , ya que 9N conoce cada conjunto mediante
los cuales le definimos.

Verifiquemos que D, 3 es denso. Sean p € P y como dom(p) es finito po-
demos considerar n € w tal que no existe v € x tal que (v,n) € dom(p). Sea
qg=puU {((a,n),O), ((ﬁ,n),l)}. Entonces ¢ < py q € D,p. Por lo tanto
D, s es denso.

Fijemos ahora o < 8 < K y sea p € D,p N G. Entonces para algin

new, p((a,n)) + p((ﬁ,n)) lo cual implica que UG((a,n)) =+ UG((ﬁ,n)),

con lo cual, para algin n € w se tiene que fgo(n) # fes(n). Por lo tanto,

fa.a # fap- u

Corolario 3.5. Si () es un cardinal)™, k € M y G es F,(kx\, 2, \)-genérico
sobre M, entonces (2N > |x|)™ICl.

Este corolario nos dicen que podemos hacer crecer la potencia de un
cardinal tanto como nosotros queramos, acotandolo por debajo por el cardinal
del modelo base en el modelo genérico, en particular acotamos a 2* con k. Sin
embargo, nada nos asegura -hasta el momento-, que los cardinales del modelo
base sigan siendo cardinales en la extension: pensemos que en 9G] hemos
agregado objetos, con ello cabe la posibilidad de tener nuevas funciones (de
hecho en el forcing que consideramos tenemos funciones nuevas de I en J)
asi que teniendo k un cardinal en 9 esto significa que no existe ninguna
funcién en 9t de un ordinal menor en &, nosotros deseamos que en M[G| no
se hallan agregado funciones de ese tipo.

3.2. Preservacion de cardinales

Definicién 3.6. Sea P € 9 y 0 un cardinal infinito en IN.
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1. P preserva cardinales si para todo B € Ord NI se cumple que (5 es
cardinal)™ si y solo si (B es cardinal)™C]

2. P preserva cofinalidades si para todo ordinal limite v € N,
cof (7)™ = cof (y)™Cl.

3. P preserva cardinales mayores o iquales a 6 (menores o iguales a 6), si
y solo si siempre que G sea un filtro P-genérico sobre M, € MNOrd
y B >0 (respectivamente B < 0), se cumple que:
(B es un cardinal)™ si y solo si (B es un cardinal)™C).

4. P preserva cofinalidades mayores o iguales a 0 (menores o iguales a 6),
st y solo si siempre que G sea P-genérico sobre M, v un cardinal limite
en M y cof (V)M > 0 (respectivamente cof (v)M < 6), entonces

cof (7)™ = cof ()™

Observacion 3.7. Resulta inmediato que si P cumple con 1. o con 2. en-
tonces para cualquier cardinal 0 en I, P cumple 3. y 4. respectivamente.

MG

Proposicién 3.8. Si (k es un cardinal) entonces (k es un cardinal)™.

Demostracion. Supongamos que k no es cardinal en 91, entonces podemos
considerar un ordinal y una funcién, o, f € M, tales que (a < k)™ y
(f : @ — K es una biyeccién)™. Entonces o, f € IM[G] y por absolutez,
(a < k)M y (f : @ — K es una biyeccién)™C 1o cual implica que » no es

un cardinal en M|G]. O

Lema 3.9. Sea P € M y 6 un cardinal infinito en M. Si P preserva cofina-
lidades < 0, entonces P preserva cardinales < 6. Si P preserva cofinalidades
>0y (0 es regular)m, entonces P preserva cardinales > 6.

Demostracion. Supongamos que P preserva cofinalidades < 6.

Por la proposicién [3.8 basta preocuparnos de los cardinales en 9. Ex-
cepto por el 0, los cardinales menores que 6 son sucesores o limites. Si o € M
con a < 6 cardinal sucesor, entonces a es regular, entonces (cof(a) = a)™,
y como P preserva cofinalidades < 6 se tiene que (cof(a) = )™, es decir,
(a es regular)™@ se tiene que (a es un cardinal regular)™“. Por tanto o

sigue siendo un cardinal en 9M[G].
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Sea 8 < 6 es un cardinal limite en 2. Entonces el conjunto de cardinales
regulares en 91 es no acotado en [, los cuales son cardinales regulares en
IM[G], por lo tanto, 5 es un cardinal limite en 9M[G]. Asi, podemos concluir
que P preserva cardinales.

Para el caso en que P preserva cofinalidades > 6 y (6 es regular)™ notemos
que podemos realizar la misma demostracion valiéndonos de la hipotesis de
que (6 es regular)™. ]

Corolario 3.10. Si P preserva cofinalidades, entonces P preserva cardinales.

Demostracion. Basta considerar 8 = R, en el lema [3.9] O

3.3. Consistencia de —HC

Ahora nos enfocaremos en los forcings particulares antes mencionados pa-
ra poder concluir con la consistencia relativa de HC', en el caso de los F,, de
cardinales mayores tendremos que enunciar algunas definiciones y resultados
mas para poder asegurar que se preserven cardinales.

Los siguientes dos resultados son una implicaciéon directa de dos gene-
ralizaciones de los mismos cuyas demostraciones pueden encontrarse mas
adelante, por esto mismo los aceptaremos por el momento.

Por su parte el siguiente lema es un caso particular del lema |3.17]

Lema 3.11. Sea 9 un mitn de ZFC, P € 9 una nocion de forcing y
A BeM. Siy f: A— B es una funcion tal que f € M[G]|, entonces
eviste F' : A — o(B) tal que F' € M y para cada a € A, f(a) € F(a) y
[F(a)] < w.

Mientras, el siquiente teorema es un caso particular del lema [3.18
Teorema 3.12. Si P € M y (P es ccc)™, entonces P preserva cofinalidades.

Proposicién 3.13. F,(w,2) es ccc y si k es un cardinal, entonces F,,(kXw,2)
es ccc.
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Demostracion. F,(w,2) es ccc puesto que F,(w, 2) es un conjunto numerable,
asi, si tomamos una anticadena, ésta debe ser a lo mas numerable.

Supongamos que k es un cardinal y sea A C F),(k X w, 2) tal que |A| = w;.
Veamos que A no es una anticadena. Sea B = {dom(p) : p € A}. Enton-
ces B C [k X w|<¥ y |B| = wy. Por el Lema del A-sistema, existe C' C B
tal que |C| = w; y C forma un A-sistema con raiz r para alguna r € [k Xw]<“.

Asi, sip, q € A son tales que dom(p), dom(q) € C, entonces se cumple que
dom(p) N dom(q) = r. Como r es finito, existe una cantidad finita de funcio-
nes de r en 2, entonces existe D C C' tal que |D| = w; y para cualesquiera
p,q € A se tiene que, si dom(p),dom(q) € D entonces p [.= ¢ [,. Entonces
para cualesquiera p,q € A tales que dom(p),dom(q) € D se tiene que p||q.
Por lo tanto, A no es una anticadena. Asi, F,(k X w,2) es ccc. O

Corolario 3.14. Con(ZFC) — Con(ZFC+- HC)

Demostracion. Sea k > N; un cardinal en 91, consideremos P = F'n(k X w, 2),
por el corolario , (2% > |k|)™C]. Ademads, sabemos que P es ccc y por tanto
preserva cardinales, con lo cual (2% > ¥;)™¢] O

3.4. Consistencia de " HCG

Lema 3.15. Sea P € 9 y (0 cardinal infinito)™. Si siempre que r sea
un cardinal reqular de M, k > 0 y G sea P-genérico sobre M, ocurre que
(k es regular)™C, entonces P preserva cofinalidades > 6. Andlogamente, si
escribimos < 0 en vez de > 0.

Demostracion. Sabemos que ser ordinal sucesor o ser ordinal limite son no-
ciones absolutas. Ademas, los ordinales sucesores tienen cofinalidad 1. Por
lo tanto, resta verificar que los ordinales limite mayores iguales que 6 en 9
preservan su cofinalidad.

Sea v > # un ordinal limite en M y sea (k = cof(7))™. Entonces existe
una funcién f : kK — 7 estrictamente creciente y cuyo rango es cofinal en ~.
Ahora, se tiene que (k = cof(y) es regular)™, usando nuestra hipdtesis,
(k es regular)™ | de donde (cof(x) = &)™ . Finalmente, notemos que
f € M[G), asi, (cof(k) = cof (7)™ entonces (k = cof(y))™C]. Por lo
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tanto, P preserva cofinalidades > 6.

Procedemos de manera andloga para < 6. ]

Definicién 3.16. Sean P es un copo de forcing y k es un cardinal, P cumple
la k-cc (o simplemente que P es k-cc), si para toda anticadena A C P, se
cumple que |A| < k.

Lema 3.17. Sean P € M, A, B € M, (0 es un cardinal)™ y supongamos que
P es0-cc. Si G es un filtro P-genérico sobre M y f € M[G] es una funcidn tal
que f : A — B, entonces existe una funcion F : A — p(B) con F € 9N,
tal que para cada a € A, f(a) € F(a) y (|F(a)| < 6)™.

Demostracion. Sea T € IMP tal que f = 7. Entonces existe p € G tal que
p IF“7 es funciéon de A en B”.

Para cada a € A, definimos F(a) = {b€ B:3¢<p: ql- “r(a) =b"}.
Haciendo uso del Lema de Definibilidad , I conoce todo lo que invo-
lucra F' por lo cual F' € 9M. Sea a € A, probemos que f(a) € F(a). Sea
b = f(a), entonces existe r € G tal que r |+ “7(a) = b”. Consideramos
q € G extensién comun de py r, asi, ¢ < py qlF “r(a) = b”, entonces

fla) =b€ F(a).

Resta probar que (|F(a)| < 6)™. Usando el AE en 91, elegimos una fun-
cién 0 € M, tal que 0 : F(a) — P, 0(b) IF “m(a) = 0"y 0(b) < p.

Ahora probaremos que el conjunto {6(b) : b € F(a)} es una anticadena
en P. Supongamos lo contrario. Sean by, b; € F(a) tales que by # by y de
tal modo que 6(by) y 6(by) tienen una extensién comin, digamos r € P. Por
el Lema 2.5 podemos considerar H C P un filtro P-genérico de tal modo
que v € H, entonces 0(by),0(b;) € H. Como r < 0(by) < py p IF“T es
funcién de A en B”, en M[H] ocurre que 7y : A — B es una funcién,
ademés 1y (a) = by y Ty(a) = by lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
{0(b) : b € F(a)} es una anticadena en P. Ademds, como P es 6-cc, se tiene
que [{0(b) : b € F(a)}| <0, lo cual implica que (|F(a)| < §)M. O

Lema 3.18. Si P € M, (0 es un cardina)™ y (P es 0-cc)™, entonces P
preserva cofinalidades > 6. Ademds, si (0 es reqular)™, P preserva cardinales
> 0.



38 Hipodtesis del continuo

Demostracion. Supongamos que P no preserva cofinalidades. Entonces exis-
ten G filtro P-genérico sobre M y un ordinal £ € 9 tales que , (k es regular
y &> 0)™ y (k no es regular)™¢l. Entonces existen un ordinal y una funcién,
a, f € M[G], tales que a < k' y f : @ —> Kk es tiene rango cofinal en k. Como
(P es 6-cc)™, haciendo uso del Lema , podemos considerar F' : o — (k)
tal que F' € M y para cada & < o, f(§) € F(&) y (|F(€)] < 6)™.

Definimos S = ., F'(£), notemos que S € M y, dado que ran(f) es
cofinal en k, S es un conjunto cofinal en x. Pero S es una unién de longitud
a de conjuntos mas pequefios que 6, por lo tanto (|S| = |a|)™, con lo cual
(cof(k) < |S] = |a| < k)™. Esto nos dice que k no es regular en O, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, P preserva cofinalidades > 6. O

Lema 3.19. F,(I,J,\) es (|J|*)*-ce.

Demostracion. Procederemos por contradiccién. Supongamos que el conjun-
to {pe : £ < (|J]<*)"} es una anticadena en P.

Si A es regular, sabemos que (|J|<*)<* = |J|}, entonces siempre que

a < (JJ[M)7T se cumple que: |a<*| < (|J|<*)*. Por el lema del A-sistema
(1.26)), existe X C (|J[<*)F con |X| = (|J]|=")* tal que {dom(p¢) : & € X}

forma un A-sistema con raiz r.

Como r es finito, hay menos de (]J|<*)* posibilidades para elegir diferen-
tes pel,. Asi, podemos consideramos Y C X donde para cada &p,& € Y se
satisfaga que pg, .= pe, I v [Y] = (|[J|"*)T. Por como consideramos a Y,
para cada §p,&1 € Y, pg, U pe, es una funcién de I en J de tamano menor
que A por lo cual pg,||pe,. Lo cual es una contradiccién.

Si A es singular. Como (]J|<*)* es regular y mayor que A, entonces existe
N < X tal que si consideramos Z = {£ : |pe| < N}, |Z] = (|J|"")" pero
de tal modo que {p¢ : & € Z} es anticadena. Lo cual contradice que el ser
([ 71X+ O

Corolario 3.20. Si I, J € M, (X es reqular)™, (|J] < 2™ y (0 = (2<1)F)™
entonces, F,(I,J,\)™ preserva cofinalidades y cardinales > 0.

Demostracion. Fn(I,J,\) es 0-cc en M ya que (|J|<* = 2<*)™ con lo cual
se tiene el resultado. O
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Definicién 3.21. Un copo P es \-cerrado si y solo si siempre que v < A y
{pe : & < v} sea una sucesion decreciente de elementos de P (i.e., & < n
implica que p, < pe), entonces existe ¢ € P tal que para cada & < v, q¢ < pe.

Teorema 3.22. Sean P € M, A, B € M, (A es un cardinal)™, (P es \-
cerrado)™ y (|A] < \)™. Si G es P-genérico sobre M y f € M[G] es tal que
f:A— B, entonces f € M.

Demostracion. Basta mostrar el resultado para A = o € ORD (si A ¢ ORD
consideramos a type(A)).

Sea k= (*B)™ y f € (°B)™¢l,
Procederemos por contradicciéon. Supongamos que f ¢ &, consideremos 7 € NP
tal que f = 7 y fijemos p € G tal que p IF (TZd—)B) ANTé&FR
Trabajando en 91, usamos recursién transfinita y AC' para elegir sucesiones
{pp: n<a}dePy{z,: n<a}deB tales que:

L. po=p

2. Si & <1, entonces p, < pe

3. pyar IE7(7) = 2.

Para el caso sucesor supongamos que hemos construido p, y procedemos con
Pnt1 ¥ 2y como sigue: p, < p entonces, p, IF 7 & — B, con lo cual, dado
que toda verdad en 9M[G] estd forzada, p, - 3z € B : 7(7) = x, asi, por
3. del corolario m, Jz, € By py+1 < p, tal que p,q IF 7(7)) = 2,. Para
el caso limite usamos la definicién de A-cerrado. Sea g : @« — B tal que
g(n) = z,, tenemos que g € k. Sea H P genérico sobre M con p, € H,
pp, € H. Entonces para cada n < a: 7y(n) = z,, entonces 7y = g € & lo cual
es una contradiccién ya que po IF 7 ¢ &. [

Corolario 3.23. Si P € M, (\ es un cardinal)™ y (P es A cerrado)™, en-
tonces P preserva cofinalidades < X\ y, por tanto, cardinales < ).

Demostracion. Supongamos que P no preserva cofinalidades, entonces existe
un k£ < A tal que (k es regular)™ y (k es singular)™¢],

Asi, existe o < ky una f € IM[G], donde f : o« — k& tal que ran(f) es cofinal
en k. Por el teorema , f €M, lo cual contradice que (x es regular)™. Por
lo tanto, P preserva cofinalidades < Ay por el lema[3.9] P preserva cardinales
<A\ [
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Corolario 3.24. Si P € M, (X es un cardinal)™ y (P es A cerrado)™, en-
tonces P preserva A7 .

Demostracion. Supongamos que (AT)™ < (AT)™C] Entonces en 9 existe
f: A — (AH)™ funcién biyectiva, por el teorema tenemos que f € N,
lo cual es una contradiccion. [

En particular, el corolario anterior nos asegura que si P es Ng-cerrado
entonces N; se preserva. Este hecho serd de gran utilidad para resultados
posteriores.

Lema 3.25. Si A es regular, entonces F,(I,J,\) es A-cerrado.

Demostracion. Seay < Ay {pe : £ < v} una sucesién decreciente de elemen-
tos de P. consideramos ¢ = (J{pe : £ < 7}, como 7 < Ay para cada & < 7,
Ipe| < A, tenemos que |g| < A con lo cual ¢ es una funcién parcial menor que
Ade I en J que extiende a todas las pe. O]

Teorema 3.26. Si A\, I,J € M, (X es reqular)™, (2<* = )™ y (|J]| < )™,
entonces F, (I, J,\)™ preserva cofinalidades (y por tanto, cardinales).

Demostracion. Por el lem, como A\ es regular, F},(I,J, \)™ es A-cerrado
en 9 y, por el corolario [3.23] preserva cofinalidades < A. Como 2<* = \,
v (|J] < MM se tiene que |J| < 2<%, usando el corolario [3.20, se tiene que
F, (I, J,\)™ preserva cofinalidades > (2<*)* = A*. Con todo lo anterior, se
obtiene el resultado. O

Teorema 3.27. Supongamos que (A < k)™, (X es reqular)™, (2<* = \)™ y
(k* = k). Si P = F,(k x \,2,\)™, entonces P preserva cardinales y si G es
P-genérico sobre M, entonces (2* = k)™,

Con lo anterior y eligiendo a A y a k de manera adecuada, tenemos que:
Con(ZFC) — Con(ZFC + HC +-~ HCG), de hecho podemos invalidar

HCG para cualquier cardinal regular.

3.5. Consistencia de HC

Ahora usaremos la teoria para ver la consistencia de HC' con una de-
mostracion sencilla que ademas nos ayudara a consolidar los conocimientos
adquiridos y la manera de emplearlos.
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Teorema 3.28. Con(ZFC) — Con(ZFC+ HC).

Demostracion. Sea 9T un mtn de ZFE y definamos en 91 a la nocién de for-
cing P = F, (w1, p(w),w;). Los elementos de P son aproximaciones numera-
bles a funciones de wi" en ™ (w). Sea G un filtro P-genérico sobre M. Desea-

mos encontrar en M[G] una funcién sobreyectiva f : w?ﬁ[G} — MG (W).

Veamos que |JG : wM — pM(w), es una funcién sobreyectiva

Sean A, B € p(w), si (o, A), (o, B) € |JG, entonces existen py,p; € G
tales que (a, A) € po y (o, B) € p;. Como G es filtro, existe r € G tal
quer < pyyr <p. Asi, (a,A), (a,B) € ry, como 7 es funcién, esto
implica que A = B. Por tanto | JG es funcién.

Para cada a < wi", sea D, = {p € P: o C dom(p)}.

Sea a < W, veamos que D, es denso. Sea py € P consideremos p < pq
tal que p : B — ™ (w), con B un ordinal y 8 < wi™. Si B > « entonces
p € D,. Si B < a, consideremos ¢ : @« — " (w), tal que

q(@:{p@ sigep

g sif=>p

entonces ¢ € D, v q < po.

Como para cada a < w', D, es denso y G es P-genérico sobre 9 se

tiene que G N D, # @. Asi, para cada a < w]" existe p € G tal que

a C dom(p) y por tanto W' = U a C U dom(p) C wi™. Por lo
a<w™M peG

tanto dom(U G) = U dom(p) = wi*.

peG

Para cada x € pM(w), sea E, = {p € P: x € ran(p)}.

Sea z € ™ (w), veamos que E, es denso. Sea p € P, si z € ran(p),
entonces p € E,. Si z ¢ ran(p), sea B > dom(p) tal que § € Wi,
definimos ¢ = pU {(B,z)}. Entonces ¢ <py q € E,.

Sea A € p™(w). Como E4 es denso en P, GN E4 # @. Asf, podemos
considerar p € G N E4, por ende A € ran(p). De aqui, se tiene que
existe a < wi tal que p(a) = A y por tanto | JG(a) = A. Como A fue
un elemento arbitrario de p™(w) tenemos que |J G es sobreyectiva.
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Hemos visto asi que |JG : wP — p™(w) es una funcién sobreyectiva.

Ahora vamos a verificar que p™(w) = ™ (w) v W = wim[G]

concluir el resultado.

para poder

Sabemos que p™(w) C ™ (w). A un elemento en E™(w) lo podemos
ver como una funcién f : w — 2. Ademés por el lema [3.25] P es wy-cerrado,
y por el teorema , f €M, con lo cual ™% (w) C ™ (w). Por lo tanto,
tenemos la igualdad entre estos dos conjuntos.

Veamos que wi' = wslm[c]' Como 9 C M[G], debe de cumplirse que
W' =w NM C w NMG] = wilm[G]. Por lo tanto, wi" < w?ﬁ[G]. Veamos
M[C]

ahora que w < w; . Para esto, procedamos por contradiccién, es decir,

supongamos que wi' < wfﬁ[G]. Entonces wi" es un ordinal numerable en 9[G],

pero en M[G] tenemos que la funcién |JG : w — o™ (w) es sobreyectiva,
ademds p™(w) = E™C(w), lo cual implica que M[G] modela que p(w) es

. MG
numerable, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Wi > w; .

Juntando las dos desigualdades, hemos probado que w* = wilm[G].

Entonces en IM[G] se satisface que existe una funcién sobreyectiva de w;
en p(w),lo cual nos dice que wy > |[p(w)|. Ademas, es un resultado conocido
de la teorfa de conjuntos que w < |p(w)]|, con lo cual wy < |p(w)|. Entonces

M[G] | wi = |p(w)] = [R]. =



Capitulo 4

Tipos de reales

En la secciéon anterior hemos agregado reales a nuestro modelo base y
con ello surge el interés de conocer sus propiedades y estudiar otros tipos de
reales que pueden ser agregados. En esta seccion hablaremos de tres tipos de
reales (dominantes, no acotados y divisores), revisando la forma en que se
relacionan entre ellos y proporcionando ejemplos de como forzarlos.

4.1. Tipos de reales

Antes de definir los tipos de reales que nos interesa estudiar, definiremos
lo que entendemos por que una funciéon de w en w domine a otra.

Definicién 4.1. Sean f,g €“ w diremos que f domina a g, lo cual denotamos
q <* f, siy solo si existe m € w tal que para toda n >m, g(n) < f(n).

Definicién 4.2. Sean f € “wNM[G] y x € [w]* NM[G].
1. f es un real dominante si para toda g € “wNIM, g <* f.

2. f es real no acotado si no es dominado por ningin g € “wNIM, i.e.,
no existe g € “w NM tal que f <* g.

3. x es real divisor si para toda y € [w]* NI, se cumple que = divide a
y, i, lyNa|=ly -zl =w.

Definicién 4.3. Sea P una nocion de forcing, diremos que:

1. P anade reales dominantes si y solo si 1 1= Af € “w : Vg € “w : g <* f,

43
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2. P anade reales no acotados si y solo st 1IF 3f € Yw: Vg € “w: f £* g,

3. P anade reales divisores si y solo si
IFIzCw: Vyew®: JyNa|=ly—z|=wy

4. P es“w-acotado si en ninguna extension P-genérica hay reales no aco-
tados.

Es facil notar que si P anade reales dominantes entonces también anade
reales no acotados. Ya que por definiciéon todo real dominante es no acotado.
A continuacién exploraremos otras relaciones entre estos tres tipos de reales.

Proposicién 4.4. Si M[G] tiene un real dominante, entonces también tiene
un real divisor.

Demostracidén. Para cada funcién f € “wNIMM[G], si f2(0) =0y
fH0) = f(f™(0)), consideremos el conjunto

or = { [f%(o),f%“(o)) . ne w} .

Ahora consideremos f € “w un real dominante. Sin pérdida de generali-
dad podemos asumir que f es estrictamente creciente y que f(0) > 0.

Seaz € [w]*NM y g, : w — x la tinica biyeccién estrictamente creciente
entre w y .
Como f es dominante, g, <* f, lo cual implica que existe ng € w tal que
para cada k > ng tenemos que g, (k) < f(k). Para cada k € w, si k < g,(k),
entonces k < f*(0) . Mds atin, para k > ng se cumple que

FH0) < ga(F1(0)) < £(f*(0)) = f£(0)

con lo cual g,(f*(0)) € [f*(0), f*+1(0)). Asi, g,(f*(0)) € oy si y solo si k es
par, lo cual muestra que x Moy y  — oy son infinitos. Asi, como x € [w]|* fue
arbitrario, oy es un real divisor. O

Con esto hemos visto que anadir reales dominantes implica anadir reales
no acotados y reales divisores. Nuestro interés en lo que resta de esta seccién
serd ver como se comportan las reciprocas de estos dos hechos y para ello
haremos uso de diferentes forcings.
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4.2. Los reales que agrega el forcing de Cohen

Comenzaremos con el ya conocido Forcing de Cohen, sin embargo necesi-
tamos hacer uso de versiones equivalentes del mismo para facilitar el trabajo.
Para poder hablar de nociones de forcing equivalentes es imperativo mencio-
nar encajes sobre las mismas, éstas son funciones especiales entre nociones
de forcing; su estudio es extenso y sale de los limites de este trabajo por lo
cual nos remitimos a enunciar un resultado que nos sera de gran utilidad sin
redactar su demostracion.

Definicién 4.5. Sean (P,<p) y (Q, < Q) nociones de forcing.

1. Diremos que P y Q son equivalentes, en notacion P ~ Q si y solo si
para cada G filtro
P-genérico sobre M, existe H filtro Q-genérico sobre M tal que M[G] =
IM[H] y para cada H filtro Q-genérico sobre M, existe G filtro P-genéri-
co sobre M tal que M[H]| = M[G].

2. Una funcion e : P — Q es un encaje denso si satisface que:

» Vpo,p1 € P :po <p p1 ¢ e(po) <gelp1) v
» VgeQ:IpeP: e(p) <gq.

Proposicién 4.6. Sean (P, <p) y (Q, < Q) nociones de forcing. Si existe un
encaje denso entre P y Q entonces P =~ Q.

Asi, veremos las ya anticipadas versiones equivalentes. Consideremos el

forcing de Cohen C = Fn(w,2) y las nociones C = <U "2, 2),

ncw

C(w) = (Fn(w,w), D), y Cw) = (U "w, 2). Veremos que son todas equi-
necw

valentes.

Proposicién 4.7. C ~ C ~ C(w) ~ C(w)

Demostracién. Para ver que C &~ C basta con considerar la funcién inclusién

i: U "2 —3 Fn(w,2), mientras para ver que C(w) =~ C(w) andlogamente
new

consideramos la funcién inclusién i, : U "w — Fn(w,w).

new
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Por dltimo veamos que C ~ C(w). Queremos encontrar un encaje denso
e : U "w —> U "2. Para ello sea p : ng — w una funcién. Si ng = 0,

new new
entonces e(p) = @. En otro caso, por induccién sobre ngy definimos enteros

bi. de tal modo que para cada k € ng se cumple que

- {p(O) si k=0

b1 +p(k)+1 sik>0.

Sea x, = {b; : k € ng} y definamos la funcién h(p) : byy—1 +1 — 2 de
tal modo que

1 sijeux,
0 sijé¢ x,.

h(p)(j) = {

Notemos que h(p)(b,,—1) = 1. Por otro lado si la funcién ¢ : kg +1 — 2
es tal que q(ko) = 1, entonces, considerando | = [{m € ko + 1: q(m) = 1}|,
existe p : [ — w tal que h(p) = ¢. En efecto, h(p) es la sucesién de p(0)
ceros, un 1, p(1) ceros, un 1, etc. O

Propiedad de Laver: Sea F = {S:w — fin(w) : Vn € w: |S(n)| < 2"}.
Una nocion de forcing P tiene la propiedad de Laver si y solo si para cada
funcion f € “wNIM y cada P-nombre 7 para alguna funcién de “w tales que
1IFVn ew: 7(n) < f(n) se cumple que:

1IF3ISe FNM: Vnew: 7(n) € S(n).

Proposicion 4.8. Si P tiene la propiedad de Laver, entonces no anade reales
de Cohen.

Demostracion. Sean {I, : n € w} una particién de w (en M), tal que para
cada n € w, |I,] = 2n y méx(l,) <min(/,41), y 7 un P-nombre para un
elemento de “2, ie., 1 IF7 € “2.

Veamos que 7 no es nombre para un real que corresponda a un filtro C-genéri-

co, considerando C = (U "2, Q).
new

Para cada n € w, sea H(n) = 7 [,, tenemos que H(n) : I, —" 2,
como |I,,| = 2n, H(n) corresponde a un elemento de ?"2, as{ que podemos
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asociar H(n) a un P-nombre de algtin elemento de 22", digamos n(H(n)) y
consideremos g(n) = n(H(n)). Asi,

1IFVn €w: g(n) <2
Como P tiene la propiedad de Laver,
1F3ISe FNM: Vnew: g(n) € Sn).
Trabajando en 91: sea py € P tal que para algin S € F NN,

polFVnew: g(n) € S(n).

Sea D = {s € U "2 ) Jkew: (Ik Cdom(s) N n(s ) ¢ S(kz))}

new

Veamos que D es denso. Sean m € w y t € ™2, existe k > 9N tal que
Irx Ndom(t) = &, podemos encontrar s € U "2 tal que t C s, I}, C dom(s)

new

y, como [S(k)| < 28 < 22F = |52|, n(s I1,) ¢ S(k) .

Ahora para cada n € w definamos A, = {z € “2: n(z [;,) € S(n)} y sea
A= ﬂ A,,. Como py IFVn € w: g(n) € S(n), tenemos que py IF 7€ Ay en

necw
consecuencia pg IF Vk € w: 7 [1¢ D. Por lo tanto 7 no puede ser P-nombre
para un real de Cohen sobre 9. ]

En los siguientes tres resultados veremos cémo se comporta el forcing de
Cohen con respecto a los tipos de reales de la definicién [4.2] consiguiendo asf
obtener nueva informacién sobre los mismos.

Lema 4.9. El forcing de Cohen no anade reales dominantes.

Demostracion. Sea f € “wNIM[G] y 7 un C-nombre para f. Queremos
mostrar que f no es dominante.
Sea {pi : k € w} una enumeracién de Fn(w,?2), para cada k € w definimos:

glk)=min{n €w: Jg<pg: qlk f(k) =n}.

Para cadan € w consideremos D,, = {g € C: ¢IF 3k >n: f(k)=g(k)}.
Veamos que cada D,, es denso en C. Sean p € C y n € w, existe k > n tal
que pr < py podemos encontrar una q < p; tal que ¢ I+ f(k) = g(k). Por
tanto g € “w NI no es dominado por f. [



48 Tipos de reales

Lema 4.10. El forcing de Cohen anade reales no acotados.

Demostracion. Consideremos el forcing de Cohen, C = (|
¢ € “w el real agregado por C.

"w, D). Sea

new
Notemos que para cada condiciéon p € C, se cumple que p I- ¢ [gom(p)= P-
Para cada g € “wNIM y cada n € w consideremos el conjunto
Dyn={q€C: qlIF 36> n(g(k) < c(F)}.

Veamos que cada Dy, es denso en C. Sea p € C, existe k > ny g € C, con
q < p, tales que k € dom(q) y q(k) > g(k).

Con esto tenemos que ninguna p € C fuerza que ¢ sea dominada por algin
real en 1. Con lo cual ¢ es no acotado. O

Lema 4.11. FEl forcing de Cohen anade reales divisores.

Demostracion. Consideremos C = (U "2, 2). Sean c el real anadido por

new
C,o.={k€w: c(k) =1}y sea d. su nombre candnico.

Para cada z € [w]* N9 y cada n € w consideremos el conjunto
D,,={peC:plklznd.] >n A |z —3.>n}.
Veamos que cada D, , es denso en C. Sea p € C, consideremos
xo = {ki, ko, ... knp1} C 27 H0] y

21 = {knyo, knis, - kon ) C a1,

sig=pUxsUxg, entonces q < pyql-lzNd|>n A |x—d.]>n.
Con esto o, es un real divisor. O

De este modo, por medio del forcing de Cohen, hemos logrado ver que
anadir reales divisores y anadir reales no acotados no es suficiente para ase-
gurar que se anaden reales dominantes.
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4.3. Familias libres.

Seguimos interesados en las interacciones que existen entre los reales que
hemos definido, sin embargo, para continuar y enunciar nuevas nociones de
forcing que nos ayuden en dicho objetivo, necesitamos implementar el con-
cepto de “Familias libres”, haremos esto por medio de ultrafiltros de teoria
de conjuntos y definiciones propias de la misma.

Comenzamos con notacién que nos sera de especial utilidad a lo largo del
capitulo.

Notacién 4.12. Sea s € fin(w), s=Js.

Definicién 4.13. Una familia & es una familia libre, si existe un filtro libre

F tal que & = FT.

Podemos notar que las familias libres son cerradas bajo superconjuntos,
no contienen conjuntos finitos y son cerradas bajo intersecciones finitas si y
solo si son ultrafiltros.

Definicién 4.14. Un conjunto x C w diagonaliza a {xs : s € fin(w)} C [w]*
st se cumplen la siguientes condiciones:

= x C 2y

= Para toda s € fin(w), si 5 € x, entonces x \ 5+ C .
Para la siguiente definicion debemos recordar la definicion [1.29|

Definicién 4.15. & es una familia feliz si es una familia libre y siempre que
fil({xs D s € fm(aJ)}) C &, existe una x € & que diagonaliza al cunjunto
{zs: s € fin(w)}.

La siguiente proposicion es una caracterizacion de las familias felices y nos
dice que una familia feliz es aquella donde para las sucesiones decrecientes
numerables existe un elemento de la familia que selecciona elementos de cada
integrante de la sucesion. Por este motivo a estas familias también se les
conoce como coideales selectivos. A pesar de su relevancia no realizaremos la
demostracion de éste resultado.

Proposicion 4.16. Si es & una familia libre, entonces es familia feliz si y
solo si stempre que yo 2 Y1 2 Yo . .. Se€a una sucesion decreciente de elementos
de &, entonces existe una funcion f € “w tal que flw| € &, f(0) € yo y para
cada n € w tenemos que f(n+1) € ysm).
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4.3.1. Juegos infinitos

Ahora introduciremos el concepto de juego infinito y de estrategia gana-
dora, que de nueva cuenta son nociones combinatorias que usaremos fuerte-
mente en el resto del capitulo.

Una partida de un juego infinito de dos jugadores es una sucesion de la
forma (xo, v, 1, Y1, - - . ). Sunombre es claro pensando que cada elemento
es el movimiento que realiza el primer jugador en su n-ésimo turno, analoga-
mente para los y, como movimientos del segundo jugador.

Consideramos & una familia libre y definimos dos juegos, Gs y G, entre
dos jugadores, Ay B.

Las reglas para G son: Para cadan € w, z, € & y y, € z,, ademas,
Tpt1 C Zn ¥ Yn < Yn+1- El jugador B gana el juego si y solo si {y, : n € w}
pertenece a &.

Las reglas para G: son: Para cadan € w, x, € & y cada y,, C x,, es un

conjunto finito, ademads, x, ;1 C (xn\ U ym>. El jugador B gana el juego
m<n

siy solo si | J{yn: n €w} €&.

Una estrategia para A es una regla de como debe jugar A su n-ésimo
movimiento dados los movimientos anteriores movimientos de B. En el caso
de G¢ una estrategia para A seria una funcién o : seq(&Uw) — &, que fun-
cionaria de la siguiente manera: xy = o(&), B responde con yy € xg, entonces
A juega x1 = o(z0,Y0), que siga las reglas del juego, y asi sucesivamente.

Una estrategia o para A es una estrategia ganadora si siempre que
A siga la estrategia resulta ganador del juego. En nuestro caso, o es una
estrategia ganadora para A si siempre que {y, : n € w} C w sea tal que

Yo € 0(xo) y para cada n € w, Yn < Yns1 Y Ynt1 € (20, Yo, T1, Y1, - - - > Tns1),
entonces {y, : n € w} ¢ &.

Las siguientes dos definiciones son el punto de destino de las nociones
que hemos definido y serd con ellas que definiremos el forcing de Silver y el
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forcing de Mathias.

Definicién 4.17. 1. Una familia libre &, es llamada una familia Ramsey
st mo hay una estrategia ganadora para A en el juego Ge.

2. Una familia libre, &, es llamada P-familia si no hay una estrategia
ganadora para A en el juego G .

4.4. Forcing de Mathias.

Definicién 4.18. Para & una familia Ramsey, consideramos el conjunto
Ms ={(s,2): s € fin(w) AN x € & N max(s) < min(z)}.

Ordenamos a (s,x), (t,y) € Mg como: (s,z) < (t,y) siy solo si
sCtANyCax ANt\sCxz

Asi, el forcing de Mathias es la nocién (Mg, <). Si & = [w]* escribimos
solamente M.
El conjunto s de una condicién de Mathias (s, z), es llamado el tallo de la
condicién. Para G un filtro Mg-genérico corresponde un real m € [w], al cual
llamamos real de Mathias dado por m = | J{s € fin(w)|3z € & : (s,z) € G}.

Lema 4.19. FEl forcing de Mathias anade reales dominantes.

Demostracion. Sean m un real de Mathias y g € “wNMN. Queremos mostrar
que D, = {p € Mg| p I m domina a g} es denso en Mg.

Sea p = (s,x) € Mg, construiremos una condicién ¢ < p en D, realizando
una partida del juego Gs donde el jugador A sigue la estrategia:

Si |s| = ng, el primer movimiento de A es

)

Ty =17\ (g(”0)+)

y para cada i € w, si a; es el i-ésimo movimiento de B, A juega

Tip1 = x; \ maz{g(no +1)",a;}.
Como & es una familia Ramsey, la estrategia no es ganadora para A por lo
cual B puede jugar de tal modo que y = {a; : i € w} € &. Si ¢ = (s,y), por
construccién ¢ < py q Ik Vk > ng : m(k) > g(k), lo cual demuestra que m
es un real dominante. O
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El siguiente teorema debe remitirnos a 1 del corolario y nos ayudara
a mostrar que Mg tiene la propiedad de Laver, sin embargo su demostracién
requiere introducir teoria que por el momento es innecesaria y para motivos
de este trabajo serda mejor omitirla.

Teorema 4.20. Sea (s,x) € Mg y ¢ una sentencia en lenguaje de forcing.
Entonces eziste (s,y) < (s,z) tal que (s,y) IF ¢ ¢ (s,y) IF =@ (decimos que
(s,y) decide ¢).

Corolario 4.21. Mg tiene la propiedad de Laver.

Demostracion. Sea f € “w NI y 7 un Mg-nombre para una funcién en “w
tal que 11-Vn € w: 7(n) < f(n). Consideremos

F={S:w— fin(w)|¥ncw: |S(n)| <2"}.

Queremos mostrar que 1 IF 35 € FNIM: Vn € w: 7(n) € S(n). En
) <

otras palabras queremos que para cada (s,x) € Mg existan (s,y (s,z)y
S € FN9M tales que (s,y) IFVn € w: 7(n) € S(n).

Como 7 es acotado por f, por el teorema m para cada (t,z) € Mg y
cada n € w existe una condicién (¢,2') < (¢, z) que decide 7(n), i.e., para
algin k < f(n), (t,2') IF 7(n) = k. Sea (s,x) € Mg. Vamos a realizar un
juego de Ge donde A juega de acuerdo a la siguiente estrategia:

Comienza jugando zo C x tal que (s, zg) decide 7(0), definimos

S(0) = {k < £(0) : (s,0) IF 7(0) = k}.

Notemos que |S(0)] = 1 = 2". Ahora, para n € w, si ag, ..., a, son los movi-
mientos de B, A juega x,41 C (x, \ a)) tal que para cada a C {ag,...,an},
(s U@, z,y1) decide 7(n + 1), y definimos:

Stn+1) ={k < f(n+1)|3aC {ao,...,an}: (sUTzp1) IFT(n+1)=k}.

Notemos que |S(n+1)| < |p({ag, ..., a,})| = 2", Como esta estrategia no
es ganadora para A, B puede jugar de tal modo que y = {a, : n € w} € &.
Por construccion sabemos que S € F NN y para cada n € w tenemos que
(s,y) IF 7(n) € S(n). Estas son las propiedades buscadas, asi concluimos el
resultado. O]

De este modo tenemos un ejemplo de una nocién de forcing que anade
reales dominantes.
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4.5. Forcing de Silver.

Definicién 4.22. Para & una P-familia consideramos el conjunto
Se =U{*2: z¢ € &}.
Ordenamos a p,q € Sg como: q < p si y solo si dom(p) C dom(q) y
q [dom(p)= P-

Asi, el forcing de Silver-like es la nocién (Sg, <). Si & = [w]* lo llamaremos
solo forcing de Silver. Por otra parte si G es Sg-genérico, | JG es un real de
Silver.

Lema 4.23. El forcing de Silver-like anade reales divisores.

Demostracion. Sea B C w. Para cada f € £2, definimos el conjunto:

OfF={nNEw: Zf(j)zl méod 2

jent

Sea g € “2 un real de Silver. Veamos que o, divide a cada real de 9.
Para verificar esto basta ver que para cada x € [wW]* NIM y cada n € w, el
conjunto

Dyn={p€Ss:pl(Jzndy|>n A lz\dy|>n)}

es denso en Sg. Sean p € Sg, w \ dom(p) € & y con & familia libre, w \
dom(p) es infinito. Consideremos A = {a; : i € 2n} C w \ dom(p) € &'y
B={b;:i€2n} Cuxtales que ap < by < a3 < -+ < agp_1 < bay_1.

Sea £ = dom(p) U bs, ,. Por recursién en 2n: Sea qy € S de tal modo
que dom(qo) = E\ A, qo ldom@p)= p y para cada m € dom(qy) \ dom(p),
qo(m) = 0. En particular B C dom(qy) y para cada k € 2n, qo(by) = 0.
Si para k € 2n, ¢ ya ha sido definida, sea qry; € Sg de tal modo que

dom(qk+l) = d0m<qk) U {ak}a qk+1 [dom(qk): e y

0 si kenyb,eo,,, Nb

Qk+1(ak) = 0 si k §é ny by §é Ogpt1 n bk+
1 si o.c

Sea q = qo,, por construccién, tenemos que
qll— {bo,...,bnfl} g O?g VAN {bn,...,bgn,l}ﬂ(fg =

y como {b, ... b1} C x, se cumple que ¢ € D, ,. O
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Para ayudarnos a no volver engorrosa la siguiente demostracion introdu-
ciremos la siguiente notacion.

Notacién 4.24. Parap € Sg yt C dom(p) finito,
p~t={q€ Ss| dom(q) = dom(p) A q ldomg\t= P Tdomp)\t}-

Lema 4.25. El forcing S es “w-acotado.

Demostracion. Sean G un filtro S-genérico sobre M, f € “w N M[G| y
7 un Se nombre para f. Queremos mostrar que para cada g € “w NI,
D,={q€ Ss: qlF g domina a f} es denso en S.

Primero consideremos un buen orden “<”en Sg y fijemos p € Se.
Construiremos una condicién gy < p en D, realizando una partida del juego
G donde el jugador A procede con la siguiente estrategia:

Sean

mo=min{n €w: Ir<p:rik7(0) <n}y
pozmjn{TGSg: r - 7(0) < mg}.

Entonces el jugador A juega xg = dom(pg)¢. Parai € w, si sg, 1, ..., 8;_1 son
los movimientos del jugador B, nombramos t; = U Sk. Suponiendo que hemos

kei
construido una sucesion decreciente pg > p; > - -+ > p;_1 de condiciones en

Se tales que t; \ s;_1 € dom(p;_1). Méas ain, sean

m; =min{n € w|Ir < p;_1 : dom(r) 2 dom(p;—1) U s;—1
ANVger~t, qlk7(i) <n}y
P = mjn{r € Sg| dom(r) 2 dom(pi—1)Usi—y ANNVqger~t;, qlk1(i) <m;}

Hace falta ver que existe alguna r de las que hablamos para que los con-
juntos sean no vacios y tanto m; como p; estén bien definidas. Consideremos
ro < pi—1 tal que dom(rg) 2 dom(pi—1) U s;—1 y ro IF 7(i) < ng para algin
no € w. Ahora, sea r) € 19 ~ t; incompatible con rq (i.e., 7o) [+, 7 7o [4), ex-

tendemos r(g) con 1y < r(g) tal que 7 |- 7(4) < ny para algin n; € w. Similar-
mente, sea r(1y € 11 ~ t; incompatible con ro y 71 (i.e., 7o [, 7 ray Tn7# 71 [4,)-
Procedemos de esta forma, agotando todas las posibles combinaciones dentro
de t;, esto es: hasta abarcar todos los subconjuntos de t;, el cual es finito, por
tanto, conseguimos el conjunto finito I = {n,|k € 2/%!}, podemos considerar
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ar =min{r, : k € 2%/}, de este modo para cada ¢ € r ~1;, ¢ IF 7(i) € I.
Asi, r cumple lo deseado para que los conjuntos con los cuales definimos a
m; v a p; no sean vacios, y siendo estos ultimos, por ende, bien definidos.

Ahora, sea h = Upi, para algin x C w, h € *w. Como & es una
1EW
P-familia, la estrategia no es ganadora para A por lo cual el jugador B puede
jugar de tal modo que U s; € &. Sean qp € Sg vy g € “w de tal modo que;

€W

dom(qo) = dom(h \U $iy Go = h |4 om(qo), y para cada i € w, g(i) = m(i),
7460-)

entonces g € M. Por construccion go < py qlF Vi € w: 7(i) < g(7).
Asi, ninguna condicién p puede forzar que 7 sea no acotada. ]

De este modo, por medio del forcing de Silver-Like hemos logrado anadir
reales divisores sin agregar reales no acotados por tanto los primeros no
implican los segundos.

4.6. Forcing de Miller.

Comencemos hablando de un par de términos que nos ayudaran a defi-
nir el forcing de Miller. Denotamos al conjunto de sucesiones finitas de w
como seq(w) al cual podemos identificar con U "w. De este modo, para

new
s € seq(w) con |s| = n + 1 podemos escribir s = (s(0),...,s(n)). Més ain
para s,t € seq(w) con |s| < |t| escribimos s <t sit [5= s.

Ahora trabajaremos con conjuntos T' C seq(w) arboles con el orden <. A
continuacion, definiremos un par de conceptos que nos seran utiles para estos
arboles. Antes de ello recordemos que para s € seq(w) tal que |s| = m + 1,
la concatenacién de n en s es s~n = (s(0),...,s(m),n).

Definicién 4.26. Sea T' C seq(w) un drbol y s € T
1.T(s)={teT:t<xsV st}

2. nextr(s)={n€w: ssneT}.
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3. Un drbol T C seq(w) es superperfecto si para cada t € T existe un
s € T tal que t X s y |sucer(s)] = w, i.e., para cada nodo t hay un
nodo s con una infinidad de sucesores inmediatos.

4. split(T) = {s € T : |succr(s)| = w}.

5. splity(T) = {s € split(T) : |{t € split(T): t < s}| =k +1},
i.e., un nodo s € split(T) pertenece a splity(T') si y solo si hay exacta-
mente k nodos divisores antes de s.

Notemos que las definicines de split(T') y splity(T) tienen relevancia cuan-
do T es un arbol superperfecto, ademas podemos caracterizar a dichos arboles
notando que un arbol 7" es superperfecto si y solo si hay exactamente k£ nodos
divisores antes de s.

Definicién 4.27. M* = {T C seq(w) : T" es un drbol superperfecto}.
Ordenamos a T, T" € M* como: T' <T si y solo si T' CT

Asi, el forcing de Miller es la nocién (M*, <).
Sin perder generalidad podemos suponer que los elementos de M tienen la pro-
piedad que para cada s € T tenemos que o bien s € split(T') 6 |sucer(s)| = 1,
i.e., cada nodo en T que no es nodo divisor tiene un tinico sucesor inmediato.

Para ver esto, sean T € M* so € splitg(T) y Ty = Ts,. Para cada
n € nexty,(so) elegimos un sg,, € Ty, tal que sgn < Son ¥ Son € spliti(1p),
y consideramos

T, = U{TSO,H : n € sucer,(So) }-

n e ne:rtTl(sj), €sCOogemos un s, , € Tsj tal que sj“n < Sjny Sjn € splz'tg(Tl)
y consideramos

Ty = U{Tsj’n s; € splity(Th) N n € sucer, (sj)}-

Podemos seguir con este proceso para construir una sucesién infinita de la
forma Ty 2 Ty 2 ... de arboles superperfectos. Por construccién T = ﬂ T,

1EW
es un arbol superperfecto con la propiedad que para cada nodo t € T que no
sea divisor, |succr(t)| = 1. Como T C T, tenemos que

M={T eM : VteT: (Jsuccy| =1V |succs| =w)}
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es denso. Asi, podemos considerar a M en vez de M*.

Para cada G filtro M-genérico podemos asociar un real g € “w, al que
llamamos real de Miller, con la propiedad que para cada n € w tenemos

g€ {T eM: T eG}
Lema 4.28. FEl forcing de Miller anade reales no acotados.

Demostracion. Sean g € “w un real de Miller y f € “w una funcién en 9.
Queremos mostrar que g es no acotado, para ello mostraremos que

Dy ={T € M| Vs € split(T) : Vn € nextr(s): f(|s|) < n}
es denso en M. Sea T € M*, para cada i € w definimos
S; = {s € split(t) : |s| =i+ 1}
y para s € 5;
Nis={t € sucer(s) : r(i+1) < f(i+1)}.

Asi, consideramos 7" = T\ U U T, ,. De este modo; T" C T, para todo

I€Ew sES;
t € T" se cumple que o bien |sucer/| =1 0 |sucer| = w y T' es superperfecto,
ie,T"e€Mestal que 7" g T con T" € Dy.

Asi, g £* f. Con lo cual g no es dominada por f y por tanto es un real
no acotado. [

Lema 4.29. El forcing de Miller no anade reales divisores.

Demostracion. Sea G un filtro M-genérico sobre 9 y sea v un M-nombre para,
un conjunto Y C w en M[G], i.e., existe S € M tal que S IF v C w. Deseamos
construir una condicién S’ € My un X € [w]? de tal modo que S’ C Sy
S"IF(X Cv)V(XNy=0)con lo cual Y no seria un real divisor.
Realizaremos la demostracion en tres partes.

Afirmacién 1. Existen T € M y {Y, : s € split(T)} una sucesién de
subconjuntos de w tal que T'C Sy para cada s € split(7T'), cada k € w y para
casi todos los n € nextr(s) se cumple que

T(s"n)lFyNk=Y;Nk.
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En efecto. Construiremos a 1" de manera recursiva, en realidad usa-
remos recursividad para construir dos familias de condiciones.

=T =8

Suponiendo que hemos construido T". Sea s € split;(T"), para cada
n € nextri(s) consideremos una condicién T (s~n) D T'(s™n) y para
algin b, € fin(w) se cumpla que

Ti(s“n) IFyNn=b,.

Para cada k € w, sea F, = {b, Nk : n € nextri(s)}. Notemos que
Fy C p(k).
Consideremos A el arbol compuesto por el conjunto infinito de vértices
{(b,k) : k€ w A b€ Fg}, donde dos vértices (b, k), (I, k") se unen con
una arista siy solosib C V' Nky k' =k+ 1. A es un arbol infinito de
ramificacién finita , asi, por el lema de Konig , A contiene una
rama infinita, digamos {(2,0), (a1, 1),... }.

Sea Y, = U ay y definimos una sucesién estrictamente creciente
kew

{n; : j € w} de elementos de nextri(s), tal que para cada k € w y cada
n; # k se cumple que
Ti(s“nj) Iy Nk = ay.
Por tanto, para cada k € w y casi toda j € w tenemos que
T'(s"ny) IFyNk =Y, Nk
Ahora, sea Ti(s) = U Ti(sﬂn). Entonces, para cada k € w y casi todo

JEW
n € nert (S)(s) se cumple que

T'(s"n)Fvynk=Y,Nk.

Finalmente, definimos 7" = U{Y_ﬁ(s) . s € split;(T")}. Notemos
que para cada j < i, split;(T""") = split;(T"), asi, T = ﬂTi es un

S
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arbol superperfecto. Por construccién para cada s € split(T), cada
k € wy casi todo n € nextr(s) se cumple que

T(s"n)IFyNk=Y;Nk.

Afirmacién 2. Existe 7" e Mtal que 7" C Ty
(1) {Ys: s € split(T")} tiene la PIFF, o

(11) {w\Y;s: s € split(T)} tiene la PIFF.

En efecto. Sean % C [w]¥ un ultrafiltro sobre w,
U={sesplit(T): T(s) e}y

V={sesplit(T): (w\T(s))eU}.

U y V forman una particién para split(T). Notemos que eso nos remite
a dos casos posibles:

(1) Existe s € split(T') tal que split(T(s)) C U.
(2) Para cada s € split(T), existe t € split(T(s))NV.

Para el caso (1), nombramos 7" = T(s) y para el caso (2) primero
para s € T definamos V, = {t € V : s g t} ysi B C T gene-
ralicemos sucer(B) = |J{T'(t) : t € B}. Ahora, como T es super-
perfecto podemos considerar ¢ € split(T) de tal modo que T € V,
sean By = {t} y T(Byo) € T. Sea By un conjunto de eleccién para
{V; : r € sucer(t)} y con ello T(B;) C T(By). Sea By un conjunto de
eleccion para {V,. : r € succr(By)} y asi consideramos T'(By) C T'(By).
Podemos seguir con este proceso de manera recursiva y asi definir
T = ﬂ T(B;). Por construccion 7" C T' y es tal que split(T") C T.
1EwW

Si split(T") C U, entonces, como % es un ultrafiltro, se satisface
que {Y; : s € split(T")} tiene la PIFF. Por otro lado, si split(T") C V,
entonces {w \ Y; : s € split(T)} tiene la PIFF.
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Afirmacién 3. Sea T" C T un arbol superperfecto tal que
By ={Y,: s € split(T")} 0 P ={w\Ys: sesplit(T)}

tiene la PIFF. Entonces, existe una sucesién de arboles superperfectos

{T*: i € w}, de tal modo que T° C T" y para cada i € w, T*"* C T y una
sucesion de naturales {m; : i € w}, donde para cada i € w, m; < m;, tales
que ﬂ T" es un arbol superperfecto y se cumple alguna de las siguientes

€W

Vicw: T'IFm; €y o Vicw: T IFm; ¢ 7.

En efecto. Realizaremos la demostracion cuando % tiene la PIFF.
Para conseguir que ﬂ T" € M, construiremos una sucesion creciente de
S

conjuntos finitos de split(T"), {F; : i € w}. Més ain de tal modo que

U F; = split (ﬂ Ti> )
€W 1EW

Sean T™!' = T/, m_; = 0 y para algin s € split(T"), F_.; = {s}.
Supongamos que ya hemos construido el arbol 7' € M, el natural
m;_1 € wy el conjunto F;_; € fin(split(T*1)). Como % tiene la PIFF,
podemos consideremos m; > m,;_; tal que m; € ﬂ (w\ Y;). Ahora

SEF; 1

definamos

[Fiq1] ={te€seqw):Is€ F,_1: t < s}

Entonces [F;_] es un subérbol de T°~!. Supongamos que sy € [F;_]
es un nodo terminal de [F;_], i.e., para cada n € w, sgn € [F;_;]. Por
construccién de Yj,, para casi todo n € nextri-1(sg) tenemos que
To oy 0 (mi+1) = Yoo 0 (my + 1),

Asi, como m; ¢ Y, para casi toda n € nextr;_1(sg) se cumple que
To2. Ik m; ¢ . Ahora eliminamos de 7%~ aquellos subarboles T,*,
que no cumplan lo anterior.

Procedemos de la misma manera para todos los nodos finales del arbol
[F;—1]. Entonces hacemos lo mismo con los nodos interiores de [F;_4] a
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menos que conservemos todos los subarboles T;oi}% con s~ n € [Fi_q].
El 4rbol resultante T es superperfecto y cumple que

T - m; & 7.

Notemos que por construccién, si s € [F;_;] es un nodo interior de
[F;_1] y para algiin n € w s~ n € [F,_;], entonces s"n € T". Ahora,
consideremos un conjunto finito F; tal que F;_; D F; € fin(split(T*))
con la siguiente propiedad: Para cada s € F;_; para la cual existe un
ns € w tal que s"ng, € T'\ [F;_1], existe t € F;\ F;_; tal que s"ng < .
El arbol ﬂ T? es superperfecto.

€W
Ahora, sea X = {m; :1€w}y S = ﬂ T'. entonces, cuando % tiene la
€W
PIFF
S'FXNy=o,
en el otro caso
S X CH.

Con esto obtenemos que ningtin real de Miller Y es real divisor sobre 901.
Por tanto M no anade reales divisores. [

Sabemos entonces que M no anade reales dominantes. De este modo, he-
mos encontrado que si podemos agregar reales no acotados y no agregar reales
divisores, asi que el primero no implica el segundo.

Concluimos este capitulo rememorando las relaciones que hemos encon-
trado con ayuda de las nociones de forcing presentadas. Si P anade reales
dominantes entonces P anade reales no acotados y anade reales divisores.
Por otro lado el hecho que P anada reales no acotados y anada reales divi-
sores no implica que anada reales dominantes. Por su parte es posible que P
anada reales divisores pero no reales no acotados, asi como es posible que P
anada reales no acodados pero no anada reales divisores.
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Capitulo 5

Otros ejemplos de forcing

Ya hemos estudiado nociones de forcing enfocadas en lo ntimeros reales,
ahora en esta seccién nos enfocaremos en distintas aplicaciones de la técnica
de forcing, desde aplica ciones a la teoria de conjuntos hasta aplicaciones
topologicas.

5.1. Colapso de Lévy

Comenzaremos con el Colapso de Lévy, un forcing que, como su nombre
indica, fuerza a cardinales que en el modelo base son de cierto tamano a ser
de un tamano menor en la extensién genérica.

Lema 5.1. Sea A\ es cardinal infinito en M y k = A*T. Considerando
P = F,(w,\ ). Si G es un filtro P-genérico, entonces (w; = r)™,

Demostracion. Sia < k, existe una funcién sobreyectiva de A en . Si G es fil-

tro P-genérico, | JG : w —> X es sobreyectiva, entonces (« es numerable)™ ¢,
Ast, (k < wp)™C,
Por otra parte (|[P| = A\)™ con lo cual toda anticadena es a lo mds de

tamano A, i.e., P es At-cc, como Kk = AT, P es k-cc lo cual implica que P
preserva cardinales > x. Entonces (x es cardinal)™¢! por tanto (w; < x)™IC],

Entonces (k = w;)™C]. O

63
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Con este resultado hemos conseguido elegir un cardinal sucesor x, y ob-
tener un modelo genérico donde w; coincide con el cardinal considerado, es
decir, que en este nuevo modelo todos los ordinales menores que k resultan
ser numerables. Es facil con esto notar el origen del nombre de “colapso”. En
lo sucesivo veremos la manera de colapsar cardinales limite.

Definicién 5.2. Para k cardinal, consideramos el conjunto:

Lv(k) ={p: p es funcion A |p| <w A dom(p) C Kk Xw
A Y(a,n) € dom(p) : p(a,n) € a}.

Ordenamos a p,q € LV como: ¢ < p si y solo si q C p.
Asi, el forcing del colapso de Lévy para un cardinal k es Lv(k).

Lema 5.3. Si k es cardinal limite reqular y mayor que w, entonces LV(k) es
K-cc.

Demostracion. Sea {p, € Lv(k) : p < k} una familia en Lv(x). Como
{dom(p,) : p < Kk} es una familia de conjuntos finitos de cardinalidad x, por
el lema del A-Sistema (1.27), existe D C {dom(p,) : p < k} tal que |D| = &
y D es un A-Sistema con raiz r.

Sea B C k tal que D = {dom(p,) : p € B}, tenemos que |B| = k.
Por como se definieron los elementos de Lv(k), p, [,C r x dom(r). Asi, como
k es regular y hay pocas posibilidades para los p, [, tenemos que existe
C C B tal que |C| = k y para cada ju, 11 € C: Duy = Dy -

Sid,v € C, como D es A-Sistema dom(ps) N dom(p,) = r, con lo cual
todos los p, con p € C son compatibles, entonces {p, € Lv(k) : p < k} no
es una anticadena. O

Teorema 5.4. Si (k es limite reqular no numerable)™ y G es un filtro Lv(k)-
genérico sobre M, entonces (k = w;)™,

Demostracion. Como LV(k) es k-cc tenemos que (x es cardinal)™¢l. Se pue-
de demostrar que | J G es una funcién sobreyectiva de k X w en k, de manera
andloga que se hizo para los forcings F'n(1,j, \) en el lema

Dado 0 < a < & definimos (JG)a = {(n,€): ((a,n),&) € JG}. Vea-
mos que (|JG)a es una funcién sobreyectiva de w en a:
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Supongamos que existe n € w y &, &1 € a tal que (n,&) = (n,&), en-
tonces ((a, n),é‘o), ((a,n),&) € UG y como | JG es funcién, entonces
& = &1, con lo cual (| G), estd bien definida.

Como dom(|J G) = k x w, entonces dom((|JG)a) = w.

Dado £ < «, definimos D¢ = {p € Lv(k) : In € w: ((o,n),§) € p}.
Veamos que D¢ es denso en Lu(k). Sea p € LV(k) consideremos

g=pU {((a,méx{n cw: (a,n) € dom(q)}),§>} ;

con lo cual ¢ <py q € D¢ lo cual concluye que D¢ es denso.
Asi, ((a,n), 5) € UG, lo que implica que £ € mn((U G)a).
Entonces, en efecto, (|JG)s : w —> « es sobreyectiva, entonces (« es

MG ?ﬂ[G] O

numerable)™ ! por lo tanto kK = w

Notemos que hemos conseguido algo interesante; para x un cardinal suce-
sor o un cardinal limite regular no numerable del modelo base podemos hacer
que coincida con w; en la extensién genérica, pero combinando este hecho
con las ideas propuestas en el capitulo anterior, con el forcing de Cohen y
forcing iterado podriamos crear una sucesién de modelos de tal modo que en
el primero de ellos la hipdtesis del continuo sea falsa (agregando Ny reales
de Cohen), en el segundo sea valida al colapsar Ny y seguir de esta manera
infinitamente.

5.2. Diamante

Ahora veremos la consistencia relativa del principio combinatorio de Jen-
sen, la propiedad Diamante ({), viendo ademas lo sencillo que resulta impli-
car con ella HC'. La propiedad Diamante surge cuando el matematico Bjorn
Jensen realiza su demostracion de que si el universo de todos los conjuntos
es igual al universo de los conjuntos construibles, entonces existe un arbol de
Suslin.

Definicién 5.5. 1. Sea € ORD y A C . Diremos que A es no acotado
en st para todo o < p existe a € A tal que o < a.

2. 8i A CORD y p un ordinal limite. p se dice cerrado en A si para todo
0 < p ordinal limite si AN es no acotado en §, entonces 6 € A.
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3. Si pu es un ordinal limite. Un conjunto A C u se denomina club si A es
no acotado y p es cerrado en A.

4. 8t es un ordinal limite. Un conjunto S C p se denomina estacionario
st para todo club C' C pu, CNS # .

Definicion 5.6. { es el siguiente enunciado:

Eziste una sucesion {A, : o < wq} de conjuntos tal que para todo a < wy se
satisface que Ay, C o y si X C wy entonces {a < w1 : X Na = A,} es un
conjunto estacionario.

A la sucesion {Aq : a < wy} se le denomina {-sucesion o sucesion adivina-
dora.

En la siguiente proposicion vemos lo sencillo que resulta demostrar que
la propiedad < implica HC, asi que en todo modelo que ésta sea valida,
también lo serd dicha hipdtesis.

Proposicién 5.7. = HC.

Demostracion. Sea {A, : @ < wi} una {-sucesion, definamos una funcién
d : p(w) — wy como sigue:
para x C w, por la propiedad diamante podemos considerar

a, =min{f >w: fNz = Az}

Asi, () = ay.

Comoz Cw,w<a,ya,Nx=A,,, secumple que ¢ es inyectiva, entonces
[p(w)] < wi. u

Teorema 5.8. Con(ZFC) — Con(ZFC+<$)

Demostracion. Sea P = {p: p es una funcién A dom(p) € wy A ran(p) C 2},
ordenado de manera que p < ¢ siy sélo sip D q.

Veamos que P es Ny-cerrado. Sea {p, : n € w} una sucesién de elementos
de P tal que para todan € w, pyy1 < pn, seap = U Pn COMO w1 es regular se

new
tiene que p € P y ademas para toda n € w, p, > p. Entonces P es Xy-cerrado

y por lo tanto, en virtud del corolario , Wit = wfim[G].
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Si G un filtro P-genérico sobre MM, consideremos |G y para cada o < wy
definimos S, = {{ < a: JG(a+¢&) =1}, veamos que {S, : a < w;} es una
sucesion diamante en 9M[G]. Para esto, en M[G], sean X C w; y C un club,
consideremos; py € G tal que

o IF (X' C &y Cesun club) y

S={a<w : XNa=25,},

para cada o < w; definamos Dy = {g€P: glkaeC A XNa=5S,}y
veamos que es denso debajo de py. Si asi fuera ya habriamos acabado, pues
existirfa ¢ € G N D y como estd en G tendriamos que (S N C # @)ME,
obteniendo que S es estacionario.

Para ver que D, es denso debajo de py sean ag < o < a1 < fB1...y
Po = p1 = po ... sucesiones tales que

1. dom(p,) = a,
2. VE < 0ty (Prsr FEE€ XV puyt IF € ¢ X)

3. Ppsi lF Br € C

Sean o = sup{a, : n € w} =sup{fB,: n€w}yp= U Dn, se cumple que;
necw

dom(p) = a, para todan € w,p < p,, paratoda < a,plF{€ X o plk& ¢

XyplE{B,: n€w} CC.Como plF C esun club, se tiene que p - v € C'.

Sea ¢ < p tal que dom(q) = a+ay qla+§) =1siysdlosipl-¢ € X,

entonces por la naturaleza de ¢ y la proposicién tenemos que g IF XNa = 9,

Con esto sélo hace falta ver la existencia de sucesiones como las que
necesitamos, para esto definimos ag = dom(pg) y fo € C tal que ag < fo.
Luego supongamos que ya tenemos definidos «,, y p, que cumplen lo que
queremos, [, lo enunciaremos mas adelante pero dado a que son sucesiones
distintas no representa un problema. Como py IF C' es no acotado , p, < po
v a,, < w; tenemos que p, IF 36, € C': «a, < B,, definimos recursivamente;
¢ < pn de tal modo que decide 0 € X, ie., golF 0 € X 0 ¢y IF 0 ¢ X, para
toda £ < o, tal que £ +1 < a, consideramos ge11 < ge que decida § +1 € X
y si € es limite, apoyados en el hecho de que P es Ng-cerrado, consideramos
¢’ de tal modo que para todo 8 < &, ¢’ < g, de este modo elegimos ¢¢ < ¢
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que decida ¢ € X.
Como P es Ng-cerrado podemos considerar a ¢ € P tal que para toda £ < a,,
p < g¢ y con ello definimos

Qi1 = dom(pns1) = dom(p) U B, + 1,

p(x) six € dom(p
Prr1(X) :{ %) »)
0 en otro caso

por construccion, a,11, Bn ¥ Pna1 cumplen lo deseado. O

5.3. Hipétesis de Suslin

En lo consecuente veremos la consistencia relativa de la negacién de la
hipétesis de Suslin, para cumplir con esto, necesitamos recordar algunas de-
finiciones y resultados que nos permitan obtener contexto y herramientas.

Definicién 5.9. 1. 5i X es conjunto linealmente ordenado que tiene un
denso a lo mas numerable, X es denominado separable.

2. Si toda familia de abiertos ajenos dos a dos de X es a lo mds numerable,
X es c.c.c.

El siguiente teorema es una motivacién para la hipdtesis de Sulslin que

por si mismo resulta interesante, pues desde un contexto logico nos dice que
cierta teoria de ordenes lineales es completa.
A pesar de su relevancia omitiremos la demostracion, al igual que con el lema
que le sucede ya que sus demostraciones, aunque no son laboriosas, no son
de utilidad para este trabajo en donde nos interesan dichos resultados por el
contexto que conseguimos con ellos.

Teorema 5.10. Cualquier orden lineal denso en si mismo, sin extremos,
completo y separable es isomorfo a (R, <).

Lema 5.11. Si X es separable, entonces es c.c.c.

Problema de Suslin: Si S es un conjunto linealmente ordenado, denso en
si mismo, sin extremos, completo y c.c.c. ;.S es isomorfo a R?

Definicién 5.12. Una linea de Suslin es un conjunto S denso en si mismo
y c.c.c pero no separable.
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Hipétesis de Suslin. No existen lineas de Suslin.

La pregunta de Sulsin surge del interés de intercambiar la hipdtesis de
separable por la de c.c.c. en el teorema |5.10, Su hipétesis es que, en efecto,
basta con dicha hipdtesis para asegurar el isomorfismo con R.

Para poder exhibir un modelo en donde existan lineas de Suslin reque-
rimos hablar de arboles con particularidades que nos impliquen lo deseado,
de hecho, el teorema caracteriza las lineas de Suslin con los arboles de
Suslin.

Definicién 5.13. 1. Un drbol de Aronszajn es un drbol de altura Xy con
todos sus niveles numerables y cuyas cadenas son a lo mds numerables.

2. Un drbol de Suslin es uno de Aronszajn ccc (anticadenas).

Hacemos notar que (w<*',<) es un arbol de altura R; y para a < wy,
Nivg (ws¥t) = w®, por esto mismo no es de Aronszajn.

El siguiente teorema sera de gran utilidad ya que procederemos a encon-
trar un arbol de Suslin en el modelo genérico para asegurar la existencia de
lineas de Suslin, sin embargo su demostracion puede ofuscar al resto de con-
tenido de esta seccién, ademéds de que las herramientas necesarias se alejan
de nuestro propdsito principal, por ello sera mejor omitir dicha demostracion.

Teorema 5.14. Existe una linea de Suslin si y solo si existe un drbol de
Suslin.

A partir de este punto comenzaremos a construir el arbol que vamos a
requerir.

Lema 5.15. Existe una sucesion {e, : o < wi} tal que para cada o < wy
1. eq 1 a0 — w es nyectiva,
2. para cada B < a, [{§ < B ea(€) # ep(&)}| < Ny,
3. Jw\ ran(es)| = Vo

Demostracion. Para s,t € <“'w; definimos la relacién de equivalencia:
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s ~ t siy solo si dom(s) = dom(t)

y HE < dom(s) = s(§) # (&)} < No.

Construiremos la sucesién por recursion. Sea ey = &. Suponiendo que
para « ordinal sucesor tenemos e,, consideramos n € w\ ran(e,) y definimos
€ar1 = €o U {(a,n)}. Para v limite, supongamos que para toda o < 7
tenemos definida e,. Sea {a,, }ne, sucesion cofinal en . Queremos construir
una sucesion {t, : n € w} donde para cada n € w: t, : a;,, — 7y sea inyectiva,
tn ~ €q, V tni1 [a,= tn. Sea ty = ep. Supongamos que para todo ¢ < n
tenemos definido ¢;, consideramos para 3 < 11

( ta(B) si B<a,
traa(8) = 4 Cansa(F) S an < B Y ann(B) & ran(ty)

min (w\ (ran(tn)Uran(ean+1 ))) si o, < ﬁ Y Canyg (6) € ran(tn)

t,+1 cumple con todo lo que deseamos.
Sea t = U tn : 7 — w inyectiva. Definimos e, : ¥ — w como:

" | tagn) st f=ay
«O =5 % hae

omo t es inyectiva, e, también es inyvectiva. Sea « existe n € w tal que
Como ¢ tiva, e, tamb tiva. S < v, existe n € w tal
a <y, con esto e, [o~ T, [ entonces ey [~ €q,,, [o~ €q, entonces

{E < ealf) # ey ()} < Ro.

Ademas {t(a2n+1) : n € w} C w — ran(e,). Asi, se cumplen las tres propie-
dades deseadas. ]

De este modo, usando la sucesion {e, : a < w;}, definimos
T:U{f | Ja < wy - (f:oz—mu A fwea) A f es inyectiva}.

Ordenado por la contencién.
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Lema 5.16. T es un drbol de Aronszajn.

Demostracion. Realizaremos la demostraciéon en tres partes:
Afirmacion 1 alty = Ny.

Para esto, primero notemos que 7' es un subarbol de “'w. Claramente
T C “w,dadosz € Tyye€ (“w), se cumple que y C z y para algin

B<a,y:f — w, por tanto = [p=y, ademds x ~ e, ¥ e, [g~ eg con
lo cual y ~ eg y como z es inyectiva y también lo es, por lo tantoy € 7.

Por otro lado, para cada a < w;
Nivg(T) ={f:a — w| f ~eq A fesinyectiva} # &
Por tanto alty = N;.

Afirmacion 2. Los niveles de T son numerables.

|INivg(T)| ={f : a« — w| f ~ eq A fes inyectival}|

= U {te “w: tloe=¢€ala\e}

z€[a]<w

Pero éste ultimo es union numerable de conjuntos numerables por tanto
es de cardinalidad R,

Afirmacion 3. T no tiene cadenas no numerables.

Supongamos que C C T' es una cadena no numerable, entonces UC es

una funcién inyectiva tal que dom <U C) = U dom(c) = wy, por tanto
ceC
UC : w1 — w es inyectiva, lo cual es una contradiccion.

De este modo vemos que 7' es un arbol de Aronszajn. ]

Lema 5.17. T no es un darbol de Suslin.
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Demostracion. Para n € w definimos
E,={se€T: Ja<w;: dm(s)=a+1 A s(a) =n}.

Veamos que E, es una anticadena. Supongamos que existen s,t € FE, tales
que s C t, entonces existen 3, a € wy con [ < « tales que dom(s) =+ 1y
dom(t) = a+ 1, pero s(f) = t(5) = n = t(«a) lo cual es una contradiccién ya
que t es inyectiva.

Ahora, no es dificil ver que U Nive1(T) C U E,. Pero como para
a<wi new

cada a < wy, Niv,(T) # @, entonces

Ry < | | Nivasr(T)] < | | Eul-

a<wi new
Asi, existe n € w tal que Ry < |E,,|. O

Dado un real r € w*, definimos
T.=roT={rof: feT}.
T, continua siendo un arbol de Aronszajn.

Lema 5.18. Si C es el forcing de Cohen, A € M, X C A, X € M[G] y
(X es no numerable)™C), entonces existe Y € M tal que Y C X y

(Y es no numerable)™1.

Demostracion. Sea o € MC tal que X = o, para cada a € X existe p, € G
que cumple que p, IFa € o.

Como (C es numerable)™ ¢ existe p € G tal que Yy = {a € A : p, = p} es
no numerable. Considerando Y = {a € A: plF a € o} € M tenemos que
Y C X y (Y es no numerable)™¢], O

Teorema 5.19. Si C es el forcing de Cohen, G es C-genérico sobre 9 y
r =G, entonces M|G] = T, es un drbol de Suslin.

Demostracion. Resta mostrar que 7, tiene la c.c.c.

Sean A C w; no numerable, por el lema [5.18 podemos asumirlo en 9, y
S={feeT: &e A} tal que para cada § € A, dom(fe) = ag ysi § < &
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entonces ag, < o, .

Veamos que {7 o f¢: £ € A} no es una anticadena, para ello veamos que
el conjunto

DA:{q€P|E|€Q,§1€AI qH—ronggroffl}

es denso en P.

Sea p € P. Supongamos que dom(p) = {0,1,...,n—1} y paracada ¢ € A
consideremos el conjunto

ee = [ n] ={v €ac: fe(y) <n},

como f¢ es inyectiva, este conjunto es finito.

Notemos que {e¢ : § € A} es una familia de conjuntos finitos de cardi-
nalidad X;. Por el lema del A-sistema, existen B C Ay B € [w|™° tales que
IB| =Ny y {e¢: € € B} forma un A-sistema con raiz B.

Notemos que para cada x € B, |[{fe(x) : € € B}| < N, por tanto existe
m € {fe(x) : £ € B} tal que [{{ € B : fe(z) = m}| = Ry. Por ello, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que para cada x € B y cualesquie-
ra &,& € B con & < &, se tiene que fe, () = fe, ().

Por otra parte, podemos construir una sucesién creciente {as : 6 € w}
de elementos de B tal que para cualesquiera 7, € w; con v < § tenemos que

V€ € dom(fa,) i (fas(§) <n = £ € B).

Realizaremos esta demostracion por recursién sobre wy. Sean ag = (| B
y By = B. Supongamos que para todo v < ¢ con d € w; hemos definido
o, € wp y conjuntos no numerables B, C B. Si § = n + 1, entonces
definimos

By = {8 € (B,\{a,}): V€ € dom(fa,): (fs() <n = ¢ € B)}

veamos que es no numerable, para ello consideremos (B, \{a, })\Bs, que
consiste de todas las § € (B, \{ay,}) tales que para algin £ € dom(f,, ),
fs8(¢) € n'\ B. Ahora, como para 3, € B distintos se cumple que
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(esNep )\ B = @y dom(f,,) es numerable, el conjunto (B, \ {a,})\ Bs
es numerable, como B, es no numerable, entonces también lo es Bs.

Si § es limite, definimos Bs = ﬂ B.,, como para n < ¢ cada B, \ B, 11

y<é
es numerable y < w; tenemos que Bjs es no numerable.

En cualquier caso definimos as = () Bs.

Con esto podemos suponer que para cualesquiera &y, & € B con & < &,
(551 \B) n dom(ffo) = 4.

Fijando &y, & € B con & < &, consideremos

F={v€ag: fo(v) # fe (1)},
como fg, ~ €ag, feo ~ €ag, Y €ag, ™ €ag, , €NtONCES F es finito.

Sea ¢ C p definido como g = pU {(f&(v),p(fgo(v))> Dy E ]:}.

Resta probar que ¢ esta bien definida, sabemos que p es funcién por lo
cual nuestro punto de interés estd en las parejas que le hemos agregado para
definir a ¢, es decir, nos interesa lo que sucede en cada v € F. Sea v € F.
Consideremos los siguientes casos

» Siy € B, tenemos que fe, () = fe, () y por tanto q(fe, (7)) = q(fe, (7))-

» Si v ¢ B, supongamos que fg (7) < n entonces 7 € &g, con lo cual
v € (gg \ B) Ndom(fe,), lo cual hemos dicho que no puede ocurrir y
por tanto fe, () > n. Por tanto fe, () ¢ dom(p)

Ahora, dado € < &, si fe,(€) # fe,(€) v feo(€), fe, (€) € dom(q), enton-
ces ¢ € F y por como definimos a ¢ se cumple que q(fe (€)) = p(fe,(€)),
£

por otra parte como fg (¢) € dom(p), q(fe,(€)) = p(fe,(€)) , con lo cual
1(feo(€)) = a(fer ().

Por lo tanto, para toda £ < &, tal que fe, (), fe, (€) € dom(q),
q Ik fe,(€) = fe,(€), asi, g Ik 7o fe,(e) =ro fe (€) y por tanto

qll—rofgogrof&.

De este modo T tiene la c.c.c y por tanto es un arbol de Suslin
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Corolario 5.20. Con(ZFC) — Con(ZFC+- HS)

Notamos que este resultado nos da informacién sobre el modelo de Cohen,

ya que en éste mismo la hipdtesis de Suslin es falsa, con lo cual podemos
dilucidar més de las consecuencias de anadir reales.
La Hipotesis de Suslin resulta ser un resultado independiente, es conocido
que M A(w;) implica su veracidad, mientras que otra manera de encontrar
un modelo donde su negacién sea valida es por medio de la propiedad <,
ya que la presencia de una sucesién <y implica la existencia de una linea de
Suslin.

5.4. Producto de CCC.

Es un problema muy conocido saber si el producto de espacios c.c.c. es

también c.c.c., o bien saber qué tamano tendra la celularidad de dicho pro-
ducto. Por un lado, si se asume M A + —HC' la afirmacién es cierta. Y si
se asume HC es posible encontrar un contraejemplo. También se sabe, por
ejemplo, que el producto de dos lineas de Suslin tiene celularidad ¥; mien-
tras que el producto de cualquier familia numerable de espacios c.c.c. tiene
celularidad a lo méas 2¢.
En esta secciéon nos enfocaremos en mostrar que anadiendo los suficientes
reales de Cohen podemos hacer que el producto de espacios c.c.c. no solo
no sea c.c.c. sino que tenga celularidad acotada inferiormente como nosotros
deseemos.

Comenzaremos con una definiciéon necesaria para entender el resultado.
Definicién 5.21. Sea (X, 7) un espacio topoldgico
1. La celularidad de X es el cardinal
co(X)=Ro-sup{|U|: UC 7 AU es familia ajena}.

Notemos que un espacio X es c.c.c., como en la definicién si y solo si
C(X) = No.

Lema 5.22. Si k es un cardinal, existe un forcing P tal que si G es P-
genérico sobre M, entonces M[G] = Existen X,Y espacios c.c.c. tales que
(X xY) >k,
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Demostracion. Sea P : [k]* — 2 una funcién.
Sean Hy = {h C x : P([h]*) = {0}}, H = {h C x : P([h*) = {1}},
definimos

X ={h C k: h es maximal en Hj respecto a la contencién} y

Y ={h C k: h es maximal en H; respecto a la contencién},

i.e., para cada h € Hy la imagen bajo P de los pares no ordenados de h es
0 y en X se encuentran los conjuntos que resultan ser maximales con esta
particularidad, andlogamente para Y.

Para todo a € [k]<™ consideramos
Bx(a)={h e X :a Ch} y By(a) ={h €Y :aCh}.
Dotamos a X y a Y con la topologia generada por la familia
{Bx(a): ac x|} vy {By(a):ae[x]7"})

respectivamente.

Afirmacién { By ({a}) x By ({a}) : a € £} es una familia en el espacio
producto X X Y, que es ajena, de cardinalidad x y consiste en conjuntos
abiertos no vacios.

Por cada a € k, como [{a}]? = &, tenemos que P <[{0z}]2> C {0}y

P ([{a}]Q) C {1}, es decir, {a} € Bx({a}) y {a} € By({a}). Por lo

tanto, cada conjunto By ({a}) x By ({a}) es no vacio y abierto.

Para o,y € k con a # v, tenemos que P({a,7}) =00 P({a,7}) = 1.
En el primer caso By ({a}) N By ({7}) = @ y en el segundo
Bx ({a}) N Bx({7}) = @. En ambos casos,

(Bx(tah) x By(ta)) ) 0 (Ba(eh) % Br(t2))) = 2

Notemos que la construccion que hemos realizado es valida sin importar
la funcién P. El problema ahora se reduce a encontrar una P de tal modo
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que X e Y sean espacios c.c.c.

Consideremos el forcing P = Fn([x]?, 2, No).
Para cada condicién p € P denotamos al soporte de la misma p por:

supp(p) = min{d C k : dom(p) C [d]*}.

Procediendo andlogamente como en el lema [3.13] obtenemos que P es ccc.
Sea G filtro P-genérico sobre M. Consideramos a |JG = P : [s]? — 2.
Ahora, veamos que X e Y definidos como antes son ambos c.c.c. en M[G].

Supongamos que en X hay una familia ajena A = {Bx(a,) : a € wy}.
Usando el lema del A — sistema para {a € [s]<Y : Bx(a) € A}
podemos restringirnos al caso en que ésta tltima familia es ajena, i.e., en X
hay una familia ajena A = {Bx(as) : @ € w;} donde si a # 3, entonces

Ao 7 ap.
Sea py € P que fuerza lo que acabamos de mencionar, i.e.,

po kA ={Bx(a,): o €w} (5.1)

AN a#p=a,Ndg=2 N Bx(a,) N Bx(ag) = .
Ahora, para cada n € w, sea P,, C P, tal que
= p € P, implica que existe e(p,n) € M de tal modo que p I+ e(p: n) = da,
= P, es una anticadena en P.

Dado que P es c.c.c. sabemos que P,, numerable.

Sea F' = U{e(p, n) U supp(p) : p € Pp, n € w}. F es unién numerable
de conjuntos numerables por lo cual es numerable, ademas F' € 9.

Por , existen p; € P con p; < pg, v € wy v e1 € [k]N° NN, tales que
mlké=d, A a,NF=g2.

Como |supp(p1)| < g, podemos extender py, a saber |sup(p;)|+1 veces, para
obtener una condicién py < p;, un n € w, y es € [K]¥°N tales que

palk dy =€y A dyp N supp(py) = 2.
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Ahora definimos una condicién ps como sigue:

dom(ps) = {(a, B) : @ € e1, B € ea} y rango(ps) = {1}.
Entonces py = ps U ps es una condicién que fuerza todo lo que fuerzan
Po, 1y P2. Més atn, py I ay]a, € h = P([h]?) = 0 por tanto
Pa I Bx(a,y) N Bx((ln) 7& .

Lo cual contradice por tanto X es c.c.c. y analogamente se verifica que
Y también lo es. [

5.5. El teorema de Hajnal y Juhasz

Otro resultado interesante en topologia es el teorema que, ademas,
en su demostracion podemos observar una nociéon de forcing con matices
combinatorios.

Antes de enunciar el resultado, mencionaremos un corolario del teorema

5.22)
Corolario 5.23. Si P es k-cerrado, entonces p(r)™ = p(r)™Cl.

Teorema 5.24. (Hajnal y Juhasz) La ezistencia de un espacio regular he-

reditariamente separable, de cardinalidad superior a 2% es compatible con
ZFC.

Demostracion. Sean M cualquier modelo en el que se satisface HC y k un

cardinal fijo. Definimos un forcing P, donde una condiciéon p es una tripleta
p= (P2 A, Z,) donde:

= Y(p) € w

» 2 ={0,1} espacio discreto.

» A, € Fn(k, "2, R))

» %, es una familia numerable de subconjuntos de dom(A4,).
)

Para aclarar esta definicién notemos que para algtin n € [k]<° tenemos
que dom(A,) = n. Asi, A, : n — 7?2 y para cada a € n, 4,(a) € P2,
ie., Ap(@) : v(p) — {0, 1}. Mientras .%, € [p(dam(Ap))FNo

Ordenamos a p,q € P como: p < ¢ si y solo si:
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1.

2.

3.

v(a) <v(p),

dom(Ag) C dom(Ay),

Para cada 8 € dom(A,), A,(8) C A(B),
FC Py

Si v(p) \ 7(q) # @, entonces si f es una funcién parcial numerable de
v(p) \ 7(¢) a {0,1}, entonces para cada E € .%, existe S(E) tal que
f S AB(E)).

Sea G filtro P-genérico sobre M. En M|G] definimos para cada a € k,

Lo =

U{Ap(a) :peGtyconello X ={z,: a€kr}.

Afirmacién 1. X C “'2 y para o, 5 € k con a # 3, x4 # .

En efecto. Sea o € Kk, veamos que z, € “'2, para v < w; definimos
D,={peP: yedom(A4,(a))}.

Veamos que D, es denso en P. Sea p € P. Si v < 7(p) consideremos
q € P tal que v(p) = v(q), dom(A,) = dom(A,) U{a} y de modo que
se cumplan 3. y 4. Si y(p) < 7 consideramos ¢q € P tal que v(q) = v+1,
dom(A,) = dom(A,) U{a} y de modo que se cumplan 3., 4. y 5.

Asi, q<pyqe D, ie., D, es denso en P, ademds D, € IN.

Para cada v < wy consideramos p € GND,, con lo cual v € dom(A,()),
entonces v € dom(z,). Como esto dom(z,) = ws.

Supongamos que x,, no es funcion, entonces existe algun g € w; tal que
(B,0),(B,1) € z,, entonces existen py, p1 € G tales que (5,0) € A,y (a)
y (8,1) € A, (o). Consideramos r € G extensiéon comin, entonces
A, (a), Ay (o) € A, (ar) con lo cual (5,0),(8,1) € Ar(«) lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto z, € “2

Para o, 8 € k veamos que si o # [ entonces z, # xg. Definimos

Dag={peP:3xeq(p): Ala)(A) =1=A,(B)(N)}.
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Veamos que D, g es denso en P. Sea p € P, consideramos ¢ € P como
v(q) = v(p) + 1, dom(A,) = dom(A,) U{e, B} y de modo que se cum-
plan 3., 4. y 5., pero tal que Aq(a)('y(p)) =1- Aq(ﬁ)(’y(p)). Con esto
q<pypE€ Dagp.

Sea p € G N D,p, entonces existe A € ~(p) tal que A,(a)(\) =
1 —A,(B)(A), entonces z,(A) =1 —x3(A) con lo cual z, # xp.

Afirmacion 2. P no colapsa cardinales.

Sea Q C P tal que |Q] > 2¥. Como para cada p € P, v(p) € w1, existe

Q' C Q, tal que |Q'| > 2 y para cualesquierap,q € ', v(p) = ¥(q) = € € wy.
Definimos recursivamente para cada n € wi: @, C Q' y S, C K

I. Qo = {po} donde p, € Q".
1. S, =J{dom(Ap) : p € Q,}.

1. Considerando la relacién de equivalencia p ~, g si y solo si
Ap rSn: Aq fsn

Qn+1 = @ U{ un elemento de cada clase de equivalencia bajo ~,

que también pertenezca a Q'}.

1Iv. Sin es limite, @, = J{®@s : B < n}.

Se puede mostrar por induccién que @], |5,| < 2%.

Sea ¢ € '. Como |4, < Ny, existe n € w; tal que dom(A,) N S, =
dom(A,) N .S,,.

Sea p € [q]~y tal que p € Q1. Veamos que p y g son compatibles. Defi-
nimos la condicién r como sigue: y(r) =€, Ar = A,UA,, F, = F,UF,.
Claramente, r < py r < q.

Asi, concluimos que ¢(P) < 2¢.

Ademas, por como esta definido, P es Ng-cerrado. Asi, P preserva car-
dinales < Ng, ademds de preservar a X; y como ¢(P) < 2¥ y en 9 se
verifica HC, ¢(P) < Ny, i.e., P es Ny-c.c. lo cual implica que preserva
cardinales > N,. Por tanto P preserva cardinales.
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Como P es Ng-cerrado, por el corolario [5.23] se satisface la igualdad:
(p(NO))fm = (p(NO))m[G]. Como en M se satisface HC', entonces tenemos

que (p(Ro)) ™ = (p(R0))™ = (R)™ = (R,)™E, ¢, M[G] también verifica
HC.

Considerando x > 2 en N, esta desigualdad se conserva en |G| y tenemos
que | X| = k.

Ahora veamos que X como un subespacio de “'2 es hereditariamente se-
parable.
En M[G] definimos A = [J{A4, : p € G}, que es una funcién uno a uno de x
en X.
Sea Y subespacio de X y pg una condicién que fuerce esto. Podemos en-
contrar un subconjunto numerable Z; C x y una condicién p; < po tal que
1 IF m0A(Zy) es denso en mo(Y'), donde 7 es la proyeccién de “12 a la cara
Y(Po)9 .
A continuacién, podemos encontrar un subconjunto numerable Z; C k con
Zy € Z; y una condicién py < py tal que pg IF “m A(Z7) es denso en mY?”,
donde 7 es el proyeccién de “12 en la cara 7?12, seguimos el mismo proceso
para cada n € w.

Sabiendo que P es Ny-cerrado, definimos py, = inf{p, : n € w}, entonces
V(Pc) = sup{y(pn) : n € w}.
Sea Z' = |J{Z, : n € w}, entonces po IF 7. )A(Z’) es denso en 7wy, )Y 7
Sean B’ una base numerable en 77=)2y F = {A ' (B)nZ': BC B'}.
Consideramos p._ para ser igual a p,, en todas partes, pero en .%#,_  agregamos
la familia F'. Notamos que si r es una condiciéon y E € .%,., entonces
r - “A(E) es densa en “1=7(")2” Por lo tanto, p,, fuerza a cada subconjunto
A(E), con E € Z,_ aser denso en “177P=)2 y fuerza a A(Z') a ser denso en

Y, es decir, p/_ fuerza que Y sea separable. O
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Conclusion

En los capitulos segundo y tercero se presentaron: la nociéon de forcing,
la existencia de filtros genéricos, la extensién genérica de modelos de ZFC y
la construccién de modelos que satisfacen HC, la negacion de HC o la nega-
cién de la HCG. Al tiempo que se demuestra que un forcing c.c.c. preserva
cardinales y se generaliza este resultado.

En el capitulo cuarto definimos los reales dominantes, no acotados y divi-
sores para después estudiar como se relacionan entre si por medio de nociones
de forcing. Requerimos hacer un estudio de juegos infinitos para el forcing
de Silver y el de Mathias y por otra parte de arboles para el forcing de Miller.

En el dltimo capitulo revisamos diversas nociones de forcing donde hi-
cimos uso de los forcings F'n para el colapso de Lévy y una nocién muy
parecida para la consistencia de la propiedad Diamante, volvemos a hacer
uso de arboles para la consistencia de la negacion de la hipdtesis de Suslin.
Mientras tanto, en la tultima aplicacion que exhibimos encontramos un for-
cing donde las condiciones son tripletas formadas por espacios topoldgicos,
funciones numerables con imagen el espacio topolégico y una familia nume-
rable de subconjuntos del dominio de la funcién.

La técnica de forcing es una 1til e importante herramienta para la cual
es necesario emplear multiples conocimientos matematicos. Desde su primer
uso por parte de Cohen, ha logrado consolidarse debido a su versatilidad para
generar modelos.



Bibliografia

[1] R. Cepeda: Consecuencias de agregar reales de Cohen. Tesis de licencia-
tura. Universidad Nacional Auténoma de México. (2013)

[2] W. G. Fleissner: Some spaces related to topological inequalities proven
by the Erdés-Rado theorem. Proceedings of the American Mathematical
Society, Vol. 71, Num. 2 (1978)

[3] S. A. Garcia: La técnica de forcing y algunas aplicaciones. Tesis de
maestria. Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (2014)

[4] Hajnal, Juhasz: On hereditarily a-Lindelof and hereditarily a-separable
spaces. Ann. Univ. Sci. BudapestEotvos Sect. Math. (1968)

[5] L. J. Halbeisen: Combinatorial Set Theory, With a Gentle Introduc-
tion to Forcing. Springer Monographs in Mathematics. Springer, London
(2012)

[6] T. Jech: Set Theory, The Third Millennium Edition, Revised and Ex-
panded. Springer Monographs in Mathematics. Springer, Berlin (2003)

[7] K. Kunen: Set Theory, an Introduction to Independence Proofs. Studies
in Logic and the Foundations of Mathematics, vol. 102. North-Holland,
Amsterdam (1983)

[8] K. Kunen: Set Theory. Studies in Logic, vol. 34. College Publications,
UK (2011)

[9] Malykhin,V I: Topology and forcing. Russian Mathematical Surveys,
38(1):77 (1983)

[10] L. J. Turcio: Introduccién a Forcing y Algunas de sus Aplicaciones. Tesis
de licenciatura. Universidad Nacional Auténoma de México. (2011)

83



Indice alfabético

<, BH Fundacion,
< [1] Infinito,
<*, [43 Par,
QX Potencia,
(X<, Reemplazo,
X], Unién,
“w-acotado, [44] BF. [
Anticadena, C, [
Arbol, o(X),
Arbol de Aronszajn, c.c.c. topoldgico,
Arbol de Suslin, cec, 20
A(z), Cerrado,
alt, Club,
alta(z), Cofinalidad,
K-arbol, Condiciones de forcing,
nextr(s), Consistencia, [0]
Niva(A), copo, [19]
Nodos,
Rama, [[7] A-sistema, [13]
split(T), Denso debajo de p,
splity,(T), Diagonaliza, [49]
Subérbol, 0,

superperfecto, Encaje denso,

T(s) Estacionario,

At(?mo, Estructura, [4]
Axioma, [I]
Comprensién, Familia feliz, [49]
Eleccién, Familia libre, [9]
Extensionalidad, Familia Ramsey,

84



INDICE ALFABETICO

85

Filtro,
7+
Filtro de Fréchet,
Filtro generado,
Filtro libre,
Filtro principal,
Ultrafiltro,

Filtro P-genérico,

Filtro sobre P,

fin(X),

Fn,

Forcing, [I9]

Férmulas Ay, [7]

I+,

IF*,

Funcion cofinal,

Inconsistencia, [6]

Juego infinito,
Estrategia, [50]
Estrategia ganadora,

gg,
Gz, B0

k-cc, 37]

L,
A-cerrado,

)‘X,
Linea de Suslin,

Lv(x),

am,
M,
MG,
M*, 6
mP, 23]
Mg,

Modelo, [4]
modelo para ZFC,
mtn, [12]

No acotado,
Nombre canénico,

P,
P-familia,
P-nombre,
p~t
pLy,

pla
Preserva cardinales,

Preserva cardinales < 6,
Preserva cardinales > 6, [34

Preserva cofinalidades,
Preserva cofinalidades < 6,
Preserva cofinalidades > 6,

Propiedad de Laver,

Prueba formal, [0]

R(v),[
Real divisor,

Real dominante,
Real no acotado,

Regular,

5, A9

s n, 59

S(g’, @
Separable,

seq(w),
Subestructura,

Subestructura elemental,

T?"? @
TG, @
type, [12]



86 INDICE ALFABETICO

Universo, [4]

v,
\4

¢, [I5]
ZFC, [



	 Introducción
	Preliminares
	ZFC y Teoría de modelos
	Axiomas de ZFC.
	Teoría de modelos
	Nociones Absolutas
	Modelos para ZFC

	Teoría de conjuntos.
	Lema del -sistema.
	Filtros
	Árboles


	Forcing
	Órdenes parciales y filtros genéricos
	Extensión genérica
	Noción de forzar

	Hipótesis del continuo
	Forcings Fn
	Preservación de cardinales
	Consistencia de HC
	Consistencia de HCG
	Consistencia de HC

	Tipos de reales
	Tipos de reales
	Los reales que agrega el forcing de Cohen
	Familias libres.
	Juegos infinitos

	Forcing de Mathias.
	Forcing de Silver.
	Forcing de Miller.

	Otros ejemplos de forcing
	Colapso de Lévy
	Diamante
	Hipótesis de Suslin
	Producto de CCC.
	El teorema de Hajnal y Juhasz

	Conclusión
	  Bibliografía
	 Índice alfabético

