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Índice alfabético 67
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Introducción

En el presente trabajo se estudia una clase especial de continuos, los
continuos de Peano que en realidad son continuos localmente conexos, pero
mantenemos el nombre en honor a Giuseppe Peano (Spinetta, 27 de agosto de
1858 - Tuŕın, 20 de abril de 1932) matemático, lógico y filósofo italiano, co-
nocido por sus contribuciones a la lógica matemática y la teoŕıa de números.
Peano publicó más de doscientos libros y art́ıculos, la mayoŕıa en matemáti-
cas. La mayor parte de su vida la dedicó a enseñar en Tuŕın.

El material tratado en este trabajo puede encontrarse, por temas, en
algunos libros, por ejemplo en [1] – [11], en esta tesis los presentamos de
una forma más desarrollada con la finalidad de hacer más accesible estos
conceptos a aquellos interesados en estudiar estos temas.

El Caṕıtulo 1 aborda diversas nociones preliminares que nos sirven para
el estudio y mayor comprensión de los conceptos abordados en el Caṕıtulo 2;
en este, estudiamos la estructura básica de los continuos de Peano.

En particular, los continuos de Peano son ((bien portados)) dado que ellos
pueden ser descritos como:

i) unión de un número finito de pequeños y arbitrarios subcontinuos de
Peano (Teorema 2.29),

ii) conexos por trayectorias (Teorema 2.47),

iii) localmente conexos por trayectorias (Teorema 2.49), y

iv) son caracterizados por la propiedad de ser la imagen continua del in-
tervalo cerrado [0, 1], véase el Teorema 2.33.

ix
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente caṕıtulo enunciamos algunas definiciones y conceptos que son
de utilidad para el desarrollo del caṕıtulo 2; pero primero presentamos la
notación que usamos a lo largo de este trabajo.

Las letras X y Y denotan, por lo general, espacios topológicos, aun-
que también pueden representar espacios métricos, en cuyo caso se indicará
expĺıcitamente.

En todo este trabajo si X es un espacio topológico y A un subconjunto
de X, los śımbolos A, Fr(A) e int(A) denotan la cerradura de A, la frontera

de A y el interior de A en X, respectivamente. Si A ⊂ Y ⊂ X, entonces A
Y

,
FrY (A) e intY (A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de
A en el subespacio Y de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto
A se denota por |A|. Como es usual, los śımbolos ∅, N, Q y R, representan
el conjunto vaćıo, el conjunto de los números naturales, el conjunto de los
números racionales y el conjunto de los números reales, respectivamente.

Sean X un espacio métrico con métrica d, p ∈ X y ε > 0. La bola
abierta en X con centro en p y radio ε, denotada por Bε(p), es el conjunto
Bε(p) = {x ∈ X : d(p, x) < ε}.

1.1. Continuos

Iniciamos el estudio de este caṕıtulo con la siguiente definición.

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico. Un par (U, V ) de subconjuntos
no vaćıos, abiertos en X es una separación de X si X = U ∪ V donde

1



2 Preliminares

U ∩V = ∅. Si existe una separación de X, decimos que X es disconexo. Si
no existe una separación de X, decimos que X es conexo.

Observación 1.2. Si X es un espacio topológico y (U, V ) es una separación
de X, entonces los conjuntos U y V son a la vez, abiertos y cerrados en X.

Para obtener de manera inmediata una infinidad de conexos en R enun-
ciamos el resultado que sigue.

Teorema 1.3. [1, Teorema (2.A.8)] Un subconjunto A de R es conexo en R
si, y solo si A es un conjunto unitario o A es un intervalo.

Otro resultado que utilizamos más adelante, en las demostraciones del
Ejemplo 1.6 y el Teorema 2.24, es el que damos a continuación.

Teorema 1.4. [1, Teorema (2.A.13)] Si A es un subespacio conexo de un
espacio topológico X y A ⊂ B ⊂ A, entonces B es conexo. En particular, la
cerradura de un (sub)espacio conexo es conexa.

El siguiente teorema afirma que la conexidad es invariante bajo funciones
continuas.

Teorema 1.5. [1, Teorema (2.A.14)] Si f es una función continua y supra-
yectiva de un espacio conexo X en un espacio topológico Y , entonces Y es
conexo.

Intuitivamente el que un espacio topológico sea conexo, nos hace pensar
que este es de ((una sola pieza)), el siguiente ejemplo nos muestra que el
concepto de conexidad es más amplio.

Ejemplo 1.6. Sean

W = {(x, sen(1/x)) ∈ R2 : x ∈ (0, 1]} y J = {0} × [−1, 1].

La cerradura de W en R2 es el conjunto W = W ∪ J (Figura 1.1).
El intervalo (0, 1] es conexo, de acuerdo al Teorema 1.3; como W =

(Id, sen ◦ 1
Id

)((0, 1]), por el Teorema 1.5, tenemos que W es conexo. Lue-

go, por el Teorema 1.4, obtenemos que W es conexo.

Uno de los métodos más empleados, en la teoŕıa de los continuos, pa-
ra construir espacios métricos compactos y no vaćıos, muy especiales, es la
propiedad de la intersección anidada; dicha propiedad también es usada fre-
cuentemente como idea clave para la demostración de teoremas (por ejemplo
el Lema 1.57).
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Figura 1.1: El continuo seno (1/x)

Teorema 1.7. [Propiedad de la intersección anidada]
Sean {Xi}∞i=1 una sucesión de espacios métricos compactos contenidos en

Z tales que para todo i ∈ N, tenemos que Xi ⊃ Xi+1 y X =
∞⋂
i=1

Xi. Entonces

(1) Si U es abierto en X1 y U ⊃ X, entonces existe N ∈ N tal que para
todo i ≥ N , es cierto que U ⊃ Xi.

(2) Si para todo i ∈ N, el conjunto Xi es no vaćıo, entonces X es no vaćıo
y compacto.

Demostración. (1). Sea Y = X1 r U . Entonecs Y es cerrado en X1, por lo
tanto es compacto. Los conjuntos Ui = X1 rXi, i ∈ N, son abiertos en X1

y cubren X1 r X. De X ⊂ U sigue que la familia {Ui : I ∈ N} cubre a Y .
Entonces existe n ∈ N tal que Y ⊂ Un, y Xn ⊂ U .

(2). Supongamos ahora que para todo i ∈ N, cada Xi 6= ∅ y X = ∅.
Consideremos U = ∅. El conjunto U es abierto en X y X ⊂ U . Luego, por
(1) existe N tal que XN ⊂ U . Aśı, XN = ∅, que es una contradicción. Por
lo tanto, X 6= ∅. Note además que X es cerrado en Z y ya que X ⊂ X1,
entonces X es compacto. �

En la siguiente definición abordamos el concepto fundamental de este
trabajo.

Definición 1.8. Un continuo es un espacio métrico, no vaćıo, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un subespacio de un espacio topológico que es
un continuo.
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El primero en tratar con la clase de ((continuos)) fue George Cantor en
1883, quien se limitó a estudiar los continuos en Rn. Esto se debió a que
muchos de los objetos de estudio en el periodo inicial de la Topoloǵıa eran
considerados como subconjuntos de Rn. Uno de ellos era el concepto de ĺınea
o curva; en ese entonces frecuentemente entendido como la trayectoria de un
punto en movimiento continuo. Sobre esta base, la definición original dada
por Cantor establećıa que un continuo era un subconjunto perfecto (es decir,
cerrado y denso en śı mismo) y conexo en Rn. Una definición posterior, dada
sobre la misma base, establećıa que un continuo era un subconjunto conexo,
cerrado y acotado de Rn. Más adelante, el ser cerrado y acotado se reformuló
en ser compacto y el concepto de continuo se generalizó para incluir a los
espacios métricos. Lo que nos trae a la definición actual.

Pongamos atención en la siguiente caracteŕıstica.

Teorema 1.9. La propiedad de ser un continuo es invariante bajo homeo-
morfismos.

Demostración. La metrizabilidad (Teorema A.1), la conexidad (Teorema A.2)
y la compacidad (Corolario A.4) son invariantes bajo homeomorfismos. �

Enunciamos a continuación algunos ejemplos básicos de continuos.

Ejemplo 1.10. Por el Teorema 1.3, los únicos subcontinuos de R son los
conjuntos unitarios y los intervalos cerrados y acotados.

Ejemplo 1.11. Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0,1]. Como el [0, 1] es un continuo, por el Teorema 1.9 un arco es un
continuo.

Definición 1.12. Sean A un arco, h : [0, 1] → A un homeomorfismo, p =
h(0) y q = h(1), los puntos p y q son los puntos extremos del arco A.

Figura 1.2: Arco

Ejemplo 1.13. La circunferencia unitaria es

S1 = {x ∈ R2 : |x| = 1}.
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Observemos que S1 es un conjunto cerrado y acotado en R2, por lo tanto
es compacto. Ahora, sea t ∈ [0, 1] y f : [0, 1] → R2 definida por f(t) =
(cos(2πt), sen(2πt)). Notemos que f([0, 1]) = S1. Como f es una función
continua y [0, 1] es un conjunto conexo, S1 es conexo. Aśı, S1 es un continuo.

Una curva cerrada simple es un espacio topológico homeomorfo a la
circunferencia unitaria S1. Como S1 es un continuo, por el Teorema 1.9 toda
curva cerrada simple es un continuo.

Ejemplo 1.14. El espacio métrico W , definido en el Ejemplo 1.6, además de
ser conexo, es compacto. Aśı, W es un continuo conocido como el continuo
sen (1/x).

Ejemplo 1.15. Sean W el continuo sen(1/x) y Z un arco en R2 que tiene
como puntos extremos (0,−1) y (1, sen(1)). Cualquier continuo homeomorfo
a V = W ∪ Z es nombrado Circunferencia de Varsovia (véase Figura
1.3).

Como W y Z son conexos, y W ∩ Z = {(0,−1), (1, sen(1))}, el espacio
métrico V es conexo. Además,debido a que W y Z son cerrados y acotados
en R2, el conjunto V es cerrado y acotado en R2 y por lo tanto, compacto.
Aśı, V es un continuo.

Figura 1.3: Circunferencia de Varsovia

La propiedad de la intersección anidada (veáse el Teorema 1.7) también
es utilizada para construir continuos, como vemos en el siguiente teorema y
en el ejemplo posterior.
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Teorema 1.16. Sean {Xi}∞i=1 una sucesión de continuos tal que para todo
i ∈ N, es verdad que Xi ⊃ Xi+1, y

X =
∞⋂
i=1

Xi.

Entonces, X es un continuo.

Demostración. Por el Teorema 1.7, el conjunto X es un espacio no vaćıo,
métrico y compacto. Supongamos que X no es conexo. Luego, X = A ∪ B
donde A y B son conjuntos no vaćıos, ajenos y cerrados en X (por lo tanto,
compactos). Como X1 es un espacio métrico, por el [10, Teorema 2.3 pág.
198], X1 es normal. Aśı, existen subconjuntos V y W ajenos y abiertos en
X1 tales que A ⊂ V y B ⊂ W y por lo tanto X ⊂ (V ∪W ). Sea U = V ∪W .
Luego, por el Teorema 1.7(1), existe n ∈ N, tal que para todo i ≥ n, es cierto
que U ⊃ Xi. En particular, U ⊃ Xn. Aśı, Xn = Xn ∩ U = Xn ∩ (V ∪W ) =
(Xn ∩ V ) ∪ (Xn ∩W ).

Observe que (Xn ∩ V ) ⊃ (X ∩ A), X ∩ A = A y A 6= ∅ por lo tanto
Xn ∩ V 6= ∅. De igual forma de (Xn ∩W ) ⊃ (X ∩ B), X ∩ B = B y B 6= ∅
obtenemos que Xn ∩W 6= ∅. Notemos además que (Xn ∩ V ) ∩ (Xn ∩W ) =
Xn ∩ (V ∩W ) = Xn ∩ ∅ = ∅. Tomando en cuenta que Xn ∩ V y Xn ∩W
son abiertos en Xn, tenemos que estos conjuntos forman una separación de
Xn. Por lo tanto, Xn no es conexo, pero esto es una contradicción. Aśı, X es
conexo. �

Definición 1.17. Sean X un espacio topológico y C = {A1, · · · , An} una
colección finita de subconjuntos de X. La colección C es una cadena simple
de x a z pasando por y, si satisface las siguientes propiedades:

(1) si |i− j| ≤ 1, entonces Ai ∩ Aj 6= ∅;

(2) x ∈ A1 y z ∈ An; y

(3) existe i ∈ {1, . . . , n} tal que y ∈ Ai.

Los elementos Ai de una cadena simple son conocidos como eslabones y⋃
C =

⋃n
i=1Ai.

Ejemplo 1.18. Sean x, y, z puntos distintos en R2 y para n ∈ N, construi-
mos Cn tales que son cadenas en R2, cuyos eslabones son discos cerrados de
diámetro menor que 2−n y satisfacen las siguientes propiedades:
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(1) para toda n ∈ N, la cadena C3n+1 va de x a z pasando por y, la cadena
C3n+2 va de y a z pasando por x, y la cadena C3n+3 va de x a y pasando
por z;

(2) para toda n ∈ N,
⋃
Cn ⊃

⋃
Cn+1.

Por el Teorema 1.16, la intersección anidada de la unión de estas cadenas
resulta ser un continuo, es decir,

X =
∞⋂
n=1

(∪Cn).

es un continuo (véase Figura 1.4).

Figura 1.4: X =
⋂∞
n=1(∪Cn) es un continuo

Otro método empleado para la construcción de continuos es el de la des-
composición semicontinua superior (usc). A continuación vemos cuándo un
espacio de descomposición de un continuo es metrizable, nos adentramos un
poco en el estudio de la descomposición semicontinua superior y recordamos
algunos conceptos relacionados.
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Definición 1.19. Sean (X, T ) un espacio topológico no vaćıo, sea D una
familia {Di}i∈I , en X de conjuntos no vaćıos y ajenos dos a dos tales que⋃
D =

⋃
i∈I Di = X (D es llamada una partición de X) y

T (D) = {U ⊂ D :
⋃
U ∈ T }.

Notemos que T (D) es una topoloǵıa para D; de hecho, si π : X → D
denota la función natural definida en cada x ∈ X por

π(x) es el único D ∈ D tal que x ∈ D,

tenemos que T (D) es la topoloǵıa más grande para D tal que π es continua.
El espacio (D, T (D)) es llamado un espacio de descomposición de X

o, de manera más sencilla, una descomposición de X. La topoloǵıa T (D)
es la topoloǵıa de la descomposición. Enfatizamos que el término des-
composición se refiere a una partición con la topoloǵıa de la descomposición.
Cuando los miembros de la partición son subconjuntos cerrados de X tal
partición es llamada partición cerrada.

En otras palabras, una descomposición es el espacio obtenido a partir
del espacio original, al identificar todos los puntos de cada miembro de una
partición dada con un solo punto en el nuevo espacio; sin embargo, la descom-
posición de un continuo X no siempre resulta ser un continuo. En ocasiones,
ni siquiera es metrizable. En el Teorema 1.21 vemos cuándo śı lo es. Para
llegar a él necesitamos antes un resultado más, el que vemos a continuación.

Lema 1.20. Si X es un espacio métrico compacto, Y un espacio de Haus-
dorff, y f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces Y es
metrizable.

Demostración. Sea f una función continua y suprayectiva de un espacio
métrico compacto X sobre un espacio de Hausdorff Y . Como Y es un espa-
cio compacto Hausdorff, es suficiente probar que Y tiene una base numerable
(Teorema de metrización de Urysohn [3, Cap. IX, Corolario 9.2]).

Sea C una base numerable para X. Para cada subcolección L ⊂ C, sea

E(L) = Y r f(X r
⋃
L).

Sea P = {E(L) : L es un subconjunto finito de C}. Note que P es
numerable. Ya que X es compacto y Y es un espacio de Hausdorff, f es
cerrada, es decir, lleva conjuntos cerrados en conjuntos cerrados; luego, cada
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miembro de P es un conjunto abierto en Y . Sea U un subconjunto abierto
en Y y q ∈ U . Como f−1(q) es un cerrado dentro de un compacto (pues
f es continua), tenemos que f−1(q) es compacto. Además, como f−1(q) esta
contenido en el abierto f−1(U) y C es una base, existe una subcolección finita
L de C tal que

f−1(q) ⊂
⋃
L ⊂ f−1(U)

(porque si existe una colección numerable que cubra a f−1(q), por ser com-
pacto, existe una subcolección finita que lo cubre). Luego, q ∈ E(L) ⊂ U .
Por lo tanto, P es una base numerable para Y , es decir, Y es metrizable. �

Teorema 1.21. Sean X un espacio métrico compacto y la pareja (D, T (D))
una descomposición de X. Entonces D es metrizable si, y solo si D es un
espacio de Hausdorff.

Demostración. Como la función natural π de X sobre D es continua y supra-
yectiva (Definición 1.19), si suponemos que (D, T (D)) es un espacio de Haus-
dorff, por el Teorema 1.20, tenemos que (D, T (D)) es metrizable. Supongamos
ahora que (D, T (D)) es metrizable, entonces (D, T (D)) es un espacio de Haus-
dorff. �

Podemos usar la descomposición de espacios métricos para construir otros
espacios métricos compactos o continuos. La siguiente definición nos dará una
útil condición para poder establecer cuándo una descomposición es metri-
zable; sin necesidad de verificar en cada ocasión que la descomposición es un
espacio de Hausdorff.

Definición 1.22. Sea (X, T ) un espacio topológico. Una partición D de X
es semicontinua superior (usc) si para toda D ∈ D, y U ∈ T tal que
D ⊂ U , existe V ∈ T con D ⊂ V tal que si A ∈ D y A ∩ V 6= ∅, entonces
A ⊂ U .

Definición 1.23. Si D es una descomposición de X, entonces cualquier
subconjunto de X que sea unión de una subcolección de D es D-saturado.

Note que siendo π : X → D la función natural de la Definición 1.19,
cualquier π−1(C) para C ⊂ D es D-saturado. Además, un A ⊂ X es D-
saturado si, y solo si A = π−1[π(A)]. Luego, si V es D-saturado y abierto en
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X, el conjunto π(V ) es abierto en D (usando la definición de π y T (D) en la
Definición 1.19).

En el siguiente resultado damos una caracterización de la descomposición
usc desde otro punto de vista.

Lema 1.24. Sean (X, T ) un espacio topológico, D una descomposición de X,
y π : X → D la función natural de la Definición 1.19. Luego, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) D es una descomposición usc;

(2) π es una función cerrada (es decir, π lleva conjuntos cerrados en X a
conjuntos cerrados en D);

(3) Si D ∈ D y U ∈ T tal que D ⊂ U , entonces existe V ∈ T tal que
D ⊂ V ⊂ U y V es D-saturado.

Demostración. Demostraremos que (1) implica (2), (2) implica (3), y (3)
implica (1). Supongamos (1). Sea C un subconjunto cerrado en X. Vemos de
la Definición 1.19 que π(C) es cerrado en D si (y solo si) π−1[D r π(C)] es
abierto en X. Sea p ∈ π−1[D r π(C)].

Aśı, π(p) ∈ D r π(C) y, luego, π(p) ⊂ X r C [ya que si y ∈ π(p) ∩ C,
entonces π(y) ∩ π(p) 6= ∅ y π(y) = π(p), por lo tanto π(p) ∈ π(C)]. Como
X r C ∈ T , existe (por la Definición 1.22) un V ∈ T con π(p) ⊂ V tal que
si x ∈ V , entonces π(x) ⊂ X r C. Aśı, p ∈ V . Además, π(V ) ⊂ D r π(C)
ya que si π(x) ∈ π(C), entonces para algún y ∈ C se cumple que π(x) =
π(y) y y ∈ π(x) ∩ C, luego π(x) 6⊆ X r C, por lo tanto, x /∈ V . Aśı,
V ⊂ π−1[D r π(C)].Como p ∈ V ∈ T , hemos probado que π−1[D r π(C)] es
abierto en T . Luego, π(C) es cerrado y hemos probado (2).

Ahora supongamos (2). Sea D ∈ D y U ⊂ T tales que D ⊂ U . Luego,
X r U es cerrado en X y por ser π una función cerrada, π(X r U) es un
conjunto cerrado en T . De este modo, D r π(X r U) es abierto en D. Sea
V = π−1(D r π(X r U)), se sigue por la continuidad de π que V es un
conjunto abierto en X. Notemos que π(XrU) = {A ∈ D : A∩ (XrU) 6= ∅}
por lo que D r π(X r U) = {A ∈ D : A ⊂ U} y V = {x ∈ X : π(x) ⊂ U}.
De esta manera obtenemos D ⊂ V ⊂ U . Además, por la Definición 1.23,
tenemos que V es D-saturado. Por lo tanto, la condición (3) se satisface.

Para terminar supongamos (3). Sea D ∈ D y U ⊂ T con D ⊂ U . Por (3)
existe un V ∈ T tal que D ⊂ V ⊂ U y V es D-saturado. Si algún A ∈ D es
tal que A ∩ V 6= ∅ entonces A ⊂ V ⊂ U . Esto completa la prueba. �
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Para el siguiente resultado, recordemos que un espacio T1 es un espacio
topológico X tal que {x} es un conjunto cerrado para todo x ∈ X.

Lema 1.25. Si (X, T ) es un espacio T1 y D es una descomposición usc de
X, entonces D es una partición cerrada de X.

Demostración. Sean D ∈ D, x ∈ D y π : X → D la función natural de la
Definición 1.19. Como X es T1, el conjunto {x} es cerrado en X y por (2) del
Lema 1.24, tenemos que {D} = π({x}) es un conjunto cerrado en D. Luego
D = π−1({D}) es cerrado en X por la continuidad de π, es decir, D es una
partición cerrada de X. �

Observemos que una partición cerrada no necesariamente es usc, pero śı
es un espacio T1.

Teorema 1.26. Si X es un espacio métrico compacto y D es una descom-
posición usc de X, entonces D es metrizable.

Demostración. Por el Teorema 1.21, es suficiente probar que una descompo-
sición usc es un espacio de Hausdorff. Sea X un espacio métrico compacto
con topoloǵıa T , sea D una descomposición usc de X, sea π : X → D la fun-
ción natural (Definición 1.19). Para probar que (D, T (D)) es un espacio de
Hausdorff, sean D1, D2 ∈ D tales que D1 6= D2. Como D1 y D2 son subcon-
juntos cerrados de X, ajenos (Lema 1.25) y X es normal, existen U1, U2 ∈ T
tales que U1∩U2 = ∅ y para todo i se cumple que Di ⊂ Ui. Como D es usc, el
Lema 1.24 nos da V1, V2 ∈ T tales que para todo i, tenemos que Di ⊂ Vi ⊂ Ui
y Vi es D-saturado. Observemos que para todo i, se tiene que Di ∈ π(Vi) ya
que Di ⊂ Vi y Di ∈ D. Por el último comentario en la Definición 1.23, los
conjuntos π(V1) y π(V2) son abiertos en D. Como U1 ∩ U2 = ∅ y Vi ⊂ Ui,
tenemos V1∩V2 = ∅. Luego, para todo i tal que π−1[π(Vi)] = Vi, tenemos que
π(V1)∩ π(V2) = ∅. Por lo tanto, hemos probado que (D, T (D)) es un espacio
de Hausdorff. �

Teorema 1.27. Si X es un continuo y D es una descomposición usc de X,
entonces D es un continuo.

Demostración. Por el Teorema 1.26 tenemos que D es metrizable. Como
π : X → D es continua y suprayectiva (Definición 1.19), sabemos que D es
compacto y conexo. Aśı, D es un continuo. �
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El siguiente resultado que nos interesa probar es el Teorema 1.30, el cual
muestra como obtener todas las descomposiciones usc de un espacio métrico
compacto y simultáneamente consigue una útil manera de obtener descom-
posiciones usc espećıficas. Para su demostración necesitaremos del Lema de
Transgresión 1.29.

Definición 1.28. Sean X y Y espacios topológicos y p : X → Y una función
suprayectiva. Decimos que p es una función cociente cuando U ⊂ Y es
abierto si, y solo si p−1(U) es abierto en X.

Por ejemplo, π en la Definición 1.19 es una función cociente, aśı como cual-
quier función continua de un espacio compacto sobre un espacio de Hausdorff.

Lema 1.29 (Lema de Transgresión). Sean X, Y , Z espacios topológicos,
p : X → Y una función cociente, y g : X → Z continua. Si g es constante
sobre cada conjunto p−1(y), entonces g ◦ p−1 es continua.

X Y

Z

-
p

@
@

@@R
g

?

g◦p−1

Demostración. Para cada y ∈ Y , el conjunto g(p−1(y)) es un conjunto de
un elemento en Z (ya que g es constante sobre p−1(y)). Si dejamos que f(y)
denote este punto, definimos una función f : Y → Z tal que para todo x ∈ X,
tenemos f(p(x)) = g(x).

Tomemos un conjunto V abierto en Z, como g es continua, el conjunto
g−1(V ) es abierto en X. Pero g−1(V ) = p−1(f−1(V )) y ya que p es una función
cociente, el conjunto f−1(V ) es abierto en Y , por lo tanto, f es continua, es
decir, g ◦ p−1 es continua. �

Teorema 1.30. Sea X un espacio métrico compacto. Si f es una función
continua de X sobre un espacio métrico compacto Y , entonces

Df = {f−1(y) : y ∈ Y }

es una descomposición usc de X y es homeomorfa a Y . Rećıprocamente,
cualquier descomposición usc de X es un espacio métrico compacto que es,
además, una imagen continua de X.
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Demostración. Sean D ∈ Df y U abierto en X tal que D ⊂ U . Existe y ∈ Y
tal que D = f−1(y). El conjunto F = f(X r U) es cerrado, y y /∈ F . Sea
W = Y rF y sea V = f−1(W ), entonces y ∈ W y V es abierto en Y . Luego
D ⊂ V ⊂ U , y V es abierto y saturado.

Observe que Df es un espacio de Hausdorff por el Teorema 1.26. Luego,
para probar que Df es homeomorfa a Y , es suficiente verificar la continuidad
de la función inyectiva h del espacio compacto Y sobre Df definida para todo
y ∈ Y por

h(y) = π[f−1(y)].

La continuidad de h se sigue del Lema 1.29 porque f es una función
cociente. Por lo tanto, la mitad del Teorema 1.30 esta probado. La otra
mitad es sencilla ya que si D es cualquier descomposición usc de X, entonces
D es un espacio métrico (Teorema 1.26) y, usando π : X → D (Definición
1.19), vemos que D es una imagen continua de X, y por lo tanto, compacta
(Teorema A.3). Esto completa la prueba. �

Definición 1.31. Sea D la partición del cuadrado sólido I2 = [0, 1] × [0, 1]
cuyos miembros son:

(1) {(x,0), (1-x,1)} para x ∈ [0, 1];

(2) {(x,y)} para y ∈ (0, 1).

El espacio de descomposición D de I2 es la banda de Moebius, véase
Figura 1.5.

El espacio de descomposición D de I2, por la Definición 1.31, es usc y por
el Teorema 1.27, es un continuo y es un ejemplo de superficie de un solo lado
en R3.

Figura 1.5: Banda de Moëbius
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1.2. Hiperespacios

La teoŕıa de los continuos se facilita cuando usamos espacios auxiliares
que llamamos hiperespacios. A continuación definimos los siguientes espacios:

Definición 1.32. Sea X un espacio topológico.

(1) 2X = {A : A es un subconjunto no vaćıo y cerrado en X}.

(2) C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.
Ahora, sea (X, d) un espacio métrico compacto. Para cada ε > 0 y cada
A ∈ 2X sea,

(3) N(ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A, tal que d(x, a) < ε}. El conjunto
N(ε, A) se lee: la epsilon nube de A.

(4) Sea H : 2X × 2X → R la función tal que

H(A,B) = ı́nf {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.

La función H(A,B), denotada en adelante como H, que se acaba de
definir tiene una propiedad extraordinaria, como se ve a continuación.

Teorema 1.33. [2, Teorema 2.9] Si (X, d) es un espacio métrico compacto,
entonces H es una métrica para el hiperespacio 2X .

Definición 1.34. Sea (X, d) es un espacio métrico compacto. La función H
es la métrica de Hausdorff inducida por d. Los espacios 2X y C(X) con
la topoloǵıa inducida por H son los hiperespacios de X.

Muchas propiedades de los continuos se pueden examinar por medio de
sucesiones de conjuntos, como se vió en el Ejemplo 1.18. La convergencia de
conjuntos que usamos para estudiar continuos es la convergencia con respecto
a la métrica de Hausdorff, esta convergencia esta en términos de una noción
de ((convergencia en el espacio original X)), como se ve a continuación.

Definición 1.35. Sean X un espacio topológico, {Ai}∞i=1 una sucesión de
subconjuntos de X y A un subconjunto de X.

(1) El ĺımite inferior de la sucesión {Ai}∞i=1 es

ĺım inf Ai = {x ∈ X : para cada U abierto en X, con x ∈ U , existe
N ∈ N tal que si i ≥ N, entonces U ∩ Ai 6= ∅};
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(2) El ĺımite superior de la sucesión {Ai}∞i=1 es

ĺım supAi = {x ∈ X : para cada abierto U en X con x ∈ U , y para
cada N ∈ N existe i ≥ N tal que U ∩ Ai 6= ∅}.

(3) El ĺımite de la sucesión {Ai}∞i=1 es A cuando

ĺım inf Ai = A = ĺım supAi;

esto lo denotamos por ĺımAi = A.

(Véase Figura 1.6)

Figura 1.6: Ĺımite superior y ĺımite inferior de una sucesión

Teorema 1.36. [11, Teorema 4.11] Sean X un espacio métrico, y {Ai}∞i=1

una sucesión de subconjuntos de X compactos y no vaćıos. Entonces, el ĺım
Ai = A si, y solo si {Ai}∞i=1 converge a A ∈ 2X con respecto a la métrica
Hausdorff.

El siguiente resultado nos proporciona una útil equivalencia para realizar
demostraciones, por ejemplo, en la demostración del Teorema 1.45.

Teorema 1.37. [2, Teorema 2.10] Si X es un continuo, A,B ∈ 2X y ε > 0,
entonces H(A,B) < ε si, y solo si A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Definición 1.38. Sea X un continuo. Una función de Whitney para el
hiperespacio 2X es una función continua µ : 2X → R tal que:

(1) para cada x ∈ X, tenemos que µ({x}) = 0 y
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(2) para cada A, B ∈ 2X tales que A ⊆ B 6= A, se tiene que µ(A) < µ(B).

La función µ|C(X) : C(X)→ R es una función de Whitney para C(X).

Teorema 1.39. [2, Teorema 3.3] Si X es un continuo, entonces existe una
función de Whitney para el hiperespacio 2X .

Los Teoremas 1.40 y 1.42 son resultados claves en el desarrollo de la
teoŕıa de los hiperespacios. Aqúı los ocupamos, por ejemplo, en la prueba del
Teorema 2.47.

Teorema 1.40. [6, Corolario 6.13] Si X es un continuo, entonces los hiper-
espacios 2X y C(X) son unos continuos.

Definición 1.41. Sean X, Y unos continuos y f : X → Y una función
continua. Denotamos por 2f : 2X → 2Y y por C(f) : C(X) → C(Y ) a las
funciones inducidas definidas, respectivamente, para cada A ∈ 2X por
2f (A) = f(A) y C(f)(A) = f(A).

Teorema 1.42. [2, Teorema 3.33] Si f : X → Y es una función continua
entre continuos, entonces la función inducida 2f : 2X → 2Y es continua.

Definición 1.43. Sea C una colección de conjuntos. Un elemento maxi-
mal de C es un F ∈ C tal que ningún miembro de C contiene propiamente a
F . Un elemento minimal de C es un E ∈ C tal que ningún miembro de C
esta contenido propiamente en E.

El resultado que sigue se usará en la prueba del Teorema 2.47.

Teorema 1.44 (Teorema del Máximo-Mı́nimo). Sea X un espacio métrico
compacto. Si C es un subconjunto cerrado no vaćıo de 2X , entonces existe un
elemento maximal de C y un elemento minimal de C.

Demostración. Por el Teorema 1.39, sea µ : 2X → R una función de Whitney.
Como µ es continua y 2X es compacto, alcanza su máximo y su mı́nimo. Sea C
un subconjunto cerrado no vaćıo de 2µ, como 2X es compacto, C es compacto.
Además µ|C : C → R es continua porque µ es continua. Aśı, µ|C alcanza su
máximo y su mı́nimo.

Es decir, existen M1, M2 ∈ C para todo A ∈ C, tales que µ(M1) ≤ µ(A) ≤
µ(M2) por lo tanto, M2 es un elemento maximal de C y M1 es un elemento
minimal de C. �

El siguiente resultado también será requerido en la demostración del Teo-
rema 2.47.
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Teorema 1.45. Sean I = [0, 1] y {Ai}∞i=1 una sucesión en 2I tal que ĺım
Ai = A cuando Ai tiende a A, donde A 6= I y para toda i, tenemos que
Ai 6= I. Si J es un componente de I r A, entonces existe una sucesión
{Ji}∞i=1 de componentes de I r Ai tales que ĺım Ji = J .

Demostración. Observe que J es un intervalo abierto en I, pues A es cerrado
en I. Sea s < r < t, donde J = [s, t]. Existe N ∈ N tal que para todo i ≥ N ,
tenemos que r ∈ IrAi. Para cada i ≥ N , sea Ji el componente de IrAi tal
que r ∈ Ji. Sean SA el componente de A tal que s ∈ SA y TA el componente
de A tal que t ∈ TA. Supongamos que SA = [`, s] y TA = [t, h]. Observe que
SA ∪J ∪TA = [`, h] y J = [s, t]. Si SA o TA son conjuntos unitarios, entonces
sean ` = r1 = s o t = r2 = h. Si ` < s y t < h, sean ` < r1 < s y t < r2 < h.

Como ĺım Ai = A cuando Ai tiende a A, existe N1 ∈ N tal que para todo
i ≥ N1 se cumple que r1, r2 ∈ Ai. Para i ≥ N1, sean SAi el componente de
Ai tal que r1 ∈ SAi y TAi el componente de Ai tal que r2 ∈ TAi . Observe que
ĺım SAi = SA = [`, s] cuando SAi tiende a SA y ĺım TAi = TA = [t, h] cuando
TAi tiende a TA.

Si suponemos que SAi = [bsi , asi ] y TAi = [ati , bti ], entonces bsi → ` y
asi → s; y bti → h y ati → t. Sea Ji = [asi , ati ], observe que SAi ∪ Ji ∪ TAi =
[bsi , bti ]. Sea ε > 0 para N2 > máx{N,N1}, si i ≥ N2, entonces

(∗) d(asi , s) < ε y d(ati , t) < ε.

Podemos suponer que ε < diám(Ji)
2

.

Por el Teorema 1.36 nos resta probar que {Ji}∞i=1 converge a J respecto
a la métrica de Hausdorff. Y por el Teorema 1.37 esto equivale a probar que
Ji ⊂ N(ε, J) y J ⊂ N(ε, Ji).

Afirmación 1: Ji ⊂ N(ε, J).
Prueba de la Afirmación 1. Sea p ∈ Ji, aśı asi ≤ p ≤ ati . Por lo tanto,
asi ≤ p ≤ s o p ∈ J o t ≤ p ≤ ati . Por (*), tenemos que d(p, s) < ε o p ∈ J o
d(t, p) < ε. Aśı, Ji ⊂ N(ε, J). Esto completa la prueba de la Afirmación 1.

Afirmación 2: J ⊂ N(ε, Ji).
Prueba de la Afirmación 2. Sea q ∈ J , aśı s ≤ q ≤ t. Por lo tanto, s ≤ q ≤ asi
o q ∈ Ji o ati ≤ q ≤ t. Por (*), tenemos que d(q, s) < ε o q ∈ Ji o d(t, q) < ε.
Aśı, J ⊂ N(ε, Ji). Esto completa la prueba de la Afirmación 2.

Luego, por la Afirmación 1 y la Afirmación 2, tenemos que H(Ji, J) < ε.
�
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Definición 1.46. [2, Teorema (2.16)] Sean X un continuo, n ∈ N y U1,
U2, · · · , Un subconjuntos de X. El vietórico de U1, U2, · · · , Un, denotado por
〈U1, U2, · · · , Un〉, es el conjunto{

A ∈ 2X : A ⊂
n⋃
i=1

Ui y para cada i ∈ N, A ∩ Ui 6= ∅

}
.

Teorema 1.47. [2, Teorema (2.19)] Sean X un continuo, A ∈ 2X y U1,
U2, · · · , Un abiertos en X. Si A ∈ 〈U1, U2, · · · , Un〉, entonces existen V1,
V2, . . . , Vn abiertos en X tales que

A ∈ 〈V1, V2, · · · , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, · · · , Un〉

y para cada i ∈ N tenemos que Vi ⊂ Ui.

Teorema 1.48. [2, Teorema (2.20)] Si X es un continuo y

B = {〈U1, U2, · · · , Un〉 : U1, U2, · · · , Un son abiertos en X y n ∈ N},

entonces B es una base para una topoloǵıa del hiperespacio 2X .

La topoloǵıa generada por B, denotada por τV es conocida como la to-
poloǵıa de Vietoris que fue introducida, en 1922, por L.Vietoris.

Teorema 1.49. [2, Teorema (2.22)] Sea X un continuo. La topoloǵıa de
Vietoris, τV , y la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff, τH , en 2X

son iguales.

1.3. Puntos de no corte

En la teoŕıa de continuos, la prueba de algunos resultados depende del
estudio de los puntos de no corte; por lo que es importante conocer su exis-
tencia, cantidad y localización en un continuo.

Definición 1.50. Sean X un espacio topológico conexo y p ∈ X. Si Xr{p}
es conexo, entonces p es llamado un punto de no corte de X. Si X r {p}
es disconexo, entonces p es llamado un punto de corte de X.
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El 0 y el 1 en el intervalo unitario [0, 1] son puntos de no corte.

Notación.(Y = P⊕Q). Si Y es un espacio topológico, escribimos Y = P⊕Q
para denotar que Y = P ∪Q, los conjuntos P y Q son no vaćıos, P ∩Q = ∅
y P y Q son abiertos en Y .

Teorema 1.51. [11, Teorema 6.6][Existencia de puntos de no corte] Sea X
un continuo. Supongamos que p es un punto de corte de X, es decir Xr{p} =
U⊕V . Entonces, cada uno de los conjuntos U y V tienen al menos un punto
de no corte de X.

En el periodo 1916-1920 Waclaw Sierpinski, Stefan Strazewicz y Robert
Lee Moore obtuvieron caracterizaciones topológicas del arco como el único
continuo que contiene exactamente dos puntos de no corte. Por cierto, sobre
la lápida de Sierpiński esta la inscripción ((Badacz Nieskończoności)) (Inves-
tigador del infinito).

Como comentamos después de la Definición 1.50, en realidad los puntos
extremos son los únicos puntos de no corte en el intervalo unitario [0, 1], como
lo muestra el siguiente resulado.

Teorema 1.52. [11, Teorema 6.17] Un continuo X es un arco si, y solo si
X tiene exactamente dos puntos de no corte.

Teorema 1.53. Sean X un continuo, D una descomposición usc de X (con
la topoloǵıa de la descomposición), D0 ∈ D, y supongamos que todos los
miembros de D son subcontinuos de X excepto posiblemente por D0. Entonces
D0 es un punto de no corte de D si, y solo si X rD0 es conexo.

Demostración. Supongamos que X r D0 no es conexo. Aśı, X r D0 =
C|H. Usando la función natural de la Definición 1.19, tenemos que D0 =
π−1({D0}). Como {D0} es cerrado en D y π es continua, D0 es cerrado en
X.

Por otro lado X =
⋃
D∈D

D, aśı que
⋃

D∈Dr{D0}
D = X r D0 = C|H. Sean

D1, D2 ∈ D con D1 6= D0 y D2 6= D0. Como D1 y D2 son subcontinuos,
supongamos que D1 ⊂ C y D2 ⊂ H. Por (3) del Lema 1.24, existen V1, V2 ∈ T
tales que D1 ⊂ V1 ⊂ C, además D2 ⊂ V2 ⊂ H, y V1 y V2 son D- saturados.

Es decir, V1 =
⋃

D∈D′
D y V2 =

⋃
D∈D′′

D, donde D′,D′′ ⊂ D.
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Observe que D′ y D′′ son abiertos en D. Sea
⋃
C

D′ la unión de los D′ ⊂ D

que resultan cuando D1 ⊂ C y
⋃
H

D′′ la unión de los D′′ ⊂ D que resultan

cuando D2 ⊂ H. Aśı, D r {D0} =

(⋃
C

D′
)
∪
(⋃
H

D′′
)

, es decir, D0 es un

punto de corte de D. Por lo tanto, hemos probado que si D0 es un punto de
no corte de D entonces X r {D0} es conexo.

Ahora supongamos que Xr{D0} es conexo. Como la imagen continua de
un espacio conexo es conexa, tenemos que π(XrD0) = Dr{D0} es conexo,
es decir D0 es un punto de corte de D. �

Teorema 1.54. Sean X un continuo y D una descomposición usc de X (con
la topoloǵıa de la descomposición). Si X = [0, 1] y todos los miembros de D
son subcontinuos propios de X, entonces D es un arco.

Demostración. Como D es una descomposición usc del continuo X, por el
Teorema 1.27, tenemos que D es un continuo. Además, 0, 1 ∈ X, aśı que exis-
ten D0, D1 ∈ D tales que 0 ∈ D0 y 1 ∈ D1. Como D0 y D1 son subcontinuos
propios, X rD0 y X rD1 son conexos. Por el Teorema 1.53, D0 y D1 son
puntos de no corte de D.

Sea D ∈ D tal que D 6= D0 y D 6= D1, aśı 0, 1 /∈ D. De donde D ⊂ (0, 1),
aśı X r D no es conexo. Por el Teorema 1.53, tenemos que D es un punto
de corte de D. Por lo tanto, D0 y D1 son los únicos puntos de no corte de D
y por el Teorema 1.52 concluimos que D es un arco. �

1.4. Teorema general para funciones

Esta sección tiene como finalidad, probar el distinguido teorema general
para funciones (Teorema 1.58) que es de utilidad en la prueba de uno de
los resultados principales de esta tesis, que es el Teorema de Hahn y Ma-
zurkiewicz (Teorema 2.33). Para esto enunciamos una definición y dos lemas
necesarios.

Definición 1.55. Sean (X,T1) y (Y, T2) espacios topológicos. Dado p ∈ X,
una función F : X → 2Y es semicontinua superior en un punto
p ∈ X, se denota usc en p, si dado U ∈ T2 tal que F (p) ⊂ U , existe V ∈ T1

tal que p ∈ V y para todo x ∈ V , se tiene que F (x) ⊂ U .
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Una función F : X → 2Y es semicontinua superior, se denota usc,
si F es usc en todo punto de X.

Lema 1.56. Sean (X,T1), (Y, T2) espacios topológicos, y F : X → 2Y usc.
Si para todo x ∈ X, F (x) es el conjunto unitario {yx}, entonces la función
f : X → Y definida para toda x ∈ X por f(x) = yx es continua.

Demostración. Sean p ∈ X, y U ∈ T2 tales que f(p) ∈ U . Como F (p) =
{f(p)} ⊂ U y F es usc en p, por la Definición 1.55 existe V ∈ T1 tal que
p ∈ V y para todo x ∈ V , tenemos que F (x) ⊂ U . Luego, V ∈ T1, el punto
p ∈ V , y para todo x ∈ V , sabemos que {f(x)} ⊂ U , es decir, f(x) ∈ U . Por
lo tanto, f es continua en p. �

Lema 1.57. Sean X y Y espacios métricos compactos no vaćıos. Además,
para todo n ∈ N, sea Fn : X → 2Y usc tal que para todo x ∈ X y todo n ∈ N,

tenemos que Fn(x) ⊃ Fn+1(x) y G(x) =
∞⋂
n=1

Fn(x). Entonces

(1) G : X → 2Y y G es usc.

(2) Si para todo n ∈ N tenemos que Y =
⋃
x∈X

Fn(x), entonces Y =⋃
x∈X

G(x).

Demostración. (1)Por (1) el Teorema 1.7, para todo x ∈ X, G(x) es no vaćıo
y cerrado. Luego, G : X → 2Y . Para probar que G es usc, sea p ∈ X y sea
U un subconjunto abierto en Y tal que G(p) ⊂ U . Luego, por el Lema 1.7,
existe n∈ N, tal que FN(p) ⊂ U . Como FN es usc en p, por la Definición 1.55
existe un subconjunto abierto V de X tal que p ∈ V y para todo x ∈ V , los
FN(x) ⊂ U . Por lo tanto, G es usc.

(2) Sea q ∈ Y . Luego, por la suposición en (2), para todo n ∈ N existe
xn ∈ X tal que q ∈ Fn(xn). Por la compacidad de X el espacio X es se-
cuencialmente compacto. Por lo tanto, existe una subsucesión {xn(i)

}∞i=1 de
{xn}∞n=1 tal que {xn(i)

}∞i=1 converge a algún punto p ∈ X. Vemos ahora que
q ∈ G(p). Supongamos que q /∈ G(p). Sea U = Y r{q}, aśı, G(p) ⊂ U y U es

abierto en Y . De este modo, G(p) =
∞⋂
i=1

Xi donde X1 = Y, X2 = F1(p), X3 =

F2(p), . . . . Por lo tanto, U ⊂ X1 = Y . Aśı, por el Lema 1.7, existe n∈ N
tal que FN(p) ⊂ U . Como FN es usc en p, por la Definición 1.55 existe un
subconjunto abierto V de X tal que p ∈ V y

(a) para todo x ∈ V, FN(x) ⊂ U.
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Como {xn(i)}∞i=1 converge a p ∈ V , existe k = n(i) para algún i tal que
k ≥ N y xk ∈ V . Luego, por (a),

(b) FN(xk) ⊂ U.

Debido a que k ≥ n, decimos que FN(xk) ⊃ Fk(xk). Ahora bien, ya que
q ∈ Fk(xk), tenemos que q ∈ FN(xk). Vemos ahora por (b), que q ∈ U lo cual
es imposible porque U = Y r{q}. Por lo tanto, hemos probado que q ∈ G(p)

y Y =
⋃
x∈X

G(x). �

Teorema 1.58. [Teorema general para funciones] Sean X y Y espacios
métricos compactos no vaćıos. Supongamos que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) para todo n ∈ N, tenemos que Fn : X → 2Y es usc;

(2) para todo x ∈ X y todo n ∈ N, Fn(x) ⊃ Fn+1(x);

(3) para todo n ∈ N, Y =
⋃
x∈X

G(x);

(4) para todo x ∈ X, lim
n→∞

diám[Fn(x)] = 0.

Entonces para cada x ∈ X,
∞⋂
n=1

Fn(x) consta de solo un punto,
∞⋂
n=1

Fn(x) =

{yx} y la función f : X → Y dada por f(x) = yx es continua.

Demostración. Para todo x ∈ X, sea G(x) =
∞⋂
n=1

Fn(x) y f(x) es el único

punto en
∞⋂
n=1

Fn(x), luego

(i) para todo x ∈ X, f(x) es el único punto en G(x).
Lo cual nos da una función bien definida por (2), (4) y (2) del Lema 1.7. Por
(1) del Lema 1.57, la función G es usc, por (i) y el Lema 1.56, f : X → Y es
continua. Por (i) y (2) del Lema 1.57, f es suprayectiva. �



Caṕıtulo 2

Conexidad Local

2.1. Continuos de convergencia

En este caṕıtulo exponemos las propiedades básicas de los continuos de
Peano, para esto estudiaremos la noción de continuo de convergencia y la
propiedad S, para después probar el Teorema 2.33 de Hahn y Mazurkiewicz
que afirma: cualquier continuo de Peano es una imagen continua del inter-
valo cerrado [0, 1]. Finalmente, estudiaremos arcos en este tipo de espacios
topológicos.

Comenzamos enunciando la noción de vecindad.

Definición 2.1. Sean (X, T ) un espacio topológico y p ∈ X. Un subconjunto
G de X se llama una vecindad de p si existe un U ∈ T tal que p ∈ U ⊂ G.

Los primeros resultados acerca del concepto que sigue se deben a Pia
Nalli, Stefan Mazurkiewicz y Hans Hahn.

Definición 2.2. Un espacio topológico X es localmente conexo en p
(p ∈ X), si toda vecindad de p contiene un conjunto conexo y abierto que
contiene a p. El espacio X es localmente conexo si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Definición 2.3. Un espacio métrico X es llamado un espacio de Peano
si para todo p ∈ X y toda vecindad N de p, existe un U ⊂ X abierto y conexo
tal que p ∈ U ⊂ N .

Observación 2.4. Por la Definición 2.2 anterior, un espacio métrico es un
espacio de Peano si y sólo si X es localmente conexo en todo punto.

23
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Definición 2.5. Un continuo de Peano es un espacio de Peano el cuál
es a la vez un continuo.

Definición 2.6. Un espacio topológico X es conexo en pequeño en un
punto p si toda vecindad de p contiene una vecindad de p que es un conjunto
conexo.

La conexidad en pequeño es una noción útil en el estudio de la estructura
de los continuos y nos sirve para probar, más adelante, el Teorema 2.13 de
la existencia de continuos de convergencia.

Notemos que localmente conexo en p implica conexo en pequeño en p. Sin
embargo, el rećıproco es falso, aún para un continuo.

En 1920, Kazimierz Kuratowski caracterizó a los continuos de Peano como
sigue.

Teorema 2.7. Un espacio topológico X es localmente conexo si, y solo si
todo componente de todo conjunto abierto en X es abierto en X.

Demostración. Supongamos que los componentes de todo conjunto abierto
en X son abiertos en X. Sea x ∈ X y U una vecindad cualquiera de x. Sea
V un abierto en X tal que x ∈ V ⊂ U . Designamos por T al componente
de V que contiene a x. Luego, T es conexo y abierto en X, además T ⊂ U
y T es un conjunto conexo que es vecindad de x. Es decir, X es un espacio
localmente conexo.

Rećıprocamente, supongamos que X es localmente conexo y sea A un
conjunto abierto. Consideremos un componente C de A y demostremos que
es abierto. Tomemos un x ∈ C ⊂ A, note que A es una vecindad de x.
Como X es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo U que
es vecindad de x tal que U ⊂ A. Además, dado que C es un componente,
U ⊂ C. Podemos ver a C como la unión de todos estos conjuntos abiertos U
correspondientes a cada uno de sus puntos, aśı C es abierto. �

De manera global, las nociones de conexidad local y conexidad en pequeño
son equivalentes, como veremos a continuación.

Teorema 2.8. Un espacio topológico es conexo en pequeño en cada uno de
sus puntos si, y solo si es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que X es conexo en pequeño. Sea U un abierto
en X y sea C un componente de U. Si x ∈ C, entonces como X es conexo
en pequeño en x, existe un conjunto conexo V tal que x ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U.
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Como C es el conjunto conexo maximal que contiene a x, tenemos que V ⊂ C.
Aśı, int(V ) ⊂ C. Por lo tanto, C es un conjunto abierto y, por el inciso (a)
de este mismo teorema, X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Sea x ∈ X y U una
vecindad de x. Como X es localmente conexo en x, existe un V abierto y
conexo en X tal que x ∈ V ⊂ U . Luego, x ∈ int(V ) ⊂ U . Aśı, X es conexo
en pequeño en x. Como x es arbitraria, X es conexo en pequeño. �

Los Teoremas 2.9, 2.10 y 2.11 son necesarios para demostrar el Teore-
ma 2.13.

Teorema 2.9. [11, Teorema 4.18] Sea X un espacio métrico compacto. To-
da sucesión de subcontinuos de X tiene una subsucesión convergente a un
subcontinuo de X, y toda sucesión convergente de subcontinuos de X tiene
un subcontinuo de X como su ĺımite.

Teorema 2.10. [11, Teorema 5.6][Golpes en la frontera II] Sean X un con-
tinuo y E un subconjunto propio no vaćıo de X. Si K es un componente de
E, entonces

K ∩ Fr(E) 6= ∅.
Teorema 2.11 (Golpes en la frontera III). Sean X un continuo, E un sub-
conjunto propio no vaćıo de X, y K un componente de E.

(1) Si E es abierto en X, entonces K ∩ (X r E) 6= ∅, es decir, K r E 6= ∅.
(2) Si E es cerrado en X, entonces K ∩ (X r E) 6= ∅.

Demostración. Supongamos todas las hipótesis. Luego, por el Teorema 2.10,
tenemos que K ∩ Fr(E) 6= ∅. Aśı, K ∩ E ∩ (X r E) 6= ∅.

Si E es abierto en X, entonces X r E = XrE. Luego, K∩E∩(XrE) 6=
∅. Como K ∩E∩ (XrE) ⊂ K ∩ (XrE). Concluimos que K ∩ (XrE) 6= ∅.

Si E es cerrado en X, entonces K es cerrado en X. Luego, K = K. Como
K ⊂ E, aseguramos que K∩(X r E) 6= ∅. Aśı, K∩X r E = K∩X r E 6= ∅.

�

La noción que sigue tiene una estrecha relación con los continuos de
Peano.

Definición 2.12. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo con más de un
punto A de X es llamado un continuo de convergencia (de X), si existe
una sucesión {Ai}∞i=1 de subcontinuos Ai de X tal que ĺımAi = A y para todo
i ∈ N, tenemos que Ai ∩ A = ∅.
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El teorema que sigue lo usamos en la prueba del Teorema 2.20.

Teorema 2.13 (Continuos de convergencia). Sean X un continuo, y N =
{x ∈ X : X no es conexo en pequeño en x}. Si p ∈ N , entonces existe un
continuo de convergencia K de X tal que p ∈ K y K ⊂ N .

Demostración. Como p ∈ N , existe un conjunto cerrado M que es una vecin-
dad de p (Definición 2.6) tal que si C es el componente de p en M , entonces
p /∈ int(C) (pues si p ∈ C, tendŕıamos que X seŕıa conexo en pequeño en p).
Aśı, p ∈M r C, y existe una sucesión {pi}∞i=1 tal que

cuando i→∞, pi → p, (2.1.1)

para toda i, pi ∈M r C. (2.1.2)

Para toda i ∈ N, denotemos Ci al componente de pi en M . Si para algún
i ∈ N, tuviésemos C ∩Ci 6= ∅, entonces C ∪Ci seŕıa un subcontinuo de M el
cual, ya que C es un componente de M , implicaŕıa Ci ⊂ C, luego pi ∈ C la
cual es una contradicción con (2.1.2). Por lo tanto,

para toda i ∈ N, C ∪ Ci = ∅. (2.1.3)

Ahora, el ĺımite C ′ de una subsucesión convergente de {Ci}∞i=1 (Teorema 2.9)
debe ser un continuo de convergencia (como puede probarse usando Teore-
ma 2.11 y (2.1.3), tal como hacemos abajo), y p ∈ C ′ (por 2.1.1); sin embargo,
C ′ puede no estar contenido en N . Esto es remediado como sigue. Sea Q un
conjunto cerrado que es una vecindad de p tal que Q ⊂ int(M).

Por (2.1.1), suponemos sin pérdida de generalidad que para todo i ∈ N
se cumple que pi ∈ Q. Para todo i ∈ N denotemos por Ki al componente de
pi en Q. Como Q ⊂M , podemos ver que

para toda i ∈ N, Ki ⊂ Ci. (2.1.4)

Por la Definición 2.9, la sucesión {Ki}∞i=1 tiene una subsucesión convergente
{Kij}∞j=i y su ĺımite K es un subcontinuo de X. Como para todo j tenemos
que pij ∈ Kij , se sigue por (2.1.1) y porque K es un continuo, que p ∈ K.

A partir de que Kij ⊂ Q y Q es cerrado en X, se sigue de K = ĺım Kij

que K ⊂ Q. Por esto y dado que Q ⊂ int(M), sabemos que K ⊂M . Como
C es el componente de p en M , se sigue de que K es un continuo y p ∈ K
que K ⊂ C.
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Aśı, por (2.1.4) y (2.1.3), cada j ∈ N, satisface que K ∩ Kij = ∅. Por
la segunda parte del Teorema 2.11, para cada j ∈ N tenemos que Kij ∩
(X rQ) 6= ∅.

Luego, recordando que K = ĺım Kij se sigue que K ∩ (X rQ) 6= ∅.
Como p ∈ K y dado que Q es una vecindad de p (aśı, p /∈ X rQ), K tiene
más de un punto. Por lo tanto, hemos probado que K es un continuo de
convergencia. Luego, en vista de que p ∈ K, hemos probado este teorema
una vez que verifiquemos que K ⊂ N . Supongamos que existe x ∈ K r N .
Como x ∈ K y K ⊂ Q ⊂ int(M), tenemos que M es una vecindad de x. Por
otro lado, C es el componente de x en M pues K ⊂ C.

Por suposición x /∈ N , es decir, X es conexo en pequeño en x. Luego,
existe un conjunto conexo G que es vecindad de x tal que G ⊂ M . Luego,
por la definición de C sabemos que G ⊂ C.

Como x ∈ K, tenemos que K = ĺım Kij y por (2.1.4) concluimos que x ∈
ĺım sup Ki ⊂ ĺım sup Ci.

Aśı, dado que G es una vecindad de x, para algún `, tenemos que G∩C` 6=
∅. Luego, C ∩C` 6= ∅, ya que G ⊂ C. Esto contradice a (2.1.3). Por lo tanto,
hemos probado que K ⊂ N . Esto completa la prueba del teorema. �

Teorema 2.14. Un continuo X no puede no ser conexo en pequeño en solo
un punto o en una cantidad numerable de puntos; de hecho si no es conexo
en pequeño en algún punto, existe un subcontinuo con más de un punto K de
X tal que X no es conexo en pequeño en cualquier punto de K.

Demostración. Sean X un continuo, N = {x ∈ X : x no es conexo en
pequeño en X} y p ∈ X. Si p ∈ N , por el Teorema 2.13 existe un continuo
de convergencia K de X tal que p ∈ K y K ⊂ N . Es decir, K es un continuo
con más de un punto de X tal que X no es conexo en pequeño en cualquier
punto de K. �

Observemos que la propiedad de ser un espacio de Peano no es hereditaria,
como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Sea (R2, τ), donde τ es la topoloǵıa del plano euclidiano, y
el continuo seno (1/x) definido en el Ejemplo 1.6. Observemos que W̄ es un
subcontinuo de R2, los puntos de la forma (0, x), con ?1?x?1, poseen vecin-
dades no conexas en W̄ , por lo que este continuo no es localmente conexo.
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Es interesante tratar con continuos de Peano en los que cada subcontinuo
siga siendo un continuo de Peano, esto lleva el nombre que sigue.

Definición 2.16. Un continuo X es hereditariamente localmente cone-
xo, si todo subcontinuo de X es un continuo de Peano.

En el Teorema 2.20 vemos cuándo un continuo tiene la propiedad de
ser hereditarimente localmente conexo, para probarlo es necesario el Teore-
ma 2.19, pero antes damos el siguiente concepto.

Teorema 2.17. [5, Teorema 2.42] Sean X un espacio métrico y A un con-
tinuo de convergencia de X. Si X es compacto, entonces existe una sucesión
{Bi}∞i=1 de subcontinuos de X tales que ĺım Bi = A, para toda i ∈ N tenemos
que Bi ∩ A = ∅ y para toda i, j ∈ N con i 6= j tenemos que Bi ∩Bj = ∅.

Definición 2.18. Un espacio topológico X es llamado σ-conexo si X no
es la unión de una cantidad numerable, mayor que uno, de subconjuntos
cerrados, no vaćıos y ajenos dos a dos.

Teorema 2.19. [11, Teorema 5.16] Todo continuo es σ-conexo.

En 1927, Urysohn realizó la siguiente caracterización de los continuos que
son hereditariamente localmenete conexos; este mismo resultado fue obtenido
por K. Zarankiewics en el mismo año.

Teorema 2.20. Un continuo X es hereditariamente localmente conexo si y
solo si X no contiene continuos de convergencia.

Demostración. Supongamos que X es un continuo que contiene continuos
de convergencia. Sea A un continuo de convergencia de X. Aśı, existe una
sucesión {Ai}∞i=1 de subcontinuos de X tales que ĺım Ai = A y para cada
i ∈ N tenemos que Ai ∩A = ∅. Además, por el Teorema 2.17 podemos elegir
a los subcontinuos {Ai}∞i=1 mutuamente ajenos, es decir, para todo i, j ∈ N,
con i 6= j tenemos que Ai ∩ Aj = ∅.

Si X no es un continuo de Peano, entonces X no es hereditariamente
localmente conexo. Por lo tanto, supongamos que X es un continuo de Peano.

Sean p, q ∈ A con p 6= q. Dado que X es de Hausdorff, existen U1 y V1

abiertos en X tales que p ∈ U1 y q ∈ V1 con U1 ∩ V1 = ∅. Ahora, como X

es un espacio regular, existe U2 abierto en X tal que p ∈ U2 ⊂ U2
X ⊂ U1.

Además, como X es un continuo de Peano, existe un conjunto U abierto en

X tal que U es conexo y p ∈ U ⊂ U2. Luego, p /∈ UX ⊂ U2
X ⊂ U1 y, como

U1 ∩ V1 = ∅, tenemos que p ∈ U y q /∈ UX
. Dado que A = ĺım inf Ai, vemos
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que existe N ∈ N, tal que para toda i ≥ N , tenemos que Ai ∩ U 6= ∅ y por

lo tanto, U
X ∩ [

∞⋃
i=N

Ai] 6= ∅. Sea

Y = A ∪ U
X ∪

[
∞⋃
i=N

Ai

]
.

Probemos que Y es un subcontinuo de X. Empecemos probando que Y es

conexo. Para este propósito notemos que los conjuntos A y U
X

son conexos y

que p ∈ A∩UX
. Luego, por el Teorema (2.A.10) de [1], tenemos que A∪UX

es conexo.
Ahora, para toda i ≥ N , los Ai son conexos tales que Ai∩U 6= ∅, y por lo

tanto, Ai∩U
X 6= ∅. Luego, por el Teorema 1.9 de [5], vemos que

[
∞⋃
i=N

Ai

]
∪UX

es conexo. Por el Teorema (2.A.10) de [1], tenemos que A∪UX
y

[
∞⋃
i=N

Ai

]
∪UX

son conexos. Por lo tanto Y es conexo.

Probemos ahora que Y es compacto. Sea x ∈ Y X
= A ∪ UX ∪ [

∞⋃
i=N

Ai]

X

=

A ∪ UX ∪
∞⋃
i=N

Ai

X

. Si x ∈ A ∪ UX
, entonces x ∈ Y . Además, si x ∈

∞⋃
i=N

Ai

X

,

existe una sucesión {xi}∞i=1 en
∞⋃
i=N

Ai tal que xi → x. Sea R = {xi : i ∈ N}.

Analicemos los siguientes casos:

Si R es finito, xi → xj0 para algún j0 ∈ N. Es decir, x = xj0 ∈
∞⋃
i=N

Ai ⊂ Y .

Si R es finito, x es el único punto de acumulación de R.
Si existe j ∈ {N,N+1, . . . } tal que |Aj∩R| =∞, entonces (R∩Aj)′ 6= ∅.

Observemos que ∅ 6= (R∩Aj)′ ⊂ A′j ⊂ Aj
X

= Aj. Aśı, {x} ⊂ Aj ⊂ Y . Si por
el contrario, para cada j ∈ {N,N+1, . . . }, tenemos que |Aj∩R| <∞, existe
F ⊂ {N,N + 1, . . . } tal que F es infinito y para todo j ∈ F : R ∩ Aj 6= ∅.
Ahora sean F = {ni, n2, . . . } y yi ∈ Ani ∩ R para todo i ∈ N. Notemos que
si i 6= j, entonces yi 6= yj. Aśı, {yi}∞i=1 es una subsucesión de {xi}∞i=1. Luego,
yi → x. Por otro lado, sea U0 abierto en X con x ∈ U0. Existe M ∈ N, tal
que para cada n ≥M : yn ∈ U0. Aśı, para toda i ≥M : U0 ∩Ani 6= ∅. Por lo

tanto, x ∈ ĺım sup Ai = A ⊂ Y . Luego, Y
X ⊂ Y . Aśı, Y es un continuo.

Ahora, demostremos que Y no es un continuo de Peano suponiendo lo

contrario, es decir, que Y es un continuo de Peano. Observemos que Y rU
X
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es abierto en Y y q ∈ Y r U
X

. Luego, existe W1 abierto en Y tal que W1

es conexo y q ∈ W1 ⊂ Y r U
X

. Como Y satisface el axioma de regularidad,

existe V2 abierto en Y tal que q ∈ V2 ⊂ V2
X ⊂ W1. Ahora, como suponemos

que Y es un continuo de Peano, existe V abierto y conexo en Y tal que

q ∈ V ⊂ V2. Luego, q ∈ V ⊂ V2 ⊂ V2
X ⊂ W1. Notemos que W1 ∩ U

X
= ∅ y

V
X ⊂ V2

X ⊂ W1. Porlo tanto, V
X ∩ UX

= ∅. Y aśı

V
X

=
[
V
X ∩ A

]
∪

[
∞⋃
i=N

[Ai ∩ V
X

]

]
.

Luego, V
X 6= ∅ ya que q ∈ V ∩ A y, como A = ĺım inf Ai, existe M ∈ N,

tal que si i ≥M , entonces Ai ∩ V 6= ∅. De esta forma, V
X

se puede describir
como la unión infinita numerable de subconjuntos cerrados y ajenos. Por lo

que V
X

no es σ conexo (vea Definición 2.18) y como V
X

es un continuo,
tenemos una contradicción con el Teorema 2.19. Aśı, Y no es un continuo de
Peano y por lo tanto, X no es hereditariamente localmente conexo.

Para abordar el rećıproco, supongamos que X no tiene continuos de con-
vergencia. Sea A un subcontinuo de X. Luego, A no tiene continuos de con-
vergencia, y por el Teorema 2.13, tenemos que A es conexo en pequeño en
todo x ∈ X y además, por el Teorema 2.8, tenemos que A es un continuo de
Peano. Aśı, tenemos que X es hereditariamente localmente conexo. �

2.2. La propiedad S

La siguiente noción se debe a Sierpiński. Esta juega un papel crucial en
la determinación de la estructura de los continuos de Peano.

Definición 2.21 (Propiedad S ). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subcon-
junto no vaćıo Y de X tiene la propiedad S si para todo ε > 0, existe un
número finito de subconjuntos conexos A1, · · · , An de Y tales que

Y =
n⋃
i=1

Ai y para todo i ∈ {1, . . . , n}, diám(Ai) < ε.
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Más adelante veremos que, para espacios métricos compactos, tener la
propiedad S es equivalente a ser espacio de Peano. Notemos que en gene-
ral, sin la presencia de compacidad, la propiedad S no es invariante bajo
homeomorfismos (por ejemplo, considere (0, 1) y R con su métrica usual).

Teorema 2.22. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces
(X, d) es un espacio de Peano.

Demostración. Por el Teorema 2.8, es suficiente demostrar que para todo
p ∈ X, es cierto que X es conexo en pequeño en p.

Sea p ∈ X, como X tiene la propiedad S, dado ε > 0, existe un número
finito de subconjuntos conexos A1, · · · , An de X tales que

X =
n⋃
i=1

Ai y para todo i ∈ {1, . . . , n}, diám(Ai) <
ε

2
.

Definimos el conjunto siguiente:

G =
⋃
{Ai : p ∈ Ai}.

Observemos que G es no vaćıo, ya que al menos contiene un Ai que
contiene a p, y diám (G) < ε, pues diám(Ai) = diám(Ai). Para 1 ≤ i, k ≤ n,
el punto p ∈ Ai y p ∈ Ak. Aśı, Ai ∩ Ak 6= ∅. Luego, Ai ∪ Ak es conexo y por
lo tanto, G es conexo.

Notemos que XrG =
⋃
{Aj : p /∈ Aj}. Si p ∈ X rG = ∪{Aj : p /∈ Aj} =

∪{Aj : p /∈ Aj}. Luego, para algún j, tenemos que p ∈ Aj, lo que es una
contradicción. Por lo tanto, p ∈ int(G).

Sean V una vecindad de p y ε1 > 0 tal que B(p, ε1) ⊂ V . Por lo anterior,
existe G tal que p ∈ G ⊂ B(p, ε1), aśı G es una vecindad de p. Por lo tanto,
hemos probado que X es conexo en pequeño en p. �

Teorema 2.23. Un espacio métrico compacto no vaćıo (X, d) es un espacio
de Peano si, y solo si (X, d) tiene la propiedad S. En particular, un continuo
(X, d) es un continuo de Peano si y solo si para todo ε > 0 tenemos que X
es la unión de una familia finita de subcontinuos de diámetro menor que ε.

Demostración. Por el Teorema 2.22, si X tiene la propiedad S, entonces X
es un espacio de Peano. Ahora solo queda demostrar el rećıproco.
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Supongamos que X es un espacio de Peano y sea ε > 0. Luego, conside-

remos X =
⋃
p∈X

B(p, ε
2
). Para cada bola abierta tenemos lo siguiente:

Como X es un espacio de Peano, existe Vp abierto y conexo tal que
p ∈ Vp ⊂ B(p, ε

2
). Observe que diám(Vp) < ε. Luego, la colección de to-

dos los Vp forman una cubierta abierta de X, y como X es compacto, existe

una subcolección finita tal que X =
n⋃
i=1

Vi. Por lo tanto, para algún ε > 0,

hemos cubierto X con un número finito de subconjuntos abiertos conexos de
diámetros menores que ε. Es decir, X tiene la propiedad S.

Ahora supongamos que X es además conexo. Observemos que

X =
n⋃
i=1

Vi =
n⋃
i=1

Vi

y diám(Vi) =diám(Vi) < ε, y como los Vi son cerrados en un compacto, los
Vi son unos subcontinuos. �

Como vemos a continuación, la propiedad S también se comporta como
la conexidad.

Lema 2.24. Sean (X, d) un espacio métrico, y Y ⊂ X tal que Y tiene la
propiedad S. Luego, cada Z tal que Y ⊂ Z ⊂ Y , tiene la propiedad S y,
consecuentemente, Z es un espacio de Peano.

Demostración. Sea ε > 0. Por la Definición 2.21 existen subconjuntos co-
nexos A1, A2, · · · , An, de Y tales que

Y =
n⋃
i=1

Ai y para todo i ∈ {1, . . . , n}, diám(Ai) < ε.

Definimos para todo i ∈ {1, . . . , n} a Bi como la cerradura de Ai en Z.
Notemos que para todo i ∈ {1, . . . , n}

Bi = Ai
Z

= Ai
X ∩ Z ⊂ Z, y

n⋃
i=1

Bi =
n⋃
i=1

Ai
Z

=
n⋃
i=1

Ai

Z

= Y
Z
.
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Por otro lado, como Z ⊂ Y
X

, tenemos

Z = Y
X ∩ Z = Y

Z
=

n⋃
i=1

Bi.

Además, diám(Bi) ≤ diám(Ai
X

) = diám(Ai) < ε, y por el Teorema
(2.A.13) de [1], cada Bi es conexo. Por lo tanto, Z tiene la propiedad S, y
por el Teorema 2.22, el espacio Z es un espacio de Peano. �

La siguiente definición contiene la clave para probar el Teorema 2.29.

Definición 2.25. Sean (X, d) un espacio métrico y ε > 0. Una S(ε)-cadena
es una sucesión, finita y no vaćıa L = {L1, · · · , Ln} de subconjuntos de X
que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}, Li ∩ Li+1 6= ∅ (cadena débil);

2. Para todo i ∈ {1, . . . , n}, Li es conexo;

3. Para todo i ∈ {1, . . . , n}, diám(Li) < ε · 2−i.

Si L = {L1, . . . , Ln} es un S(ε)-cadena, entonces para cada i ∈ {1, . . . , n},
Li ∈ L es llamado un eslabón de L; si x ∈ L1 y y ∈ Ln, entonces L es un
S(ε)-cadena de x a y. Si A ⊂ X, entonces definimos

S(A, ε) = {y ∈ X : existe una S(ε)-cadena de algún punto de A a y}.

Las propiedades importantes de los conjuntos S(A, ε) son dadas en el
Lema 2.26 y el Lema 2.27. Estos conjuntos proporcionan una manera de
obtener pequeños subconjuntos conexos y abiertos que tienen la propiedad S
en algún espacio métrico con la propiedad S.

Lema 2.26. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces
para cualquier subconjunto no vaćıo A de X y cualquier ε > 0, tenemos que
S(A, ε) tiene la propiedad S.

Demostración. Para comenzar esta prueba fijemos un δ > 0. Demostremos
que existe un número finito de subconjuntos B1, . . . , Bn de S(A, ε) tales que

S(A, ε) =
n⋃
i=1

Bi y para toda i ∈ {1, . . . , n}, el conjunto Bi es conexo y

diám(Bi) < δ (Definición 2.21). Para probar esto, primero elegimos un entero
positivo k tal que
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∞∑
i=k

ε

2i
<
δ

4
. (2.2.1)

Luego, sea Y = {y ∈ S(A, ε): existe una S(ε)-cadena con a lo más k
eslabones de algún punto de A a y}.

Debido a que (X, d) tiene la propiedad S, existe una cubierta finita de
X formada por conjuntos conexos cada uno de diámetro menor que ε

2k+1 .
Denotemos por E1, · · · , En a los miembros de esta cubierta que intersectan
a Y . Si ninguno de ellos intersecta a Y , entonces Y = ∅ y, ya que A ⊂ Y ,
tenemos que A = ∅ (lo que resulta en una contradicción con la hipótesis).
Por lo anterior podemos afirmar que se satisfacen:

Y ⊂
n⋃
i=1

Ei; (2.2.2)

para toda i ∈ {1, . . . , n}, Ei ∩ Y 6= ∅; (2.2.3)

para toda i ∈ {1, . . . , n}, Ei es conexo; (2.2.4)

para toda i ∈ {1, . . . , n}, diám(Ei) <
ε

2k+1
. (2.2.5)

Fijemos ahora algún i ∈ {1, . . . , n}. Por (2.2.3), existe un p ∈ Ei ∩ Y .
Como p ∈ Y , sea {L1, · · · , Lt} una S(ε)-cadena con t ≤ k de algún punto de
A a p. Como t + 1 ≤ k + 1, tenemos que 2t+1 ≤ 2k+1, y, en consecuencia,
ε

2k+1 ≤ ε
2t+1 . Luego, por (2.2.5) vemos que diám(Ei) <

ε
2t+1 . Además, notemos

que por (2.2.4) el conjunto Ei es conexo y que Lt ∩ Ei 6= ∅ (pues p ∈ Lt y
p ∈ Ei). De este modo, tenemos que {L1, · · · , Lt, Lt+1 = Ei} es una S(ε)-
cadena de un punto de A a cualquier punto de Ei. Por lo tanto, hemos
probado que

para todo i ∈ {1, . . . , n}, Ei ⊂ S(A, ε). (2.2.6)

Luego, para todo i ∈ {1, . . . , n}, sea Pi la colección de conjuntos M que
tienen las siguientes propiedades:

M ⊂ S(A, ε); (2.2.7)

M ∩ Ei 6= ∅; (2.2.8)

M es conexo; (2.2.9)
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diám(M) < δ/4. (2.2.10)

Ahora, para todo i ∈ {1, . . . , n} sea Bi =
⋃

M∈Pi
M . Observe que cualquier Ei

dado tiene dichas propiedades. Aśı, para toda i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que
Ei ∈ Pi, por lo cual

para todo i ∈ {1, . . . , n}, Ei ⊂ Bi. (2.2.11)

Demostremos ahora que B1, · · · , Bn tienen las propiedades deseadas estable-
cidas al principio de esta prueba.

Afirmación 1. Para toda i ∈ {1, . . . , n}, el conjunto Bi es conexo y tiene
el diámetro menor que δ.

Prueba de la Afirmación 1. Por (2.2.4), (2.2.8), y (2.2.9), cada Bi es
conexo. Para algún i ∈ {1, . . . , n}, sean b1, b2 ∈ Bi. Luego, existen M1,M2 ∈
Pi tales que b1 ∈ M1 y b2 ∈ M2. Por (2.2.8), existen q1 y q2 tales que
q1 ∈M1∩Ei y q2 ∈M2∩Ei. Luego, d(b1, b2) ≤ d(b1, q1)+d(q1, q2)+d(q2, b2).

Además, por (2.2.10), tenemos que d(b1, q1) ≤ diám(M1) < δ
4
. Análoga-

mente obtenemos d(q1, q2) ≤ diám(Ei) <
δ
4

(recordemos que Ei ∈ Pi y por
lo tanto, también se satisface (2.2.10)) y d(q2, b2) ≤ diám(M2) < δ

4
. Aśı,

d(b1, b2) ≤ d(b1, q1) + d(q1, q2) + d(q2, b2) <
δ

4
+
δ

4
+
δ

4
.

Por lo tanto, diám(Bi) ≤ 3
4
δ < δ. Esto completa la prueba de la Afirma-

ción 1.

Afirmación 2. S(A, ε) =
n⋃
i=1

Bi.

Prueba de la Afirmación 2. Primero notemos que para toda i ∈ {1, . . . , n},
tenemos que Bi ⊂ S(A, ε) por (2.2.7). En consecuencia,

n⋃
i=1

Bi ⊂ S(A, ε). Por

lo tanto, solo resta probar que

S(A, ε) ⊂
n⋃
i=1

Bi. (2.2.12)

Para conseguir esto, sea z ∈ S(A, ε). Por (2.2.2) y (2.2.11), tenemos que

Y ⊂
n⋃
i=1

Ei ⊂
n⋃
i=1

Bi.
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Si z ∈ Y , entonces z ∈
n⋃
i=1

Bi y terminamos. Supongamos ahora que z /∈ Y .

Como z ∈ S(A, ε), existe una S(ε)-cadena, L = {L1, · · · , Lm} de un punto de

A a z. Ya que z /∈ Y , tenemos que m > k. Sea H =
m⋃
i=k

Li y tomemos p ∈ Lk.

Observe que la colección {L1, · · · , Lk} es una cadena de algún punto de A
a p. Aśı, por la definición de Y , necesariamente p ∈ Y . Es decir, Lk ⊂ Y .
Luego, por (2.2.2), para algún j ∈ {1, . . . , n}, Lk ∩ Ej 6= ∅. Probemos
ahora que H ⊂ Bj demostrando que H tiene las propiedades (2.2.7)-(2.2.10).
Comenzemos probando que H ⊂ S(A, ε). Sean r ∈ {1, . . . ,m} y g ∈ Lr, la
colección {L1, · · · , Lr} es una S(ε)-cadena de algún punto de A a g. Por la
definición de S(A, ε), tenemos que g ∈ S(A, ε), por lo que Lr ⊂ S(A, ε), y por

lo tanto,
m⋃
i=1

Li ⊂ S(A, ε). Aśı,

H =
m⋃
i=k

Li ⊂
m⋃
i=1

Li ⊂ S(A, ε).

Ahora, como

H ∩ Ej =
m⋃
i=k

Li ∩ Ej =
m⋃
i=k

(Li ∩ Ej)

y ya que Lk ∩Ej 6= ∅, tenemos que H ∩Ej 6= ∅. Es decir, H satisface (2.2.8).

Por (1) y (2) de la Definición 2.25, el conjunto H satisface (2.2.9). Por
(1) de la Definición 2.25,

diám(H) ≤
m∑
i=k

diám(Li)

y, por (3) de la Definición 2.25,

diám(H) ≤
m∑
i=k

ε

2i
.

Aśı, por (2.2.1), diám(H) ≤
m∑
i=k

ε
2i
< δ

4
. Por lo tanto, H satisface (2.2.10).

Aśı, probamos que H ⊂ Bj.
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Luego, recordando que z ∈ Lm, tenemos que z ∈ Bj. Por lo tanto,

S(A, ε) ⊂
n⋃
i=1

Bi. En consecuencia, S(A, ε) =
n⋃
i=1

Bi. Esto completa la prueba

de la Afirmación 2.

Por la Afirmación 1 y la Afirmación 2, el conjunto S(A, ε) tiene la pro-
piedad S. �

Lema 2.27. Si (X, d) es un espacio métrico, A un subconjunto no vaćıo de
X y ε > 0, entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) diámetro S(A, ε) ≤ diámetro (A) + 2ε;

(ii) si A es conexo, entonces S(A, ε) es conexo;

(iii) si (X, d) tiene la propiedad S, entonces S(A, ε) es un subconjunto abier-
to de X.

Demostración. (i) Sean x1, x4 ∈ S(A, ε). Luego, existen una S(ε)-cadena de
x2 a x1, con x2 ∈ A y una S(ε)-cadena de x3 a x4, con x3 ∈ A. Por (1) de
la Definición 2.25, para todo i ∈ {1, . . . , n} existe ai ∈ Li ∩ Li+1. Podemos
elegir a1 = x2 y un an+1 = x1. Aśı, por (3) de la Definición 2.25,

d(x1, x2) ≤ d(a1, a2) + d(a2, a3) + · · ·+ d(an, an+1)
≤ diám(L1) + diám(L2) + · · ·+ diám(Ln) < ε

2
+ ε

21
+ · · ·+ ε

2n

=
n∑
i=1

ε
2i

= ε
n∑
i=1

1
2i
< ε ·

∞∑
i=1

1
2i

= ε

Como x1 fue elegida arbitraria, toda S(ε)-cadena tiene diámetro < ε. Y
ya que d(x2, x3) ≤ diám(A), tenemos

d(x1, x4) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3) + d(x3, x4) <diam(A) + 2ε.

(ii) Por (1) y (2) de la Definición 2.25, todo eslabón de una S(ε)-cadena es
conexo y para toda i ∈ {1, . . . , n−1}, Li∩Li+1 6= ∅, aśı toda S(ε)-cadena es
un conjunto conexo. Además, como A es conexo y toda S(ε)-cadena intersecta
a A, concluimos que S(A, ε) es conexo.

(iii) Sea y ∈ S(A, ε). Luego, por la Definición 2.25, existe una S(ε)-
cadena {L1, · · · , Ln} de algún punto de A a y. Por el Teorema 2.22, existe
un subconjunto abierto y conexo U de X tal que y ∈ U y diám(U) < ε

2n+1 .
Aśı, {L1, · · · , Ln, Ln+1 = U} es una S(ε)-cadena de un punto de A a un punto
de U . Luego, U ⊂ S(A, ε). Por lo tanto, S(A, ε) es abierto. �
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El teorema que vemos a continuación señala que para cualquier espacio
métrico (X, d) que posea la propiedad S, existe una sucesión de ((subdivisiones
finitas de mallas cada vez más pequeñas)), cada subdivisión consiste de una
cantidad finita de conjuntos conexos, los cuales son un refinamiento de la
subdivisión anterior.

Teorema 2.28. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S entonces,
para cualquier ε > 0, tenemos que X es la unión de una cantidad finita
de conjuntos conexos cada uno de los cuales tiene la propiedad S y diámetro
menor que ε; en adelante, estos conjuntos pueden ser elegidos siendo abiertos
en X o cerrados en X.

Demostración. Por la Definición 2.21, sabemos que X =
n⋃
i=1

Ai, para algún

n < ∞, donde cada Ai es conexo y de diámetro menor que ε
3
. Para i ∈

{1, . . . , n}, los conjuntos S(Ai,
ε
3
) son abiertos enX, conexos y diám S(Ai,

ε
3
) ≤

diám(A) +2 ε
3
< ε

3
+2 ε

3
= ε [por (3) del Lema 2.27] y por el Lema 2.26 tienen

además la propiedad S. Luego, por el Lema 2.24, para toda i ∈ {1, . . . , n} los
conjuntos cerrados S(Ai,

ε
3
) tienen la propiedad S, diám S(Ai,

ε
3
) = S(Ai,

ε
3
) <

ε y son conexos; por lo que también satisfacen las condiciones deseadas. �

Ahora hemos llegado a un resultado fundamental, que queŕıamos obtener
desde que probamos el Teorema 2.23. Como puede ver el lector de esta prueba,
todo el trabajo ya ha sido hecho.

Teorema 2.29. Si (X, d) es un continuo de Peano, entonces para cualquier
ε > 0 el continuo X es la unión de una cantidad finita de continuos de Peano,
cada uno de los cuales es de diámetro menor que ε.

Demostración. Por el Teorema 2.23, sabemos que (X, d) tiene la propiedad
S. Luego, por el Teorema 2.28, el continuo X es la unión de un número finito
de conjuntos conexos Ai, · · · , An cada uno de los cuales tiene la propiedad
S, es de diámetro menor que ε, y es cerrado en X. Además, cada Ai es un
subcontinuo porque es conexo, compacto (pues es cerrado en un compacto)
y no vaćıo. Por el Teorema 2.22 cada Ai es continuo de Peano. �
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2.3. El Teorema de Hahn y Mazurkiewicz

En esta sección, usamos los Teoremas 2.29 y 1.58 para demostrar que todo
continuo de Peano es una imagen continua de [0, 1] (Teorema 2.33). Este
teorema nos sirve para probar unos importantes teoremas en la teoŕıa de los
continuos de Peano.

Primero, observemos el siguiente concepto.

Definición 2.30. Una cadena débil es una sucesión finita L = {L1, · · · ,
Ln} no vaćıa, de conjuntos tales que para todo i ∈ {1, . . . , n − 1}, tenemos
que Li ∩ Li+1 6= ∅.

Sea L = {L1, . . . , Ln} una cadena débil. La colección L es una cadena
débil de L1 a Ln. Además, si x ∈ L1 y y ∈ Ln, la colección L es una
cadena débil de x a y. Cada Li ∈ L es nombrado un eslabón de L.

El siguiente resultado es usado en la prueba del Lema 2.32.

Lema 2.31. Si C = {C1, · · · , Cm} y L = {L1, · · · , Ln} son cadenas débiles
con C1 = L1, entonces existe una cadena débil P de C1 a Ln tal que P = C∪L.

Demostración. Sea P = {P1, · · · , P2m+n} donde para 1 ≤ i ≤ m, Pi = Ci;
para 1 ≤ i ≤ m, Pm+i = Cm−i+1; y para 1 ≤ i ≤ n, P2m+i = Li.

Observe que para 1 ≤ i ≤ m, Pi ∩Pi+1 = Ci ∩Ci+1 6= ∅; para 1 ≤ i ≤ m,
Pm+1 = Cm, P2m = C1 y Pm+i ∩ Pm+i+1 = Cm−i+1 ∩ Cm−i+2 6= ∅; y para
1 ≤ i ≤ n, P2m+i ∩ P2m+i+1 = Li ∩ Li+1 6= ∅. Aśı, P es una cadena débil de
C1 a Ln. �

Lema 2.32. Sean X un espacio topológico conexo, y p, q ∈ X. Si C es una
colección finita de subconjuntos cerrados no vaćıos de X que cubren a X,
entonces toda la colección C puede ser indexada para formar una cadena
débil de p a q.

Demostración. Como
⋃
C = X, existe C1 ∈ C tal que p ∈ C1. Sea C0 =

{C ∈ C : existe una cadena débil de C1 a C cuyos eslabones son miembros
de C}. Demostraremos primero que C0 = C. Para probarlo, consideremos los
conjuntos A =

⋃
C0 y B =

⋃
(C r C0).

Observe que cualquier miembro de C que intersecte a un miembro de C0

es él mismo un miembro de C0, al ser el último eslabón de una cadena débil
desde C1; por lo tanto, A ∩ B = ∅. Como A y B son cada uno una unión
finita de subconjuntos cerrados de X, los conjuntos A y B son cerrados en
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X. Luego, A ∪ B = X porque
⋃
C = X. De que C1 ∈ C0 y C1 6= ∅, tenemos

que A 6= ∅. Por las propiedades establecidas de A y B y por la conexidad de
X, concluimos que B = ∅.

Por lo tanto, C ⊂ C0 pues ∅ /∈ C, y por la construcción, C0 ⊂ C. Aśı, hemos
probado que C0 = C, es decir, que todo elemento de C pertenece a C0. Como⋃
C = X y q ∈ X, existe Cm ∈ C al que q ∈ Cn. Ya que Cm ∈ C0, existe

una cadena débil L = {C1, · · · .Cn} de C1 a Cn. Sea D = C \ L y sea C ∈ D,
como C ∈ C0, existe una cadena débil C1 = {C1, · · · , C} de C1 a C, y por el
Lema 2.31, existe una cadena débil P de C1 a Cn tal que P = C, es decir, C
es una cadena débil de p a q. �

En 1890, Guiussepe Peano demostró que el cuadrado unitario puede ob-
tenerse como una imagen continua de un intervalo cerrado. Este inesperado
ejemplo motivó la investigación de una definición más adecuada de curva,
superficie y dimensión de un espacio. Con el cuadrado (y todas sus imáge-
nes continuas) reveladas como imágenes continuas del intervalo cerrado [0, 1]
(o de algún segmento de ĺınea cerrado) surgió la pregunta de como seŕıa la
estructura general de la imagen continua de un segmento de ĺınea cerrado.

La búsqueda que posteriormente se emprendió de la respuesta a esta
pregunta llevó al nuevo concepto topológico de conexidad local y a una res-
puesta completa encontrada independientemente por Stefan Mazurkiewicz
(1888− 1945) y Hans Hahn (1879− 1934) en 1913. En esta fecha, de manera
independiente, ambos llegaron a una caracterización completa de los con-
juntos que son imágenes continuas del intervalo [0, 1] en Rn. Descubrieron
que un conjunto es la imagen continua de un segmento de ĺınea cerrado si,
y solo si este es compacto, conexo y localmente conexo. Además su criterio
se aplicaba no solamente a Rn, sino de manera más general a los espacios
Hausdorff.

A continuación demostramos que todo continuo de Peano es una ima-
gen continua de [0, 1]. El Teorema 2.29 y el Lema 2.32 son los ingredientes
necesarios para la demostración del Teorema 2.33.

En la próxima sección, usamos el Teorema 2.33 para probar el Teorema
2.47 de arcoconexidad.

Teorema 2.33 (Hahn y Mazurkiewicz). Todo continuo de Peano es una
imagen continua de el intervalo cerrado [0, 1].

Demostración. Sea (X, d) un continuo de Peano. Por el Teorema 2.29, existen
unos subcontinuos de Peano A1, . . . , An de X que cubren X tales que cada Ai
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es de diámetro menor que 1. Como cada Ai es cerrado en X, por el Teorema
2.32, podemos reordenar esta colección en una cadena débil A1, · · · , An de
A1 a An. Escribimos [0, 1] como la unión de n subintervalos cerrados con
más de un punto I1, · · · , In de la siguiente forma: para todo i ∈ {1, . . . , n},
Ii = [ti−1, ti] donde t0 = 0 < ti < t2 < . . . < tn = 1.

Recordemos que C(X) = {A ⊂ X : A es no vaćıo, conexo y cerrado en
X}, y sea F1 : [0, 1]→ C(X) definida por

F1(t) =


Ai, si t ∈ Ii r {t1, . . . , tn−1},

Ai ∪ Ai+1, si t = ti y 1 ≤ i ≤ n− 1,
A1, si t = 0 (solo necesario si n = 1),
An, si t = 1 (solo necesario si n = 1).

Ahora demostramos que F1 satisface (1) y (3) del Teorema 1.58.
Afirmación 1. La función F1 : [0, 1]→ C(X) es usc.
Prueba de la Afirmación 1. Sea p ∈ [0, 1] y U un conjunto abierto en X

tal que F (p) ⊂ U . Demostraremos que existe un V abierto en [0, 1] tal que
p ∈ V y que para todo t ∈ V , F (t) ⊂ U . Para ello consideremos

V =


, [0, t1), si p = 0,
(tn−1, 1], si p = 1,
(ti−1, ti), si p ∈ Ii r {t0, . . . , tn},

(ti−1, ti+1), si p = ti y 1 ≤ i ≤ n− 1.

Aśı, en cada caso V satisface las condiciones deseadas. Por lo tanto, F1

es usc. Esto completa la prueba de la Afirmación 1.

Afirmación 2. X =
⋃

t∈[0,1]

F1(t).

Prueba de la Afirmación 2. Como para todo t ∈ [0, 1], tenemos que

F1(t) ⊂ X, solo nos queda probar X ⊂
⋃

t∈[0,1]

F1(t).

Sea x ∈ X =
n⋃
i=1

Ai. Aśı, para algún i, tenemos que x ∈ Ai. Además,

para cualquier t ∈ (ti−1, ti), F1(t) = Ai. Luego, para estos i y t dados,

x ∈ F1(t) ⊂
⋃

t∈[0,1]

F1(t). Por lo tanto, X =
⋃

t∈[0,1]

F1(t). Esto completa la

prueba de la Afirmación 2.

Luego, sea p1 ∈ A1, para 2 ≤ i ≤ n tomemos pi ∈ Ai∩Ai−1, y pn+1 ∈ An.
Por el Teorema 2.29 y el Lema 2.32 aplicados a cada Ai, existe para cada
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i ∈ {1, . . . , n} una cadena débil {Ai1, · · · , Aim(i)} del subcontinuo de Peano

Ai de pi a pi+1 que cubren cada Ai tales que cada Aij es de diámetro menor
que 1/2. Para todo i ∈ {1, . . . , n}, escribimos Ii como la unión de m(i)
subintervalos cerrados con más de un punto I i1, · · · , I im(i) de la forma, para

1 ≤ j ≤ m(i)

I ij = [tij−1, t
i
j], donde ti0 = ti − 1 < ti1 < ti2 < . . . < tim(i) = ti.

Definimos F2 : [0, 1]→ C(X) como

F2(t) =


Aij, si t ∈ I ij r {ti0, . . . , tim(i)},

Aij ∪ Aij+1, si t = tij y 0 < j < m(i),
Ai−1
m(i−1) ∪ Ai1, si t = ti0 y 2 ≤ i ≤ n),

A1
1, si t = 0,

An, si t = 1.

Enseguida demostramos que F2 satisface (1) y (3) del Teorema 1.58.
Afirmación 3. La función F2 : [0, 1]→ C(X) es usc.
Prueba de la Afirmación 3. Sean p ∈ [0, 1] y U abierto en X tales que

F (p) ⊂ U . Demostramos que existe un V abierto en [0, 1] tal que p ∈ V y
que para todo t ∈ V , F (t) ⊂ U . Para ello consideramos

V =


[0, t1), si p = 0,

(tn−1, 1], si p = 1,
(tij−1, t

i
j), si t ∈ I ij r {ti0, . . . , tim(i)},

(tij−1, t
i
j+1), si t = tij y 0 < j < m(i),

(ti−1
m(i−1)−1, t

i
1, si t = ti0 y 2 ≤ i ≤ n).

Aśı, en cada caso V satisface las condiciones deseadas. Por lo tanto, F2

es usc. Esto completa la prueba de la Afirmación 3.

Afirmación 4. X =
⋃

t∈[0,1]

F2(t).

Prueba de la Afirmación 4. Como para todo t ∈ [0, 1] tenemos que F2(t) ⊂
X, solo nos queda probar X ⊂

⋃
t∈[0,1]

F1(t).

Si x ∈ X =
n⋃
i=1

Ai, entonces para algún i ∈ {1, . . . , n} tenemos que x ∈

Ai. Y como Ai =
m(i)⋃
j=1

Aij, para algún j, x ∈ Aij. Además, para cualquier
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t ∈ [tij−1, t
i
j], tenemos que F2(t) = Aij. Luego, para estos i, j y t dados,

x ∈ F2(t) ⊂
⋃

t∈[0,1]

F2(t). Por lo tanto, X =
⋃

t∈[0,1]

F2(t). Esto completa la

prueba de la Afirmación 4.
Observamos también que F1 y F2 satisfacen (2) del Teorema 1.58, es decir,

que para todo t ∈ [0, 1], F2(t) ⊂ F1(t).
Si seguimos definiendo intuitivamente Fn para todo n ∈ N, haciendo que

el diámetro de los subcontinuos siguientes sea menor que 1
2n

, entonces se
satisfacen (1)-(4) del Teorema 1.58.

Por lo tanto, por el Teorema 1.58, existe una función continua de [0, 1]
sobre X. �

Para ilustrar la existencia de funciones continuas entre el intervalo cerrado
[0, 1] y algunos continuos de Peano, presentamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.34. Sean I = [0, 1] ⊂ R, S1 ⊂ R2 la circunferencia unitaria
y la función f definida por f(t) = (cos(2πt), sen(2πt)). Sabemos que I es
un continuo de Peano y f es continua y suprayectiva; por lo tanto S1 es un
continuo de Peano.

Ejemplo 2.35. Sean Y = ([−1, 1]×{0})∪({0}×[0, 1]) ⊂ R2 y f : [0, 1]→ Y
definida de la siguiente forma.

f(t) =


(4t− 1, 0), si t ∈ [0, 1

4
],

(0, 4(t− 1
4
)), si t ∈ [1

4
, 1

2
],

(0, 1− 4(t− 1
2
)), si t ∈ [1

2
, 3

4
],

(4(t− 3
4
), 0), si t ∈ [3

4
, 1].

Como el intervalo cerrado [0, 1] es un continuo de Peano y f es continua
y suprayectiva, el espacio Y es un continuo de Peano.

La propiedad de ser una imagen continua de [0, 1] realmente caracteriza
a los continuos de Peano, tal como veremos en el Teorema 2.41.

Lema 2.36. Sean X1 y X2 espacios topológicos, y sea f una función continua
de X1 sobre X2. Si C es un componente de X2, entonces f−1(C) es una unión
de algunos componentes de X1.

Demostración. La demostración se hará probando que f−1(C) =
⋃
K donde

K = {K : K es componente de X1 y K ∩ f−1(C) 6= ∅}.



44 Conexidad Local

Sea x ∈ f−1(C), luego x es un elemento de algún componente K de X,
luego x ∈

⋃
K.

Ya que f es continua y C es abierto y cerrado en X2, f−1(C) es un
conjunto abierto y cerrado en X1. Por otro lado K es un conjunto conexo y
K ∪ f−1(C) es un conjunto abierto y cerrado en K. Como suponemos que
K ∩ f−1(C) 6= ∅, tenemos que K r f−1(C) = ∅. Luego, K ⊂ f−1(C), aśı⋃
K ⊂ f−1(C). Por lo tanto,

⋃
K = f−1(C). �

Una imagen continua de un espacio de Peano puede no ser un espacio
de Peano (más aún si el espacio rango es un espacio métrico). Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.37. Sean Y = {(x, sen(1/x)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1} y Z la unión
del conjunto {(0, y) ∈ R2 : 1 ≤ y ≤ −1} y tres arcos convexos en R2,
uno de (0,−1) a (0,−2), otro de (0,−2) a (1,−2), y uno más de (1,−2) a
(1, sen(1)). Sea V = Y ∪Z, es decir, el continuo Circunferencia de Varsovia.

Definamos la función f : [0, 1)→ V como sigue:

f(x) =

{
f1(x) si x ∈ [0, 1

2
]

f2(x) si x ∈ [1
2
, 1)

donde f1 : [0, 1
2
] → Z y f2 : [1

2
, 1) → Y , con f2(x) = sen[(1 − x)/2]. La

función f es continua e inyectiva, el intervalo [0, 1) es un espacio de Peano
y el continuo Circunferencia de Varsovia no es un continuo de Peano.

Sin embargo, observe el siguiente resultado.

Lema 2.38. Si f es una función cerrada y continua de un espacio localmente
conexo X sobre un espacio métrico Y , entonces Y es localmente conexo.

Demostración. Demostramos que Y satisface que todo componente de todo
subconjunto abierto de Y , es abierto en Y (Teorema 2.7). Sea C un compo-
nente de un subconjunto abierto U de Y . Luego, por el Lema 2.36, sabemos
que f−1(C) es la unión de algunos componentes de f−1(U). De este modo, ya
que f−1(U) es abierto en X y que X satisface el Teorema 2.7, tenemos que
f−1(C) es abierto en X. De este modo, X r f−1(C) es cerrado en X. Dado
que f es una función cerrada y f [X r f−1(C)] = Y r C, concluimos que
Y rC es cerrado en Y . Aśı, C es abierto en Y . Por lo tanto, hemos probado
que Y es localmente conexo. �
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Del Lema 1.24 y el Lema 2.38 obtenemos que una descomposición usc
metrizable de un espacio localmente conexo es un espacio localmente conexo.

Definición 2.39. Un espacio topológico X, compacto, conexo, T2 y no vaćıo
es un continuo Hausdorff.

Corolario 2.40. Sean X un continuo de Peano, Y un continuo Hausdorff.
Si f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces Y es un
continuo de Peano.

Demostración. Si f es una función continua de un espacio de Peano X sobre
un espacio Hausdorff Y , entonces f es cerrada, y por el Lema 1.20, el espacio
Y es metrizable. Luego, por el Lema 2.38, el espacio Y es un espacio de
Peano. �

Ahora, tenemos la siguiente caracterización.

Teorema 2.41. Un continuo Hausdorff X, es un continuo de Peano si, y
solo si X es una imagen continua de [0, 1].

Demostración. La necesidad se probó en el Teorema 2.33 (Hahn-Mazurkiewicz).
solo queda probar la suficiencia. Como X es un continuo Hausdorff, es imagen
de [0, 1] y [0, 1] es un continuo de Peano, por el Corolario 2.40, el continuo
X es un continuo de Peano. �

Existen continuos simples tales que ninguno de ellos es una imagen conti-
nua de cualquier otro. Sin embargo, esto no sucede con los continuos de
Peano.

Teorema 2.42. Si X y Y son continuos de Peano con más de un punto,
entonces, para cualesquiera n puntos distintos (n < ∞) x1, . . . , xn ∈ X y
y1, . . . , yn ∈ Y , existe una función continua f de X sobre Y tal que f(xi) = yi
para todo i ∈ {1, . . . , n}. Aśı, cualesquiera dos continuos de Peano no degene-
rados son imágenes continuas uno de otro.

Demostración. Empezemos con una función continua y suprayectiva α de
[0, 1] sobre Y (Teorema 2.33). Para todo i ∈ {1, . . . , n}, sea ti ∈ [0, 1] tales
que α(ti) = yi. Luego, sean p, q ∈ X r {x1, . . . , xn} con p 6= q. Definimos
β : {p, q, x1, . . . , xn} → [0, 1], donde β(p) = 0, β(q) = 1, y para todo i ∈
{1, . . . , n}, el β(xi) = ti. Por el Teorema de Extensión de Tietze de [8, pág.
127], extendemos β a una función continua γ : X → [0, 1]. Observe que γ
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lleva X sobre [0, 1] ya que X es conexo y 0, 1 ∈ γ(X). Ahora, sea f = α · γ,
vemos que f tiene las propiedades deseadas. Aśı probamos la segunda parte
del teorema. Para probar la primera parte, observemos que debido a que f
es una función continua de X sobre Y , el espacio Y es una imagen continua
de X. De manera similar podemos definir una función g continua de Y sobre
X. �

Observe que el siguiente teorema es una caracterización de todas las des-
composiciones usc de cualquier continuo de Peano.

Corolario 2.43. Sean X un continuo de Peano con más de un punto, y Y
un espacio topológico. El espacio Y es una descomposición usc de X si, y
solo si Y es un continuo de Peano.

Demostración. Primero supongamos que Y es un continuo de Peano. Por el
Teorema 2.42, los espacios X y Y son imágenes continuas uno de otro. En
particular existe una función continua f de X sobre Y tal que f(X) = Y .
Siendo

Df = {f−1(y) : y ∈ Y },

por el Teorema 1.30, el conjunto Df es una descomposición usc de X y es
homeomorfa a Y . Por lo tanto, Y es una descomposición usc de X.

Ahora supongamos que Y es una descomposición usc de X, luego por la
segunda parte del Teorema 1.30, Y es una imagen continua de X y Y es con-
tinuo (por el Teorema 1.26 es metrizable) . Por el Corolario 2.40, concluimos
que Y es un continuo de Peano. �

2.4. Arcos en continuos de Peano

En esta sección uno de los resultados más interesantes e importantes es que
nos dice que los continuos de Peano son arcoconexos (Teorema 2.47). Lle-
gamos a la prueba de este teorema usando algunos resultados que ya hemos
visto como Teorema 2.33, Teorema 2.42 y Lema 2.45.

Recordemos que una función f de R a R es monótona si para todo s ≤
t, tenemos que f(s) ≤ f(t) o f(s) ≥ f(t). Podemos ver que una función
continua f : R → R es monótona si, y solo si para todo t ∈ R, tenemos que
f−1(t) es un conjunto conexo. De esta forma, la siguiente definición es una
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generalización topológica natural de la noción que ya tenemos de funciones
monótonas de valores reales de una variable real.

Definición 2.44. Sean X1 y X2 espacios topológicos. Una función f : X1 →
X2 es monótona si f es continua para todo y ∈ X2, y f−1(y) es un conjunto
conexo.

Lema 2.45. Si Y es un espacio de Hausdorff con más de un punto y f :
[0, 1] → Y es una función monótona y sobreyectiva sobre Y , entonces Y es
un arco.

Demostración. Como [0, 1] es compacto y f es continua y sobreyectiva, te-
nemos que Y es compacto y, por el Lema 1.20, Y es un espacio métrico.
Siendo

Df = {f−1(y) : y ∈ Y },

por el Teorema 1.30, el conjunto Df es una descomposición usc de X y es
homeomorfa a Y . Como Df es usc, f es monótona y Y es con más de un
punto, vemos que Df es un arco (Teorema 1.54). Por lo tanto, Y es un arco
(Teorema 1.30). �

Definición 2.46. Un espacio topológico X es arcoconexo si para cuales-
quiera p, q ∈ X (con p 6= q) existe un arco A en X con los puntos extremos
p y q.

Enseguida probamos que todo continuo de Peano, es arcoconexo. Este
importante hecho fue demostrado, en 1913, por Stefan Mazurkiewicz y en
1916 por Robert Lee Moore. Concluimos además que los continuos de Peano
son también localmente arcoconexos (Teorema 2.49). La idea de usar el Teo-
rema 2.33 y el Lema 2.45 para probar el siguiente resultado es debida a John
L. Kelley.

Para la demostración del siguiente teorema recordemos que I = [0, 1] y
2I = {A ⊂ I : A 6= ∅ y A es cerrado }.

Teorema 2.47 (Conexidad por trayectorias). Todo continuo de Peano (con
más de un punto) es arcoconexo.

Demostración. SeanX un continuo de Peano con más de un punto, y p, q ∈ X
con p 6= q. Por la segunda parte del Teorema 2.42, existe una función continua
f de I sobre X tal que f(0) = p y f(1) = q. Sea
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C = {A ∈ 2I : p, q ∈ f(A) y si s y t son los puntos extremos de la
cerradura de un componente J de I r A, entonces f(s) = f(t)}.

Usemos el Teorema 1.44 del Máximo-Mı́nimo en C. Para esto, debemos
demostrar que las siguientes propiedades son ciertas:

(a) C 6= ∅,

(b) C es cerrado en 2I .

Como I ∈ C, (a) es verdad. Para probar (b), sea {Ai}∞i=1 una sucesión tal
que Ai ∈ C y Ai → A para algún A ∈ 2I . Por el Teorema 1.40, tenemos que
2I es continuo. Para la función f : [0, 1] → X, definimos 2f : 2I → 2X por
2f (A) = f(A) para cada A ∈ 2I . Como f es continua, por el Teorema 1.42,
la función 2f es continua. Ya que Ai → A, tenemos que f(Ai) → f(A).
Como para todo i ∈ N, tenemos p, q ∈ f(Ai) vemos que p, q ∈ f(A). Ya
que I ∈ C, podemos suponer para el resto de la prueba de (b) que A 6= I
(pues si A = I ya acabamos) y, luego, para algún i ∈ N, podemos también
suponer que Ai 6= I. Ahora, sea J un componente de I r A y sean s < t los
puntos extremos de J . Por el Teorema 1.45, existe una sucesión {Ji}∞i=1 de
componentes Ji de I r Ai tales que Ji → J , vemos que si → s y ti → t.

Luego, por la continuidad de f , concluimos que f(si) → f(s) y f(ti) →
f(t).

Como para todo i, Ai ∈ C, entonces f(si) = f(ti). Luego, f(s) = f(t).
Ahora, teniendo verificadas todas las propiedades, hemos probado que A ∈ C.
Por lo tanto, hemos probado (b). Por (a) y (b), podemos aplicar el Teore-
ma 1.44 del Máximo-Mı́nimo aśı obtenemos un elemento minimal M de C.
Note que p, q ∈ f(M) porque M ∈ C. Vemos que f(M) es un arco demos-
trando que f(M) es una imagen monótona de I y enseguida aplicamos el
Lema 2.45. Primero verificamos que M tiene la siguiente propiedad:

(c) si s, t ∈M con s < t, y f(s) = f(t), entonces M ∩ [s, t] = {s, t}.
Para probar (c), primero sea u =ı́nf(M) y v = sup(M) (ya que M esta

contenido en el intervalo cerrado I, aśı que tiene ı́nfimo y supremo). Como
M ∈ C y dado que f(0) = p y f(1) = q, afirmamos que f(u) = p y f(v) = q
[pues si u > 0, tenemos que [0, u) es un componente de I r M , tal que
f(0) = f(u); similarmente, podemos obtener que q = f(v)]. Ahora, sean s
y t que satisfagan la hipótesis de (c). Luego, usando que u, v ∈ M r (s, t)
vemos que p, q ∈ f [M r (s, t)], es claro que M r (s, t) ∈ C. Además, por la
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minimalidad de M , vemos que M ∩ (s, t) = ∅. Aśı, M ∩ [s, t] = {s, t} y por
lo tanto, hemos probado (c).

Ahora, definamos una función monótona g de I sobre f(M) como sigue,
si r ∈ M , sea g(r) = f(r). Si r ∈ I rM , tenemos que r ∈ J donde J es
un componente de I rM ; entonces, siendo s un punto extremo de J , sea
g(r) = f(s). Debido a que M ∈ C, la función g esta bien definida. Como
g|M = f |M y para todo r ∈ I r M g(r) ∈ f(M), g(I) = f(M). Para
demostrar que g es monótona, sea z ∈ f(M).

Demostremos que g(−1)(z) es conexo. Como g|M = f |M , tenemos que
existe t ∈ M tal que g(t) = f(t) = z. Aśı, t ∈ M ∩ g−1(z). Supongamos que
s ∈M ∩ g−1(z) y que s < t, entonces g(s) = z = f(s). Aśı, f(s) = f(t). Por
(c), tenemos que M ∩ [s, t] = {s, t}. Ahora supongamos que existe un tercer
elemento ` ∈ M ∩ g−1(z) tal que ` < s < t, luego M ∩ [`, t] = {`, t}. Lo que
resulta en una contradicción porque s ∈ M ∩ [`, t]. Por lo tanto M ∩ g−1(z)
tiene a lo más dos elementos.

Supongamos que M ∩ g−1(z) = {s}, y que g−1(z) es con más de un
punto. Sea k ∈ g−1(z) tal que k < s. Luego k /∈M . Aśı, k ∈ IrM . Sea J un
componente de I rM tal que k ∈ J . Como s ∈ M , tenemos que J ⊂ [0, s].
Sea J = [r1, r2] tal que 0 ≤ r1 < k < r2 ≤ s. Observe que r1 ∈ M o r2 ∈ M .
Por definición z = g(k) = f(r1) = f(r2) con 0 ≤ r1 < k < r2 ≤ s, por
lo tanto r1 ∈ M ∩ g−1(z) o r2 ∈ M ∩ g−1(z). Luego, r1 = 0 y r2 = s y
aśı concluimos que J = [0, s]. De donde para toda k ∈ [0, s], tenemos que
g(k) = f(s) = g(s) = z. Luego, [0, s] ⊂ g−1(z).

Supongamos que existe ` ∈ I tal que s < ` y ` ∈ g−1(z) entonces ` /∈M .
Como antes, [s, 1] ⊂ g−1(z) por lo tanto [0, 1] ⊂ g−1(z). Aśı, M ∩ g−1(z) =
M 6= {s}. Luego, g−1(z) = [0, s]. De este modo, tenemos que g−1(z) es
conexo.

Si M ∩ g−1(z) = {s, t} con s < t, entonces g−1(z) = [s, t] (note que los
casos en que s = u > 0 y t = v < 1 son imposibles, por la minimalidad de
M). Esto completa la prueba de que g es monótona. Como p, q ∈ f(M) =
g(M) = g(I) y, por el Lema 2.45, tenemos que g(I) es un arco. �

En la siguiente parte de este trabajo usamos el Teorema 2.47 y algu-
nos otros resultados para probar que los continuos de Peano son localmente
arcoconexos. Observemos la siguiente definición.

Definición 2.48. Sea (X,T ) un espacio topológico. Si p ∈ X, entonces
X es localmente arcoconexo en p, si toda vecindad de p contiene una
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vecindad que es un conjunto arcoconexo de p. El espacio X es localmente
arcoconexo, si X es localmente arcoconexo en todo punto.

Teorema 2.49. Si X es un continuo de Peano, y U un subconjunto abierto
de X, entonces U es localmente arcoconexo. En particular, todo continuo de
Peano es localmente arcoconexo.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de un continuo de Peano X,
y supongamos que U 6= ∅. Si p ∈ U y ε > 0, entonces, por el Teorema 2.28
existe un V ⊂ X abierto y conexo tal que p ∈ V contenido en V ⊂ U , el
conjunto V tiene la propiedad S, y diám(V ) < ε. Por el Lema 2.24, tenemos
que V tiene la propiedad S. Luego, por el Teorema 2.22 y ya que V es un
continuo, V es un continuo de Peano. Aśı, del Teorema 2.47 se sigue que V
es arcoconexo. Luego, V es una vecindad de p contenida en U , el cual es
arcoconexo. Por lo tanto hemos probado que U es localmente arcoconexo en
p. �

Sabemos que existen continuos que pueden ser arcoconexos sin ser lo-
calmente arcoconexos, por ejemplo el continuo Circunferencia de Varsovia
(Ejemplo 1.15). Sin embargo, como el siguiente resultado prueba, todo con-
tinuo localmente arcoconexo es arcoconexo.

Teorema 2.50. Si X es un continuo de Peano, y U un subconjunto abierto
y conexo de X, entonces U es arcoconexo.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto y conexo de un continuo de
Peano X, y supongamos que U 6= ∅. Sea p ∈ U , y defina T y E como sigue:

T = {x ∈ U : existe un arco en U de p a x} y

E = {p} ∪ T.

Como p ∈ E, el conjunto E no es vaćıo. Dado que U es abierto en X, el
subconjunto U es localmente arcoconexo por el Teorema 2.49.

Sea t ∈ E. Sea C el componente de U que contiene a t. Como X es
un continuo de Peano y U es abierto en X, el componente C es abierto en
X. Aśı, C es una vecindad de p. Como C es localmente arcoconexo, por el
Teorema 2.49 existe V ⊂ C tal que p ∈ V y V es arcoconexo.

Afirmación 1. El conjunto E es abierto en U .
Prueba de la Afirmación 1. Para demostrar que E es abierto en X, de-

mostraremos que V ⊂ E. Sea x ∈ V . Si x = p, entonces x ∈ E. Ahora
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supongamos que x 6= p. Existe un arco α1 ⊂ V ⊂ U que contiene a x y a
t. Si t = p, entonces x ∈ T . Supongamos que t 6= p. Luego, existe un arco
α2 ⊂ U , que une a t con p. Aśı, existe un arco α2 ◦ α1 que une a x con p. De
donde x ∈ T . Por lo tanto, t ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ T ∪ {p} = E. En conclusión,
E es abierto en U . Esto completa la prueba de la Afirmación 1.

Afirmación 2. El conjunto U r E es abierto en U .
Prueba de la Afirmación 2. Sea ` ∈ UrE. Como ` ∈ U y U es localmente

arcoconexo, existe un conjunto arcoconexo V que es una vecindad de ` tal
que ` ∈ V ⊂ U . Supongamos V 6⊆ U r E, entonces existe y ∈ V tal que
y ∈ E. Supongamos ahora que y = p. Como V es un conjunto arcoconexo,
existe un arco contenido en V que une a ` con p. Aśı, ` esta en E. Lo que
resulta en una contradicción.

Ahora supongamos y ∈ T . Por definición de T , existe un arco α1 en U ,
que une a y con p. Como y y ` están en V , existe otro arco α2 en U , que
une a y con `. Aśı, existe un arco α2 ◦ α1 que une a ` con p, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto V ⊂ U r E. De donde ` ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U r E.
Por lo tanto, UrE es abierto en U . Esto completa la prueba de la Afirmación
2.

Como U es conexo y E 6= ∅, debe suceder que U = E. �

Corolario 2.51. Cualquier espacio métrico Z, el cual es separable, localmen-
te compacto, de Peano y conexo, es arcoconexo.

Demostración. Si además Z es compacto, entonces Z es un continuo de
Peano. Por el Teorema 2.47 el espacio Z es arcoconexo. Supongamos que
Z no es compacto. Sea Z∗ la compactación con un punto de Z, tenemos que
Z∗ = Z ∪ {∞} donde ∞ /∈ Z, el espacio Z∗ es un continuo por el Teorema 5
de [9].

Afirmación: Z∗ es conexo en pequeño en todo punto de Z∗.
Prueba de la Afirmación. Sea V una vecindad de p ∈ Z∗. Luego, existe

U abierto en Z∗ tal que p ∈ U ⊂ V .
Si U es abierto en Z. Como Z es un continuo de Peano, Z es conexo

en pequeño en p. Por lo tanto existe una vecindad conexa, W1 de p tal que
W1 ⊂ U .

Si U = {∞}∪ZrF , donde F es compacto en Z, entonces ZrF es abierto
en Z. Luego, Z r F es abierto en Z∗ y p ∈ Z r F . Como Z es conexo en
pequeño en p, existe una vecindad conexa, W2 de p tal que W2 ⊂ ZrF ⊂ U .
Aśı, en ambos casos Z∗ es conexo en pequeño en p.
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Por lo tanto, por el Teorema 2.14, el espacio Z∗ es conexo en pequeño en
todo punto de Z∗. Esto completa la prueba de la Afirmación.

Luego, por el Teorema 2.8, tenemos que Z∗ es un continuo de Peano. Aśı,
ya que Z es un subconjunto abierto y conexo de Z∗, por el Teorema 2.50, el
espacio Z es arcoconexo . �

Ahora veamos cuándo un continuo de Peano es un arco. Para ello es
necesario que primero demos las siguientes definiciones y resultados.

Definición 2.52. Dos subconjuntos A,B, están mutuamente separados
si A ∩B = ∅ y B ∩A = ∅, en tal caso la unión A ∪B se denotará por A|B.

Definición 2.53. Un continuo X es un triodo, si existe un subcontinuo Z

de X tal que X rZ =
3⋃
i=1

Ui donde los Ui están mutuamente separados dos a

dos.

Definición 2.54. Un continuo X es un triodo simple si es homeomorfo a
la letra ((T)), es decir, X es homeomorfo al siguiente espacio

T = ([−1, 1]× {0}) ∪ ({0} × [0, 1]) ⊆ R2.

Figura 2.1: Triodo simple

Definición 2.55. Un continuo X es atriódico si no contiene triodos.

Lema 2.56. Sean X un continuo arcoconexo sin curvas cerradas simples,
p ∈ X y µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Sea f : X → [0, µ(X)]
definida como sigue: f(q) = µ(Aq) donde Aq es el único arco en X que une
a p con q. Si Y es un subcontinuo de X localmente conexo, entonces f |Y es
continua.

Demostración. Demostremos que f |Y es continua. Sean y ∈ Y y ε > 0.
Supongamos que Ay, el único arco que une a p con y (la unicidad es porque
X no contiene curvas cerradas simples).
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Por la continuidad de µ, existe δ > 0 tal que si H(Ay, A) < δ donde
A ∈ C(X), entonces |µ(Ay) − µ(A)| < ε; o dicho de otra manera según el
Teorema 1.42, si Ay ⊂ N(δ, A) y A ⊂ N(δ, Ay). Luego, |µ(Ay) − µ(A)| < ε.
Sea U = B δ

4
(y)∩Y . Note que U ⊂ N(δ, Ay). Como U es un conjunto abierto

en Y , existe un conjunto V abierto y conexo en Y con y ∈ V ⊆ U . Por
el Teorema 2.50, tenemos que V puede ser tomado arcoconexo. Si s ∈ V
entonces existe un arco sy en V que une a s con y. Sea As el arco que une a p
con s. Note que como X no contiene curvas cerradas simples, As ⊂ Ay ∪ sy.
Además,

As ⊂ Ay ∪ sy ⊂ N(δ, Ay) ∪ V ⊂ N(δ, Ay) ∪B δ
4
(y) ⊂ N(δ, Ay);

por lo tanto, As ⊆ N(δ, Ay). Por otro lado vemos que Ay ⊂ As ∪ sy, como
sy ⊂ V ⊂ B δ

4
(y), para todo t ∈ sy, es verdad que d(y, t) < δ

2
. Aśı para todo

t ∈ sy, tenemos que d(s, t) ≤ d(s, y) + d(y, t) < δ
2

+ δ
2

= δ, por lo tanto,
sy ⊆ N(δ, As) =

⋃
x∈As Bδ(x) por lo que

Ay ⊂ As ∪ sy ⊂ N(δ, As) ∪N(δ, As) = N(δ, As)

luego Ay ⊆ N(δ, As). Aśı, H(Ay, As) < δ, que por la continuidad de µ implica
que |µ(As)−µ(Ay)| = |f(s)−f(y)| < ε por lo tanto, para toda y ∈ Y , tenemos
que f es continua. En conclusión, f |Y es continua. �

Lema 2.57. Si X es un continuo arcoconexo sin triodos simples, ni curvas
cerradas simples entonces para p, q ∈ X y x ∈ X con x /∈ pq se tiene que:

pq ⊆ xq o pq ⊂ px

Demostración. Sean p, q, x ∈ X tales que x /∈ pq. Como X no tiene curvas
cerradas simples ni triodos, el punto x se une por medio de un arco, con el
arco pq en p o en q. Por lo tanto, pq ⊆ xq o pq ⊂ px. �

Ahora demostramos una caracterización del arco.

Teorema 2.58. Sea X un continuo de Peano, atriódico y sin curvas cerradas
simples es un arco.

Demostración. Sea µ : C(X)→ X una función de Whitney. Para cada punto
x ∈ X, definamos fx : X → [0, µ(X)] por fx(y) = µ(xy), donde xy es el único



54 Conexidad Local

arco que une a x con y. La función fx esta bien definida, ya que si X es un
continuo de Peano, entonces X es arcoconexo.

Sea x0 ∈ X, como X es un continuo de Peano, tenemos que fx0 es conti-
nua según el Lema 2.56. Además, sabemos que toda función continua que
esta definida de un compacto a R alcanza su máximo. Sea p ∈ X tal que

fx0(p) = máx{fx0(y) : y ∈ X}.

Análogamente, sea q ∈ X tal que

fq(p) = máx{fq(y) : y ∈ X}.

Afirmamos que X = pq. Evidentemente pq ⊆ X. Notemos que x0 /∈ pq,
por el Teorema 2.57, ocurren dos casos:

x0p ⊂ x0q o pq ⊂ x0p.

Si ocurre x0p ⊂ x0q entonces µ(x0p) < µ(x0q) esto es fx0(p) < fx0(q)
contradiciendo la elección de p. O bien si ocurre pq ⊂ x0p entonces µ(pq) <
µ(x0p) esto es fp(q) < fp(x0) contradiciendo la elección de q. Por lo tanto,
x0 ∈ pq.

Ahora probamos que para toda z ∈ X, tenemos que z ∈ pq. Supongamos
que z /∈ pq. Como anteriormente se hizo, hay dos casos:

pq ⊂ zp o zp ⊂ zq.

Si ocurre pq ⊂ zp, entonces µ(pq) < µ(zp), es decir fp(q) < fp(z), contra-
diciendo la elección de q. O bien si ocurre zp ⊂ zq entonces p ∈ zq por lo que
pq ⊂ zq pero x0 ∈ pq luego x0 ∈ zq por lo tanto, px0 ⊂ zx0, aśı µ(px0); es
decir, fx0(z) > fx0(p) contradiciendo la elección de p. Por lo que para toda
z ∈ X, el punto z ∈ pq; es decir, X ⊆ pq y como pq ⊆ X, tenemos que
X = pq. Por lo tanto, X es un arco. �

Otra forma de probar la misma caracterización es como sigue:

Teorema 2.59. Sea X un continuo de Peano. Si X no es un arco, entonces
X contiene curvas cerradas simples o triodos.

Demostración. Por el Teorema 1.51, existen puntos que son de no corte. Sean
p y q dos puntos que son de no corte, aśı X r {p} y X r {q} son conexos y
abiertos. Por el Teorema 2.47, el continuo X es arcoconexo. Sea A un arco
que une a p con q. Aśı, X r A 6= ∅, porque por hipótesis X no es un arco;
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sea r ∈ X r A. Debido a que X r {p} y X r {q} son abiertos y conexos, se
tiene por el Teorema 2.50, que ambos conjuntos son arcoconexos.

Si B es un arco que va de r a q entonces se tienen dos posibilidades,

B ∩ A = {q} o B ∩ A 6= {q}.
Si B ∩ A 6= {q} entonces sea R el punto tal que B intersecta a A por

primera vez entonces el conjunto A ∪ rR es un triodo simple (rR es el arco
que une a r con R).

Análogamente, si C es un arco que une a r con p tenemos dos posibles
casos:

C ∩ A = {p} o C ∩ A 6= {p}.
Si ocurre C ∩ A = {p} y B ∩ A = {q}, tenemos un curva cerrada simple

en C∪B∪A. Si ocurre C∩A 6= {p} con un análisis similar a la parte anterior
obtenemos un triodo simple. �

Definición 2.60. Un espacio métrico X es suave en p siempre que para
todo x ∈ X, para toda sucesión {xn}∞n=1 de X que converge a x y para todo
continuo K ⊆ X que contiene a p y a x, existe una sucesión {Kn}∞n=1 de
subcontinuos de X tal que xn, p ∈ Kn para toda n y Kn → K.

Lema 2.61. Sea X un espacio métrico. Si X es suave en p, entonces X es
conexo en pequeño en p.

Demostración. Sea U una vecindad de p. Sea C el componente de U que
contiene p.

Supongamos que p ∈ C0. Esto significa que para toda ε > 0 se tiene que
Bε(p)∩ (X rC) 6= 0. Es decir, podemos construir una sucesión {xn}∞n=1 con
xn ∈ X r C y xn → p. Para K = {p} existe una sucesión {Kn}∞n=1 con
Kn ∈ C(X) tal que p, xn ∈ Kn y Kn → K.

Sea ε > 0, tal que Bε(p) ⊂ U . Como Kn → K, existe N0 tal que KN0 ⊂
N(ε, {p}) = Bε(p). Esto implica que KN0 ∪ C es un subconjunto conexo de
U . Por lo tanto, (KN0 ∪ C) ⊂ C.

Luego xN0 ∈ C. Esto contradice la elección de las xn. Por lo tanto, p ∈ C0.
�

Corolario 2.62. Sea X un espacio métrico. Si X es suave en p para cada
p ∈ X, entonces X es un espacio de Peano.
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Demostración. Si X es suave en p para cada p ∈ X, entonces X es cone-
xo en pequeño en todos sus puntos. Por lo tanto X es localmente conexo
(Teorema 2.8). �

Lema 2.63. Si X es un continuo de Peano, entonces X es suave en cada
uno de sus puntos.

Demostración. Sean p, x ∈ X, K ∈ C(X) un conjunto con p, x ∈ K, y
{xn}∞n=1 una sucesión en X tal que xn → x.

Por la conexidad local podemos construir una sucesión {Vn}∞n=1 de sub-
conjuntos abiertos y conexos de X tales que V1 = X y para n ≥ 2, tenemos
que x ∈ Vn ⊂ B 1

n
(x) ∩ Vn−1.

Sea n tal que xn 6= x. Luego, existe M ∈ N, tal que 1
M

< d(x, xn).
Si m ≥ M , entonces Vm ⊂ B 1

m
(x). Aśı, para toda m ≥ M , tenemos que

xn 6= Vm . Por otra parte, xn ∈ V = X. De este modo, está bien definido
m(n) = máx{r : Xn ∈ Vr}. Construimos la sucesión {Kn}∞n=1 como sigue:

Kn =

{
K, si xn = x,

K ∪ Vm(n), si xn 6= x.

Afirmamos que Kn → K.

Sea ε > 0, entonces existe N tal que VN ⊂ B ε
2
(x). Como x ∈ VN , existe

N0 tal que Xn ∈ VN a partir de N0, vamos a probar que, para toda n ≥ N0,
Kn ⊂ N(ε,K).

Sea n ≥ N0. Si xn = x, entonces Kn = K y por lo tanto, Kn ⊂ N(ε,K).
Si xn 6= x, entonces Kn = K ∪ V m(n). Ya que xn ∈ VN y m(n) = máx{r :
xn ∈ Vr}, observemos que m(n) ≥ N . Aśı, Vm(n) ⊂ VN ⊂ B ε

2
. Por lo tanto,

V m(n) ⊂ Bε(x) ⊂ N(ε,K). Finalmente, para n ≥ N0, tenemos que Kn ⊂
N(ε,K), y como para todo n el conjunto K está contenido en N(ε,Kn),
concluimos que para n ≥ N0, tenemos que H(Kn, K) < ε. Como esto ocurre
para toda ε > 0, obtenemos que Kn → K. �

Corolario 2.64. Sea X un espacio métrico. Entonces X es un espacio de
Peano si, y solo si X es suave en cada uno de sus puntos.

Demostración. La necesidad se prueba en el Lema 2.63; y la suficiencia en el
Corolario 2.62. �
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Teorema 2.65. [2, Teorema 3.28] Si X es un continuo, K un subcontinuo

de 2X y K ∩ C(X) 6= ∅, entonces
⋃
K es un subcontinuo de X.

Teorema 2.66. [2, Teorema 3.29] Sean X un continuo y A1, A2, · · · , An
unos subcontinuos de X con más de un punto. Entonces

(1) 〈A1, A2, · · · , An〉 es conexo en 2X .

(2) Si 〈A1, A2, · · · , An〉 ∩ C(X) 6= ∅, entonces 〈A1, A2, · · · , An〉 ∩ C(X) es
conexo en C(X).

Los primeros resultados obtenidos sobre hiperespacios de continuos de
Peano se deben a L. Vietoris y T. Wasewski quienes demostraron en 1923
que la conexidad local de X equivale a la de 2X y a la de C(X).

Teorema 2.67. Sea X un continuo con más de un punto, entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes.

(1) X un continuo de Peano,

(2) 2X es un continuo de Peano,

(3) C(X) es un continuo de Peano.

Demostración. Sea X un continuo con más de un punto.
Afirmación 1. Si X es un continuo de Peano, el hiperespacio 2X es un

continuo de Peano.
Prueba de la Afirmación 1. Por el Teorema 2.8, es suficiente demostrar

que 2X es conexo en pequeño. Sean A ∈ 2X y U un conjunto abierto en 2X

tales que A ∈ U . Por el Teorema 1.48, tenemos que B = {〈U1, U2, · · · , Un〉 :
U1, U2, · · · , Un son abiertos en X y n ∈ N} es una base para la topoloǵıa
del hiperespacio 2X . Por lo tanto, existen U1, U2, · · · , Un abiertos en X tales
que A ∈ 〈U1, U2, · · · , Un〉 ⊂ U . Aśı, por el Teorema 1.47, existen abiertos
V1, V2, · · · , Vn en X tales que A ∈ 〈V1, V2, · · · , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, · · · , Un〉 y para

cada i ∈ N. Tomemos a ∈ A. Dado a que A ⊂
n⋃
i=1

Vi, para alguna j ∈ N,

tenemos que a ∈ Vj. Sea Ca el componente de Vj que contiene a a. Luego,

A ⊂
⋃
{Ca : a ∈ A}. Ya que X es un continuo de Peano, por el Teorema 2.7,

para cada a ∈ A tenemos que Ca es abierto en X.
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Ahora, dado que X es compacto y A es cerrado en X, tenemos que A es

compacto. Luego, existen m ∈ N y a1, a2, . . . , am ∈ A tales que A ⊂
m⋃
i=1

Cai .

Notemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} y cada j ∈ N, tenemos que Cai ⊂
Cai ⊂ Uj.

Además, para cada i ∈ N, tenemos que A∩ Vi 6= ∅. Aśı, para cada i ∈ N,
sean xi ∈ A ∩ Vi y Cxi el componente de Vi que contiene a xi. Como X es
un continuo de Peano, por el Teorema 2.7, para cada i ∈ N tenemos que
Cxi es abierto en X. Observemos también que para cada i ∈ N tenemos que
Cxi ⊂ Cxi ⊂ Ui.

Luego, para cada i ∈ N, sea

Ji = {` ∈ {1, 2, . . . ,m} : Cak ∩ Cxi 6= ∅}.

Ahora, notemos que para cada i ∈ N sabemos que Ji 6= ∅. Además, para

cada i ∈ N, sea Wi = Cxi ∪
⋃
`∈Ji

Cak . Aśı, para cada i ∈ N tenemos que Wi es

conexo y abierto en X, ya que es unión de conjuntos conexos y abiertos en X.
De manera que 〈W1,W2, · · · ,Wn〉 es abierto en 2X , y A ∈ 〈W1,W2, · · · ,Wn〉.

Por otro lado, para cada i ∈ N, tenemos que Wi ⊂ Wi ⊂ Ui y A∩Wi 6= ∅.
Aśı,

A ∈ 〈W1,W2, · · · ,Wn〉 ⊂
〈
W1,W2, · · · ,Wn

〉
⊂ 〈U1, U2, · · · , Un〉 .

Observemos que para cada i ∈ N, el componente Cxi tiene más de un
punto. En efecto, si existen k ∈ N y x ∈ X tales que Cxk = {x}, entonces
Cxk es abierto y cerrado en X. De manera que Cxk = X, lo cual es una
contradicción.

Por lo tanto, para cada i ∈ N, tenemos que Wi es un subcontinuo con más
de un punto deX. Luego, por el Teorema 2.66, obtenemos que

〈
W1,W2, · · · ,Wn

〉
es un conjunto conexo tal que

A ∈ int(
〈
W1,W2, · · · ,Wn

〉
) ⊂ U .

Esto prueba que 2X es conexo en pequeño. Luego, por el Teorema 2.8, tene-
mos que 2X es un continuo de Peano. Esto concluye la prueba de la Afirma-
ción 1.

De manera análoga se muestra que si X es un continuo de Peano, entonces
C(X) es un continuo de Peano.

Afirmación 2. Si 2X es un continuo de Peano, X es un continuo de Peano.
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Prueba de la Afirmación 2. Sean p ∈ X y U abierto en X tal que p ∈
U . Aśı, {p} ∈ 〈U〉. Observemos que 〈U〉 es abierto en 2X . Tomemos un
abierto W ∈ 2X tal que p ∈ W ⊂ W ⊂ 〈U〉. Como 2X es un continuo de
Peano, existe un conjunto V conexo y abierto en 2X tal que {p} ∈ V ⊂ W .
Luego, por el Teorema 1.48, existen U1, U2, · · · , Un abiertos en X tales que
{p} ∈ 〈U1, U2, · · · , Un〉 ⊂ V . Aśı, por el Teorema 1.47, existen V1, V2, · · · , Vn
abiertos en X tales que

{p} ∈ 〈V1, V2, · · · , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, · · · , Un〉

y para cada i ∈ N tenemos que Vi ⊂ Ui. Por lo tanto,
n⋃
i=1

Vi ∈ 〈U1, U2, · · · , Un〉.

Como 〈U1, U2, · · · , Un〉 ⊂ V ⊂ V ⊂ 〈U〉, tenemos que
n⋃
i=1

Vi ⊂
⋃
V ⊂ U .

Debido a que {p} ∈ V ∩C(X), obtenemos que V ∩C(X) 6= ∅. Además, como

V es un subcontinuo de 2X , por el Teorema 2.65, tenemos que
⋃
V es un

conjunto conexo de X. Sea V =
⋃
V , aśı, p ∈

n⋃
i=1

Vi ⊂ V ⊂ U . Luego, como

n⋃
i=1

Vi es abierto en X, se sigue que p ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U . Por lo tanto, X

es conexo en pequeño. Luego, por el Teorema 2.8, concluimos que X es un
continuo de Peano. Esto concluye la prueba de la Afirmación 2.

De manera análoga se muestra que si C(X) es un continuo de Peano,
entonces X es un continuo de Peano.

Por la Afirmación 1 y la Afirmación 2 tenemos que (1) y (2) son equiva-
lentes. �
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Conclusión

En el presente trabajo hemos estudiado un caso particular de conti-
nuos, los continuos localmente conexos, también conocidos como continuos
de Peano. Describimos ejemplos de ellos, herramientas y espacios auxiliares
para estudiarlos, y algunas caracterizaciones.

En el capitulo 1 presentamos a los espacios continuos, los definimos como
espacios métricos conexos, compactos y no vaćıos. Vimos que aunque el que
un espacio sea conexo nos hace pensar en que este es de ((una sola pieza)), en
realidad el concepto es más amplio. Descubrimos que la propiedad de ser un
continuo es una propiedad topológica, es decir, se conserva bajo homeomor-
fismos; que la propiedad de la intersección anidada y la descomposición usc
son utilizadas como herramientas para construir continuos; y presentamos
a los hiperespacios 2X y C(X) como espacios auxiliares para estudiar a los
continuos.

En el capitulo 2 estudiamos las nociones de conexidad local y conexidad
en pequeño, y vimos que, de manera global, ambas nociones son equivalentes.
Además que un continuo X no puede no ser conexo en pequeño en solo un
punto o en una cantidad numerable de puntos. Descubrimos también que la
propiedad de ser localmente conexo no es una propiedad hereditaria; pero un
continuo X es hereditariamente localmente conexo si, y solo si X no contiene
continuos de convergencia. Más adelante vimos que para espacios métricos
compactos, tener la propiedad S equivale a ser localmente conexo. Uno de
los resultados más importantes que estudiamos es el teorema de Hahn y Ma-
zurkiewicz que dice que todo continuo de Peano es una imagen continua del
intervalo cerrado [0, 1]. También obtuvimos algunas útiles caracterizaciones
como que todo continuo de Peano es arcoconexo, es localmente arcoconexo
y suave en cada uno de sus puntos. Finalmente vimos que el que X sea un
continuo de Peano es equivalente a que 2X sea un continuo de Peano y que
C(X) sea un continuo de Peano.
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62 Conclusión

Esperemos que los temas abordados aqúı y las aportaciones que presen-
tamos en las demostraciones para facilitar su compresión, hayan animado al
lector lo suficiente para seguir profundizando en esta interesante teoŕıa.



Apéndice

Teorema A.1. [1, Teorema (1.G.7)] Sean X, Y espacios topológicos. Si X
es homeomorfo a Y y X es metrizable, entonces Y es metrizable.

Teorema A.2. [1, Teorema (2.A.15)] La conexidad es un invariante to-
pológico.

Teorema A.3. [1, Teorema (2.G.9)] Si X es un espacio topológico y f :
X → Y es continua y sobreyectiva, entonces Y es compacto.

Corolario A.4. [1, Corolario (2.G.10)] La compacidad es un invariante
topológico.
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