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Resumen

Las células de los organismos biologicos son, a grandes rasgos, dispositivos
integrados por varios miles de tipos de proteinas. Cada proteina es una maquina
molecular de tamano nanométrico que realiza una tarea especifica. Gran parte
del tiempo las células se enfrentan a diferentes situaciones que requieren del
funcionamiento de estas proteinas. Por ejemplo, cuando las células perciben el
azucar, comienzan a producir proteinas que la transportan a su interior. Cuando
estas proteinas se danan, la célula produce proteinas de reparaciéon. Por tanto, la
célula vigila continuamente su entorno y calcula la cantidad necesaria de cada tipo
de proteina [1|. Esta funcion de procesamiento de la informacion, que determina
el ritmo de producciéon de cada proteina, es llevada a cabo por las redes de trans-
cripciéon. Es de suma importancia comprender esta dinamica, ya que, sirve como
un indicador del estado de salud celular y el correcto funcionamiento de las células.
Tener métodos eficientes para el andlisis de las sefiales (generadas como series de
tiempo de las concentraciones proteicas) es de gran utilidad para el diagnostico de
ciertas enfermedades como el cancer, que se expresan a nivel celular. De acuerdo a
diversas investigaciones de expresion génica que se han realizado [2], se observa que
las series de tiempo de concentraciones proteicas tienen un comportamiento fractal.
En este trabajo se emulard computacionalmente un modelo dindmico estocéstico
de una red de regulaciéon genética minima para simular la dindmica caracteristica
de la concentracion de proteinas. Al cambiar los parametros del modelo se podran
simular distintas condiciones celulares que posteriormente seran de utilidad para el
entrenamiento de una red neuronal artificial que reconozca las propiedades de la
serie en el estado celular correspondiente. En particular se analizara la dimension
fractal de la senal. Esta investigacion permitira evaluar la eficiencia y factibilidad
de emplear una red neuronal artificial que diagnostique estados celulares por medio
de la dindmica de concentraciones proteicas.

Palabras clave: Sistemas Complejos (Complex Systems), Redes Neuronales Ar-
tificiales (Artificial Neural Networks), Machine Learning, Procesos Estocésticos (Sto-
chastic Processes), Fractales (Fractals), Expresion Génica (Gene Expression), Mo-
vimiento Browniano Fractal (Fractal Brownian Motion), Difusion (Diffusion).






Introduccion

Las células de organismos vivos se desarrollan en entornos donde existe constante-
mente un intercambio de diversas senales, es decir, son parte de un complejo sistema
que es afectado por parametros fisicos como la temperatura y la presion osmoética.
También perciben nutrientes y sustancias quimicas perjudiciales. Las células res-
ponden a estas senales externas produciendo un tipo de proteina. Para representar
estos estados ambientales, la célula utiliza como insignia unas proteinas llamadas
factores de transcripcion. Los factores de transcripcion [1, 2| estan disefiados para
transitar rapidamente entre estados moleculares activos e inactivos a una velocidad
modulada por una senal ambiental especifica. Cada factor de transcripcion activo
puede unirse al ADN para regular el ritmo de lectura de determinados genes. La
cantidad y representacion interna, de un conjunto de factores de transcripcion, es
una descripcion compacta de los efectos provocados por agentes del entorno. Los
factores de transcripcion se encargan de leer (transcribir) genes en ARNm, para
posteriormente, ser traducidos en proteinas que puedan interactuar con el ambiente.
Por tanto, la tasa de crecimiento y las actividades de los factores de transcripcion
en una célula pueden considerarse una consecuencia interna debido al entorno. Mu-
chas situaciones diferentes se resumen en la actividad de un factor de transcripcion
concreto. A la traducciéon y produccién de proteinas se les conoce como expresion
génica, es decir, el proceso de sintesis de proteinas a partir de la activacion de un
gen especifico. La célula genera un producto génico funcional que realiza actividades
celulares especificas. Podemos concluir que la expresion génica es el proceso por el
cual la informacion del genotipo da lugar al fenotipo (caracteristicas observables).
Es un proceso vital que provoca la diferenciaciéon celular, morfogénesis y la versati-
lidad y adaptabilidad de cualquier organismo. Las proteinas no s6lo le dan forma al
organismo, también pueden funcionar como enzimas que catalizan procesos metabo-
licos especificos. Comprender la “dindmica de expresion genética” nos da una idea de
como los organismos regulan y controlan la sintesis de proteinas. La regulacion de la
expresion génica controla la cantidad y tiempo de produccion de proteinas objetivo.
Investigar la dindmica de expresion génica permite entender mecanismos de organis-
mos bioldgicos [2]. Por lo tanto, para poder entender la dindmica de expresion génica,
es necesario investigar las propiedades estadisticas de los datos (series cronoléogicas)
[3]. Por otro lado, las redes neuronales artificiales han mostrado ser una herramienta
muy prometedora para el diagnostico de enfermedades [4, 5]. En este trabajo se eva-
luara la factibilidad de emplear una red neuronal artificial para caracterizar series
de tiempo de la concentracion proteica. Esta caracterizaciéon podré emplearse para

VII



VIII Introduccion

determinar el estado de salud a nivel celular. Para lograrlo se generaran series de
tiempo sintéticas con caracteristicas similares a las series de tiempo generadas por
redes de regulacion genética. Estas series de tiempo se emplearan para entrenar una
red neuronal artificial que ayude a detectar sus parametros caracteristicos [5, 6]. Este
conocimiento puede ser de ayuda para detectar anomalias y enfermedades. También
puede ser util para disenar células que realicen tareas especificas, por ejemplo, la
administracion de farmacos para el cancer (Biologia sintética).

Las cuatro caracteristicas més importantes de variacion en la dindmica de la expre-
sion de los genes incluyen:

= La estocasticidad inherente de los procesos bioquimicos que dependen del gran
numero de moléculas.

» Las diferencias en los estados internos de las células.
» [as sutiles diferencias ambientales.
» Las mutaciones genéticas.

Debido a que los procesos estocasticos son imprscindibles para el analisis y com-
prension de la dindmica de expresion génica, se abordara este tema en el primer
capitulo.



Capitulo 1

Procesos Estocasticos

Los procesos estocasticos son una rama de las matematicas encargados del analisis
de sistemas que son afectados por magnitudes aleatorias y que no pueden explicar-
se a través de formalismos mateméticos deterministas. Los procesos estocasticos
se describen como una familia de funciones. Cada funcién representa una realiza-
cion experimental. Por lo tanto podemos escribir un proceso estocéstico £(t) de la

siguiente manera.
(1) = [&(1),&(1), . &alD)] (1.1)

Para definir un proceso estocastico es necesario asignar una probabilidad o densidad
de probabilidad a cada realizacion del ensamble que se estudia. Cada funciéon de
probabilidad nos habla de la ocurrencia de las distintas realizaciones. Denotemos
estas funciones de distribuciéon de probabilidad de la siguiente manera

F(x;t) =[F1, Fy, ..., Fn] = P[£(t) < x] (1.2)

Donde P[{(t) < z] es la probabilidad de que el proceso sea igual o menor a un
determinado punto z. Podemos llegar a la conclusion de que F(oo;t) = 1.

Una interpretacion frecuentista de un proceso estocéastico conlleva los siguientes
pasos

= Realizar un experimento n veces

» Observar su trayectoria

Asignar un par de nimeros (x,t)

Contar el nimero de veces que el experimento tuvo un valor igual o menor a x
en el tiempo ¢, es decir, ny(x).

n¢(x)

» Definir una funcion de distribucion de la siguiente manera F(z;t) &

Obteniendo una funciéon de distribuciéon de probabilidad podemos encontrar una
funciéon de densidad de probabilidad en un tiempo ¢ de la siguiente manera

flazp) = 2D (1)



CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS
1.1. MOMENTOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

Si quisiéramos obtener la probabilidad de que un proceso tome un valor en la vecin-
dad de z; al tiempo ¢; y un valor en la vecindad de x5 al tiempo ¢, seria necesario
definir la distribucion de probabilidad conjunta, es decir

F(:Ela T, t17t2) = P[f(tl) S xlué-(tQ) S .TQ] (14>
De manera anéloga la densidad de probabilidad conjunta es

O*F (1, 2311, to)

ity te) = 1.5
f(xlva; 1, 2) 81‘181’2 ( )
y en general la podemos escribir como
oF vy Ts by ey by
F(@1, ey Tni by oy ) = (21, s Tni ) (1.6)

aflfla[En

Una funcién importante que nos dice la probabilidad de que ocurra un evento x,
en un tiempo t, habiendo ocurrido el evento z; en el tiempo ¢; es la densidad de
probabilidad condicional. Esta se define de la siguiente manera

far, a5 t1,t5)
f(xlv tl)

f(xa, to|x1, 1) = (1.7)

1.1. Momentos de Procesos Estocasticos

Los momentos son funciones que ayudan a determinar propiedades estadisticas
de los procesos estocasticos, es decir, valores numéricos que simplifican el compor-
tamiento global del ensamble que se estudia. Generalmente los momentos abordan
medidas de tendencia central. Los momentos més importantes son los siguientes

1.1.1. Media o Promedio (Primer Momento)
u(0) = (€)= [ afaita (1.9

1.1.2. Funcién de Correlacién (Segundo Momento)

La funcion de correlacion nos permite asignar un valor numérico a la dependencia
o relaciéon que tiene un punto del proceso con otro en un tiempo posterior. La
denotamos de la siguiente manera

B(tl,tg) = <€(t1)£(t2)> = /_OO /_Oo xll'gf(ilfl,ﬂfg;tl,tg)dﬂﬁldl’g (19)

También podemos escribirla de la siguiente forma

B(tljtg) = <€(t1)€(t2)> = /OO /OO l‘ll'gf(a?g,t2|[[’1,t1)f(l'1,t1)dl‘1dl'2 (110)
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CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS
1.2. PROCESOS ESTACIONARIOS Y EL TEOREMA ERGODICO

Si (x2),, es el promedio de x5 dado que el proceso estuvo en x; en el tiempo ty,
entonces

(T2) 2, :/ To f (22, ta|z1,t1)das (1.11)
Ahora podemos reescribir la ecuacion (1.10) como
(§(t)s(t2)) = / 21 (L), f (21, t1)da (1.12)

Si la probabilidad de que ocurra xo después de ocurrir x; es pequena, entonces el
proceso estara poco correlacionado.

A esta funcion también se le conoce como funcién de autocorrelacion, ya que, esta-
mos hablando del mismo proceso estocastico. Si consideramos un par de procesos
estocésticos, a (£1(t1)€%(t2)) se le conoce como correlacion cruzada.

1.1.3. Covarianza (Tercer Momento)

Otra medida que ayuda a determinar la correlacion del proceso es la covarianza.
Esta cantidad nos devolveria un valor igual a cero sino existe correlacion. Podemos
denotarla asi

Clt1,t2) = ([§(t1) — ml[€(t2) — pa]) = ((€(£1)E(E2))) (1.13)

1.2. Procesos Estacionarios y el Teorema Ergédico

Si un proceso estocastico obedece el teorema ergodico, cumplira que el promedio
en el ensamble es igual al promedio en el tiempo. El teorema ergodico permite hacer
una relaciéon de lo que se mide en el experimento y las propiedades estadisticas
tedricas.

Un proceso estocastico £(t) es estacionario si sus funciones de distribucion F'(z;t)
permanecen constantes en el tiempo, es decir

F(zy, e, Xty + Tyto + T, ooyt +7) = F(1, 29, .., Tps oy o t) (1.14)
Entonces para un proceso estocéstico estacionario
F(x;t) = PE(t) < z] = F(x)
(1.15)
(€()&(s)) = B(t + s) = B(7)
Por lo tanto, para procesos estacionarios se cumple el teorema ergodico.

Una manera de explicar el teorema es imaginando un conjunto muy grande de ex-
perimentos

§1(2), &2(t), -+, Enlt) (1.16)

Podemos calcular su promedio aritmético de la siguiente manera

(€)= %ij(t) (1.17)

3



CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS
1.3. MOVIMIENTO BROWNIANO

De forma similar se puede obtener el producto de todos los pares &;(¢)&;(s) y pro-
mediar para obtener (£(¢)¢(s)) = B(t,s). Ya que, esto es dificil de realizar. Lo que
cominmente se hace es promediar en el tiempo como se describe en la siguiente
ecuacion

€)= lim — | £@t)dt (1.18)

T—oo T’ 0

La funcién de correlacion, la podemos definir de la siguiente manera

(EWE(+T)) Tlgn —/ E)E(t+ T)dt (1.19)

En un experimento real, se hace la siguiente aproximacion

T T T
t)dt ~ — k—), N — 1.20
| e N Lglhy) N oo (1.20)
Y por lo tanto
al T

t)) ~ EA), A =— 1.21
=3 oeka) A=y (121)

Se concluye que un proceso estacionario es ergodico, es decir, no importa si se pro-
media en el tiempo o en el ensamble.

1.3. Movimiento Browniano

En los procesos estocésticos se toman en cuenta las fluctuaciones de un sistema,
es decir, todos los grados de libertad o variables que lo afectan.
Es muy comun analizar sistemas dinamicos con modelos deterministas pero para
algunos sistemas estas fluctuaciones (ruido) no pueden despreciarse. El resumen
de las fluctuaciones se consigue analizando propiedades estadisticas deterministas
(momentos) como el promedio, varianza, etc.
La teoria de procesos estocasticos se comienza a desarrollar a partir del movimiento
browniano.
El fisico frances Louis Gouy describe en 1888 al movimiento browniano como

» Una trayectoria muy irregular que, al momento de graficar, parece no tener recta
tangente en ningtin punto. Esto logra observarlo realizando varios acercamientos
a secciones especificas de la trayectoria.

» Las particulas se mueven independientemente entre ellas.

= La composicion de la particula no afecta su comportamiento.

= Si la viscosidad del solvente disminuye, el movimiento es mas activo.
= Si el radio de la particula disminuye, el movimiento es mas activo.

= Si la temperatura aumenta, el movimiento es mas activo.




CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS
1.3. MOVIMIENTO BROWNIANO

s F]l movimiento nunca termina.

En 1905, partiendo de dos hipoétesis, Albert Einstein describe al movimiento brow-
niano.

= Primera Hipoétesis: El movimiento es causado por los impactos de moléculas.
= Segunda Hipoétesis: El movimiento puede ser descrito probabilisticamente.

Partiendo de estas hipotesis, Albert Einstein esboza una ecuacién diferencial que
tenga como solucién una funciéon de densidad de probabilidad que represente la
densidad de particulas, es decir, las particulas por unidad de volumen. De forma
simplificada, los pasos a seguir al desarrollar la ecuaciéon fueron los siguientes

= Introducir un tiempo 7.
= Colocar n particulas brownianas en el liquido.

= El desplazamiento de particulas después del intervalo de tiempo 7 se define
como A.

» Asumir que existe una ley de frecuencias (funciéon de densidad de probabilidad)
para A que se denota por ®(A)

Con esta informacion es posible definir el nimero dn de particulas que se desplazaran
entre A y A 4+ dA como

dn = n®(A)dA (1.22)
Donde o
/ O(A)dA =1 (1.23)

Einstein parte de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov. La cual describe de forma
general los procesos de Markov, es decir, procesos para los cuales, el siguiente estado
de una realizacion (experimento) solo depende del estado actual y no de los pasados.
Podria decirse que es un proceso sin "memoria".

La ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov tampoco nos da informacion de la forma que
tiene la funcién de densidad de probabilidad. Esta ecuacion tiene la siguiente forma

flz,t +71)de =dx /OO flz — A t)P(—A)dA (1.24)

Asumiendo que ® es una funcion par, es decir, ®(A) = &(—A), la ecuacion (1.24)
se reescribe como

flz,t +71)de = dx /00 flz — A H)P(A)dA (1.25)

Aplicando una serie de taylor al lado izquierdo de la ecuaciéon (1.25) y suponiendo
T pequeno, consideramos tUnicamente los dos primeros términos de la expresion y
obtenemos lo siguiente

of

flz,t+7) %f(x,t)%—TE (1.26)




CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS
1.4. TRANSFORMADA DE FOURIER

Aplicamos nuevamente una expansion en serie de taylor. Ahora para el término
f(z — A,t) ubicado en el lado derecho de la ecuacion (1.25)
of A% 9*f
—Ajt) =~ ) — A—+ —
flo =Dt flot) - A+ S 20
Si suponemos que ®(A) es diferente de cero s6lo para valores pequenos de A podemos
concluir que A™ para n = 3,4, ... serd muy pequena. Por lo tanto, sélo consideramos
los tres primeros términos de la ecuacion (1.27).
Sustituyendo la ecuacion (1.26) y (1.27) en (1.25) obtenemos que

_ of 0°f
+—r f/ -5 A@(A)dAJraxQ s

Xz

S+ (1.27)

(A)dA (1.28)
Ya que, la suma de los A en el intervalo (—oo, 00) es igual a cero, el segundo término
del lado derecho de la ecuacion seré cero. Sustituyendo el valor de la ecuacion (1.23)
en la ecuacion (1.28) obtenemos que

0 0?
a—‘j: (%ﬁé 5 (ID(A)dA (1.29)
Sea | e A2
D= - /_OO 7®(A)dA (1.30)
Concluimos que " 5
5 =D33 (1.31)

A esta ecuacion diferencial parcial se le conoce como Ecuacion de Difusion. El co-
eficiente de difusion D representa la velocidad de propagacion de las particulas. La
solucién de la ecuacion anterior es

fz,t) =

n —g?

075 1.32
VAar Dt ( )
Con 0 = y/(x?) = v/2Dt la desviacion estandar de f(z,t)

1.4. Transformada de Fourier

La transformada de fourier me indica cuales son las frecuencias que conforman
una senal. La transformada de fourier de una funcién o senal f(t) es

flw) = / it f(t)dt (1.33)

También es posible obtener la senal original aplicando una transformada inversa, es
decir

f(t) = % / gt F(t)dw (1.34)

6



CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS
1.5. ESPECTRO DE POTENCIAS

1.5. Espectro de Potencias

El espectro de potencias, espectro de fluctuaciones o espectro de frecuencias se
define como la transformada de fourier de la funcién de correlacion, es decir

S(w) = /_ " e Bt (1.35)

[e.9]

Tomando en cuenta que para procesos estacionarios

B(r) = {€0)e(t + 7)) (1.36)

El espectro de potencias indica las frecuencias que tiene el ruido de la senal y de
alguna manera el tiempo estocéstico del ruido, es decir, si imaginamos una particula
browniana que es golpeada por particulas del medio en donde se encuentra. Podemos
caracterizar esos golpeteos como el ruido que obtendriamos al graficar la trayectoria
de la particula browniana.

El espectro de potencias nos da una idea de la frecuencia de esos golpeteos o el
tiempo caracteristico de ese ruido.

Sabemos por las propiedades de la delta de dirac que

/ ot —t)f(t)dt = f(t) (1.37)
Por lo tanto, la transformada de fourier de la delta de dirac es
/ S(t)e ™tdt =1 (1.38)

Definimos la transformada de fourier de un proceso estocastico como

(1]

(w) = /_ (et (1.39)

Si multiplicamos la transformada de fourier de un proceso estocéstico por su conju-
gado, evaluados en frecuencias diferentes, obtenemos

i

wEw) = ([ ewema [ e ar)
= ( /_ Z /_ Z EB)E )™ e™ ™ dtdt') (1.40)
=[] et i

Realizando un cambio de variable donde ' =t + 7, entonces dt’ = dr y

[1]

(Z(w)ZE(w")) = /00 /OO (EE(t+ T)>eme_iw/(t+7)dtd7 (1.41)

7



CAPITULO 1. PROCESOS ESTOCASTICOS

1.5. ESPECTRO DE POTENCIAS
Tomando en cuenta la ecuacion (

e[

e T W Rl gy (1.42)

(1.43)
Se concluye que

(1.44)

Esto nos dice que el espectro de fluctuaciones es la transformada de fourier de
la correlacion. En otras palabras, el promedio de la transformada de fourier de la
multiplicacion del ruido por su conjugado




Capitulo 2
Funcion de Transferencia

Las funciones de transferencia son ecuaciones que relacionan la senal de salida de
un sistema con una senal de entrada.
De acuerdo con [7] la idea basica de la funcion de transferencia proviene de observar
la respuesta en frecuencia de un sistema. Supongamos que tenemos una senal de en-
trada que es periddica. Entonces podemos descomponer esta senal en la suma de un
conjunto de senos y cosenos. La ganancia y la fase en cada frecuencia estan determi-
nadas por la respuesta en frecuencia de una transformada de fourier. El modelado de
un sistema a través de su respuesta a senales sinusoidales y exponenciales se conoce
como modelado en el dominio de la frecuencia. Esta terminologia proviene del hecho
de que representamos la dinamica del sistema en términos de la frecuencia genera-
lizada en lugar de la variable del tiempo. La funcién de transferencia proporciona
una representacion completa de un sistema lineal en el dominio de la frecuencia.
Supongamos una ecuacion diferencial lineal no homogénea

dr dn—l
(e + s+ aoly(t) = () (21)
Que también podemos representar de la siguiente manera
Ly(t) = n(t) (2.2)

Donde 7(t) representa una funcion estocastica o fuerza estocastica.
Se propone como solucién de la ecuacion diferencial la siguiente igualdad.

y(t) = /_ Tt — Dh(t)dr (2.3)

[e.9]

a h(t) se le conoce como funciéon de green. Esta funcién cumple que

Lh(t) =0(t) (2.4)
Con base en esta relacion, veamos si y(t) es solucion de (2.1)
£y(0) = £1[ (e~ Dhir)ar 2.5)
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sea t' =t — 7 entonces dt’ = —dr
£y(t) = £ n(e)hte )it (2.6
Como £ s6lo opera sobre ¢, entonces
Ly(t) = / ) £h(t — ) (2.7)
£y(t) = / (= )t (2.8)
Y se concluye que N
Ly(t) =n(t) (2.9)

Por lo tanto, vemos que y(t) es solucion de la ecuacion diferencial.

Por otra parte, es importante saber lo que ocurre cuando se le aplica la transformada
de fourier a un operador diferencial. Si representamos al operador de la transformada
como F'; entonces

dy Ly

(2.10)
—twt o] —twt
- - & ety
e "y |5 /_ R
Asumiendo que y(#) es una funcién L? se cumple que y(Fo0) — 0 y por lo tanto

dy < d
P w) =~ [y

—iw / ye- it (2.11)

o0

= iwF[y]

Con este resultado se observa que en el espacio de fourier una operacion diferencial
se convierte en una operacion algebraica. En general la ecuacion (2.11) la podemos
escribir como

FISY)(w) = ()" Fly (212)
Es decir que, para la ecuacion diferencial
[anﬁ + anﬂﬁ + ... + ag)h(t) = 6(t) (2.13)
dtn dtn

La ecuacion algebraica en el espacio de fourier es

[ (i)™ 4 a1 (10)" " + ... 4+ ag)h = 1 (2.14)

10
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Por lo tanto .

an (1W)" + a1 (fw)" 1 + ...+ ap

A esta ecuacion se le conoce como funciéon de transferencia. Basta con realizar la
transformada inversa de fourier para poder obtener h(t), es decir

h(w) = (2.15)

ht) = = / ety ) duw (2.16)

T or

—00

Es importante conocer el espectro de potencias de la solucion y(t) de la ecuacion
diferencial general (2.1). Para poder deducirla, multiplicamos 7(t+ 7) por la funciéon
de green conjugada y haciendo promedio sobre el ensamble obtenemos

(nle+750) = [ {nte-+ o= PR

o0

= /OO( n(t + 7)n(t — T’))i /oo e_in/dedT, (2.17)

—0o0 27 —00

1 0o % .
-4 / / By’ + 7)e~ " hy(w)duwdr’

En este caso nombramos la funciéon de autocorrelacion de n como B,,. Haciendo
7 = 7'+ 7 entonces dT = d1’

e+ 790 = 5 [ [ B s

1 0 00 o J—

=5 /_ /_ TR, (7)dre ™ i (w)duw (2.18)
1 > iw'rA—

=5 | Sy (w)e™ ™ h(w)dw

Donde 5,, es el espectro de potencias de 7. Reordenando la ecuacién anterior obte-

nemos que
o

(n(t + 7)) = — / €7 S, () () (2.19)

:% .

Aplicando la transformada de fourier a ambos lados de la igualdad anterior obtene-
mos que

Syy(w) = Snnil(w) (2.20)
Donde S, es la correlacién cruzada de 1y y. De forma similar se obtiene que
Syy(w) = h(w)Spy(w) (2.21)

11
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Sustituyendo la ecuacion (2.20) en la ecuacion (2.21) obtenemos la relacion funda-
mental

Syy(w) = Spy(w)h(w)h(w) (2.22)

O bien
Syy(w) = Sy (w) [h(w)[? (2.23)

Un ejemplo que aplica los siguientes conceptos es el siguiente.
Consideremos la ecuacion diferencial

% = =By + (1) (2.24)
con (n(t)n(t")) =Td(t —t'). Sea

dh

o+ Bh =4(t) (2.25)

Primero resolvemos la ecuacion (2.25) en el espacio de fourier para encontrar la
funciéon de transferencia, es decir

iwh(w) + Bh(w) =1 (2.26)
Entonces
- 1
hlw) = w +
(2.27)
9 1
) = ==
De modo que
_ Sp(w)
Syy(w) = #ﬁz
(2.28)

Sp(w) :/ e "I S (¢ dt!

Finalmente podemos decir que S, (w) =I' y concluir que
B r
Cow? 432

Haciendo la transformada inversa de fourier de la ecuaciéon anterior obtenemos

Sy () (2.29)

e_ﬂlT‘

26

y(t)y(t —7)) =T (2.30)
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Capitulo 3
Series Temporales

De acuerdo con [3] las series temporales son un conjunto de datos medidos en
determinados momentos y ordenados cronolégicamente.
Desde el punto de vista probabilistico, una serie temporal es una sucesion de varia-
bles aleatorias indexadas segin un parametro creciente con el tiempo.
Para el analisis de las series temporales se usan métodos que ayudan a interpre-
tarlos y que permiten extraer informacion representativa, permitiendo extrapolar o
interpolar los datos y asi predecir el comportamiento de la serie en momentos no
observados.
Una serie temporal puede tomarse como soluciéon de una ecuaciéon diferencial esto-
castica. Una serie temporal estacionaria y(t) puede considerarse como una funcion
solucion de una ecuacion diferencial bajo la excitacion de ruido blanco estacionario
w(t). Denotemos por g(t) la funcién de green o funciéon de impulso de una ecuacion
diferencial lineal estocastica y escribamos a y(t) de la siguiente manera:

y(t) = /0 gt — Nw(r)dr = g*w (3.1)

La convoluciéon de g y w se denota por g *x w que como se menciond, es soluciéon de
una ecuacion diferencial estocastica que podemos escribir de la siguiente forma:

3 ai%y_(f) — w(t) (3.2)

1=0

g(t) puede tomar formas diferentes dependiendo de la senal. Por otra parte, si el
sistema no es estacionario el ruido w(t) no debera ser estacionario.

De acuerdo con [5] podemos decir que y(t) es una serie convencional si y(t) va de
R! a R. Por otro lado, se dice que y(t) es una serie temporal fractal si pertenece a
R'*4 para 0 < d < 1. Sera solo la parte entera perteneciente a R' lo que veremos
en cualquier grafica de y € R Sin embargo, es la parte fraccionaria de y(¢) la
que la hace sustancialmente diferente de una serie convencional en los aspectos de su
Funcion de Distribucion de Probabilidad (PDF), Funcion de Autocorrelacion (ACF)
y Funcion de Densidad Espectral de Potencia (PSD).
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3.1. SERIES DE TIEMPO FRACTAL

3.1. Series de Tiempo Fractal

Segun [5] las series temporales fractales difieren sustancialmente de las conven-
cionales en sus propiedades estadisticas. Por ejemplo:

» Puede tener una funcion de distribucion de probabilidad de cola pesada (PDF),
es decir, la funciéon de distribuciéon de probabilidad no converge rdpidamente a
1 para valores grandes de la variable aleatoria.

» Una funcién de autocorrelacion (ACF) decaida lentamente y una funcion de
densidad espectral de potencia (PSD) de tipo 1/f.

= Puede tener una dependencia estadistica, ya sea una dependencia de largo al-
cance (LRD) o una dependencia de corto alcance (SRD), y una autosimilitud
global o local.

Un punto particular, es que normalmente puede no existir media y/o varianza en
series de tiempo fractales. Esta puede ser una de las principales razones de tratar
de calcular otros valores como la dimension fractal y el parametro de Hurst.
Anteriormente se comento que una serie cronolégica convencional puede ser solucion
de una ecuacion diferencial estocéstica. De igual forma, una serie cronoléogica fractal
es solucion de una ecuacion diferencial estocastica fraccionaria.

Sean v > 0y f(t) continuas en (0, c0) e integrables en cualquier subintervalo finito de
[0, 00). Para t > 0 denotamos (D, ¥ como el operador integral de Riemann-Liouville
de orden v que esta definido como

D) = s [ (= (3.3)

Donde T' es la funcion Gamma y ¢D; " serd soluciéon de una ecuacion diferencial
estocastica fraccionaria.
Para simplificar la notacién, denotemos al operador de Riemann-Liouville como D™
y definamos la ecuacion diferencial fraccionaria como
p q

> a, DU f(t) = beiD"w(t) (3.4)

i=0 i=0
Con a;, b; constantes y v, Vp_1, ..., V9 Y Up, Up_1, ..., Yo UN par de secuencias numeéricas
decrecientes positivas.
Para fines practicos, podemos reescribir la ecuacion anterior de la siguiente manera

p
> ap D f () = wlt) (35)

=0
3.2. Propiedades Basicas de Series de Tiempo Fractal

Las series temporales fractales tienen sus propiedades particulares en compara-
cion con las convencionales. Una de estas propiedades es la funcion de autocorrela-
cion.
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3.3. DIMENSION FRACTAL Y EL PARAMETRO DE HURST

Si denotamos la funciéon de autocorrelacion de z(t) como 7., (7) donde 7., (1) =
(x(t)x(t + 7)) entonces x(t) tiene una dependencia de corto alcance (SRD) si 7., es
integrable es decir

A%MWM<W (3.6)

Por otra parte, x(t) tiene una dependencia de largo alcance (LRD) si no es integrable,
es decir

Aﬂﬁmmzm (3.7)

Una forma comun para funciones de autocorrelacion no integrables es la siguiente
e TP (T = 00) (3.8)

Donde ¢ > 0y 0 < < 1. La ecuacion (3.8) implica que la funcion de autocorrelacion
para procesos fractales con dependencia de largo alcance tienen la forma de ley de
potencias.

El espectro de potencias de un proceso con dependencia de largo alcance también
tiene la forma de una ley de potencias. Usualmente se le conoce como ruido 1/f.
El espectro de potencias de una serie fractal de largo alcance tiene la propiedad de
divergir para w = 0.

Si r,, no es integrable, se puede observar, como una consecuencia de un proceso de
largo alcance, que la PDF sera de cola pensada.

Sea p(x) la PDF de x(t), podemos escribir el promedio de z(t) de la siguiente forma

fle = / ) xp(z)dz (3.9)

—00

y la varianza de x(t) como

Or = / (z — pe)?p(x)dw (3.10)
Algo notable en las series de tiempo con dependencia de largo alcance es que la cola
de las PDF puede ser tan pesada que la integral de las ecuaciones (3.9) y (3.10)
puede no existir.

Es importante notar que pu, implica una propiedad global de z(¢) mientras que o,
representa una propiedad local de x(t). Desafortunadamente para un proceso LRD,
los conceptos de media y varianza son inapropiados para describir la propiedad global
y local de z(t). Necesitamos otras medidas para caracterizar la propiedad global y
la local de procesos LRD. Para ello se utilizan la dimension fractal y el parametro
de Hurst.

3.3. Dimensién Fractal y el Parametro de Hurst

En el caso de las series de tiempo fractales, se utilizan la dimension fractal y
el parametro de Hurst de z(t) para describir su propiedad local y global respecti-
vamente. Es importante mencionar que el parametro de Hurst esta acotado en un
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intervalo [0, 1]. Si 7., es suficientemente suave en (0,00) y si
T22(0) = 10 (T) = 1 |T|*  para |7| — 0 (3.11)

Donde ¢; es una constante y « es el indice fractal de z(¢). La dimensién fractal de
x(t) se expresa como

D=2— % (3.12)

Por otra parte, si expresamos a ( en términos del parametro de Hurst (H) con
0 < H < 1, entonces
8=2—-2H (3.13)

y por lo tanto
Tue(T) = C|T|B (1 — o0) (3.14)

Como «/2 = 2H, podemos llegar a expresar la dimension fractal como
D=2—H (3.15)

A diferencia de las series convencionales, utilizamos D y H respectivamente, para
caracterizar la propiedad local y la global de senales LRD en lugar de la media y la
varianza.

Las propiedades que uno puede senalar de las series de tiempo, mediante el valor
numérico del exponente de Hurst son los siguientes

» H = 0,5 (Ruido Blanco) Proceso completamente aleatorio e independiente,
con ausencia de correlacion entre los incrementos de la senal.

» 0,5 < H <1 (Ruido Negro) Series de tiempo que muestran procesos persis-
tentes o correlacionados (un periodo de crecimiento es seguido de otro anélogo)
y presenta un aspecto “suave”.

» 0 < H < 0,5 (Ruido Rosa) Corresponde a un comportamiento de anti-
persistencia o anti-correlacion en la serie de tiempo (un periodo de crecimiento
es seguido de otro de decrecimiento) que se caracteriza por un mayor contenido
de alta frecuencia.

Mientras el exponente de Hurst tenga un valor mayor a 0.5 més autosimilar es la
serie (Figura 3.1).

la autosimilitud del proceso estacionario es un concepto estrechamente relacionado
con las series temporales fractales. El ruido gaussiano fraccional (fGn) es un proce-
so de incremento estacionario con autosimilitud global. Una serie temporal fractal
puede no ser globalmente autosimilar. Sin embargo, una serie que no es autosimilar
globalmente puede ser localmente autosimilar.
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3.4. MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO
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Figura 3.1: Series de tiempo de movimiento browniano fractal con diferentes exponentes de hurst

Movimiento Browniano Fraccionario

Una serie temporal fractal muy utilizada es el movimiento browniano fraccionario
(fBm). Sustituyendo v por H + 0,5 en la ecuacion (3.3) para 0 < H < 1, donde H
es el parametro de Hurst, entonces, fBm se define, utilizando el operador integral de
Riemann-Liouville como

Bu(t) = oD, B (1) = m /Ot(t —u) =2 dB(u) (3.16)

17






Capitulo 4
Redes Neuronales Artificiales

En la estadistica clasica se suele asumir un modelo y con un conjunto de datos
se utilizan técnicas que ayudan a predecir los pardmetros del modelo, por ejemplo,
Minimos Cuadrados o Ajuste por Polinomios.

Cuando utilizamos redes neuronales no conocemos ni el modelo ni los parametros,
es decir, las caracteristicas necesarias para predecir nuevos datos.

Las redes neuronales también son herramientas muy tutiles para sistemas de muchas
dimensiones.

Las técnicas de machine learning tomaron relevancia cuando comenzamos a alma-
cenar grandes cantidades de datos y los ordenadores personales tuvieron una mayor
capacidad de computo.

4.1. Los tres tipos de algoritmos de Machine Learning

= Aprendizaje Supervisado:
Se conocen los valores o datos de entrada y los de salida. Se ajustan los para-
metros del modelo para que coincida con los resultados que se desean obtener.
Un ejemplo es el modelo predictivo de imagenes de gatos y perros.

= Aprendizaje no supervisado:
No tiene datos de salida especificos. Generalmente agrupa datos (Clustering)
tomando en cuenta ciertas caracteristicas. Partiendo de eso, uno puede llegar
a sacar ciertas conclusiones (interpretar los datos).

= Aprendizaje Reforzado:
Se basa en un aprendizaje supervisado pero los datos de salida también fun-
cionan como datos de entrada hasta obtener el resultado deseado. Los datos de
entrada se consiguen a partir de la interaccion (generalmente con humanos).

4.2. Algoritmo de Machine Learning

Para crear un algoritmo de machine learning son necesarios los siguientes inre-
dientes
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4.2. ALGORITMO DE MACHINE LEARNING

1. Conjunto de datos (dataset)

D = (z,y) con x — Datos y — Etiqueta asignada a cada dato

2. Modelo

f(x;0) =9 f:x—y 0O:Parametros a ajustar

3. Funcién de Costo

Cly, f(x;0)) = C(y,9)

Nos dice la distancia entre los datos y los valores que predice el modelo.
El objetivo es encontrar 6 que minimice la funcién de costo.

Los pasos a seguir para resolver un problema con machine learning son los siguientes

1. Dividir el conjunto de datos en datos de entrenamiento (training data) y datos
de prueba (test data). Generalmente los datos de entrenamiento son el 90 % del
conjunto de datos.

2. Utilizando los datos de entrenamiento se encuentra
0 = argming{C (Yerain, [ Tirain; 0))}
3. Se prueba la eficiencia del modelo utilizando los datos de prueba
C (Ytests f(Trest; é))
4. Se define el error dentro de la muestra como
Ein = C(Ytrains f(Tirain; 0))

y el error fuera de la muestra (estimador sin sesgo de la eficiencia del modelo)
como

Eout = C(ytesta f(xtest; é))

Generalmente E,,; > F;,.
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4.3. PERCEPTRON

Input 1 X1
W1
Input 2 X2
Wo
Input 3
X3 y Output
4
e
(@]
Input m
Xm

Figura 4.1: Perceptron

4.3. Perceptron

El perceptron es la red neuronal mas simple que existe. Cuenta tnicamente con
una neurona a la cuél se le conoce como perceptron.
Matematicamente el perceptron (Figura 4.1) es una funcion “y” que tiene diferentes
variables de entrada (inputs) xq, xa, ..., Z,, y una salida (output), la cual, Gnicamente
puede tomar como valor 0 o 1.
La salida debe satisfacer las siguientes caracteristicas.

0 si ijxngmbml

’ (4.1)
1 si ijxj>Umbml

J

Donde z; son las variables de entrada y w; los pesos (parametros) asignados a esas
variables y el umbral corresponde a un niimero del cual se hablara posteriormente.
El perceptron sirve como un modelo simple de toma de decisiones.

A la funcién que tiene como dominio, tanto a los pesos como a las variables se le
conoce como funcién de activacion.

A la funcién de activacion asociada al perceptron se le conoce como funcion escaléon
de Heaviside. Sea Z = > W, podemos representar la funcién escaléon como se
muestra en la Figura 4.3
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1.0
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Figura 4.2: Funcién escaléon de Heaviside

4.3.1. Ejemplo

Supongamos que tenemos la disyuntiva de ir o no a una fiesta.
Nuestra desicion sera sopesada tomando en cuenta las siguientes tres preguntas.

El clima es bueno — wy {le _:i) B]\ZZTZL(ZZZ.TZZ}
1=

Vamos con alguien — wo {

T =0 Solos}

Ty = 1 Acompanados

Hay transporte publico — ws {xg =0 No hay}

xr3 =1 Sihay

Los valores de los parametros “w” se asignan dependiendo de la importancia que
uno le de a los factores definidos anteriormente, por ejemplo, si nos importa mu-
cho que haya buen clima; queremos ir sé6los; y nos importa poco si nos movemos a
la fiesta en transporte publico, podriamos definir a los parametros como: w; = 6;
wy = 3; wy = 2.

Supongamos que elegimos un umbral de valor cinco. Entonces nuestra funciéon que-
daria de la siguiente forma

Nowvamos ala fiesta si  6x1 + 319 + 223 < 5 (43)

vamos a la fiesta si  6x1 + 3xy + 223 > 5
De la ecuaciéon anterior se observa que podemos tolerar cualquier circunstancia
excepto el mal clima.

El umbral, por lo tanto, determina el nivel de tolerancia para ciertas circunstancias
(decisiones tomadas).
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Salida esperada
(conocida)

Error ~ ||y,

— 7.l

Capa de Capa oculta, Capa oculta, Capa salida
entrada Densa de Densa de Densa de
3 neuronas 2 neuronas una neurona

Figura 4.3: Red Neuronal Densa

4.4. Red Neuronal Densa

Las redes neuronales densas pueden definirse como un conjunto de neuronas or-
denadas en una o varias capas. Cada una de las neuronas o perceptrones de cada
capa es conectada con todas las neuronas de la capa siguiente (Figura 4.3). Este tipo
de redes neuronales, en comparacion con el perceptron, sirve para tomar decisiones
més sutiles o abstractas.

Tanto los datos de entrada como la salida de cada neurona es tinica y se conecta con
todas los neuronas de la siguiente capa.

De igual manera, como ocurre cuando se tiene un perceptron, cada una de las neu-
ronas de la red neuronal densa representa una funcién. Debido a que la red neuronal
densa, es 1til para resolver problemas mas sutiles y complejos, entonces las funciones
de activacion suelen ser diferentes a la funcion escalon que se utiliza en el perceptron.
Entre las funciones de activaciéon més utilizadas en problemas resueltos con ayuda
de redes neuronales densas se encuentran las funciones “Relu” y “Sigmoide”.

4.4.1. El problema de reconocer el exponente de hurst de series de tiem-
po mediante redes neuronales densas

En la figura 4.4 se muestra un bosquejo de un par de series de tiempo numeradas
donde “FBM?” representa los puntos del movimiento browniano fractal a través del
tiempo. En la primera serie los valores que toma la funcién se representan con la
variable “x” seguido de un ntmero.

La grafica que esta debajo de las series muestra una simplificacion de lo que seria
visualizar en una grafica de cuatro dimensiones el exponente de hurst f(x) asociado a
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los tres primeros puntos de las series de tiempo. Cada punto representa el exponente
de hurst de las series que van de 1 hasta n.

Para este trabajo en especifico se computaron 1000 series de tiempo, cada una con
500 puntos, por lo tanto, este serd un problema en el cual se quiere ajustar una
funcién dentro de un espacio de 501 dimensiones.

4.4.2. Explicacion matematica de como una red neuronal densa puede
calcular funciones

Tomando en cuenta la figura 4.3 podemos decir que la capa de entrada tiene
los valores del movimiento browniano fractal para la primera serie de tiempo, es
decir, x11, 212,213, T14 donde el primer subindice representa la serie de tiempo y el
segundo subindice representa el valor que toma la funciéon “FBM” en cada punto de
la serie. Por lo tanto para la primera capa densa de tres neuronas de la figura 4.3
cada neurona va a tomar un valor que se obtiene de la siguiente manera

1 1 1 1 1 1
hh =0 (wnffn + WipT12 + Wi3T13 + WiyT1g + bl)
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

Para la segunda capa oculta de 2 neuronas obtendriamos los siguientes valores
para cada neurona

yi = o (wiy + wiy, +wisys + b7)
(4.5)

Y = 0 (Wi + whys + wiys + b7)
Por lo tanto, la capa de salida de una neurona densa obtendria el siguiente valor
yi = Y7 = o (wiyl +whhy; +b}) (4.6)

Este valor de salida se aplicara a una funciéon de costo. Esta funcién casi siempre es
el error cuadratico medio definido como

1 & .
mse = E Zl(yl — y1)2 (4.7)
o el error absoluto medio definido como

mae =+ 3"l = )l (48)
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CAPITULO 4. REDES NEURONALES ARTIFICIALES
4.4. RED NEURONAL DENSA
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Figura 4.4: Series de tiempo. Grafica del exponente de hurst f(x) vs los valores de cada serie

El objetivo de los problemas resueltos con redes neuronales artificiales es minimizar
la funcién de costo para cada valor obtenido. Para ello se utiliza el algoritmo de
backpropagation que se explica en la siguiente seccion.
Por tltimo es importante mencionar que las ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6 pueden resu-
mirse de la siguiente manera.

I » )

Sea “w},” el peso desde la “k” ésima neurona en la capa “/ — 1”7 hacia la “j” ésima
neurona en la “I” ésima capa. Podemos escribir las expresiones anteriores como

yi=o | Y wht + b (4.9)
k

4.4.3. Algoritmo Descenso del Gradiente

Podemos notar que las funciones de costo expresadas en las ecuaciones 4.7 y 4.8
dependen de los valores de “y” que a su vez dependen de la funcién de activacion
“0” que a su vez depende de la suma ponderada de los valores de las neuronas de
las capas anteriores y los pesos asignados. Por lo tanto, si 2 = wly*~! + b" es la
suma ponderada y C' la funcion de costo, entonces C = C(a”(z1)).

Como el objetivo es minimizar la funciéon de costo eligiendo unos parametros y
umbrales adecuados, es necesario derivar la funcién de costo respecto a los pesos y
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CAPITULO 4. REDES NEURONALES ARTIFICIALES
4.4. RED NEURONAL DENSA

= Gradiente de
descenso

e 0,

Figura 4.5: Descenso del gradiente

también derivar la funcién de costo respecto al umbral, es decir

oC  9C ot 9z

owt ~ 9ok 92k dwl

(4.10)
oC  OC Dot 92

ObL — JoL 9zL ObL
Estas ecuaciones corresponden al gradiente VC' de la funcién de costo.
Debido a que el gradiente es la derivada direccional de mayor crecimiento, —VC'
seré la derivada direccional de menor crecimiento.
Por lo tanto en el algoritmo del descenso del gradiente se trata de actualizar los
parametro de cada capa utilizando la siguiente ecuacion iterativa

wh = w* —aVC (4.11)

Donde « es el ratio de aprendizaje y determina cuénto se avanza en cada iteracion,
es decir, cuanto se va descendiendo en el hiperplano de parametros con el objetivo
de llegar a un minimo o un méximo global como se muestra en la figura 4.5
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Capitulo 5

Prediccion del exponente de hurst
mediante redes neuronales artificiales

Una de las herramientas utilizadas para generar sintéticamente los datos (series
temporales) del modelo minimo de expresion génica es la libreria "FBM"que es-
ta indexada en el repositorio PyPI de Python. El método "fbm"de la biblioteca
"FBM"permite generar series temporales con diferentes exponentes Hurst. Al gene-
rar la serie temporal, se implement6 un algoritmo que selecciona aleatoriamente los
exponentes de hurst sin repeticiéon, para crear una base de datos que simule dife-
rentes estados de la célula, es decir, exponentes Hurst mayores de 0,5 para células
sanas y menores de 0,5 para células enfermas. Los valores de cada serie temporal
se ordenaron en listas y se etiquetaron con sus respectivos parametros de Hurst pa-
ra entrenar posteriormente tres redes neuronales con diferentes configuraciones. Se
crearon cuatro listas de series temporales, cada lista contiene 1000 series y cada serie
representa una realizacion experimental que consta de 500 puntos. De las 4 listas,
una contiene las series temporales, la siguiente contiene la serie en un espacio de fre-
cuencia, y en las dos listas restantes los datos se normalizaron tanto en el dominio del
tiempo como en el dominio de frecuencias. Es importante senalar que cada conjunto
de datos es independiente de los demas, es decir, cada uno de los cuatro conjuntos
de datos se selecciond aleatoriamente en diferentes momentos. Una vez obtenidos
los datos etiquetados, se procedié a la implementacién de una red neuronal densa,
una convolucional (CNN) y una LSTM utilizando machine learning. Cada una de
las tres redes neuronales se prob6 con las cuatro listas mencionadas anteriormente,
por lo que hubo 12 configuraciones diferentes. La programaciéon de los algoritmos
se realiz6 con la ayuda de Keras version 2.8.0. Esta interfaz de programacion se
ejecuta a través de TensorFlow y esta enfocada en machine learning y deep learning
(aprendizaje profundo), facilitando la programacion de redes neuronales artificiales.
Los pasos que se llevaron a cabo a la hora de entrenar cada una de las redes neuro-
nales fueron los siguientes.
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CAPITULO 5. PREDICCION DEL EXPONENTE DE HURST MEDIANTE
REDES NEURONALES ARTIFICIALES
5.1. METODOLOGIA

5.1. Metodologia

= Separar los datos de prueba y los de entrenamiento. Tomando en cuenta la
cantidad global de datos, la separacion fue de un 10 % y 90 % respectivamente.

= Convertir los datos de prueba y entrenamiento en arreglos de Numpy, ya que,
este es uno de los diversos objetos con los cuales Keras trabaja.

= Crear el modelo, configurar el nimero de neuronas, funciéon de activacion y
estructura de los datos de entrada.

= Definir el niimero de capas de la red.

= Configurar el entrenamiento del modelo, es decir, definir el optimizador y la
funciéon de costo.

= Entrenar el modelo y realizar pruebas con diferentes épocas de entrenamiento.
= Evaluar el error entre los datos de prueba y los predichos por el modelo.

» Graficar la funciéon de costo por cada época de los datos de prueba y entrena-
miento.

» Graficar los datos predichos por el modelo contra los datos de prueba.

5.2. Resultados

La red neuronal densa y LSTM que se utilizaron cuentan con 8 neuronas en la
capa de entrada, 8 neuronas en la capa intermedia y una neurona en la capa de
salida. Para la red neuronal convolucional (CNN) se utilizaron 4 filtros o ventanas
unidimesionales de 10 entradas que posteriormente se enlazan a una red densa de 8
neuronas en la capa intermedia y 1 neurona en la capa de salida. La configuracion
de las tres redes neuronales utilizadas se muestra en las siguientes tablas
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CAPITULO 5. PREDICCION DEL EXPONENTE DE HURST MEDIANTE
REDES NEURONALES ARTIFICTALES
5.2. RESULTADOS

‘ Clase ‘ Neuronas en capa de entrada | Primera capa de neuronas ‘ Funcién de activacion ‘ Neuronas de la capa de salida ‘

Dense | 8 8 Relu 1
LSTM | 8 8 Relu 1

Tabla 5.1

(lese | Ventanas | Filros de entrada | Funcion de activacion | Red enlazada | Primera Capa | Capa de Salida | Activacion de primera capa | Activacion de segunda capa

’ (W \ ! \ 0 \ Relu \ Dense \ ) \ l \ Relu \ Sigmoid ‘

Tabla 5.2

El nimero de neuronas asignadas en los algoritmos se determiné tras realizar
varias simulaciones. Se observé que en un rango menor y también mayor de ocho
neuronas las graficas de funcién de costo vs épocas eran similares a las graficas
correspondientes a ocho neuronas. Estos graficos fueron también el criterio para
determinar si era necesario o no entrenar las redes con més épocas. No se asignaron
mas épocas al entrenamiento cuando los gréaficos de funcién de costo vs épocas se
mantuvieron constantes. La funcién de coste utilizada fue el error medio absoluto
(MAE) y los resultados obtenidos se muestran en la tabla 5.3.

Tipo de red | Tiempo de computo para entrenaniento (segundos) | Error absoluto medio de los datos e prueba | Epocas | Dominio de las series
Dense 129.0 0. 100 | Temporal
Dense 263 013 100 | Frecuencias
[STM | 6759 0.061 20| Temporal
[STM | 6731 0.026 20| Frecuencas
(NN 825 0.3 15 | Temporal
(NN 309 0.35 15 | Frecuencias
CNN 368 0.073 200 | Temporal
(NN 3331 0.38 200 | Frecuencias
Tabla 5.3
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CAPITULO 5. PREDICCION DEL EXPONENTE DE HURST MEDIANTE

REDES NEURONALES ARTIFICTALES

5.2. RESULTADOS

Las graficas que representan las configuraciones descritas en las tablas son las

sigulentes
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Figura 5.3: Datos predichos contra datos de
prueba para una red neuronal LSTM.
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Figura 5.5: Datos predichos contra datos de
prueba para una red neuronal Convolucional
entrenada con 15 épocas

— ftrain
0.301 test

e A - )

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
epoch

Figura 5.2: Numero de épocas versus la fun-
cién de coste de una red neuronal densa.

0.250 1 test
0.225
0.200 A
0.175 — e — T
@
3
0.1504
0.125
0.100
0.075 4 «\\
0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5
epoch
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CAPITULO 5. PREDICCION DEL EXPONENTE DE HURST MEDIANTE

REDES NEURONALES ARTIFICTALES

5.2. RESULTADOS
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Figura 5.7: Datos predichos contra datos de
prueba para una red neuronal Convolucional
entrenada con 200 épocas.
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CAPITULO 5. PREDICCION DEL EXPONENTE DE HURST MEDIANTE
REDES NEURONALES ARTIFICTALES
5.2. RESULTADOS

Conclusion

Una vez generadas las series de tiempo y las tres redes neuronales artificiales, se
obtuvieron resultados que permiten presentar las siguientes conclusiones:

1. Las redes neuronales artificiales son eficientes en el andlisis de las series
temporales de expresion génica y en la prediccion del exponente de Hurst.

2. Normalizar las series de tiempo no generd ninguna mejora en las predicciones
del exponente de hurst.

3. Las predicciones que se realizaron utilizando las series de tiempo en el dominio
de frecuencias solo generaron una mejora significativa para la red neuronal

artificial LSTM.

4. Teniendo en cuenta el error absoluto medio de cada una de ellas, se observa
que la mas eficiente es la red neuronal convolucional (CNN) cuando se entrena
con las series temporales en el dominio del tiempo (ver Fig. 5.6).

5. Tomando en cuenta la rapidez de entrenamiento, los valores obtenidos en la
funcién de costo y la representacion grafica entre datos de prueba y datos
predichos . La red neuronal convolucional (CNN) parece ser la mejor can-
didata para futuras predicciones para las que se podria utilizar més de una
capa intermedia (aprendizaje profundo). Esto puede mejorar la precision en
situaciones en las que el ruido de las mediciones puede ser un problema.

6. La red convolucional utilizada, a pesar de su simplicidad, es capaz de determinar
el exponente de Hurst y la dimension fractal de las series temporales de expre-
sion génica. Esto abre la posibilidad de un rapido diagnostico de enfermedades
celulares para la detecciéon temprana de enfermedades como la esteroesclerosis
y el cancer.
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Apéndice A

Script en Python de Series de
Tiempo de Movimiento Browniano
Fractal

import numpy as np

from pylab import x

import matplotlib.pyplot as plt
from fbm import fbm

import pickle

import random

# Numero de realizaciones (Series de Tiempo)
r = 500

# r parametros de hurst entre 0.1 y 0.8
valores hurst = np.linspace (0.1,0.8 1)

# Devuelve una lista de longitud r de elementos unicos
elegidos de la secuencia de la poblacion "wvalores hurst”.

# Se wutiliza para el muestreo aleatorio sin reemplazo.

h = random.sample(list (valores hurst), r)

# Definimos la figura que va a contener las graficas de las
series

fig , axs = plt.subplots(r, figsize=(15, 50))
# Agregar a "lista" las series de tiempo con su respectivo H
lista = []

for j in range(0,r):
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APENDICE A. SCRIPT EN PYTHON DE SERIES DE TIEMPO DE
MOVIMIENTO BROWNIANO FRACTAL

serie _tiempo = fbm(hurst=h[j]|, n=500)
tupla (serie tiempo, hl[j])

lista .append(tupla)

axs|j|.plot(serie tiempo)

axs|j|.set title(’H_.=" + str(h[j]))

# Guardar datos (lista)
with open("NombreSeries. pickle", "wb") as f:
pickle .dump(lista , f)

# Graficar Series

fig .subplots adjust(hspace = 1, wspace=.001)
fig.suptitle ( 'FBM”)

plt .show ()
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Apéndice B

Script en Python de una Red
Neuronal Artificial Densa

import numpy as np

from pylab import x

import matplotlib.pyplot as plt

import pickle

import tensorflow as tf

import keras

from tensorflow.keras import layers

from tensorflow.keras import Sequential

from keras.layers import Dense, Dropout

from tensorflow.keras.optimizers import Adam
from sklearn.model selection import train test split

# Abrir datos

with open("Nombre. pickle", "rb") as f:
lista = pickle.load(f)

# Separar datos de FEntrenamiento y Prueba
train , test = train test split(lista , test size = 0.1)

# Separar los datos de las etiquetas

X _train = |]

y_train = []

for n in range (0, len(train)):
a = train|[n]|[0]
X _train.append(a)
b = train|n]|[1]

y _train.append(b)

35




APENDICE B. SCRIPT EN PYTHON DE UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL

DENSA
X test = |]
y_ test = []
for n in range (0, len(test)):
a = test[n]|[0]
X _test.append(a)
b = test|n]||[1]
y _test.append(b)
# Convertimos lista de datos a np.array
X train = np.array(x_train)
y train = np.array(y_ train)
X test = mnp.array(x_test)
y test = np.array(y test)
# Modelo Monocapa
modelo = Sequential ()
modelo.add (Dense (8, activation = ’‘relu’, input shape = (
x_train.shape|[1l],)))
modelo.add (Dense (8, activation = ’'relu’))

modelo . add (Dense (1))

modelo . summary ()

# Optimizador del modelo (configuracion de entrenamiento del

modelo )
opt = tf.keras.optimizers.Adam(clipvalue=1.0)
modelo.compile(loss = 'mae’, optimizer = opt)

# Entrenamiento

entrenamiento = modelo. fit (x_ train, y train, batch size = 1,
epochs = 100,
verbose = 1, validation data = (x_test,
y _test))
# Fvaluar la eficiencia del modelo
calificacion = modelo.evaluate(x_ test, y test, verbose = 1)
print ('Eficiencia’, calificacion)

#FExponente que predice el modelo

H predict = modelo. predict (x_test)

print ( 'Forma_de_la_prediccion:’, H_ predict.shape)
print ( ’Valor_que_se_predijo:’, H predict)

print (’Valor_de_prueba:’, y test)

#Valoracion de los datos
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APENDICE B. SCRIPT EN PYTHON DE UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL

DENSA
Forma x_train = | ’Forma_del_x_ train’, x train.shape|
Forma y train = | ’Forma_del_y train’, y train.shape|
Num_ Datos train = ["Ejemplos_usados_para_entrenar:_ ", len(
train) |
Num Datos test = ["Ejemplos_usados_para_test:", len(test)]|
Forma Prediccion = [’Forma_de_la_prediccion:’, H _ predict.
shape]
Valor Prediccion = |[’Valor_que_se_predijo:’, H_ predict]|
Valor Prueba = | ’Valor_de_prueba:’ | y test]
Eficiencia = | ’Eficiencia’, calificacion |

# Grafica de funcion de costo vs Numero de epocas
plt.plot (entrenamiento. history|’loss’|)

plt.plot (entrenamiento. history|’val loss’])
plt.ylabel(’loss’)

plt.xlabel (’epoch’)

plt.legend ([ "train’, ’test’], loc="upper_left’)
plt .show ()

# Grafica y_ test vs H_ predict
plt.scatter (y test, H predict)
plt.ylabel (’y test’)
plt.xlabel (’y predict’)

plt .show ()

# Guardar el Modelo
modelo.save (r’Direccion\NombreModelo.h5 ")
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Apéndice C

Script en Python de una Red
Neuronal Artificial LSTM

import numpy as np

from pylab import x

import matplotlib.pyplot as plt

import pickle

import tensorflow as tf

import keras

from tensorflow.keras import layers

from tensorflow.keras import Sequential

from keras.layers import LSTM

from tensorflow.keras.optimizers import Adam
from sklearn.model selection import train test split

# Abrir datos

with open("Series Frec(r=1000,n=500).pickle", "rb") as f:
lista = pickle.load(f)

# Separar datos de FEntrenamiento y Prueba
train , test = train test split(lista , test size = 0.1)

# Separar los datos de las etiquetas

X _train = |]

y_train = []

for n in range (0, len(train)):
a = train|[n]|[0]
X _train.append(a)
b = train|n]|[1]

y _train.append(b)
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LSTM

X test = |]

y_ test = []

for n in range (0, len(test)):
a = test[n]|[0]

X _test.append(a)
b = test|n]||[1]
y _test.append(b)

# Convertimos lista de datos a np.array

X train = np.array(x_train)
y train = np.array(y_ train)
X test = mnp.array(x_test)
y test = np.array(y test)

# Forma y longitud de los datos de prueba y entrenamiento
print ( 'Forma_del_x train’, x_train.shape)

print ( 'Forma_del_y train’, y train.shape)

print ("Ejemplos_usados_para_entrenar:", len(train))
print ("Ejemplos_usados_para_test:", len(test))

# Se modifica la forma de los arreglos x_train y z_test
X_train = x_train.reshape(x train.shape|[0], x_ train.shape
(1], 1)

X test = x_test.reshape(x test.shape|0|, x test.shape[l]|, 1)

# Modelo Recurrente

modelo = Sequential ()

modelo.add (LSTM(8, activation = ’relu’, return_ sequences =
True, input_ shape = (x_train.shape[l], 1)))

modelo.add (LSTM(8, activation = ’'relu’))

modelo.add (Dense (1))

modelo . summary ()

b

# Optimizador del modelo (configuracion de entrenamiento del

modelo)
opt = tf.keras.optimizers.Adam(clipvalue=1.0)
modelo . compile(loss = 'mae’, optimizer = opt)

# Entrenamiento

entrenamiento = modelo. fit (x train, y train, batch size = 7,
epochs = 20, verbose = 1, validation data = (x_test,
y_test))

# Fvaluar la eficiencia del modelo
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LSTM

calificacion = modelo.evaluate(x_ test, y test, verbose = 1)
print ('Eficiencia’, calificacion)

# Fxponente que predice el modelo

H predict = modelo. predict (x_test)

print ( 'Forma_de_la_prediccion:’, H_ predict.shape)
print ( ’Valor_que_se_predijo:’, H_ predict)

print ('Valor_de_prueba:’, y test)

# Grafica funcion de costo wvs numero de epocas
plt . figure (1)

plt.plot (entrenamiento. history|’loss’|)
plt.plot (entrenamiento. history|’val loss’])
plt.ylabel(’loss’)

plt.xlabel (’epoch’)

plt.legend ([ "train’, ’test’], loc="upper_left’)
plt .show ()

# Grafica y_test vs H_ predict
plt . figure (2)
plt.scatter (y test, H predict)
plt.ylabel (’y test’)
plt.xlabel (’y predict’)

plt .show ()

# Guardar el Modelo
modelo.save (r’Direccion\NombreModelo.h5 ")
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Apéndice D

Script en Python de una Red
Neuronal Convolucional

import numpy as np

from pylab import x

import matplotlib.pyplot as plt

import pickle

import tensorflow as tf

import keras

from keras import layers

from keras import Sequential

from keras.layers import MaxPoolinglD, Dropout, Dense,
Flatten

from keras.layers import ConvolutionlD as ConvlD

from sklearn.model selection import train test split

from tensorflow.keras.optimizers import Adam

# Abrir datos
with open("Series Frec(r=1000,n=500).pickle", "rb") as f:
lista = pickle.load(f)

# Separar datos de Entrenamiento y Prueba
train , test = train test split(lista , test size = 0.1)

# Separar los datos de las etiquetas

X _train = []

y_train = []

for n in range (0, len(train)):
a = train|n]|[0]
X _train.append(a)
b = train|n]|[1]
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APENDICE D. SCRIPT EN PYTHON DE UNA RED NEURONAL
CONVOLUCIONAL

y _train.append(b)

X_ test = |]

y_test = []

for n in range (0, len(test)):
a = test|[n][0]

X _test.append(a)
b = test|n]||[1]
y _test.append(b)

# Convertimos lista de datos a np.array

X _train = np.array(x_train)

y train = np.array(y_ train)

X _test = np.array(x_test)

y test = np.array(y_test)

# Forma y longitud de los datos de prueba y entrenamiento
print ( 'Forma_del_x_ train’, x train.shape)

print ( 'Forma_del_y train’, y train.shape)

print ("Ejemplos_usados_para_entrenar:", len(train))

print ("Ejemplos_usados_para_test:", len(test))

# Modelo CNN

modelo = Sequential ()

modelo.add (ConvlD(4, 10, activation = ’relu’, input shape =
(x_train.shape[l],1)))

modelo . add (MaxPoolinglD (pool size = 1))

# Capa que une la CNN a la red Densa
modelo.add (Flatten ())

# Modelo Denso

modelo.add (Dense (8, activation = ’relu’))
modelo.add (Dense (1, activation = ’sigmoid’))
modelo . summary ()

# Optimizador del modelo (configuracion de entrenamiento del

modelo )
opt = tf.keras.optimizers.Adam(clipvalue=1.0)
modelo.compile(loss = ’mae’, optimizer = opt)

# Entrenamiento
entrenamiento = modelo. fit (x train, y train, batch size = 1

epochs = 200, verbose 1_, validation data (x_test,
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CONVOLUCIONAL
y_test))
# Fvaluar la eficiencia del modelo
calificacion = modelo.evaluate(x_ test, y test, verbose = 1)

print (’Eficiencia’, calificacion)

# Erponente que predice el modelo
H predict = modelo. predict (x_test)
print ( 'Forma_de_la_prediccion:’, H predict.shape)
for i in range (len(H predict)):
print (H predict|[i],——=",y test|[i])

# Grafica funcion de costo

plt.figure (1)

plt.plot (entrenamiento. history | 'loss’|)
plt.plot (entrenamiento. history|’val loss’])
plt.ylabel(’loss )

plt.xlabel (’epoch’)

plt.legend ([ "train’, ’test’], loc="upper_left’)
plt .show ()

# Grafica y_test vs H_ predict
plt.figure (2)
plt.scatter (y test, H predict)
plt.ylabel(’y test’)
plt.xlabel (’y predict’)

plt .show ()

# Valoracion de los datos

Forma x train = [ ’Forma_del_x_train’, x_train.shape|

Forma y train = [ ’Forma_del_y train’, y_ train.shape|

Num_ Datos train = |’Ejemplos_usados_para_entrenar’,

len(train) |

Num_ Datos test = |[’Ejemplos_usados_para_test’, len(test)|

Forma Prediccion = [’Forma_de_la_prediccion:’, H predict.
shape|

Valor Prediccion = |[’Valor_que_se_predijo:’, H_ predict]|

Valor Prueba = [ ’Valor_de_prueba:’ | y test]

Eficiencia = |’ Eficiencia’, calificacion |

# Guardar el Modelo
modelo.save (r’Direccion\NombreModelo.h5 ")
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Script en Python para probar las
Redes Neuronales Artificiales
entrenadas

import numpy as np

from pylab import x

import matplotlib.pyplot as plt

import pickle

import tensorflow as tf

import keras

from tensorflow.keras import layers

from tensorflow.keras import Sequential

from keras.layers import Dense, LSTM, Dropout

from tensorflow.keras.optimizers import RMSprop, SGD, Adam
from sklearn.model selection import train test split

# Abrir datos
with open("NombreSeries", "rb") as f:

lista = pickle.load(f)

# Separar datos de Entrenamiento y Prueba
train , test = train test split(lista , test size = 0.005)

# Separar los datos de las etiquetas

X test = |]

y_test = []

for n in range (0, len(test)):
a = test|[n][0]

X _test.append(a)
b = test|n]|[1]
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y _test.append(b)

# Convertimos lista de datos a np.array
X test = np.array(x_test)
y test = np.array(y_ test)

# Se modifica la forma del arreglo x_test si la red es una
LSTM
X _ test = x_test.reshape(x test.shape|0], x test.shape[l], 1)

# Carga el modelo entrenado

new model = keras.models.load model(r’Direccion\NombreModelo
.h57)
# Compara los wvalores predichos por la red con los datos de
prueba
new predictions = new_ model. predict (x_test)
print ( 'Forma_de_la_prediccion:’, new predictions.shape)
print(’’)
print ('valor_que_se_predijo’,——>’ ’valor_de_prueba’)
print (')
for i in range (len(new predictions)):
print (new_predictions|[i], ——",y_test[i])
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