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Introducción

La teorı́a geométrica de grupos surge como una continuación del programa de Erlangen. Esta,
tiene como objetivo estudiar las interacciones algebraicas y geométricas de los grupos. Un pionero de
esta área es Max Dehn quien durante el siglo XX utiliza ideas geométricas y topológicas para estudiar
grupos discretos. Usualmente la teorı́a geométrica de grupos toma un objeto algebraico, un grupo, y lo
relaciona con objeto geométrico a partir de sus acciones, para posteriormente estudiar las propiedades
tanto algebraicas como geométricas del objeto y las relaciones entre ellas.

Entre 1943 y 1944 Heinz Hopf, demostró que si G es un grupo finitamente generado, entonces tiene
0,1,2 o una infinidad de fines. A partir de este teorema se tienen los siguientes casos. Si un grupo tiene
0 fines este es finito, si tiene 2 fines es virtualmente Z, es decir, estos grupos contienen un subgrupo
de ı́ndice finito isomorfo a Z. En 1971 John Robert Stallings demostró que si un grupo finitamente
generado tiene una cantidad infinita de fines, entonces este puede ser expresado como un producto
amalgamado o bien como una extensión HNN sobre grupos finitos. Ası́, resta estudiar y caracterizar
el caso de los grupos finitamente generados con un fin; conseguir una clasificación completa de estos
es un problema abierto. Sin embargo para atacarlo se ha intentado o bien estudiar nuevos invariantes
o estudiar familias restringidas. La intención de esta tesis es la de profundizar en el estudio de los
grupos con un fin y estudiar a una familia particular de estos.

Con el fin de comprender las ideas de la teorı́a de Bass-Serre el Capı́tulo 2 de este trabajo presenta
el Teorema de la Estructura para Amalgamas que da información sobre los productos amalgamados,
también se dan las nociones básicas de teorı́a de grafos al estilo Bass-Serre y se introduce el concepto
de grafo de grupos (un grafo con una estructura algebraica asociada determinada por los estabiliza-
dores de vértices y aristas de la acción de un grupo sobre un árbol). La Sección 1.3 ofrece un repaso
rápido sobre grupos hiperbólicos y la noción de fines de un grupo, conceptos fundamentales para en-
tender el teorema central de esta tesis.

En el Capı́tulo 2 se presentan una introducción a la teorı́a de Bass-Serre: se comienza por introdu-
cir la noción de grupo fundamental de un grafo de grupos y también se estudian los cubrientes de
estos grafos. En particular se desarrolla la teorı́a necesaria para entender el Teorema de la Estructura
de Grafos de Grupos, éste permite relacionar las descomposiciones de un grupo como un producto
amalgamado y las acciones del grupo mismo sobre árboles, permitiendo ver a cada descomposición
de un grupo como el grupo fundamental de un grafo de grupos y a la inversa cada acción de un grupo
dado sobre un árbol determinará una descomposición del grupo como producto amalgamado. Para
estudiar a las descomposiciones de un grupo a partir de sus acciones en árboles, en el Capı́tulo 3 se
estudia a los (A,H)-árbol en el sentido de Guirardel y Levitt, es decir a los árboles cuyos estabiliza-
dores aristas pertenecen a algún conjunto A y tales que los subgrupos pertenecientes al conjunto H
son elı́pticos (fijan un vértice) en el árbol asociado a alguna descomposición dada del grupo, después
se estudian las relaciones entre estos árboles y se definen las descomposiciones JSJ, árboles maxima-
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VI INTRODUCCIÓN

les respecto de la elipticidad de sus estabilizadores arista y vértice. En este trabajo serán de especial
interés las descomposiciones JSJ para grupos hiperbólicos libres de torsión dada por Bowdicth.

Para el Capı́tulo 4 se realiza un estudio de los grafos de espacios análogo, pero desde un punto de
vista topológico, al del Capı́tulo 2 que se realizó para grafos de grupos.

En la Sección 5.1 se presenta una caracterización para los grupos con un fin que son finitamente gene-
rados y tienen una descomposición cı́clica en términos de la descomponibilidad de los grupos vértice
del grupo dado relativa a los grupos arista incidentes, para demostrar esta proposición se utiliza la
herramienta aprendida en los Capı́tulos 2 y 4, se construye el árbol de Bass-Serre de las descomposi-
ciones cı́clicas de un grupo. Lo anterior permite determinar cuando un grupo con grupos arista cı́clicos
es libremente indescomponible.

Por un lado, es de interés estudiar a los subgrupos de un fin de grupos hiperbólicos y por otro, un
problema de interés para la topologı́a es el de estudiar a los grupos de superficie, es decir a los grupos
que son isomorfos al grupo fundamental de una superficie, de modo que se tiene la siguiente pregunta
atribuida a Gromov, ¿todo grupo hiperbólico con un fin es un grupo de superficie?, para el caso de
grupos fundamentales de 3-variedades cerradas e hiperbólicas Kahn and Markovic determinaron que
esta pregunta es equivalente a preguntarse, si todo grupo hiperbólico con un fin que no es virtualmente
un grupo de superficie contiene un subgrupo finitamente generado con un fin de ı́ndice finito. Para este
trabajo se estudia la respuesta de Henry Wilton a estas preguntas para grupos con una descomposición
en la que los grupos vértice son libres y los grupos arista son cı́clicos dada en el Teorema 5.3.7. La
demostración de este teorema tiene como piezas las descomposiciones JSJ de Bowditch para grupos
hiperbólicos, el criterio de descomposiciones libres de grafos de grupos con grupos vértice cı́clicos
relativo a los grupos arista incidentes dado por el Teorema 5.1.9 de la Sección 5.1 y el Teorema 5.2.34
sobre descomposiciones cı́clicas de grupos vértice en una descomposición JSJ de la Sección 5.2

El teorema central de este trabajo es el siguiente:

Teorema 5.3.7 Sea G el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice libres y con
grupos arista cı́clicos. Si G es hiperbólico y tiene un fin, entonces o bien G es el grupo fundamental
de una superficie cerrada o G tiene un subgrupo finitamente generado con un fin de ı́ndice infinito.

Para entender la demostración en la Sección 5.2 se trabaja a los grupos libres y se les asocia una
estructura periférica que consta de una colección de grupos cı́clicos, maximales y no conjugados a
pares del generado de algún subconjunto del grupo dado, se observa la relación de estas estructuras
con las clases de conjugación de grupos fundamentales de cuerpos con asas. Luego se estudia la
relación entre la descomponibilidad de particiones cı́clicas de un grupo relativas a alguna estructura
periférica asociada y las aristas separadoras en grafos de Whitehead. Finalmente partiendo de las
descomposiciones JSJ de Bowditch se obtiene el Teorema 5.3.7 que dice que un grupo hiperbólico
con un fin con una descomposición a un grafo de grupos con grupos vértice libres de rango finito y
grupos arista cı́clicos es o un grupo de superficie o tiene un subgrupo finitamente generado con un fin
de ı́ndice finito.
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Capı́tulo 1

Preliminares

En este capitúlo se comienza por dar el Teorema de la Estructura para Amalgamas que es de
suma importancı́a para entender los productos amalgamados. Posterioremente se definen los grafos
al estilo de Bass-Serre con los que se trabajará a lo largo del texto. Y se presentan dos invariantes
cuasiisométricos para grupos: la hiperbólicidad y el espacio de fines.

1.1. Teorema de la Estructura para Amalgamas.

Considérense una familia de grupos {Gi}i∈I y para cada (i, j) a Fij un conjunto de homomor-
fismos de Gi a Gj . Se desea construir un grupo G = ĺımGi y una familia de homomorfismos
fi : Gi −→ G tal que para toda fij ∈ Fij suceda que fj ◦ fij = fi y que cumpla la siguiente
propiedad universal: dados H un grupo y una familia de homomorfismos hi : Gi −→ H tal que para
toda fij ∈ Fij se tiene que hj ◦ fij = hi, entonces existe un único h : G −→ H tal que hi = h ◦ fi.

Gj

fj

�� hj

��

Gi

fij

>>

fi
//

hi

**

G

h

  
H

Al grupo G con la propiedad universal anterior lo llamaremos el lı́mite directo de {Gi}i∈I relativo
a Fij .

Propiedad 1.1.1. El par (G, {fi}i∈I) existe y es único salvo isomorfismo.

Sean un grupo dado A, una familia de grupos {Gi}i∈I y para cada i ∈ I un homomorfismo in-
yectivo fi : A −→ Gi. Se identifica a A con su imagen fi(A) bajo fi en Gi. Al lı́mite directo de la
familia (A,Gi) con respecto a la familia de homomorfismos {fi}i∈I se lo denota como ∗AGi y se le
llama amalgama, producto amalgamado, o suma amalgamada.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Si A = {1} el lı́mite directo anterior ∗Gi se le llama producto amalgamado libre o producto
libre de Gi.

Para cada i ∈ I tómese Si un conjunto de representantes de clases (derechas) de Gi módulo A (en
el sentido Gi/fi(A) = {fi(A)g : g ∈ Gi}). Considérese el morfismo siguiente:

A× Si −→ Gi

(a, s) 7−→ as,

éste es una biyección entre A× (Gi − {1}) y Gi −A.

Definición 1.1.2. Sea i = (i1, · · · , in) una sucesión de elementos ij ∈ I que satisfacen que para
n ≥ 0 y para 1 ≤ m ≤ n − 1 se tiene que im 6= im+1. Una palabra reducida de tipo i es una
secuencia:

m = (a; s1, · · · , sn),

donde a ∈ A y Sij son representantes de las clases Gi/fi(A) de modo que para toda j, sj ∈ Sij con
j 6= 1.

Notación 1.1.3. Se denotará por f (respectivamente a fi) el homomorfismo canónico de A (respecti-
vamente a Gi) en el grupo G = ∗AGi.

Ejemplo 1.1.4. Dados los grupos A = Z/2Z, G1 = Z/4Z, G2 = Z/6Z y los homomorfismos:

ϕ1 : A −→ G1 ϕ2 : A −→ G2

[1]2 7−→ [2]4 [1]2 7−→ [3]6

Luego, S1 = {[0]s1 , [1]s1} y S2 = {[0]s2 , [1]s2 , [2]s2}. Dada i = (1, 2, 1), obsérvese que estos son
elementos consecutivos distintos en {1, 2}, algunas palabras reducidas de tipo i son:

m = ([0]2; [1]s1 , [1]s2 , [1]s1)

m′ = ([1]2; [1]s1 , [2]s2 , [1]s1)

Ejemplo 1.1.5. Para los grupos A = {1}, G1 = G2 = G3 = Z y los homomorfismos:

ϕ1 : A −→ G1 ϕ2 : A −→ G2 ϕ3 : A −→ G3

1 7−→ 0 1 7−→ 0 1 7−→ 0

Se tiene que S1 = S2 = S3 = Z, si i = (2, 1, 3, 1), algunas palabras de tipo i son:

m = (1; 1, 1, 1, 1)

m′ = (1; 7, 9, 56, 1)

m′′ = (1; 2, 1, 3, 1)

Con todo lo anterior se está listo para entender el Torema de la Estructura de Amalgamas.

Teorema 1.1.6. Teorema de Estructura de Amalgamas.
Para toda g ∈ G existe una única secuencia i y una única palabra reducida m = (a : s1, · · · , sn)

de tipo i tal que:

g = f(a)fi1(s1) · · · fin(sn)
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1.2. Grafos.

1.2.1. Grafos y su realización geométrica.

En esta sección se dan las definiciones necesarias para entender el lenguaje de grafos que se usará
más tarde. También se presenta la definición de grafos de grupos y grafos de espacios.

Definición 1.2.1. Un grafo Ξ = (V (Ξ), E(Ξ), ∂0,−) consta de un par de conjuntos V (Ξ), A(Ξ) y
un par de morfismos:

∂0 : A(Ξ) −→ V (Ξ)

a 7−→ ∂0(a)

− : A(Ξ) −→ A(Ξ)

a 7−→ ā

que satisfacen que ā 6= a y ¯̄a = a. Los elementos de V (Ξ) se llaman vértices y los elementos de
A(Ξ) se llaman aristas. Dada una arista a ∈ A(Ξ), la arista ā es la arista inversa de a y ∂0(a) es el
vértice inicial de a. Además se define el morfismo ∂1 : A(Ξ) −→ V (Ξ) como ∂1(a) := ∂0(ā) y ∂1(a)
es el vértice final de a.

Definición 1.2.2. Dado un grafo Ξ una orientación de Ξ es un subconjunto A+ ⊆ A(Ξ) tal que
A(Ξ) = A+ tA+, donde A+ es el conjunto de aristas inversas de las aristas en A+.

Ejemplo 1.2.3. El grafo Ξ con conjunto de vértices V (Ξ) = {v1, v2}, conjunto de aristas A(Ξ) =
{a, ā} y en el que:

∂0 : A(Ξ) −→ V (Ξ)

a 7−→ v1

ā 7−→ v2

− : A(Ξ) −→ A(Ξ)

a 7−→ ā

ā 7−→ a

Figura 1.1: Grafo Ξ

El vértice inicial de la arista a es ∂0(a) = v1, el vértice final es ∂1(a) = v2 y la arista inversa es ā.
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Con esta definición de grafos se tienen grafos con una orientación y tales que para cada par de
vértices entre los cuales hay una arista hay también una arista inversa como se muestra en el ejemplo
anterior. Estos grafos pueden tener lazos y aristas múltiples.

Ejemplo 1.2.4. El Ξ grafo tal que V (Ξ) = {v1, v2, v3, v4} es el conjunto de vértices, A(Ξ) =
{a1, ā1, a2, ā2, a3, ā3, a4, ā4, a5, ā5, a6, ā6} es el conjunto de aristas, ∂0 : A(Ξ) −→ V (Ξ) se define
como ∂0(a1) = v2, ∂0(a2) = v3, ∂0(a3) = v2, ∂0(a4) = v4, ∂0(a5) = v3, ∂0(a6) = v2, ∂0(ā1) = v1,
∂0(ā2) = v1, ∂0(ā3) = v3, ∂0(ā4) = v3, ∂0(ā5) = v4, ∂0(ā6) = v2, y para cada i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}:

− : A(Ξ) −→ A(Ξ)

ai 7−→ āi

āi 7−→ ai

Figura 1.2: Grafo Ξ

Definición 1.2.5. Dado un grafo Ξ = (V (Ξ), E(Ξ), ∂0,−) un subgrafo Γ = (V (Γ ), E(Γ ), ∂′0,−′)
de Ξ es un grafo tal que V (Γ ) ⊂ V (Ξ), A(Γ ) ⊂ A(Ξ) y los morfismos son:

∂′0 : A(Γ ) −→ V (Γ )

a 7−→ ∂0(a)

−′ : A(Γ ) −→ A(Γ )

a 7−→ ā

Definición 1.2.6. Un grafo Ξ es simplicial si para toda arista a ∈ A(Ξ) se tiene que ∂0(a) 6= ∂1(a)
y si para cualesquiera v, v′ ∈ V (Ξ) se tiene que |{a ∈ A(Ξ) : ∂0(a) = v, ∂1(a) = v′}| ≤ 1.

Definición 1.2.7. La realización geométrica de un grafo Ξ se define como:

|Ξ| = V (Ξ)
⊔

(A(Ξ)× [0, 1])

∼
Donde ∼ está definida por las siguientes identificaciones:
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A(Ξ)× [0, 1] −→ A(Ξ)× [0, 1]

(a, t) 7−→ (ā, 1− t)

A(Ξ)× 0 −→ V (Ξ)

(a, 0) 7−→ ∂0(a)

Un grafo simplicial es aquel que no tiene lazos, ni aristas múltiples en su realización geométrica,
sin embargo el grafo como objeto abstracto tiene para cada arista una arista inversa, en este sentido las
realizaciones geométricas de grafos identifican en caso de existir, una arista a entre dos vértices v, v′

a las aristas a y ā.

Ejemplo 1.2.8. La realización geométrica |Ξ| del grafo Ξ del Ejemplo 1.2.3 es la que se muestra en la
Figura 1.3

Figura 1.3: Realización geométrica del grafo Ξ del Ejemplo 1.2.3.

Ejemplo 1.2.9. La realización geométrica |Ξ| del grafo Ξ del Ejemplo 1.2.4 es la que muestra en la
siguiente Figura 1.4

Figura 1.4: Realización geométrica del grafo Ξ el Ejemplo 1.2.4.

Definición 1.2.10. Dado un grafo Ξ y v, v′ ∈ V (Ξ) un camino de v a v′ es una secuencia finita
(posiblemente vacı́a) de aristas c = (a1, a2, · · · , an) tal que ∂0(a1) = v, ∂1(an) = v′, y tal que para
toda ai con i ∈ {1, 2, · · · , n} se tiene que ∂1(ai) = ∂0(ai+1). Si la secuencia es vacı́a se le llama
camino constante. Un camino que va de algún v ∈ V (Ξ) en sı́ mismo es un camino cerrado.

Definición 1.2.11. La longuitud de un camino c = (a1, a2, · · · , an) es la cardinalidad del conjunto
de aristas que lo determina |{a1, a2, · · · , an}|. La longuitud de un camino constante es 0.

Definición 1.2.12. Un grafo Ξ es conexo si para cualesquiera v, v′ ∈ V (Ξ) existe un camino de v a
v′. Y es disconexo si existen v, v′ ∈ V (Ξ) tales que no existe un camino de v a v′.
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Definición 1.2.13. La valencia de un vértice v ∈ V (Ξ) de un grafo es:

val(v) := |{a ∈ A(Ξ) : ∂0(a) = v}|

Definición 1.2.14. Dado un grafo Ξ un ciclo es un camino cerrado no constante c = (a1, a2, · · · , an)
donde para toda i ∈ {1, · · · , n} se tiene que āi 6= ai+1.

Ejemplo 1.2.15. Sea Ξ el grafo cuya realización geométrica es el grafo que se muestra en la Figura
1.5.

Figura 1.5: Realización geométrica del grafo Ξ.

Aquı́ se tiene que val(v1) = 5, val(v2) = 0 y val(v3) = 2. El grafo Ξ está dotado con un orienta-
ción en las aristas determinada por el morfismo ∂0 asociado al grafo. En la Figura 1.6 para representar
esta orientación el inicio de la flecha sobre alguna arista a representa a ∂0(a) el vértice inicial de la
arista a y el final de la flecha representa a ∂1 el final de la arista a. Luego c = (a5, ā6, a8, a9, a1) es
un camino de v8 a v6.

Figura 1.6: Realización geométrica del grafo Ξ.

En la Figura 1.7 se muestra un camino c′ = (ā2, a3, a5, ā6, a8, a9) de longuitud 6 que es un cı́clo.
Además el grafo Ξ es un grafo disconexo puesto que tiene un vértice de valencia 0 y no existe ningún
camino de éste a cualquier otro vértice.
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Figura 1.7: Camino c′.

En la Figura 1.8 se muestran los caminos c y c′ en la realización geométrica del grafo Ξ.

Figura 1.8: Caminos c y c′ en la realización geométrica del grafo Ξ.

Los siguientes conceptos serán de útilidad en el Capı́tulo 5 Sección 5.2.

Definición 1.2.16. Dado un grafo Ξ. Una arista a ∈ A(Ξ) es una arista incidente al vértice v ∈ V (Ξ)
si ∂0(a) = v o bien ∂1(a) = v

Notación 1.2.17. Dado un grafo Ξ y un vértice v ∈ V (Ξ) denotaremos al conjunto de aristas inci-
dentes en v por:

I(v) := {a ∈ A(Ξ) : ∂0(a) = v ∨ ∂1(a) = v}

Definición 1.2.18. Dado Ξ un grafo un vértice v ∈ V (Ξ) es un vértice corte si Ξ \ (I(v)∪ {v}) tiene
más componentes conexas que Ξ.

Ejemplo 1.2.19. Si se considera al grafo Ξ de la Figura 1.9 el vértice v es un vértice de corte puesto
que Ξ es conexo y Ξ \ (I(v) ∪ {v}) tiene dos componentes conexas.
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Figura 1.9: Grafo Ξ con un vértice de corte v yΞ \ (I(v) ∪ {v}).

1.2.2. Árboles y colapsos.

Para el estudio de las particiones de un grupo como producto amalgamado dado por la Teorı́a de
Bass-Serre el concepto de árbol es fundamental.

Definición 1.2.20. Un grafo T es un árbol si es no vacı́o, simplicial, conexo y no tiene cı́clos. Dado
un árbol T un subárbol T ′ de T es un subgrafo de T que es un árbol.

Definición 1.2.21. Sea T un árbol y C := {Tλ}λ∈∆ una colección de subárboles de T tal que para
toda λ, ν ∈ ∆ distintos V (Tλ) ∩ V (Tν) = ∅. Se define al TC colapso de T por C como el grafo
simplicial con vértices V (TC ) = V (T )/ ∼, donde∼ está definida por la relación: para v, v′ ∈ V (T )
se tiene que v ∼ v y que v ∼ v′ si existe λ ∈ ∆ tal que v, v′ ∈ Tλ. Y las aristas A(TC )) se definen
como: dados [v1], [v2] ∈ V (TC ) distintos, ([v1], [v2]) ∈ A(TC ) si existen v′1 ∈ [v1] y v′2 ∈ [v2] tal que
(v′1, v

′
2) ∈ A(T ).

Ejemplo 1.2.22. Si se tiene el grafo T cuya realización geométrica se muestra en la Figura 1.10 éste
es un árbol, los subgrafos T1, T2, T3 y T4 son una familia de subárboles de T .

Figura 1.10: Árbol T y sus subárboles T1, T2, T3 y T4.

La Figura 1.11 muestra el colapso de T por la familia de subárboles .
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Figura 1.11: Colapso de T por C = {T1, T2, T3, T4}.

Lema 1.2.23. Dado T un árbol, el colapso de T por alguna familia C es un árbol.

1.3. Geometrı́a a gran escala.

En esta sección se estudiará la geometrı́a a gran escala de los grupos. Dados (X, dX) y (Y, dY )
dos espacios métricos, una función f : X −→ Y está a distancia finita de otra función g : X −→ Y ,
si existe c ∈ R>0 tal que para toda x ∈ X:

dY (f(x), g(x)) 6 c.

Una función f : X −→ Y es un encaje cuasiisométrico, si existen c > 1 y b ∈ R+
⋃
{0} tales

que para cualesquiera x, x′ ∈ X :

1

c
· dX(x, x′)− b ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ c · dX(x, x′) + b.

Se dice que f es una cuasiisometrı́a si es un encaje cuasiisométrico para el cual existe una cua-
siinversa, es decir, si existe un encaje cuasiisométrico g : Y −→ X tal que g ◦ f está a distancia finita
de idY y f ◦ g está a distancia finita de idX . Luego dos espacios métricos serán cuasiisométricos
si existe una cuasi-isometrı́a entre ellos. Este capı́tulo se estudiaran dos invariantes cuasiisométricos
para grupos, los fines y la hiperbólicidad.

Dado que el problema de caracterización de los grupos con un fin es un problema abierto, será de
interés estudiar grupos con un fin y algunas otras propiedades adicionales, en particular a los grupos
hiperbólicos con un fin.

1.3.1. Grupos hiperbólicos

En esta subsección se hará un breve recordatorio de cómo se define la noción de hiperbolicidad
para grupos y de algunas propiedades interesantes de estos grupos.

La noción de hiperbolicidad surge como consecuencia del estudio de las geometrı́as no euclidea-
nas, en especial está intimamente ligada con los espacios de curvatura negativa en la que los triángulos
son δ-delgados. Para estudiar a los espacios hiperbólicos es escencial considerar un espacio métrico
geodésico y definir a los trı́angulos delgados.
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Definición 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea L ∈ R+. Un segmento geodésico en X es un
encaje isométrico γ : [0, L] −→ X , donde [0, L] está dotado con la métrica euclideana. Se dirá que
γ(0) es el punto inicial y γ(L) es el punto final del segmento geodésico.

Un espacio métrico (X, d) será un espacio geodésico, si para cualesquiera dos puntos x, x′ ∈ X
existe un segmento geodésico entre ellos tal que γ(0) = x y γ(L) = x′. Con esto podemos definir a
los triángulos dentro de nuestro espacio.

Definición 1.3.2. SeaX un espacio métrico. Un triángulo geodésico es una tercia (ϕ1, ϕ2, ϕ3) donde
ϕ1 : [0, L1] −→ X , ϕ2 : [0, L2] −→ X y ϕ3 : [0, L3] −→ X son segmentos geodésicos y tales que
ϕ1(L1) = ϕ2(0), ϕ2(L2) = ϕ3(0) y ϕ3(L3) = ϕ1(0).

De la geometrı́a euclideana se sabe que en los espacios hiperbólicos la suma de los ángulos interio-
res de un triángulo es menor a 180 grados, esto puede enunciarse en terminos de triángulos δ-delgados.

Definición 1.3.3. Dado δ ≥ 0, un triángulo geodésico 4 = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) es un triángulo δ-delgado
si:

im(ϕ1) ⊆ Bδ(im(ϕ2) ∪ im(ϕ3)),

im(ϕ2) ⊆ Bδ(im(ϕ1) ∪ im(ϕ3)),

im(ϕ3) ⊆ Bδ(im(ϕ1) ∪ im(ϕ2)).

Figura 1.12: Triángulo δ-delgado.

Con esta noción de triángulos se define a los espacios hiperbólicos como sigue.

Definición 1.3.4. Dado δ ≥ 0. Un espacio geodésico X es un espacio δ-hiperbólico si todo triángulo
geodésico es un triángulo δ-delgado.

Un espacio geodésico X es un espacio hiperbólico si existe un δ ≥ 0 tal que X es δ-hiperbólico
y a δ se le llama constante de hiperbolicidad.

Ejemplo 1.3.5. La linea real R con la métrica euclideana es un espacio 0-hiperbólico, el plano hi-
perbólicoH2 es hiperbólico. La realización geométrica del grafo de un árbol T es 0-hiperbólico. Y R2

no es hiperbólico.

Para llevar la noción de hiperbolicidad al terreno de los grupos es necesario dotarlos de una métri-
ca, esto se hace usando a los grafos de Cayley de un grupo dotados de la métrica de caminos.
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Definición 1.3.6. Sea G un grupo y S ⊂ G un conjunto generador de G. El grafo de Cayley de G
con respecto al conjunto generador S es la realización geométrica del grafo simplicial Cay(G,S)
donde el conjunto de vértices es V (Cay(G,S)) = G y el conjunto de aristas es:

A(Cay(G,S)) = {(g, g · s) | g ∈ G, s ∈ (S ∪ S−1)− {1}}.

y donde:
∂0 : A(Cay(G,S)) −→ V (Cay(G,S))

(g, g · s) 7−→ g

− : A(Cay(G,S)) −→ A(Cay(G,S))

(g, g · s) 7−→ (g · s, g)

A estos grupos se los dotará de la métrica de las palabras.

Definición 1.3.7. Sea G un grupo y S ⊂ G un conjunto generador de G. La métrica de las palabras
ds en G con resperto a S es la métrica en G asociada con el grafo Cay(G,S), en otras palabras
para cualesquiera g, h ∈ G se tiene que:

ds(g, h) = mı́n{n ∈ N | ∃s1, s2, · · · , sn ∈ S ∪ S−1, g−1 · h = s1 · s2 · · · · · sn}

Obsérvese que ds coincide con la métrica en Cay(G,S). Todo lo anterior permite definir cuando
un grupo es hiperbólico.

Definición 1.3.8. Un grupo G finitamente generado por un conjunto S es un grupo hiperbólico si
Cay(G,S) es hiperbólico. DondeCay(G,S) tiene la métrica inducida de identificar las realizaciones
geométricas de las aristas con el intervalo [0, 1].

Dado un grupo finitamente generado cada conjunto generador determina un grafo de Cayley; pue-
de suceder que los grafos de Cayley con respecto a dos conjuntos generadores S y S′ distintos no sean
isomorfos, sin embargo estos serán cuasiisométricos. Que la noción de hiperbolicidad para grupos es
un invariante cuasiisométrico se puede consultar en [7], de modo que la noción de hiperbolicidad para
grupos finitamente generados queda bien definida.

A continuación se enunciarán una serie de teoremas interesantes sobre grupos hiperbólicos que
pueden consultarse en [7], [2] y [6]. Estos grupos son fintamente presentados y pueden estudiarse a
tráves de sus presentaciones de Dehn.

Teorema 1.3.9. Sea G un grupo hiperbólico, entonces G tiene una presentación de Dehn, en particu-
lar es finitamente presentado.

Teorema 1.3.10. Sea G un grupo finitamente generado, entonces G es hiperbólico si y sólo si G
admite una presentación de Dehn.

Estos grupos tienen problema de la palabra soluble como consecuencia de tener una presentación
de Dehn, más aún los grupos hiperbólicos tienen problema del isomorfismo y problema de conjugación
solubles.

Teorema 1.3.11. Si G es hiperbólico, entonces tiene problema de la palabra soluble.

Teorema 1.3.12. Si G es un grupo hiperbólico, entonces tiene problema de conjugación e isomorfis-
mos solubles.
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Algunas otras propiedades inherentes a la estructura algebraica de estos grupos puede verse en los
siguientes teoremas.

Teorema 1.3.13. Sea G un grupo hiperbólico y g ∈ G de orden infinito, entonces CG(g) el centrali-
zador de g tiene a 〈g〉 como subgrupo de ı́ndice finito.

Teorema 1.3.14. Sea G un grupo hiperbólico. Luego, tiene únicamente una cantidad finita de clases
de conjugación de subgrupos finitos.

Teorema 1.3.15. Sea G un grupo hiperbólico y H un subrgupo de G. Luego H cumple una de las
siguientes:

El subgrupo H es finito.

El subgrupo H es virtualmente Z.

Existe F un sugrupo de H tal que F es isomorfo a un grupo libre en dos generadores.

Otras propiedades interesantes de estos grupos son que los grupos fundamentales de variedades
cerradas con curvatura seccional constante negativa son hiperbólicos y que los grupos hiperbólicos no
contienen subgrupos de Baumslag–Solitar. En especial el Teorema 5.3.7 principal de este trabajo nos
da información sobre los grupos hiperbólicos con un fin.

1.3.2. Espacio de fines

La noción de espacio de fines, es un concepto que en un sentido topólogico captura y formaliza la
idea de las “direcciones para ir al infinito”. El espacio de fines permite asociar a un espacio métrico un
espacio topológico, de tal manera que todos los objetos cuasiisométricos pertenecientes a un espacio
métrico tengan espacios de fines asociados homeomorfos. En el caso de los grupos el espacio de fines
de un grupo queda inducido por el grafo de Cayley de un grupo dotado de la métrica de las palabras.
Heinz Hopf demostró que los grupos tienen 0,1,2 o una infinidad de fines. Si tienen 0 son grupos
finitos, si tienen 2 son virtualmente Z. Como resultado del Teorema de Stallings 5.1.1 se tiene que si
un grupo tiene una infinidad de fine este se parte sobre un finito. Sin embargo no hay una clasificación
completa de los grupos con un fin de modo que su estudio da pie a muchas preguntas abiertas.

Para definir el espacio de fines asociado a un espacio métrico, es esencial definir clases de equiva-
lencia de rayos que van al infinito.

Definición 1.3.16. Dado X un espacio topológico. Un rayo propio en X es una función continua
r : [0,∞) −→ X tal que para cualquier K ⊂ X compacto la preimagen r−1(K) ⊂ [0,∞) es un
conjunto compacto.

Definición 1.3.17. Dados dos rayos propios r, r′ : [0,∞) −→ X , estos representan el mismo fin de
X si para todo conjunto compacto K ⊂ X existe un t ∈ [0,∞) tal que r([t,∞)) y r′([t,∞)) están
en la misma componente conexa por caminos de X\K.

Es un ejercicio técnico usual constatar que repesentar el mismo fin es una relación de equivalencia.

Definición 1.3.18. Sea X un espacio topológico. Si r : [0,∞) −→ X es un rayo propio, entonces
end(r) denotará el conjunto de todos los rayor propios que representan el mismo fin que r.

El espacio de fines de X se define como:
Ends(X) := {end(r) : r : [0,∞) −→ X es un rayo propio en X.}.
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Usando la Definición 1.3.6 de grafo de Cayley puede definirse la noción de espacio de fines para
un grupo.

Definición 1.3.19. Si G es un grupo finitamente generado. El espacio Ends(G) de fines un grupo G,
(o bien los fines del grupo G) , se define como Ends(|Cay(G,S)|), donde S es algún subconjunto
generador de G.

Ejemplo 1.3.20. El grupo libre en n > 1 generadores Fn tiene una infinidad de fines. El grupo de los
números enteros Z tiene dos fines. Para toda n > 1 el grupo Zn tiene un fin. El grupo de permutaciones
en 3 elementos S3 tiene 0 fines. Y los grupos de superficies cerradas de con caracteristica de Euler
menor o igual a 0 tienen un fin.
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Capı́tulo 2

Teorı́a de Bass-Serre

En este Capı́tulo se estudia la Teorı́a de Bass-Serre que estudia las propiedades algebraicas de los
grupos que actúan por automorfismos sobre árboles simpliciales. Esta teorı́a relaciona las acciones de
grupos sobre árboles con particiones de grupos como productos amalgamados a tráves del concepto
de grupo fundamental de un grafo de grupos.

2.1. Grafos de grupos.

En esta sección se presenta el concepto de grafo de grupos.

Definición 2.1.1. Un grafo de grupos es una cuarteta:

(Ξ, {Gv}v∈V (Ξ), {Ga}a∈A(Ξ), {γa : Ga −→ G∂1(a)}a∈A(Ξ)).

Donde Ξ es un grafo, {Gv}v∈V (Ξ) es una familia de grupos indexada por el conjunto de vértices
del grafo dado, {Ga}a∈A(Ξ) es una familia de grupos indexada por el conjunto de aristas de Ξ,
{γa : Ga −→ G∂1(a)}a∈A(Ξ) una familia de monomorfismos indexada por el conjunto de aristas de
Ξ, y donde además se cumple que para toda a ∈ A(Ξ) se tiene que Ga = Gā.

La idea intuitiva de un grafo de grupos, es tomar la realización geométrica de un grafo cualquiera
y asignar grupos a los vértices y aristas, de tal manera que se tenga un monomorfismo de los grupos
arista a los grupos correspondientes al vértice terminal de la misma. Esta condición nos dirá que
los grupos arista deben ser subgrupos de los grupos vértice que determinan la arista. Más aún está
asignación es tal que los grupos arista Ga y Gā son el mismo, sin embargo los morfismos γa y γā no
necesariamente son los mismos.

Ejemplo 2.1.2. Considérese el siguiente grafo Ξ = (V (Ξ), A(Ξ), ∂0, · ) donde V (Ξ) = {v1, v2, v3, v4}
y A(Ξ) = {a1, a2, a3, a4, ā1, ā2, ā3, ā4} tales que ∂0(a1) = ∂0(a2) = v2, ∂0(a3) = ∂0(a4) = v3,
∂1(a1) = ∂1(a3) = v1, ∂1(a2) = v3 y ∂1(a4) = v4, cuya realización geométrica es la que se muestra
en la Figura 2.1:

15
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Figura 2.1: Grafo Ξ

A partir de éste se puede construir un grafo de grupos, asigando como se muestra en la Figura 2.2
grupos a los vértices y aristas.

Figura 2.2: Grupos vértice y grupos arista asociados al grafo Ξ

De modo que los grupos vértices son Gv1 = Z2, Gv2 = Z, Gv3 = Z12, Gv4 = Z6, los grupos
arista son Ga1 = {e}, Ga2 = {e}, Ga3 = Z2, Ga4 = Z3 y la familia de monomorfismos asociada a
este grafo es:

γā1 : Gā1 = {e} −→ G∂1(ā1) = Z

e 7−→ 0

γa1 : Ga1 = {e} −→ G∂1(a1) = Z2

e 7−→ [0]2

γā2 : Gā2 = {e} −→ G∂1(ā2) = Z

e 7−→ 0

γa2 : Ga2 = {e} −→ G∂1(a2) = Z12

e 7−→ [0]12

γā3 : Gā3 = Z2 −→ G∂1(ā3) = Z12

[1]2 7−→ [6]12

γa3 : Ga3 = Z2 −→ G∂1(a3) = Z2

[1]2 7−→ [1]2
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γā4 : Gā4 = Z3 −→ G∂1(ā4) = Z12

[1]3 7−→ [4]12

γa4 : Ga4 = Z3 −→ G∂1(a4) = Z6

[1]3 7−→ [2]6

Ejemplo 2.1.3. Otro ejemplo es asociar al grafo de la Figura 2.3:

Figura 2.3: Grafo Ξ

El grafo de grupos de la Figura 2.4, donde todos los monomorfismos son triviales.

Figura 2.4: Grafo de grupos asociado a Ξ

2.2. Grupo Fundamental de un Grafo de Grupos.

Se define el grupo fundamental de un grafo de grupos de dos maneras distintas pero equivalentes,
en términos de caminos de tipo c o respecto a un árbol maximal, ambas definiciones corresponden al
lı́mite directo de la colección de los grupos vértice y arista respecto de la familia de monomorfismos
asociada al grafo de grupos.

Considérese a Ξ un grafo conexo y no vacı́o. Y sea

G = (Ξ, {Gv}v∈V (Ξ), {Ga}a∈A(Ξ), {γa : Ga −→ G∂1(a)}a∈A(Ξ)),

el grafo de grupos asociado a éste. Donde:

γa : Ga −→ G∂1(a)

g 7−→ γa(g)
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Definición 2.2.1. El grupo F (G,Ξ) se define como el grupo generado por los gruposGv y las aristas
a ∈ A(Ξ), sujeto a las relaciones:

ā = a−1 aγa(g)a−1 = γā(g)

con a ∈ A(Ξ) y g ∈ Ga.

Observación 2.2.2. Si se tiene un grafo de grupos con grupos vértice Gv1 , · · · , Gvn y m arista en-
tonces, el grupo Γ es el producto libre de los grupos vértice y el grupo libre con base A(Ξ), es decir
Γ := Gv1 ∗ · · · ∗Gvn ∗ Fm, el grupo F (G,Ξ) se define como:

F (G,Ξ) =
Γ

〈〈aā, aγa(g)a−1(γā(g))−1 : a ∈ A(Ξ), g ∈ Ga〉〉

Definición 2.2.3. Sea T un árbol maximal de Γ. El grupo fundamental π1(G,Ξ, T ) de Ξ en T es:

π1(G,Ξ, T ) =
F (G,Ξ)

〈〈a : a ∈ A(T )〉〉

Ejemplo 2.2.4. Dado el grafo Ξ de la Figura 2.5:

Figura 2.5: Grafo Ξ

Considérese el grafo de grupos G cuya realización geométrica es la Figura 2.6, con morfismos

γa : Z2 −→ Z6 γā : Z2 −→ Z4

[1]2 7−→ [3]6 [1]2 7−→ [2]4

Figura 2.6: Grafo de grupos

A continuación se realizan los cálculos para obtener el grupo fundamental del grafo G. Nótese que
en este ejemplo T = Ξ.

F (G,Ξ) =
Z6 ∗ Z4 ∗ 〈a, ā〉

〈〈aā, aγa(g)a−1(γā(g))−1 | a ∈ A(Ξ), g ∈ Z2〉〉

=
〈x, y, a, ā | x6, y4〉
〈〈aā, ax3a−1y−2〉〉

= 〈x, y, a | x6, y4, ax3a−1y−2〉

π1(G,Ξ,Ξ) =
〈x, y, a | x6, y4, ax3a−1y−2〉

〈a | a ∈ A(Ξ)〉

= 〈x, y | x6, y4, x3y−2〉 ∼= Z4 ∗Z2 Z6
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Ejemplo 2.2.5. Dado el grafo de grupos G de la Figura 2.7 con grafo asociado Ξ y con familia de
morfismos triviales.

Figura 2.7: Grafo de grupos Ξ y grafo de grupos G.

Los cálculos correspondientes al grupo fundamental de éste son:

F (G,Ξ) =
Z2 ∗ Z4 ∗ Z6 ∗ 〈a1, ā1, a2, ā2, a3, ā3〉

〈〈aā, aγa(g)a−1(γā(g))−1 | a ∈ A(Ξ), g ∈ {1}〉〉

= 〈x, y, z | x2, y4, z6〉 ∗ 〈a1, a2, a3〉

Y si T es el subárbol de Ξ con aristas a1, a2, entonces:

π1(G,Ξ, T ) =
〈x, y, z | x2, y4, z6〉 ∗ 〈a1, a2, a3〉

〈a | a ∈ A(T )〉

=
〈x, y, z | x2, y4, z6〉 ∗ 〈a1, a2, a3〉

〈a1, a2〉
∼= Z2 ∗ Z4 ∗ Z6 ∗ Z

Ejemplo 2.2.6. Dado el grafo de grupos G de la Figura 2.8 con grafo asociado Ξ y con morfismos:

γa2 : Z2 −→ Z4 γa2 : Z2 −→ Z6

[1]2 7−→ [2]4 [1]2 7−→ [3]6

Y el resto morfismos triviales.

Figura 2.8: Grafo de grupos Ξ y grafo de grupos G.

Los cálculos correspondientes al grupo fundamental de éste son:
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F (G,Ξ) =
Z7 ∗ Z6 ∗ Z4 ∗ 〈a1, ā1, a2, ā2, a3, ā3〉

〈〈aā, aγa(g)a−1(γā(g))−1 | a ∈ A(Ξ), g ∈ Ga〉〉

=
〈x, y, z | x7, y4, z6〉 ∗ 〈a1, a2, a3〉

〈〈a2y2a−1
2 z−3〉〉

= 〈x, y, z, a1, a2, a3 | x7, y4, z6, a2y
2a−1

2 z−3〉
Si T es el subárbol de Ξ con aristas a1, a2, entonces:

π1(G,Ξ, T ) =
〈x, y, z, a1, a2, a3 | x7, y4, z6, a2y

2a−1
2 z−3〉

〈a | a ∈ A(T )〉

=
〈x, y, z, a1, a2, a3 | x7, y4, z6, a2y

2a−1
2 z−3〉

〈a1, a2〉
= 〈x, y, z, a3 | x7, y4, z6, y2z−3〉

Y si se considera al árbol T ′ con aristas a2, a3 se tiene que:

π1(G,Ξ, T ′) =
〈x, y, z, a1, a2, a3 | x7, y4, z6, a2y

2a−1
2 z−3〉

〈a | a ∈ A(T ′)〉

=
〈x, y, z, a1, a2, a3 | x7, y4, z6, a2y

2a−1
2 z−3〉

〈a2, a3〉
= 〈x, y, z, a1 | x7, y4, z6, y2z−3〉

A continuación se presenta la definición del grupo fundamental de grafo de grupos en terminos de
caminos. Sea c un camino en Ξ un grafo con origen en el vértice v0 y sean a1, a2, · · · , an las aristas
que determinan el camino c, se denotará por:

vi = ∂0(ai+1) = ∂1(ai)

Definición 2.2.7. Una palabra de tipo c en F (G,Ξ) es un par (c, µ) donde µ = (r0, · · · , rn) es una
secuencia de elementos ri ∈ Gvi . El elemento:

|c, µ| = r0a1r1a2 · · · anrn
de F (G,Ξ) se dice estar asociado con la palabra (c, µ).

Definición 2.2.8. Sean G un grafo de grupos y v0 ∈ V (Ξ) un vértice de Ξ. Se define a π1(G,Ξ, v0) el
grupo fundamental de (G,Ξ) como:

π1(G,Ξ, v0) = {|c, µ| ∈ F (G,Ξ) : ∂0(a1) = v0 ∧ ∂1(an) = v0}

Observación 2.2.9. Si ga denota la imagen de a en π1(G, Y, T ), el grupo π1(G, Y, T ) está generado
por los grupos Gv y los elementos ga sujetos a las relaciones:

gaγa(g)g−1
a = γā(g), gā = g−1

a

si a ∈ A(Ξ) y g ∈ Ga y:

ga = 1,

si a ∈ A(T ). En particular se tiene que γa(g) = γā(g) si a ∈ A(T ) y g ∈ Ga.
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2.3. Cubrientes de Grafos de Grupos.

Dado un grafo de grupos:

G = (Ξ, {Gv}v∈V (Ξ), {Ga}a∈A(Ξ), {γa : Ga −→ G∂1(a)}a∈A(Ξ)),

con Ξ conexo, T un árbol maximal en Ξ y a A+ una orientación en Ξ.

En esta sección se va a construir el cubriente universal del grafo de grupos G, este objeto será un
grafo que se denotará como G̃ = G̃(Ξ, T ). Deseamos que π = π1(G,Ξ, T ) el grupo fundamental de
G respecto de T actúe en G̃, que exista un morfismo p : G̃ −→ Ξ tal que induzca un isomorfismo
π \ G̃−̃→Ξ y un par de secciones:

V (Ξ) −→ V (G̃) A(Ξ) −→ A(G̃)

v 7−→ ṽ a 7−→ ã

Para comenzar con la construcción del objeto deseado se define para cada a ∈ A(Ξ) la siguiente
función:

e(a) =


0 si a ∈ A+,

1 si a /∈ A+.

Por |a| se denotará una de las aristas a, ā que pertenece a A+.
Además, se denotará como πṽ al estabilizador de ṽ respecto de π y como πã al estabilizador de ã

respecto de π.
Si v ∈ V (Ξ), es deseable que Gv = πṽ. Análogamente, si a ∈ A(Ξ), se desea que:

πã = γw(Gw) ≤ G∂0(w)

Donde w = |a| y γw(Gw) es la imagen de Gw bajo el morfismo asociado al grafo de grupos
γw : Gw −→ G∂0(w).

Es preciso notar que dada la acción de π en el grafo G̃ esta acción induce un grafo cociente tal que:

V (π \ G̃) = {π · ṽ | ṽ ∈ V (G̃)},

A(π \ G̃) = {π · ã | ã ∈ A(G̃)}.

Y recordar que si {v1, v2} es una arista de Ξ, entonces {π · ṽ1, π · ṽ2} es una arista del grafo
cociente.

Obsérvese que π/πṽ y π/πã son:

π/πṽ = {g · πv̂ | g ∈ π}

π/πã = {g · πã | g ∈ π}

Las condiciones anteriores forzan a V (G̃) a ser la unión disjunta de las orbitas π · ṽ ' π/πṽ y a
A(G̃) a ser la unión disjunta de π · ã ' π/πã. Por lo tanto los vértices y aristas del grafo cubriente
serán:

V (G̃) =
⊔

v∈V (Ξ)

π/πṽ =
⊔

v∈V (Ξ)

π1(G,Ξ, T )/Gv '
⊔

v∈V (Ξ)

π · ṽ,
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A(G̃) =
⊔

a∈A(Ξ)

π/πã =
⊔

a∈A(Ξ)

π1(G,Ξ, T )/γw(Gw) '
⊔

a∈A(Ξ)

π · ã,

donde:
πṽ = Gv πã = γw(Gw),

Resta definir gã, ∂0(gã) y ∂1(gã), para g ∈ π y a ∈ A(G̃), es decir, darle una orientación al grafo
cubriente. Defı́nase:

gã := gã,

∂0(gã) := gg−e(a)
a ∂̃0(a),

∂1(gã) := gg1−e(a)
a ∂̃1(a).

Aquı́ ga denota la imagen de a en π.
Se verá que estas fórmulas tienen sentido. Primero note que |a| = |ā| = w, por lo que:

π
(̃ā)

= γ|ā|(G|ā|) = γ|a|(G|a|) = πã.

Y además que: ã = 1 · πã y ˜̄a = 1 · π˜̄a; ahora si g ∈ π

gã = g¯̃a = g˜̄a.

Esto le da sentido a la primera igualdad.
Para la segunda hay que considerar h ∈ πã y a

hg−e(a)
a ∂̃0(a) = g−e(a)

a ∂̃0(a)

Si e(a) = 0 entonces:
hg0

a∂̃0(a) = g0
a∂̃0(a)

h∂̃0(a) = ∂̃0(a)

h ∈ π∂0(ã), por lo que ge(a)
a πãg

−e(a)
a ⊂ π∂0(ã) = G∂0(a)

Si e(a) = 1:
Entonces πã = γa(Ga) y se tiene la relación gaγa(g)g−1

a = γā(g) (para g ∈ Ga), por lo que
gaπãg

−1
a = γa(Ga) ⊂ G∂0(a) y ası́ ge(a)

a πãg
−e(a)
a ⊂ π∂0(ã) = G∂0(a)

Observe que sea cómo sea e(a) se cumple que:

πã = ge(a)
a γa(Ga)g

1−e(a)
a ,

De manera análoga sustituyendo a por ã se obtiene que:

ge(a)−1
a πãg

1−e(a)
a ⊂ π∂1(ã) = G∂1(a).

Con lo anterior se ha definido el grafo G̃, ası́ como la acción de π en G̃, de modo que π \ G̃ = Ξ.
Más aún, si a ∈ A(T ) se tiene que ga = 1, de donde ∂0(ã) = ∂̃0(a), ∂1(ã) = ∂̃1(a) y además
v 7−→ ṽ, a 7−→ ã, definen un levantamiento de T ∼−→ T̃ ⊂ G̃ de T en G̃. A continuación se verá que
el grafo construido G̃ es un árbol.
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Teorema 2.3.1. Sea G = (Ξ, {Gv}v∈V (Ξ), {Ga}a∈A(Ξ), {γa : Ga −→ G∂1(a)}a∈A(Ξ)) un grafo de
grupos conexo y no vacı́o, sea T un árbol maximal de Ξ y A+ una orientación de Ξ, entonces el grafo
G̃ construido anteriormente es un árbol.

Demostración. A continuación se verá que G̃ es conexo.
Sea a ∈ A(Ξ), entonces:

Si e(a) = 0, entonces ∂0(ã) = ∂̃0(a)

Si e(a) = 1, entonces ∂1(ã) = ∂̃1(a)

Entonces uno de los extremos de ã pertenece a T̃ .
El menor subgrafo Ω de G̃ que contiene a todas las aristas de Ξ es conexo (dado que Ξ es conexo).

Más aún (como π \ G̃ ∼−→ Ξ es un isomorfismo) π · Ω = G̃.

Es suficiente probar que existe un subconjunto S de π, que genera a π y tal que para cada s ∈ S
suceda que Ω ∪ sΩ es conexo.

Esto implicará por inducción sobre n que:

Ω ∪ s1Ω ∪ s1s2Ω ∪ · · · ∪ s1 · · · snΩ,

es conexo.
Considérese a:

S =

 ⋃
v∈V (Ξ)

Gṽ

⋃ ⋃
a∈A(Ξ)

{ga}

 .

Donde ga ∈ π tal que ga∂1(ã) ∈ V (T̃ )
Si s ∈ Gṽ, entonces Ω ∪ sΩ tienen un vértice en común ṽ y por tanto Ω ∪ sΩ es conexo.
Si ga ∈ π como antes, entonces Ω ∪ gaΩ tienen un vértice en común, obsérvese que:

Si e(a) = 1, entonces ∂0(ã) = ∂0(gaã).

Si e(a) = 0, entonces ∂1(ã) = ∂1(gaã).

Por lo tanto G̃ es conexo.
Ahora se verá que G̃ es un árbol. Para esto es suficiente ver que G̃ no contiene ningún camino

cerrado de longuitud n > 0 sin retroceso.

Sea c̃ un camino cerrado sin retroceso de largo n en G̃, sea (s1ã1, · · · , snãn) la sucesión de aristas
que determinan ese camino y sean (v0, · · · , vn) una sucesión de vértices de la proyección c de un
camino c̃ en Ξ. Se tiene que v0 = vn.

Si ei = e(ai) y gi = gai se tiene que:

∂1(snãn) = sng
1−en
n ṽ0 = s1g

−en
1 ṽ0 = ∂0(s1ã1),
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∂1(s1ã1) = s1g
1−en
1 ṽ1 = s2g

−en
2 ṽ1 = ∂0(s2ã2),

...

∂1(sn−1ãn−1) = sn−1g
1−en−1

n−1 ṽn−1 = sng
−en
n ṽn = ∂0(snãn).

Poniendo qi = sig
−ei
i , tenemos que:

sng
1−en
n ṽ0 = s1g

−en
1 ṽ0,

qngnrn = q1,

q1g1r1 = q2,

...

qn−1gn−1rn−1 = qn.

Con ri ∈ Gvi = πṽi . De esto se tiene g1r1 = q−1
1 q1g1r1 = g−1

1 q2 y análogamente:

g1r1 = q−1
1 q2, g2r2 = q−1

2 q3, · · · , gnrn = q−1
n q1.

Luego, multiplicando cada:

g1r1 = q−1
1 q2, g2r2 = q−1

2 q3, · · · , gnrn = q−1
n q1.

Se tiene que:
g1r1g2r2 · · · gnrn = q−1

1 q2q
−1
2 q3 · · · q−1

n q1 = 1.

Ahora, considérese a (c, µ) la palabra de tipo c definida por la sucesión µ = (1, r1, r2, · · · , ). Se
va a mostrar que (c, µ) es reducida.

En efecto, supongamos que ai+1 = āi, de donde gi+1 = g−1
i y ei+1 = 1 − ei. Entonces se tiene

la fórmulas:
(sig

−e(a)
i ) · giri = si+1g

ei+1

i+1 ,

de donde se sigue que ri = g
ei−1

i (s−1
i si+1)g1−ei

i . Se tiene que demostrar que ri /∈ γai(Gai), es
decir que:

s−1
i si+1 /∈ g1−ei

i γai(Gai)g
ei−1
i .

Note que g1−ei
i γai(Gai)g

ei−1
i = πỹ, como c̃ es un camino sin retroceso por lo que siãi difiere de

si+1ãi+1 = si+1ãi.
Como c es cerrada y (c, µ) es reducida, entonces |c, µ| en π1(G,Ξ, T ) es distinta de 1.

Por lo que g1r1g2r2 · · · gnrn 6= 1, y esto es una contradicción (pues se tenı́a que g1r1g2r2 · · · gnrn =
1). Esto prueba el teorema y por lo tanto G̃ es un árbol.

Definición 2.3.2. A G̃ el cubriente universal de un grafo de grupos G se le llama árbol de Bass-Serre.
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Ejemplo 2.3.3. Dado el grafo de grupos Ξ del Ejemplo 2.2.4 que se muestra en la Figura 2.9.

Figura 2.9: Grafo de grupos.

Los vértices del cubriente universal están dados como:

V (G̃) =
⊔

v∈V (Ξ)

π1(G,Ξ, T )/Gv =
Z4∗Z2Z6

Z4
t Z4∗Z2Z6

Z6
.

Y si se considera la orientación A+ = {a} tal que ∂0(a) = v1, entonces w = ¯|a| = ā y por tanto las
aristas del cubriente universal del grafo de grupos G antes dado son:

A(G̃) =
⊔

a∈A(Ξ)

π1(G,Ξ, T )/γw(Gw) =
Z4∗Z2Z6

{[0]4, [2]4}
∼=
Z4∗Z2Z6

Z2

La Figura 2.10 (obtenida de [10]) muestra el cubriente universal de G̃

Figura 2.10: Cubriente universal G̃.

Ejemplo 2.3.4. Para el grafo de grupos del Ejemplo 2.2.5 que se muestra en la Figura 2.11 :

Figura 2.11: Grafo de grupos G.

Los vértices y aristas del cubriente universal están dados de la siguiente manera:

V (G̃) =
⊔

v∈V (Ξ)

π1(G,Ξ, T )/Gv =
Z2 ∗ Z4 ∗ Z6 ∗ Z

Z2
t Z2 ∗ Z4 ∗ Z6 ∗ Z

Z4
t Z2 ∗ Z4 ∗ Z6 ∗ Z

Z6
.
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A(G̃) =
⊔

a∈A(Ξ)

π1(G,Ξ, T )/γw(Gw) = (Z2 ∗Z4 ∗Z6 ∗Z)t (Z2 ∗Z4 ∗Z6 ∗Z)t (Z2 ∗Z4 ∗Z6 ∗Z)

Ejemplo 2.3.5. Para el grafo de grupos del Ejemplo 2.2.6 que se muestra en la Figura 2.12 :

Figura 2.12: Grafo de grupos G.

Se denotará por π := π1(G,Ξ, T ) = 〈x, y, z, a3 | x7, y4, z6, y2z−3〉 al grupo fundamental del
grafo de grupos, luego los vértices y aristas del cubriente universal están dados de la siguiente manera:

V (G̃) =
⊔

v∈V (Ξ)

π1(G,Ξ, T )/Gv =
π

Z4
t π

Z6
t π

Z7
.

A(G̃) =
⊔

a∈A(Ξ)

π1(G,Ξ, T )/γw(Gw) =
π

{[0]7}
t π

{[0]4}
t π

{[0]6, [3]6}
∼= (π) t (π) t π

Z2

2.4. Teorema de la Estructura de Grafos de Grupos.

Definición 2.4.1. Un grupo G actúa sin inversión en un grafo Ξ si no existe ninguna arista a ∈ A(Ξ)
y no existe g ∈ G tal que ∂0(a) = g · ∂1(a) y ∂1(a) = g · ∂0(a).

Sea G un grupo que actúa sin inversión en un grafo conexo y no vacı́o Γ. En esta sección se verá
que si Γ es un árbol, entonces G puede identificarse con el grupo fundamental de algún grafo de gru-
pos G con grafo asociado Ξ, donde Ξ = G \ Γ, en especial se construirá a G.

Sea T un árbol maximal de Ξ, sea j : T −→ Γ un levantamiento de T y A+ una orientación de Ξ,
defı́nase a:

e(a) =


0 si a ∈ A+,

1 si a /∈ A+ es decir si ā ∈ A .

También es deseable extender al levantamiento j : T −→ Γ, a una sección j : A(Ξ) −→ A(Γ) tal
que j(ā) = j(a).

Para esto es suficiente definir a j(a) para a ∈ A+ − edge(T ), en este caso se elige a j(a) tal
que ∂0(j(a)) ∈ V (j(T )). Por lo que ∂0(j(a)) = j(∂0(a)). También se elige a %a ∈ G tal que
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∂1(j(a)) = %aj(∂1(a)), esto es posible dado que ∂1(j(a)) y j(∂1(a)) tienen la misma proyección
∂1(a) ∈ V (Ξ). Entonces extendemos a 7−→ %a a todos las aristas de Ξ con las fórmulas:

%ā = %−1
a y %a = 1 si a ∈ A(T )

Para cada a ∈ A(Ξ) se tiene:

∂0(j(a)) = %−e(a)
a j(∂0(a)),

∂1(j(a)) = %1−e(a)
a j(∂1(a)).

El grafo de grupos G queda definido por las fórmulas:

Gv = Gj(v) para v ∈ V (Ξ),

Ga = Gj(a) para a ∈ A(Ξ).

Donde Gj(v) y Gj(a) denotan respectivamente los estabilizadores de j(v) ∈ V (Γ) y j(a) ∈ A(Γ)
bajo la acción de G.

Y el homomorfismo γa : Ga −→ G∂1(a) donde g 7−→ %
e(a)−1
a g%

1−e(a)
a

Sea φ : π1(G,Ξ, T ) −→ G el homomorfismo definido por las inclusiones Gv −→ G y por
φ(ga) = %a.

Definamos a:
ψ : G̃ −→ Γ,

como:
ψ(gṽ) = φ(g)j(v) y φ(gã) = φ(g)j(a).

Aquı́ note que g ∈ π(G,Ξ, T ), ası́ gṽ ∈ G̃, además φ(g) ∈ G y j(v) ∈ V (Γ) (pues j : V (Ξ) −→
V (Γ)).

Se puede ver que ψ es un morfismo de grafos y que ψ es φ-equivariante.
Sea Ω el menor subgrafo de Γ que contiene a j(a) para cada a ∈ V (Ξ). Cada arista de Ω tiene

extremos en j(T ) y tenemos que G · Ω = Γ . Más aún, Ω está contenido en ψ(G̃) y φ induce un
isomorfismo entre los estabilizadores de los vértices y aristas correspondientes de G̃ y Γ. Aplicando el
siguiente lema a φ (y por tanto a ψ).

Definición 2.4.2. Un árbol de representantes Γ mod G es cualquier subárbol T de Γ que es unlevan-
tamiento de un árbol maximal en G \ Γ.

Lema 2.4.3. Sea G un grupo que actúa en un grafo conexo Γ y sea T un árbol de representantes de
Γ mod G. Sea Ω un subgrafo de Γ que contiene a T , en el que cada arista tiene un extremo en T
y es tal que G · Ω = Γ. Para cada arista a de Ω con origen en T , sea ga un elemento de G tal que
ga∂1(a) ∈ V (T ). El grupoH generado por los elementos ga y los estabilizadoresGv (con v ∈ V (T ))
es igual a G.

Se tiene que φ es suprayectiva ( y ψ también) y que φ induce un isomorfismo entre los estabiliza-
dores de los vértices y las aristas y esto nos dice que ψ es localmente inyectivo.

Teorema 2.4.4. Con las hipótesis y notación anteriores, las siguientes propiedades son equivalentes:

1) Γ es un árbol.

2) ψ : G̃ −→ Γ es un isomorfismo.
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3) φ : π1(G,Ξ, T ) −→ G es un isomorfismo.

Demostración. Para (1)⇒(2) se sigue de que ya se tenı́a que era suprayectiva y de:

Lema 2.4.5. Sea f : G̃ −→ Γ un morfismo localmente inyectivo, de un grafo conexo G̃ a un árbol,
entonces f es inyectiva.

Para (2)⇒(1) se sigue del Teorema 2.3.1.
Para (2)⇒(3), considérese a:

N = kernel φ

Y a v ∈ V (Ξ), como φ es un isomorfismo entre Gṽ y Gj(v), entonces N ∩Gṽ = {1}.

Si n es un elemento no trivial N , entonces ṽ y nṽ son distintos en G̃ pues N ∩Gṽ = {1} y tienen
la misma imagen j(v) en Γ lo cual es una contradicción.

Para (3)⇒(2) obsérvese que Ξ ' π \ Γ = G \ Γ.

Corolario 2.4.6. Supongamos que Γ es un árbol. Sea R un subgrupo de G generado por Gv, v ∈
V (Γ). Entonces R es un subgrupo normal de G, y G/R puede ser identificada con el grupo funda-
mental del grafo Ξ = G \ Γ.

Corolario 2.4.7. Supongamos que Γ es un árbol y que Ξ = G \ Γ es un lazo. Entonces G es una
extensión HNN .

Ejemplo 2.4.8. Consideremos al grafo Γ (Figura 2.13) cuyo conjunto de vértices es V (Γ) = {n | n ∈
Z}, cuyo conjunto de aristas es A(Γ) = {a+

n , a
−
n | n ∈ Z }, donde ∂0(a+

n ) = n + 1, ∂0(a−n ) = n y
a+
n = a−n . La acción de Z en la realización geométrica de este grafo tiene una única órbita vértice y

una única órbita arista por lo que |Ξ| = |Z \Γ| consta de un único vértice y una única arista, por tanto
es un lazo, además note que los estabilizadores vértice y arista de Γ son todos triviales de modo que el
grafo de grupos inducido por esta acción tiene grupo vértice y grupo arista triviales. De esto se tiene
que π1(Ξ) = {0}∗{0} = Z, por lo que en efecto Z es una extensión HNN.

Figura 2.13: Realizaciones geométricas del árbol Γ y grafo de grupos inducido por la acción de Z en
Γ con grafo subyacente Ξ.



Capı́tulo 3

Descomposiciones JSJ

En este capı́tulo se estudiará a las descomposiciones JSJ para grupos, la idea de dichas descompo-
siciones aparece por primera vez en topologı́a para el estudio de 3-variedades con la teorı́a de subva-
riedades caracterı́sticas desarrollada por Jaco, Shalen y Johannson a quienes deben su nombre. En el
caso de los grupos como resultado de la teorı́a de Bass-Serre se tiene que a cada descomposición de un
grupo como un producto amalgamado le corresponde un árbol de Bass-Serre tal que la acción de este
grupo induce un grafo de grupos con un grupo fundamental determinado por la descomposición dada,
la intención de las descomposiciones JSJ es la de estudiar a estos árboles de Bass-Serre, establecer
relaciones entre ellos y estudiar descomposiciones maximales en cierto sentido. Para estudiar a estos
árboles se verá a que familia pertenecen sus estabilizadores arista y la elipticidad de sus grupos vértice.
Se definirá una relación de dominación entre estos árboles y a partir de esta se definirán los espacios
de deformación, luego las descomposiciones JSJ serán elementos en algún sentido maximales de estos
espacios de deformación.

3.1. (A,H)-árboles.

Para estudiar las relaciones entre los árboles de Bass-Serre será de interés estudiar a los árboles
cuyos estabilizadores de aristas pertenecen a una familia cerrada bajo conjugación y subgrupos. Note
que si los estabilizadores de aristas pertenecen a una familia con una cierta propiedad por ejemplo
la familia de grupos cı́clicos, finitos, abelianos o con alguna otra propiedad propia de los grupos,
entonces la partición asociada al árbol es una descomposición cı́clica, finita, abeliana, etc.

Definición 3.1.1. Una familia de subgrupos A de un grupo G es una familia plena si:

1) Para toda g ∈ G y para toda H ∈ A sucede que gHg−1 ∈ A

2) Para todo H ∈ A y todo K ≤ H se tiene que K ∈ A

Dada H una colección finita de subgrupos de G y A una familia plena, si H ∈ H es tal que
H ∈ A, entonces para todo g ∈ G se tiene que gHg−1 ∈ A y todo subgrupo de H pertenece a A.

Definición 3.1.2. Dados G un grupo, una familia plena A de G y T un árbol tal que GyT sin
inversión y sin vértices redundantes. El árbol T es unA-árbol si para todo a ∈ A(T ) se tiene que Ga
el estabilizador de a pertenece a A

Una vez que se tiene una familia de A-árboles será de interes estudiar a los elementos de esta
familia para los que los grupos pertenecientes a H una colección finita de subgrupos de G fijan un
punto. Esto será útil para determinar cuando los grupos vértice de una partición son subgrupos vértice
de otra salvo conjugación.
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Definición 3.1.3. Dada una colección finita H de subgrupos de G y T un árbol, este es un (A,H)-
árbol si T es un A-árbol y para todo H ∈ H existe un vértice v ∈ V (T ) tal que Gv el estabilizador
v cumple que H ≤ Gv.

Si se tiene a T un (A,H)-árbol, todo H ∈ H fija algún vértice en T por lo que H está contenido
en el conjugado de algún grupo vértice del grafo de grupos asociado al cociente T/G. Además note-
mos que los (A,H)-árboles son invariantes bajo conjugación de los elementos deH.

Las particiones o descomposiciones de un grupo visto como un producto amalgamado pueden
estudiarse en terminos de (A,H)-árboles.

Definición 3.1.4. Un (A,H)-árbol también se llama árbol sobre A relativo aH.
Si un grupoG actúa de manera no trivial sobre un (A,H)-árbol se dirá queG se parte (descompone)
sobre A relativo aH

Note que un grupo con una partición de la forma G1 ∗A1 ∗G2 ∗A2 · · · ∗An−1 Gn tiene asocia-
do un A-árbol donde A es una familia plena tal que {A1, · · · , An−1} ⊆ A. Más aún éste es un
(A, {G1, · · · , Gn})-árbol.

3.2. Funciones entre árboles y dominación.

A continuación se definirá la noción de elı́pticidad. En terminos de acciones en árboles un grupo
será elı́ptico si fija un vértice en el árbol donde actúa, lo que en terminos de grafos de grupos inducidos
dejará que el grupo es un subgrupo de un conjugado de un grupo vértice.

Definición 3.2.1. Dado T un árbol sobre el que actúa un grupoG. Un elemento g ∈ G es un elemento
elı́ptico si existe v ∈ V (T ) tal que g · v = v y un subgrupo H es un subgrupo elı́ptico si existe
v ∈ V (T ) tal que H · v = v.

Un elemento g ∈ G es un elemento hiperbólico si no es elı́ptico y un subgrupo H es un subgrupo
hiperbólico si no es elı́ptico.

Cuando se estudia la relación entre dos árboles se tiene que un árbol es elı́ptico respecto de otros si
sus estabilizadores arista fijan un vértice en el otro, es decir si sus estabilizadores arista son subgrupos
de los estabilizadores vértice del otro.

Definición 3.2.2. Dados dos árboles T1 y T2 sobre los que actúa un grupo G. El árbol T1 es elı́ptico
respecto del árbol T2 si para toda a ∈ A(T1) se tiene que Ga el estabilizador de a es elı́ptico al
actuar en T2.

Recuerde que si se tiene una función f : A −→ B esta es G-equivariante si para toda g ∈ G y
para todo a ∈ A se cumple que f(g · a) = g · f(a).

Definición 3.2.3. Una función entre árboles f : T1 −→ T2 es una función G-equivariante tal que
manda vértices en vértices y aristas en caminos (posiblemente constantes).

Definición 3.2.4. Un árbol T1 domina a T2 si existe una función entre árboles f : T1 −→ T2. A f se
le llama función de dominación.

Observe que si T1 domina a T2 esto es equivalente a que para todo v ∈ V (T1) existe v′ ∈ V (T2) tal
que Gv fija a v′, es decir todo subgrupo elı́ptico de T1 es elı́ptico en T2. En este sentido la dominación
permite comparar a los distintos árboles de Bass-Serre de un grupo, más aún permite ver como es que
se comportan los grupos elı́pticos de una partición respecto de otra. La dominación nos permite saber
cuando los grupo vértice de una partición están contenidos en subgrupos vértice de otra.
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3.3. Espacios de deformación.

Una vez definida la relación de dominacion es posible definir a los espacios de dominación. Estos
quedarán definidos de la siguiente manera.

Definición 3.3.1. Dados dos árboles T1, T2 sobre los que actúa G sin inversiones, éstos pertenecen
al mismo espacio de deformación D si T1 domina a T2 y T2 domina a T1.

Nótese que dos árboles pertenecen al mismo espacio de deformación si tienen exactamente los
mismos subgrupos elı́pticos.

Definición 3.3.2. El conjunto de A-árboles que pertenecen al mismo espacio de deformación es un
espacio de deformación D sobre A.

Aquı́ un espacio de deformaciónD sobreA consta de todos los árboles cuyos estabilizadores arista
pertenecen a A y tales que se dominan entre si, es decir que tienen los mismos subgrupos elı́pticos.

Definición 3.3.3. El conjunto de (A,H)-árboles que pertenecen al mismo espacio de deformación es
un espacio de deformación D sobre A relativo aH.

La relación de dominación en árboles induce una relación de dominación en espacios de deforma-
ción.

Definición 3.3.4. DadosD1 yD2 dos espacios de deformación,D1 domina aD2 si para todo T1 ∈ D1

y para todo T2 ∈ D2 se tiene que T1 domina a T2.

Observe que un espacio de deformación D1 domina a otro D2 si para todo árbol T1 ∈ D1 y para
todo árbol T2 se tiene que para todo v1 ∈ V (T1), existe v2 ∈ V (T2) tal que Gv1 fija a v2.

3.4. Espacio de deformación JSJ.

En esta sección se comenzará por definir la noción de elipticidad universal, posteriormente se
definirá el espacio de deformación JSJ sobre A relativo a H que es un espacio de deformación de
árboles que se parten sobre grupos universalmente elı́pticos relativos aH.

Definición 3.4.1. Un subgrupoH ≤ G es universalmente elı́ptico si es elı́ptico en todo (A,H)-árbol.
Es decir, si para todo (A,H)-árbol T , existe v ∈ V (T ) tal que H · v = v.

Esto nos dice H es universalmente elı́ptico si para todo árbol T con estabilizadores arista en A y
tal que los grupos H ∈ H son elı́pticos en T , existe v ∈ V (T ) tal que H · v = v, es decir H fija un
punto en todo (A,H)-árbol.

Definición 3.4.2. Un árbol T es un árbol universalmente elı́ptico si sus estabilizadores arista son
universalmente elı́pticos. Es decir, si T es elı́ptico respecto a todo (A,H)-árbol.

Un árbol T es universalmente elı́ptico si para toda a ∈ A(T ) y para todo T ′ un (A,H)-árbol,
existe v′ ∈ V (T ′) tal que Ga · v′ = v′.

Definición 3.4.3. Dada una familia plena A, se define como Aell al subconjunto de subrgupos uni-
versalmente elı́pticos de A, es decir:

Aell := {H ∈ A | ∀(A,H)− árbol T ∃v ∈ V (T ) H · v = v}
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El conjunto Aell es cerrado bajo conjugación y bajo subgrupos. Note que un árbol es universal-
mente elı́ptico si y sólo si es un Aell-árbol. Con todo lo anterior se está listo para definir a los árboles
JSJ a los que haciendo un abuso de leguaje también se les llama descomposiciones JSJ puesto que cada
uno de estos árboles está asociado al grupo fundamental de un grafo de grupos dado por la acción de
G en T que determina una partición del grupo G.

Definición 3.4.4. Un árbol JSJ (o descomposición JSJ) de G sobre A es un A-árbol T tal que:

El árbol T es universalmente elı́ptico.

El árbol T domina a cualquier otro árbol T ′ universalmente elı́ptico.

Al grafo de grupos del cociente G = T \G se le llama una descomposición JSJ.

Observe que una descomposición JSJ de un grupo G, es la partición que es el grupo fundamental
de un grafo de grupos G = T \G, donde T es un Aell-árbol y la segunda condición es una condición
de maximalidad que dice que los estabilizadores vértice de T son tan pequeños como es posible bajo
la condición de que los subgrupos arista sigan estando en A (son elı́pticos en todo árbol universal-
mente elı́ptico en A-árboles). En este sentido las descomposiciones JSJ son maximales respecto a la
dominación. Si los elementos de A cumplen alguna propiedad de grupos (finitos, abelianos, cı́clicos,
etc.) entonces se dice que la descomposición JSJ es una descomposición JSJ sobre finitos, abelianos,
cı́clicos, etc.

Las descomposiciones JSJ no siempre existen y si existen no siempre son no triviales, sin embargo
el siguiente Teorema que puede consultarse en [4] establece condiciones suficientes para su existencia.

Teorema 3.4.5. Dado A una familia plena arbitraria de subgrupos de un grupo dado G. Si G es
finitamente presentado, entonces tiene una descomposición JSJ sobreA. Más áun, existe un árbol JSJ
cuyos estabilizadores arista y vértice son finitamente generados.

Como se observó en la Sección 1.3.1 los grupos hiperbólicos son finitamente presentados por lo
que existe una descomposición JSJ de ellos respecto de cualquier familia plena A. En este trabajo se
estudiarán a las descomposiciones JSJ de grupos hiperbólicos donde A es el conjunto de subgrupos
cı́clicos de G.



Capı́tulo 4

Grafos de espacios.

En este capı́tulo se presenta una forma topológica de obtener las ideas de los Capı́tulos 2 y 3.
La construcción de grafos de espacios será una herramienta importante para tratar a los grupos hi-
perbólicos con un fin, pues dará información sobre sus descomposiciones y permitirá relacionarla con
propiedades de objetos topólogicos.

4.1. Grafos de espacios.

De manera análoga a los grafos de grupos es posible construir un grafo de espacios a partir de la
realización geométrica de un grafo dado asociando espacios topológicos a los vértices y aristas. Más
aún dado un grafo de espacios a éste se le puede hacer corresponder una realización geométrica.

Definición 4.1.1. Un grafo de espacios es una cuarteta:

X = (Ξ, {Xv}v∈V (Ξ), {Xa}a∈A(Ξ), {γa : Xa −→ X∂1(a)}a∈A(Ξ)).

Donde Ξ es un grafo,{Xv}v∈V (Ξ) es una familia de espacios topológicos indexada por el conjunto
de vértices del grafo Ξ, {Xa}a∈A(Ξ) es una familia de espacios topológicos indexada por el conjunto
de aristas del grafo Ξ, {γa : Xa −→ X∂1(a)}a∈A(Ξ) es una familia de funciones continuas π1−
inyectivas y donde además para toda a ∈ A(Ξ) se tiene que Xa = Xā. A las funciones continuas γa
de la familia de morfismos asociada al grafo de espacios que van de espacios arista a espacios vértice
se los llamará morfismos de pegado.

Dado un grafo de grupos a éste se le puede asociar la realización geomértica de un grafo de
espacios, haciendo corresponder a cada grupo vértice un espacio vértice, a cada grupo arista un espacio
arista y a cada monomorfismo del grafo de grupos una función continua de la familia de morfismos de
pegado del grafo de espacios, tal que el grupo fundamental de Xv es Gv, el grupo fundamental de Xa

es Ga, y el morfismo de pegado del grafo de espacios induce el monomorfismo del grafo de grupos
bajo el funtor π1.

Definición 4.1.2. Dado X un grafo de espacios asociado al grafo Ξ, el espacio total |X | de X es:

|X | =

(⊔
v∈V (Ξ)Xv

)⊔(⊔
a∈A(Ξ)Xa × [0, 1]

)
∼

Donde ∼ está definida por las siguiente identificaciones:

Xa × [0, 1] −→ Xā × [0, 1]
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(x, t) 7−→ (x, 1− t)

Xa × {1} −→ X∂1(a)

(x, 1) 7−→ γa(x)

SiX es un grafo de espacios su espacio total asociado es también llamado realización geométrica
del grafo de espacios X .

En especial será conveniente estudiar grafos de espacios en los que los espacios arista y vértice
son CW-complejos.

Ejemplo 4.1.3. A continuación se construirá un grafo de espacios con espacios CW-complejos, aso-
ciado a un grafo Ξ y se construirá el grafo total |X | de dicho grafo de espacios.

Considérese el grafo de la Figura 4.1:

Figura 4.1: Grafo Ξ

Y considérense a los CW-complejos asociados a los vértices y aristas que se muestran en la Figura
4.2:

Figura 4.2: Espacios vértice y espacios aristas.

De esto se tiene una familia de espacios vértice {Xv1 , Xv2 , Xv3} y una familia de espacios arista
{Xa1 , Xa2 , Xā1 , Xā2}. Para poder definir un grafo de espacios hace falta definir un familia de mor-
fismos π1-inyectivos de las aristas a los vértices. Considérese a los morfismos de pegado como se
muestran en la Figura 4.3:
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Figura 4.3: Morfismos de pegado

Obsérvese que estos morfismos son π1-inyectivos dado que el grupo fundamental de los espacios
arista es trivial. Ası́ se tiene un grafo de espacios:

(Ξ, {Xv1 , Xv2 , Xv3}, {Xa1 , Xa2 , Xā1 , Xā2}, {γa : Xa −→ X∂1(a)}a∈A(Ξ)) = X

Luego, considérese la unión disjunta de los espacios vértice y los espacios arista;nvease la Figura
4.4:

Figura 4.4: Unión disjunta de los espacios arista y espacios vértice.

A continuación se obtendrá el espacio total.

|X | =

(⊔
v∈V (Ξ)Xv

)⊔(⊔
a∈A(Ξ)Xa × I

)
∼

Para esto se debe identificar a los espacios aristaXa1 yXa2 respectivamente con sus espacios arista
idénticos de las aristas inversas Xā1 y Xā2 , y también a las tapas de los cilindros de los espacios arista
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con los espacios vértice respecto de los morfismos {γa}a∈A(Ξ). Esta identificación se corresponde a
la Figura 4.5:

Figura 4.5: Espacio total |X |.

Ejemplo 4.1.4. Dado el grafo Ξ con realización geométrica la Figura 4.6:

Figura 4.6: Grafo Ξ.

Se considerarán dos grafos de espacios X y X ′ con espacios vértice y arista como se muestra en la
Figura 4.7 respectivamente y cuyas familias de morfismos son γa : Xa −→ Xv2 y γā : Xā −→ Xv1

para X tales que envı́an al punto Xa = Xā a un punto en las respectivas circunferencias Xv1 , Xv2 y a
γ′a : Xa −→ Xv2 y γ′ā : Xā −→ Xv1 para X ′ como morfismos identidad.

Figura 4.7: Espacios vértice y aristas de X y X ′.

Los espacios totales (o realizaciones geométricas) |X | y |X ′| se muestran en la Figura 4.8

Figura 4.8: Espacios totales |X | y |X ′|.

Definición 4.1.5. Sea X un grafo de espacios con grafo asociado Ξ y sea η : |X | −→ Ξ el morfismo
que asocia a los espacios vértice y arista con los correspondientes vértices y aristas. Si Ξ′ es un
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subgrafo de Ξ, entonces η−1(Ξ′) tiene una estructura de grafo de espacios X ′ con grafo asociado Ξ′,
el grafo de espacios X ′ es un subgrafo de espacios de X .

A continuación definiremos los morfismos entre grafos de espacios.

Definición 4.1.6. Dados dos grafos de espacios:

X = (Ξ, {Xv}v∈V (Ξ), {Xa}a∈A(Ξ), {γa : Xa −→ X∂1(a)}a∈A(Ξ)),

Y = (Γ, {Yv}v∈V (Γ), {Ya}a∈A(Γ), {ζa : Ya −→ Y∂1(a)}a∈A(Γ)).

Un morfismo entre grafos de espaciosX −→ Y consta de dos familias de funciones {ϕv}v∈V (Ξ),{ϕa}a∈A(Ξ)

y una función η : Ξ −→ Γ entre los grafos dados determinada por dos funciones, ηV : V (Ξ) −→
V (Γ) y ηA : A(Ξ) −→ A(Γ) tal que para toda a ∈ A(Ξ) se tiene que:

ηV (∂0(a)) = ∂0(ηA(a)) ηV (∂1(a)) = ∂1(ηA(a)).

Y donde las familias de funciones {ϕv}v∈V (Ξ),{ϕa}a∈A(Ξ) son tales que para toda v ∈ V (Ξ)
se tiene que ϕv : Xv −→ XηV (v) es una función continua y para toda a ∈ V (Ξ) se tiene que
ϕa : Xa −→ XηA(a) es una función continua.

Más aún un morfismo entre grafos localmente inyectivo es un morfismo entre grafos de espacios
tal que las familias de las funciones {ϕv}v∈V (Ξ) y {ϕa}a∈A(Ξ) son localmente inyectivas.

4.2. Grupo Fundamental de un Grafo de Espacios.

La realización geométrica de un grafo de espacios nos permite asociarle a éste un grupo funda-
mental del grafo de espacios dado.

Definición 4.2.1. El grupo fundamental G del grafo de espacios X se define como el grupo funda-
mental del espacio total |X |, dado X un grafo de espacios se tiene que π1(X ) := π1(|X |).

Ejemplo 4.2.2. Si considera el grafo de espacios del Ejemplo 4.1.3 este tiene grupo fundamental Z

Ejemplo 4.2.3. Si se considera a los grafos de espacios del Ejemplo 4.1.4 se tiene que π1(X ) =
π1(|X |) = F2 es el grupo libre en dos elememtos y π1(X ′) = π1(|X ′|) = Z.

Si se tiene un grafo de grupos G y a este se le asocia un grafo de espacios X en el que los
grupos vértice y grupos arista sean grupos fundamentales de los espacios vértice y espacios arista
respectivamente, entonces π1(G) = π1(X ).

4.3. Cubrientes de Grafos de Espacios.

Dado un espacio topológico X una descomposción a un grafo de espacios es un grafo de espa-
cios X tal que el X = |X |.

En esta sección se estudiarán los cubrientes de grafos de espacios. Se considerarán grafos de
espacios:

(Ξ, {Xv}v∈V (Ξ), {Xa}a∈V (Ξ), {γa : Xa −→ X∂1(a)}a∈A(Ξ)) = X ,

donde Ξ es conexo y las familias {Xv}v∈V (Ξ), {Xa}a∈V (Ξ) están conformadas por espacios vérti-
ce y espacios arista conexos por trayectorias.
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Si (X̃, p) es un cubriente de un espacio total |X | a éste se le puede dotar de una descomposción a
un grafo de espacios. Los espacios vértice de dicha descomposicón X̃ son las componentes conexas de
p−1(Xv) con v ∈ V (Ξ) y se denotan como X̃ṽ; los cilindros de los espacios arista son las componentes
conexas de p−1(Xa × I) con a ∈ A(Ξ) y se denotan como X̃ã × I .

El grafo subyacente a X̃ denotado como Ξ̃ se obtiene de colapsar a los espacios vértice a puntos
y a los cilindros de espacios arista a arcos.

La aplicación cubriente X̃ −→ X induce un morfismo entre grafos de espacios X̃ −→ X que
consta de un morfismo de grafos Ξ̃ −→ Ξ que envı́a vértices en vértices y aristas en aristas.

Finalmente resta definir la familia de morfismos {γ̃ã : X̃a −→ X̃v}; esta familia será el conjunto
de elevaciones de los morfismos de pegado del grafo de espacios que se define a continuación.

Definición 4.3.1. Dado un grafo de espacios X con grafo subyacente Ξ. Sea γa : Xa −→ X∂1(a) un
morfismo de pegado y sea X̃ṽ un cubriente para un espacio vértice Xv con v ∈ V (Ξ). Una elevación
de γa a X̃ṽ consta de un cubriente conexo pa : X̃ã −→ Xa y un levantamiento γ̃ã : X̃ã −→ X̃ṽ de
γa ◦ pa tal que para cualquier otro cubriente intermedio X̂â:

X̃ã −→ X̂â
qa−−−→ Xa,

no existe un levantamiento γ̂â de γa ◦ qa.

Dados un morfismo de pegado γa : Xa −→ Xv y un cubriente de un espacio vértice X̃ṽ, entonces
la unión disjunta de los espacios arista {X̃ã} de X̃ que están sobre Xa junto con el coproducto de sus
morfismos de pegado forman el siguiente diagrama conmutativo:

⊔
ã∈S X̃ã

⊔
ã∈S γã //

p

��

X̃ṽ

p

��
Xa γa

// Xv

Donde S = {ã ∈ Ξ̃ : ã ∈ p−1(a)}. Obsérvese que este diagrama es un pullback. Es decir, para
cualquier espacio X y cualesquiera par de morfismos g : X −→ Xa y g′ : X −→ X̃ṽ tales que
p ◦ g′ = γa ◦ g, existe un único morfismo ϕ : X −→

⊔
ã∈S X̃ã tal que g = p ◦ γ y g′ =

⊔
ã∈S γã ◦ ϕ.

X

g

��

g′

&&

ϕ

""⊔
ã∈S X̃ã

⊔
ã∈S γã //

p

��

X̃ṽ

p

��
Xa γa

// Xv

Observación 4.3.2. La restricción del pullback de una aplicación continua y una aplicación cubriente
a una componente conexa es una elevación.
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Observación 4.3.3. Una elevación es la restricción de p y
⊔
ã∈S γã a un espacio arista y un espacio

vértice conexos en el cubriente.

Ejemplo 4.3.4. Considérese el grafo de grupos del Ejemplo 4.1.3 y a X̃ el cubriente que se muestra
en la Figura 4.9:

Figura 4.9: Realización geométrica del grafo de gruposX y cubriente de dicha realización geométrica.

En este ejemplo el espacio vértice Xv3 está asociado a X̃ṽ3 el espiral en la imagen, que es la única
componente conexa de p−1(Xv3). El espacio vértice Xv1 tiene asociados una colección de espacios
vértice en el espacio cubriente X̃ṽ1,i con i ∈ Z, que son compontes conexa de p−1(Xv1), de manera
análoga los espacios vértice en el cubriente asociados a Xv2 son una colección de espacios X̃ṽ2,i con
i ∈ Z.

El cilindro de la arista Xa1 × I tiene asociada una colección de cilindros X̃a1,i × I con i ∈ Z que
son componentes conexas de p−1(Xa1×I) y de manera similiarXa2×I tiene asociada una colección
de cilindros X̃ã2,i × I con i ∈ Z.

Para recuperar el grafo de espacios Ξ̃ basta colapasar los espacios vértice a un punto y los cilindros
de espacios arista a arcos. Es decir, colapsar al espiral X̃ṽ3 a un punto ṽ3, cada X̃ṽ1,i y X̃ṽ2,i a un punto
ṽ1,i y ṽ2,i respectivamente y colapsar a cada X̃ã1,i×I y X̃ã2,i×I a aristas ã1 y ã2 (ver la Figura 4.10).

Figura 4.10: Grafo Ξ̃ asociado al cubriente X̃ del grafo de espacios X
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Si se considera al morfismo de pegado γa1 : Xa1 −→ Xv1 las elevaciones de este son los mor-
fismos de pegado γ̃ã1,i : X̃ã1,i −→ X̃ṽ1,i para cada i ∈ Z que identifican a cada espacio arista X̃ã1,i

con un espacio vértice X̃ṽ1,i (en este ejemplo estas elevaciones son la identidad de X̃ã1,i a X̃ṽ1,i). Si
se considera al morfismo de pegado γā2 : Xā2 −→ Xv3 las elevaciones de este son los morfismos
γ̃˜̄a2,i

: X̃˜̄a2,i
−→ X̃ṽ3 que envı́an para cada i ∈ Z al 2-complejo X̃˜̄a2,i

a un segmento del espiral X̃ṽ3 ,
en este sentido es que las elevaciones son restricciones a las componentes conexas tanto de espacios
vértices como de espacios aristas en el cubriente.

Ejemplo 4.3.5. Para el grafo de espacios X construido en el Ejemplo 4.1.4 la siguiente Figura 4.11
muestra un cubriente de esta:

Figura 4.11: El cubriente X̃ de la realización geométrica |X | del grafo de espacios X .

Aquı́ el espacio vértice asociado a Xv1 en el cubriente es el espiral X̃ṽ1 puesto que es la única
componente conexa de p−1(Xv1), de manera análoga sucede para Xv2 y X̃ṽ2 , de modo que cuando se
le da estructura de grafo de espacios a este cubriente éste consta de dos espacios vértice X̃ṽ1 y X̃ṽ2 .
Para los cilindros de los espacios arista se tiene que p−1(Xa × I) la preimagen del cilindro Xa × I
consta de X̃ãi × I con i ∈ Z componetes conexas por tanto el grafo de espacios asociado al cubriente
tiene una cantidad numerable X̃ãi de espacios arista que constan de un punto. De manera análoga se
tiene una colección de espacios arista X̃˜̄ai para las aristas ā inversas de cada arista a de modo que
X̃ãi = X̃˜̄ai . La realización geométrica del grafo Ξ̃ (ver Figura 4.12) asociado a X̃ la estructura de
grafo de espacios del cubriente X̃ del grafo de espacios X consta de dos vértices ṽ1, ṽ2 y de una
cantidad numerable de arsitas ai que los unen.
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Figura 4.12: Realización geométrica del grafo Ξ̃ asociado al cubriente X̃ .

Dado el morfismo de pegado γa : Xa −→ Xv2 el conjunto de elevaciones de este es una familia
de morfismos {γ̃ai : X̃ãi −→ X̃ṽ2}i∈Z donde para toda i ∈ Z el morfismo de pegado γ̃ai envı́a a
cada punto X̃ãi a un punto sobre el espiral X̃ṽ2 de forma conveniente. De manera análoga para el
morfismo de pegado γā : Xā −→ Xv3 el conjunto de elevaciones asociada a éste es una familia
{γ̃āi : X̃˜̄ai −→ X̃ṽ3}i∈Z.

Es importante notar que se puede dotar a cualquier cubriente de la realización geométrica de un
grafo de espacios de una estructura de grafo de espacios. Por ejemplo si se considera el cubriente X̃ ′

que se muestra en la Figura 4.13 éste como grafo de espacios tiene dos espacios vértice X̃ ′ṽ1
y X̃ ′ṽ2

y seis espacios arista X̃ ′ã1
, X̃ ′ã2

, X̃ ′ã3
, X̃ ′˜̄a1

, X̃ ′˜̄a2
y X̃ ′˜̄a3

tales que para cada i ∈ {1, 2, 3} sucede que

X̃ ′ãi = X̃ ′˜̄ai
.

Figura 4.13: Cubriente X̃ ′ del espacio total |X |.

El grafo asociado al grafo de espacios correspondiente al cubriente X̃ ′ puede verse en la Figura
4.14. En este caso el conjunto de elevaciones del morfismo de pegado γa : Xa −→ Xv2 está deter-
minado por {γ̃′ãi : X̃ãi −→ X̃ṽ2}i∈{1,2,3} y el conjunto de elevaciones de γā : Xā −→ Xv3 es una
familia de morfismos de pegado {γ̃′˜̄ai : X̃˜̄ai −→ X̃ṽ3}i∈{1,2,3}.



42 CAPÍTULO 4. GRAFOS DE ESPACIOS.

Figura 4.14: Realización geométrica del grafo Ξ̃′ asociado al cubriente X̃ ′.

4.4. Precubrientes.

En la Sección 4.3 se dotó de una estructura de grafo de espacios al cubriente de un grafo de espa-
cios dado. En esta sección la intención es ver qué sucede si sólo se conoce una familia de cubrientes
asociada a los espacios vértice, si es posible extender esta familia a un cubriente de tal manera que
los espacios vértice de éste coincidan con los espacios de la familia dada y qué condiciones deben
cumplirse para que esto suceda.

Definición 4.4.1. El grado de una elevación son las clases de conjugación de π1(X̃ã) como subgrupo
de π1(Xa).

Notación 4.4.2. Se denotará por E(γa) al conjunto de elevaciones de un morfismo de pegado γa a∐
ṽ X̃ṽ donde {X̃ṽ} es una familia de espacios cubriente de los espacios vértices del grafo de grupos

al que pertenece γa y de manera análoga para el morfismo de pegado correspondiente a la arista
inversa γā se denotará como E(γā) al conjunto de elevaciones de γā a

∐
ṽ X̃ṽ.

Ejemplo 4.4.3. Si se considera el Ejemplo 4.3.4 el conjunto de elevaciones del morfismo de pegado
γa a

∐
ṽ1,i

X̃ṽ1,i es E(γa1) = {γ̂ã1,i : X̃ã1,i −→ X̃ṽ1,i | i ∈ Z}. Además dado π1(X̃ã1,i) = {1} y
π1(Xa) = {1} el grado de cada elevación en E(γa1) es uno.

Proposición 4.4.4. Sea {X̃ṽ −→ Xv}v∈V (Ξ) un conjunto de aplicaciones cubrientes de los espacios
vértice {Xv}v∈V (Ξ) de un grafo de espacios X con X̃ṽ conexo por trayectorias para cada v ∈ V (Ξ).
Estas aplicaciones pueden extenderse a una aplicación cubriente X̃ −→ |X | donde {X̃ṽ} son los
vértices de la descomposición a un grafo de espacios de X̃ si y sólo si se cumplen las siguientes
condiciones. Para cada arista a ∈ A(Ξ) con morfismos de pegado γa : Xa −→ X∂1(a) y γā : Xā −→
X∂1(ā), existe una biyección que preserva grado entre sus respectivos conjuntos de elevaciones E(γa)
y E(γā)

Demostración. Considérese el grafo de espacios:

X = (Ξ, {Xv}v∈V (Ξ), {Xa}a∈A(Ξ), {γa : Xa −→ X∂1(a)}a∈A(Ξ)).

⇒] Si {X̃ṽ −→ Xv}v∈V (Ξ) puede extenderse a un cubriente un cubriente p : X̃ −→ |X | donde
{X̃ṽ} son los espacios vértice de X̃ . Entonces pude dotarse a X̃ de una descomposición a un grafo de
espacios donde para cada a ∈ V (Ξ) las componenetes conexas de p−1(Xa) determinan los espacios
arista X̃ãi . Además dado que X es un grafo de espacios para toda a ∈ V (Ξ) se tiene que Xa = Xā

por lo que X̃ãi = X̃˜̄ai . Luego podemos definir una biyección:

ϕ : E(γa) −→ E(γā)

γ̃ãi : X̃ãi −→ X̃∂1(ãi) 7−→ γ̃˜̄ai : X̃˜̄ai −→ X̃∂1(˜̄ai)
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y ésta preserva grado puesto que X̃ãi = X̃˜̄ai .
⇐] Si para cada a ∈ V (Ξ) existe φ : E(γa) −→ E(γā) una biyección que preserva grado entre los

conjuntos de elevaciones tal que φ(γ̃ãi) = γ̃˜̄aj , entonces esta induce una biyección ψ(ãi) = ˜̄aj .

Luego es posible definir el grafo Ξ̃ de manera que V (Ξ̃) = {ṽ | ∃X̃ṽ} y:

A(Ξ̃) =

 ⊔
a∈A(Ξ)

{ãi | γ̃ãi ∈ E(γa)}

⋃ ⊔
ā∈A(Ξ)

{˜̄ai | γ̃ãi ∈ E(γā)}

 ,

y tal que el morfismo que determina las aristas inversas queda determinado por ψ de modo que para
cada arista ¯̃ai = ˜̄aj .

Se tendrá que {X̃ṽ}V (Ξ̃)
es la colección de espacios vértice y {X̃ãi}A(Ξ̃)

es la colección de espa-

cios arista. Ası́, es posible definir un grafo de espacios X̃ = (Ξ̃, {X̃ṽ}V (Ξ̃)
, {X̃ãi}A(Ξ̃)

, E(γa)
⋃
E(γā))

cuya realización geométrica es un cubriente X̃ para |X |.

Si los espacios de la colección de espacios cubrientes de los espacios vértice {X̃ṽ −→ Xv}v∈V (Ξ)

no son conexos por trayectorias, entonces se tendrá que en la descomposición a un grafo de espacios
de X̃ los espacios vértice están conformados por uniones de espacios cubrientes.

Observación 4.4.5. Observe que cualquier biyección que preserve grado entre los conjuntos de ele-
vaciones de los morfismos arista γa y γā de X a

∐
v′ X̃v′ puede usarse para construir un grafo de

espacios X ′ con espacios vértice {X ′v′} y un morfismo X ′ −→ X . Este espacio resultante X ′ es un
precubriente de X . Las elevaciones a X ′ de los morfismos de pegado de X que no son morfismos
de pegado de X ′ se llaman elevaciones colgantes, las definiciones formales de estos conceptos se
muestran a continuación. Note que no todo precubriente es un cubriente.

Definición 4.4.6. Dados X y X ′ grafos de espacios. Un precubriente es un morfismo entre grafos de
espacios localmente inyectivo X ′ −→ X tal que las familias de funciones {ϕv}v∈V (Ξ) y {ϕa}a∈A(Ξ)

que lo determinan son restricciones a un cubriente y además tal que para cada a′ ∈ A(Ξ′) el siguiente
diagrama conmuta:

X ′a
γ
′
a //

ϕa

��

X ′v

ϕv

��
Xa γa

// Xv

A X ′ se le llama precubriente.

Todos los morfismos de pegado de X ′ son elevaciones de morfismos de pegado de X

Definición 4.4.7. Una elevación de un morfismo de pegado de X a un espacio vértice de X que no es
un morfismo de pegado de X ′ es llamada una elevación colgante.

Note que si un precubriente tiene elevaciones colgantes o las elevaciones asociadas a un arista son
de un grado distinto al de su arista inversa, entonces este precubriente no será un cubriente. También
observe que en un precubriente no siempre es posible encontrar levantamientos.
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Ejemplo 4.4.8. Considérense los grafos de espacios X y X̃ construidos en los Ejemplos 4.1.4 y 4.3.5
respectivamente. Luego, considérense a los subconjuntos de los conjuntos de elevaciones siguientes:

E ′(γa) := {γ̃ã2i : X̃ã2i −→ X̃ṽ2 | i ∈ Z} ⊂ E(γa)

E ′(γā) := {γ̃˜̄a2i
: X̃˜̄a2i

−→ X̃ṽ1 | i ∈ Z} ⊂ E(γā)

Además defı́nase a ϕ : E ′(γa) −→ E ′(γā) una biyección tal que ϕ(γ̃a2i) = γ̃ā2i .

Figura 4.15: Conjunto de elvaciones E ′(γa) en representados por las fechas rojas, E ′(γā) representado
por las flechas azules. Note que ϕ relaciona cada flecha roja con su flecha inversa azul.

Con lo anterior se puede definir un grafo de espacios X ′ cuyo grafo asociado es un grafo Ξ′

con V (Ξ) = {ṽ1, ṽ2} y A(Ξ′) = {ã2i | i ∈ Z, ã2i ∈ A(X̃)} ∪ {˜̄a2i | i ∈ Z, ˜̄a2i ∈ A(X̃)}
donde para cada i ∈ Z la arista inversa de ã2i es ˜̄a2i, cuyas colecciones de espacios vértice y arista son
respectivamente, {X̃ṽ1 , X̃ṽ2}, {X̃ã2i , X̃˜̄a2i

}i∈Z y tal que sus morfismos de pegado son E ′(γa)∪E ′(γā).
Luego es posible definir un precubriente X ′ −→ X de la siguiente manera: el morfimos entre los

grafos asociados η : Ξ′ −→ Ξ queda definido por:

ηV : Ξ′ −→ Ξ ηA : Ξ′ −→ Ξ

ṽ1 7−→ v1 ã2i 7−→ a

ṽ2 7−→ v2 ˜̄a2i 7−→ ā

Note que para todo i ∈ Z:

ηV (∂0(ã2i)) = ηV (ṽ1) = v1 = ∂0(a) = ∂0(ηA(ã2i))

ηV (∂1(ã2i)) = ηV (ṽ2) = v2 = ∂1(a) = ∂1(ηA(ã2i))

ηV (∂0(˜̄a2i)) = ηV (ṽ2) = v2 = ∂0(ā) = ∂0(ηA(˜̄a2i))

ηV (∂1(˜̄a2i)) = ηV (ṽ1) = v1 = ∂1(ā) = ∂1(ηA(˜̄a2i))

La familias de funciones continuas {ϕv}v∈V (Ξ′), asociada al precubriente está conformada por
un par de funciones (localmente inyectivas) ϕṽ1 : X̃ṽ1 −→ XηV (ṽ1), ϕṽ2 : X̃ṽ2 −→ XηV (ṽ2), cuya
imagen enrollan a los espirales X̃ṽ1 y X̃ṽ2 en los cı́rculos Xv1 y Xv2 respectivamente. Y la familia
de funciones continuas {ϕa}a∈A(Ξ′) asociadas al precubriente consta para cada i ∈ Z de funciones
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identidad ϕã2i : X̃ã2i −→ XηA(ã2i) = Xa y ϕ˜̄a2i
: X̃˜̄a2i

−→ XηA(˜̄a2i) = Xā. Observe que las
funciones de las familias {ϕv}v∈V (Ξ′) y {ϕa}a∈A(Ξ′) son restricciones del cubriente |X̃ | y además
que los diagramas siguientes conmutan:

X̃ã2i

γ̃ã2i //

ϕã2i

��

X̃ṽ2

ϕṽ2

��
Xa γa

// Xv2

X̃˜̄a2i

γ̃˜̄a2i //

ϕ˜̄a2i

��

X̃ṽ1

ϕṽ1

��
Xa γā

// Xv1

En este ejemplo para cada i ∈ Z las elevaciones de la forma γ̃ã2i+1 : X̃ã2i+1 −→ X̃ṽ2 y
γ̃˜̄a2i+1

: X̃˜̄a2i+1
−→ X̃ṽ1 , son elevaciones colgantes (ver la Figura 4.15 estas corresponden a las

flecha grises).

Figura 4.16: Precubriente X ′.

Si se tiene una biyección ψ : {γ̃ã0} −→ {γ̃˜̄a4
} entre subconjuntos de elevaciones de γa y γā a X̃ .

Figura 4.17: La biyección ψ relaciona a los morfismos de pegado repesentados por la flecha azul y la
flecha roja.

De manera similar a como se hizo anteriormente a partir de esta biyección puede definirse un grafo
de espacios Y con grafo asociado Γ tal que V (Γ) = {ṽ1, ṽ2} y A(Γ) = {ã0, ˜̄a4} donde ¯̃a0 = ˜̄a4. Los
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espacios vértice son {X̃ṽ1 , X̃ṽ2}, los espacios arista {X̃ã0 , X̃˜̄a4
} y morfismos de pegado {γ̃ã0 , γ̃˜̄a4

}.
También de manera similar puede definirse un morfismos entre grafos de espacios Y −→ X que
determina un precubriente. Donde η′ : Γ −→ Ξ queda definido por:

η′V : Γ −→ Ξ η′A : Γ −→ Ξ

ṽ1 7−→ v1 ã0 7−→ a

ṽ2 7−→ v2 ˜̄a4 7−→ ā

Y con familias de funciones continuas {ϕ′ṽ1
: X̃ṽ1 −→ Xv1 , ϕ

′
ṽ2

: X̃ṽ2 −→ Xv2} que enrollan
a los espirales en sus respectivos cı́rculos y {ϕ′ã0

: X̃ã0 −→ Xa, ϕ
′
˜̄a4

: X̃˜̄a4
−→ Xā} funciones

identidad. Observe que Y es un precubriente pero no es un cubriente.

Figura 4.18: Precubriente Y .

Proposición 4.4.9. Dado X ′ una precubierte de un grafo de espacios X , el precubriente X ′ −→ X
puede extenderse a una aplicación cubriente X̃ −→ |X | donde cada espacio vértice de X̃ es un
espacio vértice de X ′ si y sólo si las siguientes condiciones se cumplen, para cada arista a ∈ A(Ξ)
con morfismos de pegado γa : Xa −→ X∂1(a) y γā : Xā −→ X∂1(ā), existe una biyección que
preserva grado entre el conjunto de elevaciones colgantes de γa a X ′ y el conjunto de elevaciones
colgantes de γā a X ′.

Demostración. ⇒] Si el precubriente X ′ −→ X puede extenderse a una aplicación cubriente X̃ −→
|X | donde cada espacio vértice de X̃ es un espacio vértice de X ′, entonces la descomposición a un
grafo de espacios de X̃ tiene la misma familia de espacios vértice que X ′ por lo que se puede definir
una biyección de manera análoga a la definida en la Propisición 4.4.4.
⇐]Para cada a ∈ A(Ξ) consideremos a Han(γa) y Han(γā) los conjuntos de elevaciones col-

gantes de los morfismos de pegado γa : Xa −→ X∂1(a) y γā : Xā −→ X∂1(ā) a tv∈V (Ξ′)X
′
v′ res-

pectivamente. Si se supone que existe una biyección que preserva grado ϕ : Han(γa) −→ Han(γā)
tal que ϕ(γ̃ãi) = γ̃˜̄aj , se puede definir un grafo de espacios X̃ cuyo grafo tiene conjunto de vértices

V (Ξ̃) = V (Ξ′) y conjunto de aristas:

A(Ξ̃) = A(Ξ′)
⋃ ⋃

a∈A(Ξ)

{ãi | γ̃ãi ∈ Han(γa)}

⋃ ⋃
ā∈A(Ξ)

{˜̄ai | γ̃˜̄ai ∈ Han(γā)}

 ,

y tal que ¯̃ai = ˜̄aj determina las aristas inversas respecto de la biyección entre elevaciones colgantes
antes dada. Con esto se tiene que:

X̃ = (Ξ̃, {X̃ṽ}V (Ξ̃)
, {X̃ãi}A(Ξ̃)

, ζ)
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donde ζ =
(
{γ′a′ : X ′a′ −→ X ′∂1(a′)}a′∈A(Ξ′)}

)⋃(⋃
a∈A(Ξ)(Han(γa) ∪Han(γā))

)
cuya reali-

zación geométrica es un cubriente X̃ para |X |.

De lo anterior se sigue que un precubriente siempre puede extenderse a un cubriente.

Lema 4.4.10. Si X ′ es un precubriente de un grafo de espacios X , entonces el morfismo X ′ −→ X
puede extenderse a una aplicación cubriente X̃ −→ |X |, donde X ′ es un subgrafo de espacios de X̃
y la inclusión X ′ ↪→ X̃ induce un isomorfismo de grupos fundamentales.

Demostración. Sea X ′ un precubriente de un grafo de espacios X . Si X ′ no tiene elevaciones col-
gantes, entonces es un cubriente. Si X ′ tiene elevaciones colgantes, para cada elevación colgante
γ̃ã : X̃ã −→ X̃∂0(ã) a X ′ de cualquier morfismo de pegado γa : Xa −→ X∂0(a) considérese a Yã el
cubriente de |X | cuyo grupo fundamental es π1(X̃ã).

Luego, se tiene que existe Yã,a0 un espacio arista de Yã tal que su grupo fundamental es π1(X̃ã).
Sea Zã una componenete conexa de Yã sin (el cilindro de) Yã,a0 . Entonces Zã es un precubriente de
X con una única elevación colgante γ̃ã : X̃ã −→ Za. El precubriente X̃ de X que consta de X ′ y
la unión disjunta de los Zã con ã variando sobre el conjunto de elevaciones colgantes satisface las
condiciones de la Proposición 4.4.9, por lo que es el cubriente que se busca.

Ejemplo 4.4.11. Considérese al grafo de espacios X cuya realización geométrica se muestra en la
Figura 4.19:

Figura 4.19: Realización geométrica del grafo X .

Y al precubriente X ′ de éste que se muestra en la Figura 4.20, tal que X ′ −→ X envı́a a todo
segmento vértical a Xa y a cada segmento horizontal a Xv.

Figura 4.20: Realización geométrica del precubriente X ′ de la realización geométrica del grafo X .
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Más aún note que este precubriente tiene una única elevación colgante γ̃ã : X̃ã −→ X̃ṽ de
γa : Xa −→ Xv tal que identifica los extremos de los segmentos de colores como se muestra en la
Figura 4.20. Se verá como extender este precubriente a un cubriente usando la técnica dada por el
Lema 4.4.10. Sea Yã un espacio cubriente para |X | tal que π1(X̃ã) = π1(Yã), vea la Figura 4.21, sea
Yã,a0 un espacio arista de Yã tal que π1(X̃ã) = π1(Yã,a0) y sea Za una componente conexa de Yã sin
Yã,a0 .

Figura 4.21: Espacio cubriente |Yã| (a la izquirda) con Yã,a0 (en amarillo), las componenetes conexas
de |Yã − Yã,a0 | (a la derecha) y |Zã| (en verde).

Luego se define a X̃ un cubriente para X como la unión disjunta de X ′ y Za módulo el pegado
necesario.

Figura 4.22: Espacio cubriente |X̃ |.

Lema 4.4.12. Si X ′ es un precubriente conexo de un grafo de espacios X , entonces el morfismo
X ′ −→ X induce un monomorfismo a nivel de grupos fundamentales.

La demostración de Lema 4.4.12 y los detalles técnicos del Lema 4.4.10 pueden consultarse en
[13]
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Definición 4.4.13. Un grafo de espaciosX es reducido si ningún morfismo de pegado es π1-suprayectivo.

Lema 4.4.14. Supóngase que X es un grafo de espacios reducido. Si X ′ es un precubriente pero no
un cubriente, entonces π1(X ′) tiene ı́ndice infinito en π1(X).

Demostración. Dado que X ′ es un precubriente pero no un cubriente existen elevaciones colgantes.
Considere el espacio Ya construido en el Lema 4.4.10 y sea Γ su grafo asociado. Dado que π1(Ya)
es igual al grupo fundamental de algunos de los espacios arista X , entonces Γ es un árbol. Dado que
X es reducido, todo espacio vértice de Γ tiene valencia mayor que uno. Por lo tanto Γ es infinito. De
donde se sigue que hay puntos de X con una cantidad infinita de preimagenes en Zã y por lo tanto
X̃ −→ X tiene grado infinito.
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Capı́tulo 5

Grafos de grupos con grupos arista
cı́clicos.

5.1. Una variante de un teorema de Shenitzer.

En esta sección se estudia cuando el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos arista
ciclicos infinitos se parte libremente. En especial se probará el Teorema 5.1.9 que caracteriza cuándo
un grupo finitamente generado que es el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupo arista
cı́cilos infinitos tiene un fin. Para lograr tal caracterización se estudiarán las descomposiciones libres
del grupo, es decir se estudiarán las particiones del grupo como un producto libremente amalgamado y
también las familias de subgrupos hiperbólicos que actúan sobre dicha descomposición. Una primera
motivación para este estudio es el Teorema de Descomposición de Stallings, éste caracteriza a los
grupos finitamente generados con más de un fin en términos de su descomponibilidad en productos
libres amalgamados o extensiones HNN.

Teorema 5.1.1. (Teorema de Descomposición de Stallings) Dado G un grupo finitamente generado,
entonces |Ends(G)| > 1 si y sólo si una de las siguientes se cumple:

1) El grupo G se parte como G = H ∗C K, donde C 6= H , C 6= K.

2) El grupo G es una extensión HNN.

Como consecuencia de este teorema resta y es deseable obtener un caracterización para los grupos
de un fin en terminos de productos amalgamados o extensiones HNN. Dada la dificultad del estudio
de los grupos con un fin en esta sección se estudiará particularmente a los grupos que tienen una
descomposición como productos libremente amalgamados o extensiones HNN con amalgama Z.

A continuación se presentan las definiciones de descomponibilidad libre.

Definición 5.1.2. Un grupoG es libremente descomponible si existe G un grafo de grupos con grupos
arista triviales tal que π1(G) = G.

Note que un grupo G es libremente descomponible si puede verse como G1 ∗ G2 con G1, G2 no
triviales.

Definición 5.1.3. Un grupo G es libremente descomponible relativo a un subgrupo H ≤ G si existe
G un grafo de grupos con grupos arista triviales tal que π1(G) = G y H es elı́ptico.

Observe que G puede verse como G1 ∗G2 por tanto existe un árbol T sobre el que G actúa tal que
determina esta descomposición y si H es elı́ptico se tiene que existe un vértice en v ∈ V (T ) tal que
H · v = v, es decir existe T un ({1},H)-árbol.

51
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Definición 5.1.4. Dado G un grafo de grupos y Gv un grupo vértice de G asociado a un vértice
v del grafo Ξ en el que inciden las aristas a1, a2, · · · , an con grupos arista asociados Gai con
i ∈ {1, 2, · · · , n}, Gv es un grupo vértice libremente descomponible relativo a los grupos arista
incidentes si existe G′ un grafo de grupos con grupos arista triviales tal que Gv = π1(G′) y tal que
para toda i ∈ {1, 2, · · · , n} los grupos arista Gai son elı́pticos en el árbol de Bass-Serre de G′.

Un grupo vérticeGv es descomponible si existe un árbol T ′ tal que la acción deGv en T ′ determina
un grafo de grupos G′ cuyo grupo fundamental π1(G′) es de la formaG1∗G2 y tal que para cada grupo
arista Gai con ai incidente a v existe vi ∈ v(T ′) tal que Gai · vi = vi.

Observación 5.1.5. Un grupo G es libremente indescomponible si no existe G un grafo de grupos
con grupos arista triviales tal que π1(G) = G.

Un grupo G es libremente indescomponible relativo a H si no existe G un grafo de grupos con
grupos arista triviales tal que π1(G) = G y H es elı́ptico.

Dado G un grafo de grupos y Gv un grupo vértice de G asociado a un vértice v del grafo Ξ en el
que inciden las aristas a1, a2, · · · , an con grupos arista asociadosGai con i ∈ {1, 2, · · · , n},Gv es un
grupo vértice libremente indescomponible relativo a los grupos arista incidentes si no existe G′
un grafo de grupos con grupos arista triviales tal queGv = π1(G′) y tal que para toda i ∈ {1, 2, · · · , n}
los grupos arista Gai son elı́pticos.

Una pregunta natural es si todo grupo finitamente generado es libremente descomponible, la res-
puesta la da el Teorema de Descomposición de Grushko enunciado a continuación.

Teorema 5.1.6. (Teorema de Descomposición de Grushko.) Sea G un grupo finitamente generado,
éste se parte como un producto libre amalgamado G = G1 ∗G2 ∗ · · · ∗Gp ∗ Fq con p, q > 0 y donde
para cada i ∈ {1, · · · , p}Gi es no trivial, libremente indescomponible y no es cı́clico infinito, y donde
Fq es un grupo libre de rango q. Más aún los grupos Gi son únicos salvo permutación y conjugación.

Dado G finitamente generado, y grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos arista cı́cli-
cos para demostrar el Teorema 5.1.9 será necesario construir el árbol de Bass-Serre asociado a este
grupo fundamental visto como una {Z}-partición. Se considerará por hipotesis una Cyc-partición de
G (Cyc denota el conjunto de los grupos libres de torsión), donde G es el grupo fundamental de un
grafo de grupo G con grafo subyacente Ξ con grupos vértice Gvi con i ∈ {1, · · · , n} finitamente
generados y grupos arista Gaj ciclı́cos con j ∈ {1, · · · , n− 1}.

Por otro lado dado queG es finitamente generado por el teorema de Grushko se tiene una partición
de éste de la forma G = H1 ∗H2 ∗ · · · ∗Hp ∗Fq con cada Hk indescomponible y k ∈ {1, · · · , p}. Sea
T el árbol de Bass-Serre asociado a esta partición de G, es decir el árbol asociado a una {1}-partición
de G. Dado que los estabilizadores de arista de T son triviales, para todo subgrupo H de G, existe un
único subárbol minimal invariante de T en el que H actúa de manera cocompacta.

Se denotará por Tvi a los subárboles minimales invariantes de T respecto de los grupos vértice
Gvi y por Taj a los subárboles minimales invariantes de T respecto de los grupos arista Gaj . Dado
que todo Gaj es un grupo cı́clico libres de torsión note que Taj es un punto o una lı́nea.

Obsérvese que los subárboles Tvi y Taj son subárboles de T el árbol asociado a una {1}-partición
de G que quedan invariantes bajo subgrupos asociados a una Cyc-partición de G.

Se llamará Xvi al grafo de grupos cociente Tvi/Gvi y Xaj al grafo de grupos cociente Taj/Gaj ,
observe que este último es un cı́rculo o un punto. Además note que Xvi y Xaj son finitos.
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Puesto que hay un morfismo inyectivo de Gai a Gvi y de Gai a Gvi+1 , es decir Gai ≤ Gvi y
Gai ≤ Gvi+1 , se tiene que Tvi y Tvi+1 son Gai-invariantes por lo que Tai ↪→ Tvi y Tai ↪→ Tvi+1 . De
esto se tienen morfismos inyectivos Tai −→ Tvi y Tai −→ Tvi+1 que descienden por lo que se tienen
los siguiente diagramas conmutativos:

Tai
//

��

Tvi

��
Xai

// Xvi

Tai
//

��

Tvi+1

��
Xai

// Xvi+1

Usando estos morfismos Xai −→ Xvi y Xai −→ Xvi+1con i ∈ {1, · · · , n− 1} como morfismos
de pegado es posible construir un grafos de espacios, X con grupo fundamental G. En esta construc-
ción los espacios vértice de X son los grafos de grupos Xvi y los espacios arista son los cilindros de
los grafos de grupos Xaj , es decir los espacios arista son Xaj × [−1, 1], los morfismos de pegado
están dados por los morfismos Xai −→ Xvi ,Xai −→ Xvi+1 y el grafo subyacente a X es Ξ (observe
que éste es el mismo grafo subyacente a G el grafo de grupos asociado a la Cyc-partición del que G
es grupo fundamental).

El cubriente universal de X que se denotará como X̃ , es un árbol conformado por copias T̃vi de
los árboles Tvi pegados lo largo de franjas o arcos de la forma T̃aj × I donde T̃aj es una copia de
Taj . A la función cubriente asociada a X̃ se la denotará como p. El árbol adyacente a X̃ es el árbol de
Bass-Serre asociado a la Cyc-partición de G y se denotará por T̃ .

Hay un morfismo f : X̃ −→ T que es G-equivariante definido de la siguiente manera:

El morfirmo f restringido cada Tvi está dado por la inclusión T̃vi ↪→ Tvi ⊆ T

En T̃aj ×I el morfismo f está dado por T̃aj ×I −→ Taj ↪→ T , la composición de la proyección
a Taj con la inclusión a T .

Dado t el punto medio de una arista del árbol T , se definirá a Ỹt = f−1(t) y a Yt = p(Ỹt) ⊂ X .
Aquı́ si t es el punto medio de una arista en algún Tvi , entonces Ỹt es una colección de puntos

medios en las copias T̃vi de Tvi que conforman a X̃ y si t es una arista en algún Taj , entonces Ỹt
es una colección de cilindros de puntos (segmentos) en las copias T̃aj de Taj . Luego si t es el punto
medio de una arista en algún Tvi , se tiene que Yt es un punto en algún Xvi y si t es el punto medio de
una arista en algún Taj , pasa que Yt es el cilindro de un punto en Xaj .

Por construcción para cualquier vi se tiene que:

Yt
⋂
Xvi es una unión finita de puntos.

Yt
⋂
Xaj × I es una unión finita de arcos.

Por lo que Yt es topológicamente un grafo finito con vértices en los grafos de grupos vértices de
X y aristas en los cilindros de los grafos de grupos arista de X .

Ejemplo 5.1.7. Considérese el grafo de Cayley del grupo libre F3 = 〈a, b, c〉 y llamesélo T y la
acción por translación izquierda de F3 en este grafo T . Se tiene que para todo v ∈ V (T ) la órbita
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es F3 · v = {x · v | x ∈ F3} = F3 y además se tienen las siguientes órbitas para aristas F3 · (1, a),
F3 · (1, b) y F3 · (1, c), por lo que el grafo cociente F3 \T es una rosa de tres pétalos. Además note que
los estabilizadores de cualquier arista y cualquier vértice son trivales de modo que el grafo de grupos
G inducido por la acción de F3 en T es una rosa de tres pétalos con grupos vértice y arista triviales.

Figura 5.1: Árboles Ta, Tv1 y Tv2 .

Por otro lado se tiene una Z-partición de F3 que es F2 ∗Z F2 = 〈a, b〉 ∗〈b〉 〈b, c〉, llámense Gv1 =
〈a, b〉, Gv2 = 〈b, c〉 y Ga = 〈b〉. Sean Ta, Tv1 y Tv2 los árboles minimales invariantes respectivamente
de las acciones de Ga, Gv1 y Gv2 (Figura 5.2)

Figura 5.2: Árboles Ta, Tv1 y Tv2 .

Luego se tienen los grafos cocientes Xa = Ta/Ga, Xv1 = Tv1/Gv1 y Xv2 = Tv2/Gv2 que son un
vértice y una arista y dos rosas de dos petalos respectivamente como se muestra en la Figura 5.3.
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Figura 5.3: Grafos Xa, Xv1 y Xv2 .

Luego se puede construir un grafo de espacios X como en la Figura 5.4 a partir de los grafos
cocientes antes construidos tal que π1(X ) = F3. En X se tiene un grafo arista Xa, dos grafos vértice
Xv1 , Xv2 , el grafo asociado a X consta de dos vértices y una arista al igual que el asociado al grafo de
grupos con grupo fundamental 〈a, b〉∗〈b〉〈b, c〉 y un par de morfismo de pegado inyectivosXa −→ Xv1

y Xa −→ Xv2 que envı́an el lazo y vértice de Xa a un vértice y lazo en el respectivo espacio vértice.

Figura 5.4: Grafos Xa, Xv1 y Xv2 .

El cubriente universal X̃ de X consta de franjas T̃a× I , en la Figura 5.5 se muestran como franjas
azules, que tienen pegadas copias T̃v1 y T̃v2 de Tv1 y Tv2 , que en la Figura 5.5 se ven en color negro,
naranja y amarillo respecto de v1 y color verde claro, verde obscuro y morado respecto de v2.

Figura 5.5: El cubriente X̃ de X visto de frente y visto desde arriba.

A continuación se ilustra como son Ỹt = f−1(t) y Yt = p(Yt). En la Figura 5.6 se muestra a t
como el punto medio de una arista de Tv2 y a Ỹt la colección de puntos en las copias de T̃v2 que se
encuentran en X̃ .
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Figura 5.6: Ỹt para t el punto medio de una arista en un árbol grupo vértice invariante.

La Figura 5.7 muestra a Yt para t el punto medio de una arista de Tv2 como un punto sobre Xv2 .

Figura 5.7: Yt para t el punto medio de una arista en un árbol grupo vértice invariante.

La Figura 5.8 muestra a t como el punto medio de una arista en Ta y a Ỹt como una colección de
cilindros de puntos en los T̃a × I donde los T̃a son copias de Ta.

Figura 5.8: Ỹt para t el punto medio de una arista en un árbol grupo arista invariante.

Para t el punto medio de una arista en Ta la Figura 5.9 muestra que Yt es el cilindro de un punto
en Xa.
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Figura 5.9: Yt para t el punto medio de una arista en un árbol grupo arista invariante.

La Figura 5.10 muestra a la órbita F3 · {1, b} que coinside con Ta y a ỸTa .

Figura 5.10: Ta y ỸTa

La Figura 5.11 muestra que ỸTa es el cilindro de un punto en Xa.

Figura 5.11: YTa .

Lema 5.1.8. La inclusión de Yt ↪→ X̃ , restringida a una componente, induce una inyección en los
grupos fundamentales.

Demostración. Sea Z una componente conexa de Yt y sea Z̃ una componente de la preimagen de Z
en X̃ . Se verá que la composición Z̃ ↪→ X̃ −→ T̃ es inyectiva. Supongamos que no lo es, entonces
dado que T̃ es un árbol existe un par de aristas adjacentes ã1 y ã2 en Z̃ que van a la misma arista en
T̃ . Por lo que este par de aristas ã1 y ã2 en Z̃ están contenidas en una misma franja Ta× I de X̃ , pero
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los morfismos de pegado Ta −→ Tv son inyectivos, por lo que no existen dos aristas de Z̃ contenidas
en Ta × I que sean adyacentes.

Teorema 5.1.9. Sea G finitamente generado, y grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos
arista cı́clicos libres de torsión. Entonces G tiene un fin si y sólo si cada grupo vértice es libremente
indescomponible relativo a los grupos arista incidentes.

Demostración. ⇒] Sea que G el grafo del cual G es grupo fundamental, supongamos que existe un
grupo vértice Gv de éste que es descomponible respecto a los vértices incidentes, es decir existe G′ un
grafo de grupos con grupos arista no triviales tal queGv = π1(G′) y tal que para toda i ∈ {1, 2, · · · , n}
los grupos arista Gai son elı́pticos. Por lo que Gv es un producto amalagamado libre o una extensión
HNN, luego por el Teorema de Stallings Gv tiene al menos dos fines. Se tiene G′ determina una
descomposoción deGv relativa a las aristas incidentes, por lo que se pude sustituir aGv por la partición
determinada por G′ en G obteniendo ası́ una descomposición que induce una partición de G sobre un
finito, luego por el Teorema de Stallings 5.1.1 G tiene más de un fin.
⇐] Supongáse queG tiene más de un fin, entonces por el Teorema de Descomposición de Grushko

existe una partición libre (no trivial) de G asociada a un árbol T y a un grafo de grupos H. Dado que
T es un {1}-árbol y H es no trivial, existe Taj un subárbol de T que es mı́nimal invariante respecto
de Gaj ∼= Z un grupo arista en la Cyc-partición de G dada por hipótesis tal que Xaj = Taj/Gaj

∼=
Taj/Z. De esto se tiene que f |Ta×I = Ta, por lo que hay una arista de T en la imagen de X̃ bajo f .
Sea t el punto medio de dicha arista.

Note que f : X̃ −→ T es G-equivariante y que Ỹt = f−1(t) ⊆ X̃ por lo que f : Ỹt −→ T es
G-equivariante y además que f(Ỹt) = f(f−1(t)) = t es un punto.

Obsérvese que si l es un lazo en Yt, entonces viene de aristas en Ỹt que están en la misma órbita.
Es decir, para alguna arista ã en Ỹt se tiene que existe g ∈ G \ {1} tal que g · ∂0(ã) = ∂1(ã). De esto
se tiene que g deja invariante una componente conexa de Ỹt, luego por la equivarianza del morfismo
f , el elemento g deja invariante una componente de T .

Si t es el punto medio de una arista en T . Como G actúa sin inversiones en T , entonces si g ∈ G
fija a t, se tiene que g estabiliza a toda la arista.

Si Ỹt tiene un lazo, entonces existe g ∈ G que estabiliza la arista, luego como T es un {1}-árbol
g = 1, lo cual es una contradicción por lo que Ỹt no tiene lazos. De lo anterior se tiene que Yt no tiene
ciclos y por lo tanto es un bosque finito.

Luego se tiene que existe un grafo de grupos vértice Xvi con una arista at cuyo punto medio es un
vértice aislado en Yt o un vértice de valencia uno Yt.

Si el punto medio de at es un vértice asilado en Yt, entonces al borrar el punto medio de at se tiene
que Xvi se parte relativo a los vértices arista incidentes y por tanto G es libremente descomponible.

En el caso en el que el punto medio de at ∈ Xvi es una hoja, hay una única arista a ∈ A(Xvi)
que incide a vi ∈ V (Xvi) con at en la imagen de Xa y solo una arista de Xa va a at. De esto se
tiene que at es no separadora en Xvi , pues si fuera separadora, entonces todo lazo en Xvi cruzarı́a
a at un número par de veces. por lo que at corresponde a un elemento en la base de Gvi dado que
at atravesado sólo una vez por Xa y no es atravesado por ningún otro espacio arista incidente, se
tiene que hay una partición de Gvi relativa a los grupos arista incidentes, por tanto G es libremente
descomponible.
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5.2. Grafos de Whitehead.

Con la intensión de estudiar la descomponibilidad de los grupos vértices en la descomposición
JSJ de grupo hiperbólicos con un fin, en esta sección se presenta la teorı́a necesaria para anilizar a los
grupos rı́gidos, y las herramientas para esto serán los grafos de Whitehead. Posterioremente para en-
tender a la estructura de pullback en los grafos Whitehead se presenta el concepto de entrelazamiento
de grafos. Con lo anterior se estará listo para introducir la noción de grupo limpio que será vital para
construir cubrientes en la demostración del Teorema 5.3.7.

La intención en está sección es probar el Teorema 5.2.34. Este es un teorema local en el sentido de
que da condiciones para decir cuando un subgrupo limpio de ı́ndice finito con la estructura periferica
inducida de un grupo libre dado es libremente descomponible (en el sentido de Wilton).

Como posteriormente estudiaremos grafos de grupos con grupos vértice libres, introduciremos
una serie de nociones importantes para el estudio de estos.

Definición 5.2.1. Sea F un grupo libre. Una múltipalabra es un subconjunto w de F \ {1}.

Definición 5.2.2. Sea F un grupo libre y una múltipalabra w, una estructura periférica [w] de F es
un conjunto de subgrupos cı́clicos, maximales, no conjugados a pares de 〈w〉.

Ejemplo 5.2.3. Considere al grupo libre en dos generadores F2 = 〈a, b〉,

Multipalabra w Estructura periférica asociada [w]

F 2 \ {1} {〈anbmak〉, 〈bnambk〉 | n,m, k ∈ N ∪ {0}}
{a} {〈a〉}
{a, ab} {〈a〉, 〈ab〉}
{a, aba−1} {〈a〉, 〈b〉}

{x | x ∈ 〈a〉 \ {1}} ∪ {ab, ba, a4b7a} {〈a〉, 〈ba〉, 〈ab〉, 〈a5b7〉}
{x | x ∈ 〈ab〉 \ {1}} ∪ {a5, ab3a, ba2b6a} {〈a〉, 〈ab〉, 〈a2b3〉, 〈ba2b6a〉}

Considérese al par (F, [w]), donde F es un grupo libre y [w] una estructura periférica. Observe
que todo grupo vértice de un grafo de grupos con grupos arista cı́clicos está naturalmente dotado con
una estructura periférica inducı́da por las aristas incidentes. Es decir, si consideramos a Gv un grupo
vértice en un grafo de grupos ascociado al vértice v que incide con un conjunto de aristas ai, con
i ∈ {1, · · · , n}, cuyos grupos asociados Gai son cı́clicos entonces dado que hay una inyección de los
grupos arista en los grupos vértice, la multipalabra w = {x ∈ Gv | ∃i ∈ {1, · · · , n} x ∈ Gai \ {1}},
tiene asociada la estructura periférica [w] = {C1, · · · , Cn} tal que Gai ≤ Ci.

Si se considera F̂ un subgrupo de F , entonces la estructura periférica [w] de F asociada a la
multipalabra w induce de manera natural una estructura periférica [ŵ] de F̂ , donde ŵ = w

⋂
F̂ y

[ŵ] = {H
⋂
F̂ | H ∈ [w]}. Por lo que una estructura periférica [w] de F induce una estructura

perférica natural pullback [ŵ] en cualquier subgrupo F̂ .

F̂ //

��

F

��
[ŵ] // [w]
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Ejemplo 5.2.4. Si se considera a 〈a〉 un subgrupo de 〈a, b〉 y aw = {a, ab5} tal que [w] = {〈a〉, 〈ab5〉},
entonces ŵ = {a} donde [ŵ] = {〈a〉}.

A continuación se presentan una serie de definiciones importantes para estudiar la descomponi-
bilidad de un grupo. En su árticulo Henry Wilton [5] da una noción de descomponibilidad libre sin
embargo está es distinta y más fuerte que la noción de descomponibilidad libre dada por Vincent Gui-
rardel y Gilbert Levitt en [4]. También en [5] se define la noción de grupo rı́gido, sin embargo está no
coincide con otras definiciones en la literatura.

En el sentido de Henry Wilton se tiene que:

Definición 5.2.5. Un par (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w] si existe un
grafo de grupos G con grupos arista triviales tal que π1(G) = G y existe H ∈ [w] es elı́ptico (en T el
árbol asociado a G).

Por lo que un par (F, [w]) es Wilton libremente indescomponible relativo a [w] si para todo
grafo de grupos G con grupos arista triviales tal que π1(G) = G, todo H ∈ [w] es hiperbólico (en T
el árbol asociado a G).

Observe que todo grupo Wilton libremente indescomponible relativo a [w] es libremente indes-
componible relativo a [w] en el sentido de Guirardel y Levitt, pero no a la inversa pues puede suceder
que no todo H ∈ [w] fuera hiperbólico en una descomposición libre.

Algo análogo se tiene con los conceptos rı́gido y ciclicamente descomponible relativo a una familia
plena. En el sentido de Henry Wilton se tiene que:

Definición 5.2.6. Un par (F, [w]) es rı́gido si existe un grafo de grupos G con grupos arista cı́clicos
tal que π1(G) = F y existe H ∈ [w] es elı́ptico (en T el árbol asociado a G).

Por lo que un par (F, [w]) es no rı́gido si para todo grafo de grupos G con grupos arista cı́clicos
tal que π1(G) = F , todo H ∈ [w] es hiperbólico (en T el árbol asociado a G).

Observe que rı́gido (en el sentido de Wilton) es una condición más fuerte que ser cı́clicamente
indescomponible relativo a [w].

Ejemplo 5.2.7. El grupo Z tiene una única partición libre dada como {0}∗{0} asociada al grafo que
se muestra en el Ejemplo 2.4.8 , además el grafo de grupos asociado a la acción por translación
izquierda de Z en Ξ consta de un lazo y un único vértice cuyos, con grupo arista y grupo vértice
asociados triviales. Siw = {a3, a7} se tiene que la estructura periférica inducida por esta multipalabra
es [w] = {〈a〉}. Luego note que ni la acción de 〈a〉 no deja puntos fijos en el árbol Γ, por lo que
(F, [w]) = (Z, {〈a〉}) es libremente indescomponible.

Como es usual en la teorı́a geométrica de grupos se asociará un objeto geométrico a los grupos
estudiados, en este caso relacionaremos a los grupos libres con cuerpos con asas a través de su grupo
fundamenal.

Definición 5.2.8. Una asa m-dimensional de ı́ndice λ o bien una λ-asa es un objeto difeomorfo al
producto directo:

Dλ ×Dm−λ

donde Dλ y Dm−λ son discos de dimensión λ y m− λ respectivamente.

Definición 5.2.9. Un cuerpo con asas es una variedad con frontera obtenida de pegar a Dm un disco
m-dimensional asas de varios ı́ndices:

Dm
⋃
ϕ1

Dλ1 ×Dm−λ2
⋃
ϕ2

Dλ2 ×Dm−λ2
⋃
ϕ3

· · ·
⋃
ϕn

Dλn ×Dm−λn
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donde los morfismos de pegado son de la forma:

ϕi : ∂Dλi ×Dm−λi −→ ∂Dm

con i ∈ {1, · · · , n}.

Ejemplo 5.2.10. Considérese a D3 una esfera. Aquı́ una 1-asa o bien una asa 3-dimensional de ı́ndice
1 es un objeto difeomorfo a D1 ×D2, véase la Figura5.12.

Figura 5.12: D3 y una 1-asa.

Luego si se consideran los morfismos de pegado ϕi : ∂D1 ×D2 −→ ∂D3 para i ∈ {1, 2, 3} que
identifican las tapas de la 1-asa con D3, Figura 5.13.

Figura 5.13: Morfismos de pegado ϕi : ∂D1 ×D2 −→ ∂D3.

Es posible contruir un cuerpo con tres 1-asas como:

D3
⋃
ϕ1

(Dλ1 ×D2)
⋃
ϕ2

(D1 ×D2)
⋃
ϕ2

(D1 ×D2)
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Figura 5.14: Cuerpo con tres 1-asas.

Sea U un cuerpo con asas y F su grupo fundamental. A cada multipalabra w se le puede asociar
una subvariedad inmersa 1-dimensional N (un conjunto de curvas) en X . Más aún hay una corres-
pondencia natural entre las clases de conjugación de cada elemento de una multipalabra w y una
subvariedad 1-dimensional (una clase de equivalencia homotópica de una curva inmersa en el cuerpo
con asas)N ⊂ U determinada salvo homotopı́a en la que cada componente es esencial (no homotópica
a un punto) y frontera la frontera tiene dimensión 2.

Si F̂ un subgrupo de F y X̂ es el espacio cubriente de U con grupo fundamental F̂ , se denotará
como N̂ la preimagen de N en X̂ .

El pullback de [w] a F denotado como [ŵ], está determinado por las clases de conjugación no
triviales de F̂ determinadas por las componentes de N̂ .

Observación 5.2.11. Si w es finita y F̂ es finitamente generado y de ı́ndice finito, entonces ŵ es finita.
Note que si N tiene una cantidad finita de componentes y F̂ es de ı́ndice finito, entonces N̂ tiene una
cantidad finita de componentes.

Ejemplo 5.2.12. Note que el grupo fundamental de una esfera con tres ponchaduras Σ es π1(Σ) =
〈a, b〉 = F2, más aún siw = {a, b, ab}, entonces la estructura periférica asociada [w] = {〈a〉, 〈b〉, 〈ab〉},
aquı́N la subvariedad 1-dimensional inmersa en Σ asociada a la multipalabra w es el conjunto de cur-
vas que muestran en la Figura 5.15, de modo que se indentifica a los elementos de [w], con las clases
de conjungación de subgrupos cı́clicos correspientes ∂Σ, es decir se identifica a las clases de conju-
gación de los grupos cı́clicos pertenecientes a la estructura periférica [w] con clases de equivalencia
homotópica asociadas a curvas en ∂Σ.
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Figura 5.15: Esfera con tres ponchaduras y N ascociada a la multipalabra [w].

A continuación consideremos a U un cuerpo con asas de genero g conveniente y a F = π1(U).
Recordemos que hay una correspondencia natural entre las clases de conjugación de todo elemento
w ∈ w y una 1-subvariedad Nw ⊆ U determinada salvo homotopı́a en la que cada componente es
escencial. También recordemos que el grupo fundamental de un cuerpo con asas de genero g es un
grupo libre de rango g, por lo que es posible elegir una base cualquiera B para F a la que de manera
natural le corresponde una familia maximal de discos no separadores D ⊆ U ; tal que al cortar a lo
largo de dichos discos se obtiene una 3-bola; la preimagen de la cada disco es un par de discos en la
frontera de la bola y la preimagen de N[w] es una unión de arcos en la bola con puntos finales en los
discos.

Ejemplo 5.2.13. Considérese a U un cuerpo con asas de genero 3 y a F3 = 〈a, b, c〉 su grupo funda-
mental. También considérese a la multipalabra w = {a, b, c, ac} se tiene que la estructura periférica
asociada es [w] = {〈a〉, 〈b〉, 〈c〉, 〈ac〉}. Si se considera a w = ac ∈ w esta tiene asociada una sub-
variedad Nw como se muestra en la Figura 5.16 y también para las palabras a, b, c se muestras las
correspondientes Na, Nb, Nc.

Figura 5.16: Subvariedad 1-dimensional Nac asociada a la palabra w = ac y subvariedades
Na, Nb, Nc.

El conjunto B = {a, b, c} es una base para F3 y esta está asociada con una familia de discos no
separadores D, el conjunto de discos azules en la Figura 5.17 , tal que al cortar a lo largo de ellos se
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obtiene una 3-bola; la preimagen de cada disco es un par de discos en la frontera de la bola, véase la
Figura 5.17.

Figura 5.17: Conjunto de discos D y bola obtenida de cortar a tráves de los discos en D.

Si se considera la curva Nabc entonces la preimagen de esta en la 3-bola es un conjunto de tres
arcos que cuyos extremos están en los discos, vea la Figura 5.18

Figura 5.18: Conjunto de discos D y bola obtenida de cortar a tráves de los discos en D.

Observación 5.2.14. Dada una base B = {b1, b2, · · · bn} para un grupo fundamental de un cuerpo con
asas F , se denotara por b+i y b−i a los pares de discos en la preimagen de cortar a lo largo del respectivo
Di.

Una herramienta útil para encontrar particiones libres y cı́clicas de pares (F, [w]) serán los grafos
de Whitehead. Posteriormente estos serán de ayuda para encontrar (F, [w]) rı́gidos.

Definición 5.2.15. Dado U un cuerpo con asas con grupo fundamental F que tiene base B a la que
corresponende una familia maximal de discos no separadores D y una multipalabra w el grafo de
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Whitehead de w respecto de B es el 1-complejo cuyos vértices son el resultante de colapsar a un
punto los discos en la frontera de la bola obtenida de cortar a lo largo de los discos de D y cuyas
aristas son los arcos con puntos finales en los discos de la bola cortada. Al grafo de Whitehead
asociado a una palabra w ∈ w respecto de la base B se le denota como WB(w) y el grafo de
Whitehead de una multipalabra w es un grafo con vértices los colapsos de los discos D y aristas la
unión de las aristas de cada grafo WB(w) con w ∈ w, a este se le denota como WB(w)

Ejemplo 5.2.16. Sea U como en el Ejemplo 5.2.13, el grafo de Whitehead asociado a Nabc tiene
por vértices a {a+, a−, b+, b−, c+, c−} asociados a los discos de los tres pares de discos de la esfera
cortada y tiene tres aristas a1, a2, a3 tales que ∂0(a1) = a+, ∂0(a1) = b−, ∂0(a2) = c+, ∂0(a2) =
a−, ∂0(a3) = b+, ∂0(a3) = c−

Figura 5.19: Grafo de Whitehead asociado a Nabc

La Figura 5.20 muestra la curva Ncba−1b−1 y el grafo de Whitehead asociado a esta.

Figura 5.20: Curva Ncba−1b−1 y grafo de Whitehead asociado a Ncba−1b−1 .

Observe que el grafo de Whitehead de la Figura 5.20 puede representarse como un grafo en el que
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las aristas no se intersectan.

Ejemplo 5.2.17. Si se considera aw = {cba−1, ab2, bc−1a2, ba−1}, se tienen aNcba−1, Nab2 , Nbc−1a2

y Nba−1 como se muestra en la Figura 5.21

Figura 5.21: Curvas Ncba−1, Nab2 , Nbc−1a2 y Nba−1

Más aún W (w) el grafo de Whitehead de w es el grafo que se muestra en la Figura 5.22
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Figura 5.22: Grafo de Whitehead asociado a la multipalabra w = {cba−1, ab2, bc−1a2, ba−1}.

En los ejemplos anteriores se observó como se relacionan las curvas sobre cuerpos con asas con
las múltipalabras, sin embargo en general la longuitude de las palabras depende de la base que se tome
para generar al grupo.

Definición 5.2.18. Una multipalabra w de un grupo F es una multipalabra mı́nimal si la base B
para F mı́nimiza su longuitud.

Si hay un par de vértices {v+, v−} de WB(w) separados por un conjunto de aristas ε de W (w) y
la cardinalidad de ε estrictamente menor que la valencia de v+( y la de v−), entonces puede aplicarse
un movimiento de Whitehead que produce una nueva base B′ tal que WB′(w) tiene menos aristas que
WB(w). El siguiente Teorema 5.2.19 nos ofrece información sobre la relación entre la descomponi-
bilidad libre de F y la conexidad de los grafos de Whitehead, su demostración pude encontrarse en
[9].

Teorema 5.2.19. Si F es un grupo libre, para cualquiera w ∈ F \ {1} las siguientes propociones son
equivalentes:

a) El elemento w está contenido en un factor propio libre de F .

b) Cualquier grafo de Whitehead de w sin vértices de corte es disconexo.

c) Existe un grafo de Whitehead de w que es disconexo.

El Lema 5.2.20 es una consecuencia del Teorema 5.2.19.

Lema 5.2.20. SiWB(w) es disconexo, entonces (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo
a [w]. Al converso si (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w], entonces WB(w) es
disconexo o contiene un vértice separador.

Demostración. SeaWB(w) disconexo, entonces por el Teorema 5.2.19 esto es equivalente a que cual-
quier w ∈ w esté contenido en un factor propio libre de F . De esto se tiene que existen A,B subcon-
juntos propios y no triviales de F tal que F = A ∗ B y w ∈ A. Por tanto existe un grafo de grupos
con grupos arista triviales G tal que π1(G) = A ∗B, más aún dado que w ∈ A un estabilizador vértice
existe un vértice v en el árbol T asociado a G que queda fijo bajo la acción de w, ası́ 〈w〉 es elı́ptico
en T , de esto se que concluye (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w].

Para el converso, si (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w], entonces existe
una partición libre G1 ∗ G2 ∗ · · ·Gn de F tal que para todo w ∈ w existe un vértice v en el árbol T
asociado al grafo de grupos que determina la partición libre antes dada que cumple que la acción de
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w en v lo deja fijo. De esto se tiene que w ∈ Gi está contenido en algún estabilizador vértice que es
también un factor propio de F , luego por el Teorema 5.2.19 esto es equivalente a que cualquier grafo
de Whitehead de w sin vértices de corte sea disconexo y a que exista un grafo de Whitehead de w que
es diconexo, de donde se sigue que WB(w) es disconexo o tiene vértices de corte.

Un caso espcial (F, [w]) es en el que es de la siguiente forma:

Definición 5.2.21. Dados un grupo libre F y una multipalabra w, diremos que el par (F, [w]) es una
esfera con tres ponchaduras si F es isomorfo a un grupo libre en dos generadores F2 = 〈a, b〉 y la
estructura periférica de [w] está la inducida por la multipalabra w = {a, b, ab}. Es decir si F es el
grupo fundamental de una esfera con tres ponchaduras y la multipalabra w está asociada a curvas
correspondientes a cada ponchadura.

El siguiente Teorema 5.2.22 da condiciones para encontrar pares (F, [w]) rı́gidos a partir de aristas
separadoras en grafos de Whitehead.

Lema 5.2.22. Si W (w) tiene un par de aristas separadoras, entonces (F, [w]) es una esfera con tres
ponchaduras o es no rı́gido.

Demostración. Sea w una multipalabra asociada a un subvariedad 1-dimensional de un cuerpo con
asas U .

Se denotará por Nwi a las componentes de la subvariedad (curvas) correspodiente a las multipa-
labras wi ∈ w. Sean Nwi , Nwj ∈ Nw (no necesariamente distintos) las componentes de Nw que
asociadas al par de aristas separadoras de W (w) que existen por hipótesis.

Dado que W (w) tiene un par de aristas separadoras ai, aj asociadas a wi, wj respectivamente,
existe un par de vértices v+, v− ∈ W (w) de valencia a lo más dos, tales que las aristas separadoras
o bien inciden ambas en uno de estos vértices de valencia dos o bien cada arista separadora incide
a uno de estos vértices de valencia uno. Por lo que para toda otra wk ∈ w distinta de wi, wj , las
aristas asociadas en WB(w) de esta componente no inciden a los vértices v+, v−. De esto se tiene
existe un disco D porpiamente encajado en U tal que ∂D está propiamente encajada en ∂U , la unión
Nwi ∪Nwj intersecta a ∂D en exactamente dos puntos, que corresponden a las arsitas separadoras en
el grafo W (w) y además para toda wk ∈ w distinta de wi y wj se tiene que Nwk

es disjunta de D.

Sea V una vecindad cerrada y pequeña de D ∪Nwi ∪Nwj , sea Σ = V ∩ ∂U la frontera de V en
U y sea V ′ = U \ int(V ) el complemento del interior de V .

Fijemos un punto base en Σ. Se tienen distintos caso dependiendo de si wi,wj son iguales o dis-
tintos o de si Σ es conexo o no.

Considérese el caso en el que wi 6= wj y Σ es conexo. Observe que en este caso V es homotópi-
camente equivalente a una rosa de 2 pétalos, además la frontera de ∂V encajada en ∂U es un bitoro,
ver la Figura 5.23



5.2. GRAFOS DE WHITEHEAD. 69

Figura 5.23: Ejemplo de curvas Nwi , Nwj y disco D encajado en U (izquierda). Ejemplo de vecindad
V a la donde ∂V es un bitoro (derecha).

Observe también que Σ = Bε(D∪Nwi∪Nwj )∩∂U consta de dos vecindades cerradas y pequeñas
de las curvas cerradas Nwi ,Nwj tangentes a la circunferencia correspondiente a la frontera del disco
D en U , por lo que Σ es homeomorfo a un toro con dos ponchaduras, véase la Figura 5.24 .

Figura 5.24: Anillos correspondientes a Σ = Bε(D ∪Nwi ∪Nwj ) ∩ ∂U homeomorfa a un toro con
2 ponchaduras.

Por construcción se tiene que π1(V ) ∼= 〈wi〉 ∗ 〈wj〉 y dado que Σ es homeomorfo a un toro con
2 ponchaduras sucede que π1(Σ) = 〈a, b, d2, d2 | [a, b]d1d2〉. Luego por el Teorema de Seifert van
Kampen F ∼= π1(U) se tiene el siguiente pushout:

π1(Σ)
i∗v

//

i∗
v′

��

π1(V )

j∗v

��
π1(V ′)

j∗
v′

// π1(U)

Factorizando los kernels de los morfismos a π1(U) se obtiene una descomposición de π1(U) como
un producto amalgamado. Por la forma en que la que hasta homeomorfismo se encaja Σ en V , se tiene
que Σ está en la frontera de un toro sólido por lo que b, d1, d2 son nulhomotópicos en U (véase la
Figura 5.25) mientras que a = wiwj no lo es, por lo que el grupo arista asociado a a es cı́clico.



70 CAPÍTULO 5. GRAFOS DE GRUPOS CON GRUPOS ARISTA CÍCLICOS.

Figura 5.25: Ejemplo de como se encaja Σ en U .

Con todo lo anterior se ha logrado obtener una descomposición cı́clica de F de la forma G1 ∗AG2

con A cı́clico donde G1 = 〈wi〉 ∗ 〈wi〉/ker(j∗v) y sólo resta ver que esta es una esfera con tres pon-
chaduras o no es rı́gida, es decir que existe algún grupo en [w] que es elı́ptico en dicha descomposición.

Supongáse que F es rı́gido, se tiene que la descomposición cı́clica G1 ∗A G2 es trivial (pues si no
lo fuera entonces toda 〈wk〉 ∈ [w] deberı́a ser hipérbolico en la descomposición pero 〈wi〉 y 〈wi〉 no
lo son puesto que están contenidos en G1). Además note que wi 6= wj , 〈wi〉 � 〈wj〉 y 〈wj〉 � 〈wi〉.
Como 〈wj〉 y 〈wi〉 son subgrupos cı́clicos maximales de F , entonces G1 no puede ser cı́clico, dado
que la descomposición es trivial G2 = 〈a〉 es cı́clico, por lo tanto F = 〈wi, wj〉 está generado por wi
y wj . Si sucediera que ker(j∗v) = {1}, entonces F = G1 = 〈wi〉 ∗ 〈wj〉, por lo que 〈wi〉 serı́a elı́pti-
co en F , de modo que F serı́a no rı́gido, pero como se supuso que F es rı́gido pasa que ker(j∗v) 6= {1}.

Se tiene que π1(j∗v(V )) = 〈wi, wj〉, ası́ que para toda wk /∈ π1(j∗v) sucede que wk ∩ j∗v(V ) = ∅
(puesto que si wk ∈ w \ {wi, wj}, entonces Nwk

∩ (Bε(D ∪Nwi ∪Nwj )) = ∅ ) pero F = 〈wi, wj〉
por lo que wk = 1 lo que implica que [w] = [{wi, wj , wiwj}] por lo tanto (F, [w]) es una esfera con
tres ponchaduras.

Si se tiene el caso en el que wi = wj y Σ es conexo. Se tiene una única curva Nwi en ∂U tal
que intersecta dos veces a ∂D, luego V es homeomorfa a una rosa de 2-petalos tal que π1(V ) =
〈w+

i 〉 ∗ 〈w
−
i 〉 y Σ es homeomorfa a S0,4 y se puede proceder de manera análoga. El resto de los casos

serán análogos a esto si se toma una componente conexa de Σ.

Lema 5.2.23. Si (F, [w]) rı́gido y W (w) contiene un vértice v y una arista a tal que W (w) \ {a} y
W (w) \ {v} son conexos, pero W (w) \ {v, a} es disconexo, entonces [w] no es minimal o (F, [w]) es
una esfera con tres ponchaduras.

Demostración. Sea (F, [w]) rı́gido yW (w) tal que contiene un vértice v y una arista a tal queW (w)\
{a} yW (w)\{v} son conexos peroW (w)\{v, a} es disconexo. SeanA,B componentes conexas de
W (w) \ {v, a}, supóngase sin pérdida de generalidad que v = v+ está en A y denotemos a su par por
v−. Sean CA y CB los conjuntos de aristas tales que unen a A y B respectivamente con v, entonces
CA ∪ {a} es un conjunto de aristas que separa a v+ de v−. Si la cardinalidad de CA ∪ {a} es menor
que la valencia de v es posible realizar un movimiento de Whitehead por lo que w no es mı́nimal y si
la cardinalidad de CA ∪ {a} es igual a la valencia de v, se tiene que esto sucede si y sólo si CB es una
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única arista a′, caso en el que {a, a′} es un par separador de W (w), luego por el Lema 5.2.22 (F, [w])
será una esfera con tres ponchaduras.

Un concepto necesario para entender la estructura de pullback de los grafos de Whitehead será la
de entrelazamiento de grafos dada por Manning en [8].

Definición 5.2.24. Sean Ξ y Γ grafos finitos. Sea u ∈ V (Ξ) y v ∈ V (Γ) donde val(u) = val(v). Y
sea f una biyección entre los conjuntos:

I(u) := {a ∈ A(Ξ) : (∂0(a) = u ∧ ∂1(a) = xi) ∨ (∂0(a) = xi ∧ ∂1(a) = u),

xi ∈ V (Ξ), i ∈ {1, ..., n}, n = val(u)},

I(v) := {a′ ∈ A(Γ) : (∂0(a′) = v ∧ ∂1(a′) = xi) ∨ (∂0(a′) = xi ∧ ∂1(a′) = v),

yi ∈ vert(Γ), i ∈ {1, ..., n}, n = val(v)}.

Donde si a es tal que ∂0(a) = u y ∂1(a) = xi o bien ∂0(a) = xi y ∂1(a) = u, entonces f(a) = a′

donde ∂0(a′) = v y ∂1(a′) = yi o bien ∂0(a′) = yi y ∂1(a′) = v.
Un entrelazamiento de dos grafos Ξ y Γ es un nuevo grafo Λ cuyo conjunto de vértices es:

V (Λ) := (V (Ξ) ∪ V (Γ)) \ {u, v}

Y sean:
(xi, yi) = {a : ∂0(a) = xi ∧ ∂1(a) = yi}

E = {ai = (xi, yi)}

Y donde el conjunto de aristas de Λ es:

A(Λ) := ((A(Ξ) ∪A(Γ)) \ (I(u) ∪ I(v))) ∪ E

Para construir un entrelazamiento de dos grafos finitos Ξ y Γ. Hay que fijar u ∈ V (Ξ) y v ∈ V (Γ)
donde val(u) = val(v) y elegir una biyección entre las aristas incidentes a u y las aristas incidentes
a v. Después hay que borrar los vértices u y v, y dejar colgantes las aristas que inciden en ellos,
para luego unir las aristas colgantes de Ξ y Γ de acuerdo a la biyección f considerada anteriormente.
Observe que los entrelazamientos no son únicos; dados dos grafos se pueden obtener entrelazamientos
distintos al elegir vértices o biyecciones entre los vértices incidentes distintas.

Ejemplo 5.2.25. Si se considera el par de grafos Ξ y Γ que se muestran en la Figura 5.26, los vértices
u y v tienen valencia 4 por lo que se puede considerar una biyección entre los respectivos conjuntos
de aristas incidentes definida como f(ai) = a′i

Figura 5.26: Grafos Ξ y Γ con vértices u y v respectivamente.
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La Figura 5.27 muestra los Ξ y Γ a los que se les borraron los vértices u y v; además se muestran
las aristas relacionadas por f , el entralzamiento de estos dos grafos se obtendrá de unir cada par de
aristas a las que se les quito un vértice de los correspondientes colores en una sola arista.

Figura 5.27: Grafos Ξ y Γ sin los vértices u y v respectivamente.

La Figura 5.28 muestra a Λ el entrelzamiento de los grafos Ξ y Γ.

Figura 5.28: El entrelzamiento Λ de los grafos Ξ y Γ.

Lema 5.2.26. Si Ξ es un grafo finito, conexo y sin vértices de corte, entonces para cualesquiera
vértices i, j ∈ V (Ξ) y cualquier vértice u ∈ V (Ξ) existe un camino que une a i con j y no pasa por
u.

Demostración. Si Ξ es un grafo finito, conexo y sin vértices de corte, sean i, j, u ∈ V (Ξ). Suponga-
mos que todos los caminos que unen a i con j y pasen por u. Entonces I(u)\ (I(u)∪u) es disconexo,
por lo que u es un vértice de corte pero esto es una contradicción pues Ξ no tiene vértices de corte.

Proposición 5.2.27. El resultado de entrelazar dos grafos (finitos) conexos y sin vértices de corte, es
un grafo conexo y sin vértices de corte.

Observación 5.2.28. Nótese que si en un grafo se tiene un camino que no pasa por ninguno de los
vértices respecto a los cuales se hace el entrelazamiento, entonces este es un camino idéntico en el
entrelazamiento.

Demostración. Sea Ξ y Γ dos grafos (finitos) conexos, sin vértices de corte y sea Λ un entrelazamien-
to entre ellos respecto de los vértices u ∈ V (Ξ) y v ∈ V (Γ) cuyas valencias son n y respecto de
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alguna biyección f .

A continuación se verá que Λ es conexo. Sean i, j ∈ V (Λ), se tienen los casos:

1. Los vértices i, j ∈ V (Ξ).

2. Los vértices i, j ∈ V (Γ).

3. Los vértices i ∈ V (Ξ) y j ∈ V (Γ).

Si i, j ∈ V (Ξ) por el Lema 5.2.26 se tiene que existe un camino en Ξ que los une y no pasa por u,
luego por la Observación 5.2.28 se tiene que este es un camino en Λ.

Si i, j ∈ V (Γ) de manera análoga al caso anterior se tiene que existe un camino en Λ que los une.

Si i ∈ V (Ξ) y j ∈ V (Γ). Sea x ∈ V (Ξ) tal que x = ∂0(a) o bien x = ∂1(a) con a ∈ I(u).
Por el Lema 5.2.26 existe un camino PΞ en Ξ que une a i con x y no pasa por u, de modo que por la
Observación 5.2.28, el camino PΞ es un camino en Λ. Por otro lado consideremos a y ∈ V (Γ) tal que
f(x) = y, por el Lema 5.2.26 existe un camino PΓ en Γ que une a j con y y no pasa por v. Y dado
que Λ es un entrelazamiento respecto de f existe una arista a′ en Λ tal que ∂0(a′) = x y ∂1(a′) = y.
Por lo que la concatenación PΞ · a′ · PΓ es un camino en Λ que une a i con j.

Por lo tanto Λ es conexo.
Ahora sólo resta ver que Λ no tiene vértices de corte. Sea w ∈ V (Λ) se verá que Λ\ (I(w)∪{w})

es conexo.
Sean i, j ∈ V (Λ \ (I(w) ∪ {w})) se tienen los siguientes casos con sus respectivos subcasos.

1. Los vértices i, j ∈ V (Ξ).

a) El vértice w /∈ V (Ξ):
Si se tiene este caso por el Lema 5.2.26 existe un camino PΞ en Ξ que una a i con j y no
pasa por u, por lo que este mismo es un camino en Λ.

b) El vértice w ∈ V (Ξ) Por el Lema 5.2.26 se tiene que existe un camino que une a i con j
y no pasa por w y se tiene los caso:

1) El camino PΞ no pasa por el vértice u.
En este caso PΞ es un camino en Λ que une a i y j.

2) El camino PΞ pasa por el vértice u.
En este caso el camino PΞ en Ξ está determinado por una colección de vérices de la
forma iv1v2 · · ·xiuxj · · · vnj, donde xi y xj son extremos de aristas incidentes a u,
por lo que existen dos caminos Pi y Pj determinados por los vértices iv1v2 · · ·xi y
xj · · · vnj respectivamente que unen a i con xi y a xj con j. Por el Lema 5.2.26 existe
Py un camino en Γ que une a los vértices yi con yj , extremos en los vértices de Γ de
la unión de las aristas colgantes correspondientes a xi y xj tal que no pasa por v, y
por lo tanto es un camino en Λ. Luego, por construcción existen ei con ∂0(ei) = xi,
∂1(ai) = yi y ej con ∂0(ej) = xj , ∂1(aj) = yj aristas en Λ. Ası́, se tiene que la
concatenación Pi · ei · Py · ej · Pj es un camino Λ que une a i con j.

2. Los vértices i, j ∈ V (Γ).

a) El vértice w /∈ V (Γ)
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b) El vértice w ∈ V (Γ)

Este caso y sus subcasos son completamente análogo a los casos anteriores.

3. Los vértices i ∈ V (Ξ) y j ∈ V (Γ).

a) El vértice w ∈ V (Ξ) Por el Lema 5.2.26 existe un camino PΞ en Ξ que une i con u
y no pasa por w, más aún este camino está determinado por una colección de vértices
de la forma iv1v2 · · ·xiu donde xi es extremo de una arista incidente en u. Esto permite
considerar al camino Pi en Λ determinado por los vértices iv1v2 · · ·xi un camino que une
a i con xi y que no pasa por ni por u, ni porw. Por otro lado, si se considera a yi el extremo
de la arista e en Λ tal que ∂0(a) = xi y ∂1(a) = yi resultante del entrelazamiento dado
por la biyección f , se tiene que existe un camino Pj en Γ que une a j con yi y no pasa por
v, de modo este es un camino en Λ. Luego la concatenación de caminos Pi · e · Pj es un
camino en Λ que une a i con j.

b) El vértice w /∈ V (Ξ)

Note que si w /∈ V (Ξ), entonces w ∈ V (Γ) y se tiene que este caso es análogo al caso
anteior.

Con los casos anteriores hemos visto que para cualquier w ∈ V (Λ) se tiene que Λ \ (I(w)∪{w})
es conexo por lo tanto Λ es un grafo conexo sin vértices de corte.

La construcción del grafo de Whihead de un pullback puede resumirse en el siguiente Lema 5.2.29
cuya demostración puede encontrarse en [8].

Lema 5.2.29. Si F̂ ⊆ F es un subgrupo de ı́ndice finito y ŵ es el pullback de w en F entonces W (ŵ)
se obtiene de entrelazar |F : F̂ | copias de W (w) respecto de la base elegida para F̂ .

Ejemplo 5.2.30. Considérese un cuerpo con asas de género 2 y a F2 = 〈a, b〉 su grupo fundamental.
Dada la palabra ba−1b−1a2 ésta tiene asociada una curva Nba−1b−1a2 como se muestra en la Figura
5.29.

Figura 5.29: La curva Nba−1b−1a2 asociada a la palabra ba−1b−1a2 vista como subvariedad de un
cuerpo con asas cortado a lo largo de los discos que representan los generadores estándar.

La Figura 5.30 muestra dos copias del grafo de Whitehead asociado a ba−1b−1a2 y un entrelaza-
miento entre ellas respecto de los vértices rojos.
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Figura 5.30: Entrelazamiento de dos copias del grafo de Whitehead de ba−1b−1a2.

La Figura 5.31 muestra un levantamiento de Nba−1b−1a2a un cubriente de grado 2, note que este
levantamiento queda determinado por el entrelazamiento antes visto.

Figura 5.31: Levantamiento de la curva Nba−1b−1a2 a un cubriente de grado dos vista como subvarie-
dad de un cuerpo con asas cortado a lo largo de los discos que representan los generadores estándar.

Una pieza importante para la demostración del Teorema 5.3.7 será el concepto de grupo limpio
que se enuncia a continuación.

Definición 5.2.31. Dados una base B para F y un par (F, [w]). Sea X el grafo orientado y eti-
quetado de una rosa de n-pétalos tal que se tiene la identificación F ∼= π1(X) determinada por la
elección de B. Considérese un subgrupo F̂ de ı́ndice finito de F y a X̂ −→ X la función cubriente
correspondiente. El subgrupo F̂ es limpio si la función pullback:

ŵ : qiS1 −→ X̂

es inyectiva en cada componente conexa.

En el dibujo de un cuerpo con asas los subgrupos F̂ son limpios si y sólo si toda componente de
la preimagen de w intersecta cada bola en a lo mas un arco, véase la Figura 5.32
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Figura 5.32: Una componente del pullback de una palabra a un cubriente limpio.

Una aplicación del Teorema de Marshall Hall (que puede consultarse en [1]) permite encontrar
una cantidad abundante de subgrupos limpios.

Teorema 5.2.32. (Teorema de Marshall Hall) Sea H un subgrupo finitamente generado de un grupo
libre. Entonces existe un subgrupo de ı́ndice finito G ≤ F tal que G = H ∗K.

Lema 5.2.33. Si F un subgrupo cualquiera de ı́ndice finito de F un grupo libre de rango n, entonces
existe un subgrupo limpio F̂ de F tal que F̂ ⊆ F .

Demostración. Para cada wi ∈ w considérese a 〈wi〉. Por el Teorema 5.2.32 existe un subrgupo de
ı́ndice finito Fi de F (tal que Fi = 〈wi〉∗K), el grupo Fi es tal que siXi −→ X es la correspondiente
función cubriente de un cubriente con un número finito de hojas, el morfismo wi : S1 −→ X se
levanta a un encaje S1 ↪→ X1. El grupo limpio buscado es:

core(F̂
⋂
i

Fi) =
⋂

j∈1,··· ,n
a−1
j (F̂

⋂
i

Fi)aj

con {aj : j ∈ {1, · · · , n}} el conjunto generador de F .

Teorema 5.2.34. Supongamos que (F, [w]) rı́gido y no es una esfera con tres ponchaduras. Para
cualquier subgrupo limpio de ı́ndice finito F̂ ⊆ F , para cualquier ŵi ∈ ŵ, el par (F̂ , [ŵ \ {ŵi}]) es
Wilton libremente indescomponible relativo a [ŵ \ {ŵi}].

Demostración. Sea B una base para F tal que w es mı́nimal. Por hipótesis (F, [w]) es rı́gido y no es
una esfera con tres ponchaduras, luego por el Lema 5.2.23 para cualesquiera arista a ∈ A(W (w)) y
vértice v ∈ V (W (w)) el grafo W (w) \ {a, v} es conexo, y por lo tanto W (w) no contiene ningún
par constituido por una arista y un vértice que sea separador. Por el Lema 5.2.22 se sabe que W (ŵ)
se obtiene de entrelzar varias copias de Wj de W (w) con j ∈ {1, · · · ,m} donde m = |F : F̂ |. Dado
que F̂ es limpio, ŵi intersecta a cada Wj en a lo más una arista. Luego para cada j ∈ {1, · · · ,m} se
define a W ′j := Wj \ {ŵi}, dado que cada Wj no tiene un par que conste de una arista y un vértice
separador, en especial Wj \ {ŵi} es un grafo sin una arista por tanto es conexo por caminos y no
contiene vértices de corte. El grafo de Whitehead W (ŵ \ {ŵi}) se obtiene de entrelazar a las copias
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W ′j , y por la Proposición 5.2.27 el entrelazamiento es conexo y no tiene vértices de corte. Luego por
el Lema 5.2.20 dado que W (ŵ \ {ŵi}) es conexo se tiene que (F̂ , [ŵ \ {ŵi}]) es Wilton libremente
indescomponible. Más aún por el Teorema de Stallings 5.1.1 F̂ tiene un fin.

5.3. Subgrupos de un fin de grafos de grupos libres con grupos arista
cı́clicos.

En está sección se demuestra el Teorema 5.3.7 que es el teorema principal de este trabajo, se
desmuestra que si un grupo hiperbólico con un fin se descompone en un grafo de grupos con grupos
vértice libres y grupos arista cı́lcicos (en particular, es libre de torsión), entonces es un grupo de
superficie o bien tiene un subgrupo finitamente generado con un fin de ı́ndice infinito. A partir de la
descomposición JSJ sobre la familia de grupos cı́clicos para grupos hiperbólicos con un fin y libres de
torsión dada por Bowditch en [3] se estudian los caso en los que la descomposición tiene o no vértices
rı́gidos, si está no los tiene el Lema 5.3.6 garantiza la veracidad del teorema, si los tiene es necesario
construir un precubriente del grupo que no sea un cubriente.

Las descomposiciones JSJ de Bowdicth para grupos hiperbólicos y sus propiedades de interés para
este trabajo quedan dadas por el siguiente Teorema 5.2.19 cuya demostración puede consultarse en [3].

Teorema 5.3.1. Sea G un grupo con un fin, libre de torsión e hiperbólico. Existe un grafo de grupos
reducido, cuyo grupo fundamental es G, tal que cumple las siguientes propiedades:

1. Todo grupo arista es cı́clico.

2. Todo grupo vértice es de uno de los siguientes tipos:

• Un grupo cı́clico.

• Un grupo de superficie que es isomorfo al grupo fundamental de una superficie compacta.
Los grupos arista incidentes están identificados con (potencias de) componentes frontera.

• Un grupo rı́gido (que en especial no se parte sobre ningún subgrupo cı́clico relativo a las
aristas incidentes).

Más aún, un extremo de cada arista incide un grupo vértice cı́clico.

Observe que por la maximalidad de las descomposiciones JSJ podemos asumir que sin importar
de que tipo sean los grupos vértice en la descomposición dada por el Teorema 5.3.1 estos serán libre-
mente indescomponibles. Además la descomposición dada queda determinada por un Cyc-árbol.

Una vez dada la descomposición JSJ de G un grupo con un fin, libre de torsión e hiperbólico,
se tienen los casos en los que esta descomposición tiene o no vértices rı́gidos. Dos propiedades de
grupos que serán de utilidad para construir cubrientes para estas descomposiciones son las que se dan
a continuación.

Definición 5.3.2. Un grupo G es balanceado si para cualquier elemento g ∈ G \ {1} se tiene que si
gn es conjugado de gm, entonces n = ±m.

Definición 5.3.3. Un grupo G separa subgrupos si todo subgrupo finitamente generado es la inter-
sección de subgrupos de ı́ndice finito de G.

En [14] se observa que los grupos hipérbolicos son balanceados si son libres de torsión y se
demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 5.3.4. Sea G un grupo que es grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice
libres y grupos arista cı́clicos. El grupo G separa subgrupos si y sólo si es balanceado.

Con esto tenemos que los grupos con los que trata trata el Teorema 5.3.7 son balanceados y sepa-
ran subgrupos.

El caso en el que la descomposición no tiene vértices rı́gidos se tratará en el Lema 5.3.6. Para esto
se construirá un cubriente finito del grafo de espacios asociado a la descomposición, la existencia de
este quedará dada por el Teorema 5.3.5 cuya demostración puede consultarse en [14].

Teorema 5.3.5. SeaX un grafo de espacios finito tal que cada espacio vértice es un grafo, cada grupo
arista es un cilindro y cada morfismo de pegado correspondiente a un grupo arista es una inmersión.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

π1(|X |) es balanceado.

Existe un cubriente limpio finito X̂ de X

Lema 5.3.6. Sea G un grupo hiperbólico, libre de torsión y con un fin. Si la descomposición JSJ de
G no tiene vértices rı́gidos, entonces G tiene un subgrupo de superficie. En particular G o bien tiene
un subgrupo de ı́ndice infinito con un fin o G es un grupo de superficie.

Demostración. Considérese la descomposición JSJ de Bowditch sin vértices rı́gidos de G dada como
grupo fundamental de un grafo de espacios X . Observe que si un grupo vértice Gv es trivial o un
grupo cı́clcio libre de torsión, entonces el espacio vértice Xv asociado en la descomposición puede
considerarse un disco D2 o anillo S1 × [0, 1] respectivamente, y note que esto se puede llevar a
dimensión 3 sin alterar el grupo fundamental correspondiente considerando de manera respectiva una
1-asa o bien un toro solido. Si el grupo vértice Gv es un grupo de superficie, entonces por espacio
vértice Xv asociado se considerá la superficie compacta del que este es grupo fundamental y se puede
llevar a dimensión 3 tomando a Xv × [0, 1]. Además dado que los grupos arista Ga son cı́clicos se les
puede asociar espacios arista Xa que serán un disco D2 o un anillos S1 × [0, 1] y de manera análoga
se puede tomar en dimensión 3 una 1-asa o un toro solido. De modo que al espacio total asociado la
descomposición JSJ se le puede dar estructura de 3-variedad.

Además, dado que esta descomposición JSJ deG no tiene vértices rı́gidos, entonces por el Teorema
5.3.4 el grupo G es balanceado, por el Teorema 5.3.5 existe un cubriente finito X̂ de X al que de
manera análoga a X se le puede dotar de una estructura de 3-variedad asférica con frontera a la que se
denotará como M . Note que G0 := π1(M) es ı́ndice finito en G y por tanto G0 es hiperbólico con un
fin.

De lo anterior por construcción se sigue que ∂M es una superficie orientable cerrada con carac-
terı́stica de Euler menor o igual a cero, por lo que ∂M es una superficie cerrada de genero g ≥ 1.
Más aún se tiene que el encaje ∂M −→ M es πi-inyectivo, puesto que si no lo fuera por el Lema de
Dehn y el Teorema del Lazo existirı́a un discoD encajado en M tal que ∂D no es null- homotópica en
∂M , por el Teorema de Sierfert-Van Kampen, entonces serı́a posible crear una partición de G0 sobre
el grupo trivial, de modo que G0 tendrı́a una cantidad infinita de fines, lo que contradı́ce que G0 tiene
un fin. Ası́, como ∂M −→ M es π1-inyectivo sucede que π1(∂M) ≤ G0 ≤ G, es decir que G tiene
un subgrupo de superficie π1(∂M).

Finalmente se demostrará el teorema principal de este trabajo en el que se desarrolla el caso para
una descomposicón JSJ sin vértices rı́gidos.
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Teorema 5.3.7. Sea G el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice libres y con
grupos arista cı́clicos. Si G es hiperbólico y tiene un fin, entonces o bien G es el grupo fundamental
de una superficie cerrada o G tiene un subgrupo finitamente generado con un fin de ı́ndice infinito.

Demostración. Consideremos la descomposición JSJ de Bowditch de G dada como grupo fundamen-
tal de un grafo de espacios X . Por el Teorema 5.3.1 se tienen los casos en que la descomposición JSJ
tiene o no grupos vértice rı́gidos. Si la descomposición JSJ no tiene grupos vértice rı́gidos por el Lema
5.3.6 sucede que G tiene un subgrupo de ı́ndice infinito con un fin o G es un grupo de superficie.

A continuación estudiaremos el caso en el que G tiene al menos un grupo vértice Gv rı́gido (que
es en particular cı́clicamente indescomponible relativo a las aristas incidentes) y no es una esfera
con tres ponchaduras. Se tiene que Gv = π1(Xv) y que [w] es la estructura periférica inducida por
las grupos aristas incidentes tal que (Gv, [w]) es cı́climantente indescomponible relativa a [w]. Note
que dado queG tiene una descomposición con grupos vértice libres, entoncesGv es un subgrupo libre.

Como Gv es libre y por el Lema 5.2.33 existe un subgrupo limpio F̂ de ı́ndice finito en Gv, equi-
pado con la estructura periférica inducida por el pullback [ŵ]. Note que F̂ es también finitamente
generado.

Dado que G es hiperbólico y tiene una partición cı́clica con grupos vértice libres este es separa
subgrupos, además note que F̂ ≤ Gv ≤ G, por lo que existe F̂ = ∩Mk donde Mk son subgrupos de
ı́ndice finito en G, si R1, · · · , Rs es un conjunto de representantes de clases laterales de F̂ en G, dado
que G es separa subgrupos existe un subgrupo Ĝ de G de ı́ndice finito tal que F̂ ≤ Ĝ pero Ri /∈ Ĝ.
Luego, Ĝ induce a X̂ un cubriente finito de X , con un espacio vértice X̂v̂ que es un levantamiento de
Xv tal que π1(X̂v̂) = F̂ . Ası́, se tiene que π1(X̂) = Ĝ y el grado de X̂ es finito y tal que corresponde
con el ı́ndice de F̂ en G.

Puesto que X tiene una estructura de grafo de espacios, entonces éste induce una estructura de
grafo de espacios en X̂ , de modo que en la preimagen de cada Xv existen una cantidad finita de com-
ponentes conexas en la preimagen de X̂v̂. Se llamará Ξ̂ al grafo asociado a la estructura de grafo de
espacios de X̂ .

Sea X ′ el precubriente de X que consta de la unión todos los espacios vértice de X̂ sin X̂v̂

y de todo cilindro de un espacio arista de X̂ que no están asociados a aristas incidentes a v̂. Sean
â1, â2. · · · , âm las aristas de Ξ̂ con un extremo en v̂ y sean b̂1, b̂2, · · · , b̂n las aristas de Ξ̂ con dos
extremos en v̂. Se considerará la orientación en el grafo tal que ∂1(âi) = v̂ y ∂0(âi) es un vértice en
X ′ de modo que los morfismos de pegado son de la forma γ̂âi : X̂âi −→ X̂v̂ y γ̂¯̂ai

: X̂âi −→ X ′;
para las aristas que son lazos se tiene que ∂0(bi) = ∂1(bi), los morfismos de pegado son de la forma
γ̂b̂j : X̂b̂j

−→ X̂v̂ y γ̂¯̂
bj

: X̂¯̂
bj
−→ X̂v̂ donde X̂b̂j

= X̂¯̂
bj

.

Se construirá un nuevo precubriente W de X̂ . Considérense m copias de X̂v̂ denotadas como Yp,
además n copias de X̂v̂ que denotadas por Y +

q y otras n copias de X̂v̂ que se denotarán por Y −r .
Luego, sea:

Y =

 ∐
p∈{1,··· ,m}

Yp

⊔ ∐
q∈{1,··· ,n}

Y +
q

⊔ ∐
r∈{1,··· ,n}

Y −r

 .

Observe que para cada X̂v̂ el conjunto de elevaciones de los morfismos de pegado de X a X̂v̂ está
dado por la siguiente unión de dos conjuntos :
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{γ̂âi : X̂ai −→ X̂v̂ | i ∈ {1, · · · ,m}}
⋃
{γ̂b̂j : X̂b̂j

−→ X̂v̂ | j ∈ {1, · · · , n}}
⋃
{γ̂¯̂

bj
:

X̂¯̂
bj
−→ X̂v̂ | j ∈ {1, · · · , n}}

Por lo que el conjunto de elevaciones de los morfismos de pegado de X a Y quedará determinada
por la unión de los tres siguientes conjuntos:

Em2+(2nm) :=
⋃

p∈{1,··· ,m}

(
{γ̂âi : X̂ai −→ Yp}

⋃
{γ̂b̂i : X̂b̂j

−→ Yp}
⋃
{γ̂¯̂

bj
: X̂¯̂

bj
−→ Yp}

)

E+
(nm)+2n2 :=

⋃
q∈{1,··· ,n}

(
{γ̂âi : X̂ai −→ Y +

q }
⋃
{γ̂b̂j : X̂b̂j

−→ Y +
q }
⋃
{γ̂¯̂

bj
: X̂¯̂

bj
−→ Y +

q }
)

E−
(nm)+2n2 :=

⋃
r∈{1,··· ,n}

(
{γ̂âi : X̂ai −→ Y −r }

⋃
{γ̂b̂j : X̂b̂j

−→ Y −r }
⋃
{γ̂¯̂

bj
: X̂¯̂

bj
−→ Y −q }

)
Note que la cardinalidad de Em2+(2nm) esm2+(2nm) y las de E+

(nm)+2n2 y E−
(nm)+2n2 son (nm)+

2n2. Se procederá a definir un subconjunto conveniente E del conjunto de elevaciones Em2+(2nm) ∪
E+

(nm)+2n2 ∪ E−(nm)+2n2 como sigue, sean:

Em :=
⋃

p∈{1,··· ,m}

{γ̂âp : X̂ap −→ Yp}

E+
n :=

⋃
q∈{1,··· ,n}

{γ̂b̂q : X̂bp −→ Y +
q }

E−n :=
⋃

r∈{1,··· ,n}

{γ̂b̂r : X̂br −→ Y −r }

El conjunto deseado se define como E :=
(
Em2+(2nm) ∪ E+

(nm)+2n2 ∪ E−(nm)+2n2

)
\(Em ∪ E+

n ∪ E−n )

Observe que cada morfismo de pegado γ̂âi : X̂âi −→ X̂v̂ asociado a una arista incidente a v̂ tiene
m+2n−1 levantamientos en E puesto haym levantamientos en Em2+(2nm), hay n levantamientos en
E+

(nm)+2n2 y otros n levantamientos en E−
(nm)+2n2 , pero se resta un levantamiento en Em cuando i = p;

de manera análoga para los morfismos de pegado de la forma γ̂b̂j : X̂b̂j
−→ X̂v̂ o γ̂¯̂

bj
: X̂¯̂

bj
−→ X̂v̂

hay m levantamientos en E2m2+(nm) y hay n levantamientos en cada E+
(nm)+2n2 y E−

(nm)+2n2 , menos
un levantamiento correspondiente al levantamiento en E+

n o E−n respectivamente cuando j = q o j = r.
Además note que cada elevación de E será un levantamiento pues tendrá el máximo grado posible.

Ahora, considérensem+2n−1 copias deX ′ que se denotaran porZk con k ∈ {1, · · · ,m+2n−1}
y sea Z =

∐
k∈{1,··· ,m+2n−1} Zk.

El conjunto de elevaciones de cada morfismo de pegado γ̂ˆ̄ai
: X̂ˆ̄ai

−→ X ′ de X̂ a Z tiene exacta-
menem+2n−1 elevaciones una por cada copiaZk y estas elevaciones son en especial levantamientos.
Además, dado que X ′ es un cubriente sin un espacio vértice y sin los cilindros de aristas incidentes a
estos, para cualquier espacio arista en cada Zk se tiene que cada morfismo de pegado tiene un morfis-
mo de pegado inverso. Al conjunto de todas las elevaciones de todos los morfismos de pegado de X̂
a Z lo denotaremos como F . El conjunto W = Y t Z junto con el conjunto de elevaciones E t F
satisface las condiciones de la Observación 4.4.5 por lo que W es un precubriente para X̂ . Si W es
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disconexo bastará con tomar una de sus componentes conexas por caminos. Todos los grupos vértice
de W son libremente indescomponibles relativos a los grupos aristas incidentes (en caso contrario se
inducirı́a una descomposición libre relativa a aristas incidentes en G), por lo que π1(W ) tiene un fin.
Las elevaciones de Em son elevaciones colgantes puesto que son morfismo de pegado de las copias Yp
de X̂v pero no son morfismos de pegado deW , de esto se tieneW no es un cubriente para X̂ , entonces
π1(W ) es un subgrupo de ı́ndice infinito en π1(X̂) = F̂ y por tanto de ı́ndice infinito en π1(X) = G.
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Conclusión

Por un lado se tiene que el estudio de los subgrupos de un grupo es una pregunta clásica de la
teorı́a de grupos, y por otro lado se tiene que una clasificación o caracterización de los grupos con un
fin es una pregunta abierta. Esto da pie a preguntarse ¿cómo son los subgrupos de grupos con un fin?.
Esta pregunta puede hacerse para los grupos hiperbólicos con un fin, y Gromov probó que todo grupo
hiperbólico con un fin contiene un subgrupo libre de rango mayor o igual a 2.

Una pregunta sustancialmente más complicada es la de encontrar subgrupos con un fin en grupos
hiperbólicos con un fin. Otro tipo interesante de subgrupos ligado a la topologı́a es el de los subgrupos
de superficie pues estos son hiperbólicos con un fin. Más aún si Σ es una superficie orientable cerrada
de género al menos dos, el grupo fundamental de esta será un grupos hiperbólicos con un fin con una
descomposición como producto amalgamado de grupos libres con amalgama grupos cı́clicos y es de
interés estudiar a los subgrupos de dichos grupos fundamentales.

Para estudiar a los subgrupos de grupos hiperbólicos con un fin en este trabajo se demostró el Teo-
rema 5.3.7 que dice que si un grupo hiperbólico con un fin tiene un descomposición como producto
amalgamado de grupos libres con amalgama grupos cı́clicos, entonces tiene un subgrupo de superficie
o un subgrupo con un fin.

Algunas otras preguntas interesantes en el sentido de las vistas anteriormente pueden obetenerse
al considerar qué sucede si G el grupo hiperbólico con un fin dado tiene una descomposición distinta,
por ejemplo que pasa si G es el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice no
libres o si los grupos arista pertenecen a alguna otra familia de grupos por ejemplo grupos delgados,
vietualmente cı́clicos, abelianos, pequeños, etc.
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