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Introduccion

La teoria geométrica de grupos surge como una continuacién del programa de Erlangen. Esta,
tiene como objetivo estudiar las interacciones algebraicas y geométricas de los grupos. Un pionero de
esta drea es Max Dehn quien durante el siglo XX utiliza ideas geométricas y topoldgicas para estudiar
grupos discretos. Usualmente la teoria geométrica de grupos toma un objeto algebraico, un grupo, y lo
relaciona con objeto geométrico a partir de sus acciones, para posteriormente estudiar las propiedades
tanto algebraicas como geométricas del objeto y las relaciones entre ellas.

Entre 1943 y 1944 Heinz Hopf, demostré que si G es un grupo finitamente generado, entonces tiene
0,1,2 o una infinidad de fines. A partir de este teorema se tienen los siguientes casos. Si un grupo tiene
0 fines este es finito, si tiene 2 fines es virtualmente Z, es decir, estos grupos contienen un subgrupo
de indice finito isomorfo a Z. En 1971 John Robert Stallings demostré que si un grupo finitamente
generado tiene una cantidad infinita de fines, entonces este puede ser expresado como un producto
amalgamado o bien como una extensién HNN sobre grupos finitos. Asi, resta estudiar y caracterizar
el caso de los grupos finitamente generados con un fin; conseguir una clasificaciéon completa de estos
es un problema abierto. Sin embargo para atacarlo se ha intentado o bien estudiar nuevos invariantes
o estudiar familias restringidas. La intencidn de esta tesis es la de profundizar en el estudio de los
grupos con un fin y estudiar a una familia particular de estos.

Con el fin de comprender las ideas de la teoria de Bass-Serre el Capitulo [2| de este trabajo presenta
el Teorema de la Estructura para Amalgamas que da informacion sobre los productos amalgamados,
también se dan las nociones bdsicas de teorfa de grafos al estilo Bass-Serre y se introduce el concepto
de grafo de grupos (un grafo con una estructura algebraica asociada determinada por los estabiliza-
dores de vértices y aristas de la accién de un grupo sobre un drbol). La Seccién |1.3|ofrece un repaso
rapido sobre grupos hiperbdlicos y la nocién de fines de un grupo, conceptos fundamentales para en-
tender el teorema central de esta tesis.

En el Capitulo |2 se presentan una introduccion a la teorfa de Bass-Serre: se comienza por introdu-
cir la nocién de grupo fundamental de un grafo de grupos y también se estudian los cubrientes de
estos grafos. En particular se desarrolla la teoria necesaria para entender el Teorema de la Estructura
de Grafos de Grupos, éste permite relacionar las descomposiciones de un grupo como un producto
amalgamado y las acciones del grupo mismo sobre arboles, permitiendo ver a cada descomposicién
de un grupo como el grupo fundamental de un grafo de grupos y a la inversa cada accién de un grupo
dado sobre un arbol determinara una descomposicion del grupo como producto amalgamado. Para
estudiar a las descomposiciones de un grupo a partir de sus acciones en drboles, en el Capitulo [3|se
estudia a los (A, H)-arbol en el sentido de Guirardel y Levitt, es decir a los drboles cuyos estabiliza-
dores aristas pertenecen a algin conjunto .4 y tales que los subgrupos pertenecientes al conjunto
son elipticos (fijan un vértice) en el arbol asociado a alguna descomposicién dada del grupo, después
se estudian las relaciones entre estos drboles y se definen las descomposiciones JSJ, drboles maxima-
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les respecto de la elipticidad de sus estabilizadores arista y vértice. En este trabajo serdn de especial
interés las descomposiciones JSJ para grupos hiperbdlicos libres de torsién dada por Bowdicth.

Para el Capitulo |4|se realiza un estudio de los grafos de espacios andlogo, pero desde un punto de
vista topoldgico, al del Capitulo [2|que se realizd para grafos de grupos.

En la Seccion[5.1]se presenta una caracterizacién para los grupos con un fin que son finitamente gene-
rados y tienen una descomposicion ciclica en términos de la descomponibilidad de los grupos vértice
del grupo dado relativa a los grupos arista incidentes, para demostrar esta proposicién se utiliza la
herramienta aprendida en los Capitulos 2] y @] se construye el arbol de Bass-Serre de las descomposi-
ciones ciclicas de un grupo. Lo anterior permite determinar cuando un grupo con grupos arista ciclicos
es libremente indescomponible.

Por un lado, es de interés estudiar a los subgrupos de un fin de grupos hiperbdlicos y por otro, un
problema de interés para la topologia es el de estudiar a los grupos de superficie, es decir a los grupos
que son isomorfos al grupo fundamental de una superficie, de modo que se tiene la siguiente pregunta
atribuida a Gromov, ;todo grupo hiperbdlico con un fin es un grupo de superficie?, para el caso de
grupos fundamentales de 3-variedades cerradas e hiperbdlicas Kahn and Markovic determinaron que
esta pregunta es equivalente a preguntarse, si todo grupo hiperbdlico con un fin que no es virtualmente
un grupo de superficie contiene un subgrupo finitamente generado con un fin de indice finito. Para este
trabajo se estudia la respuesta de Henry Wilton a estas preguntas para grupos con una descomposicion
en la que los grupos vértice son libres y los grupos arista son ciclicos dada en el Teorema La
demostracién de este teorema tiene como piezas las descomposiciones JSJ de Bowditch para grupos
hiperbdlicos, el criterio de descomposiciones libres de grafos de grupos con grupos vértice ciclicos
relativo a los grupos arista incidentes dado por el Teorema[5.1.9|de la Seccién[5.1]y el Teoremal[5.2.34]
sobre descomposiciones ciclicas de grupos vértice en una descomposicion JSJ de la Seccion

El teorema central de este trabajo es el siguiente:

Teorema[5.3.7|Sea G el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice libres y con
grupos arista ciclicos. Si G es hiperbdlico y tiene un fin, entonces o bien GG es el grupo fundamental
de una superficie cerrada o G tiene un subgrupo finitamente generado con un fin de indice infinito.

Para entender la demostracion en la Seccion [5.2] se trabaja a los grupos libres y se les asocia una
estructura periférica que consta de una coleccién de grupos ciclicos, maximales y no conjugados a
pares del generado de algtin subconjunto del grupo dado, se observa la relacidon de estas estructuras
con las clases de conjugacién de grupos fundamentales de cuerpos con asas. Luego se estudia la
relacién entre la descomponibilidad de particiones ciclicas de un grupo relativas a alguna estructura
periférica asociada y las aristas separadoras en grafos de Whitehead. Finalmente partiendo de las
descomposiciones JSJ de Bowditch se obtiene el Teorema |5.3.7| que dice que un grupo hiperbdlico
con un fin con una descomposicién a un grafo de grupos con grupos vértice libres de rango finito y
grupos arista ciclicos es o un grupo de superficie o tiene un subgrupo finitamente generado con un fin
de indice finito.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitiilo se comienza por dar el Teorema de la Estructura para Amalgamas que es de
suma importancia para entender los productos amalgamados. Posterioremente se definen los grafos
al estilo de Bass-Serre con los que se trabajard a lo largo del texto. Y se presentan dos invariantes
cuasiisométricos para grupos: la hiperbodlicidad y el espacio de fines.

1.1. Teorema de la Estructura para Amalgamas.

Considérense una familia de grupos {G;}cr y para cada (4, j) a Fj; un conjunto de homomor-
fismos de G; a G;. Se desea construir un grupo G = limG; y una familia de homomorfismos
fi + Gi — G tal que para toda f;; € Fj; suceda que f; o f;; = f; y que cumpla la siguiente
propiedad universal: dados H un grupo y una familia de homomorfismos h; : G; — H tal que para
toda f;; € Fj; se tiene que h; o f;; = h;, entonces existe un tnico h : G — H tal que h; = ho f;.

H

Al grupo G con la propiedad universal anterior lo llamaremos el limite directo de {G, };c relativo
a FZ]
Propiedad 1.1.1. El par (G, {f;}ic1) existe y es tinico salvo isomorfismo.

Sean un grupo dado A, una familia de grupos {G;};cs y para cada ¢ € I un homomorfismo in-
yectivo f; : A — G;. Se identifica a A con su imagen f;(A) bajo f; en G;. Al limite directo de la

familia (A, G;) con respecto a la familia de homomorfismos { f; };cr se lo denota como x4 G} y se le
llama amalgama, producto amalgamado, o suma amalgamada.
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Si A = {1} el limite directo anterior *G; se le llama producto amalgamado libre o producto
libre de G;.

Para cada i € I tdmese S; un conjunto de representantes de clases (derechas) de G; médulo A (en
el sentido G,/ fi(A) = {fi(A)g : g € G;}). Considérese el morfismo siguiente:

Ax S, — G;
(a,s) — as,
éste es una biyeccién entre A x (G; — {1}) y G; — A.

Definicion 1.1.2. Sea i = (i1, -+ ,i,) una sucesion de elementos i; € I que satisfacen que para
n>0yparal < m < n —1 se tiene que i, # im+1. Una palabra reducida de tipo i es una
secuencia:

m = (a;s1, - ,Sn),
donde a € Ay S;; son representantes de las clases G;/ fi(A) de modo que para toda j, sj € S;; con
j# 1L
Notacion 1.1.3. Se denotard por f (respectivamente a f;) el homomorfismo candnico de A (respecti-

vamente a G;) en el grupo G = x4 G;.

Ejemplo 1.1.4. Dados los grupos A = Z /27, Gy = Z/AZ, G2 = Z/67Z y los homomorfismos:

gOltA—)Gl (pg:A—)GQ
[1]2 — [2]4 [1]2 — 3]s

Luego, S1 = {[0]s,, [1]s; } ¥ S2 = {[0]s,, [1]s5, [2]s, }- Dadai = (1,2, 1), obsérvese que estos son
elementos consecutivos distintos en {1, 2}, algunas palabras reducidas de tipo i son:

m = ([0]2; [1]51’ [1]52’ [1]51)
m' = ([1]2; [1]817 [2]827 [1]81)
Ejemplo 1.1.5. Paralos grupos A = {1}, G1 = G2 = G3 = Z y los homomorfismos:

(pl:A—>G1 (pQ:A—>G2 @3:A—>G3
1—0 1—0 1—0

Se tiene que S1 = So = S3 =7, sii = (2,1, 3, 1), algunas palabras de tipo i son:

m=(1;1,1,1,1)
m' = (1;7,9,56,1)
m” =(1;2,1,3,1)
Con todo lo anterior se estd listo para entender el Torema de la Estructura de Amalgamas.

Teorema 1.1.6. Teorema de Estructura de Amalgamas.
Para toda g € G existe una uinica secuencia i y una unica palabra reducida m = (a : s1,- - , Sp)
de tipo i tal que:

9= [fla)fi,(s1) - fin(sn)
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1.2. Grafos.

1.2.1. Grafos y su realizacion geométrica.

En esta seccidn se dan las definiciones necesarias para entender el lenguaje de grafos que se usard
mas tarde. También se presenta la definicidon de grafos de grupos y grafos de espacios.

Definicion 1.2.1. Un grafo = = (V(Z), E(E), 0y, —) consta de un par de conjuntos V(Z), A(Z) y
un par de morfismos:
dp: A(E) — V(B)

a — Op(a)

—: A(E) — A(E)
ar—a

que satisfacen que a # a'y a = a. Los elementos de V (Z) se llaman vértices y los elementos de
A(E) se llaman aristas. Dada una arista a € A(Z), la arista a es la arista inversa de a 'y 0y(a) es el
vértice inicial de a. Ademds se define el morfismo 01: A(Z) — V(E) como 01(a) := dp(a) y 01(a)
es el vértice final de a.

Definicion 1.2.2. Dado un grafo = una orientacion de = es un subconjunto A, C A(Z) tal que
A(E) = AL U Ay, donde A es el conjunto de aristas inversas de las aristas en A .

Ejemplo 1.2.3. El grafo = con conjunto de vértices V(=) = {v1,v2}, conjunto de aristas A(Z) =
{a,a} y enel que:

8: A(Z) — V()
ar— v

a — V9

—: A(E) — A(E)
ar—a

a—a

Vi A%

Q

Figura 1.1: Grafo =

El vértice inicial de la arista a es 9y(a) = vy, el vértice final es 0y (a) = v2 y la arista inversa es a.
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Con esta definicién de grafos se tienen grafos con una orientacion y tales que para cada par de
vértices entre los cuales hay una arista hay también una arista inversa como se muestra en el ejemplo
anterior. Estos grafos pueden tener lazos y aristas multiples.

Ejemplo 1.2.4. El Z grafo tal que V(E) = {v1,v2,v3,v4} es el conjunto de vértices, A(E) =
{a1, a1, as, a2, as, as, aq, ay, as, ds, ag, g} es el conjunto de aristas, dy: A(E) — V(E) se define
como 80(a1) = V2, 80(&2) = V3, 80((13) = V2, 60(04) = U4, 80(a5) = V3, (90(@6) = V2, 80(@1) = 1,
0o(az) = v1, Op(az) = vs, Oy(ay) = v, Og(ds) = v4, Op(de) = va, y paracadai € {1,2,3,4,5,6}:

Figura 1.2: Grafo 2

Definicion 1.2.5. Dado un grafo E = (V(2), E(E), 0o, —) un subgrafo I = (V(I"), E(I"), 9}, —')
de = es un grafo tal que V(I') C V(E), A(I") C A(E) y los morfismos son:

8l: A(I') — V(D)

a — 0y(a)

—' A(I') — A(I)
at—a

Definicion 1.2.6. Un grafo Z es simplicial si para toda arista a € A(Z) se tiene que 0y(a) # 01(a)
y si para cualesquiera v,v' € V(Z) se tiene que |{a € A(E) : Oy(a) = v, 01(a) ="} <1

Definicion 1.2.7. La realizacion geométrica de un grafo = se define como:

V(EUAE) x [0,1])

~v

—_—
—| —
— =

Donde ~ estd definida por las siguientes identificaciones:
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A(E) x [0,1] — A(E) x [0,1]
(a,t) — (a,1—1)
AE)x 0 — V(E)
(a,0) — do(a)
Un grafo simplicial es aquel que no tiene lazos, ni aristas multiples en su realizacién geométrica,
sin embargo el grafo como objeto abstracto tiene para cada arista una arista inversa, en este sentido las

realizaciones geométricas de grafos identifican en caso de existir, una arista a entre dos vértices v, v’
a las aristas a y a.

Ejemplo 1.2.8. La realizacion geométrica |=| del grafo = del Ejemplo es la que se muestra en la
Figura

Figura 1.3: Realizacién geométrica del grafo = del Ejemplo

Ejemplo 1.2.9. La realizacion geométrica |Z| del grafo = del Ejemplo es la que muestra en la
siguiente Figura[I.4]

Figura 1.4: Realizacién geométrica del grafo = el Ejemplo|[1.2.4]

Definicion 1.2.10. Dado un grafo =y v,v' € V(Z) un camino de v a v' es una secuencia finita
(posiblemente vacia) de aristas ¢ = (ay,az,- - ,ay) tal que dy(ar) = v, A1(a,) = V', y tal que para
toda a; con i € {1,2,--- ,n} se tiene que 01(a;) = Oo(ai+1). Si la secuencia es vacia se le llama
camino constante. Un camino que va de algiin v € V (Z) en si mismo es un camino cerrado.

Definicion 1.2.11. La longuitud de un camino ¢ = (a1, a2, - - - ,ay,) es la cardinalidad del conjunto
de aristas que lo determina |{a1, a2, - , an}|. La longuitud de un camino constante es 0.

Definicion 1.2.12. Un grafo = es conexo si para cualesquiera v,v' € V(Z) existe un camino de v a
v'. Y es disconexo si existen v,v' € V(E) tales que no existe un camino de v a v'.
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Definicion 1.2.13. La valencia de un vértice v € V(=) de un grafo es:

val(v) == [{a € A(Z) : 0p(a) =v}|

Definicion 1.2.14. Dado un grafo = un ciclo es un camino cerrado no constante ¢ = (a1,az,- - , ay)
donde para todai € {1,--- ,n} se tiene que a; # a;41.

Ejemplo 1.2.15. Sea = el grafo cuya realizacién geométrica es el grafo que se muestra en la Figura
[1.5]

Figura 1.5: Realizacién geométrica del grafo =.

Aqui se tiene que val(vy) = 5, val(ve) = 0y val(vs) = 2. El grafo = estd dotado con un orienta-
cién en las aristas determinada por el morfismo dy asociado al grafo. En la Figura[I.6] para representar
esta orientacion el inicio de la flecha sobre alguna arista a representa a dy(a) el vértice inicial de la
arista a y el final de la flecha representa a 0, el final de la arista a. Luego ¢ = (as, ag, ag, ag, ai) es
un camino de vg a vg.

Figura 1.6: Realizacion geométrica del grafo =.

En la Figura se muestra un camino ¢’ = (az, as, as, ag, as, ag) de longuitud 6 que es un ciclo.
Ademas el grafo = es un grafo disconexo puesto que tiene un vértice de valencia 0 y no existe ningin
camino de éste a cualquier otro vértice.
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Figura 1.7: Camino ¢'.

Enla Figura se muestran los caminos c y ¢’ en la realizaciéon geométrica del grafo =.

Figura 1.8: Caminos cy ¢’ en la realizacién geométrica del grafo =.

Los siguientes conceptos serdn de ttilidad en el Capitulo[5] Seccién 5.2}

Definicion 1.2.16. Dado un grafo =. Una arista a € A(Z) es una arista incidente al vértice v € V (=)
si Op(a) = v o bien 01(a) = v

Notacién 1.2.17. Dado un grafo =y un vértice v € V(Z) denotaremos al conjunto de aristas inci-
dentes en v por:

I(v):={ac AE) : dy(a) =v V 0i(a) =0}

Definicion 1.2.18. Dado = un grafo un vértice v € V (Z) es un vértice corte si =\ (I(v) U {v}) tiene
mds componentes conexas que =.

Ejemplo 1.2.19. Si se considera al grafo = de la Figura[1.9]el vértice v es un vértice de corte puesto
que = es conexo y = \ (I(v) U {v}) tiene dos componentes conexas.
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™~

Figura 1.9: Grafo = con un vértice de corte v y= \ (I(v) U {v}).

1.2.2. Arboles y colapsos.

Para el estudio de las particiones de un grupo como producto amalgamado dado por la Teoria de
Bass-Serre el concepto de drbol es fundamental.

Definicion 1.2.20. Un grafo T es un drbol si es no vacio, simplicial, conexo y no tiene ciclos. Dado
un drbol T un subdrbol T' de T es un subgrafo de T que es un drbol.

Definicion 1.2.21. Sea T un drbol y € := {T)\} xea una coleccion de subdrboles de T tal que para
toda \,v € A distintos V(T\) NV (T,) = . Se define al Ty colapso de T por € como el grafo
simplicial con vértices V(Ty) = V(T')/ ~, donde ~ estd definida por la relacion: para v,v" € V(T)
se tiene que v ~ vy que v ~ v si existe A € A tal que v,v' € T\. Y las aristas A(Ty)) se definen
como: dados [v1], [v2] € V(Ty) distintos, ([v1], [va]) € A(Ty) si existen v € [v1] y vh € [ve] tal que
(v],vh) € A(T).

Ejemplo 1.2.22. Si se tiene el grafo T" cuya realizacién geométrica se muestra en la Figura [[.10] éste
es un arbol, los subgrafos 1,15, T3 y Ty son una familia de subarboles de 7.

T,

Figura 1.10: Arbol T y sus subdrboles T, T5, T3 y Ty.

La Figura[I.TT]muestra el colapso de 7" por la familia de subérboles .
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Figura 1.11: Colapso de T" por ¢ = {T1,T>,T3,T4}.

Lema 1.2.23. Dado T un drbol, el colapso de T por alguna familia € es un drbol.

1.3. Geometria a gran escala.

En esta seccion se estudiard la geometria a gran escala de los grupos. Dados (X, dx) y (Y, dy)
dos espacios métricos, una funcién f : X — Y estd a distancia finita de otra funciéng : X — Y,
si existe ¢ € R>¢ tal que para toda z € X:

dy (f(z),g(x)) <e.

Una funcién f: X — Y es un encaje cuasiisométrico, si existen ¢ > 1y b € R™ [ J{0} tales
que para cualesquiera z, 7’ € X :

S dx(a ) b < dy(f(2), () < - dx(n, @)+

Se dice que f es una cuasiisometria si es un encaje cuasiisométrico para el cual existe una cua-
siinversa, es decir, si existe un encaje cuasiisométrico g: Y — X tal que g o f estd a distancia finita
de idy y f o g estd a distancia finita de idx. Luego dos espacios métricos serdn cuasiisométricos
si existe una cuasi-isometria entre ellos. Este capitulo se estudiaran dos invariantes cuasiisométricos
para grupos, los fines y la hiperbdlicidad.

Dado que el problema de caracterizacion de los grupos con un fin es un problema abierto, serd de
interés estudiar grupos con un fin y algunas otras propiedades adicionales, en particular a los grupos
hiperbdlicos con un fin.

1.3.1. Grupos hiperbdélicos

En esta subseccion se hard un breve recordatorio de cémo se define la nocién de hiperbolicidad
para grupos y de algunas propiedades interesantes de estos grupos.

La nocién de hiperbolicidad surge como consecuencia del estudio de las geometrias no euclidea-
nas, en especial estd intimamente ligada con los espacios de curvatura negativa en la que los tridngulos
son §-delgados. Para estudiar a los espacios hiperbdlicos es escencial considerar un espacio métrico
geodésico y definir a los triangulos delgados.
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Definicion 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea L € R™*. Un segmento geodésico en X es un
encaje isométrico vy: [0, L] — X, donde [0, L] estd dotado con la métrica euclideana. Se dird que
~(0) es el punto inicial y y(L) es el punto final del segmento geodésico.

Un espacio métrico (X, d) serd un espacio geodésico, si para cualesquiera dos puntos z, 2z’ € X
existe un segmento geodésico entre ellos tal que v(0) = x y v(L) = z’. Con esto podemos definir a
los tridngulos dentro de nuestro espacio.

Definicion 1.3.2. Sea X un espacio métrico. Un tridngulo geodésico es una tercia (o1, p2, 3) donde
w1 :[0,L1] — X, @2 :[0,La] — X y o3 : [0, L3] — X son segmentos geodésicos y tales que
p1(L1) = ©2(0), p2(L2) = ¢3(0) y ¢3(L3) = ¢1(0).

De la geometria euclideana se sabe que en los espacios hiperbdlicos la suma de los dngulos interio-
res de un tridngulo es menor a 180 grados, esto puede enunciarse en terminos de triangulos d-delgados.

Definicion 1.3.3. Dado § > 0, un tridngulo geodésico /\ = (1, @2, p3) es un tridngulo -delgado
Si:

im(p1) C Bs(im(p2) Uim(ps)),
im(p2) C Bs(im(p1) Uim(ps)),

im(ps) € Bs(im(p1) Uim(pa)).

Figura 1.12: Triangulo d-delgado.

Con esta nocion de tridngulos se define a los espacios hiperbdlicos como sigue.

Definicion 1.3.4. Dado 6 > 0. Un espacio geodésico X es un espacio §-hiperbélico si todo tridngulo
geodésico es un tridngulo §-delgado.

Un espacio geodésico X es un espacio hiperbdlico si existe un § > 0 tal que X es 6-hiperbdlico
y a o se le llama constante de hiperbolicidad.

Ejemplo 1.3.5. La linea real R con la métrica euclideana es un espacio 0-hiperbdlico, el plano hi-
perbélico H? es hiperbélico. La realizacién geométrica del grafo de un 4rbol 7" es 0-hiperbdlico. Y R?
no es hiperbdlico.

Para llevar la nocién de hiperbolicidad al terreno de los grupos es necesario dotarlos de una métri-
ca, esto se hace usando a los grafos de Cayley de un grupo dotados de la métrica de caminos.
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Definicion 1.3.6. Sea G un grupo y S C G un conjunto generador de G. El grafo de Cayley de G
con respecto al conjunto generador S es la realizacion geométrica del grafo simplicial Cay(G, S)
donde el conjunto de vértices es V(Cay(G, S)) = Gy el conjunto de aristas es:

A(Cay(G,S)) ={(g,9-5) | g€ G,s € (SUS™) —{1}}.

y donde:
do: A(Cay(G,S)) — V(Cay(G, S))

(9,.9-5)—g

—: A(Cay(G, S)) — A(Cay(G, S))
(9,9-5)—(9-5,9)
A estos grupos se los dotard de la métrica de las palabras.

Definicion 1.3.7. Sea G un grupo y S C G un conjunto generador de G. La métrica de las palabras
ds en G con resperto a S es la métrica en G asociada con el grafo Cay(G, S), en otras palabras
para cualesquiera g, h € G se tiene que:

ds(g,h):ml’n{neNlﬂsl,sz,"-,sneSUS’_l, g_l'h231'82""'8n}

Obsérvese que dg coincide con la métrica en Cay(G, S). Todo lo anterior permite definir cuando
un grupo es hiperbdlico.

Definicion 1.3.8. Un grupo G finitamente generado por un conjunto S es un grupo hiperbélico si
Cay(G, S) es hiperbélico. Donde Cay(G, S) tiene la métrica inducida de identificar las realizaciones
geométricas de las aristas con el intervalo [0, 1].

Dado un grupo finitamente generado cada conjunto generador determina un grafo de Cayley; pue-
de suceder que los grafos de Cayley con respecto a dos conjuntos generadores Sy S’ distintos no sean
isomorfos, sin embargo estos serdn cuasiisométricos. Que la nocién de hiperbolicidad para grupos es
un invariante cuasiisométrico se puede consultar en [7], de modo que la nocién de hiperbolicidad para
grupos finitamente generados queda bien definida.

A continuacién se enunciardn una serie de teoremas interesantes sobre grupos hiperbdlicos que
pueden consultarse en [7]], [2] y [6]. Estos grupos son fintamente presentados y pueden estudiarse a
traves de sus presentaciones de Dehn.

Teorema 1.3.9. Sea G un grupo hiperbdlico, entonces G tiene una presentacion de Dehn, en particu-
lar es finitamente presentado.

Teorema 1.3.10. Sea G un grupo finitamente generado, entonces G es hiperbdlico si y sélo si G
admite una presentacion de Dehn.

Estos grupos tienen problema de la palabra soluble como consecuencia de tener una presentacién
de Dehn, mas atin los grupos hiperbélicos tienen problema del isomorfismo y problema de conjugacién
solubles.

Teorema 1.3.11. Si GG es hiperbdlico, entonces tiene problema de la palabra soluble.

Teorema 1.3.12. Si G es un grupo hiperbdlico, entonces tiene problema de conjugacion e isomorfis-
mos solubles.
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Algunas otras propiedades inherentes a la estructura algebraica de estos grupos puede verse en los
siguientes teoremas.

Teorema 1.3.13. Sea G un grupo hiperbdlico 'y g € G de orden infinito, entonces C(g) el centrali-
zador de g tiene a (g) como subgrupo de indice finito.

Teorema 1.3.14. Sea G un grupo hiperbdlico. Luego, tiene vinicamente una cantidad finita de clases
de conjugacion de subgrupos finitos.

Teorema 1.3.15. Sea G un grupo hiperbélico y H un subrgupo de G. Luego H cumple una de las
siguientes:

» El subgrupo H es finito.
» El subgrupo H es virtualmente 7.
» Existe F' un sugrupo de H tal que F es isomorfo a un grupo libre en dos generadores.

Otras propiedades interesantes de estos grupos son que los grupos fundamentales de variedades
cerradas con curvatura seccional constante negativa son hiperbdlicos y que los grupos hiperbdlicos no
contienen subgrupos de Baumslag—Solitar. En especial el Teorema[5.3.7 principal de este trabajo nos
da informacién sobre los grupos hiperbdlicos con un fin.

1.3.2. Espacio de fines

La nocién de espacio de fines, es un concepto que en un sentido topdlogico captura y formaliza la
idea de las “direcciones para ir al infinito”. El espacio de fines permite asociar a un espacio métrico un
espacio topoldgico, de tal manera que todos los objetos cuasiisométricos pertenecientes a un espacio
métrico tengan espacios de fines asociados homeomorfos. En el caso de los grupos el espacio de fines
de un grupo queda inducido por el grafo de Cayley de un grupo dotado de la métrica de las palabras.
Heinz Hopf demostré que los grupos tienen 0,1,2 o una infinidad de fines. Si tienen O son grupos
finitos, si tienen 2 son virtualmente Z. Como resultado del Teorema de Stallings se tiene que si
un grupo tiene una infinidad de fine este se parte sobre un finito. Sin embargo no hay una clasificacion
completa de los grupos con un fin de modo que su estudio da pie a muchas preguntas abiertas.

Para definir el espacio de fines asociado a un espacio métrico, es esencial definir clases de equiva-
lencia de rayos que van al infinito.

Definicion 1.3.16. Dado X un espacio topoldgico. Un rayo propio en X es una funcion continua
r: [0,00) — X tal que para cualquier K C X compacto la preimagen r—*(K) C [0,00) es un
conjunto compacto.

Definicion 1.3.17. Dados dos rayos propios r,r’: [0,00) — X , estos representan el mismo fin de
X si para todo conjunto compacto K C X existe unt € [0,00) tal que r([t,00)) y r'([t,00)) estdn
en la misma componente conexa por caminos de X \ K.

Es un ejercicio técnico usual constatar que repesentar el mismo fin es una relacién de equivalencia.

Definicion 1.3.18. Sea X un espacio topoldgico. Sir : [0,00) — X es un rayo propio, entonces
end(r) denotard el conjunto de todos los rayor propios que representan el mismo fin que 7.
El espacio de fines de X se define como:
Ends(X) := {end(r) : r: [0,00) — X es un rayo propio en X.}.
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Usando la Definicién de grafo de Cayley puede definirse la nocidn de espacio de fines para
un grupo.

Definicion 1.3.19. Si G es un grupo finitamente generado. El espacio Ends(G) de fines un grupo G,
(o bien los fines del grupo G), se define como Ends(|Cay(G, S)
generador de G.

), donde S es algiin subconjunto

Ejemplo 1.3.20. EIl grupo libre en n > 1 generadores F}, tiene una infinidad de fines. El grupo de los
nimeros enteros Z tiene dos fines. Para todan > 1 el grupo Z™ tiene un fin. El grupo de permutaciones
en 3 elementos S tiene 0 fines. Y los grupos de superficies cerradas de con caracteristica de Euler
menor o igual a 0 tienen un fin.
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Capitulo 2

Teoria de Bass-Serre

En este Capitulo se estudia la Teoria de Bass-Serre que estudia las propiedades algebraicas de los
grupos que actiian por automorfismos sobre drboles simpliciales. Esta teoria relaciona las acciones de
grupos sobre drboles con particiones de grupos como productos amalgamados a tradves del concepto
de grupo fundamental de un grafo de grupos.

2.1. Grafos de grupos.

En esta seccién se presenta el concepto de grafo de grupos.
Definicion 2.1.1. Un grafo de grupos es una cuarteta:
(Ev {G’U}UGV(E)a {Ga}aeA(E)a {’Ya 1 Gy — G(’?l(a)}aEA(E))'

Donde = es un grafo, {GU}UGV(E) es una familia de grupos indexada por el conjunto de vértices
del grafo dado, {Gg},c A(z) s una familia de grupos indexada por el conjunto de aristas de =,
{Va : Gg — Gal(a)}ae A(2) una familia de monomorfismos indexada por el conjunto de aristas de
=, y donde ademds se cumple que para toda a € A(Z) se tiene que G, = Gj.

La idea intuitiva de un grafo de grupos, es tomar la realizacién geométrica de un grafo cualquiera
y asignar grupos a los vértices y aristas, de tal manera que se tenga un monomorfismo de los grupos
arista a los grupos correspondientes al vértice terminal de la misma. Esta condicién nos dird que
los grupos arista deben ser subgrupos de los grupos vértice que determinan la arista. Mds atin estd
asignacion es tal que los grupos arista G, y G5 son el mismo, sin embargo los morfismos 7, y ¥z no
necesariamente son los mismos.

Ejemplo 2.1.2. Considérese el siguiente grafo = = (V (), A(Z), 0y, - ) donde V(E) = {v1,v2,vs3,v4}
y A(E) = {a1,a2,a3,a4,d1, az, a3, ay} tales que do(ar) = do(az) = va, Oo(az) = do(as) = vs,

O1(a1) = O01(as) = v1, 01(az) = vz y d1(as) = vy, cuya realizacién geométrica es la que se muestra

en la Figura[2.1

15
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Vi

V3
\4
a, 2

v, 4

Figura 2.1: Grafo =

A partir de éste se puede construir un grafo de grupos, asigando como se muestra en la Figura[2.2]

grupos a los vértices y aristas.

Figura 2.2: Grupos vértice y grupos arista asociados al grafo =

De modo que los grupos vértices son G, = Zo, Gy, = Z, Gy, = Z12, Gy, = Zg, l0s grupos
arista son Go, = {e}, Ga, = {€}, Guy = Z2, G4, = Z3 y la familia de monomorfismos asociada a

este grafo es:

Vaq

Yai

Yao

Yaz

Yas :

Yas *

ZGal—

{6} — G31(61) =7

e—— 0

:Gay ={e} — G81(a1) = 12

e +— [0]2

: Gaz = {6} — G81(dg) =7

e— 0

: Gay, = {e} — Gy, (a) = Z12

e — [0]12
Gay = Zo — Gy, (ay) = Za2
[1]2 — [6]12
Goy =Ly — Gal(%,) =79

[1]2 — [1]2
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Yas : Gay, = Zg — Go,(ay) = L2
[1]s — [4]12

Yas * Gay = Zz — Go,(ay) = Ls
[1s — [2]6

Ejemplo 2.1.3. Otro ejemplo es asociar al grafo de la Figura[2.3}

Figura 2.3: Grafo =

El grafo de grupos de la Figura[2.4] donde todos los monomorfismos son triviales.

Figura 2.4: Grafo de grupos asociado a =

2.2. Grupo Fundamental de un Grafo de Grupos.
Se define el grupo fundamental de un grafo de grupos de dos maneras distintas pero equivalentes,
en términos de caminos de tipo ¢ o respecto a un arbol maximal, ambas definiciones corresponden al

limite directo de la coleccién de los grupos vértice y arista respecto de la familia de monomorfismos
asociada al grafo de grupos.

Considérese a = un grafo conexo y no vacio. Y sea
g= (Ea {G’U}vGV(E)v {Ga}aeA(E)» {'Ya :Gg — G81(a)}a6A(E))>
el grafo de grupos asociado a éste. Donde:

Ya - Ga — Gal(a)

g+ 7al9)
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Definicion 2.2.1. El grupo F (G, =) se define como el grupo generado por los grupos G, y las aristas
a € A(Z), sujeto a las relaciones:

a=a' ava(g9)a™" = yalg)

cona € A(Z)yg € G,.

Observacion 2.2.2. Si se tiene un grafo de grupos con grupos vértice Gy, ,--- ,G,,, y m arista en-
tonces, el grupo I es el producto libre de los grupos vértice y el grupo libre con base A(E), es decir
[':=Gy, % %Gy, * Fpy, el grupo F (G, =) se define como:

r
((aa,ava(g)a" (valg))™! : a€ A(E), g € Gu))

Definicion 2.2.3. Sea T un drbol maximal de T'. El grupo fundamental 71(G,=,T) de Z en T es:

F(G,=)
{({a : a€ A(T)))

F(Q,E) =

m(G,E,T) =

Ejemplo 2.2.4. Dado el grafo = de la Figura[2.5}

v v,
O ——)

a

Figura 2.5: Grafo 2

Considérese el grafo de grupos G cuya realizacién geométrica es la Figura[2.6] con morfismos

’ya:ZQ—>Z6 ’ya:ZQ—>Z4
[1]2 — [3]6 [1]2 — [2]4
Zy Zg
Z

Figura 2.6: Grafo de grupos

A continuacion se realizan los calculos para obtener el grupo fundamental del grafo G. Nétese que
en este ejemplo 1" = =

Z * L4 * (a,a)

F(G, =2 _
( ) <<aa a/’}/a )a_l('}’a(g)>_1 | a € A(.:,), g c Z2>>
<xy7aa|$,y>_ 6 4 s 1 o
<<(I(I,a$3a Yy 2>> - <I’y7a ’ T,y ,axr"a Y >
(6.5, @y | abyt ardaly™?)
1 g =y =) — <a ’ = A(E)>

= <Jl,y ‘ ‘T6ay4ax3y72> = Z4 *Zo Zﬁ
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Ejemplo 2.2.5. Dado el grafo de grupos G de la Figura con grafo asociado = y con familia de
morfismos triviales.

Vi

V3 V2 Z Zy
a, {1}

Figura 2.7: Grafo de grupos = y grafo de grupos G.

Los calculos correspondientes al grupo fundamental de éste son:

Lo x Ty * L * (a1, a1, az, Gz, a3, as)
((aa,ava(g)a"t(va(g))~t | a € A(E), g € {1}))

= (z,y,2 | 2%,y* 2% * (a1, a2, a3)

F(G,5) =

Y si T es el subarbol de = con aristas a1, as, entonces:

<$7yvz | $2’y4’26> * <(I1,CL2,(13>

m(G,E,T) = (a | a€ A(D))

2,4 6
_ <xayaz | =Y,z >*<a1’a27a3> %ZQ*Z4*Z6*Z

(a1, az)

Ejemplo 2.2.6. Dado el grafo de grupos G de la Figura[2.8]|con grafo asociado = y con morfismos:

Yao 1ZQ—>Z4 7@2:Z2—>Z6

(]2 — [2]4 (12— [3l6

Y el resto morfismos triviales.

Vy

Vs V2 Zs Z,
a

Figura 2.8: Grafo de grupos = y grafo de grupos G.

Los célculos correspondientes al grupo fundamental de éste son:
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F(G.5) = — Ty * L * Ly * {aq, dl,ag,dg,gg,d3>
’ {(a@, ava(y )a '(va(9)™! | a € A(E), g € Ga))
_z,y, 2 | 27y, 25) x (a1, az, az)
- ((azy?ay'273))

6 2 —1_-3
:<x7y727a17a27a3 ‘ x7y727a2y Gy 2 )

Si T es el subarbol de = con aristas ap, as, entonces:

7,4 6 2 —1_-3
<x7yazya17a27a3 | T,y ,z,ay"ay 2 >

=T) =
7['1(97 ) ) <(L ‘ QEA(T)>
_{wy.zan,az,a3 | 2T,y 2% agyay e ?)
<a17a2>

<JJ Y,z,as3 | 3? 71/ z 71/22 3)
Y si se considera al drbol 7" con aristas as, ag se tiene que:
(z,y,2,a1,a2,a3 | 27, y*, 2% agy’ay'273)
(a | ac A(T"))
(z,y,2,a1,a2,a3 | 27, y* 25 asya;
<a2,a3>

<ZC Y, z,a1 | .1‘ 7y z ’yQZ 3>

m1(3G, E,T/) =

12_3>

A continuacién se presenta la definicion del grupo fundamental de grafo de grupos en terminos de
caminos. Sea c un camino en = un grafo con origen en el vértice vg y sean ay, as, - - - , a, las aristas
que determinan el camino c, se denotara por:

v; = 0o(air1) = 01(ay)

Definicion 2.2.7. Una palabra de tipo c en F(G, =) es un par (c, i) donde jn = (ro,--- ,7y) es una
secuencia de elementos r; € G,,. El elemento:

e, p| = roarriag - - - apry,
de F(G,E) se dice estar asociado con la palabra (c, ).

Definicion 2.2.8. Sean G un grafo de grupos y vy € V(Z) un vértice de E. Se define a m1(G, =, vg) el
grupo fundamental de (G, =) como:

m1(G,Z,v0) = {le, pul € F(G,Z) : do(a1) =vo Ai(an) =vo}

Observacion 2.2.9. Si g, denota la imagen de a en 71 (G, Y, T'), el grupo 71 (G,Y, T') estd generado
por los grupos GG, y los elementos g, sujetos a las relaciones:

-1

9aa(9)9a !

=7a(9); 9a = 9u
sia€ A(E)yg € G, y:

9a =1,
sia € A(T). En particular se tiene que v,(g) = va(g) sia € A(T)y g € GL.
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2.3. Cubrientes de Grafos de Grupos.

Dado un grafo de grupos:

g= (Ev {GU}vGV(E)a {Ga}aeA(E)u {7a 1 Gy — Gal(a)}aeA(E))a

con = conexo, 1" un arbol maximal en =y a A una orientacién en =.

En esta seccion se va a construir el cubriente universal del grafo de grupos G, este objeto serd un
grafo que se denotard como G = G(=,T'). Deseamos que m = 71(G, =, T") el grupo fundamental de
g respecto de T' actde en G, que exista un morfismo p : G — = tal que induzca un isomorfismo
7\ G——Z y un par de secciones:

V(E) — V(9) AE) — A(9)
V0 a+—a

Para comenzar con la construccion del objeto deseado se define para cada a € A(E) la siguiente
funcién:
0 siae Ay,
e(a) =
1 sia¢ A,

Por |a| se denotard una de las aristas a, a que pertenece a A .

Ademds, se denotard como 75 al estabilizador de v respecto de m y como 75 al estabilizador de a
respecto de 7.

Siv € V(E), es deseable que G, = 7. Andlogamente, si a € A(=), se desea que:

Ta = Yw(Gw) < Gayw)

Donde w = m Y 7w (Gy) es la imagen de G, bajo el morfismo asociado al grafo de grupos
Yw - Gy — Gé‘o(w)' N
Es preciso notar que dada la accion de 7 en el grafo G esta accién induce un grafo cociente tal que:
V(r\G)={r-5|5 e V(G))},
A(m\G)={r-alac AQ)}.
Y recordar que si {v1,v2} es una arista de =, entonces {7 - U1, 7 - U2} es una arista del grafo
cociente.
Obsérvese que 7 /75 y m/mg son:

n/ms={g-m|gem}

m/ma={g-7malg €}
Las condiciones anteriores forzan a V(g~ ) a ser la unién disjunta de las orbitas 7 - 0 ~ w/7m; y a

A(G) a ser la union disjunta de 7 - @ ~ 7/7;. Por lo tanto los vértices y aristas del grafo cubriente
serdn:

V(G) = |_| /Ty = |_| (G, 2, T)/Gy ~ |_| -,

veV(B) veV () veV(E)
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AQ) = || w/ma= || m@G.ET)/vw(Gw)~ || =-a,
)

acA(E) acA(E) acA(E

donde:
5 = Gy g = ’Vw(Gw)v

Resta definir ga, dy(ga) y 01(ga), parag € 7y a € A(G), es decir, darle una orientacién al grafo
cubriente. Definase:

g9a := ga,
do(ga) := g9, (a),

01 (gd) == ggt =@y (a).

Aqui g, denota la imagen de a en 7.
Se verd que estas formulas tienen sentido. Primero note que |a| = |a| = w, por lo que:

@ = Ya G = Ya(Cpp = e

Y ademéds que: a =1-mgya =1-m;; ahorasig € w

S
IS}
Qi
_@\z

Esto le da sentido a la primera igualdad.
Para la segunda hay que considerar h € mz y a

—_—~— —~—

- Won(a) = g, do(a)

a

hg

= Sie(a) = 0 entonces:

hgldo(a) = ga0o(a)

h@o(a) = o(a)
h € Ty, (@) por lo que g& 2924 Too(@) = Gop(a)

» Sie(a) =1:
Entonces m; = v,(Gy) y se tiene la relacién g,v.(9)g, 1 = va(g) (para g € G,), por lo que

9aTagq " = Ya(Ga) C Goy(a) ¥ ast 98 raga ™ ¢ Tao(@) = Gap(a)

Observe que sea como sea e(a) se cumple que:

g = gZ(a) Ya (Ga)g;_e(a) )

De manera analoga sustituyendo a por a se obtiene que:

(a)—1 1—e

g(ez - Tadq (@) C 7781(&) = G81 (a)+

Con lo anterior se ha definido el grafo §, asi como la accion de 7 en 5 , de modo que 7 \ 5 = =.

Mis atin, si a € A(T) se tiene que g, = 1, de donde dy(a) = /ozg), oi(a) = /1\(;) y ademads
v — U, a — a, definen un levantamiento de T’ 5T c Gde Ten G. A continuacién se verd que
el grafo construido G es un arbol.
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Teorema 2.3.1. Sea G = (E,{Gy}vev(z), {GatacaE) 1V : Ga — Go,(a) tacaz)) un grafo de
grupos conexo y no vacio, sea T un drbol maxlmal de = y A4 una orientacion de =, entonces el grafo
G construido anteriormente es un drbol.

Demostracion. A continuacion se verd que G es conexo.
Sea a € A(Z), entonces:

» Sie(a) =0, entonces dp(a) = 6/0\(/a)

» Sie(a) =1, entonces 01 (a) = 01 (a)

Entonces uno de los extremos de a pertenece a 7.
El menor subgrafo €2 de G que contiene a todas las aristas de = es conexo (dado que = es conexo).
Mis atin (como 7 \ G =y Zesun isomorfismo) 7 - 2 = G.

Es suficiente probar que existe un subconjunto S de 7, que genera a 7 y tal que para cada s € S
suceda que {2 U s{) es conexo.

Esto implicard por induccion sobre n que:

QUs1QUS$180Q U+ Usp--- 5,9,

€s Conexo.
Considérese a:

s=|1 U & |U[ U o

veV(E) a€A(E)

Donde g, € 7 tal que ¢g,0:1(a) € V(T
Si s € Gy, entonces ) U s€ tienen un vértice en comtin ¥ y por tanto {2 U s{) es conexo.
Si g, € ™ como antes, entonces {2 U g, tienen un vértice en comun, obsérvese que:

» Sie(a) =1, entonces dp(a) = 9p(gaa).
» Sie(a) =0, entonces 01 (a) = 01(gqa).

Por lo tanto G es conexo.
Ahora se verd que G es un 4rbol. Para esto es suficiente ver que G no contiene ningln camino
cerrado de longuitud n > 0 sin retroceso.

Sea ¢ un camino cerrado sin retroceso de largo n en G, sea (s1a1, - - - , Spay ) la sucesion de aristas
que determinan ese camino y sean (v, - - ,U,) una sucesiéon de vértices de la proyeccién ¢ de un
camino ¢ en Z. Se tiene que vy = vy,.

Sie; =e(a;)y gi = g, se tiene que:

O (Snn) = sngy "o = s19; 0o = Jo(s11),
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81(51d1) = Slgi_e"f}l = 8292_6"’[}1 = (90(526L2),

n

~ l—epn—1~ —e, ~ ~
a1(5nflanfl) = Sn—-19,_1 Un—1 = Spgp "Un = aO(Snan)-
Poniendo ¢; = s;g; ', tenemos que:

l1—en~ —en ~
Sngn "o = s197 "o,

gndnTn = 41,

q19171 = 42,

dn—19n—1T"n—1 = Qn.

Conr; € G, = 7y,. De esto se tiene g171 = qflqlglrl = gflqg y andlogamente:

171 =47 'q2, 92T = 45 143,y GnTn =@ 1

Luego, multiplicando cada:

giry = qfl(h, goro = q;l%, s, gt = C]Eléh-

Se tiene que:

GITIG2T2  GnTn = G4 G205 @3 g tqn = 1.

Abhora, considérese a (c, i) la palabra de tipo ¢ definida por la sucesién p = (1,71,72,--- ,). Se
va a mostrar que (¢, i) es reducida.

En efecto, supongamos que a;41 = a;, de donde g;11 = g, 1 y e;+1 = 1 — e;. Entonces se tiene
la férmulas:
—e(a) €it1
(sig; ) - giri = Siv19;41
de donde se sigue que 7; = g;' "' (s; 'siv1)g; . Se tiene que demostrar que 7; & 7o, (Ga,), €8
decir que:
-1 1—e; e;—1
8; Sit1 €97 Ve (Gay)gy' -
Note que ggfei Ya; (Ga,;) gf“l = mg, COMO € €S un camino sin retroceso por lo que s;a; difiere de
Si41A54+1 = Si4-10a5-
Como c es cerrada y (¢, ) es reducida, entonces |c, u| en 71 (G, =, T') es distinta de 1.

Porlo que g171g272 - - - gnrn # 1,y esto es una contradiccion (pues se tenia que g171gaTs « - GnT'n =
1). Esto prueba el teorema y por lo tanto G es un arbol.
O

Definicién 2.3.2. A G el cubriente universal de un grafo de grupos G se le llama drbol de Bass-Serre.
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Ejemplo 2.3.3. Dado el grafo de grupos = del Ejemplo que se muestra en la Figura[2.9]

Figura 2.9: Grafo de grupos.

Los vértices del cubriente universal estan dados como:

~ Lips7., 7 Lipyz, 7
V@)= || m@.z1)/6, =t Rl
veV(E) 4 6

Y si se considera la orientacién A, = {a} tal que dy(a) = vy, entonces w = |a| = @y por tanto las
aristas del cubriente universal del grafo de grupos G antes dado son:

G = Z4*Z Z6 Z4*Z Zg
A g = g} =, T w Gw — 2 o 2
( ) a€|Z(|E) Wl( )/7 ( ) {[0]47 [2]4} ZQ

La Figura (obtenida de [[10]) muestra el cubriente universal de G

(Z/4Z) % 2,22 (Z/6Z).

Q

PP

Figura 2.10: Cubriente universal é .

Ejemplo 2.3.4. Para el grafo de grupos del Ejemplo que se muestra en la Figura[2.11|:

Z,

{1} {1}

{1}
Figura 2.11: Grafo de grupos G.
Los vértices y aristas del cubriente universal estan dados de la siguiente manera:

~ ZoxZlyxlexl ZLoxlyxlexl ZLoxZy*ZexZ
V@) = L m@E1)/G, = S m B m y 2,
’UEV(E) 2 4 6
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AG) = || m(G.5,T)/vu(Guw) = (Lo Ly » L+ L) U (Ly Ly 5 g L) U (Zy % Ly L L)
a€A(E)

Ejemplo 2.3.5. Para el grafo de grupos del Ejemplo que se muestra en la Figura :

Zy

{1 {1}

Z, Zy

Figura 2.12: Grafo de grupos G.

Se denotard por 7 := 7 (G, Z,T) = (x,y,z,a3 | 27,y* 2% 9y%273) al grupo fundamental del

grafo de grupos, luego los vértices y aristas del cubriente universal estan dados de la siguiente manera:

Vi) = || m(G.ET)/G, = Z% L 216 U Z%.
veV (8)
AG = LI mi@= DG = o Y g Y e~ PV

2.4. Teorema de la Estructura de Grafos de Grupos.

Definicion 2.4.1. Un grupo G actiia sin inversion en un grafo = si no existe ninguna arista a € A(Z)
y no existe g € G tal que dp(a) = g - 01(a) y 01(a) = g - do(a).

Sea (G un grupo que actda sin inversién en un grafo conexo y no vacio I'. En esta seccion se verd
que si I' es un arbol, entonces G puede identificarse con el grupo fundamental de algiin grafo de gru-
pos G con grafo asociado =, donde = = G \ T, en especial se construird a G.

Sea T un arbol maximal de =, sea j: 7' — I" un levantamiento de 7'y A una orientacién de =,
definase a:

0 sia € Ay,

e(a) =

1 sia¢ A, esdecirsiac A.

También es deseable extender al levantamiento j: 7' — I, a una seccion j: A(ZE) — A(T) tal

que j(a) = j(a).

Para esto es suficiente definir a j(a) para a € A4 — edge(T'), en este caso se elige a j(a) tal
que Jy(j(a)) € V(4(T)). Por lo que 9y(j(a)) = j(Ov(a)). También se elige a o, € G tal que
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01(j(a)) = 0q7(01(a)), esto es posible dado que 91 (j(a)) y j(d1(a)) tienen la misma proyeccion
01(a) € V(Z). Entonces extendemos a — 9, a todos las aristas de = con las formulas:
0a=0."y 0a=1 siac AT)

Para cada a € A(Z) se tiene:

o(j(a)) = 0, j (00 (a)),
01(j(a) = o5 Vj(D1(a)).
El grafo de grupos G queda definido por las férmulas:

Gy = Gj) para v € V(Z),

Go = Gjq) para a€ A(Z).

Donde G,y y Gj(4) denotan respectivamente los estabilizadores de j(v) € V(I') y j(a) € A(T')
bajo la accién de G.
Y el homomorfismo 7, : Go — G, (q) donde g — ge(a) 1gg(1l—e(a)

Sea ¢: m(G,E,T) — G el homomorfismo definido por las inclusiones G, — Gy por

?(ga) = Oa-

Definamos a:
v: G — T,

como:
U(g0) = d(9)i(v) vy ¢(9a) = ¢(g9)i(a).

Aqui note que g € 7(G, =, T), asi gb € G, ademds ¢(g) € Gy j(v) € V(T') (pues j: V() —>
V().

Se puede ver que ¢/ es un morfismo de grafos y que 1) es ¢-equivariante.

Sea (2 el menor subgrafo de I que contiene a j(a) para cada a € V(Z). Cada arista de (2 tiene
extremos en j(7') y tenemos que G - Q = I'. Més atin, ) estd contenido en 1/1(5) y ¢ induce un
isomorfismo entre los estabilizadores de los vértices y aristas correspondientes de G y I'. Aplicando el
siguiente lema a ¢ (y por tanto a ).

Definicion 2.4.2. Un drbol de representantes I mod G es cualquier subdrbol T de T" que es unlevan-
tamiento de un drbol maximal en G \ T.

Lema 2.4.3. Sea G un grupo que actiia en un grafo conexo I' y sea T" un drbol de representantes de
I’ mod G. Sea ) un subgrafo de I' que contiene a T, en el que cada arista tiene un extremo en T
yes tal que G - Q) = T'. Para cada arista a de ) con origen en T, sea g, un elemento de G tal que
9aO1(a) € V(T). El grupo H generado por los elementos g, y los estabilizadores G, (conv € V(T))
esigual a G.

Se tiene que ¢ es suprayectiva ( y 1 también) y que ¢ induce un isomorfismo entre los estabiliza-
dores de los vértices y las aristas y esto nos dice que v es localmente inyectivo.

Teorema 2.4.4. Con las hipdtesis y notacion anteriores, las siguientes propiedades son equivalentes:
1) T es un drbol.

2) G — T esun isomorfismo.
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3) ¢ :m(G,Z,T) — G es un isomorfismo.

Demostracion. Para (1)=-(2) se sigue de que ya se tenfa que era suprayectiva y de:

Lema 2.4.5. Sea f: G — T un morfismo localmente inyectivo, de un grafo conexo G a un drbol,
entonces f es inyectiva.

Para (2)=-(1) se sigue del Teorema[2.3.1
Para (2)=-(3), considérese a:
N = kernel ¢

Y av € V(Z), como ¢ es un isomorfismo entre G5 y G (., entonces N N G5 = {1}.

Si n es un elemento no trivial N, entonces % y n son distintos en G pues N N G = {1} y tienen
la misma imagen j(v) en I" lo cual es una contradiccion.
Para (3)=(2) obsérvese que = ~ 7 \I' = G \ T.
O

Corolario 2.4.6. Supongamos que 1" es un drbol. Sea R un subgrupo de G generado por G,, v €
V(). Entonces R es un subgrupo normal de G, y G/ R puede ser identificada con el grupo funda-
mental del grafo = = G \ T

Corolario 2.4.7. Supongamos que T" es un drbol y que = = G \ T es un lazo. Entonces G es una
extension HN N.

Ejemplo 2.4.8. Consideremos al grafo I' (Figura[2.13) cuyo conjunto de vérticeses V(I') = {n | n €
Z}, cuyo conjunto de aristas es A(I') = {a;},a,, | n € Z }, donde dp(a;}) = n+1,d(a,) =ny

a;; = a;, . La accién de Z en la realizacién geométrica de este grafo tiene una tnica érbita vértice y
una Unica 6rbita arista por lo que |Z| = |Z \ I'| consta de un tnico vértice y una tnica arista, por tanto

es un lazo, ademads note que los estabilizadores vértice y arista de I" son todos triviales de modo que el
grafo de grupos inducido por esta accidn tiene grupo vértice y grupo arista triviales. De esto se tiene
que m1(Z) = {0}*{0y = Z, por lo que en efecto Z es una extensién HNN.

0
2 -1 0 1 2 ;
° —e —e —e —e D o

Figura 2.13: Realizaciones geométricas del arbol I" y grafo de grupos inducido por la accién de Z en
I" con grafo subyacente =.




Capitulo 3

Descomposiciones JSJ

En este capitulo se estudiard a las descomposiciones JSJ para grupos, la idea de dichas descompo-
siciones aparece por primera vez en topologia para el estudio de 3-variedades con la teoria de subva-
riedades caracteristicas desarrollada por Jaco, Shalen y Johannson a quienes deben su nombre. En el
caso de los grupos como resultado de la teoria de Bass-Serre se tiene que a cada descomposicion de un
grupo como un producto amalgamado le corresponde un 4rbol de Bass-Serre tal que la accion de este
grupo induce un grafo de grupos con un grupo fundamental determinado por la descomposicion dada,
la intencién de las descomposiciones JSJ es la de estudiar a estos arboles de Bass-Serre, establecer
relaciones entre ellos y estudiar descomposiciones maximales en cierto sentido. Para estudiar a estos
arboles se verd a que familia pertenecen sus estabilizadores arista y la elipticidad de sus grupos vértice.
Se definird una relacion de dominacidn entre estos arboles y a partir de esta se definirdn los espacios
de deformacion, luego las descomposiciones JSJ serdn elementos en algin sentido maximales de estos
espacios de deformacion.

3.1. (A, #H)-arboles.

Para estudiar las relaciones entre los drboles de Bass-Serre serd de interés estudiar a los arboles
cuyos estabilizadores de aristas pertenecen a una familia cerrada bajo conjugacién y subgrupos. Note
que si los estabilizadores de aristas pertenecen a una familia con una cierta propiedad por ejemplo
la familia de grupos ciclicos, finitos, abelianos o con alguna otra propiedad propia de los grupos,
entonces la particion asociada al arbol es una descomposicion ciclica, finita, abeliana, etc.

Definicion 3.1.1. Una familia de subgrupos A de un grupo G es una familia plena si:

1) Paratoda g € Gy para toda H € A sucede que gHg™" € A
2) Paratodo H € Ay todo K < H se tiene que K € A

Dada H una coleccion finita de subgrupos de G y A una familia plena, si H € H es tal que
H € A, entonces para todo g € G se tiene que gHg~ ' € Ay todo subgrupo de H pertenece a A.

Definicion 3.1.2. Dados G un grupo, una familia plena A de G y T un drbol tal que G™T sin
inversion y sin vértices redundantes. El drbol T es un A-drbol si para todo a € A(T) se tiene que G,
el estabilizador de a pertenece a A

Una vez que se tiene una familia de A-drboles serd de interes estudiar a los elementos de esta
familia para los que los grupos pertenecientes a H una coleccion finita de subgrupos de G fijan un
punto. Esto serd 1til para determinar cuando los grupos vértice de una particién son subgrupos vértice
de otra salvo conjugacion.

29
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Definicion 3.1.3. Dada una coleccion finita H de subgrupos de G y T un drbol, este es un (A, H)-
drbol s5i T es un A-drbol y para todo H € H existe un vértice v € V(T) tal que G, el estabilizador
v cumple que H < G,.

Si se tiene a 7" un (A, H)-arbol, todo H € H fija algiin vértice en T por lo que H estd contenido
en el conjugado de algin grupo vértice del grafo de grupos asociado al cociente 7'/G. Ademads note-
mos que los (A, H)-drboles son invariantes bajo conjugacién de los elementos de .

Las particiones o descomposiciones de un grupo visto como un producto amalgamado pueden
estudiarse en terminos de (A, H)-drboles.

Definicion 3.1.4. Un (A, H)-drbol también se llama drbol sobre A relativo a H.
Si un grupo G actiia de manera no trivial sobre un (A, H)-drbol se dird que G se parte (descompone)
sobre A relativo a H

Note que un grupo con una particién de la forma Gy x4, *G2 *4, --- x4, , G, tiene asocia-
do un A-drbol donde A es una familia plena tal que {Ai,---,A,—1} C A. Mds atin éste es un

(A, {Gy,---,Gy})-drbol.

3.2. Funciones entre arboles y dominacion.

A continuacién se definird la nocién de elipticidad. En terminos de acciones en arboles un grupo
serd eliptico si fija un vértice en el drbol donde actia, lo que en terminos de grafos de grupos inducidos
dejard que el grupo es un subgrupo de un conjugado de un grupo vértice.

Definicion 3.2.1. Dado T un drbol sobre el que actiia un grupo G. Un elemento g € G es un elemento
eliptico si existe v € V(T) tal que g - v = v y un subgrupo H es un subgrupo eliptico si existe
ve V(T) tal que H - v = v.

Un elemento g € G es un elemento hiperbélico si no es eliptico y un subgrupo H es un subgrupo
hiperbélico si no es eliptico.

Cuando se estudia la relacion entre dos drboles se tiene que un arbol es eliptico respecto de otros si
sus estabilizadores arista fijan un vértice en el otro, es decir si sus estabilizadores arista son subgrupos
de los estabilizadores vértice del otro.

Definicion 3.2.2. Dados dos drboles Ty y Ty sobre los que actiia un grupo G. El drbol T} es eliptico
respecto del drbol T, si para toda a € A(Ty) se tiene que G, el estabilizador de a es eliptico al
actuar en T5.

Recuerde que si se tiene una funcion f : A — B esta es G-equivariante si paratoda g € G'y
para todo a € A se cumple que f(g-a) =g - f(a).

Definicion 3.2.3. Una funcion entre drboles f : T\ — T5 es una funcion G-equivariante tal que
manda vértices en vértices y aristas en caminos (posiblemente constantes).

Definicion 3.2.4. Un drbol T1 domina a T si existe una funcion entre drboles f : Ty —> T5. A [ se
le llama funcion de dominacion.

Observe que si 77 domina a 75 esto es equivalente a que paratodo v € V (T1) existe v’ € V(T5) tal
que G, fija a v’, es decir todo subgrupo eliptico de T} es eliptico en Tb. En este sentido la dominacién
permite comparar a los distintos drboles de Bass-Serre de un grupo, mds alin permite ver como es que
se comportan los grupos elipticos de una particién respecto de otra. La dominacién nos permite saber
cuando los grupo vértice de una particién estdn contenidos en subgrupos vértice de otra.
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3.3. Espacios de deformacion.

Una vez definida la relacién de dominacion es posible definir a los espacios de dominacién. Estos
quedaran definidos de la siguiente manera.

Definicion 3.3.1. Dados dos drboles Ty, T sobre los que actiia G sin inversiones, éstos pertenecen
al mismo espacio de deformacion D si 17 domina a T y T, domina a T1.

Noétese que dos arboles pertenecen al mismo espacio de deformacidn si tienen exactamente los
mismos subgrupos elipticos.

Definicion 3.3.2. El conjunto de A-drboles que pertenecen al mismo espacio de deformacion es un
espacio de deformacion D sobre A.

Aqui un espacio de deformacién D sobre A consta de todos los arboles cuyos estabilizadores arista
pertenecen a A y tales que se dominan entre si, es decir que tienen los mismos subgrupos elipticos.

Definicion 3.3.3. El conjunto de (A, H)-drboles que pertenecen al mismo espacio de deformacion es
un espacio de deformacion D sobre A relativo a H.

La relacién de dominacién en arboles induce una relacién de dominacioén en espacios de deforma-
cion.
Definicion 3.3.4. Dados D1 y D5 dos espacios de deformacion, D, domina a D, si para todo T € Dy

y para todo T, € Dy se tiene que T domina a T5.

Observe que un espacio de deformacién D; domina a otro Dy si para todo arbol 17 € D; y para
todo drbol T se tiene que para todo v; € V(T1), existe vy € V(T2) tal que G, fija a vs.

3.4. Espacio de deformacion JSJ.

En esta seccidon se comenzard por definir la nocion de elipticidad universal, posteriormente se
definird el espacio de deformacién JSJ sobre A relativo a 7 que es un espacio de deformacion de
arboles que se parten sobre grupos universalmente elipticos relativos a .

Definicion 3.4.1. Un subgrupo H < G es universalmente eliptico si es eliptico en todo (A, H)-drbol.
Es decir, si para todo (A, H)-drbol T, existe v € V(T) tal que H - v = v.

Esto nos dice H es universalmente eliptico si para todo arbol T" con estabilizadores arista en A y
tal que los grupos H € H son elipticos en T, existe v € V(T') tal que H - v = v, es decir H fija un
punto en todo (A, H)-arbol.

Definicion 3.4.2. Un drbol T es un drbol universalmente eliptico si sus estabilizadores arista son
universalmente elipticos. Es decir, si T es eliptico respecto a todo (A, H)-drbol.

Un érbol T es universalmente eliptico si para toda a € A(T) y para todo 7" un (A, H)-érbol,
existe v € V(T") tal que G, - v’ = v'.

Definicion 3.4.3. Dada una familia plena A, se define como A,y al subconjunto de subrgupos uni-
versalmente elipticos de A, es decir:

Aci :={H € A|Y(A,H) —drbol T FveV(T) H-v=uv}
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El conjunto A,y es cerrado bajo conjugacion y bajo subgrupos. Note que un arbol es universal-
mente eliptico si y sélo si es un A.;;-arbol. Con todo lo anterior se estd listo para definir a los arboles
JSJ alos que haciendo un abuso de leguaje también se les llama descomposiciones JSJ puesto que cada
uno de estos arboles estd asociado al grupo fundamental de un grafo de grupos dado por la accién de
G en T que determina una particién del grupo G.

Definicion 3.4.4. Un drbol JSJ (o descomposicion JSJ) de G sobre A es un A-drbol T tal que:
w Eldrbol T es universalmente eliptico.

» El drbol T domina a cualquier otro drbol T' universalmente eliptico.

Al grafo de grupos del cociente G = T \ G se le llama una descomposicion JSJ.

Observe que una descomposicién JSJ de un grupo G, es la particion que es el grupo fundamental
de un grafo de grupos G = T\ GG, donde 7" es un A.j;-arbol y la segunda condicion es una condicion
de maximalidad que dice que los estabilizadores vértice de T' son tan pequefios como es posible bajo
la condicién de que los subgrupos arista sigan estando en A (son elipticos en todo arbol universal-
mente eliptico en .4-drboles). En este sentido las descomposiciones JSJ son maximales respecto a la
dominacidn. Si los elementos de A cumplen alguna propiedad de grupos (finitos, abelianos, ciclicos,
etc.) entonces se dice que la descomposicion JSJ es una descomposicién JSJ sobre finitos, abelianos,
ciclicos, etc.

Las descomposiciones JSJ no siempre existen y si existen no siempre son no triviales, sin embargo
el siguiente Teorema que puede consultarse en [4] establece condiciones suficientes para su existencia.

Teorema 3.4.5. Dado A una familia plena arbitraria de subgrupos de un grupo dado G. Si G es
finitamente presentado, entonces tiene una descomposicion JSJ sobre A. Mds dun, existe un drbol JSJ
cuyos estabilizadores arista y vértice son finitamente generados.

Como se observo en la Seccién los grupos hiperbdlicos son finitamente presentados por lo
que existe una descomposicion JSJ de ellos respecto de cualquier familia plena A. En este trabajo se
estudiardn a las descomposiciones JSJ de grupos hiperbélicos donde A es el conjunto de subgrupos
ciclicos de G.



Capitulo 4

Grafos de espacios.

En este capitulo se presenta una forma topoldgica de obtener las ideas de los Capitulos [2] y [3]
La construccidon de grafos de espacios serd una herramienta importante para tratar a los grupos hi-
perbdlicos con un fin, pues dard informacion sobre sus descomposiciones y permitird relacionarla con
propiedades de objetos topdlogicos.

4.1. Grafos de espacios.

De manera andloga a los grafos de grupos es posible construir un grafo de espacios a partir de la
realizacién geométrica de un grafo dado asociando espacios topoldgicos a los vértices y aristas. Mds
aun dado un grafo de espacios a éste se le puede hacer corresponder una realizacion geométrica.

Definicion 4.1.1. Un grafo de espacios es una cuarteta:

X = (EAXv}vevE) {Xataea@) 1Va  Xa — Xo,(a) tacaE))-

Donde = es un grafo,{Xv}UeV(E) es una familia de espacios topoldgicos indexada por el conjunto
de vértices del grafo =, { X, } e A(z) es una familia de espacios topoldgicos indexada por el conjunto
de aristas del grafo Z, {v. : Xa — Xp,(a)}ac A(z) s una familia de funciones continuas 7 —
inyectivas y donde ademds para toda a € A(E) se tiene que X, = Xgz. A las funciones continuas ,
de la familia de morfismos asociada al grafo de espacios que van de espacios arista a espacios vértice
se los llamard morfismos de pegado.

Dado un grafo de grupos a éste se le puede asociar la realizacién geomértica de un grafo de
espacios, haciendo corresponder a cada grupo vértice un espacio vértice, a cada grupo arista un espacio
arista y a cada monomorfismo del grafo de grupos una funcién continua de la familia de morfismos de
pegado del grafo de espacios, tal que el grupo fundamental de X, es G, el grupo fundamental de X,
es G, y el morfismo de pegado del grafo de espacios induce el monomorfismo del grafo de grupos
bajo el funtor 7;.

Definicion 4.1.2. Dado X un grafo de espacios asociado al grafo =, el espacio total | X| de X es:

(Wvevee Xo) U (Uaeace) Xo x [0.1])

~

x| =

Donde ~ estd definida por las siguiente identificaciones:
Xq x [0,1] — X5 x [0, 1]

33
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(x,t) — (z,1 —1t)

Xa X {1} — X(')l(a)
(2,1) — 7a(2)

Si X es un grafo de espacios su espacio total asociado es también llamado realizacion geométrica
del grafo de espacios X.

En especial serd conveniente estudiar grafos de espacios en los que los espacios arista y vértice
son CW-complejos.

Ejemplo 4.1.3. A continuacién se construird un grafo de espacios con espacios CW-complejos, aso-
ciado a un grafo = y se construird el grafo total | X| de dicho grafo de espacios.
Considérese el grafo de la Figura4.1

ai
V3

Figura 4.1: Grafo =

Y considérense a los CW-complejos asociados a los vértices y aristas que se muestran en la Figura

XV Qe DT e
XvZ M Xa2 M
Xd[ M
Xv;
Xd_) M

Figura 4.2: Espacios vértice y espacios aristas.

De esto se tiene una familia de espacios vértice { Xy, , Xy,, Xy, } y una familia de espacios arista
{Xay, Xay, Xa,, Xa, }. Para poder definir un grafo de espacios hace falta definir un familia de mor-
fismos 7;-inyectivos de las aristas a los vértices. Considérese a los morfismos de pegado como se
muestran en la Figura4.3
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Xai O [ ) o [ )
Vai
- N
Xa ° Av: ® ®
yaZ
7~ N X e °
Xa2 . .
Va2

Xa: e o
Figura 4.3: Morfismos de pegado
Obsérvese que estos morfismos son 71 -inyectivos dado que el grupo fundamental de los espacios

arista es trivial. Asf se tiene un grafo de espacios:

(E’ {XU17XU2>XU3}7 {XauXaQ?Xt_lqum}a {761 1 Xg — Xal(a)}aeA(E)) =X

Luego, considérese la unidn disjunta de los espacios vértice y los espacios arista;nvease la Figura

A4

Xv:
Xaz Xaz
Xa Xa:
Xv, Xvs
M

Figura 4.4: Union disjunta de los espacios arista y espacios vértice.

A continuacidn se obtendré el espacio total.

(leeV(E) Xv) L <|_|aeA(E) Xq x I)

X =

Para esto se debe identificar a los espacios arista X, y X, respectivamente con sus espacios arista
idénticos de las aristas inversas X5, y X3,, y también a las tapas de los cilindros de los espacios arista
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con los espacios vértice respecto de los morfismos {7, }4c4(z)- Esta identificacion se corresponde a
la Figura[4.5}

Xa\ X‘ XQZ XI

X

Figura 4.5: Espacio total | X|.

Ejemplo 4.1.4. Dado el grafo = con realizacion geométrica la Figura 4.6}

Vi V2
Pr—)
a

Figura 4.6: Grafo =.

Se consideraran dos grafos de espacios X' y X’ con espacios vértice y arista como se muestra en la
Figurarespectivamente y cuyas familias de morfismos son 7y, : Xq — Xy, ¥ 7a 1 Xa — Xu,
para X tales que envian al punto X, = X3 a un punto en las respectivas circunferencias X,,, X,, y a
Vi Xg — Xo, v % 0 Xg — X, para X’ como morfismos identidad.

XVL XV: X'V| X’V:

Figura 4.7: Espacios vértice y aristas de X' y X”.

Los espacios totales (o realizaciones geométricas) | X| y |X’| se muestran en la Figura[4.§]
Xwi X X’v' X’VZ

Figura 4.8: Espacios totales | X| y |X”|.

Definicion 4.1.5. Sea X un grafo de espacios con grafo asociado Z 'y sean : |X| — Z el morfismo

—_

que asocia a los espacios vértice y arista con los correspondientes vértices y aristas. Si = es un
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subgrafo de Z, entonces ' (Z') tiene una estructura de grafo de espacios X' con grafo asociado =/,
el grafo de espacios X' es un subgrafo de espacios de X .

A continuacién definiremos los morfismos entre grafos de espacios.

Definicion 4.1.6. Dados dos grafos de espacios:
X = (EA{Xv}vev@) {XatacaE@) 17a : Xa — Xo,(a) faca®));

V= (F’ {KJ}WGV(F)v {Ya}aGA(F)v {Ca Yo — Yﬁl(a)}aeA(F))'

Un morfismo entre grafos de espacios X — ) consta de dos familias de funciones {py } ey (=),{a}acA(=)
y una funcion n : = — T entre los grafos dados determinada por dos funciones, ny : V(2) —
V(') yna: A(E) — A(D) tal que para toda a € A(Z) se tiene que:

v (Qo(a)) = do(nala))  nv(di(a)) = di(na(a)).

Y donde las familias de funciones {¢y }vev (=){Pataca(z) Son tales que para toda v € V(Z)
se tiene que ¢, @ X, — X, () es una funcion continua y para toda a € V(Z) se tiene que
o+ Xa — Xy, (a) €8 una funcion continua.

Mds aiin un morfismo entre grafos localmente inyectivo es un morfismo entre grafos de espacios
tal que las familias de las funciones {¢u }vev (=) ¥ {Pataca(z) son localmente inyectivas.

4.2. Grupo Fundamental de un Grafo de Espacios.

La realizacion geométrica de un grafo de espacios nos permite asociarle a éste un grupo funda-
mental del grafo de espacios dado.

Definicion 4.2.1. El grupo fundamental G del grafo de espacios X se define como el grupo funda-
mental del espacio total | X|, dado X un grafo de espacios se tiene que w1 (X) = 71 (| X|).

Ejemplo 4.2.2. Si considera el grafo de espacios del Ejemplo este tiene grupo fundamental Z

Ejemplo 4.2.3. Si se considera a los grafos de espacios del Ejemplo se tiene que w1 (X) =
71(|X|) = F; es el grupo libre en dos elememtos y 71 (X’) = w1 (|X’|) = Z.
Si se tiene un grafo de grupos G y a este se le asocia un grafo de espacios X en el que los

grupos vértice y grupos arista sean grupos fundamentales de los espacios vértice y espacios arista
respectivamente, entonces 71 (G) = m1(X).

4.3. Cubrientes de Grafos de Espacios.

Dado un espacio topoldgico X una descomposcion a un grafo de espacios es un grafo de espa-
cios X tal que el X = |X|.

En esta seccion se estudiardn los cubrientes de grafos de espacios. Se considerardn grafos de
espacios:

EAX v vev@)s {Xataev @), {Va : Xa — Xo,(a) }eeaz) = &,

donde = es conexo y las familias { Xy },cv/(z), { Xa}aev (=) estdn conformadas por espacios vérti-
ce y espacios arista conexos por trayectorias.
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Si (X, p) es un cubriente de un espacio total |X| a éste se le puede dotar de una descomposcién a
un grafo de espacios. Los espacios vértice de dicha descomposicén X son las componentes conexas de
p~1(X,) conv € V(Z)y se denotan como X los cilindros de los espacios arista son las componentes
conexas de p~ (X, x I) cona € A(Z) y se denotan como X; x 1.

El grafo subyacente a X denotado como = se obtiene de colapsar a los espacios vértice a puntos
y a los cilindros de espacios arista a arcos.

La aplicacién cubriente X — X induce un morfismo entre grafos de espacios X — X que
consta de un morfismo de grafos == que envia vértices en vértices y aristas en aristas.

Finalmente resta definir la familia de morfismos {7; : X, o — Xv}; esta familia serd el conjunto
de elevaciones de los morfismos de pegado del grafo de espacios que se define a continuacion.

Definicion 4.3.1. Dado un grafo de espacios X con grafo subyacente =. Sea v, : Xo — Xp, (q) un

morfismo de pegado y sea Xy un cubriente para un espacio vértice X, conv € V(Z). Una elevacion
de v, a Xy consta de un cubriente conexo p, : Xg — X, y un levantamiento vz : X3 — Xy de
Ya © Dq tal que para cualquier otro cubriente intermedio Xg:

Xz — Xz 2 X,
no existe un levantamiento 7; de 7, © (.

Dados un morfismo de pegado v, : X, — X, y un cubriente de un espacio vértice )~(,~,, entonces
la union disjunta de los espacios arista { X; } de X que estdn sobre X, junto con el coproducto de sus
morfismos de pegado forman el siguiente diagrama conmutativo:

> Uaesa o

Uaes Xa —— X3
p p
Xa Ya Xy

Donde S = {& € Z : a € p~'(a)}. Obsérvese que este diagrama es un pullback. Es decir, para
cualquier espacio X y cualesquiera par de morfismos g : X — X,y g : X — Xj tales que
po g =140 g, existe un Gnico morfismo ¢ : X — | ;. g Xatalque g =poyy g =|lscqrace.

X

X
p p
Xa - X

Observacion 4.3.2. Larestriccion del pullback de una aplicacion continua y una aplicacién cubriente
a una componente conexa es una elevacion.
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Observacion 4.3.3. Una elevacion es la restriccion de p y | |5 g 7a a un espacio arista y un espacio
vértice conexos en el cubriente.

Ejemplo 4.3.4. Considérese el grafo de grupos del Ejemplo ya X el cubriente que se muestra
en la Figura[d.9

XanoxI

&, X

Xai x1 /\79/,2 5
Xv, : /\N"V/,/ I
Aa:xg -
XV
)?\71,-1 1
~ )?\7/,.3
-2

>
42,

)N(ﬁl,-.’ xI 2ok, ‘

Figura 4.9: Realizacion geométrica del grafo de grupos X'y cubriente de dicha realizacion geométrica.

En este ejemplo el espacio vértice X,,, estd asociado a 5(:173 el espiral en la imagen, que es la Gnica
componente conexa de p‘l(le). El espacio vértice X, tiene asociados una coleccion de espacios
vértice en el espacio cubriente X3, ; con i € Z, que son compontes conexa de p~1(Xy,), de manera
andloga los espacios vértice en el cubriente asociados a X, son una coleccion de espacios )N(;m con
i € Z.

El cilindro de la arista X, x I tiene asociada una coleccion de cilindros )Afal’i x I coni € Z que
son componentes conexas de p~ (X, x I) y de manera similiar X,, x I tiene asociada una coleccién
de cilindros )Afam. x Iconi € Z.

Para recuperar el grafo de espacios = basta colapasar los espacios vértice a un punto y los cilindros
de espacios arista a arcos. Es decir, colapsar al espiral )N(f,S a un punto U3, cada )Z'@M y )?5272, a un punto

U1, y U2,; respectivamente y colapsar a cada )?au x1Ty )Z'aw x I a aristas a; y ao (ver la Figura|4.10).

Figura 4.10: Grafo = asociado al cubriente X del grafo de espacios X
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Si se considera al morfismo de pegado 74, : Xo; —> Xy, las elevaciones de este son los mor-
fismos de pegado Vs, ; : Xa, ;, — X3, , para cada ¢ € Z que identifican a cada espacio arista X5, |
con un espacio vértice )2171, , (en este ejemplo estas elevaciones son la identidad de X ap,; @ )A(;f,;l’ ;). i
se consi~dera al mgrﬁsmo de pegado g, : Xz, — Xy, las eleXaciones de este son los morﬁsrgos
%2&, s Xz i X5, que envian para cada ¢ € Z al 2-complejo X Gy, @ UN segmento del espiral Xy,,
en este sentido es que las elevaciones son restricciones a las componentes conexas tanto de espacios

vértices como de espacios aristas en el cubriente.

Ejemplo 4.3.5. Para el grafo de espacios X’ construido en el Ejemplo la siguiente Figura
muestra un cubriente de esta:

Figura 4.11: El cubriente X de la realizacién geométrica | X'| del grafo de espacios X'.

Aqui el espacio vértice asociado a X,,, en el cubriente es el espiral )Nfgl puesto que es la tnica
componente conexa de p~!(X,, ), de manera andloga sucede para X,, y )~(52, de modo que cuando se
le da estructura de grafo de espacios a este cubriente éste consta de dos espacios vértice )N(;,I y )NQ;Q.
Para los cilindros de los espacios arista se tiene que p~!(X, x I) la preimagen del cilindro X, x I
consta de X, a; X I coni € Z componetes conexas por tanto el grafo de espacios asociado al cubriente
tiene una cantidad numerable )N(ai de espacios arista que constan de un punto. De manera anéloga se
tiene una coleccién de espacios arista X 5, para las aristas a inversas de cada arista a de modo que
)?a;. = )N(fzi . La realizacién geométrica del grafo = (ver Figura asociado a X la estructura de

grafo de espacios del cubriente X del grafo de espacios X consta de dos vértices v1, U2 y de una
cantidad numerable de arsitas a; que los unen.
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Figura 4.12: Realizacién geométrica del grafo = asociado al cubriente X.

Dado el morfismo de pegado 7, : X, — Xy, el conjunto de elevaciones de este es una familia
de morfismos {Ya; * Xa, — X, biez donde para toda i € Z el morfismo de pegado 7,,; envia a
cada punto X3, a un punto sobre el espiral Xz, de forma conveniente. De manera andloga para el
morﬁsrr~10 de peg~ad0 va : Xa — Xy, el conjunto de elevaciones asociada a éste es una familia

{ﬁﬁi : Xﬁi — Xﬁs}iEZ-

Es importante notar que se puede dotar a cualquier cubriente de la realizacién geométrica de un
grafo de espacios de una estructura de grafo de espacios. Por ejemplo si se considera el cubriente X'
que se muestra en la Figura iéste como Ngrafo df espacios tiene dos espacios vértice Xgl y X7’32
y seis espacios arista X’ , X! | X! Xél, X(il2 y Xég tales que para cada i € {1,2,3} sucede que

al’ az’ as’
v/ o ¥/
X = XL

Xax I
~ XV’NJX I =~
X' ‘ . X%
: < )N(’anx I ; :
XV| XV:

Figura 4.13: Cubriente X’ del espacio total | X|.

El grafo asociado al grafo de espacios correspondiente al cubriente X’ puede verse en la Figura
En este caso el conjunto de elevaciones del morfismo de pegado v, : X, — X, estd deter-
minado por {7 : Xz, — )?52}1'6{17273} y el conjunto de elevaciones de v; : Xz — X,, es una
familia de morfismos de pegado {’7%1 : )N(ai — X{B}ie{lg’g}.
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Figura 4.14: Realizacién geométrica del grafo =’ asociado al cubriente X,

4.4. Precubrientes.

En la Seccion[4.3]se dot6 de una estructura de grafo de espacios al cubriente de un grafo de espa-
cios dado. En esta seccién la intencién es ver qué sucede si s6lo se conoce una familia de cubrientes
asociada a los espacios vértice, si es posible extender esta familia a un cubriente de tal manera que
los espacios vértice de éste coincidan con los espacios de la familia dada y qué condiciones deben
cumplirse para que esto suceda.

Definicion 4.4.1. El grado de una elevacion son las clases de conjugacion de 1 ()? a) como subgrupo
de m(X,).

Notacion 4.4.2. Se denotard por E(7,) al conjunto de elevaciones de un morfismo de pegado v, a
1 X donde {X{,} es una familia de espacios cubriente de los espacios vértices del grafo de grupos
al que pertenece v, y de manera andloga para el morfismo de pegado correspondiente a la arista
inversa ~yg se denotard como £ () al conjunto de elevaciones de vg a [ [ X;.

Ejemplo 4.4.3. Si se considera el Ejemplo |4.3.4] el conjunto de elevaciones del morfismo de pegado
Yo @ Hﬁu X5, €8 E(VYay) = {%u P Xay, — Xay, | 1€ Z}. Ademas dado m1(Xa, ;) = {1}y
71(X4) = {1} el grado de cada elevacion en £(~y,, ) es uno.

Proposicion 4.4.4. Sea {)?@ — Xv}vev(a) un conjunto de aplicaciones cubrientes de los espacios
vértice { Xy }yev (z) de un grafo de espacios X con Xy conexo por trayectorias para cada v € V().
Estas aplicaciones pueden extenderse a una aplicacion cubriente X — |X| donde {X3} son los
vértices de la descomposicion a un grafo de espacios de X si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones. Para cada arista a € A(Z) con morfismos de pegado v, : X, — X, (@) YVa:Xa—
X, (a) existe una biyeccion que preserva grado entre sus respectivos conjuntos de elevaciones & (Ya)

yE€(a)

Demostracion. Considérese el grafo de espacios:
X = (EAXv}vevE) {XataeaE@) 1Va  Xa — Xo,(a) tacaE))-

=] Si {X; — Xy }vev(z) puede extenderse a un cubriente un cubriente p : X — |X| donde

{)~(1~,} son los espacios vértice de X . Entonces pude dotarse a X de una descomposicion a un grafo de
espacios donde para cada a € V(=) las componenetes conexas de p~!(X,) determinan los espacios
arista X@i. Ademads dado que X es un grafo de espacios para toda a € V(=) se tiene que X, = Xj
por lo que )?ai =X z,- Luego podemos definir una biyeccion:

&) — E(7a)

&lai : X@i — Xal(ai) — ﬁai Xz — X31((:li)

a;
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y ésta preserva grado puesto que Xﬁ«i =X G
<] Si para cada a € V(Z) existe ¢ : £(7,) —> £(7a) una biyeccion que preserva grado entre los
conjuntos de elevaciones tal que ¢(7z,) = 7z, entonces esta induce una biyeccion Y(a;) = a;.

Luego es posible definir el grafo = de manera que V() = {o | 3X;} y:

AG) = | | @l €0} | U L] (@il7a € €0a)} |,

a€A(E) acA(E)

y tal que el morfismo que determina las aristas inversas queda determinado por ¢) de modo que para
cada arista a; = .

Se tendrd que {Xﬁ}V(E) es la coleccion de espacios vértice y { Xz, } A(E) es la coleccion de espa-
cios arista. Asi, es posible definir un grafo de espacios X = (Z, {)N(;)}V(E), {Xa, }A(E)’ EMa)UE(a))

cuya realizacion geométrica es un cubriente X para | X|.
O

Si los espacios de la coleccién de espacios cubrientes de los espacios vértice { X5 — Xy }oev (=)
no son conexos por trayectorias, entonces se tendrd que en la descomposicién a un grafo de espacios
de X los espacios vértice estdn conformados por uniones de espacios cubrientes.

Observacion 4.4.5. Observe que cualquier biyeccion que preserve grado entre los conjuntos de ele-
vaciones de los morfismos arista v, y 7z de X a [, X,/ puede usarse para construir un grafo de
espacios X' con espacios vértice {X|,} y un morfismo X’ — X. Este espacio resultante X’ es un
precubriente de X . Las elevaciones a X’ de los morfismos de pegado de X que no son morfismos
de pegado de X’ se llaman elevaciones colgantes, las definiciones formales de estos conceptos se
muestran a continuacién. Note que no todo precubriente es un cubriente.

Definicion 4.4.6. Dados X y X' grafos de espacios. Un precubriente es un morfismo entre grafos de
espacios localmente inyectivo X' — X tal que las familias de funciones {@y}vev (=) Y {@ataca(z)
que lo determinan son restricciones a un cubriente y ademds tal que para cada o' € A(Z') el siguiente
diagrama conmuta:

Pa Pu

Xaq

Ya

A X' se le llama precubriente.
Todos los morfismos de pegado de X’ son elevaciones de morfismos de pegado de X

Definicion 4.4.7. Una elevacion de un morfismo de pegado de X a un espacio vértice de X que no es
un morfismo de pegado de X' es llamada una elevacion colgante.

Note que si un precubriente tiene elevaciones colgantes o las elevaciones asociadas a un arista son
de un grado distinto al de su arista inversa, entonces este precubriente no serd un cubriente. También
observe que en un precubriente no siempre es posible encontrar levantamientos.
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Ejemplo 4.4.8. Considérense los grafos de espacios X'y X construidos en los Ejemplosm y@.3.5
respectivamente. Luego, considérense a los subconjuntos de los conjuntos de elevaciones siguientes:

g/('ya) = {Yay, : Xazl — sz | i€ Z} CE(Va)
E'(Va) 1= {Fay, : Xap, — Xz, | i € L} C E(7a)
Ademis definase a ¢ : £'(y,) — &’(7z) una biyeccion tal que ©(Ya,,) = YVao; -

Figura 4.15: Conjunto de elvaciones £’(v,) en representados por las fechas rojas, £'(; ) representado
por las flechas azules. Note que ¢ relaciona cada flecha roja con su flecha inversa azul.

Con lo anterior se puede definir un grafo de espacios X ’~cuy0 grafo asociado es un graf0~E’
con V(E) = {171,’[)2} y A(E/) = {&22‘ | /) €~Z, ag; € A(X)} U {C:LQZ ’ 1 € 7, agz‘ € A(X)}
donde para cada ¢ € Z la arista 1nversa de ag; es ag;, cuyas colecciones de espacios vértice y arista son
respectivamente, { Xg, , Xz, }» { Xa, Xam }iez y tal que sus morfismos de pegado son £’ (v4) UE' (7a).

Luego es posible definir un precubriente X’ — X’ de la siguiente manera: el morfimos entre los
grafos asociados 7 : ' — Z queda definido por:

niE — S na B —E

V1 — V1 ag; — @

U9 > U2 Qo; — @

Note que para todo i € Z:

nv (Oo(agi)) = nv(91) = v1 = do(a) = do(na(azi))
nv (01(azi)) = nv (v2) = v2 = O1(a) = d1(na(az:))
v (o(az:)) = nv (92) = va = do(a) = Go(na(azi))
v (01(az:)) = nv(91) = v1 = 01(a) = 01(na(az))

La familias de funciones continuas {%}ue\/(“/)v asociada al precubrlente estd conformada por
un par de funciones (localmente 1nyect1vas) Y5 - le — Xy (51)) Pia XU2 — Xy, (3,)s CUYA

imagen enrollan a los espirales le y Xv2 en los circulos X,,, y X,, respectivamente. Y la familia
de funciones continuas {(, },c (=) asociadas al precubriente consta para cada i € Z de funciones
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identidad g, : )Z;m — X = Xa ¥ ¢z, : )N((zm — X = Xg. Observe que las

na(@2:) na(azq) ~
funciones de las familias {¢y }yev (=) ¥ {¥ataca(z) son restricciones del cubriente |X'| y ademds
que los diagramas siguientes conmutan:

o Vag; o o Vag; &
X X, X G0 X5,
Paog, Py Pao,; Py

Xo s Xu, Xg—— Xy,

En este ejemplo para cada i € Z las elevaciones de la forma 7z, , : Xa,.,, — Xz ¥

Vasisr * Xag, — Xy, son elevaciones colgantes (ver la Figura 4.15‘ estas corresponden a las

flecha grises).

Figura 4.16: Precubriente X”.

Si se tiene una biyeccion ¢ : {¥a,} — {73, } entre subconjuntos de elevaciones de v, y 7z a X.

Figura 4.17: La biyeccidn 1) relaciona a los morfismos de pegado repesentados por la flecha azul y la
flecha roja.

De manera similar a como se hizo anteriormente a partir de esta biyeccién puede definirse un grafo
de espacios Y con grafo asociado I' tal que V(') = {1, 92} y A(T") = {ao, a4} donde ag = ay. Los
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espacios vértice son { X3, , Xz, }, los espacios arista { X, , )2'54} y morfismos de pegado {7z,, 7z, }-
También de manera similar puede definirse un morfismos entre grafos de espacios Y — X que
determina un precubriente. Donde iy’ : I' — Z queda definido por:

n T — = ny: T — =
U1 —> U1 &0!—>CL
Vg — Vg 54!—)&

Y con familias de funciones continuas {¢f, @ X3 — le,cpgz : X5, — X4, } que enrollan
a los espirales en sus respectivos circulos y {90:30 s Xay — Xa, gofzm : X;, — Xa} funciones
identidad. Observe que ) es un precubriente pero no es un cubriente.

0 - X
Xa X [

Figura 4.18: Precubriente ).

Proposicion 4.4.9. Dado X' una precubierte de un grafo de espacios X, el precubriente X ! — X
puede extenderse a una aplicacion cubriente X — |X| donde cada espacio vértice de X es un
espacio vértice de X' si'y solo si las siguientes condiciones se cumplen, para cada arista a € A(Z)
con morfismos de pegado Vo : Xa —> X)) ¥ Va * Xa — Xp,(a), existe una biyeccion que
preserva grado entre el conjunto de elevaciones colgantes de v, a X' y el conjunto de elevaciones
colgantes de vz a X'.

Demostracion. =] Si el precubriente X " — X puede extenderse a una aplicacién cubriente X —
|X'| donde cada espacio vértice de X es un espacio vértice de X’ !, entonces la descomposicién a un
grafo de espacios de X tiene la misma familia de espacios vértice que X’ por lo que se puede definir
una biyeccién de manera andloga a la definida en la Propisicién4.4.4

<«|Para cada a € A(E) consideremos a Han(v,) y Han(vz) los conjuntos de elevaciones col-
gantes de los morfismos de pegado v, : Xo — Xo,(a) ¥ V2 : Xa — Xo,(a) @ quV(E’)quj/ res-
pectivamente. Si se supone que existe una biyeccién que preserva grado ¢ : Han(v,) — Han(va)
tal que ©(7s,) = %j, se puede definir un grafo de espacios X cuyo grafo tiene conjunto de vértices

V(E) = V(2') y conjunto de aristas:

AG) =4@ U | U {a 15 e Han(va)} | U | U (@i 135 € Han(ha)} |

acA(E) acA(E)

y tal que @; = a; determina las aristas inversas respecto de la biyeccion entre elevaciones colgantes
antes dada. Con esto se tiene que:

f = (§7 {Xﬂ}v(ﬁy {X@i}A(é)? C)



4.4. PRECUBRIENTES. 47

donde ¢ = ({’yé, X!, — Xlal(a/)}aleA(E/)}) U (UaeA(E) (Han(yq) U Han(’y@)) cuya reali-

zacion geométrica es un cubriente X para | X|.
O

De lo anterior se sigue que un precubriente siempre puede extenderse a un cubriente.

Lema 4.4.10. Si X’ es un precubriente de un grafo de espacios X, entonces el morfismo X' — X
puede extenderse a una aplicacion cubriente X — |X|, donde X' es un subgrafo de espacios de X
y la inclusion X' — X induce un isomorfismo de grupos fundamentales.

Demostracion. Sea X’ un precubriente de un grafo de espacios X. Si X’ no tiene elevaciones col-
gantes, entonces es un cubriente. Si X’ tiene elevaciones colgantes, para cada elevacion colgante
Y& : )A(;@ — )?30(&) a X' de cualquier morfismo de pegado v, : X, — Xao(a) considérese a Vg el
cubriente de |X'| cuyo grupo fundamental es 71 (X ).

Luego, se tiene que existe Y; 4, un espacio arista de ) tal que su grupo fundamental es 771(5(5).
Sea Z5 una componenete conexa de ); sin (el cilindro de) Y; 4,. Entonces Z5 es un precubriente de
X con una tnica elevacion colgante 3 : )?a — Z,. El precubriente X de X que consta de X’y
la unién disjunta de los Z; con a variando sobre el conjunto de elevaciones colgantes satisface las
condiciones de la Proposicién[4.4.9] por lo que es el cubriente que se busca.

O

Ejemplo 4.4.11. Considérese al grafo de espacios X cuya realizaciéon geométrica se muestra en la

Figura[d.19

Xv Xa

Figura 4.19: Realizacién geométrica del grafo X.

Y al precubriente X’ de éste que se muestra en la Figura tal que X’ — X envia a todo
segmento vértical a X, y a cada segmento horizontal a X,,.

1 |
| N |

Xv Xa

Figura 4.20: Realizacion geométrica del precubriente X’ de la realizacion geométrica del grafo X.
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Mais atn note que este precubriente tiene una unica elevacion colgante v; : Xz — X5 de
Yo ¢ Xq — X, tal que identifica los extremos de los segmentos de colores como se muestra en la

Figura Se verd como extender este precubriente a un cubriente usando la técnica dada por el
44,10

Lema Sea )z un espacio cubriente para | X tal que Wl()?a) = m1(Va), vea la Figura L sea

Y. qo un espacio arista de V; tal que 7 (X3z) = m1(Yz,4,) ¥ sea Z, una componente conexa de V; sin

7
T

+

|—:Pq_——| T ]r__
+H 4

Figura 4.21: Espacio cubriente |);| (a la izquirda) con Y 4, (en amarillo), las componenetes conexas
de | Vi — Yi.4,| (aladerecha) y | 25| (en verde).

Luego se define a X un cubriente para X' como la unién disjunta de X’ y Z, médulo el pegado
necesario.

i
L

Figura 4.22: Espacio cubriente |X|.

Lema 4.4.12. Si X' es un precubriente conexo de un grafo de espacios X, entonces el morfismo
X' — X induce un monomorfismo a nivel de grupos fundamentales.

La demostracién de Lema y los detalles técnicos del Lema [4.4.10| pueden consultarse en
(L3]
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Definicion 4.4.13. Un grafo de espacios X es reducido si ningiin morfismo de pegado es my-suprayectivo.

Lema 4.4.14. Supongase que X es un grafo de espacios reducido. Si X' es un precubriente pero no
un cubriente, entonces w1 (X') tiene indice infinito en w1 (X).

Demostracion. Dado que X’ es un precubriente pero no un cubriente existen elevaciones colgantes.
Considere el espacio ), construido en el Lema y sea I' su grafo asociado. Dado que 71(Y,)
es igual al grupo fundamental de algunos de los espacios arista X', entonces I' es un drbol. Dado que
X es reducido, todo espacio vértice de I' tiene valencia mayor que uno. Por lo tanto I' es infinito. De
donde se sigue que hay puntos de X" con una cantidad infinita de preimagenes en Z; y por lo tanto
X — X tiene grado infinito. O
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Capitulo 5

Grafos de grupos con grupos arista
ciclicos.

5.1. Una variante de un teorema de Shenitzer.

En esta seccion se estudia cuando el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos arista
ciclicos infinitos se parte libremente. En especial se probara el Teorema|5.1.9|que caracteriza cuando
un grupo finitamente generado que es el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupo arista
cicilos infinitos tiene un fin. Para lograr tal caracterizacién se estudiardn las descomposiciones libres
del grupo, es decir se estudiaran las particiones del grupo como un producto libremente amalgamado y
también las familias de subgrupos hiperbdlicos que actiian sobre dicha descomposicion. Una primera
motivacién para este estudio es el Teorema de Descomposicion de Stallings, éste caracteriza a los
grupos finitamente generados con més de un fin en términos de su descomponibilidad en productos
libres amalgamados o extensiones HNN.

Teorema 5.1.1. (Teorema de Descomposicion de Stallings) Dado G un grupo finitamente generado,
entonces |Ends(G)| > 1 siy sélo si una de las siguientes se cumple:

1) El grupo G se parte como G = H x¢c K, donde C # H, C # K.
2) El grupo G es una extension HNN.

Como consecuencia de este teorema resta y es deseable obtener un caracterizacién para los grupos
de un fin en terminos de productos amalgamados o extensiones HNN. Dada la dificultad del estudio
de los grupos con un fin en esta seccioén se estudiard particularmente a los grupos que tienen una
descomposicién como productos libremente amalgamados o extensiones HNN con amalgama Z.

A continuacion se presentan las definiciones de descomponibilidad libre.

Definicion 5.1.2. Un grupo G es libremente descomponible si existe G un grafo de grupos con grupos
arista triviales tal que 7 (G) = G.

Note que un grupo G es libremente descomponible si puede verse como G * G2 con G, G2 no
triviales.

Definicion 5.1.3. Un grupo G es libremente descomponible relativo a un subgrupo H < G si existe
G un grafo de grupos con grupos arista triviales tal que 71(G) = G y H es eliptico.

Observe que (G puede verse como (51 * G por tanto existe un arbol 7" sobre el que G actda tal que
determina esta descomposicion y si H es eliptico se tiene que existe un vértice en v € V(T') tal que
H - v = v, es decir existe T'un ({1}, H)-arbol.

51
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Definicion 5.1.4. Dado G un grafo de grupos y G, un grupo vértice de G asociado a un vértice
v del grafo = en el que inciden las aristas ai,az,--- ,ay con grupos arista asociados Gg; con
i € {1,2,--- ,n}, G, es un grupo vértice libremente descomponible relativo a los grupos arista
incidentes si existe G' un grafo de grupos con grupos arista triviales tal que G, = 71(G') y tal que

para todai € {1,2,--- ,n} los grupos arista G, son elipticos en el drbol de Bass-Serre de G'.

Un grupo vértice GG, es descomponible si existe un arbol 7” tal que la accién de G, en T’ determina
un grafo de grupos G’ cuyo grupo fundamental 71 (G’) es de la forma G1 G y tal que para cada grupo
arista G, con a; incidente a v existe v; € v(T”) tal que G, - v; = v;.

Observacion 5.1.5. Un grupo G es libremente indescomponible si no existe G un grafo de grupos
con grupos arista triviales tal que 71(G) = G.

Un grupo G es libremente indescomponible relativo a H si no existe G un grafo de grupos con
grupos arista triviales tal que m1(G) = Gy H es eliptico.

Dado G un grafo de grupos y GG, un grupo vértice de G asociado a un vértice v del grafo = en el

que inciden las aristas ay, as, - - - , a,, con grupos arista asociados G, coni € {1,2,--- ,n}, G, esun
grupo vértice libremente indescomponible relativo a los grupos arista incidentes si no existe G’
un grafo de grupos con grupos arista triviales tal que G, = 71 (G’) y tal que paratodai € {1,2,--- ,n}

los grupos arista GG, son elipticos.

Una pregunta natural es si todo grupo finitamente generado es libremente descomponible, la res-
puesta la da el Teorema de Descomposiciéon de Grushko enunciado a continuacion.

Teorema 5.1.6. (Teorema de Descomposicion de Grushko.) Sea G un grupo finitamente generado,
éste se parte como un producto libre amalgamado G = G1 * G2 x - - - x G, * F, con p,q > 0y donde
paracadai € {1,--- ,p} G; es no trivial, libremente indescomponible y no es ciclico infinito, y donde
F, es un grupo libre de rango q. Mds aiin los grupos G; son iinicos salvo permutacion y conjugacion.

Dado G finitamente generado, y grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos arista cicli-
cos para demostrar el Teorema [5.1.9] serd necesario construir el drbol de Bass-Serre asociado a este
grupo fundamental visto como una {Z}-particién. Se considerara por hipotesis una C'yc-particién de
G (C'yc denota el conjunto de los grupos libres de torsion), donde G es el grupo fundamental de un
grafo de grupo G con grafo subyacente = con grupos vértice G,, con i € {1,---,n} finitamente
generados y grupos arista G ciclicos con j € {1,--- ,n —1}.

Por otro lado dado que G es finitamente generado por el teorema de Grushko se tiene una particion
de éste de la forma G = Hy * Hy - - - x H, * I, con cada H}, indescomponible y k € {1,--- ,p}. Sea
T el arbol de Bass-Serre asociado a esta particion de G, es decir el drbol asociado a una {1}-particion
de G. Dado que los estabilizadores de arista de 7" son triviales, para todo subgrupo H de G, existe un
unico subarbol minimal invariante de 7" en el que H actia de manera cocompacta.

Se denotard por T, a los subdrboles minimales invariantes de 1" respecto de los grupos vértice
Gy, y por Ty, a los subdrboles minimales invariantes de 7' respecto de los grupos arista G;. Dado
que todo G, es un grupo ciclico libres de torsién note que 75,; es un punto o una linea.

Obsérvese que los subarboles 75, y Ta]. son subdrboles de 7" el arbol asociado a una {1 }-particién
de G que quedan invariantes bajo subgrupos asociados a una C'yc-particién de G.

Se llamard X, al grafo de grupos cociente T, /G, y Xq, al grafo de grupos cociente T,,, /G,
observe que este ultimo es un circulo o un punto. Ademds note que X, y X,; son finitos.
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Puesto que hay un morfismo inyectivo de G4, a Gy, y de Gy, a Gy, ,, es decir Gy; < Gy, y
Go; < Gy, setiene que T, y Ty, , son G -invariantes por lo que Ty, — T, y Ty, o T,y - De
esto se tienen morfismos inyectivos Tg, — Ty, y Ty, — Ty, ,, que descienden por 10 que se tienen

los siguiente diagramas conmutativos:

Ta, T, Ta, T'Ui+1
Xal- X’Ui Xai X’U,‘+1
Usando estos morfismos X, — X, y X4, — Xy, ;coni € {1,--- ,n — 1} como morfismos

de pegado es posible construir un grafos de espacios, X’ con grupo fundamental GG. En esta construc-
cién los espacios vértice de X son los grafos de grupos X, y los espacios arista son los cilindros de
los grafos de grupos X, es decir los espacios arista son X, x [—1,1], los morfismos de pegado
estan dados por los morfismos X,, — X,,, X4, — Xy, , y €l grafo subyacente a X" es = (observe
que éste es el mismo grafo subyacente a G el grafo de grupos asociado a la Cyc-particion del que G
es grupo fundamental).

El cubriente universal de X’ que se denotard como X ,esun arbol conformado por copias T de
los arboles T;,, pegados lo largo de franJas o arcos de la forma T x I donde T es una copla de

T, . A la funcion cubriente asociada a X se la denotard como p. El arbol adyacente a X es el drbol de
Bass-Serre asociado a la C'yc-particion de Gy se denotard por T.

Hay un morfismo f : X—T que es GG-equivariante definido de la siguiente manera:
» El morfirmo f restringido cada T, estd dado por la inclusién Tvi — T, CT

= En faj x I el morfismo f estd dado por faj X [ — T,; — T, la composicién de la proyeccion
a Ty, conlainclusiona 7.

Dado ¢ el punto medio de una arista del drbol 7', se definird a Y; = [Tft)yaY, = p(fft) c X.
Aqui si t es el punto medio de una arista en algun 7,,, entonces Y; es una coleccion de puntos
medios en las copias T;, de T,; que conforman a Xy si ¢ es una arista en algin 7, entonces Y;

es una coleccién de cilindros de puntos (segmentos) en las copias Taj de T, . Luego si ¢ es el punto
medio de una arista en algin T;,,, se tiene que Y; es un punto en algin X, y si ¢ es el punto medio de
una arista en algin 7, ;, pasa que Y; es el cilindro de un punto en X, .

Por construccidn para cualquier v; se tiene que:

= Y; () Xy, es una unién finita de puntos.

» VN X a; X I es una union finita de arcos.

Por lo que Y; es topolégicamente un grafo finito con vértices en los grafos de grupos vértices de
X y aristas en los cilindros de los grafos de grupos arista de .

Ejemplo 5.1.7. Considérese el grafo de Cayley del grupo libre F5 = (a,b,c) y llamesélo Ty la
accion por translacion izquierda de F3 en este grafo 7. Se tiene que para todo v € V(T') la 6rbita
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es F3-v ={z-v |z € F3} = F3 y ademds se tienen las siguientes Orbitas para aristas F3 - (1, a),
F5-(1,b) y F5-(1,¢), por lo que el grafo cociente Fi \ T es una rosa de tres pétalos. Ademads note que
los estabilizadores de cualquier arista y cualquier vértice son trivales de modo que el grafo de grupos
G inducido por la accion de F3 en T es una rosa de tres pétalos con grupos vértice y arista triviales.

E T
e

AVA

{1} {1

o
o

b {1}
E

AVA
5/
AN\

Figura 5.1: Arboles To, Ty, Yy Ty,

Por otro lado se tiene una Z-particion de F3 que es I3 7 I = (a, b) x4 (b, ¢), lldmense G, =
(a,b), Gy, = (b,c) y G, = (b). Sean T,, T}, y T, los drboles minimales invariantes respectivamente
de las acciones de G4, Gy, y Gy, (Figura[5.2)

Figura 5.2: Arboles To, Ty, ¥y T,

Luego se tienen los grafos cocientes X, = T, /Go, Xy, = Ty, /Gry Y Xo, = T, /G, que son un
vértice y una arista y dos rosas de dos petalos respectivamente como se muestra en la Figura[5.3]
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DO Ol DO O =T D

Xa Xo Xo

Figura 5.3: Grafos X, Xy, y Xu,-

Luego se puede construir un grafo de espacios X como en la Figura [5.4] a partir de los grafos
cocientes antes construidos tal que 71 (X') = F3. En X se tiene un grafo arista X, dos grafos vértice
Xy, » Xy, €l grafo asociado a X consta de dos vértices y una arista al igual que el asociado al grafo de
grupos con grupo fundamental (a, b) * (b) (b, ¢) y un par de morfismo de pegado inyectivos X, — X,
y X, — Xy, que envian el lazo y vértice de X, a un vértice y lazo en el respectivo espacio vértice.

XV! Xv:
XaX 1

Figura 5.4: Grafos X, Xy, y Xu,.-

El cubriente universal X’ de X consta de franjas Ta x I, en la Figura|5.5|se muestran como franjas
azules, que tienen pegadas copias 1y, y 1Ty, de T, y T5,, que en la Figura5.5|se ven en color negro,
naranja y amarillo respecto de v; y color verde claro, verde obscuro y morado respecto de vs.

Figura 5.5: El cubriente X de X visto de frente y visto desde arriba.

A continuacién se ilustra como son Y; = f71(t)y Y, = p(Y3). Enla Figura se muestra a ¢
como el punto medio de una arista de 7, y a ¥; la coleccion de puntos en las copias de T}, que se
encuentran en X.
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Figura 5.6: Y; para t el punto medio de una arista en un arbol grupo vértice invariante.

La Figura[5.7)muestra a Y; para t el punto medio de una arista de 7},, como un punto sobre X,,,.

Figura 5.7: Y; para t el punto medio de una arista en un drbol grupo vértice invariante.

La Figura muestra a ¢ como el punto ~medio de una aristaen 7, y a EN/t como una coleccién de
cilindros de puntos en los T, x I donde los T son copias de T,.

Figura 5.8: Y; para ¢ el punto medio de una arista en un arbol grupo arista invariante.

Para t el punto medio de una arista en Ty, la Figura[5.9| muestra que Y; es el cilindro de un punto
en X,.
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Figura 5.9: Y; para t el punto medio de una arista en un 4rbol grupo arista invariante.

La Figura muestra a la 6rbita Fi - {1,b} que coinside con T, y a ffTa.

Figura 5.10: T, y ?Ta

La Figura muestra que ?Ta es el cilindro de un punto en X,,.

Figura 5.11: Y7,.

Lema 5.1.8. La inclusion de Y, — X, restringida a una componente, induce una inyeccion en los
grupos fundamentales.

Demostracion. Sea Z una componente conexa de Y; y sea Z una componente de la preimagen de Z
en X. Se vera que la composicion Z —» X — Tes inyectiva. Supongamos que no lo es, entonces
dado que T es un 4rbol existe un par de aristas adjacentes a1 y az en Z que van a la misma arista en
T'. Por lo que este par de aristas a; y a2 en Z estin contenidas en una misma franja 7y, x I de X, pero
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los morfismos de pegado T, — T, son inyectivos, por lo que no existen dos aristas de Z contenidas
en T, x I que sean adyacentes.

O]

Teorema 5.1.9. Sea G finitamente generado, y grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos
arista ciclicos libres de torsion. Entonces G tiene un fin si y sélo si cada grupo vértice es libremente
indescomponible relativo a los grupos arista incidentes.

Demostracion. =] Sea que G el grafo del cual G es grupo fundamental, supongamos que existe un
grupo vértice G, de éste que es descomponible respecto a los vértices incidentes, es decir existe G’ un
grafo de grupos con grupos arista no triviales tal que G, = 71 (G’) y tal que paratodai € {1,2,--- ,n}
los grupos arista G,; son elipticos. Por lo que G, es un producto amalagamado libre o una extensién
HNN, luego por el Teorema de Stallings G, tiene al menos dos fines. Se tiene G’ determina una
descomposocion de GG, relativa a las aristas incidentes, por lo que se pude sustituir a G, por la particion
determinada por G’ en G obteniendo asi una descomposicion que induce una particién de G sobre un
finito, luego por el Teorema de Stallings [5.1.1] G tiene mds de un fin.

<] Supongidse que G tiene mas de un fin, entonces por el Teorema de Descomposicion de Grushko
existe una particion libre (no trivial) de GG asociada a un arbol 7"y a un grafo de grupos H. Dado que
T es un {1}-drbol y H es no trivial, existe T;,; un subérbol de 7" que es minimal invariante respecto
de Giy; = Z un grupo arista en la Cyc-particion de GG dada por hipdtesis tal que X, = Tp;/Gq; =
T,,/Z. De esto se tiene que f|1,x; = Tq, por lo que hay una arista de 7" en la imagen de X bajo f.
Sea t el punto medio de dicha arista.

Note que f : X — T es G-equivariante y que Y; = f~1(t) C X porloque f : YV; — T es
G-equivariante y ademds que f(Y;) = f(f~1(t)) = ¢ es un punto.

Obsérvese que si [ es un lazo en Y;, entonces viene de aristas en 172 que estan en la misma orbita.
Es decir, para alguna arista @ en Y} se tiene que existe g € G\ {1} tal que g - (@) = 91 (a). De esto
se tiene que g deja invariante una componente conexa de Y, luego por la equivarianza del morfismo
f, el elemento g deja invariante una componente de 7.

Si ¢ es el punto medio de una arista en 7. Como G actia sin inversiones en 1', entonces si g € GG
fija a t, se tiene que g estabiliza a toda la arista.

Si Y, tiene un lazo, entonces existe g € G que estabiliza la arista, luego como 7" es un {1}-arbol
g = 1, lo cual es una contradiccién por lo que Y; no tiene lazos. De lo anterior se tiene que Y% no tiene
ciclos y por lo tanto es un bosque finito.

Luego se tiene que existe un grafo de grupos vértice X,,, con una arista a; cuyo punto medio es un
vértice aislado en Y; o un vértice de valencia uno Y;.

Si el punto medio de a; es un vértice asilado en Y3, entonces al borrar el punto medio de a; se tiene
que X,, se parte relativo a los vértices arista incidentes y por tanto G es libremente descomponible.

En el caso en el que el punto medio de a; € X,, es una hoja, hay una tnica arista a € A(X,,)
que incide a v; € V(X,,) con a; en la imagen de X, y solo una arista de X, va a a;. De esto se
tiene que a; es no separadora en X, pues si fuera separadora, entonces todo lazo en X,,, cruzaria
a a; un nimero par de veces. por lo que a; corresponde a un elemento en la base de G, dado que
at atravesado so6lo una vez por X, y no es atravesado por ningtn otro espacio arista incidente, se
tiene que hay una particion de G, relativa a los grupos arista incidentes, por tanto GG es libremente
descomponible.

O
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5.2. Grafos de Whitehead.

Con la intensién de estudiar la descomponibilidad de los grupos vértices en la descomposicién
JSJ de grupo hiperbdlicos con un fin, en esta seccién se presenta la teoria necesaria para anilizar a los
grupos rigidos, y las herramientas para esto seran los grafos de Whitehead. Posterioremente para en-
tender a la estructura de pullback en los grafos Whitehead se presenta el concepto de entrelazamiento
de grafos. Con lo anterior se estard listo para introducir la nocién de grupo limpio que seré vital para
construir cubrientes en la demostracién del Teorema[3.3.7

La intencién en estd seccién es probar el Teoremal[5.2.34] Este es un teorema local en el sentido de
que da condiciones para decir cuando un subgrupo limpio de indice finito con la estructura periferica
inducida de un grupo libre dado es libremente descomponible (en el sentido de Wilton).

Como posteriormente estudiaremos grafos de grupos con grupos vértice libres, introduciremos
una serie de nociones importantes para el estudio de estos.

Definicion 5.2.1. Sea F' un grupo libre. Una miltipalabra es un subconjunto w de F\ {1}.

Definicion 5.2.2. Sea F' un grupo libre y una miiltipalabra w, una estructura periférica [w] de F es
un conjunto de subgrupos ciclicos, maximales, no conjugados a pares de (w).

Ejemplo 5.2.3. Considere al grupo libre en dos generadores F» = (a, b),

H Multipalabra w Estructura periférica asociada [w] H
F2\ {1} {{a"b™d®), (b"a™VF) | n,m,k € NU{0}}
{a} {{a)}
{a, ab} {{a), {ab)}
{a,aba”"} {{a), (b)}
{x|x € (a)\ {1}} U {ab,ba,a*b"a} {{a), (ba), {ab), (a®b")}
{z |z € (ab) \ {1}} U {a®, ab’a, ba’ba} {{a), (ab), (a®

Considérese al par (F, [w]), donde F es un grupo libre y [w] una estructura periférica. Observe
que todo grupo vértice de un grafo de grupos con grupos arista ciclicos estd naturalmente dotado con
una estructura periférica inducida por las aristas incidentes. Es decir, si consideramos a G, un grupo
vértice en un grafo de grupos ascociado al vértice v que incide con un conjunto de aristas a;, con

i€ {l,---,n}, cuyos grupos asociados G, son ciclicos entonces dado que hay una inyeccion de los
grupos arista en los grupos vértice, la multipalabraw = {z € G, | Fi € {1,--- ,n} x € G4, \ {1}},
tiene asociada la estructura periférica [w] = {C1,--- ,Cy} tal que G, < C;.

Si se considera F' un subgrupo de F', entonces la estructura periférica [w] de F' asociada a la
multipalabra w induce de manera natural una estructura periférica @] de F,donde & = w N F y
[w] = {HNF | H € [w]}. Por lo que una estructura periférica [w] de F' induce una estructura
perférica natural pullback [w] en cualquier subgrupo F.

F F
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Ejemplo 5.2.4. Si se considera a (a) un subgrupo de (a,b) y aw = {a, ab’} tal que [w] = {(a), (ab’)},
entonces w = {a} donde [w] = {{a)}.

A continuacién se presentan una serie de definiciones importantes para estudiar la descomponi-
bilidad de un grupo. En su articulo Henry Wilton [5]] da una nocién de descomponibilidad libre sin
embargo estd es distinta y mds fuerte que la nocién de descomponibilidad libre dada por Vincent Gui-
rardel y Gilbert Levitt en [4]. También en [3]] se define la nocién de grupo rigido, sin embargo esta no
coincide con otras definiciones en la literatura.

En el sentido de Henry Wilton se tiene que:

Definicion 5.2.5. Un par (F,|w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w] si existe un
grafo de grupos G con grupos arista triviales tal que ™ (G) = G y existe H € [w] es eliptico (en T el
drbol asociado a G).

Por lo que un par (F,[w]) es Wilton libremente indescomponible relativo a [w] si para todo
grafo de grupos G con grupos arista triviales tal que 71(G) = G, todo H € [w] es hiperbdlico (en T
el drbol asociado a G).

Observe que todo grupo Wilton libremente indescomponible relativo a [w] es libremente indes-
componible relativo a [w] en el sentido de Guirardel y Levitt, pero no a la inversa pues puede suceder
que no todo H € [w] fuera hiperbélico en una descomposicion libre.

Algo andlogo se tiene con los conceptos rigido y ciclicamente descomponible relativo a una familia
plena. En el sentido de Henry Wilton se tiene que:

Definicion 5.2.6. Un par (F, [w]) es rigido si existe un grafo de grupos G con grupos arista ciclicos
tal que m1(G) = F'y existe H € [w] es eliptico (en T el drbol asociado a G).

Por lo que un par (F, [w]) es no rigido si para todo grafo de grupos G con grupos arista ciclicos
tal que m1(G) = F, todo H € [w] es hiperbdlico (en T el drbol asociado a G).

Observe que rigido (en el sentido de Wilton) es una condicién mds fuerte que ser ciclicamente
indescomponible relativo a [w].

Ejemplo 5.2.7. El grupo Z tiene una Unica particién libre dada como {0}x¢y asociada al grafo que
se muestra en el Ejemplo [2.4.8] , ademds el grafo de grupos asociado a la accién por translacién
izquierda de Z en = consta de un lazo y un Unico vértice cuyos, con grupo arista y grupo vértice
asociados triviales. Siw = {a®,a"} se tiene que la estructura periférica inducida por esta multipalabra
es [w] = {(a)}. Luego note que ni la accion de (a) no deja puntos fijos en el arbol I', por lo que
(F, [w]) = (Z,{(a)}) es libremente indescomponible.

Como es usual en la teoria geométrica de grupos se asociard un objeto geométrico a los grupos
estudiados, en este caso relacionaremos a los grupos libres con cuerpos con asas a través de su grupo
fundamenal.

Definicion 5.2.8. Una asa m-dimensional de indice )\ o bien una \-asa es un objeto difeomorfo al
producto directo:

D* x D™
donde D* y D™ son discos de dimension \ y m — X respectivamente.

Definicion 5.2.9. Un cuerpo con asas es una variedad con frontera obtenida de pegar a D™ un disco
m-dimensional asas de varios indices:

D DM x D2 DY x DR - DM ox DA
®1 ¥2 ¥3 $n
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donde los morfismos de pegado son de la forma:
@i : 0D x D™ 5 9D™
coni€{l,--- n}

Ejemplo 5.2.10. Considérese a D3 una esfera. Aqui una 1-asa o bien una asa 3-dimensional de indice
1 es un objeto difeomorfo a D! x D?, véase la Figurd5.12

D' x D?

Figura 5.12: D? y una 1-asa.

Luego si se consideran los morfismos de pegado ¢; : D' x D? — 9D3 parai € {1,2,3} que
identifican las tapas de la 1-asa con D3, Figura

Figura 5.13: Morfismos de pegado ; : 9D' x D? — 9D3.

Es posible contruir un cuerpo con tres 1-asas como:

D* (oM x D*)| (D' x D*)| J(D' x D?)

P1 P2 2
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Figura 5.14: Cuerpo con tres 1-asas.

Sea U un cuerpo con asas y F' su grupo fundamental. A cada multipalabra w se le puede asociar
una subvariedad inmersa 1-dimensional N (un conjunto de curvas) en X. M4s ain hay una corres-
pondencia natural entre las clases de conjugacién de cada elemento de una multipalabra w y una
subvariedad 1-dimensional (una clase de equivalencia homotdpica de una curva inmersa en el cuerpo
con asas) N C U determinada salvo homotopia en la que cada componente es esencial (no homotdpica
a un punto) y frontera la frontera tiene dimensién 2.

Si EA un subgrupo de F'y )A(Aes el espacio cubriente de U con grupo fundamental F, se denotard
como NN la preimagen de NV en X.

El pullback de [w] a F* denotado como [w)], estd determinado por las clases de conjugacién no
triviales de F' determinadas por las componentes de V.

Observacion 5.2.11. Si w es finita'y F es finitamente generado y de indice finito, entonces w es finita.
Note que si N tiene una cantidad finita de componentes y F' es de indice finito, entonces N tiene una
cantidad finita de componentes.

Ejemplo 5.2.12. Note que el grupo fundamental de una esfera con tres ponchaduras ¥ es m(X) =
(a,b) = F5, mas ain si w = {a, b, ab}, entonces la estructura periférica asociada [w] = {(a), (b), (ab)},
aqui N la subvariedad 1-dimensional inmersa en . asociada a la multipalabra w es el conjunto de cur-
vas que muestran en la Figura de modo que se indentifica a los elementos de [w], con las clases
de conjungacién de subgrupos ciclicos correspientes 0%, es decir se identifica a las clases de conju-
gacion de los grupos ciclicos pertenecientes a la estructura periférica [w] con clases de equivalencia
homotdpica asociadas a curvas en 0.



5.2. GRAFOS DE WHITEHEAD. 63

Figura 5.15: Esfera con tres ponchaduras y N ascociada a la multipalabra [w].

A continuacién consideremos a U un cuerpo con asas de genero g conveniente y a F' = m1(U).
Recordemos que hay una correspondencia natural entre las clases de conjugacién de todo elemento
w € w Yy una l-subvariedad NV,, C U determinada salvo homotopia en la que cada componente es
escencial. También recordemos que el grupo fundamental de un cuerpo con asas de genero g es un
grupo libre de rango g, por lo que es posible elegir una base cualquiera B para F' a la que de manera
natural le corresponde una familia maximal de discos no separadores D C U tal que al cortar a lo
largo de dichos discos se obtiene una 3-bola; la preimagen de la cada disco es un par de discos en la
frontera de la bola y la preimagen de N, es una unién de arcos en la bola con puntos finales en los
discos.

Ejemplo 5.2.13. Considérese a U un cuerpo con asas de genero 3y a F3 = (a, b, ¢) su grupo funda-
mental. También considérese a la multipalabra w = {a, b, ¢, ac} se tiene que la estructura periférica
asociada es [w] = {(a), (b), (c), (ac)}. Si se considera a w = ac € w esta tiene asociada una sub-
variedad N,, como se muestra en la Figura y también para las palabras a, b, ¢ se muestras las
correspondientes N, Ny, N,.

Figura 5.16: Subvariedad 1-dimensional N,. asociada a la palabra w = ac y subvariedades
Na, Ny, Ne.

El conjunto B = {a, b, c} es una base para F3 y esta estd asociada con una familia de discos no
separadores D, el conjunto de discos azules en la Figura[5.17], tal que al cortar a lo largo de ellos se
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obtiene una 3-bola; la preimagen de cada disco es un par de discos en la frontera de la bola, véase la

Figura[5.17

Figura 5.17: Conjunto de discos D y bola obtenida de cortar a traves de los discos en D.

Si se considera la curva N, entonces la preimagen de esta en la 3-bola es un conjunto de tres
arcos que cuyos extremos estdn en los discos, vea la Figura[5.1§|

Figura 5.18: Conjunto de discos D y bola obtenida de cortar a traves de los discos en D.

Observacion 5.2.14. Dada una base B = {b1, ba, - - - b, } para un grupo fundamental de un cuerpo con
asas F', se denotara por b;L y b, alos pares de discos en la preimagen de cortar a lo largo del respectivo
D;.

Una herramienta util para encontrar particiones libres y ciclicas de pares (F, [w]) serdn los grafos
de Whitehead. Posteriormente estos serdn de ayuda para encontrar (F, [w]) rigidos.

Definicion 5.2.15. Dado U un cuerpo con asas con grupo fundamental F' que tiene base B a la que
corresponende una familia maximal de discos no separadores D y una multipalabra w el grafo de
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Whitehead de w respecto de B es el 1-complejo cuyos vértices son el resultante de colapsar a un
punto los discos en la frontera de la bola obtenida de cortar a lo largo de los discos de D y cuyas
aristas son los arcos con puntos finales en los discos de la bola cortada. Al grafo de Whitehead
asociado a una palabra w € w respecto de la base B se le denota como Wg(w) y el grafo de
Whitehead de una multipalabra w es un grafo con vértices los colapsos de los discos D y aristas la
union de las aristas de cada grafo Wg(w) con w € w, a este se le denota como Wp(w)

Ejemplo 5.2.16. Sea U como en el Ejemplo [5.2.13] el grafo de Whitehead asociado a N tiene
por vértices a {a™,a",b",b~,c", ¢} asociados a los discos de los tres pares de discos de la esfera
cortada y tiene tres aristas a1, as, as tales que 9p(a1) = at,0p(a1) = b=, 0p(az) = ¢, dp(az) =
a ao(ag) = b+, ao(ag) =c

a’ a
b'A @\C+

b* ¢
as

Figura 5.19: Grafo de Whitehead asociado a N,

La Figura[5.20| muestra la curva N ,-1,-1 y el grafo de Whitehead asociado a esta.

b* ¢

Figura 5.20: Curva N,-1,-1 y grafo de Whitehead asociado a N ,—1p-1.

Observe que el grafo de Whitehead de la Figura[5.20] puede representarse como un grafo en el que
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las aristas no se intersectan.

Ejemplo 5.2.17. Sise consideraaw = {cba™1,ab?,bc"1a%, ba~'}, se tienena Ny, 1, Nyp2, Npo— 142
y Npg—1 como se muestra en la Figura[5.21]

Figura 5.21: Curvas N pq-1, Nap2, Npe—142 Y Npg—1

Mis aiin W (w) el grafo de Whitehead de w es el grafo que se muestra en la Figura
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Figura 5.22: Grafo de Whitehead asociado a la multipalabra w = {cba~1, ab?, bc~1a?, ba~'}.

En los ejemplos anteriores se observé como se relacionan las curvas sobre cuerpos con asas con
las mdltipalabras, sin embargo en general la longuitude de las palabras depende de la base que se tome
para generar al grupo.

Definicion 5.2.18. Una multipalabra w de un grupo F' es una multipalabra minimal si la base B
para F minimiza su longuitud.

Si hay un par de vértices {v™, v~} de Wp(w) separados por un conjunto de aristas £ de W (w) y
la cardinalidad de ¢ estrictamente menor que la valencia de v (y la de v™), entonces puede aplicarse
un movimiento de Whitehead que produce una nueva base B’ tal que Wp/(w) tiene menos aristas que
Wp(w). El siguiente Teorema nos ofrece informacién sobre la relacion entre la descomponi-
bilidad libre de F'y la conexidad de los grafos de Whitehead, su demostracidon pude encontrarse en

(9.

Teorema 5.2.19. Si F' es un grupo libre, para cualquiera w € F \ {1} las siguientes propociones son
equivalentes:

a) El elemento w estd contenido en un factor propio libre de F.
b) Cualquier grafo de Whitehead de w sin vértices de corte es disconexo.

c) Existe un grafo de Whitehead de w que es disconexo.

El Lema es una consecuencia del Teorema

Lema 5.2.20. Si Wg(w) es disconexo, entonces (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo
a [w]. Al converso si (F,[w)]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w], entonces Wp(w) es
disconexo o contiene un vértice separador.

Demostracion. Sea Wp(w) disconexo, entonces por el Teorema esto es equivalente a que cual-
quier w € w esté contenido en un factor propio libre de F'. De esto se tiene que existen A, B subcon-
juntos propios y no triviales de F' tal que F' = A x By w € A. Por tanto existe un grafo de grupos
con grupos arista triviales G tal que 71 (G) = A % B, mds ain dado que w € A un estabilizador vértice
existe un vértice v en el drbol T" asociado a G que queda fijo bajo la accién de w, asi (w) es eliptico
en T, de esto se que concluye (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w].

Para el converso, si (F, [w]) es Wilton libremente descomponible relativo a [w], entonces existe
una particién libre G * G * - - - G, de F' tal que para todo w € w existe un vértice v en el arbol T’
asociado al grafo de grupos que determina la particidn libre antes dada que cumple que la accién de
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w en v lo deja fijo. De esto se tiene que w € G; estd contenido en algun estabilizador vértice que es
también un factor propio de F, luego por el Teorema[5.2.19|esto es equivalente a que cualquier grafo
de Whitehead de w sin vértices de corte sea disconexo y a que exista un grafo de Whitehead de w que
es diconexo, de donde se sigue que Wp(w) es disconexo o tiene vértices de corte.

O]

Un caso espcial (F, [w]) es en el que es de la siguiente forma:

Definicion 5.2.21. Dados un grupo libre F'y una multipalabra w, diremos que el par (F, [w]) es una
esfera con tres ponchaduras si F' es isomorfo a un grupo libre en dos generadores F» = (a,b) y la
estructura periférica de [w] estd la inducida por la multipalabra w = {a,b, ab}. Es decir si F es el
grupo fundamental de una esfera con tres ponchaduras y la multipalabra w estd asociada a curvas
correspondientes a cada ponchadura.

El siguiente Teorema|5.2.22|da condiciones para encontrar pares (F, [w]) rigidos a partir de aristas
separadoras en grafos de Whitehead.

Lema 5.2.22. Si W (w) tiene un par de aristas separadoras, entonces (F, [w]) es una esfera con tres
ponchaduras o es no rigido.

Demostracion. Sea w una multipalabra asociada a un subvariedad 1-dimensional de un cuerpo con
asas U.

Se denotard por /V,,, a las componentes de la subvariedad (curvas) correspodiente a las multipa-
labras w; € w. Sean Ny, Ny, € N, (no necesariamente distintos) las componentes de Ny, que
asociadas al par de aristas separadoras de W (w) que existen por hipétesis.

Dado que W (w) tiene un par de aristas separadoras a;, a; asociadas a w;, w; respectivamente,
existe un par de vértices v, v~ € W (w) de valencia a lo mds dos, tales que las aristas separadoras
o bien inciden ambas en uno de estos vértices de valencia dos o bien cada arista separadora incide
a uno de estos vértices de valencia uno. Por lo que para toda otra wy € w distinta de w;, w;, las
aristas asociadas en Wp(w) de esta componente no inciden a los vértices v+, v™. De esto se tiene
existe un disco D porpiamente encajado en U tal que 0D estd propiamente encajada en OU, la unién
Ny, U Ny, intersecta a 9D en exactamente dos puntos, que corresponden a las arsitas separadoras en
el grafo W (w) y ademas para toda wy, € w distinta de w; y w; se tiene que N,,, es disjunta de D.

Sea V' una vecindad cerrada y pequefia de D U N, U N, sea ¥ = V N U la frontera de V' en
Uysea V' =U \int(V) el complemento del interior de V.

Fijemos un punto base en X. Se tienen distintos caso dependiendo de si w;,w; son iguales o dis-
tintos o de si X es conexo o no.

Considérese el caso en el que w; # w; y X es conexo. Observe que en este caso V' es homot6pi-
camente equivalente a una rosa de 2 pétalos, ademads la frontera de 0V encajada en QU es un bitoro,

ver la Figura
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Figura 5.23: Ejemplo de curvas Ny, Ny, y disco D encajado en U (izquierda). Ejemplo de vecindad
V ala donde OV es un bitoro (derecha).

Observe también que > = B.(DUN,,, UN,;)NOU consta de dos vecindades cerradas y pequefias
de las curvas cerradas Ny, , Ny, tangentes a la circunferencia correspondiente a la frontera del disco
D en U, por lo que X es homeomorfo a un toro con dos ponchaduras, véase la Figura[5.24].

¥ = B((DUNy,UNy,)NOU

b

Figura 5.24: Anillos correspondientes a 3 = B.(D U N,,, U N,, ;) N OU homeomorfa a un toro con
2 ponchaduras.

Por construccién se tiene que 71(V) = (w;) * (w;) y dado que ¥ es homeomorfo a un toro con
2 ponchaduras sucede que m1(X) = (a,b,ds,d2 | [a,b]d1dz). Luego por el Teorema de Seifert van
Kampen F' 2 71 (U) se tiene el siguiente pushout:

m1(2) po m1(V)
i, Jo
m (V') —— m1(U)

Tt

Factorizando los kernels de los morfismos a 71 (U) se obtiene una descomposicién de 71 (U') como
un producto amalgamado. Por la forma en que la que hasta homeomorfismo se encaja > en V/, se tiene
que X estd en la frontera de un toro sélido por lo que b, d;, d2 son nulhomotépicos en U (véase la
Figura@ mientras que a = w;w; no lo es, por lo que el grupo arista asociado a a es ciclico.
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Figura 5.25: Ejemplo de como se encaja > en U.

Con todo lo anterior se ha logrado obtener una descomposicion ciclica de F' de la forma G x4 Go
con A ciclico donde G = (w;) * (w;)/ker(j;;) y solo resta ver que esta es una esfera con tres pon-
chaduras o no es rigida, es decir que existe algin grupo en [w] que es eliptico en dicha descomposicion.

Supongiése que F' es rigido, se tiene que la descomposicién ciclica G x4 G2 es trivial (pues si no
lo fuera entonces toda (wy) € [w] deberia ser hipérbolico en la descomposicion pero (w;) y (w;) no
lo son puesto que estdn contenidos en G1). Ademds note que w; # wj, (w;) % (w;) y (w;) £ (w;).
Como (w;) y (w;) son subgrupos ciclicos maximales de F', entonces G no puede ser ciclico, dado
que la descomposicion es trivial Go = (a) es ciclico, por lo tanto F' = (w;, w;) estd generado por w;
y w;. Si sucediera que ker(j;) = {1}, entonces F' = G1 = (w;) * (w;), por lo que (w;) serfa elipti-
coen F', de modo que F' seria no rigido, pero como se supuso que F' es rigido pasa que ker(j;;) # {1}.

Se tiene que 71 (j5(V)) = (w;, w;), asi que para toda wy, ¢ m1(j;) sucede que wy N 5 (V) = 0
(puesto que si wy, € w \ {w;, w;}, entonces Ny, N (Be(D U Ny, U Ny,)) = 0) pero F = (w;, wy)
por lo que wy, = 1 lo que implica que [w] = [{w;, w;, w;w;}] por lo tanto (F, [w]) es una esfera con
tres ponchaduras.

Si se tiene el caso en el que w; = w; y ¥ es conexo. Se tiene una unica curva Ny, en OU tal
que intersecta dos veces a D, luego V' es homeomorfa a una rosa de 2-petalos tal que 71 (V) =
Y% (w; ) y ¥ es homeomorfa a Sy 4 y se puede proceder de manera andloga. El resto de los casos

(w;
7
serdn analogos a esto si se toma una componente conexa de X..

O]

Lema 5.2.23. Si (F, [w]) rigido y W (w) contiene un vértice v y una arista a tal que W (w) \ {a} y
W (w) \ {v} son conexos, pero W (w) \ {v, a} es disconexo, entonces [w] no es minimal o (F, [w]) es
una esfera con tres ponchaduras.

Demostracion. Sea (F, [w]) rigidoy W (w) tal que contiene un vértice v y una arista a tal que W (w)\
{a} y W(w)\ {v} son conexos pero W (w) \ {v, a} es disconexo. Sean A, B componentes conexas de
W (w) \ {v, a}, supéngase sin pérdida de generalidad que v = v estd en A y denotemos a su par por
v~. Sean C4 y C'p los conjuntos de aristas tales que unen a A y B respectivamente con v, entonces
C U {a} es un conjunto de aristas que separa a v de v~. Si la cardinalidad de C'4 U {a} es menor
que la valencia de v es posible realizar un movimiento de Whitehead por lo que w no es minimal y si
la cardinalidad de C'4 U {a} es igual a la valencia de v, se tiene que esto sucede si y sélo si Cp es una
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tinica arista a’, caso en el que {a, a’} es un par separador de W (w), luego por el Lema|5.2.22| (F, [w])
serd una esfera con tres ponchaduras.

O

Un concepto necesario para entender la estructura de pullback de los grafos de Whitehead serd la
de entrelazamiento de grafos dada por Manning en [8]].

Definicion 5.2.24. Sean = y I' grafos finitos. Sea w € V(Z) y v € V(I') donde val(u) = val(v). Y
sea f una biyeccion entre los conjuntos:

I(u) :=={a€ AE) : (Ov(a)=u A O1(a) =x;) V (0o(a) =z; N 01(a) =u),
x; € V(E),i e {l,...,n},n=wval(u)},
I(v) :={d € A(T) : (Qo(a")=v A O(d) =x;) V (0o(d') = z; N O1(d) =),
y; € vert(T'),i € {1,...,n},n = val(v)}.

Donde si a es tal que Op(a) = uy 01(a) = x; 0 bien dy(a) = z; y 01(a) = u, entonces f(a) = d’
donde 0y(a') = vy 01(a’) = y; 0 bien 9y(a’') = y; y d1(a’) = v.
Un entrelazamiento de dos grafos =y 1" es un nuevo grafo A cuyo conjunto de vértices es:

V(A) == (V(E)U V(D)) \ {u, v}
Y sean:
(zi,yi) = {a : dola) = z; A Oi(a) = yi}
E = {a; = (zs,y:)}

Y donde el conjunto de aristas de A es:
A(A) == ((AB) VAT \ (I(w) UI(v))) UE

Para construir un entrelazamiento de dos grafos finitos = y I'. Hay que fijaru € V(E) y v € V(')
donde val(u) = wval(v) y elegir una biyeccion entre las aristas incidentes a u y las aristas incidentes
a v. Después hay que borrar los vértices u y v, y dejar colgantes las aristas que inciden en ellos,
para luego unir las aristas colgantes de = y I' de acuerdo a la biyeccién f considerada anteriormente.
Observe que los entrelazamientos no son Unicos; dados dos grafos se pueden obtener entrelazamientos
distintos al elegir vértices o biyecciones entre los vértices incidentes distintas.

Ejemplo 5.2.25. Si se considera el par de grafos = y I' que se muestran en la Figura[5.26] los vértices
u 'y v tienen valencia 4 por lo que se puede considerar una biyeccion entre los respectivos conjuntos
de aristas incidentes definida como f(a;) = a;

Figura 5.26: Grafos Z y I con vértices u y v respectivamente.
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La Figura[5.27|muestra los Z y I a los que se les borraron los vértices u y v; ademds se muestran
las aristas relacionadas por f, el entralzamiento de estos dos grafos se obtendra de unir cada par de
aristas a las que se les quito un vértice de los correspondientes colores en una sola arista.

a
a, a;
'
a
a3
'
a,

Figura 5.27: Grafos Z y I sin los vértices u y v respectivamente.

La Figura[5.28 muestra a A el entrelzamiento de los grafos Z y T".

S
/T7\

Figura 5.28: FEl entrelzamiento A de los grafos Z y T

Lema 5.2.26. Si = es un grafo finito, conexo y sin vértices de corte, entonces para cualesquiera
vértices i,j € V(Z) y cualquier vértice u € V(E) existe un camino que une a i con j y no pasa por
u.

Demostracion. Si E es un grafo finito, conexo y sin vértices de corte, sean i, j,u € V(Z). Suponga-
mos que todos los caminos que unen a i con j y pasen por u. Entonces I(u) \ (I(u)Uu) es disconexo,
por lo que u es un vértice de corte pero esto es una contradiccién pues = no tiene vértices de corte. [J

Proposicion 5.2.27. El resultado de entrelazar dos grafos (finitos) conexos y sin vértices de corte, es
un grafo conexo y sin vértices de corte.

Observacion 5.2.28. Nétese que si en un grafo se tiene un camino que no pasa por ninguno de los
vértices respecto a los cuales se hace el entrelazamiento, entonces este es un camino idéntico en el
entrelazamiento.

Demostracion. Sea Zy I' dos grafos (finitos) conexos, sin vértices de corte y sea A un entrelazamien-
to entre ellos respecto de los vértices u € V(E) y v € V(I') cuyas valencias son n y respecto de
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alguna biyeccion f.
A continuacién se verd que A es conexo. Sean i, j € V' (A), se tienen los casos:
1. Los vértices i, 5 € V(2).
2. Los vértices i, 5 € V(T').
3. Los vértices i € V(2) y j € V(I).

Sii,j € V(E) por el Lemal|5.2.26|se tiene que existe un camino en = que los une y no pasa por u,
luego por la Observacién [5.2.28] se tiene que este es un camino en A.

Sii,j € V(I') de manera andloga al caso anterior se tiene que existe un camino en A que los une.

Sii € V(E)yj e V(). Seax € V(E) tal que x = 9p(a) o bien z = 91(a) con a € I(u).
Por el Lema existe un camino Pz en = que une a ¢ con x y ho pasa por u, de modo que por la
Observaci6n[5.2.28] el camino P es un camino en A. Por otro lado consideremos a y € V/(I') tal que
f(z) =y, porel Lema existe un camino Pr en I' que une a j con y y no pasa por v. Y dado
que A es un entrelazamiento respecto de f existe una arista a’ en A tal que 9y(a’) =z 'y d1(a’) = .
Por lo que la concatenacién Pz - @’ - Pr es un camino en A que une a 7 con j.

Por lo tanto A es conexo.

Ahora sélo resta ver que A no tiene vértices de corte. Seaw € V(A) se veraque A\ (I(w)U{w})
€s conexo.

Seani,j € V(A\ (I(w) U {w})) se tienen los siguientes casos con sus respectivos subcasos.

1. Los vértices i,j € V(E).

a) El vértice w ¢ V(E):
Si se tiene este caso por el Lema[5.2.26] existe un camino Pz en = que una a ¢ con j y no
pasa por u, por lo que este mismo es un camino en A.

b) El vértice w € V(Z) Por el Lema|5.2.26| se tiene que existe un camino que une a i con j
y no pasa por w 'y se tiene los caso:

1) El camino P= no pasa por el vértice w.
En este caso P= es un caminoen A que une a7y j.

2) El camino Pz pasa por el vértice u.

En este caso el camino Pz en = esta determinado por una coleccion de vérices de la
forma vyve - - - x;ux; - - - vy J, donde x; y x; son extremos de aristas incidentes a u,
por lo que existen dos caminos F; y P; determinados por los vértices ivjva - -+ x; y
x;j -+ vpJ respectivamente que unen a ¢ con r; y a x; con j. Por el Lemaexiste
P, un camino en I' que une a los vértices y; con y;, extremos en los vértices de I' de
la uni6n de las aristas colgantes correspondientes a x; y x; tal que no pasa por v, y
por lo tanto es un camino en A. Luego, por construccién existen e; con dy(e;) = x;,
O1(ai) = y;i y ej con Og(e;) = xj, 01(a;) = y; aristas en A. Asi, se tiene que la
concatenacion F; - e; - P - e;j - Pj es un camino A que une a 7 con j.

2. Los vértices i,j € V(I).

a) El vértice w ¢ V(I)
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b) El vértice w € V(I)
Este caso y sus subcasos son completamente andlogo a los casos anteriores.
3. Los vérticesi € V(E) y j € V().

a) El vértice w € V(Z) Por el Lema existe un camino Pz en = que une ¢ con u
y no pasa por w, mds aln este camino estd determinado por una coleccidén de vértices
de la forma tvyv9 - - - x;u donde x; es extremo de una arista incidente en u. Esto permite
considerar al camino P; en A determinado por los vértices iv1vs - - - ; un camino que une
a{con x; y que no pasa por ni por u, ni por w. Por otro lado, si se considera a y; el extremo
de la arista e en A tal que Jy(a) = z; y 0i1(a) = y; resultante del entrelazamiento dado
por la biyeccién f, se tiene que existe un camino P; en I' que une a j con y; y no pasa por
v, de modo este es un camino en A. Luego la concatenacién de caminos P; - e - Pj es un
camino en A que une a i con j.

b) El vértice w ¢ V(Z)

Note que si w ¢ V(Z), entonces w € V(I') y se tiene que este caso es analogo al caso
anteior.

Con los casos anteriores hemos visto que para cualquier w € V(A) se tiene que A\ (/(w) U {w})
es conexo por lo tanto A es un grafo conexo sin vértices de corte.
O]

La construccién del grafo de Whihead de un pullback puede resumirse en el siguiente Lema
cuya demostracién puede encontrarse en [8]].

Lema 5.2.29. Si I C F es un subgrupo de indice finito y w es el pullback de w en I’ entonces W (w)
se obtiene de entrelazar |F' : F| copias de W (w) respecto de la base elegida para F.

Ejemplo 5.2.30. Considérese un cuerpo con asas de género 2y a F» = (a, b) su grupo fundamental.
Dada la palabra ba~'b—1a? ésta tiene asociada una curva Ny,—1;_;,2 como se muestra en la Figura

Figura 5.29: La curva Ny,-1,_1,2 asociada a la palabra ba~'b—1a? vista como subvariedad de un
cuerpo con asas cortado a lo largo de los discos que representan los generadores estandar.

La Figura muestra dos copias del grafo de Whitehead asociado a ba~1b—1a? y un entrelaza-
miento entre ellas respecto de los vértices rojos.
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b at a . b
b_ b a- a+_ b+
b a’ a b
b b*

Figura 5.30: Entrelazamiento de dos copias del grafo de Whitehead de ba~'b—1a2.

La Figura@ muestra un levantamiento de N,,-1,_1,2a un cubriente de grado 2, note que este
levantamiento queda determinado por el entrelazamiento antes visto.

b* a’ b

b b*

Figura 5.31: Levantamiento de la curva Ny,-1,_1,2 a un cubriente de grado dos vista como subvarie-
dad de un cuerpo con asas cortado a lo largo de los discos que representan los generadores estandar.

Una pieza importante para la demostracién del Teorema serd el concepto de grupo limpio
que se enuncia a continuacion.

Definicion 5.2.31. Dados una base B para F 'y un par (F,[w]). Sea X el grafo orientado y eti-
quetado de una rosa de n-pétalos tal que se tiene la identificacion I' = m (X)) determinada por la
eleccion de B. Considérese un subgrupo F de indice finito de F'y a X — X la funcion cubriente
correspondiente. El subgrupo Fes limpio si la funcion pullback:

WIS — X
es inyectiva en cada componente conexa.

En el dibujo de un cuerpo con asas los subgrupos F' son limpios si y sélo si toda componente de
la preimagen de w intersecta cada bola en a lo mas un arco, véase la Figura[5.32]
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=

Figura 5.32: Una componente del pullback de una palabra a un cubriente limpio.

Una aplicacion del Teorema de Marshall Hall (que puede consultarse en [[1]) permite encontrar
una cantidad abundante de subgrupos limpios.

Teorema 5.2.32. (Teorema de Marshall Hall) Sea H un subgrupo finitamente generado de un grupo
libre. Entonces existe un subgrupo de indice finito G < F tal que G = H x K.

Lema 5.2.33. Si F un subgrupo cualquiera de indice finito de F' un grupo libre de rango n, entonces
existe un subgrupo limpio F de F tal que a CF.

Demostracion. Para cada w; € w considérese a (wj). Por el Teorema existe un subrgupo de
indice finito F; de F' (tal que F; = (w;) * K), el grupo F; es tal que si X; — X es la correspondiente
funcién cubriente de un cubriente con un nimero finito de hojas, el morfismo w; : S' — X se
levanta a un encaje S' < X;. El grupo limpio buscado es:

core(ﬁmFi) = ﬂ a;l(ﬁmFi)aj

i jEl, - m

con{a;:j € {1,--- ,n}} el conjunto generador de F. O

Teorema 5.2.34. Supongamos que (F)[w]) rigido y no es una esfera con tres ponchaduras Para
cualquier subgrupo limpio de indice finito F C F, para cualquier W; € b, el par (F,[w \ {w;}]) es
Wilton libremente indescomponible relativo a [w \ {w;}].

Demostracion. Sea B una base para F' tal que w es minimal. Por hipétesis (F, [w]) es rigido y no es
una esfera con tres ponchaduras, luego por el Lema [5.2.23| para cualesquiera arista a € A(W (w)) y
vértice v € V(W (w)) el grafo W (w) \ {a, v} es conexo, y por lo tanto W (w) no contiene ningiin
par constituido por una arista y un vértice que sea separador. Por el Lema se sabe que W (w)
se obtiene de entrelzar varias copias de W de W (w) con j € {1,--- ,m} donde m = |F : F |. Dado
que Fes limpio, 0; intersecta a cada TV; en a lo mds una arista. Luego para cada j € {1,--- ,m} se
define a WJ’ := W; \ {;}, dado que cada W; no tiene un par que conste de una arista y un vértice
separador, en especial W \ {w;} es un grafo sin una arista por tanto es conexo por caminos y no
contiene vértices de corte. El grafo de Whitehead W (w \ {w;}) se obtiene de entrelazar a las copias
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WJ’ , ¥ por la Proposicién [5.2.27|el entrelazamiento es conexo y no tiene vértices de corte. Luego por

el Lema|5.2.20|dado que W (w \ {w;}) es conexo se tiene que (F, [\ {w;}]) es Wilton libremente
s

indescomponible. Mds atn por el Teorema de Stallings|5.1.1| F" tiene un fin. O

5.3. Subgrupos de un fin de grafos de grupos libres con grupos arista
ciclicos.

En estd seccidon se demuestra el Teorema que es el teorema principal de este trabajo, se
desmuestra que si un grupo hiperbdlico con un fin se descompone en un grafo de grupos con grupos
vértice libres y grupos arista cilcicos (en particular, es libre de torsién), entonces es un grupo de
superficie o bien tiene un subgrupo finitamente generado con un fin de indice infinito. A partir de la
descomposicién JSJ sobre la familia de grupos ciclicos para grupos hiperbélicos con un fin y libres de
torsion dada por Bowditch en [3] se estudian los caso en los que la descomposicion tiene o no vértices
rigidos, si esta no los tiene el Lema@] garantiza la veracidad del teorema, si los tiene es necesario
construir un precubriente del grupo que no sea un cubriente.

Las descomposiciones JSJ de Bowdicth para grupos hiperbélicos y sus propiedades de interés para
este trabajo quedan dadas por el siguiente Teoremal[5.2.19|cuya demostracién puede consultarse en [3].

Teorema 5.3.1. Sea G un grupo con un fin, libre de torsion e hiperbélico. Existe un grafo de grupos
reducido, cuyo grupo fundamental es G, tal que cumple las siguientes propiedades:

1. Todo grupo arista es ciclico.
2. Todo grupo vértice es de uno de los siguientes tipos:

e Un grupo ciclico.

o Un grupo de superficie que es isomorfo al grupo fundamental de una superficie compacta.
Los grupos arista incidentes estdn identificados con (potencias de) componentes frontera.

o Un grupo rigido (que en especial no se parte sobre ningiin subgrupo ciclico relativo a las
aristas incidentes).

Mds aiin, un extremo de cada arista incide un grupo vértice ciclico.

Observe que por la maximalidad de las descomposiciones JSJ podemos asumir que sin importar
de que tipo sean los grupos vértice en la descomposicion dada por el Teorema [5.3.1] estos serén libre-
mente indescomponibles. Ademds la descomposicion dada queda determinada por un C'yc-arbol.

Una vez dada la descomposicion JSJ de G un grupo con un fin, libre de torsion e hiperbdlico,
se tienen los casos en los que esta descomposicion tiene o no vértices rigidos. Dos propiedades de
grupos que serdn de utilidad para construir cubrientes para estas descomposiciones son las que se dan
a continuacion.

Definicion 5.3.2. Un grupo G es balanceado si para cualquier elemento g € G \ {1} se tiene que si
g™ es conjugado de g™, entonces n = £tm.

Definicion 5.3.3. Un grupo G separa subgrupos si todo subgrupo finitamente generado es la inter-
seccion de subgrupos de indice finito de G.

En [14] se observa que los grupos hipérbolicos son balanceados si son libres de torsién y se
demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 5.3.4. Sea G un grupo que es grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice
libres y grupos arista ciclicos. El grupo G separa subgrupos si y sdlo si es balanceado.

Con esto tenemos que los grupos con los que trata trata el Teoremal5.3.7)son balanceados y sepa-
ran subgrupos.

El caso en el que la descomposicién no tiene vértices rigidos se tratard en el Lema[5.3.6] Para esto
se construird un cubriente finito del grafo de espacios asociado a la descomposicion, la existencia de
este quedard dada por el Teorema [5.3.5|cuya demostracién puede consultarse en [14].

Teorema 5.3.5. Sea X un grafo de espacios finito tal que cada espacio vértice es un grafo, cada grupo
arista es un cilindro y cada morfismo de pegado correspondiente a un grupo arista es una inmersion.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

» 71(|X]) es balanceado.

= Existe un cubriente limpio finito X de X

Lema 5.3.6. Sea G un grupo hiperbdlico, libre de torsion y con un fin. Si la descomposicion JSJ de
G no tiene vértices rigidos, entonces G tiene un subgrupo de superficie. En particular G o bien tiene
un subgrupo de indice infinito con un fin o G es un grupo de superficie.

Demostracion. Considérese la descomposicion JSJ de Bowditch sin vértices rigidos de G dada como
grupo fundamental de un grafo de espacios X. Observe que si un grupo vértice G,, es trivial o un
grupo ciclcio libre de torsion, entonces el espacio vértice X,, asociado en la descomposicion puede
considerarse un disco D? o anillo S* x [0, 1] respectivamente, y note que esto se puede llevar a
dimension 3 sin alterar el grupo fundamental correspondiente considerando de manera respectiva una
1-asa o bien un toro solido. Si el grupo vértice G, es un grupo de superficie, entonces por espacio
vértice X, asociado se considera la superficie compacta del que este es grupo fundamental y se puede
llevar a dimensién 3 tomando a X, x [0, 1]. Ademds dado que los grupos arista G, son ciclicos se les
puede asociar espacios arista X,, que serdn un disco D? o un anillos S* x [0, 1] y de manera andloga
se puede tomar en dimensién 3 una 1-asa o un toro solido. De modo que al espacio total asociado la
descomposicién JSJ se le puede dar estructura de 3-variedad.

Ademds, dado que esta descomposicién JSJ de G no tiene vértices rigidos, entonces por el Teorema
m el grupo G es balanceado, por el Teorema |5 - 5| existe un cubriente finito X de X al que de
manera andloga a X se le puede dotar de una estructura de 3-variedad asférica con frontera a la que se
denotard como M. Note que Gy := 71 (M) es indice finito en G y por tanto G es hiperbélico con un
fin.

De lo anterior por construccion se sigue que dM es una superficie orientable cerrada con carac-
teristica de Euler menor o igual a cero, por lo que dM es una superficie cerrada de genero g > 1.
Mas atn se tiene que el encaje OM — M es m;-inyectivo, puesto que si no lo fuera por el Lema de
Dehn y el Teorema del Lazo existiria un disco D encajado en M tal que 9D no es null- homotépica en
OM, por el Teorema de Sierfert-Van Kampen, entonces seria posible crear una particiéon de Gy sobre
el grupo trivial, de modo que G tendria una cantidad infinita de fines, lo que contradice que G| tiene
un fin. Asi, como M — M es m-inyectivo sucede que 71 (OM) < Gy < G, es decir que G tiene
un subgrupo de superficie 71 (OM).

O

Finalmente se demostrara el teorema principal de este trabajo en el que se desarrolla el caso para
una descomposicon JSJ sin vértices rigidos.
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Teorema 5.3.7. Sea G el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice libres y con
grupos arista ciclicos. Si G es hiperbdlico y tiene un fin, entonces o bien G es el grupo fundamental
de una superficie cerrada o G tiene un subgrupo finitamente generado con un fin de indice infinito.

Demostracion. Consideremos la descomposicién JSJ de Bowditch de G dada como grupo fundamen-
tal de un grafo de espacios X. Por el Teorema[5.3.1]se tienen los casos en que la descomposicién JSJ
tiene o no grupos vértice rigidos. Si la descomposicién JSJ no tiene grupos vértice rigidos por el Lema
[5.3.6]sucede que G tiene un subgrupo de indice infinito con un fin o G es un grupo de superficie.

A continuacidn estudiaremos el caso en el que G tiene al menos un grupo vértice G, rigido (que
es en particular ciclicamente indescomponible relativo a las aristas incidentes) y no es una esfera
con tres ponchaduras. Se tiene que G, = m1(X,) y que [w] es la estructura periférica inducida por
las grupos aristas incidentes tal que (G, [w]) es ciclimantente indescomponible relativa a [w]. Note
que dado que G tiene una descomposicion con grupos vértice libres, entonces G, es un subgrupo libre.

Como G, es libre y por el Lema|5.2.33|existe un subgrupo limpio F de indice finito en Gy, equi-
pado con la estructura periférica inducida por el pullback [w]. Note que F' es también finitamente
generado.

Dado que G es hiperbdlico y tiene una particion ciclica con grupos vértice libres este es separa
subgrupos, ademds note que F< Gy < G, por lo que existe F = MM}, donde M, son subgrupos de
indice finito en G, si Ry, - - - , Rs es un conjunto de representantes de clases laterales de Fen G, dado
que G es separa subgrupos existe un subgrupo G de G de indice finito  tal que F<G pero R; ¢ G.
Luego, G induce a X un cubriente finito de X', con un espacio vértice X que es un levantamiento de
X, tal que 7 (X 5) = F. Asi, se tiene que m (X ) Gy el grado de X es finito y tal que corresponde
con el indice de F en G.

Puesto que X tiene una estructura de grafo de espacios, entonces éste induce una estructura de
grafo de espacios en X, de modo que en la preimagen de cada X, existen una cantidad finita de com-
ponentes conexas en la preimagen de X;. Se llamara = al grafo asociado a la estructura de grafo de
espacios de X.

Sea X' el precubriente de X que consta de la union todos los espacios vértice de X sin X
y de todo cilindro de un espacio arista de X que no estdn asociados a aristas incidentes a ¢. Sean
ai,as.--- ,any las aristas de = con un extremo en ¢ y sean bl, bg, . b las aristas de = con dos
extremos en 0. Se considerard la orientacién en el grafo tal que 0; Qaz = 0y Oo(a;) es un vértice en
X' de modo que los morfismos de pegado son de la forma 7;, : Xz, — Xz y Va,  Xay — X',
para las aristas que son lazos se tiene que Jy(b;) = 81( i), los morﬁsmos de pegado son de la forma
’}/l;]_ : Xl;] — X@ y ’}/zj : Xz] — X@ donde X b = Xl;]
Se construird un nuevo precubriente W de X. Considérense m coplas de X denotadas como Y,
ademds n copias de X que denotadas por YJr y otras n copias de X que se denotardn por Y,

Luego, sea:

Y= HYpl_l qu+|_| HY;

pe{lv"'ﬂn} qe{lv"'an} Te{L"':"}

Observe que para cada Xv el conjunto de elevaciones de los morfismos de pegado de X a )?{) esta
dado por la siguiente unién de dos conjuntos :
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o, + Xoy — X | i€ {1,--- ,m}}U{%j : Xi)j — X; | jeA{L,--- ,n}}U{%j :

)?E]—>)?ﬁ ‘ jE{l,,n}}

Por lo que el conjunto de elevaciones de los morfismos de pegado de X a Y quedard determinada
por la unién de los tres siguientes conjuntos:

Evrronm = U (o e = UG X, — UG, 8, — %))
pefl,-,m}
Ehmprze = U (o X = UG, %, = YUG, % — )
qe{l,~n}
Eomine = U (1 Ko, = ¥1UG, - K5, =y 1UG - & —00))
re{l,- ,n}

Note que la cardinalidad de &,,2 (2m) €8 m?24(2nm) ylasde £ (+n m)2n2 Y 5(; m)+2n2 SO (nm)+

2n?. Se procedera a definir un subconjunto conveniente £ del conjunto de elevaciones &,,,2 +(2nm) Y

E(J;Lm)HnQ U E@m)wnz como sigue, sean:

Em = U {?&p : Xap — Yp}
pe{l"" ’m}

&= U G, : %, — Y}
q€{1, ,n}

&= U G X — Y}
re{l,- ,n}

El conjunto deseado se define como £ := <<S’mz +(2nm) U 8;; m)4an2 U 8(; m) +2n2)\(5’m UETUE,)

Observe que cada morfismo de pegado 7, : Xa, —> X asociado a una arista incidente a ¢ tiene
m+2n — 1 levantamientos en & puesto hay m levantamientos en &,,,2 (2pm)» hay n levantamientos en

5+

(nm)

4op2 Y Otros 1 levantamientos en & pero se resta un levantamiento en &, cuando ¢ = p;

(nm)+2n2°
de manera andloga para los morfismos de pegado de la forma %j X b, T )?v o %j : )?zj — )/5’[,
hay m levantamientos en &5,,,2 | () y hay n levantamientos en cada & (J;L m)+2n2 Y 5(; m)+2n2s MENOS
un levantamiento correspondiente al levantamiento en £, o £, respectivamente cuando j = go j = r.
Ademas note que cada elevacion de £ serd un levantamiento pues tendra el maximo grado posible.

Ahora, considérense m+2n—1 copias de X’ que se denotaran por Z conk € {1,--- ,m+2n—1}
yseaZ = er{1,~~ ;m+2n—1} L.

El conjunto de elevaciones de cada morfismo de pegado 7. X a — X ’de X a Z tiene exacta-
mene m+2n— 1 elevaciones una por cada copia Z, y estas elevaciones son en especial levantamientos.
Ademads, dado que X’ es un cubriente sin un espacio vértice y sin los cilindros de aristas incidentes a
estos, para cualquier espacio arista en cada Zj, se tiene que cada morfismo de pegado tiene un morfis-
mo de pegado inverso. Al conjunto de todas las elevaciones de todos los morfismos de pegado de X
a Z lo denotaremos como F. El conjunto W = Y LI Z junto con el conjunto de elevaciones £ LI F
satisface las condiciones de la Observacion por lo que W es un precubriente para X.Si W es
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disconexo bastard con tomar una de sus componentes conexas por caminos. Todos los grupos vértice
de W son libremente indescomponibles relativos a los grupos aristas incidentes (en caso contrario se
inducirfa una descomposicion libre relativa a aristas incidentes en ), por lo que 71 (W) tiene un fin.
Las elevaciones de &, son elevaciones colgantes puesto que son morfismo de pegado de las copias Y),
de X pero no son morfismos de pegado de W, de esto se tiene IV no es un cubriente para X, entonces
71 (W) es un subgrupo de indice infinito en 7y (X ) = F'y por tanto de fndice infinito en 7 (X)=aG.

O
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Conclusion

Por un lado se tiene que el estudio de los subgrupos de un grupo es una pregunta cldsica de la
teoria de grupos, y por otro lado se tiene que una clasificacién o caracterizacién de los grupos con un
fin es una pregunta abierta. Esto da pie a preguntarse ;codmo son los subgrupos de grupos con un fin?.
Esta pregunta puede hacerse para los grupos hiperbdlicos con un fin, y Gromov probé que todo grupo
hiperbdlico con un fin contiene un subgrupo libre de rango mayor o igual a 2.

Una pregunta sustancialmente mas complicada es la de encontrar subgrupos con un fin en grupos
hiperbdlicos con un fin. Otro tipo interesante de subgrupos ligado a la topologia es el de los subgrupos
de superficie pues estos son hiperbdlicos con un fin. Mds adn si X es una superficie orientable cerrada
de género al menos dos, el grupo fundamental de esta serd un grupos hiperbdlicos con un fin con una
descomposicién como producto amalgamado de grupos libres con amalgama grupos ciclicos y es de
interés estudiar a los subgrupos de dichos grupos fundamentales.

Para estudiar a los subgrupos de grupos hiperbdlicos con un fin en este trabajo se demostr6 el Teo-
rema que dice que si un grupo hiperbdlico con un fin tiene un descomposicién como producto
amalgamado de grupos libres con amalgama grupos ciclicos, entonces tiene un subgrupo de superficie
0 un subgrupo con un fin.

Algunas otras preguntas interesantes en el sentido de las vistas anteriormente pueden obetenerse
al considerar qué sucede si G el grupo hiperbélico con un fin dado tiene una descomposicion distinta,
por ejemplo que pasa si G es el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos vértice no
libres o si los grupos arista pertenecen a alguna otra familia de grupos por ejemplo grupos delgados,
vietualmente ciclicos, abelianos, pequefios, etc.
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