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Introduccion

El estudio de las funciones aditivas comenzé con Adrien Marie
Legendre (1752-1833), quien intenté buscar soluciones a la ecua-
cién funcional de Cauchy

flx+y) = fx)+ f(y)

para cada z,y € R, donde f : R — R es una funcién. Sin em-
bargo, fue hasta 1821, cuando Agustin Louis Cauchy (1789-1857),
en su libro Cours d’Analyse, comenzo el estudio profundo de este
problema, donde también estudié las ecuaciones funcionales

flzy) = f(z) + f(y)
flx+y) = f(x)f(y)
flzy) = f(x)f(y)

donde z,y € Ry f: R — R es una funcién.

A una funcién f : R — R que satisface f(x +y) = f(z) + f(y)
para cada z,y € R se le llama funcién aditiva.

Mediante algebra elemental se puede demostrar que una funcién
aditiva es una transformacién lineal en el espacio vectorial gR.
Ademas, Cauchy, en 1821, demostré que si la funcién f es aditiva
y continua, entonces es lineal en gR. En 1875, Jean Gaston Dar-
boux (1842-1917), demostré que para que una funcién aditiva sea
lineal, es suficiente pedirle que sea continua en un punto. Otras
condiciones que se le pueden pedir a una funcién aditiva para que
sea lineal son las siguientes:

= Que la funcién sea mondétona en cualquier intervalo.

= Que la funcién sea acotada en cualquier intervalo.
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Sin embargo, si a la funcién no le pedimos alguna condicién adi-
cional més que ser aditiva, Georg Hamel (1877-1954), demostré en
1905, mediante bases de gR (asumiendo el Axioma de Eleccién),
que hay una infinidad de funciones que satisfacen la ecuacién fun-
cional de Cauchy, de las cuales no todas son lineales.

Sabiendo que se tiene la implicacion

Axioma de Eleccién

4

Existencia de funciones aditivas no lineales

en esta tesis se desea explorar que tan fuerte es la existencia de
funciones aditivas no lineales con respecto al Axioma de Eleccion,
en particular, deseamos investigar si la implicacién

Existencia de funciones aditivas no lineales
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Axioma de Eleccién

es verdadera o no.

Al iniciar esta tesis, nuestra intuicién nos dictaba que esta impli-
cacién era verdadera debido a la fuerte relacion que hay entre el
Axioma de Eleccién y la existencia de bases para los espacios vec-
toriales (ver [1]) y al hecho de que la existencia de las funciones
aditivas no lineales es una consecuencia de la existencia de bases
para gR. Sin embargo, en el 11 CIMA (2024), en la conferencia
titulada Los reales como espacio vectorial sobre Q, impartida por
Fernando Herndndez Hernandez, este tltimo comenté que esta im-
plicacién es falsa, debido a que en [22], para ser explicitos, Ralf
Schlinder, Liuzhen Wu y Liang Yu, en su articulo Hamel bases
and the principle of dependent choice, demostraron que existe un
modelo de ZF, donde se cumple el Axioma de Elecciones Depen-
dientes, existen bases de gR pero no existe un buen orden para los
reales de ese modelo y la existencia de bases de gR es suficiente
para la construccién de funciones aditivas no lineales.

Esta tesis estd conformada por cuatro capitulos. El Capitulo
1 contiene los conceptos elementales de conjuntos, espacios vec-
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toriales y andlisis matemdtico. Este capitulo pudo omitirse, sin
embargo, decidimos incluirlo para que la tesis sea autocontenida.

En el Capitulo 2, denotamos el conjunto de las funciones adi-
tivas por Ad(R), demostramos que Ad(R) = Endg(R) (ver Teo-
rema 2.7). Cabe senalar que la prueba de esta afirmacién en la
mayor parte de los textos la dejan como ejercicio.

La mayor parte de este capitulo la dedicamos a exponer las

condiciones necesarias para que una funcién aditiva sea lineal en
rR. Estas condiciones son referentes a la continuidad, la integrabi-
lidad y la acotacién. Respecto a la continuidad, se da una prueba
de que en Ad(R), la continuidad es equivalente a la linealidad
(ver Teorema 2.9). Cabe mencionar que esta prueba se realiza uti-
lizando tinicamente la definicién de continuidad, lo que exhibe que
esta condicién se puede probar sin necesidad del Axioma de Elec-
cion. Posteriormente, se expone que en el caso de las funciones
aditivas, la condicién de continuidad global se puede debilitar a
la continuidad en un solo punto (ver Teorema 2.10). Respecto a
integrabilidad, inicialmente se muestra que si una funcién aditiva,
que esta sea integrable en cada intervalo acotado es equivalente
a la continuidad (ver Teorema 2.12). Después se demuestra que
esta condiciéon puede reducirse a pedir integrabilidad dnicamen-
te en algun intervalo acotado (ver Corolario 2.14), esto debido al
Teorema 2.13.
En este capitulo, también se prueba que las gréaficas de funcio-
nes aditivas que no son lineales son conjuntos densos en R?. Esta
prueba también se realiza sin hacer uso del Axioma de Eleccién
(ver Teorema 2.15). Ademas, se prueba que si una funcién aditiva
es acotada en algun intervalo acotado, también es lineal en rR
(ver Teorema 2.19). Finalmente, a consecuencia de los resultados
mencionados anteriormente, se prueba que si una funcién aditiva
es derivable en algin punto, creciente o decreciente, entonces es
lineal en gR (ver Corolario 2.20).

En el Capitulo 3, se presentan algunas hipétesis que se deben
satisfacer para asegurar la existencia funciones aditivas no linea-
les. Se sabe que en ZFC, todos los espacios vectoriales tienen base,
en particular gR. Sin embargo, si nos remitimos a ZF, no pode-
mos asegurar la existencia de bases para @R, motivo por el cual
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introducimos la existencia de bases para gRR como una hipdtesis
adicional, que llamamos BRQ. Se exponen algunas propiedades
de interés del espacio vectorial gR, dentro de éstas, se muestra
que en ZF+BRQ, ninguna base para gR es equipotente a algtin
nimero natural (ver Teorema 3.1), como consecuencia de este he-
cho, se muestra que en ZF+BRQ, es posible construir funciones
aditivas no lineales, las cuales pueden o no ser isomorfismos de gru-
pos abelianos (ver Teorema 3.11 y Teorema 3.12). También se de-
muestra que en ZF+BRQ, las bases de gR son Dedekind-infinitas
(ver Teorema 3.5), a raiz de esto, se muestra que en ZF+BRQ,
R = @Q x R como grupos abelianos (ver Teorema 3.6), existe un
subespacio de gR isomorfo a gQ) (ver Teorema 3.7) y existen
funciones reales cuya grafica en densa en R? (ver Corolario 3.14).
Con respecto al espacio gRR, también se muestra que en ZFC, su
dimensién es ¢ (ver Teorema 3.9), lo cual nos permite concluir que
en ZFC, R =2 R" como grupos abelianos, para cualquier n € w
(ver Corolario 3.10), hay ¢ funciones aditivas lineales y 2¢ funciones
aditivas no lineales (ver Teorema 3.13). Se prueba también que en
ZF, existen funciones aditivas no lineales si R = C como grupos
abelianos, R 2 (Q x R) como grupos abelianos (ver Teorema 3.16)
o existen automorfismos no continuos en C (ver Teorema 3.19).
Finalmente, se demuestra que en ZF, basta suponer la existencia
de funciones aditivas no lineales para probar la existencia de sub-
conjuntos de R que no son Lebesgue-medibles (ver Corolario 3.22).
Esto ultimo simplifica la prueba que usualmente se presenta en la
literatura.
En el cuarto y ultimo capitulo, se estudia la implicacién

Existencia de funciones aditivas no lineales
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Axioma de Eleccién.

Se inicia por dar un pequeno preambulo acerca de topicos avanza-
dos de légica y conjuntos, tales como teoria de modelos, modelos
de la teoria de conjuntos y forcing. Resaltamos que muchas demos-
traciones fueron omitidas debido a su complejidad y al objetivo de
esta tesis, sin embargo, citamos en cada resultado necesario una
referencia adecuada para consultar las pruebas de dichos resulta-
dos. Posteriormente, se exponen a grandes rasgos los resultados
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de [22], donde se prueba que hay un modelo de ZF donde existen
bases para gR pero no existe un buen orden para R (ver Teorema
4.88), en consecuencia no se cumple el Axioma de Eleccién. Pos-
teriormente, utlizando los resultados del Capitulo 3, escribiendo
el concepto de “funcién aditiva no lineal” como una férmula Ag
y utilizando la transitividad de dicho modelo, se establece que en
éste, existen funciones aditivas no lineales, de esta manera se es-
tablece que la implicacién planteada es falsa.

Finalmente se presentan comentarios adicionales, donde se men-
ciona que existen modelos de ZF donde todas las funciones aditi-
vas son lineales y también existen modelos de ZF donde existen
funciones aditivas no lineales y falla el Axioma de Elecciones Nu-
merables.

Este trabajo es una motivacién para realizar una investigacién
mas profunda sobre la relacién de las funciones aditivas no linea-
les con el Axioma de Eleccién; es de resaltar que para lograr esto
se necesitan conocimientos avanzados de logica y teoria de con-
juntos que nos permitan comprender los resultados que existen y
posiblemente generar nuevos resultados al respecto.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo lo dedicaremos a recordar los conceptos elemen-
tales que se utilizardn a lo largo de este trabajo. Los tépicos que
se abordaran en este capitulo son conjuntos, espacios vectoriales
y analisis matematico.

1.1. Conjuntos

En esta secciéon expondremos los conceptos elementales de la
Teoria de Conjuntos que consideramos necesarios para el desarrollo
de esta tesis. Las demostraciones de los resultados que aqui enun-
ciaremos se pueden encontrar en cualquier libro basico de Teoria
de Conjuntos. En particular se pueden encontrar en [8], [11] y [23].

1.1.1. Axiomas de la Teoria de Conjuntos

En este apartado enunciaremos los axiomas de la Teoria de
Conjuntos.

Axioma 1 (Axioma de Extensén (Ext)). Dos conjuntos son igua-
les si tienen los mismos elementos. En simbolos:

VeVy(Vz(z €z & z € y) = x = y).

Axioma 2 (Esquema de Comprensién (Comp)). Sea p(z, x1, ..., Zy)
una formula de la teoria de comjuntos con todas sus variables li-
bres exhibidas. Para cada conjunto a, existe un conjunto b tal que
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x €Db, siysolosi, x€avyep(rr,..., . En simbolos:
Vry... Vo, (Vadb(Ve(z € b x € a N(x,z1,...,2,)))).

Axioma 3 (Axioma del Par (Par)). Para cualesquiera conjuntos
a y b, hay un conjunto c tal que x € ¢, si y solo si, x =a o x =b.
En simbolos:

VavVb(Ic(Ve(rx € c &z =aVax =0))).

Axioma 4 (Axioma de la Unién (Union)). Para cualquier con-
junto a, existe un conjunto u tal que x € u, si y solo si, x € w
para algin w € a. En simbolos:

Vadu(Vz(z € u < Jw(w € a Az € w))).

Axioma 5 (Axioma del Conjunto Potencia (Pot)). Para cual-
quier conjunto a, existe un conjunto s tal que x € s, si y solo st,
z C a. En simbolos:

Va3ds(Vx(z € s & x C a)).

Notacién 1. Si x es un conjunto, denotaremos al conjunto po-
tencia de x como P(x).

Axioma 6 (Axioma de Fundacién(Fund)). Para cada conjunto
no vacio a, existe un conjunto u € a tal que uNa = 0. En simbolos:

Va(Fy(y € a) = Fu(u € a A —32(z € u A z € a))).
Definicion 1.1. Sea x un conjunto.
(1) Se define el sucesor de x como
S(z) =z U{z}.
(2) Se dice que x es un conjunto inductivo si cumple lo si-

quiente:

(a) D € .
(b) Para cada conjunto y, y € x implica S(y) € x.
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Axioma 7 (Axioma del infinito (Inf)). Existe algin conjunto in-
ductivo. En simbolos:

Ja(d € a ANVy(y € a = S(y) € a)).
Axioma 8 (Esquema de Reemplazo (Remp)). Sea

90(‘7;7y7x17 s 7‘7;71)

una formula de la teoria de conjuntos con todas sus variables libres
exhibidas tal que para cada conjunto x, existe un unico conjunto
y tal que o(z,y,x1,...,2,). Se cumple que para cada conjunto a,
existe un conjunto b tal que, para cada x € a, existe y € b tal que
o(x,y,21,...,2,). En simbolos:

Vay .. Vo,(Vady'vVy(y = v < o(z,y, 21, ..., 2,)) = YaTbVy
(yebe Jx(zr eanhp(z,y,x1,...,24,)))).

Para enunciar el Axioma de Elecciéon es necesario introducir el
concepto de “funcién de elecciéon” como se hace a continuacion.

Definicion 1.2. Sea x un conjunto mno wvacio. Una funcion de
eleccion o funcidn selectora, es una funcion

feP@)\{0} =
tal que f(a) € a, para cada a € P(x) \ {0}.

Axioma 9 (Axioma de Eleccién (AC)). Todo conjunto no vacio
admite una funcion de eleccion.

La teoria conformada por los axiomas 1-8, es conocida como
la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel y se denota por ZF.
La Teoria ZFC es la teoria conformada por los axiomas 1-9 y se
conoce como la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el
Axioma de Eleccion.

1.1.2. Axiomas de Bernays-Godel(BG)

En la axiomatizacién de Bernays-Godel, se consideran dos ti-
pos de objetos: conjuntos y clases. Para esta teoria, todo conjunto
es una clase y una clase es un conjunto, si y solo si, pertenece a
alguna clase (o0 a algiin conjunto). Una clase que no es un conjunto
es llamada clase propia. A continuacién presentamos los axiomas
de la teoria BG.
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Axioma 10 (Axioma de Extensién de clases). Si todo elemento
de X es elemento de Y y todo elemento de Y es elemento de X,
entonces X =Y.

Axioma 11. Cualquier conjunto es una clase.
Axioma 12. Si X €Y, entonces X es un conjunto.

Axioma 13 (Axioma del Par). Para cualesquiera conjuntos x e
y, {z,y} es un conjunto.

Axioma 14 (Axioma de Comprensién). Si ¢(z, X1,...,X,) es
una formula cuyos unicos pardmetros cuantificados son conjun-
tos, entonces existe una clase Y tal que x € Y, si y solo si,
olx, Xq1,...,Xp).

Axioma 15 (Axioma del Infinito). Eziste un conjunto inductivo.

Axioma 16 (Axioma de la Unién). Para cualquier conjunto X,
U X es un conjunto.

Axioma 17 (Axioma del Conjunto Potencia). Para cualquier con-
gunto X, P(X) es un conjunto.

Axioma 18 (Axioma de Reemplazo). Si una clase F' es una fun-
cion y X es un conjunto, entonces F(X) es un conjunto.

Axioma 19 (Axioma de Fundacién). Para cada conjunto X no
vacio, existe u € X tal que unN X = ().

Axioma 20 (Axioma de Eleccién AC). Eziste una funcion F' tal
que para cada conjunto X no vacio, F(X) € X.

La teoria conformada por los axiomas 10-18 es llamada la
Teoria Bernays-Gddel y se denota por BG. La teoria BGC es
la teoria conformada por los axiomas 10-19.

Se conoce que si una proposicién se puede probar en ZF, se
puede probar en BG. Andlogamente para ZFC y BGC. Recipro-
camente, un Teorema de Shoenfield, establece que si una proposi-
cién que involucra inicamente a conjuntos como variables se puede
demostrar en BG, entonces se puede demostrar en ZF. El resul-
tado se puede generalizar a ZFC y BGC.
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1.1.3. Ordinales y cardinales

En esta parte escribimos los conceptos mas importantes re-
ferentes a ordinales y cardinales. Los resultados aqui citados se
pueden encontrar en [8], [11] o [23].

Definicién 1.3. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado
yY C X.

(1) Un elemento m € Y es llamado elemento menor (mayor),
sim <y para cada y €Y (y <m para cada y €Y ).

(2) Un elemento n € Y es llamado elemento minimo(mdxi-
mo), si para caday € Y, n <y implica y = n(para cada
yeY,y<n implicay=n).

(8) Se dice que Y es una cadena en X, si para cada y,z €Y,
se cumple que t <y oy < x.

(4) Se dice que (X, <) es un conjunto bien ordenado, si todo
subconjunto mo vacio de X tiene un elemento menor.

Definicion 1.4. Un conjunto x es llamado transitivo si para cada
y € x, se cumple que y C x.

Definicion 1.5. Sean o y n conjuntos.

(1) Se dice que o es un ordinal, si es un conjunto transitivo y
bien ordenado por la relacion €.

(2) Se dice que a es un ordinal sucesor si existe un ordinal (3
tal que a =B+ 1. Sia # 0 y no es un ordinal sucesor se
dice que es ordinal limite.

(3) Se dice que n es un nimero natural, si es un ordinal y
para cada m < n, m =0 om es un ordinal sucesor.

(4) La clase de los ordinales se denota por OR.

Observacién 1.6. Para efectos de este trabajo, consideraremos a
los numeros naturales como el conjunto

N=1{0,1,2,...}

y su ordinal es w. Para nosotros, N y w significan lo mismo como
conjuntos.
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Definicion 1.7. Sea x un ordinal.

(1) Se dice que k es un cardinal, si para cada o < K, no existe
una funcion inyectiva f : a — K.

(2) Sik es un cardinal, el sucesor de k, denotado por kT, es
el menor cardinal mayor que K.

(3) Se dice que k es un cardinal sucesor, si existe un cardinal
A tal que k = AT, Si k > w y no es cardinal sucesor, se
dice que K es un cardinal limite.

(4) La clase de los cardinales se denota por Card.

Definicién 1.8. Sean (X,<x) y (Y, <y) conjuntos parcialmen-
te ordenados y f : X — Y wuna funcion. Se dice que f es un
isomorfismo de orden, si f es una funcion biyectiva y para cada
x1,x9 € X, se cumple que x1 <x w2, si y solo si, f(x1) <y f(z2).
En este caso se dice que (X,<x) y (Y, <y) son isomorfos, lo cual
se denota por (X,<x) = (Y,<y).

Una prueba del Teorema 1.9, se puede consultar en [8, Teorema
9.13, pag. 224].

Teorema 1.9. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un
unico ordinal.

Definicién 1.10. Sea (X, <) un conjunto bien ordenado. Al inico
ordinal o tal que (X, <) = (a, €) se le llama el tipo de orden de
X y se denota por ||(X,<)||, es decir, ||(X,<)| = («, €).

A continuacion se enuncia el Teorema de Recursiéon para los
nimeros naturales. Una prueba del mismo se puede encontrar en
[8, Teorema 5.15, pag. 106].

Teorema 1.11 (Teorema de recursién para w). Sean A un con-
junto, a € A yg: AXw — A una funcion. Existe una unica
funcion f:w — A tal que:

(1) f(0) = a.
(2) Para cadan € w, f(n+1)=g(f(n),n).
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Los principios de induccién y recursién transfinita son gene-
ralizaciones de los principios de induccién y recursiéon conocidos
para w, extendiéndose a la clase de los ordinales. Una prueba para
los Teoremas 1.12 y 1.13, se puede consultar en [8, Teorema 9.19,
pag. 227] y [8, Teorema 9.19, pag. 227], respectivamente.

Teorema 1.12 (Principio de Induccién Transfinita). Sea p(z) una
proposicion abierta. Si para cada o € OR, se cumple que, p(5) es
verdadera para todo B < «, implica que p(«) es verdadera, entonces
p(a) es verdadera para cada o € OR.

Teorema 1.13 (Principio de Recursion Transfinita). Sea G una
funcion (entre clases). Entonces existe una unica funcion F (entre
clases) tal que F'(a) = G(F|,) para cada o € OR.

El Teorema 1.14, garantiza que todo conjunto bien ordenado
se puede biyectar con un tnico cardinal.

Teorema 1.14. Todo conjunto bien ordenado es equipotente a un
unico cardinal.

1.1.4. Equivalencias del Axioma de Eleccién

Para concluir esta seccién, daremos algunas equivalencias y
consecuencias importantes del Axioma de Elecciéon. El Teorema
1.15, nos ofrece equivalencias del Axioma de Eleccién relacionando
conceptos conjuntistas bésicos. Una prueba del mismo se puede
encontrar en [8, Teorema 8.5, pag. 178].

Teorema 1.15. En ZF, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) Azioma de Eleccion.

(2) Para cada familia A no vacia de conjuntos no vacios aje-
nos dos a dos, existe un conjunto B tal que BN A es un
conjunto unitario, para cada A € A, es decir, BN A =
{ua}, para cada A € A.

(8) Para cada funcion suprayectiva f : X — Y, existe una
funcion g : Y — X tal que f o g =idy.
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(4) Si {As}acr es una familia indizada con I # 0, Aq # 0
para cada o € I y AuNAg = 0 si o # B para cada
a,B € I, entonces existe un conjunto B C |J,c; Aa tal
que BN Ay = {an} para cada o € 1.

(5) Si{Au}acr esuna familia no vacia de conjuntos no vacios,
existe una funcion f: I — J,e; Aa tal que f(a) € Ay pa-
ra cada o € 1.

(6) Si{Au}acr esuna familia no vacia de conjuntos no vacios,
entonces [[,c; Aa # 0.

(7) Si F: X — P(Y)\{0} es una funcion, existe una funcion
f:X =Y tal que f(x) € F(z) para cada x € X.

Ahora, enunciaremos otras equivalencias importantes del Axio-
ma de Eleccién, referentes al orden. Las pruebas de los resultados
citados a continuacién se encuentran en [8, pags. 181-187].

Definicion 1.16. Sea F una familia de conjuntos. Se dice que F
es una familia de cardcter finito si para cada conjunto A, se tiene
que A € F siy solo si cada subconjunto finito de A pertenece a F.

Teorema 1.17. [Lema de Tuckey-Teichmiiller/ Toda familia de
conjuntos no vacia de cardcter finito tiene un elemento mdximo
respecto a C.

Teorema 1.18. [Principio Maximal de Hausdorff] Todo conjun-
to parcialmente ordenado no wvacio contiene una cadena mdrima
respecto a C.

Teorema 1.19. [Lema de Zorn] Todo conjunto parcialmente or-
denado no vacio en el que toda cadena tiene una cota superior,
tiene un elemento mdximo.

Teorema 1.20. [Teorema del Buen Orden de Zermelo] Todo con-
junto puede ser bien ordenado.

Finalmente se establece la equivalencia entre los Teoremas 1.17-
1.20.

Teorema 1.21. En ZF son equivalentes:
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(1) Azioma de Eleccion.

(2) Lema de Tuckey-Teichmdiller.

(3) Principio Maximal de Hausdorff.
(4) Lema de Zorn.

(5) Teorema del buen orden de Zermelo.

Asumiendo el Axioma de Eleccién, todo conjunto puede ser
bien ordenado, en consecuencia, todo conjunto es equipotente a
un tunico ordinal. Mas adn, todo conjunto es equipotente a un
Unico cardinal.

Definicién 1.22 (ZFC). Sea X un conjunto. Al unico cardinal k
equipotente a X, se le llama la cardinalidad de X y se denota por
| X|, es decir, | X| = k.

Definicion 1.23. Sea X un conjunto. El nimero de Hartog de
X, denotado por h(X) es el menor ordinal que no es equipotente
a algun subconjunto de X.

Se puede ver (consultar [8, Lema 9.57, pag. 247]) que para
cualquier conjunto X, h(X) es un cardinal.

Definimos por recursién transfinita los nimeros “Aleph”.

Definicion 1.24. Definimos por recursion transfinita la siguiente
sucesion de cardinales:

Wy = W.
Wa+1 = h(wy), para cada o € OR.

Wa = U h(wg), sia es un ordinal limite.
B<a

Es comin denotar wa, = Ry para cada o € OR, para hacer énfasis
en que tales ordinales son cardinales.

Finalmente, definimos el concepto de regularidad en cardinales.

Definicion 1.25. Sean a un ordinal y ¢ C «.
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(1) Se dice que c es cofinal en «, si para cada € «, existe
v € ¢ tal que B < 7.

(2) Si~y esun ordinal y f : v — « es una funcion, se dice que
f es cofinal, si f(vy) es cofinal en c.

(8) La cofinalidad de «, denotada por cof (), es el menor or-
dinal v de modo que existe una funcion f : v — a cofinal.

Se puede notar facilmente que cof(a) < o para cada a € OR
y que cof (a4 1) = 1, de modo que lo interesante de la cofinalidad
se presenta cuando « es un ordinal limite.

Definicion 1.26. Sea o un ordinal limite. Se dice que o es reqular,
si cof(a) = a. Cuando cof(a) < « se dice que o es un ordinal
singular.

1.2. Espacios Vectoriales

En este apartado vamos a exponer los resultados de algebra
lineal que consideramos importantes para el desarrollo de este tra-
bajo.

Notacion 2. Si F' es un campo y V' es un espacio vectorial sobre
F, escribiremos gV .

Notacién 3. Si gV es un espacio vectorial y W C V' es un subes-
pacio vectorial de gV, escribimos W < V.

Notacién 4. Sean F' un campo, pV y pW espacios vectoriales.
Denotamos al conjunto de las transformaciones lineales de V-a W
como Homp(V,W), es decir,

Homp(V,W) = {T € WY | T es lineal} .

No estd de mds recordar que Homp(V, W) tiene estructura de es-
pacio vectorial sobre F', con las operaciones (T + S)(v) = T(v) +
S(w) y (cT)(v) = cI'(v), para cada T, S € Homp(V,W), v €V y
ceF.

Cuando V =W, denotamos

Homp(V,V) = Endp(V).
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Notacion 5. Si pV es un espacio vectorial, denotamos

Z(V)={L € P(V) | L es linealmente independiente}

GV)={G e P(V)| G genera a V}.

Ademds, si S C 'V, denotaremos al subespacio de gV generado por
S como (S).

Definicion 1.27. Sean F un campo, pV un espacio vectorial y
B C V. Se dice que B es una base de V si B € Z(V)NG(V).

FEl siguiente resultado es conocido en la literatura de Algebra
Lineal, omitimos su demostracién, la cual se puede consultar en
[17] 6 en [19, Teorema 1.2.1, pag. 10].

Teorema 1.28. Sean F' un campo, pV un espacio vectorial y
B C V. Las siguientes afirmaciones sobre B son equivalentes:

(1) B es una base de V.
(2) B es mdazimo en Z(V).
(3) B es minimo en G(V).

(4) Para cadav € V, existen inicos n € N\{0}, {c1,...,cn} C
F y{z1,...,z,} C B tales que

n
v = E CiLj.
=1

Definicién 1.29. Sea X un conjunto no vacio y p(x) una propo-
sicion abierta en la variable x. Diremos que p se cumple para casi
toda x € X, si el conjunto {x € X | —p(x)} es finito.

Notacion 6. Si F' es un campo, pV es un espacio vectorial, B =
(x;)ier es una base de V', entonces para v € V, denotamos por

vV = E a;, Tj,,

donde a;, € F, a la dnica representacion posible de v como com-
binacion lineal de elementos de B, entendiendo que a;, = 0 para
casi toda v € I.
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Debido a que en el desarrollo de este trabajo, utilizaremos re-
sultados tanto para espacios vectoriales de dimensién finita como
para espacios de dimensién arbitraria, es necesario enunciar por
separado los resultados, pues en los resultados para espacios de
dimensién finita no se requiere del Axioma de Eleccién y sus equi-
valencias, mientras que en los espacios que no son de dimensién
finita si.

1.2.1. Espacios vectoriales de dimension finita

Los resultados que aqui enunciaremos se pueden obtener sin
mayor problema en el modelo ZF y se pueden encontrar practi-
camente en cualquier libro de Algebra Lineal. Nosotros tomamos
como referencia a [17] y a [6] para los resultados que enunciaremos
a continuacion.

Definicion 1.30. Sean F un campo y gV un espacio vectorial.
Se dice que V' es finitamente generado si existe G € G(V') finito.

Teorema 1.31. Sean F' un campo, pV wun espacio vectorial y
G € G(V) finito. Entonces existe B C'V tal que B es base de V y
B CQG.

Demostracion. Consultar en [17, Teorema 16, pag. 36]. O

Teorema 1.32. Sean F un campo, pV un espacio vectorial fi-
nitamente generado, m,n € N, L = {x; | i < m} € Z(V) y
G={y;|j<n}eG(V), entonces m <n.

Teorema 1.33. Sean F' un campo, pV un espacio vectorial fi-
nitamente generado. Entonces, todas las bases de V' son finitas y
tienen el mismo niumero de elementos.

Demostracion. Consultar [17, Teorema 18, pag. 40]. O

Definicion 1.34. Sean F un campo y gV un espacio vectorial
finitamente generado. Se define la dimension de V comon = |B| €
N, donde B es una base de V. En este caso se dice que pV es de
dimension finita.

Teorema 1.35. Sean F' un campo, pV de dimensionn € Ny B =
{z1,...,2,} una base de V.. Entonces, para cada espacio vectorial
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W oy {wy,...,w,} C W, existe una inica transformacion lineal
T:V =W tal que T(z;) = w; para cada i € {1,...,n}.

Demostracion. Como para cada v € V, existe dnico {c1,,...,¢n, } C

F tal que
n
v = Z civmi,
i=1

la funcién
T: V — w
S S Tor
estd bien definida. Es facil ver que T es una transformacion lineal
con la propiedad buscada y la tnica posible. O

Notaciéon 7. Si F' es un campo, pV y pW son espacios vectoriales
isomorfos, escribiremos V = W.

Teorema 1.36. Sean F' un campo, pV y pW espacios vectoriales
de dimension finita. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) V=W,
(2) dim(V) = dim(W).

Demostracion. (1) = (2): Si V = W, existe un isomorfismo T :
V — W.Seandim(V) =ne€ Ny B = {x;,...,x,} unabasede V.
Debido que T es isomorfismo, se tiene que By = {T'(z1),...,T(x,)}
es una base de V, por consiguiente dim(W) = n = dim(V).

(2) = (1): Sea n = dim(V) = dim(W) y tomemos bases By =
{z1,...,2n} y Bw = {y1,...,yn} de V' y W, respectivamente. Por
el Teorema 1.35, existe una nica transformacion lineal

T: 'V — W
Ty = Y.

Debido a que T' manda una base de V' en una base de W, T es un
isomorfismo y consecuentemente, V' = W. O

Corolario 1.37. Sean F' un campo y pV un espacio vectorial de
dimension n € N. Entonces V =2 F™,

Demostracion. Como dim(F") = n = dim(V), por el Teorema
1.33, obtenemos que V = F™. ]
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1.2.2. Espacios vectoriales arbitrarios

Para los resultados expuestos en este apartado, es necesario
trabajar en el modelo ZFC, pues el Axioma de Eleccién es vital
para establecer los mismos.

Teorema 1.38. Sean pV un espacio vectorial, L € Z(V) y G €
G(V) tales que L C @G, entonces existe una base B tal que L C
BCQG.

Demostracion. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado

(', €), donde
r={XeZ(V)|LC X CG}.

Por hipétesis, L € T', por tanto I' # ). Sea C = {C};}ic; una ca-
dena contenida en I' y consideremos C' = |J;c; C;. Notemos que
para cada ¢ € I, C; C C, asi que C es una cota superior pa-
ra C. Falta exhibir que C' € I'. Para esto, observemos que para
cadai € I, L C C; C G, por lo que L € C' € G. Ahora mos-
traremos que C' es linealmente independiente en V', para esto, to-
memos un subconjunto finito H = {z1,...,z,} contenido en C,
entonces para cada j € {1,...,n}, existe i; € I tal que z; € Ci;-
Dado que C es una cadena, también lo es {C’Z-j }?:1, en consecuen-
cia, existe N € {1,...,n} tal que U?Zl Ci; = Ciy. Obsérvese
que H C U?:l Ci; = Ciy, por consiguiente, H C C;, y como
Ciy es linealmente independiente en V, también H es linealmen-
te independiente en V, asi, C' es linealmente independiente en V,
concluyendo que C € I'. Hemos mostrado que toda cadena con-
tenida en I' tiene una cota superior en I', por el Lema de Zorn,
I' tiene un elemento méaximo, digamos B. De la definicién de I'
se tiene que B es linealmente independiente y L. C B C (. Para
mostrar que B es base de V necesitamos exhibir que V = (B).
En efecto, si (B) <V, como V = (G), G € (B), de lo contrario,
V = (G) < (B) <V, luego, V = (B), lo que contradice nuestra
suposicién. Por consiguiente, existe y € G tal que y ¢ (B), dado
que B es linealmente independiente, se tiene que BU{y} es lineal-
mente independiente en V, ademas, L C B C BU {y} C G. Asi,
BU{y} €T con B < BU{y}, lo cual contradice la maximalidad
de B en I'. Por lo tanto, V = (B) y asi B es una base de V' con
las condiciones deseadas. O
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Corolario 1.39. Todo espacio vectorial tiene base.

Demostracion. Sea pV un espacio vectorial. Aplicando el Teorema
1.38a L =0y G =1V, se obtiene la base deseada. O

Podemos notar que para establecer el Corolario 1.39, fue nece-
sario el Axioma de Eleccion en su versién del Lema de Zorn. Sin
embargo, se sabe que la existencia de bases para espacios vecto-
riales es equivalente al Axioma de Eleccién. Esto lo enunciamos en
el Teorema 1.40. Una prueba de este resultado se puede encontrar
en [1, Teorema 28, pag. 60] o [7, Theorem 4.44, pag. 67].

Teorema 1.40. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Azioma de Eleccion.
(2) Todo espacio vectorial tiene base.

A continuacion, daremos una demostracién del teorema de re-
emplazo generalizado, el cudl se encuentra como ejercicio en [4,
Ejercicio 7, pag. 62].

Teorema 1.41 (Teorema de reemplazo). Sean pV un espacio vec-
torial, B una base de V y L € Z(V). Entonces existe S C B tal
que LU S es una base de V.

Demostracion. Consideremos la familia
A={TCB|LUTeZ(V)}

ordenada por inclusién de conjuntos. Notemos que () € A, asi
A # 0. Consideremos C = {C;}ie; € A una cadenay C = |J,c; C;.
Notemos que C; C C para cada i € I, entonces C' es una cota
superior para C. Mostremos que C' € A, para eso tomemos un
conjunto finito H = {x1,...,2n,y1,...,ym} C LUC, donde z; €
L, y; € C,parai € {1,...,n} y j € {1,...,m}. Luego, para
cada j € {1,...,m}, existe i; € I tal que y; € C;;. Como C es
una cadena, también lo es {C; ; }g”:l, por consiguiente, existe k €
{1,...,m} tal que {yj}gnzl C Cy, asi H C LUCY},. Dado que LUC}y,
es linealmente independiente, H es linealmente independiente y
por tanto LUC es linealmente independiente, concluyendo que C €
A. Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximo, digamos
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S. Luego, L U S es linealmente independiente en V. Para ver que
es base nos resta ver que (L U S) = V. Para probar esto ultimo,
supongamos que (LU S) <V, como V = (B), existe x € B tal
que x ¢ (L U S), obteniendo que L U (S U {z}) es linealmente
independiente, por tanto, S U {z} € A con S C SU{z}, lo que
contradice la maximalidad de S. Por lo tanto, L U .S genera a V,
estableciendo asi que L U S es base de V. 0

Observacién 1.42. El Teorema de reemplazo nos permite con-
cluir que st L € Z(V), existe S C V tal que LU S es base de pV
yLNS=40.

Definicion 1.43. Sean gV un espacio vectorial, W y K subes-
pacios de V. Se dice que V es suma directa de W y K, si
V=W+K yWnK ={0}. En este caso, se dice que W es un
complemento de K y que K es un complemento de W. Se
escribe V=W & K.

En la mayor parte de la literatura, el Teorema 1.44, se prueba
para dimensién finita, aqui daremos una prueba para dimension
arbitraria.

Teorema 1.44. Sean pV un espacio vectorial y W < V. Entonces
existe K <V tal que V=W & K.

Demostracion. Por el Corolario 1.39, W tiene base, digamos B.
Luego, B es linealmente independiente en V', por la Observacién
1.42, existe S C V tal que BU S es base de V.y BNS = 0.
Nétese que K = (S) es un subespacio de V. Vamos a demostrar
que V =W & K, para esto observemos que

V=BUS)=B)+(S)=W+K
es decir, V. =W + K. Ahora, si v € W N K, entonces
v = Zcxvm
z€B
con ¢z, € F'ycy, =0 paracasitodox € By

v= chvy

yes
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con ¢y, € F'y ¢y, = 0 para casi toda y € S. Entonces se tiene que

Zcmvx — chvy =0

zeB yes

pero B U S es linealmente independiente, en consecuencia c;, = 0
y ¢y, = 0 para toda x € B e y € S, concluyendo que v = 0,
consecuentemente, W N K = {0}. Por lo tanto, V=W & K. O

El Teorema 1.45, cuya demostracién se puede consultar en [17,
Teorema 25, pdgs. 52-56|, establece que el concepto de dimensién
estd bien definido para cualquier espacio vectorial, no necesaria-
mente de dimension finita.

Teorema 1.45. Sea pV un espacio vectorial. Si A y B son bases
de pV, entonces |A| = |B].

Definicion 1.46. Sea rV un espacio vectorial. Definimos la di-
mension de pV, denotada por dim(rpV') como |B|, donde B es
una base de gV, es decir, dim(pV') = |B].

Notacién 8. Sean F' un campo y X un conjunto no vacio. Deno-
tamos

FX={feP(X xF)|f es funcion}
el cual es un espacio vectorial sobre F con las operaciones (f +

9)(x) = f(z)+g(x) y (cf)(x) = cf(x) para cada f,g € F¥, c€ F
yx € X (ver [17, Ejemplo 14, pdg. 20]).

Notacién 9. Sean F' un campo y X un conjunto no vacio. Deno-
tamos
F) = {f e F¥ [ [sop(f)| < w}
donde sop(f) = {x € X | f(x) # 0}. De hecho, FX) < FX (ver
[17, Ejemplo 17, pag. 22]).
Ejemplo 1.47. Sean F un campo y X un conjunto no vacio.
Veamos que dim(pFX)) = |X]|.
En efecto, para cada x € X, consideremos la funcion
Og : X — F
x — 1
y#x — 0.

Es claro que B = {d;}zex C FX) | Mostremos que B es una base
de FX) . Para esto, mostraremos lo siquiente:
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» B es linealmente independiente: Seann € N\{0}, 1, ..., 2, €

X, ci,...,cn € F tales que Y7 | ¢idy, = 0. Ahora, sea
jeA{l,...,n} arbitrario y fijo. Luego, se tienen las siguien-
tes igualdades:

n
¢ =1-¢ =04 (25)c) = (Z Cz‘%) (z;) = 0(z;) =0
i=1
es decir, ¢; = 0, lo cual sucede para cada j € {1,...,n}. Por

lo tanto, B es linealmente independiente.

B genera a pFX): Sea f € FIX), si f =0, entonces f €
(B), pues (B) <p FX). Ahora, si f # 0, entonces eiste
n € N\ {0} tal que sop(f) = {x1,...,xn}. Mostraremos que

f=2 f(@i)bs,. (1.1)
i=1

Si x ¢ sop(f), al evaluar ambos lados de la Ecuacion (1.1),
se tiene la tqualdad.

Si x € sop(f), entonces x = x; para algin j € {1,...,n},
entonces tenemos lo siguiente:

f(x) = f(zj) = f(zj) - 1= f(x))bs,(z5)
= (Z f(fﬂi)%i) (z5) = (Z f(f'fz‘)@ci) ().
=1 i=1

Por lo tanto, la igualdad en la Ecuacion (1.1) estd probada.
En consecuencia, f € (B), obteniendo que F'X) = (B).

Finalmente, mostraremos que |B| = |X|, para esto conside-
remos la funcion

0: X — B

Tz = O (1.2)

Es claro que § estd bien definida y es suprayectiva. Vamos a
mostrar que es inyectiva, para esto, consideremos x,y € X
con x #y. Si 6, = 9y, se tienen las siguientes igualdades
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es decir, 1 =0, lo cual es absurdo debido a que F' es campo,
por tanto, 0, # Oy, concluyendo asi que 0 es inyectiva. Por
lo tanto, 0 es una biyeccion y consecuentemente, |B| = | X|,
es decir, dim(pFX)) = | X].

Observacién 1.48. Si definimos F") = {0p}, se tiene que
dim(pF®)y=0=0].

De esta manera, tenemos definido F) para cualquier conjunto

X . Este hecho nos permite concluir que a cualquier conjunto X le
podemos asignar un espacio vectorial sobre F, a saber, FX). Mds
ain, cuando X es un conjunto finito, F&X) = FX.

Del Ejemplo 1.47, podemos decir que X es una base de P&
a pesar de que X no es un subconjunto de FX). Esto nos motiva
a introducir una definicién categoérica de base y establecer que en
cierto sentido es equivalente a la definiciéon de base que se conoce.

Definicion 1.49. Sean pV un espacio vectorial, X un conjunto
y A : X — V una funcion. Diremos que el par (X, ) es una base
categorica de pV, si satisface la siguiente propiedad universal:

= Para cada espacio vectorial pW y cada funcion f: X — W,
existe una unica transformacion lineal T :' V. — W tal que
ToA = f, lo cual podemos describir diciendo que el diagrama

X*f>W

| A

Vv
es conmutativo.

Observaciéon 1.50. Si gV es un espacio vectorial y (X,A) es
una base categdrica de V', entonces A : X — V es una funcion
inyectiva.

En efecto, supongamos que no lo es, entonces existen x,y € X,
x #y con A(x) = A(y). Sabemos que pF es un espacio vectorial,
entonces definimos la funcion

I X - F
T — 1
X\{z}>z — 0.
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Al ser F' un campo, se tiene que 1 # 0. Es claro que f estd bien
definida. Luego, existe una unica transformacion lineal T : V — F
de manera que el diagrama

x-t.orp
A /
T

v

conmuta, es decir, T oA = f. Asi, obtenemos las siguientes igual-

dades:

1= f(z) = (T oA)(z) = T(A(z)) = T(A(y))
=(ToA)(y) = fly) =0

es decir, 1 = 0, contradiciendo que F es campo. Por lo tanto, A
es inyectiva.

Teorema 1.51. Sean F' un campo, X un conjunto no vacio y pV
un espacio vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) (X,A) es una base categdrica de pV .
(2) A(X) es una base de pV.

Demostracion.

(1) = (2): Supongamos que (X, A) es una base categdrica de V.
Probaremos primero que A(X) es linealmente independiente en
V. Para esto, si A(X) es linealmente dependiente en V', entonces
existe y € X tal que A(y) € (A(X \ {y})). Definimos la funcién

f: X - F
Y — 1
X\{y}2z — 0.
Por hipétesis, existe una transformacién lineal T : V. — F tal
que T oA = f. Como A(y) € (A(X \ {y})), entonces A(y) =
Y ozex Cel(x) con x # y, ¢, € F'y ¢; = 0 para casi todo = €
X \ {y}. De esta manera, tenemos lo siguiente:

1= f(y) =(ToMy)=TAy) =T <Z ch($)>

zeX

=Y @T(A@) = Y T oM @) = Y erf(x) =0

zeX rzeX reX
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es decir, 1 = 0, lo cual no es posible. Por lo tanto, A(X) es lineal-
mente independiente en V.

Ahora mostraremos que (A(X)) = V. Supongamos que (A(X))
V. Por el Teorema 1.44, existe {0} # L < V tal que V = (A(X))
L. Entonces, la transformacién lineal

P: V=(AX)aL — V
u+l=wv — U

s
@

es tal que el diagrama

conmuta, pues (PoA)(x) = P(A(x)) = A(z) para cada = € X, ya
que A(X) C (A(X)). Por otro lado, es claro que la transformacién
lineal identidad

idy :V —>V
hace el diagrama
X2y
Al /
idy
Vv
conmutativo. Ahora bien, como (A(X)) < V, existe vg € V \

(A(X)), luego, vo = ug + ly, con uy € (A( )), lo € L. Notemos
que lp # 0, pues de lo contrario, vg = ug € (A(X)), contradiciendo
nuestra suposicién. De esta manera

P(vo) = P(ug +lo) = ug # uo + lo = idy (uo + lo) = idy (vo)

es decir, P(vg) # idy (vo), en consecuencia, P # idy, contradicien-
do la unicidad de la transformacion lineal con la propiedad. Por
lo tanto, V = (A(X)). En consecuencia, A(X) es una base de V.
(2) = (1): Supéngase que A(X) es una base de V. Vamos a mos-
trar que (X, A) es una base categérica de V. Sean pW un espacio
vectorial y f : X — W una funcién. Por hipdtesis, para cada
v € V, existe una dnica representacién

v= Z Cay A()

zeX
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donde ¢;, € F y ¢z, = 0 para casi todo x € X. Luego, la funcién

T: \% — w
Zaf;EX CﬁuA(:’C) =v = ZQ;EX C(Evf(x)
estd bien definida. Ademas, si x € X, como A(X) es base de V, se
tiene que A(z) = 1- A(x), por consiguiente
(ToA)(z) =T(AMz) =T1-Az)) =1 f(z) = f(z)

en consecuencia, T'o A = f. Ahora, veamos que T es lineal, para
eso tomemos u,v € V' y ¢ € F, luego

u= Z Co, A()

zeX

v = Z ey A()

zeX
con ¢, , ¢z, € F, ¢y, = ¢z, = 0 para casi toda z € X. Entonces
tenemos que

T(u+cv)=T (Z ce Nx) + ¢ Z cva(ac)>

zeX zeX

T <Z<Cwu + cczU)A(x)>

zeX

= Z (¢, + cCa,) f(2)

zeX

= . f@)te) e f(2)

zeX zeX
=T(u) 4+ cT'(v)

mostrando asi la linealidad de T'.
Finalmente, probaremos la unicidad de 7. Si S : V — W es una
transformacion lineal tal que S o A = f, tenemos que

S(v) =S8 (Z cva(x)> =Y e, S(A(2) = > ex, (SoA) ()

zeX reX zeX

=Y e fl@) =T(v)

zeX
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es decir, S(v) = T'(v) para cada v € V, concluyendo asi que S =
T. ]

Ejemplo 1.52. Si F' es un campo y X es un conjunto, entonces
(X,9) es una base categdrica de FX) donde § estd definida en
(1.2) del Ejemplo 1.47.

Ejemplo 1.53. Si gV es un espacio vectorial y B es una base de
V', entonces (B, 1) es una base categdrica de V', donde

t: B —- V
T = x

es la funcion inclusion. A este hecho, en algunos libros lo conocen
como Propiedad universal de las bases (Ver [17, Teorema 34,
pdgs. 73-75]), esto es, para definir una transformacion lineal es
suficiente definirla en la base.

Observacién 1.54. Si (X, A) es una base categorica de un espacio
vectorial gV, en virtud a la Observacion 1.50, A : X — V es
una funcion inyectiva, en consecuencia, A : X — A(X) es una
biyeccion. Ademds, por el Teorema 1.51, A(X) es una base de V.
Por tanto, tenemos que

dim(pV) = [AX)] = [X]|
es decir, dim(pV) = | X|.

El siguiente teorema es un resultado clasico para espacios de
dimension finita; aqui exponemos una demostracién para espacios
de dimensién arbitaria utilizando la herramienta de las bases ca-
tegoricas.

Teorema 1.55. Sean pV y pW espacios vectoriales. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) V=W,
(2) dim(zV) = dim(pW).

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que V = W, luego existe
un isomorfismo 7' : V. — W, en particular, T : V — W es una
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biyeccién. Ahora, si B es una base de V', entonces T'(B) es una

base de Wy T‘lg(B) : B — T'(B) es una biyeccién, en consecuencia

dim(pV) = |B| = |T(B)| = dim(pW)
es decir, dim(pV') = dim(pW).
(2) = (1): Consideremos (X, A) y (Y,I") bases categéricas de V/

y W, respectivamente. Por hipdtesis y la Observacion 1.54, existe
una biyeccién o : X — Y. Asi, tenemos el diagrama

X—2-Y
ok
v w
Por un lado, del diagrama
x ooy
|
v

al ser (X, A) una base categdrica de V, existe una unica transfor-
macién lineal T': V' — W que hace conmutativo al diagrama

XFOUW

| A

v

conmutativo, es decir, T'o A = I'" o ¢. Por otro lado, del diagrama

y Ao~ 1 174

f

y por ser (Y,I') una base categérica de W, existe una unica trans-
formacién lineal S : W — V que hace al diagrama

Yy Aoo—1 174

| A

w



1.3. ANALISIS MATEMATICO 25

conmutativo, es decir, SoI' = Ao o~!. Obsérvese que
(SoT)oA=So(ToA)=So(T'oo)=(Sol)oo
=Moo Hoo=Ao(c7 00)

:AOZdX:A

de manera que el diagrama

x-2.v

|

Vv

conmuta. Finalmente, observemos que el diagrama

XAy

|

Vv

también es conmutativo, en virtud de la unicidad de la transforma-
cién lineal con la propiedad, se sigue que S o T = idy. De manera
analoga se exhibe que T 0 .S = idy . Por lo tanto, T : V. — W es
un isomorfismo y en consecuencia, V = W. O

Corolario 1.56. Sea rV un espacio vectorial con base B. Enton-
ces, V= FB),

Demostracién. Puesto que dim(pV) = |B| = dim(pFP)), en vir-
tud del Teorema 1.55, V = F(B). O

Observacion 1.57. Del Corolario 1.56, se sigue que si dim(pV') =
K, donde k es un cardinal, entonces V = F(®).

1.3. Analisis matematico

En esta seccién escribimos los conceptos relativos al analisis
matematico que consideramos importantes para el desarrollo de
este trabajo.

Definiciéon 1.58. Sea f : R — R una funcion. Decimos que f es
localmente integrable, si para cada a,b € R con a < b, se tiene que
f es integrable en [a,b].
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1.3.1. o-algebras y funciones medibles

Definiciéon 1.59. Sea X un conjunto y M una familia de sub-
conjuntos de X . Se dice que M es una o-dlgebra de subconjuntos
de X si satisface lo siguiente:

(1) X € M.
(2) Si E € M, entonces E€ € M.

(3) Si (En)new € M, entonces |, .., En € M.

new

En este caso, se dice que el par (X, M) es un espacio medible y a
los elementos de M se les llama conjuntos medibles.

A continuacion definimos la o-algebra generada por una familia
de conjuntos.

Definicién 1.60. Sean X un conjunto y A una familia de sub-
conguntos de X. La o-dlgebra generada por A, denotada por o(A)
es la minima o-dlgebra que contiene a A, es decir,

o(A) = ﬂ{M CP(X)| M eso-dlgebra y A C M}.

Para el ejemplo que daremos de una o-algebra generada, se
necesita la siguiente definicién.

Definicion 1.61. Sean X un conjunto y 7 una familia de subcon-
juntos de X. Se dice que T es una topologia en X si satisface lo
stguiente:

(1) 0,X €.
(2) Si (Gi)ier € 7, entonces | J;c; Ai € 7.
(3) Para cada m € w, si (Gg)i, C 7, entonces (-, G € T.

En este caso se dice que el par (X,T) es un espacio topoldgico. A
los elementos de T se les llama conjuntos abiertos y a los elementos
de X se les llama puntos.

Con la Definicién 1.61, podemos definir la o-dlgebra de Borel
en un espacio topolégico.
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Definicién 1.62. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La o-dlgebra
de Borel en X, denotada por B(X), se define como o(7), es decir,
B(X) = o(7). En palabras, la o-dlgebra de Borel en X es la menor
o-dlgebra que contiene a todos los conjuntos abiertos.

Ejemplo 1.63. La o-dlgebra de Borel en R, B(R) es la minima o-
dlgebra en R que contiene a todos los conjuntos abiertos respecto a
la topologia inducida por la métrica euclidiana (la métrica inducida
por el valor absoluto).

Ahora definimos las funciones de interés entre espacios medi-
bles.

Definicién 1.64. Sean (X, Mx), (Y, My) espacios medibles y
f: X =Y una funcion. Decimos que [ es medible si para cada
A€ My, se cumple que f~1(A) € My.

Finalmente definimos el concepto de medida.

Definicién 1.65. Sean (X, M) un espacio medible y p : M —
[0,00] una funcion. Se dice que p es una medida sobre M si se
cumple lo siguiente:

(1) p(0) = 0.

(2) Para cada (Ep)pnew € M tal que E,, N E, = 0 para cada
m,n € w con m #n, se cumple que

H <U En) = ZM(En)
n=0 n=0

En este caso se dice que la terna (X, M, u) es un espacio de me-

dida.

1.3.2. La medida de Lebesgue

En este apartado vamos a escribir los conceptos importantes
correspondientes a la Medida de Lebesgue. Los resultados aqui
citados se pueden encontrar a detalle en [2] o [18].
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Notacién 10. Si I = (a,b) con a,b € R y a < b, denotamos la
longitud de I por
(I)=0b-a.
Se cumple que si I = (a,b), I = [a,b), I = (a,b] 6 I = [a,b],
entonces L(I) = b — a.
Si en algunos de los casos anteriores, a = —oo 0 b = 00,

entonces £(I) = oco. Cuando a,b € R, se dice que I es un intervalo
acotado.

Notacion 11. Para E C R, denotamos por Cg al conjunto
(o]

Crp = {ZE(In) | (In)new € P(R) es una familia de intervalos
n=0

o
abiertos acotados y E C U In} .

n=0

Definicion 1.66. Definimos la medida exterior de Lebesgue como
la funcidn
A P(R) —  [0,00]
E — Inf CE

A continuacién, listamos algunas propiedades importantes que
satisface la medida exterior de Lebesgue. La prueba se puede con-
sultar en [2, Lemma 9.5, pag. 99].

Proposicién 1.67. La medida exterior de Lebesque satisface las
siguientes propiedades:

(1) Para cada E C R, se cumple que 0 < \*(E) < oo.

(2) Para cada Ey,Ey C R, si By C Eo, entonces \*(F1) <
A*(E3).

(8) Si E CR es numerable, entonces \*(E) = 0.
(4) Si (En)new € P(R), entonces

X (['j E> <3 (B,
n=0

n=0



1.3. ANALISIS MATEMATICO 29

En particular, si (Ey)p_, € P(R), se cumple que
n n
A* (U Ek> < N (Ey).
k=1 k=1

Definicion 1.68. Sean £ C R y zg € R. Definimos la traslacion
del conjunto E por xg, como el conjunto

xo+E:{x0+y\y€E}.

Teorema 1.69. La medida exterior de Lebesgue es invariante bajo
traslaciones, es decir, para cada E C R y x € R, se cumple que
M(x+ E) = X(E).

Teorema 1.70. Si I C R es un intervalo, se cumple que \*(I) =
oI).

Ahora, estamos en condiciondes de definir a los conjuntos Lebesgue-
medibles.

Definicion 1.71. Sea E C R. Se dice que E es Lebesgue-medible,
si para cada A C R, se cumple que

A(A) =X (ANE)+ N(ANE°).
Notemos que si A C R, entonces se tiene que
A=ANR=AN(EUES)=(ANE)U (AN E°)

es decir, A = (AN E)U (AN E°), utilizando (4) de la Proposicién
1.67, se tiene que

A(A)=X(ANE)U(ANE®)) <A (ANE)+ X (AN E°)

es decir, \*(A) < X*(ANE) + XA*(AN E°). En consecuencia, para
mostrar que E es Lebesgue-medible, es suficiente probar que para
cada A C R:

N(ANE) + A (AN E°) < \*(A).

Ademas, la desigualdad es clara cuando A*(A) = oo, de modo que
basta verificar cuando \*(A4) < oo.

El Teorema 1.72, cuya prueba se puede consultar en [2, Theo-
rem 9.7, pdg. 101], nos garantiza la existencia de la o-dlgebra de
los conjuntos Lebesgue-medibles.
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Teorema 1.72. Consideremos la familia de subconjuntos de R,
dada por

My ={E € PR) | E es Lebesgue-medible}.
Se cumple que My es una o-dlgebra de subconjuntos de R y
A= ATML s Mg — [0, 00]
es una medida.

Definicion 1.73. A la o-dlgebra M y a la medida X\, definidas
en el Teorema 1.72, se les llama la o-dlgebra de Lebesgue y la
medida de Lebesgue, respectivamente.

A continuacién, enunciamos algunas propiedades conocidas que
satisface la medida de Lebesgue.

Teorema 1.74. La medida de Lebesgue \ : My — [0,00], satis-
face las siguientes propiedades:

(1) Si I C R es un intervalo, entonces I es Lebesque-medible
y AI) =L(I).

(2) Si ECR y A(FE) =0, entonces E € Mg, es decir, E es
Lebesgue-medible.

(3) Si EC N CR yAN) =0, entonces E € M. Asi, se
concluye que (R, M, \) es un espacio de medida comple-
to.

(4) Todos los conjuntos abiertos y cerrados en R son Lebesgue-
medibles. Mds ain, B(R) C Mg y la contencidn es propia.

ntinuacién, presentam un uivalenci r
A continuacién, presentamos algunas e alencias para los
conjuntos Lebesgue-medibles.

Teorema 1.75. Sea E C R. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) E es Lebesgue-medible.

(2) Para cada € > 0, existe O C R abierto tal que E C O y
MO\ E) <e.
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(8) Para cada € > 0, existe K C R cerrado tal que K C E y
M(E\K) <e.

En virtud de (2) del Teorema 1.75, se pueden obtener que si
E € Mg, se cumple que

A(E) = inf{\(O) | O es abierto y E C O}.

Esta propiedad se conoce como regularidad exterior.
Anélogamente, debido a (3) del Teorema 1.75, se concluye que

AME) = sup{\(K) | K es compacto y K C E}.

A esta propiedad se le conoce como regularidad interior.
Finalmente, concluimos con la Proposicién 1.76, la cual es de
mucha utilidad.

Proposicién 1.76. Sea (Ey,)necw € P(R) una sucesion de conjun-
tos Lebesgue-medibles, tales que E, C Eyy1, para cada n € w. Se

cumple que
A (U En> = lim A(Ey).
n=0
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Capitulo 2

Funciones aditivas
lIineales

En este capitulo expondremos propiedades elementales de las
funciones aditivas reales. Posteriormente discutiremos algunas con-
diciones que las funciones aditivas reales deben cumplir para sa-
tisfacer la linealidad. Las condiciones que se discutiran se enfocan
en la continuidad, difenciabilidad, integrabilidad, acotaciéon y mo-
notonia.

Es importante recordar que por funciones lineales nos referimos
a transformaciones lineales en el espacio vectorial gR.

2.1. Definicién y ejemplos

Definicion 2.1. Una funcion f : R — R es llamada aditiva, si
para cada x,y € R, se satisface

flae+y) = f@)+ fy).
Ejemplo 2.2. La funcion
0: R - R
z — 0
es aditiva.
En efecto, si x,y € R, entonces

0(x+y)=0=0+0=0(z) +0(y)

33
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es decir, 0(x +y) = 0(z) + 0(y). Por lo tanto, 0 es aditiva.
Ejemplo 2.3. Si fijamos ¢ € R\ {0}, la funcion

fe: R — R
A

es aditiva.
En efecto, si x,y € R, entonces se tiene que

fe(x +y) = c(z +y) = cx + cy = fe(x) + fe(y)
es decir, fo(x +y) = fo(z) + fe(y). Por lo tanto, f. es aditiva.
Notemos que 0 = fo.
2.2. Propiedades de las funciones aditivas

En este apartado, vamos a mencionar propiedades que satisfa-
cen las funciones aditivas.

Notacion 12. Denotamos el conjunto de las funciones aditivas
en R como Ad(R), es decir

Ad(R) = {f ERR| f es aditiva}.

Lema 2.4. Sea f € Ad(R). Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) f(0)=0.
(2) Para cada © € R, f(—2) = —f(x).
Demostracion.
1) Notemos que
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0)

es decir, f(0) = f(0) + f(0), cancelando en ambos lados
f(0), tenemos que f(0) = 0.
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2) Consideremos z € R arbitrario y fijo. Por (1) de este lema
y la aditividad de f, tenemos que

0=f(0) = f(z + (=2)) = fz) + f(-x)

e
es decir, f(x)+ f(—z) = 0, por lo que f(—=z) actiia como
inverso aditivo de f(z), sabiendo que el inverso es tnico, se

concluye que f(—z) = —f(x).

Por lo tanto, el lema queda demostrado. O

Teorema 2.5. El conjunto Ad(R) tiene estructura de espacio vec-
torial sobre R, con las operaciones (f + g)(x) = f(z) + g(z) y
(cf)(z) = cf(x) para cada f,g € Ad(R), x,y,c € R.

Demostracion. Sabemos que gR® es un espacio vectorial, por tan-
to, basta demostrar que Ad(R) < RE.

» Si f,g € Ad(R), entonces para x,y € R, se tiene que

(f+9)x+y)=flz+y) +g(z+y)

= (f(=) +g(v)) + (9(z) + 9(y))
= (f(z) +g9()) + (f(y) +9(y))
=(f+9)@)+(f+9)(y)

concluyendo asi que f+ g € Ad(R). Por lo tanto, Ad(R) es
cerrado bajo sumas.

» Por el Ejemplo 2.2, 0 € Ad(R).
» Sean c € Ry f € Ad(R), entonces
(cf)z+y)=cf(z+y)
=c(f(z) + f(y))

= cf(x) +cf(y)
= (cf)(@) + (cf)(y)

concluyendo que cf € Ad(R). Por lo tanto, Ad(R) es cerra-
do bajo producto por escalar.

Se concluye que Ad(R) < R® y consecuentemente, g Ad(R) es un
espacio vectorial. O
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En la Proposicién 2.6, se exponen propiedades de la clase
Ad(R) con respecto a la composicién de funciones.

Proposicién 2.6. Sean f,g,h € Ad(R). Entonces:
(1) idg € Ad(R).
(2) go f € Ad(R).
(3) go(f+h)=gof+goh.
(4) (f+h)og=fog+hog.
(5) Si f es biyectiva, entonces f~ € Ad(R).
Demostracion.

(1) Noétese que idgr = f. con ¢ =1 € R, donde f, es como en
el Ejemplo 2.3.

(2) Sean z,y € R, luego, se tiene lo siguiente:

(go Nz +y) =

es decir, (go f)(xz +y) = (go f)(z) + (g0 f)(y). Por lo
tanto, go f € Ad(R).

(3) Sea z € R. Entonces

(go (f +h)(z) =

es decir, (go (f 4+ h))(xz) = (go f)(x) + (g o h)(x). Por lo
tanto, go (f +h)=go f+goh.

(4) Es similar a (3).
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(5) Si f es biyectiva, entonces f~! € RR. Vamos a demos-
trar que f~! es aditiva, para eso tomemos z,y € R, luego
f~Yz), f1(y) € R. Como f es aditiva, se tiene que

FUET @)+ w) = £ @) + £ W)
= (fof @)+ (fof M)
=x+uy. (2.1)

Aplicando f~! a la Ecuacién (2.1), se tiene que

FHe+y) = @)+ 1)
= ([T o N @) + W)
= @)+ )
es decir, {71z +y) = f~Hz) + f~1(y), concluyendo asi
que f~! € Ad(R).

De esta manera se concluye la prueba de nuestra proposicién. [

Las propiedades anteriores nos permiten concluir que
(Ad(R), +,0, 0, idg)

es un anillo con unidad. Més ain, podemos notar que si conside-
ramos el monoide (Ad(R), o,idg), se cumple que

U(Ad(R)) = {f € Ad(R) | f es biyectiva}

de manera que (U(Ad(R)), o, idgr) es un grupo.
Es fécil ver que Endr(R) C Ad(R). De hecho, en el Capitulo

3, vamos a discutir bajo qué criterios esta contencion es propia.

En el Teorema 2.7, vamos a establecer que el espacio de las fun-
ciones aditivas en R coincide con el espacio de los endomorfismos
en QR.

Teorema 2.7. Endg(R) = Ad(R).

Demostracion. Es claro que Endg(R) € Ad(R).
Vamos a demostrar que Ad(R) C Endg(R), para esto tome-
mos f € Ad(R). Debemos probar que f € Endg(R), para esto,
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consideremos = € R arbitrario y fijo. Vamos a probar primero que
f(nz) = nf(zx), para toda n € N, lo cual haremos por induccién.
Si n =0, usando (1) del Lema 2.4, se tiene que

f(nz) = f(0x) = f(0) = 0= 0f(z) = nf(z)

por lo que f(nz) = nf(z) cuando n = 0, con lo que tenemos
nuestra base de induccion.
Ahora, si f(nz) =nf(z) para n > 0, tenemos que

F((n+ 1)) = f(ne + ) = f(ne) + f(2) = nf (@) + ()
= (n+1)f(a).

En otras palabras, f((n+1)z) = (n+1)f(z) siempre que f(nz) =
nf(x) para cada n > 0. Por lo tanto, f(nx) = nf(x) para cada
n € N.

Ahora, sin € Z_, entonces —n € N, por lo que utilizando (2) del
Lema 2.4, tenemos lo siguiente:

f(nz) = f((=(=n))z) = =f((=n)x) = =(=nf(z)) = nf(x)

por lo que f(nz) = nf(x) cuandon € Z_, en consecuencia f(nx) =
nf(xz) para todo n € Z.
Para el caso de los racionales, notemos primero que si n € Z\ {0},

se tiene que
)= 5(10) = (nrw) =uf (1)

de donde obtenemos que f(1z) = 1 f(x), lo cual ocurre para todo

“n
n € Z\ {0}. Finalmente, si ¢ € Q, tenemos que ¢ = ™, con

m,n € Z y n # 0. En consecuencia

m

m 1 1
flaa) = f (Za) = = f (ma) = —(mf(2)) = = f(2) = qf ()
es decir, f(qx) = qf(x), lo cual sucede para todo ¢ € Q. Asi,
f(gz) = qf(x) para todo ¢ € Q y z € R, concluyendo que f €
Endg(R). Por lo tanto, Endg(R) = Ad(R), como desedbamos.

O]
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2.3. Criterios de linealidad en gR

En esta seccion, vamos a discutir algunos criterios que las fun-
ciones aditivas deben cumplir para que sean lineales en gR.

En el Teorema 2.8, se caracterizan a las funciones lineales en
rR.

Teorema 2.8. Sea f € Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f € Endgr(R).
(2) Existe c € R tal que f(x) = cx para cada z € R.
fz1) _ flzs)

T1 r2

(3) Para cada x1,x2 € R\ {0}, se cumple que

Demostracion. (1) = (2): Supéngase que f es lineal en gR. Tome-
mos ¢ = f(1) € R y mostremos que f(x) = cx para cada x € R.
Para esto, notemos que {1} es una base de gR, en consecuencia,
si x € R, entonces x = x - 1. Luego, para x € R se tiene que

fa) = f@-1) =af(1) = f(1)a = ca

es decir, f(x) = cx, para cada x € R.
(2) = (3): Supongamos que existe ¢ € R tal que f(z) = cx para
cada x € R. Tomemos z1,z2 € R\ {0}, entonces f(x1) = cx1 y

fle) _  _ fla2) fx) _ flz2)

f(x2) = cxa, entonces e =c= 522 es decir, - o

(3) = (1): Sean d,z € R. Si d = 0, por hipdtesis se tiene que

fldz) = f(0) = 0 = df (0) = df (x)

es decir, f(dx) = df(z) cuando d = 0. Si z = 0, de manera similar
se exhibe que f(dr) = df(x). Ahora, supongamos que d # 0 y
x # 0, luego dx # 0. Por hipdtesis, ! (dcff) = @, multiplicando esta

ultima igualdad por dz en ambos lados, se tiene que f(dx) = df (x).
Por lo tanto, f es lineal en gR. O

2.3.1. Criterios de continuidad

En el Teorema 2.9, caracterizamos a las funciones aditivas li-
neales en rR con respecto a la continuidad.
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Teorema 2.9. Sea f € Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f € Endgr(R).
(2) f es continua.

Demostracion. (1) = (2): Como f es lineal en gR, por el Teorema
2.8, existe ¢ € R tal que f(z) = cx para cada x € R. Por resultados
conocidos del cédlculo, se sigue que f es continua.

(2) = (1): Sea ¢ = f(1) € R y mostremos que f(z) = cx para
cada z € R. Por el Teorema 2.7, tenemos que f(q) = cq para cada
qe Q.

Falta probar que que f(x) = cx para cada z € R\ Q. Para probar
esto, consideremos z € R\ Q y € > 0. Vamos a demostrar que
|f(z) — cx| < e. Como f es continua en x, existe ; > 0 tal que
para cada y € R,

ly— x| < 61, implica |£(y) - f(2)] < 5. (2:2)

Notemos que m > 0, entonces 6 = ml’n{&l,m} > 0.
Como Q es denso en Ry x € R, existe ¢ € Q tal que |z — ¢q| < 4,
en consecuencia, |r —q| < 01 y |[v—¢q| < m Asi, usando la

ecuacién 2.2, se tiene lo siguiente:

[f (@) — ca| <|f(x) = FlO)] +[f(q) — cx|
= |f(x) = f(@)| + el g — |

€ € €
*+|c\2 <z+5=c¢

€
< -
2 (lef+1) ~ 272

es decir, |f(x) — cx| < e. Puesto que € fue elegido de manera ar-
bitraria, se tiene que f(z) = cx, para cada x € R\ Q. Por lo
tanto, f(z) = cx para cada x € R. Del Teorema 2.8, se concluye

lo deseado. O

En el Teorema 2.10, vamos a exponer una caracterizacion para
la continuidad de las funciones aditivas, lo cudl mas adelante nos
permitird debilitar la hipdtesis del Teorema 2.9.

Teorema 2.10. Sea f € Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(1) f es continua.
(2) Eziste zg € R tal que f es continua en xg.

(3) f es continua en 0.

Demostracion. Recordemos que por (1) del Lema 2.4, se cumple
que f(0) = 0. Ahora procederemos a realizar la prueba del teore-
ma.

(1) = (2): Es claro.

(2) = (3): Supongamos que existe zg € R tal que f es continua
en xg. Vamos a demostrar que f es continua en 0, para lo cual
consideramos ¢ > 0 arbitrario. Debido a la continuidad de f en
X, existe § > 0 tal que

Vo € R(lx —xo| <0 = |f(z) — f(xo)| < €). (2.3)
Consideremos x € R tal que |z| < §, notemos que z +xo € Ry
|(x 4+ o) — 0| = || < ¢
debido a (2.3), se tiene que

|f(x 4+ x0) — f(zo)| <e.

Por la aditividad de f, se cumple que
f(@+20) = fz0) = f(z) + f(20) — f(20) = f(2)

de manera que
[f(z)] <e

siempre que |z| < §. Por lo tanto, f es continua en 0.

(3) = (1): Supongamos que f es continua en 0. Debemos demos-
trar que f es continua en R, para probar esto consideremos y € R
y probemos que f es continua en y. Sea € > 0, en virtud de que f
es continua en 0, existe 4 > 0 tal que

Vo e R(lz| < d = |f(z)| <e). (2.4)

Consideremos x € R tal que | — y| < J, como z—y € R, por (2.4),
se tiene que |f(z — y)| < e. Debido a la aditividad de f, se tiene
que f(z —y) = f(x) — f(y), en consecuencia, |f(x) — [(y)| < &
siempre que |z — y| < J, concluyendo asi que f es continua en y.
Por lo tanto, f es continua. O
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Como mencionamos anteriormente, debido al Teorema 2.10,
podemos debilitar la equivalencia del Teorema 2.9, como lo hace-
mos en el Corolario 2.11.

Corolario 2.11. Sea f € Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f € Endg(R).
(2) [ satisface alguna de las afirmaciones del Teorema 2.10.

Demostracion. Es claro. O

2.3.2. Ciriterios de integrabilidad

En el Teorema 2.12, vamos a caracterizar la linealidad de las
funciones aditivas a través de un criterio de integrabilidad.

Teorema 2.12. Sea f € Ad(R). Son equivalentes:
(1) f es localmente integrable.
(2) f € Endg(R).

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que f es localmente in-
tegrable. Vamos a probar que f € Endgr(R), para eso tomemos
x,y € R arbitrarios y fijos. Como f es localmente integrable, es
integrable en un intervalo de longitud |y|. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que y > 0, de modo que f es integrable en [0, y].
Luego, se tienen las siguientes igualdades:

:/wﬂ@ﬁ:/%ﬂw+ﬂ—ﬂmﬁ

/fxﬁﬁ | s
o o

por propiedades de la integral, se tiene que

[ s = [ sty = [ risras
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en consecuencia, se tiene que

yf(z) = /0 Y fs)ds — /0 " F(s)ds — /0 ’ F(s)ds.

Cambiando los papeles de x e y, se tiene que

o) = [ s [ s [ storas

Por consiguiente y f(x) = = f(y), para cada z,y € R. En particular,
cuando z,y € R\{0}, se tiene que @ = M, ademas [ es aditiva,
asi que por el Lema 2.4, se tiene que f(y()) = 0. En virtud del
Teorema 2.8, f es lineal en gR.

(2) = (1): Si f € Endgr(R), entonces f es continua en cada
,b

intervalo [a,b], con a,b € Ry a < b, lo que implica que f es
integrable en [a, b] para cada a,b € R con a < b. Por lo tanto, f es
localmente integrable. O

A continuacion, vamos a mostrar que el criterio del Teorema
2.12 se puede debilitar y es suficiente pedir a la funcién aditiva
que sea integrable en al menos un intervalo acotado, para mostrar
esto necesitamos del Teorema 2.13, el cual es un ejercicio de [24,
Ejercicio 31, pdg. 386] y daremos aqui una prueba del mismo.

Teorema 2.13. Sean a,b € R cona <b y f € R yna funcién
Riemann-integrable. Entonces existe xo € (a,b) tal que f es con-
tinua en xg. Mds aun, f es continua en una infinidad de puntos

de [a,b].

Demostracion. Como b—a > 0y f es Riemann-integrable en [a, ],
existe una particién P = {tg,...,t,} de [a,b] tal que

S(f,P)—S(f,P)<b—a.

Denotamos
M;(f) = sup f([ti-1,t])
y
m;(f) = inf f([ti—1,t])
para cada i € {1,...,n}. Afirmamos que existe j € {1,...,n} tal
que

M;(f) —m;(f) <1
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pues si para todo ¢ € {1,...,n}, se cample que M;(f)—m;(f) > 1,
tenemos que

n

b—a= Z(tz — ti—l)

i=1

=> 1-(ti—ti1)
=1

< D (L) = mi())(ti — ti1)
i=1

<b-a
es decir, b — a < b — a, lo cual no es posible. Por lo tanto, existe
Jj € {1,...,n} tal que M;(f) —m;(f) < 1. Si j = 1, tomamos
a = % € (a,t1) y by = t1. Si j = n, tomamos a3 = t,—1 y
by = @ € (tp—-1,b). Finalmente, si j # 1 y j # n, tomamos
a1 =tj_1y by =t;. Notemos que en cualquier caso, se tiene que
a<ap <b <b

ademads, [a1,b1] C [tj—1,t;], por consiguiente,

f(lax,b1]) € f([tj-1,t5])

asi que por propiedades del supremo y el infimo, se tiene que

sup f([a1,01]) = inf f([ar, ba]) < M;(f) —m;(f) <1

es decir, sup f([a1,b1]) — inf f([a1,b1]) < 1.

Puesto que f es Riemann-integrable en [a,b] y [a1,b1] C [a, b],
f es Riemann-integrable en [ai, b1]. Luego, existe una particién
Pl = {tl,o, ey tl,nl} de [al, bﬂ tal que

b—a

g(f’-Pl)_§(f7-Pl)< 9

Afirmamos que existe j; € {1,...,n1} tal que

Mg, (f) —maj (f) <

(NN
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pues en caso contrario, tendriamos que
b—a <=1
5 = > 5t —ti1)
i=1

ni
< Z(Mu —ma)(ti —ti—1)
i1

< b—a
2
lo cual es absurdo. Si j; = 1, tomamos ay = % € (a1,t11)
.. ny—14b
y bay = t11. Si j = nq, tomamos az = t1 -1y b2 = tll% €

(t1,n1—1,0). Finalmente, si j1 # 1y ji # n1, elegimos ag = t1 j,—1
y ba = t1j,. En cualquier caso, se cumple que

a<al <ag <by<b <b.

Ademas se cumple que [ag, ba] C [t1,j,-1, %15 ], por tanto, f([az, ba]) C
f([t1j1-1,t1,5,]), en consecuencia

sup f([az, b2]) — inf f([ag, b2]) < My, (f) — ma 5 (f) <

es decir, sup f([az, ba]) — inf f([az, b2]) < 3.
Sea k € N con k > 2 y supongamos que hemos construido
intervalos {[a;, bj]}§:1 tales que

» Paracada j € {1,...,k—1},

N | =

a<aj<aj+1<bj+1<bj<b.
» Para cada j € {1,...,k},

sup f([a;, b;]) — inf f([a, bj]) < ;

Como f es Riemann-integrable en [a,b] y [ak,bk] C [a,b], f es

integrable en [ag,bi], de modo que existe una particién P, =
{tk,0,- - s tkm, } de [ak, by tal que

¥ b—a
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Se afirma que existe ji € {1,...,n;} tal que
1
My 3, (f) — mi 3, (f) < Pl

pues de lo contrario, tendriamos que

b—a i’é 1 (t ; )
= — (ki — ki1
k+1 i:1k+1

< Z(Mk,z’(f) — M (f)) (tri — thio1)
=1

= S(f, Py) — S(f, Pr)

< b—a

kE+1
lo que es imposible. Si ji = 1, tomamos axy1 = %2& € (ak, ti1)
teyny,—1+bk

Y be1 = tg,1- Siji = ng, elegimos agy1 = tgp,—1 Y bpr1—"5
Finalmente, si j;, # 1Y jm # N, seleccionamos ajy1 = tg j,—1 Y
bg+1 = tgj,—1. En cualquier caso, se tiene que

a < ap < agsr < bpy1 < by <b.

Ademds, [ag+1,bk+1] € [trjp—1:tkg)s asf que f([aks1,bk41]) €
J([tk ju—1-tkj.)), POr consiguiente

sup f([ax11, br+1]) — f f({art1, braa]) < My (f) — mi g, ()
1
SEt1
Asi, hemos construido una sucesién de intervalos ([ag, bg])re; tal
que

» Para cada k > 1, [akt1, bg+1] C [ak, bl

= Para cada k > 1, se cumple que

sup f([ax, b)) — inf f(fax bi) < 7.

Por el Teorema de los intervalos anidados de Cantor, (3, [ak, bx] #
(), consideremos xq € ﬂzozl[ak, bi]. Por construccién, se tiene para
cada k € N que

a<ap<xg<bp.<b
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concluyendo asi que xy € (a,b).

Vamos a exhibir que f es continua en zg, para eso tomemos
e > 0 arbitrario y fijo. Por la Propiedad Arquimediana, existe
N € N\ {0} tal que & < €. Se tiene que o € (an,by), entonces
se tiene que & = menor{xg — an,by — xo} > 0. Si z € [a,b] ¥
|z — 9| < 4, se tiene que

ay <zpg—d<zx<x9+0<by

concluyendo asi que x, zg € [an, by]. Luego, se tiene que

() = ()| < sup F([ax, b)) — inf f({an,ba]) < 5 < e

mostrando asi que f es continua en x.

Para mostrar que f tiene una infinidad de puntos de continui-
dad en [a, b], vamos a construir una sucesion estrictamente crecien-
te en (a,b). Como a < b, por la densidad de Q en R, existe ¢ € Q
tal que a < g1 < b. Puesto que ¢; < b, por la densidad de Q en R,
existe g2 € Q tal que ¢1 < g2 < b, asi se tiene que a < q1 < g < b.
Supéngamos que para k > 2, tenemos (qj);‘?zl C Qn(a,b) tales
que

a<gqj<gi+1<b

para cada j € {1,...,k — 1}. Como g < b, por la densidad de Q
en R, existe gry1+1 € Q tal que g < gx+1 < b. Luego, tenemos que

a < qr < qr+1 <0

Asi, tenemos (qx)72; € QN (a,b) tal que gr < gr4+1. Ahora bien,
para cada k € N\ {0}, (¢, qr+1] C [a,b] y f es integrable en
[a, b], entonces f es integrable en [gx, qx+1], entonces existe r, €
(qk, qr+1) tal que f es continua en rg. Por construccién, ry # 7,
si k # | para cada k,l € N\ {0}. Por tanto, ()72, C [a,b] es una

infinidad de puntos donde f es continua. O

Corolario 2.14. Sea f € Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f € Endg(R).

(2) Ezisten a,b € R con a < b tales que f es Riemann-
integrable en [a,b].
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Demostracion. (1) = (2): Si f € Endg(R), por el Teorema 2.19, f
es continua. En particular f es continua en [0, 1], por consiguiente
Riemann-integrable en [0, 1]. De modo que a = 0y b = 1 satisfacen
lo deseado.

(2) = (1) Supdngase que f es Riemann-integrable en [a, b] para
algunos a,b € R con a < b. Por el Teorema 2.13, existe xo € (a, b)
tal que f es continua en xg. Por el Teorema 2.10, f € Endr(R). O

2.3.3. Criterios de acotacién

FEn este apartado, vamos a probar criterios que implican la
linealidad en gR de una funcién aditiva a través de su acotacion.

En el Teorema 2.15, se mostrard una propiedad interesante
sobre la grafica de una funcién aditiva no lineal.

Teorema 2.15. Sea f : R = R una funcién aditiva. St f no es
lineal en gR, entonces el conjunto

Grf(f) ={(z, f(z)) |z € R}

es denso en R2.

Demostracion. Supongamos que f no es lineal en gR. Tomemos
z1 € R\ {0} fijo. Por el Teorema 2.8, existe x2 € R\ {0} tal que

f(z1) ” fla2)

I T2

Por consiguiente, tenemos que

£0. (2.5)

Denotemos v1 = (x1, f(x1)) y va = (x2, f(x2)). Debido a la ecua-
cién (2.5), se tiene que B = {v1,v2} es una base para gR%. Consi-
deremos u € R? y § > 0. Vamos a probar que Bs(u) NGrf(f) # 0.
Puesto que u € R? y B es base de grR?, existen c¢1,co € R tales
que u = ¢1v1 + cave. Como vy # 0y v # 0, entonces |[vi]| > 0y
lva2]] > 0, asi que m >0y m > 0. Dado que Q es denso en

R, existen q1, g2 € Q tales que |q1 — 1] < m Vg2 — ca| < m.
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Proponemos v = g1v1+¢q2v2 y probaremos que v € Bs(u)NGrf(f).
Por un lado, notemos que

|[u — vl = [[(c1v1 + cav2) — (qrv1 + gav2)||
= H(Cl —q1)v1 + (c2 — CI2)112H
< |I(er = qu)vi]| + [[(ca — g2)va|

= |61 —aql[Jor]l + |Cz — ga| [|v2

< V1| + = [|v2
2H m o1 ]| || o o2l

5,0

22

=4

es decir, |lu—wv| < 6, concluyendo asi que v € Bs(u). Por otro
lado, de acuerdo con el Teorema 2.7, se tiene que

v = qu1 + @22 = q1(z1, f(21)) + q2(x2, f(22))
= (@171 + g2, q1 f (1) + g2 f(22))
= (171 + @2, f(q171 + q272))

es decir, v = (y, f(y)), con y = q1x1+g2x2 € R, obteniendo asi que
v € Grf(f). De esta manera, concluimos que v € Bs(u) N Grf(f)
y consecuentemente Bs(u) N Grf(f) # 0. Por lo tanto, Grf(f) es
un conjunto denso en R?. O

En el Teorema 2.16, se mostrard que para que una funcién
aditiva sea lineal es suficiente que sea acotada superior o inferior-
mente.

Teorema 2.16. Sea f : R — R wuna funcidn aditiva. Si f es
acotada inferior o superiormente, entonces f es lineal en gIR.

Demostracion. Supongamos que f es acotada superiormente, asi
existe M € R tal que f(z) < M para todo z € R. Vamos a ver
que Grf(f) no es denso en R?, para esto consideremos el conjunto

A={(z,y) eR?* |y > M}

y mostremos que A es abierto, para eso tomemos (xg,yg) € A.
Luego yo > M, por consiguiente, r = yo — M > 0. Si (z,y) €
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B, (x0,y0), entonces ||(z — xo,y — yo)|| < r. Por propiedades del
valor absoluto y la norma euclidiana en R?, se tiene que

o —y <ly—yo|l < [(x — 0,y —yo)ll <yo— M

de donde se sigue que y > M, en consecuencia (z,y) € A. Asi, A es
un conjunto abierto en R?, ademés A N Grf(f) = (), concluyendo
que Grf(f) no es denso en R2.

Si f es acotada inferiormente, se tiene que existe m € R tal que
m < f(x) para toda x € R. Similarmente como se hizo para el
caso superior, se demuestra que el conjunto

B ={(z,y) €eR* |y <m}

es abierto en R? y BN Grf(f) = 0, concluyendo que Grf(f) no
es denso en R2,
En cualquier caso, por el Teorema 2.15, f es lineal en pR?. O

Lema 2.17. Sea f: R — R una funcion aditiva. Si f es acotada
en R, entonces f(x) =0 para todo x € R.

Demostracion. Como f es acotada en R, existe M > 0 tal que
|f(z)] < M. Supéngase que existe y € R tal que f(y) # 0. Por la
Propiedad Arquimediana, existe n € N tal que n > Wﬂi)l Dado que
f es aditiva, por el Teorema 2.7, f es lineal en gR, en consecuencia,
|f(ny)| > M, donde ny € R, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
f(z) = 0 para todo = € R. O

Lema 2.18. Sea ¢ > 0. Entonces

R= U [ne, (n+ 1)cl.
nez

Demostracion. Es claro que (J,,cz[nt, (n +1)t] C R.

Ahora, si x € R, £ € R, entonces existe n € Z tal que n <
% < n+ 1, puesto que ¢ > 0, se tiene que nc < z < (n + 1)c, esto
es, ¢ € [nc,(n+ 1)c), pero [nc, (n+ 1)c) C [ne, (n + 1)¢], asi que
r € [nc, (n+ 1)¢], concluyendo que R C J,,c5[nc, (n + 1)c]. Por lo
tanto, R = (J,,cz[nc, (n + 1)c]. O

Teorema 2.19. Sea f : R — R una funcion aditiva. Si existen
a,b € R con a < b, de modo que f es acotada en [a,b], entonces f
es lineal en grRR.
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Demostracion. Sean a,b € Rcona < by M > 0 tales que |f(z)| <
M para todo z € [a,b]. Denotemos t = b — a; obsérvese que t > 0
y t 4+ a = b . En primera instancia, vamos a demostrar que f
es acotada en [0, t]. Para probar esto, notemos que si y € [0,¢],
entonces 0 <y <t,luego, a <y+a<t+a,estoes,a <y+a<b,
por consiguiente, |f(y+a)] < M. Como f es aditiva, se tiene lo
siguiente:

fW)=1f(y+a—a)
=|f(y+a) — f(a)]
<|f(y+a)|+|f(a)|
<M +|f(a)l.

Denotando N = M + |f(a)| > 0, se sigue que |f(y)| < N para

todo y € [0,t]. En otras palabras, f estd acotada en [0, ].

Consideremos ¢ = @ € R y definamos la funcién g : R — R,

dada por g(x) = f(x) —cx. Como g es suma de funciones aditivas,
por el Teorema 2.5, g es aditiva. También, observese que

o) = £(6) — et = 10) - L4 = (1) ) = 0

es decir, g(t) = 0. Puesto que g es aditiva, g es lineal en gR, asi
que para cada ¢ € Q, se tiene que
9(x +qt) = g(x) + q9(t) = g(x)
es decir, g(x + qt) = g(z) para cada ¢ € Q. Mds ain, nétese que
g(—z) = f(—z) — c(—x)

=—f(z)+cx

=—(f(x) — cx)

= —g(z)
es decir, g(x) = —g(x) para cada x € R, obteniendo asi que g es

una funcién impar.
Observese que para = € [0,t], tenemos que

l9(x)| = [f(z) — cal
< |f(2)] + |ex|
< N+ ||t
< N+ [f(1)]
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asi, si hacemos K = N + |f(t)| > 0, se tiene que |g(z)| < K para
cada x € [0, t].

Vamos a demostrar que |g(z)| < K para todo z € R. Puesto
que por el Lema 2.18, R = | J,, . [nt, (n + 1)t], es suficiente probar
que |g(z)| < K para cada = € [nt, (n + 1)t] y cada n € Z. Vamos
a mostrar primero por induccién que lo anterior se cumple para
cada n € N. Si n = 0, ya estda demostrado. Ahora, si |g(z)] < K
para toda x € [(n — 1)¢,nt], tomemos y € [nt, (n + 1)t], luego
y —t € [(n — 1)t,nt], por hipétesis de induccién, |g(y —t)] < K,
pero g(y —t) = g(y), asi que |g(y)] < K, lo cual ocurre para
cada y € [nt,(n + 1)t]. Por lo tanto, |g(y)|] < K para todo y €
[nt, (n + 1)t] y para todo n € N.

Finalmente, si = € [nt,(n+ 1)t] con n € Z y n < 0, entonces
—x € [—(n+1)t, —nt] con —(n+1) € N, en consecuencia, |g(—x)| <
K, pero g(—x) = —g(x), ya que g es impar, entonces

l9(=2)| = |—g(z)| = |g(2)]|

asi que |g(z)| < K, lo que sucede para cada = € [nt,(n+ 1)t] y
para n € Z. Por lo tanto, |g(z)| < K para todo z € R. Por el
Lema 2.17, g(x) = 0 para cada x € R, es decir, f(z) = cx para
cada xz € R. Por lo tanto, f es lineal en gR. O

Corolario 2.20. Sea f : R — R una funcion adtiva. Si f satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(1) Existe o € R tal que f es derivable en xy.
(2) f es mondtona

entonces f es lineal.

Demostracion.

(1) Siexiste zp € R tal que f es derivable en x(, entonces f es
continua en xg. Por los Teoremas 2.9 y 2.10, se concluye
que f es lineal.

(2) Si f es creciente, entonces f([0,1]) € [f(0), f(1)] y si f
es decreciente, entonces f([0,1]) C [f(1), f(0)]. Asi, f es
acotada en el intervalo acotado [0, 1]. Por el Teorema 2.19,

se sigue que f es lineal.



2.3. CRITERIOS DE LINEALIDAD EN R 53

Asi queda concluida la prueba. O

De acuerdo a los resultados expuestos en esta seccién, podemos
establecer el Teorema 2.21.

Teorema 2.21. Sea f € Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes para f:

1) f € Endr(R).

2) f es continua.

3) Existe xg € R tal que f es continua en xg.

4) [ es derivable.

5) Existe xo € R tal que f es diferenciable en x.
6) [ es localmente integrable.

7) Ezisten a,b € R con a < b tal que f es Riemann-integrable
en |a,b].

8) Existen a,b € R con a < b tales que f es acotada en [a,b].
9) f es mondtona.

10) Existen a,b € R con a < b tales que f es mondtona en
[a,0].
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Capitulo 3

Funciones aditivas no
lineales

Este capitulo tiene como objetivo exponer material relacionado
con las funciones aditivas que no son lineales. Se expondran algu-
nos resultados relacionados con el espacio vectorial gR, pues este
espacio es de utilidad para la construcciéon de las funciones adi-
tivas no lineales. En la mayor parte de la literatura se menciona
que la existencia de las funciones aditivas no lineales es una con-
secuencia del Axioma de Eleccién, lo cual es evidentemente cierto.
Sin embargo, en este capitulo haremos notar que para asegurar la
existencia de las funciones aditivas no lineales es suficiente supo-
ner los axiomas de ZF y agregar condiciones particulares, que si
bien pueden ser consecuencias del Axioma de Eleccién, éstas pue-
den ser mas débiles que el axioma en si. Finalmente mostraremos
que en ZF, basta suponer la existencia de funciones aditivas no
lineales para establecer la existencia de subconjuntos de R que no
son Lebesgue-medibles.

FEn ocasiones, con el fin de abreviar, nos referiremos a las fun-
ciones aditivas no lineales por FANL, expresién que claramente
estd formada por las iniciales del concepto.

3.1. El espacio vectorial gR

Debido a las propiedades conocidas para las suma de ntimeros
reales, se tiene que (R, +,0) es un grupo abeliano. Si definimos la

55
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funcién
QxR — R

(¢,z) = qo

sin mayor dificultad se puede ver que - satisface las propiedades
de producto por escalar. En consecuencia, dicho producto dota
a R de estructura de espacio vectorial sobre QQ, a este espacio lo
denotaremos siempre por gR.

De acuerdo con los resultados expuestos en la Seccién 1.2, se
sabe que en ZFC todos los espacios vectoriales tienen base y todas
las bases de un espacio vectorial son equipotentes, bajo Axioma de
Eleccion, se puede hablar de cardinalidad, en este contexto, todas
las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad.
Bajo tales hipétesis, el espacio vectorial gRR no tendria por qué ser
la excepcién.

Sin embargo, si consideramos tUnicamente los axiomas de la
teoria ZF, no podemos garantizar la existencia de bases para gR
ni podemos hablar de dimensién, entonces debemos agregar a los
axiomas de ZF una hipdtesis adicional, a saber, la existencia de
bases para gR, hipétesis que llamaremos BRQ y que enunciamos
a continuacion.

Hipétesis 1 (BRQ). Existen bases para el espacio vectorial gR.

Si bien es cierto que en ZF+BRQ no podemos hablar de car-
dinalidad de conjuntos debido a que no tenemos el Axioma de
Eleccién, si podemos hablar de biyecciones entre conjuntos y por
consiguiente de conjuntos equipotentes. De esta manera, podemos
probar en ZF+BRQ, ninguna base de gR se puede biyectar con
algtin ntimero natural. Esto lo establecemos en el Teorema 3.1.

Teorema 3.1 (ZF+BRQ). Ninguna base para el espacio vecto-
rial gR es equipotente a algin nimero natural.

Demostracion. Sea B es una base de gR. Supongamos que B es
equipotente a n, para algin n € w. Si n = 0, entonces B = (),
asi que R = () = {0}, lo cual no es posible. Se sigue que n > 0,
luego B = (x)j<n y ©; # @) si k # j para cada k,j < n. Luego,
por el Corolario 1.37, existe un isomorfismo ¢ :g R —¢g Q". En
particular, ¢ : R — Q" es una biyeccion, concluyendo que R es
equipotente a Q™. Dado que Q" es equipotente a w, se concluye



3.1. EL ESPACIO VECTORIAL gR o7

que R es equipotente a w, lo cual es absurdo (ver [8, Teorema 7.22,
pég. 159]). Por lo tanto, ninguna base de gR puede ser equipotente
a algin numero natural. O

Pese a que en ZF+BRQ no le podemos asignar a una base de
@R un cardinal, si podemos ver que las bases de gR satisfacen una
condicién de infinitud, para esto introducimos la Defincién 3.2.

Definicion 3.2. Sea X un conjunto. Decimos que X es Dedekind-
infinito, si existe una funcion f : X — X inyectiva pero no supra-
yectiva.

Observemos que si un conjunto X es Dedekind-infinito, existe
una funcién f : X — X inyectiva y no suprayectiva, en conse-
cuencia, se tiene que ffX) . X — f (X) es una biyeccién con
f(X) € X,

Ahora, siY € X y 0 : X — Y es una biyeccién, tenemos el
diagrama

X2yt X
de modo que g = too : X — X es una funcién inyectiva y no
suprayectiva. De esta manera, la Definiciéon 3.2, se puede refor-
mular diciendo que X es Dedekind-infinito, si y solo si existe una
biyecciéon f: X — Y, con Y C X.

En el Teorema 3.3, se presenta una caracterizacién de los con-
juntos Dedekind-Infinito.

Teorema 3.3. Sea X un conjunto. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) X es Dedekind-infinito.

(2) Existe una funcion inyectiva h : w — X.
Demostracion.
(1) = (2): Supongamos que X es Dedekind-infinito. Luego, existe
una funcién f : X — X inyectiva y no suprayectiva. Luego, existe
zo € X\ f(X). Por recursidn, se define la funcién h : w — X, dada

por h(0) =0y h(n+ 1) = f(h(n)) para cada n € w. Observemos
que para cada n € w, h(n) = f"(x¢), donde

ff=fo-0of.
—_——

n-veces
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Es claro que h : w — X es inyectiva.

(2) = (1): Supongamos que existe h : w — X inyectiva. Par-
timos a X como X = h(w) U (X \ h(w)). Es facil ver que w es
Dedekind-infinito, de manera que podemos considerar una biyec-
ciéon o :w — M con M C w. Tenemos el diagrama

w 7 MG w
J{h ) by h
h|Moooh|_h(w) c
h(w) h(M) h(w)

obteniendo que k = 1ohyy, OJOhﬁw) : h(w) = h(w) es una funcién
inyectiva y no suprayectiva. De esta manera, definimos la funcién
f:X — X, dada por

) k(z) size€h(w)
ﬂ@_{x siz e X\ h(w).

Es claro que f: X — X es una funcién inyectiva. O

Definicion 3.4. Sea a € R. Decimos que o es un numero alge-
braico si existe p(x) € Q[z] \ {0} tal que p(ar) = 0. Si a no es
algebraico, decimos que es trascendente.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que en ZF+BRQ,
las bases de gR son Dedekind-infinitas.

Teorema 3.5 (ZF+BRQ). Sea B una base de gR. Entonces B
es Dedekind-infinito.

Demostracion. Sabemos que el conjunto de los ntimeros algebrai-
cos es equipotente a w y que w no es equipotente a R, en conse-
cuencia existe al menos un niimero trascendente, digamos t € R.
Consideremos T' = (t"),cn. Mostraremos que T es linealmente in-
dependiente en gR. Para esto, observemos que si T' es linealemente
dependiente, existen m € w \ {0}, qo,-..,¢n € Q no todos cero

tales que
m
Z q]'t] = 0.
§=0
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Luego, tenemos que p(z) = >, gjz’ € Qz] \ {0} vy q(t) = 0.
Obteniendo asi que t es un nimero algebraico, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, T es linealmente independiente.

Ahora bien, como t" € R para cadan € w y B es base de gR,
se tiene que para cada n € w

t" = Z Cnaz®

zeB

donde ¢,; € Q y ¢n = 0 para casi toda x € B. Si consideramos
para cada n € w, el conjunto

Sp=A{x € B| cpy # 0}

se tiene que 5, es finito para cada n € w. Ademads, se cumple que
Sn # 0 para cada n € w, en consecuencia, el conjunto | J,,,, Sn no
es equipotente con algin numero natural. Observemos que los t"
son todos distintos, en consecuencia, para cada n € w, se cumple
que existe m € w tal que Sy, \ Uj<n S; # (. En virtud de que w es
bien ordenado, podemos definir la funcién

fir w — w
n o~ min{kew|5k\uj<n5j7é®}.

Ahora bien, para cada n € w, se tiene que Sy, \Uj<n S; es un

subconjunto finito de B y B es un conjunto linealmente ordenado
por el orden usual de R, en consecuencia S¢(,) \ U;,, S; tiene un
minimo, asi podemos definir la funcién

g: w — B
n +— min (Sf(n)\Uj<nSn>

que claramente es inyectiva. Por lo tanto, B es Dedekind-infinito.
O

A continuacién presentamos algunas consecuencias de la infi-
nitud segin Dedekind de las bases para gR.

Corolario 3.6 (ZF+BRQ). R=Q x R como grupos abelianos.
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Demostracion. Sea B una base de gR. Por el Teorema 3.5, existe
una funcién inyectiva f : w — B. Consideremos la funcién s : w —
w \ {0}, dada por s(n) = n + 1. Es facil ver que s es biyectiva.
Consideremos by = f(0). Observemos que como f es inyectiva,

I w = fw)y fingoy : w \ {0} — f(w\ {0}) son funciones
biyectivas y f(w \ {0}) C B\ {bo}. Consideremos h : f(w) — w la
funcién inversa de f(@). Tenemos el diagrama

flw\{o

flw) L0 —2w\ {0} =2 f(w )\ {0})

de modo que la funcién k = fi\qoy 0 s0h: f(w) = f(w\ {0}) es
una biyeccién por ser composicién de biyecciones. Por otro lado,
tenemos que

B\ {bo} = f(w\{0}) U(B\ f(w))-

Es claro que la funcién

g:  B\{b} — B
fw\{oh) 2z = k'(z)
B\ f(w)sz + x

estd bien definida y es biyectiva.

Ahora estamos en condiciones de definir el isomorfismo ¢ :
R — Q x R de grupos abelianos. Como B es base de gR, para
cada x € R, existe una tnica representacién

T = Z Qb
beB

donde ¢, € Q y ¢, = 0 para casi toda b € B. De esta manera,
proponemos la funcién

¢o: R — QxR
T = <Qxb0 ) ZbGB\{bO} qxg(b)g(b)>

que claramente estd bien definida. Mostraremos que ¢ es un morfis-
mo biyectivo de grupos abelianos. Para probar esto, consideremos

x,y € R, luego
T = g Qb
beB
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Y= qubb

beB

donde @z,,qy, € Q¥ ¢z, = @y, = 0 para casi toda b € B. Asi,
tenemos lo siguiente:

p(x+y)=¢ <Z Gy b + Z beb)

beB beB
=¢ (Z(Qx + Qy)bb>
beB

ey, + Tysy > Z (4z + qy)g(b)g(b)
beB\{bo}

= | Yvy> Z ng(b)g(b) + Dy, 0 Z qyg(b)g(b)

beB\{bo} beB\{bo}
= ¢(x) + ¢(y)

es decir, ¢(x+y) = ¢(x) + ¢(y), lo cual sucede para cada z,y € R.
Por lo tanto, ¢ es un morfismo de grupos abelianos.

Ahora mostraremos que ¢ es inyectivo. Para esto sea x €
Ker(¢). De esta manera, si

T = an;bb

beB

se cumple que ¢z, = 0y ZbeB\{bo} qxg<b>g(b) = 0, puesto que
B es linealmente independiente, se tiene que 4z, = 0 para todo
b € B\{bo}, en consecuencia, g5, = 0 para cada b € B, obteniendo
asi que = = 0. Asi, Ker(¢) = 0y se establece que ¢ es inyectivo.
Finalmente exhibiremos que ¢ es suprayectivo. Para mostrar
esto, consideremos (q,y) € Q x R. Como y € R, existe una unica

representacion
¥y= Z Gy, b
beB
con gy, € Qy gy, = 0 para casi todo b € B. Si proponemos

x = gby + Z qyg_l(b)g_l(b) €R
beB
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se tiene que (g, y) = ¢(x). Se sigue que ¢ es morfismo suprayectivo
de grupos. Por lo tanto, ¢ es isomorfismo de grupos abelianos y
R = Q x R como grupos abelianos. O

Corolario 3.7 (ZF+BRQ). Existe un subespacio vectorial W <g
R tal que W =g Q).

Demostracion. Consideremos un numero trascendente ¢ € R y
T = (t")new- De la demostracién del Teorema 3.5, se tiene que T'
es linealmente independiente. Ademas, T' es equipotente a w, pues

es facil ver que
h: w — T
n +— t"

es una biyeccién. De esta manera, T' es una base para W = (T') <g
R, la cual es equipotente a w. Adecuando el Teorema 1.55 (si B es
una base de gV, C es una base de xW y B es equipotente a C,
entonces V = W), se tiene que W = Q). O

Recordemos que en ZFC podemos definir la dimension de cual-
quier espacio vectorial, en particular de gR. Antes de proceder a
establecer la dimensién de @R probaremos el Lema 3.8, que nos
serd de ayuda.

Lema 3.8. (ZFC) Sean oV un espacio vectorial y S C 'V un
conjunto no vacio. Entonces

[(S)] < [S]-w.

Demostracion. Para cadan € w\{0}, cuando digamos que g € Q",
estaremos diciendo que § = (q1,...,¢q,) con ¢; € Q para cada i €
{1,...,n}. Andlogamente cuando digamos que 5 € S™, estaremos
diciendo que s = (s1,...,8,) con s; € S, para cada i € {1,...,n}.

Procederemos con la demostracién del teorema. Definamos pa-
ra cada n € w\ {0}, la funcién

gn: Q" xS" — (S)
(G, §) = Z?:l qiSi

que claramente estd bien definida. Se cumple que la familia

(gn Q" x ST — <S>)OO

n=1
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es un sistema compatible de funciones, pues w es un conjunto
linealmente ordenado y si m < n existe una funcién inyectiva
f:Qmx 8™ — Q" x S", sustituyendo f(Q™ x S™) por Q™ x S™,
podemos suponer que (Q™ x S™) N (Q" x S™) = Q™ x S™. Asi,
se tiene que

g= Ugn: U(Q”xS")—><5>
n=1 n=1
es una funcién, donde ¢(g,s) = ¢n(q,s), siempre que (g,s) €

Q™ x S™. Ademas, es claro que g es una funcién suprayectiva,
por tanto, tiene inversa derecha h : (S) — ;2 (Q" x S™), la cual
es inyectiva, en consecuencia

<D IQM xSt = |Q"|S"
n=1 n=1

(S < [ J @ x5
n=1
=1

> wls|" (3.1)

Si S es finito, entonces |S| = u, para algin u € w \ {0}, ademés,
para cada n € w\ {0}, |S]" € w\ {0}, por consiguiente, w |S|" = w
para cada n € w. Debido a la aritmética cardinal, se tiene que

oo o0
Zw|8|n:Zw:ww:w:uw:|S|w.
n=1 n=1

De aqui y la ecuacién (3.1), se sigue que [(S)| < |S|w.
Si S es infinito, entonces |S|" = |S| para cada n € w, de modo que

dwlS" =) wls| =wlS|w=[S5|w.
n=1 n=1

De aqui y la ecuacién (3.1), se obtiene que [(S)| < |S|w. Por lo
tanto, obtenemos lo deseado. ]

Tenemos todo lo necesario para establecer la dimensién de gR,
trabajando desde luego en ZFC.

Teorema 3.9 (ZFC). dim (gR) = 2% = .
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Demostracion. Sea B una base de gR. Por un lado, como B C R,
se cumple que
|B] < |R| = ¢
es decir, |B| < c.
Por otro lado, como B es base de gR, se tiene que R = (B).
Ademas, del Teorema 3.5, se sigue que w < |B|. Aplicando el Lema
3.8, tenemos lo siguiente:

¢ =Rl =[(B)| <[Blw=|B|

es decir, ¢ < |B|. Por el Teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein,
se concluye que |B| = ¢. Por lo tanto, dim (gR) = . O

Como consecuencia del Teorema 3.9, se puede garantizar que
R™ = R como grupos abelianos, para cada n € w \ {0}, esto se
establece en el Corolario 3.10.

Corolario 3.10 (ZFC). Para cada n € w\ {0}, R = R" como
grupos abelianos. Mds aiun, R =2 C como grupos abelianos.

Demostracion. Sea n € w '\ {0}. Notemos que gR" satisface que

b=
i=1

donde

R ={(z1,...,2n) |z € R,z; =0si j # i}
para cada i € {1,...,n}. Ademds, gR; =g R para cada i €
{1,...,n}. Aplicando propiedades de las sumas directas, el Teore-
ma 1.55, el Teorema 3.9 y aritmética cardinal, se tiene lo siguiente:

dim (gR") = dim (Q é]&) = z": dim (gR;) Z dim (gR)

es decir, dim (gR") = dim (gR). Por el Teorema 1.55, gR =g R".

Finalmente, por lo realizado anteriormente, gR =g R? y se
sabe que Q]R2 =p C, en consecuencia, gR =g C. Por lo tanto,
queda probado el resultado. ]



3.2. CONDICIONES DE EXISTENCIA DE FANL 65

3.2. Condiciones de existencia de FANL

En esta seccién, nos enfocaremos en describir las condiciones
que se requieren para garantizar la existencia de funciones adi-
tivas no lineales. Dentro de las condiciones que destacan son la
existencia de bases para gR, la existencia de isomorfismos entre
R y C como grupos abelianos, la existencia de isomorfismos entre
R y Q@ x R como grupos abelianos y la existencia de automor-
fismos no continuos en C. Si bien es cierto que las condiciones
antes mencionadas son consecuencias del Axioma de Eleccién no
necesariamente son equivalentes, por ejemplo, en la Seccién 4.2,
se describe un modelo donde existen bases de gR y no se cum-
ple el Axioma de Eleccién. Sin embargo, tales condiciones que no
llevan necesariamente la fuerza total del Axioma de Eleccién, son
suficientes para la existencia de funciones aditivas no lineales.

3.2.1. Existencia de bases para gR

En esta parte exhibiremos que es suficiente suponer la exis-
tencia de bases para gR para obtener la existencia de funciones
aditivas no lineales, hip6tesis que le hemos llamado BRQ (Hipdéte-
sis 1).

Teorema 3.11. (ZF+BRQ) Ezisten funciones aditivas no linea-
les.

Demostracion. Sea B una base para gR. Consideremos x € B fijo
y la funcion
g: B - R
x — 1
B\{z}>y — 0

que claramente estd bien definida. Por la propiedad universal de
las bases, existe una unica transformacion lineal, ¥ :g R —q R,
que hace conmutativo el diagrama

B*g>QR

| A

oR.
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Si elegimos y € B\ {x}, por un lado tenemos que

02 (gz) =1(y) =0

X

es decir, (%x) = 0. Por otro lado, se tiene que

Yy Yy

Tab(z) = 2

Ly(e) =2

es decir, Lip(z) = £. Puesto que £ # 0, concluimos que ¢ (4x) #
Z4p(x), concluyendo asf que ¢ es una funcién aditiva pero no lineal.
O

Si bien podemos notar que la funcién ¢ definida en el Teorema
3.11 no es isomorfismo de grupos abelianos, pues ¥ (0) = 0 = ¥(y)
con y # 0. Ahora, vamos a demostrar que bajo la hipétesis BRQ,
también podemos construir isomorfismos de grupos abelianos en
R que no son lineales.

Teorema 3.12 (ZF+BRQ). Existen isomorfismos de grupos abe-
lianos en R que no son lineales.

Demostracion. Consideremos B una base para gR. Por el Teorema
3.1, podemos asegurar que B tiene mas de dos elementos distintos.
Sean x,y € B fijos con x # y. Definamos la funcion

f: B —- R
x =y

Yy =T
B\{z,y} >z — =z

Es claro que f estd bien definida. Por la Propiedad universal de
las bases, existe una tnica transformacién lineal ¢ :g R —q R que
hace conmutativo el diagrama

B4f>QR

| <

oR

es decir, p g = f. Es claro que ¢ es una funcioén aditiva.
Vamos a probar que ¢ no es lineal en gR. Para probar esto,
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obsérvese que como z,y € B y B es linealmente independiente
en gR, tenemos que  # 0 e y # 0, luego £ € R. Notemos que

@ (%x) =py) ==

p(r) ="y ="

Y
T X

Yoy
x

y 2

Ahora bien, si ¢ (ICL‘) = Yo (x), entonces x = yxj, luego z2 = 32,
por lo que (z — y)(z + y) = 0. Por otro lado, dado que = # y,
x —y # 0, lo cual implica que = + y = 0. En consecuencia, {z,y}
es un conjunto linealmente dependiente en gR contenido en B, de
donde B es linealmente dependiente en gR, lo que contradice el
hecho de que B es una base de gRR. Por lo tanto, ¢ (%x) # Lo (x),
concluyendo asi que ¢ no es una transformacion lineal en gR.
Notemos que por la construccién de ¢, se tiene que p(B) = B,
de modo que ¢ mapea una base de gR en una base de gR, por
consiguiente, ¢ es un isomorfismo. Por lo tanto, ¢ satisface la
propiedad deseada. O

De los Teoremas 3.11 y 3.12, podemos concluir que en ZF', bajo
la hipétesis BRQ, hay funciones aditivas no lineales, las cuales
pueden ser isomorfismos de grupos abelianos o no.

Dado que en ZFC podemos asignar cardinales a los conjuntos,
en esta teoria, podemos contabilizar a las funciones aditivas, tanto
a las lineales como a las no lineales.

Teorema 3.13 (ZFC). Se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) Exzisten ¢ = 2% funciones aditivas lineales.
(2) Euisten 2¢ = 22°° funciones aditivas no lineales.
Demostracion.

(1) Para cada ¢ € R, denotemos f. como en el Ejemplo 2.3.
Por el Teorema 2.8, tenemos que

Endr(R) = {f. | c € R}.
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Consideremos la funcion

oc: R — FEndr(R)
c fe-

Es claro que o es una funcién suprayectiva. Ahora, si
c1,c2 € Ry c1 # cg, entonces fe, (1) # fe,(1), en con-
secuencia, fe, # fe,, 0 sea, o(c1) # o(c2). Asi, o es una
biyeccién y consecuentemente

|Endr(R)| = c.

(2) Consideremos B una base de gR. Por la Propiedad uni-
versal de las bases, |Endg(R)| = |RP|, ademds, por el
Teorema 3.9, se tiene que |B| = ¢. Utilizando aritmética
cardinal, tenemos que

280
|Endg(R)| = |RP| = [R|'P = (2N0> _ g%

— 22N0 — 2(

es decir, |Endg(R)| = 2°. Aplicando aritmética cardinal y
(1), se tiene que

2° = |Endg(R)| = [Endr(R) U (Endg(R) \ Endr(R))|
= |Endg(R)| + [Endg(R) \ Endg(R)|
= ¢+ |Endg(R) \ Endg(R)|

obteniendo asi que | Endg(R) \ Endgr(R)| = 2¢, como desedba-
mos.

De esta manera concluimos la prueba del teorema. O

Corolario 3.14 (ZF+BRQ). Ezisten funciones f : R — R cuya
grdfica es densa en R?. Estas funciones pueden ser isomorfismos
de grupos abelianos o no.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 2.15, 3.11 y 3.12. O
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3.2.2. Otras condiciones de existencia de FANL

En este apartado vamos a exponer otras condiciones que son
suficientes para la existencia de funciones aditivas no lineales.

Anteriormente probamos que la existencia de un isomorfismo
entre R y C como grupos abelianos es consecuencia de asignarle
una dimensién a gR, para lo cual es fundamental el Axioma de
Eleccién. También probamos que en ZF+BRQ), las bases de gR
son Dedekind-infinitas, a consecuencia de este hecho se establecid
que R =2 Q x R como grupos abelianos. En el Teorema 3.16, pro-
baremos que en ZF, es suficiente suponer que RZC SR =ZQ xR
como grupos abelianos para asegurar la existencia de funciones
aditivas no lineales. Antes probamos un lema que nos serd de ayu-
da.

Lema 3.15. Sea f € Endgr(R). Entonces f =0, si y solo si, f no
es 1nyectiva.

Demostracién. Si f =0, es claro que f no es inyectiva.

Supongamos ahora que f no es inyectiva, luego existen x1, zs €
R tales que x1 # x2 pero f(z1) = f(x2). Dado que f es lineal, por
el Teorema 2.8, existe ¢ € R tal que f = f., asi, tenemos que

cry = fe(r1) = fe(w2) = cxy

por consiguiente ¢(x1 — x2) = 0, como x1 — 25 # 0, se obtiene que
¢ = 0. Por lo tanto, f = 0. O

Podemos notar que 0 € Endg(R) y no es suprayectiva.

Teorema 3.16 (ZF). SiR=C 6 R = Q xR como grupos abe-
lianos, entonces existen funciones aditivas no lineales.

Demostracion. Supongamos primero que R 2 C como grupos abe-
lianos. Vamos a construir una funcién f : R — R aditiva y no li-
neal. Para esto, consideremos ¢ : R — C un isomorfismo de grupos
abelianos y consideremos la funcién

h: C — R
Ty —
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que claramente esta bien definida. Proponemos f = hoy : R — R.
Notemos que para x1 + iy, x2 + iy2 € C, se cumple que

h((z1 +iy1) + (w2 +iy2)) = h((@1 + 22) +i(y1 + y2))
=T + X2
= h(x1 +iy1) + h(za + iy2)

concluyendo asi que h es un morfismo de grupos. Ademés, notemos
que si x € R, considerando z = x + i0, se cumple que x = h(z),
exhibiendo asi que h es una funcién suprayectiva. Como f es com-
posicién de morfismos suprayectivos de grupos, es un morfismo
suprayectivo de grupos, de modo que f es una funciéon aditiva
suprayectiva.

Mostraremos que f no es una funcién inyectiva. Notemos que
h no es inyectiva, pues h(1) = h(1 4+ i) =1 con 1 # 1 + i. Consi-
deremos z1, 29 € C, 21 # 29 tales que h(z1) = h(z). Como ¢ es
biyectiva, existen 1,22 € R, 1 # 22 de modo que z3 = ¢(z1) vy
@(x2) = z2. Observemos que

f(x1) = (hop)(z1) = h(p(21)) = h(z1) = h(22) = h(p(z2))
= (hop)(x2) = f(a2)

es decir, f(x1) = f(x2) con x; # x2. Por consiguiente, f no es
inyectiva. Como f es una funcion suprayectiva y no inyectiva, por
el Lema 3.15, f no puede ser lineal. Por lo tanto, f es una funcién
aditiva no lineal.

Si R 2= Q x R como grupos abelianos, entonces existe un iso-
morfismo de grupos abelianos ¢ : R — Q x R. Consideramos la
funcién

E: QxR — R
(¢,z) —

y proponemos la funcién g = kot : R — R. Razonando como en el
caso R 2 C, concluimos que g es una funcién aditiva no lineal. [J

Finalmente mostraremos que también es posible construir fun-
ciones aditivas no lineales a partir de automorfismos no continuos
en los complejos.

Definiciéon 3.17. Sea K un campo. Un endomorfismo en K es
una funcion f: K — K tal que
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(1) Para cada a,b € K, f(a+b) = f(a)+ f(b).
(2) f(1) =1.
(3) Para cada a,b € K, f(ab) = f(a)f(b).
Si f es biyectiva, decimos que f es un automorfismo en K.

FEn el Lema 3.18, mostraremos cudles son los automorfismos en
R y los automorfismos continuos en C.

Lema 3.18 (ZF). Se cumple lo siguiente:
(1) El tinico automorfismo en R es la funcién identidad.

(2) Los tnicos automorfismos en C que fijan a los reales son
la identidad y la conjugacion compleja.

(8) Los inicos automorfismos continuos en C son la funcion
identidad y la conjugacion compleja.

Demostracion.

(1) Es claro que la funcién identidad es un automorfismo en
R.

Ahora consideremos f : R — R un automorfismo. De-
bemos probar que f(x) = x para cada z € R. Notemos
primero que por (1) de la Defincién 3.17, f es una fun-
cién aditiva. Por el Lema 2.4, se tiene que f(0) = 0y
f(=x) = — f(x) para cada z € R. Ademds, por (2) de la
Definicién 3.17, se cumple que f(1) = 1.

Mostraremos que f(n) = n para cada n € w, lo cual se
hard por induccién sobre n. Si n = 0, f(n) = n por lo
comentado anteriormente. Ahora, si f(n) = n paran > 1,
se tiene que

0+ 1) = f(n) + f(1) = n+ 1

es decir, f(n + 1) = n + 1. Por lo tanto, f(n) = n para
cada n € w.

Sim € Z_, entonces —m € w, luego
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es decir, f(m) = m cuando m € Z_. Asi, f(n) = n para
cada n € Z.

Ahora, notemos que si n € w \ {0}, entonces

1=f)=f (in) =/ (i) f(n)=nf (i)

es decir, nf (%) = 1, en consecuencia, f (%) = % para cada
n € w\ {0}. De esta manera, si ¢ € Q, supongamos sin
pérdida de generalidad que ¢ = ™ conm € Zy n € w\{0}.
Entonces se tiene que

f =1 (%) =1 (m ) = s () =

=q

es decir, f(q) = ¢, lo cual sucede para cada q € Q.

Falta ver que f(x) = x cuando € R\ Q. Para probar esto,
mostraremos primero que f es estrictamente creciente. En
efecto, si z,y € Ry x < y, entonces y — 2 > 0. Por
propiedades de los niimeros reales, existe b € R tal que
b>0yy—ax=0b% Al ser f automorfismo, se tiene que
fly —x) = f(b?) = f(b)% Se cumple que f(b)?> > 0, pero
si f(b)? =0, entonces f(y —z) =0 con y — x # 0, lo cual
es imposible debido a que f es inyectiva. En consecuencia,
F(8)* > 0, 0sea, f(y—x) > 0, pero f(y—z) = f(y)— f(x),
asi que f(y) > f(z), o bien, f(x) < f(y). Se sigue que f es
estrictamente creciente. Finalmente, si z € R\ Qy f(z) #
x, por tricotomia, x < f(z) 6 f(z) < x. Si z < f(x), por
la densidad de Q en R, se tiene que existe r € QQ tal que
x <71 < f(x), entonces f(x) < f(r) =r < f(x), es decir,
f(z) < f(x), lo cual es absurdo. Si f(z) < z, similarmente
f(z) < f(z), lo cual es imposible. Por lo tanto, f(z) =«
para cada z € R.

Es claro que la funcién identidad y la conjugacién compleja
son automorfismos que fijan a los reales. Si f : C — C es
un automorfismo que fija a los reales, entonces
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es decir, f(i)2 = —1, de modo que f(i) = —i é f(i) = 1.
Asi que si z = x + yi € C, entonces

f(2) = fle+yi) = fl2) + ) f(i) =z +yfi)

de forma que f(z) = z+yi 6 f(2) = x—yi, 0 sea, f(z) =z
6 f(z) = Zz, lo cual sucede para cada z € C. Por lo tanto,
se concluye lo deseado.

Es claro que la funcién identidad y la conjugacién compleja
son automorfismos continuos.

Consideremos ahora f : C — C un automorfismo continuo.
Basta demostrar que f fija a los reales. Recordemos que
si z € R, se puede identificar en C como x + 0i. Mutatis
mutandis la prueba de (1), se exhibe que f(g) = ¢ para
cada ¢ € Q. Tomemos ahora x € R\ Q arbitrario y fijo.
Es sufiente demostrar que |f(z) — z| < € para cada € > 0.
En efecto, consideremos € > 0. Como f es continua en x,
existe 91 > 0 tal que

Vze C(lz —z| <61 = |f(2) — f(x)] <e).

Luego, 0 = min{d1, 5} > 0, por la densidad de Q en R,
existe r € Q tal que |x — r| < 0, entonces se tiene que

[f(z) — 2| < [f(z)

= |f(z)

_l’_

fr)+1f(r) — =
)l +1r —z|

A

£ °
2 2

=€

es decir, |f(z) — x| < €, lo cual ocurre para cada € > 0,
por lo tanto, f(x) = z para cada z € R. De (2) se sigue lo
deseado.

De esta manera se concluye la prueba del lema. O

Es conocido que en ZFC, se pueden construir automorfismos

en C que no son continuos. Para més detalles sobre este hecho se
remite al lector interesado a [25].
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Para concluir esta seccion, en el Teorema 3.19, se mostrard
que es suficiente asumir los axiomas de ZF maés la existencia de
automorfismos no continuos en C para construir funciones aditivas
no lineales.

Teorema 3.19 (ZF). Si existen automorfismos no continuos en
C, existen funciones aditivas no lineales.

Demostracion. Sea g : C — C un automorfismo no continuo. Pro-
ponemos f : R — R, dada por f(x) = Im(g(z)) para cada = € R.
Es claro que f es una funcién aditiva. Si f es lineal, por el Teorema
2.8, existe ¢ € R tal que f(z) = cx para cada x € R. Luego, se
tiene que

c=c-1=f(1)=1Im(g(1)) =Im(1)=0

es decir, ¢ = 0, asi que I'm(g(x)) = 0 para cada z € R, de modo
que g manda reales en reales. Ademas, de (2) de la Definicién 3.17,
se tiene que g(1) = 1 y por (1) de la Definicién 3.17, g es aditiva.
Aplicando el Lema 2.4, se cumple que g(—1) = —g(1) = —1, es
decir, g(—1) = —1, en consecuencia, —1 = g(—1) = g(i%) = g(i)?,
por consiguiente g(i) = i 6 g(i) = —i. De esta manera, para z =
x + yi € C, se tiene que

9(2) = g(z +yi) = g(z) + g(y)g(i)

de modo que g(z) = g(z) + g(y)i 6 g(2) = g(x) — g(y)i, con
g(z),g(y) € R. Esto nos permite concluir que g(R) = R. Por
consiguiente, ggr : R — R es un automorfismo. De (1) del Lema
3.18, se sigue que gjg = idg. Aplicando (2) del Lema 3.18, conclui-
mos que g es la funcion identidad o es la conjugacién compleja, en
consecuencia, g es un automorfismo continuo, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, f es una funcién aditiva no lineal. O

3.3. Una aplicacién a los Lebesgue-medibles

Para concluir este capitulo, vamos a mostrar una aplicacién
de las funciones aditivas no lineales al andlisis matemdtico, en
particular, a la teoria referente a los conjuntos Lebesgue-medibles.
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En el Corolario 2.14, se probé que la linelidad de una funcién
aditiva es equivalente a su integrabilidad (en el sentido de Rie-
mann) en algin intervalo acotado. En el Teorema 3.21, mostrare-
mos algo parecido respecto a la medibilidad de Lebesgue. Antes
de probar el Teorema 3.21, probaremos el Lema 3.20, que nos sera
de ayuda.

Notacién 13. Sean A, B C R. Denotamos:

A+B={a+blac Abe B}
A-—B={a—-blaec Abe B}.

Lema 3.20 (Propiedad de Steinhaus). Sea £ C R Lebesgue-
medible tal que A(E) > 0. Se cumple que existe 6 > 0 tal que
(—0,0) CE—E.

Demostracion. Realizaremos la prueba primero para el caso en
el que A(E) < oo. Por la regularidad interior de la medida de
Lebesgue, se tiene que

AE) = sup{\(K) | K es compacto y K C E}.

Puesto que @ > 0, existe K C F, K compacto tal que
ANE) — )\(?)E) < AMK)
esto es
20(B) < AMK). (3.2)

3
Luego, se tiene que A(K) > 0, ademés % — % > 0. Por la
regularidad exterior de la medida de Lebesgue, se cumple que

A E) = inf{\(O) | O es abierto y E C O}
de modo que existe O C R, O abierto tal que E C Oy

A0) < A(E) + “Ef( ) _2A(E)
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esto es

(3.3)

De las ecuaciones (3.2) y (3.3), se tiene que

AE) n ANK)

AO0) < 3 3
_1IN(K)
6
< 2M(K).

De esta manera, hemos probado que existen K,O C R, K com-
pacto, O abierto tales que

KCECO (3.4)

2A(E)
3

< MK) < M0) < 2A(K). (3.5)

Ahora bien, como K C O, se tiene que x € O para cada = € K.
En virtud de que O es abierto, para cada x € K, existe d, > 0 tal
que (x — g, + 05) C O. Asi, se sigue que

{5 3))
2’ 2 zeK

es una cubierta abierta de K. Dado que K es compacto, existe
m € w\ {0} tal que

Consideremos
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y U = (—0,0). La idea es demostrar que U C E — E. Para esto,
probaremos primero que U + K C O. Consideremos y € U +
K, luego existen u € U y k € K tales que y = u + k. Como

k € K, por la ecuacién (3.6), existe t € {1,...,m} tal que k €
Oy

(xt — %,wt + = ) Ademas, tenemos que § < %t, asi que U C
(—‘;—t, %), entonces u € (—‘;—t, %) De esta manera, se tiene que
0t 0t
—— <u< = 3.7
N
0 0.
xt—§t<k<xt+§t. (3.8)

Sumando las desigualdades (3.7) y (3.8), se obtiene que
T — 0 <u+k<xp+ 0
es decir
Tp— 0y <Y <+ 04

concluyendo que y € (zy — &, ¢ + ;). Se sigue que
m
U+ K C U(mt—dt,xt—i—ét) CcCoO
j=1

es decir, U + K C O.

Ahora, vamos a demostrar que U C K — K. Consideremos
u € U, observemos primero que K COyu+ K CU+ K CO,es
decir, u + K C O, en consecuencia,

(u+ K)UK CO. (3.9)

Supongamos que (u+ K)N K = (). Por un lado, de la aditividad y
la invarianza bajo traslaciones de la medida de Lebesgue, se tiene
que

Mu+EK)UK) = Au+ K) + AK) = MK) + A(K) = 2A(K)
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es decir, A((u+ K)UK) = 2\(K). Por otro lado, de las ecuaciones
(3.5) vy (3.9), se tiene que

OA(K) = M(u+ K) UK) < MO) < 2\(K)

es decir, 2A\(K) < 2A(K), lo cual es absurdo. Por consiguiente,
(u+ K)N K # 0, de modo que existen ki,ky € K tales que
k1 = u 4+ ko, obteniendo que u = k1 — ky € K — K, es decir,
u € K — K. En consecuencia, se establece que U C K — K, ademas,
dado que K C F, se cumple que K — K C F — E, de manera que
UCFE-FE.

Finalmente, si A\(E) = 0o, como

[e.9]

R = U [—n,n]

se tiene que

E= U (EN[—n,n]).

n=1

Es facil ver que (E N [—n,n]);7; es una sucesién creciente de con-

juntos, por la Proposicién 1.76, se tiene que

0o =AE) =\ (U (EN [—n,n])) = lim A(EN[-n,n]).

Por consiguiente, existe ng € w \ {0} tal que
0 < A(EN[—ng,nol) < 2np < oo.

Denotemos A = E N [—ng,np|, como 0 < A(A) < oo, usando el
caso anterior, existe § > 0 tal que

(-0, 0)) CA—ACFE—-F
es decir, (—4,d) C E—FE. Por lo tanto, queda probado el lema. [J

Teorema 3.21. Sea f: R — R una funcion aditiva. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es lineal.
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(2) f es Lebesgue-medible.

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que f es lineal. Por el Teo-
rema 2.9, f es continua, por consiguiente, f es Lebesgue-medible.

(2) = (1): Supongamos que f es Lebesgue-medible. Vamos a
demostrar que f es acotada en algtin intervalo acotado. Conside-
remos para cada n € w \ {0}, el conjunto

An = fH([=n,n]) = {z € R| |f(2)| < n}.

Como f es Lebesgue-medible, se cumple que A, es Lebesgue-
medible, para cada n € w \ {0}. Mostraremos que (A4,)72, es
una sucesiéon creciente de conjuntos. Para esto, consideremos n €
w\ {0}. Si x € A, entonces |f(z)| < n, dado que n < n + 1,
por transitividad se tiene que |f(x)| < n+ 1, es decir, x € Ap41.
Asi, A, C A,41. Por tanto, (A,)22, es una sucesién creciente de
conjuntos.
Ahora mostraremos que

™
n=1

Es claro que | J;; A, € R. Para probar la otra contencién, note-
mos que si x € R, entonces |f(x)| € R. Por la Propiedad Arqui-
mediana, existe N € w tal que |f(z)| < N. Podemos suponer que
N # 0, asi que x € Ay. Luego, = € J,—; Ap, concluyendo que
R C ;2 A,,. De ambas contenciones se obtiene que

2 ()
n=1

Ahora bien, por la Proposicién 1.76, se tiene que

A(R) = A (G An> = lim A(4n).
n=1

En virtud de que A (R) = oo, existe m € w \ {0} tal que A(A4,,) >
0. Por el Lema 3.20, existe § > 0 tal que (—0,0) C A, — Ap,.
Proponemos I = [—4,0] y K = max{|f(d)|,2m} > 0. Vamos a
probar que |f(x)| < K para todo x € I. Para esto, notemos que
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|f(0)| < K. Ahora, como f es aditiva, por el Lema 2.4, se tiene
que

[f (=) = |=f(0)] =f(0)] < K

es decir, |f(—9)| < K. Asi, tenemos probada la desigualdad pro-
puesta para los extremos de I. Ahora bien, si x € (—4,d), como
(=0,0) C A, — Ay, se tiene que = € A, — A,,, en consecuencia,
existen a, b € A, tales que x = a — b. De esta manera se tiene que

[f(@)] = 1f(a=b)] = |f(a) = F(b)] < [fla)| +[f(D)]

<m+m=2m< K

es decir, |f(z)| < K, cuando = € (—6,0). De este modo, tenemos
probado que |f(z)| < K para todo z € I. Aplicando el Teorema
2.19, se tiene que f es lineal. O

Finalmente, en el Corolario 3.22, se prueba que la existencia de
funciones aditivas no lineales implica la existencia de subconjuntos
de los reales que no son Lebesgue-medibles.

Corolario 3.22. (ZF) Si existen funciones aditivas no lineales,
entonces existen subconjuntos de R que no son Lebesgue-medibles.

Demostracion. Sea f : R — R una funcién aditiva no lineal. Por
el Teorema 3.21, f no es Lebesgue-medible, entonces existe A C R
tal que A es abierto y f~1(A4) no es Lebesgue-medible. Asi, F =
f71(A) es el conjunto buscado. O

En la mayor parte de la literatura, por ejemplo en [8, Ejemplo
8.18, pag. 189], se prueba en ZFC la existencia de subconjuntos de
R no Lebesgue-medibles construyendo los “Conjuntos de Vitali”.
Sin embargo, mediante el Corolario 3.22, esta prueba se puede
simplificar. Esto lo presentamos en el Corolario 3.23.

Corolario 3.23. En ZFC, existen subconjuntos de R que no son
Lebesgue-medibles.

Demostracion. Por el Teorema 3.11, en ZFC, existen funciones
aditivas no lineales. Por el Corolario 3.22, existen subconjuntos de
R que no son Lebesgue-medibles. O



Capitulo 4

JExistencia de FANL
implica AC?

En este capitulo, se dara un argumento que responde si se cum-
ple o no, que en ZF, la existencia de funciones aditivas no lineales
implica el AC. Se expondrd brevemente material relacionado a
tépicos avanzados de teoria de conjuntos y forcing. Finalmente se
describird de manera general el modelo construido en [22], donde
existen bases de gR pero no existe una buena ordenacién para
los reales, por consiguiente, en virtud del Teorema 1.21, falla el
AC, ademsds, por el Teorema 3.11, en este modelo existen funcio-
nes aditivas no lineales, obteniendo asi una respuesta negativa a la
implicacién planteada. Cabe mencionar que en muchos resultados
que se expondran en este capitulo se omitiran sus demostraciones,
ya que el material que se requiere para realizarlas se escapa de los
objetivos de este trabajo. Sin embargo, en todo el material que
se exponga se proporcionaran algunas referencias donde el lector
mas interesado puede profundizar en el tema.

4.1. Tépicos avanzados de légica y conjun-
tos

En este apartado expondremos de manera general los concep-
tos que se utilizan para describir el modelo de la Seccién 6.2.

81
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4.1.1. Modelos de la teoria de conjuntos

En este apartado nos enfocaremos a exponer los conceptos bési-
cos referentes a los modelos de la teoria de conjuntos que consi-
deramos que son necesarios para el modelo que se describe en la
Seccion 6.2.

Conceptos basicos de la teoria de modelos

La légica de predicados se disené con el objetivo de construir
teorias axiomaticas formales. Empezaremos por definir un lenguaje
para la légica de predicados.

Definicion 4.1. Un lenguaje para la logica de predicados se des-
cribe de la siguiente manera:

(1) Consiste de un conjunto L, compuesto de simbolos no l6gi-
cos, el cudl estd particionado en dos conjuntos ajenos, a

saber, F y P.

(2) Los elementos de F se denominan simbolos funcionales y
los de P se denominan simbolos predicativos.

(8) Los conjuntos F y P estdn particionados por aridad, esto

€S’
Fr=U~xr
new
y
P=|]JPn
new

con Fn N Fn =0y PP, =0, sim# n, para cada
m,n cw.

(4) Para cada n € w\ {0}, los simbolos de F,, son llamados
simbolos funcionales n-arios y los simbolos de Py, son lla-
mados simbolos predicativos n-arios.

(5) Los simbolos de Fy son llamados constantes y los de Py
son llamados letras proposicionales.
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Una manera préactica de interpretar los simbolos predicativos
y funcionales es la siguiente. Si A es un conjunto no vacio, n €
w\ {0} y R C A", entonces R es un simbolo predicativo n-ario. Si
f X — A es una funcién y X C A", entonces f es un simbolo
funcional n-ario.

Para los modelos de la teoria de conjuntos que utilizaremos en
este trabajo, se tiene que £ = Py = {€}.

Una vez que tenemos definido nuestro lenguaje necesitamos
una estructura que les de sentido a nuestras formulas del lenguaje.

Definicion 4.2. Sea L un lenguaje para la l6gica de predicados.
Una estructura para L, también llamada L-estructura, es una pa-
reja A = (A,I), donde A es un conjunto no vacio llamado el
universo de A e I es una funcion I : L — I(L) que satisface:

1. Sic e Fo, entonces I(c) € A.

2. Sip € Py, entonces I(p) € 2={0,1} = {F,V}.
3. Sinew\{0} y feF,, entonces I(f): A" — A.
4. Sin€ew\ {0} yp e P,, entonces I(p) C A".

Notacion 14. Si A es una L-estructura, para cada s € L deno-
tamos por I(s) = sy.

En lo sucesivo, denotaremos por 2 a la L-estructura y por A
a SU UNIVerso.

Para trabajar con férmulas con variables libres, se requiere del
siguiente concepto.

Definicion 4.3. Sean L un lenguaje de la légica de predicados y
A una L-estructura.

(1) Si o(x1,...,2,) es una formula con todas sus variables
libres exhibidas. Una asignacion de ¢ en A es una funcidn
o tal que Im(o) C A y dom(o) es un conjunto finito de
variables tal que {xi....,x,} C dom(o).

(2) Un término t en L se construye a partir de simbolos cons-
tantes, variables y simbolos funcionales en L.

Ahora, definimos la valuaciéon de una asignacion.
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Definicion 4.4. Sean 2 una L-estructura, t un término en L y o
una asignacion parat en A. Definimos la valuacion de sigma para
t en 2, denotada por valy(t)[o] como sigue:

(1) Siz € dom(o), valy(z)[o] = o(z).
(2) Sice Fy, entonces valy(c)[o] = c.

(3) Sinew\{0} y f € F,, entonces

valm(f(tl, ‘o ,tn))[a] = fg[(valg[(tl)[O'], N ,valm(tn)[a]).

Ahora, estamos en condiciones de definir el valor de verdad
para las férmulas atomicas.

Definicion 4.5. Sean 2 una L-estructura, ¢ una formula atomica
de L y o una asignacion para p en A. Definimos el valor de verdad
para @ en A como sigue:

(1) Sip € Py, valy(p)lo] = pa.

(2) Sinew\{0} ype Py, entonces valy(p(ti,...,tn))[o] =
1, si (valy(t1)[o],...,valy(ty)]o]) € pa.

(3) ’Ualg[(tl = tg)[a] = 1, 81 valg(tl)[a] = valm(tg)[a].

Ahora, necesitamos una manera definir los valores de verdad
para féormulas no atémicas. Para esto necesitamos establecer la
siguiente notacion.

Notacién 15. Sea ¢ una formula en L, o una asignacion en A,
y € Dom(o) y a € A. Denotamos

U(y/a) = O|Dom(o)\{y} U {(y7 (Z)}

Ahora si estamos en condiciones de definir los valores de verdad
para féormulas no atémicas.

Definicion 4.6. Sean 2 una L-estructura, ¢ una formula de L y
o una asignacion para p en A. Definimos:

(1) valy(~p)[o] =1 — valy(p)[o].
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(2) Six € {N,V,=, &}, entonces valy(p*1)[o] se obtiene de
valy (p)[o] y valy(Y)[o], utilizando las reglas usuales de la
logica proposicional para \,V,= y <.

(3) valy(3xp)[o] =1, si existe a € A tal que valy(p)[o(z/a)] =
1.

(4) valy(Vxp)o] =1, si para cada a € A, valy(p)[o(z/a)] =
1.

Cuando valy(p)[o] = 1, se denota A E p[o]. Si ¢ es una sentencia
de L, denotamos valy(p) para indicar valy(@)[0] y A E ¢ para
indicar valy(p) = 1. Finalmente, si[' es un conjunto de sentencias
en L, entonces denotamos A = ' para indicar que A = ¢ para cada
pel.

Notacién 16. Sea A una L-estructura y p(z1,...,%y) una formu-
la en L con todas sus variables libres exhibidas, a1,...,a, y o =
{(z1,a1),...,(xn,an)}. Denotamos A E plo| por cualquiera de las
stguientes erpresiones:

w AEplag, ..., ay).
w (p(w1,. .. ,20))%

= (p(x1,. 0 m0)) A
Ahora estamos en condiciones de definir los conceptos de es-
tructura y subestructura elemental.

Definicion 4.7. Sean A y B L-estructuras.

(1) Decimos que A es una subestructura de B, lo cual se de-
nota por A C B si se cumple lo siguiente:
(a) AC B.
(b) Sic es un simbolo constante, entonces cy = csp.
(¢) Sip es una letra proposicional, entonces py = pss.

(d) Para cadan € w\{0}, si f es un simbolo funcional
n-ario, entonces fy = fo|an-

(e) Para cadan € w\ {0}, si p es un simbolo predica-
tivo n-ario, entonces pg = ps N A”.
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En este caso también se dice que B es una extension de
2.

(2) Sig esuna formula de L, escribimos A <, B, si para cada
asignacion o de ¢ en A, AE plo] si y solo si B F ¢[o].

(3) Se dice que 2 es un submodelo elemental de B, lo cual se
denota por A <X B, si A <, B para cada formula ¢ de L.

La siguiente propisicion se obtiene de aplicar las definiciones da-
das anteriormente.

Proposicién 4.8. Sean A, B L-estructuras tales que A C B, ¢
una formula de L. Se cumple lo siguiente:

» Si @ estd libre de cuantificadores, entonces 2 <, °B.
» Sit es un término de L y o es una asignacion para t en A,
entonces valy (t)[o] = valg(t)[o].
Modelos de la teoria de conjuntos

Una vez que hemos dado los conceptos elementales de la teoria
de modelos, nos enfocaremos en dar los conceptos que considera-
mos necesarios referentes a la teoria de conjuntos.

Definicion 4.9. El lenguaje de la teoria de conjuntos es Lc =
Py, ={€}. Un modelo de la teoria de conjuntos es una estructura

de la forma M = (M, E), donde
E={(a,b) e M x M | a € b}.

Cuando M es transitivo, se dice que MM es un modelo transitivo de
la teoria de conjuntos.

A continuacion, daremos la definicion de férmulas Ag, las cua-
les son muy importantes dentro de los modelos de la teoria de
conjuntos.

Definicion 4.10. Sea L un lenguaje que contiene al simbolo €
y posiblemente a otros simbolos. Las formulas Ag de L son las
formulas de L construidas a través de las siguientes reglas:

(1) Las formulas atomicas son Ay.
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(2) Si ¢ y 1 son férmulas Ay, entonces —p, ¢ A1, o V 1,
=1y <P son formulas Ag.

(3) Si ¢ una formula Ay, x© es una variable y t es un término
que no contiene a x, entonces Vx(x € t = ¢) y Jx(x €
T N @) son formulas Ag.

Notacién 17. Si ¢ es una formula de L, y es una variable y t es
un término de L que no contiene a y, denotamos

Ve(z et = p)=Vr ety
Jz(x €t A p) =3z € top.

El siguiente teorema nos da la razén de la importancia de las
férmulas Ag.

Teorema 4.11. Sea L un lenguaje que contiene a € y posible-
mente a otros simbolos. Sean A, B L-estructuras tales que A es
una subestructura de B y A es transitivo. Para cada formula Ag
de L, se tiene que A =, B.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién sobre el or-
den de construccién de ¢. Si ¢ es una férmula atémica, por la
Proposicién 4.8, se tiene que 2 =<, ‘B.

Ahora, sea ¢ una férmula Ay y supongamos que 2 <, B para
todas las férmulas v de orden de construcciéon menor que el de
. El argumento es sencillo cuando ¢ = =y 6 ¢ = v x ¥, con
* € {\,V,=, <}, vy ¢ férmulas Ay de L. Vamos mostrar que el
resultado se cumple cuando

o(r,x1,. .., xn) = y(y € t(z,x1, ..., 20) ANY(2,y, 21, ..., Tp))
donde 1) es una férmula Ag. Por hipétesis de induccién, A < B.
Por simplicidad de notacién, denotemos
taar,...an = valy(t)[a, a1, ..., ay] = valy(t)a, a1, ..., an)

para a,ai,...,a, € A. Sean a,ay,...,a, € A arbitrarios y fijos.

Usando la hipotesis de induccion, la transitividad de A y el hecho

de que A C B, se tiene que

AEp(a,ai,...,a,) © 30 Etoar, . an NAEY(a,b,ai,...,ay))
& 3b(b € toa,. ..an NBEY(a,b,ai,...,ay))
< BE ¢(a,a1,...,a,)
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es decir, AF ¢(a,a1,...,a,) < BE p(a,aq,...,ay).
Finalmente, notemos que si

oz, x1,...,xn) =Vyly € t(x,21,...,2n) = V(x,y,21,...,2Tp))

entonces

o, x1,. .., xy) = Jy(y € t(x,21,...,20) AN (2, y,21,...,20))

lo cual se reduce al caso anterior. Por lo tanto, 2 <, ‘B para cada
formula ¢ que es Ag. O

Observacion 4.12. Notemos que

xCy=Vzea(ze€y).

z=0=Vy €y #vy).
y=Sx)=rzcyNzCyAVzeylzexVz=u).
z=zxNy=zCaxAzCyAVwez(Vw € y(w € 2))
y={zxt=recyAvVzeylz=ux).

En consecuencia, todos los conceptos arriba mencionados se pue-
den escribir como formulas Ay de la teoria de conjuntos.

La afirmacién 2 <, ‘B se puede redefinir utilizando el concepto
de absolutez, lo cual se plantea en la siguiente definicién.

Definicion 4.13. Sean £ un lenguaje que contiene a € y posible-
mente a otros simbolos, A, B L-estructuras y ¢ una formula de

L.
(1) Decimos que ¢ es absoluta 2A B si A <, B.

(2) Decimos que ¢ es absoluta para A si A <, V, donde V es
la clase de todos los conjuntos.

Observacion 4.14. En términos de la definicion anterior, uti-
lizando el Teorema 4.11, si M C V es transitiva, entonces ¢ es
absoluta para M siempre que ¢ sea una formula Ag.

Ahora, se proporciona el concepto de interpretacion relativa
que abre la posibilidad de que el universo de alguna estructura
pueda ser una clase propia.
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Definicion 4.15. Sean I' un conjunto de axiomas en el lenguaje
{€} y L un lenguaje finito. Diremos que 2 es una interpretacion
relativa de L en T' si A consiste de una clase no vacia A y una
asignacion de entidades semdnticas s* para cada simbolo s de L.
En otras palabras

(1) Para cadan € w\{0}, si f es un simbolo funcional n-ario,
entonces f2: A" — A.

(2) Para cada n € w\ {0}, si p es un simbolo predicativo n-
ario, entonces p=t C A",

(8) Sic es un simbolo funcional 0-ario, entonces c* € A.

(4) Sip esun simbolo predicativo 0-ario, entonces p* € {0,1} =
{V,F}.

Definicion 4.16. Sean 2 una interpretacion relativa, t un término
de L y ¢ una formula de L. Entonces, t* y p®son el término y la
formula, respectivamente, que se obtienen reemplazando los diver-
sos simbolos (f,p,c) de L por sus formas relativizadas (f*,p*, ).
Ademds, relativizando todos los cuantificadores en A, es decir, re-
emplazando Yx por Vax € A y Jx por dx € A.

A continuacién, definimos la relativizacién de férmulas de la
teoria de conjuntos, lo cual se hace por recursiéon sobre la cons-
truccién de nuestras férmulas.

Definicion 4.17. Sea M una clase y ¢ una formula de la teoria
de conjuntos. Definimos la relativizacion de ¢ a M, denotada por
oM, de la siguiente manera:

(1) w=y) =z =y.

(3) (¢ A)M = M A,
(4) ()M = —gM.

(5) Fzp)M =3Ax(x € M APM) =Tz € MM,
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Observacién 4.18. FEs importante tener presente que estricta-
mente no podemos hablar de clases. Entonces, al ser M una clase
en realidad M es una formula, digamos M(v). Al ser ¢ también
una formula, al hacer la relativizacion, en realidad estamos de-
finiendo una tercera formula en la metateoria, a saber ¢ . Por
ejemplo, en el caso de la formula existencial (5) de la Definicion
4.17, en realidad deberiamos escribir Ix(M(x) A ¢™). Sin embar-
go, por cuestiones practicas es conveniente utilizar esos abusos de
notacion.

En el siguiente teorema establecemos las condiciones que debe
cumplir una clase transitiva para satisfacer los axiomas de ZFC.

Teorema 4.19. Sea M una clase transitiva. Entonces:
(1) M es un modelo del axioma de extension.
(2) M es un modelo del axioma de fundacion.
(8) Siwe M, M es un modelo del axioma del infinito.

(4) Sipara cada a,b € M, se cumple que {a,b} € M, entonces
M es un modelo del axioma del par.

(5) Si para cada a € M, se cumple que | Ja € M, entonces M
es modelo del arioma de la union.

(6) Sipara cada z € M, se cumple quey € M para caday C z,
entonces M es un modelo del axioma de comprension.

(7) Si para cada funcion f, se tiene que dom(f) € M y
Im(f) € M implica Im(f) € M
entonces M es modelo del axioma de reemplazo.

(8) Si para cada x € M, P(x) N M € M, entonces M modelo
del axioma del conjunto potencia.

(9) Si para cada familia de conjuntos A tal que:

= Ac M.
s A£D)yd ¢ A
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= A es ajena por pares

existe B € M tal que BN A es un conjunto unitario para
cada A € A, entonces M es modelo del axioma de eleccion.

Demostracion.

(1)

El axioma de extensién relativizado a M es
Vee MVye MVze M((z €z z€y) =z =y).

Para probar esto, sean a,b € M y supongamos que para
cada c € M, c € a si y solo si ¢ € B. Vamos a demostrar
que a = b. Primero tomemos u € a, como a € M y M
es transitivo, entonces a C M, por tanto u € M. Como
u € M y u € a, por hipdtesis, u € b. Por lo tanto, a C b.
Similarmente se demuestra que b C a. Por lo tanto, a = b.
De esta manera se establece el axioma de extensién en M.

El axioma de fundacién relativizado a M es

Vee M(ye M(yc€z)=Jye M(yex

AN—Jz e M(z€x Nz €vy))).
Para probarlo, sea a € M tal que anNM # (. Por el axioma
de fundacién en V, existe b € a tal que b a = (). Ahora,
como a € M y M es transitivo, entonces a C M y dado

que b € a, se tiene que b € M. Asi, b € M y es tal que
anb = (. Por lo tanto, M satisface el axioma de fundacién.

El axioma del infinito relativizado a M es:
dr € M¢(x)
donde
pr)=0exNVyex(yu{y} e x)).

Para probarlo, notemos que, como M es transitivo y las
nociones () y zU{x} se pueden expresar mediante férmulas
Ay, entonces son nociones absolutas en M. En virtud de
que w € M y ¢(w), se concluye lo deseado.
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El axioma del par relativizado a M es:
Ve e MYy € M3z € Mz = {z,y}.

Para probar esto, primero observemos que z = {x,y} se
puede escribir como

rEzZNYEzZAVuE z(u=aVu=y).

En consecuencia, {x,y} es absoluta por poder ser escrito
como una férmula Ay. Ahora, si a,b € M, por hipétesis
c¢={a,b} € M, de modo que c es el conjunto buscado.

El axioma de la union relativizado a M es
Ve e M3y € My:Ux.

Para probarlo, notemos primero que y = (Jx se puede
escribir como

(Vu € z(u Cy)) A (Vz € yFw € (2 € w)).

En consecuencia, la nocién | J = se puede escribir como una
formula Ag y por tanto es absoluta en M. Por hipétesis, si
a € M, se tiene que | Ja € M, concluyendo asf la veracidad
del axioma de la unién en M.

Consideremos una férmula de la teoria de conjuntos

¢($,y,vl, s 7UTL)

con todas sus variables libres exhibidas. El axioma esque-
ma de comprension para ¢ relativizado a M es

Yy € MVz1 € M ... Vx, € M3u € MVr € M
(reuszeyho(zy xr,. .. z0)).

Consideremos a, by, ...,b, € M arbitrarios y fijos. Por el
axioma esquema de comprensiéon en V, existe el conjunto

c={bea|¢M(a,bby,...,by)}.

Ahora bien, tenemos que ¢ C a, por hipétesis se cumple
que ¢ € M, obteniendo asi que ¢ cumple lo deseado.
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(7)

Sea ¢(z,y,x1,...,x,) una férmula de la teoria de con-
juntos con todas sus variables libres exhibidas. El axioma
esquema de reemplazo correspondiente a ¢ relativizado a
M esté dado por

Voy € M ... Vo, € M(Nx € M3y € MVye M(y =1y
e oMz, y,x1,...,20))) = Vu e M3w e MYy € M
(yeweIreMaeundM(z,y,zi,...,x,))).

Vamos a probar su veracidad. Sean m1,...,m, € M, a €
M tal que para cada x € a existe un unico y € M tal que
oM (2,9, m1, ..., my,). Consideremos la férmula

1/)(‘/1:73/71‘17"')1:71) Eye MA¢M(x7y7"B17"'?xn)'

Por el Axioma de Reemplazo en V aplicado a a, existe
un conjunto ¢ tal que para cada = € a, existe y € c tal
que ¥(z,y,x1,...,2T,). Asi, tenemos una funcién f : a —
Im(f) tal que para cada = € a, f(z) = y si y solo si
ye My ¢M(z,y,21,...,1,). Si hacemos b = Im(f), dado
que b C M, por hipdtesis, b € M. De esta manera, b es
el conjunto que satisface la tesis del axioma de reemplazo
relativizado a M.

El axioma del conjunto potencia relativizado a M es
Ve e M3y € M(y =P(x)).

Para probar esto, primero observemos que y = P(x) se
puede escribir mediante la férmula

Vz(z ey z Ca)

de modo que la sentencia y = P(x) se puede escribir me-
diante una férmula Ag, al ser M transitivo, se tiene que
la nocién y = P(x) es una nocién absoluta en M. Ahora
bien, sea a € M, por el axioma del conjunto potencia en
V, se tiene que existe P(a). Por hipédtesis, P(a)NM € M,
haciendo b = P(a) N M se cumple lo deseado.
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(9) El axioma de eleccién relativizado a M es

Vee MVye M(ycxz=y+#0)AVye MYy € M
(yeaxhy exny#y =yny =0) =3z MVye M
(yex=Jue MV e M(u' =u&u €zny)).

Para probar esto, consideremos ¢ € M una familia de con-
juntos no vacios y ajena por pares. Por hipdtesis, existe
b€ M tal que bNz = {u} para cada x € M. En con-
secuencia, b € M satisface la tesis del axioma de eleccion
relativizado a M.

Por lo tanto, se cumplen todas las afirmaciones. ]

Nociones absolutas

En la Proposicién 4.20, cuya demostracién se puede consultar
en [5, Lema 2.3.2 y Lema 2.3.3], damos muchas nociones de la
teoria de conjuntos que son absolutas en modelos transitivos.

Proposicién 4.20. Las siguientes nociones son absolutas en cual-
quier modelo transitivo de ZFC:

1. = es un conjunto transitivo.
z es un ordinal.

z es ordinal sucesor.

x =0.

x es ordinal limite.

T es un numero natural.

x C w.

T =w.

S(x) =z U{z}.

© % RS> = e

~
S

La union e interseccion arbitraria de conjuntos.

~
~

. El par no ordenado {x,y}.
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12. El congunto unitario {x}.

13. La pareja ordenada (z,vy).

14. Las propiedades x es una pareja ordenada y R es una rela-
cion.

15. Los conceptos dom(f) y Im(f).

16. Las propiedades f es una funcion, f es inyectiva, f es su-
prayectiva y [ es biyectiva.

17. El producto cartesiano x X y.

18. Los conceptos de relacion reflexiva, simétrica, antisimétrica,
transitiva, de orden, de equivalencia y de buen orden.

Definicién 4.21. Definimos la Jerarquia de Zermelo por recur-
siom transfinita de la siguiente manera:

Vo =10.
Va1 = P(Vy), para cada ordinal .

Vo, = U Vs, si o es un ordinal limite.
B<a

La clase
WF= ] Va
acOR
es llamada la clase de los conjuntos bien fundados.

Para conocer mas propiedades de la clase WF se puede con-
sultar [5] o [11].

Para concluir este apartado, damos la definicién de modelo
interior.

Definicion 4.22. Un modelo interior es un modelo transitivo M
de ZFC donde M es una clase propia.

4.1.2. Constructibilidad

En esta seccion expondremos de manera general la jerarquia
construible que fue utilizada por Godel para demostrar la con-
sistencia del Axioma de Eleccién y de la Hipdtesis del Continuo
Generalizada.
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Conjuntos definibles

Se desea que las partes definibles de un conjunto X sean sus
subconjuntos definibles a través de una férmula sin referirse a nada
que no pertenezca a X.

Para introducir este concepto, consideramos un simbolo de re-
lacién l-ario R, el lenguaje L& = L¢ U {R}. En este caso, un
modelo de Eé consiste de un par de conjuntos (X, A), siendo X
el universo del modelo y la interpretacién de R es la pertenencia
a A. No se pide que A C X, sin embargo, se pide que (X, A) y
(X, X N A) determinen el mismo modelo de £&. Ademis, en este
caso la relacién M F ¢[t] que empleamos anteriormente, se puede
modificar a la relacién (X, A) F ¢[t], donde ¢ puede incorporar al
stmbolo relacional R.

Ahora podemos definir las relaciones definibles.

Definicion 4.23. Sean A y X conjuntos. Las relaciones definibiles
en X respecto de A son las relaciones n-arias, con n € w, de la
forma

S(X,An,¢) ={(x1,...,2n) € X" | (X, A) F ¢(z1,...,2,)}

donde ¢(x1,...,z,) es una férmula de LE con todas sus variables
libres exhibidas. Ademds, se define

Defa(X,n) ={S(X,A,n,¢): ¢ es una férmula de LL}.
Cuando A =0, escribimos Defa(X,n) = Def(X,n).

Con la Definicién 4.23, estamos en condiciones de definir las
partes definibles de un conjunto dado.

Definicion 4.24. Sean A y X conjuntos.

v Sin €w, s =(81,...,8,) € X" y S € Defsa(X,n+1),
definimos

z(X,n,s,5) ={ue X |sU{(n+1,u)eS}}

s FEl conjunto de las partes definibles de X respecto de A se
define como

Da(X)={z(X,n,s,5) | ncw,se X", S € Defa(X,n+1)}.
Cuando A = (), denotamos Da(X) = D(X).
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La demostracién del Teorema 4.25 se puede consultar en [10,
pag. 68].

Teorema 4.25. Sean A y X conjuntos. Entonces se cumple lo
stgquiente:

(1) [X]=¥ C Dy(X) C P(X).
(2) X € Da(X).
(3) XN AeDaX).

(4) Si X es transitivo, entonces X C Dy (X). En consecuen-
cia, DA(X) es transitivo.

(5) Si X es finito, entonces Dy(X) =P(X).

La jerarquia constructible

Estamos en perfectas condiciones de definir la jerarquia cons-
tructible.

Definicion 4.26. Sea A un conjunto. Definimos la jerarquia de
los conjuntos constructibles respecto de A, por recursion transfinita
como sigue:

Ly[A] = 0.
Lo+1[A] = Da(Lu[A]), para cada ordinal c.

L,[A] = U Da(Lg[A]), sia es un ordinal limite.
B<a

La clase de los conjuntos constructibles respecto de A se define
como
LAl = ] LalAl.
acOR
Cuando A = 0, denotamos L,[A] = Lo para cada o« € OR y
L[A] = L.

En el Teorema 4.27, cuya prueba se puede consultar en [10,
pag. 71], nos proporciona propiedades de interés para la jerarquia
constructible respecto de un conjunto.
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Teorema 4.27. Sea A un conjunto. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) Para cada o € OR, se tiene que Ly[A] es un conjunto
transitivo.

(2) L[A] es una clase transitiva.
(3) Para cada o, 3 € OR, oo < 3 implica que Lo[A] C Lg[A].

(4) Para cada oo € OR, se tiene que [Lo[A]]<Y C Lat1[A] C
P(LalA]).

(5) Para cada n € w, se tiene que Ly[A] = V.

(6) L,[A] =V,.

(7) Para cada o € OR, se tiene que Lo[A] N OR = «.
(8) OR C L[A].

(9) Si A= AN L[A], entonces Lo[A] = Lo|A], L[A] = L[A] y
A€ LA

Teniendo definida la jerarquia construible se puede plantear el
Axioma de constructibilidad, que enunciamos a continuacién.

Axioma 21 (De constructibilidad). V= L, es decir

Vz(da € OR(x € Ly)).

La prueba del Teorema 4.28 se puede consultar en [23, pag.
80].

Teorema 4.28 (Godel). Sea E un conjunto o clase propia. En-
tonces L|E] F ZFC.

Observacién 4.29. Si A es un conjunto o clase propia, una de-
finicion alternativa de L[A] es que L[A] es el menor modelo tran-
sitivo de ZFC que contiene a A.
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Constructibilidad relativa

En este apartado, presentaremos una variante de la jerarquia
constructible, la cual también es utilizada en el modelo planteado
n [22]. Antes de proceder a definir dicha jerarquia, es necesario
definir la clausura transitiva de un conjunto como lo hacemos a
continuacién.

Definicion 4.30. Sea x un conjunto.
(1) Definimos por recursion sobre w los siguientes conjuntos:
» W2 =2,
» Para cadan € w:

Untly = u(U).

(2) La cerradura transitiva de x, denotada por ct(x), se define
por

ct(x) = U Uz,

new

En la Proposicién 4.31, se describen propiedades de interés que
satisface la clausura transitiva de un conjunto.

Proposicion 4.31. Sea x un conjunto. Se tienen las siguientes
propiedades:

(1) ct(x) es un conjunto transitivo y x C ct(x).
(2) Sit es un conjunto transitivo y x C t, entonces ct(zx) C t.
(8) Siy es un congunto tal que x C y, entonces ct(x) C ct(y).
(4) Para cada a € z, ct(a) C ct(z).
(5) ct(x) =2 UJ,e, ctla).

Demostracion.

(1) Mostremos primero que ct(z) es un conjunto transitivo.
Para esto, tomemos a € ct(x). Debemos mostrar que a C
x, para hacerlo tomemos w € a. Como a € ct(z), existe
n € w tal que a € U™x. Puesto que w € a y a € U'x,
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entonces w € U(U"z) = Uz, pero Utle C ct(x), en
consecuencia, w € ct(z). Por lo tanto, a C ct(x) y asi se
exhibe que ct(x) es un conjunto transitivo.

Para ver que z C ct(z), observemos que z = Uz con
0 € w, de modo que = € {U"z | n € w}, por consiguiente,
x C ct(x).

Supongamos que ¢ es un conjunto transitivo tal que x C
t. Para mostrar que ct(z) C t, es suficiente mostrar que
U™x C t para cada n € w, lo cual haremos por induccion
sobre n. Si n = 0, se tiene que U"x = = C t, asi que
U"x C ¢t cuando n = 0.

Para nuestra hipétesis de induccion, supongamos que
Utz Ct

para n > 0. Si y € UMz, existe w € Uz tal que y € w.
Por hipétesis de induccion, Uz C t. Dado que w € Uz,
se tiene que w € t, pero t es transitivo, asi que w C t.
En virtud de que y € w, se tiene que w € t. Por lo tanto,
U™tz C t. De esta manera se exhibe que Uz C t para
cada n € w, en consecuencia, ct(z) C t.

Por (1) y nuestra hipdtesis, tenemos que = C y C ct(y),
asi que = C ct(y). Luego, ct(y) es un conjunto transitivo
tal que x C ct(y), por (2), se tiene que ct(x) C ct(y).

Sea a € x, como x C ct(x) y a € z, se tiene que a € ct(z),
al ser ct(x) transitivo se tiene que a C ct(x). Asi, ct(x)
es un conjunto transitivo tal que a C ct(z), por (2), se
concluye que ct(a) C ct(x).

Por simplicidad de notacién, denotemos b = zUlJ,,, ct(a).
Mostraremos primero que ct(x) C b. Es claro que x C b, de
modo que basta mostrar que b es transitivo. Para probarlo,
tomemos u € b. Si u € x, se tiene que

u C ct(u) C U ct(a) Cb

acx
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es decir, u C b. Si u € (U, ct(a), existe w € = tal que
u € ct(w). Como ct(w) es transitivo y w € ct(w), se tiene
que u C ct(w). De esta manera, se tiene que

u C ct(w) C U ct(a) Cb

acx

es decir, u C b. Por lo tanto, b es un conjunto transitivo
que contiene a x, por (2), se tiene que ct(z) C b.

Para mostrar que b C ct(z), notemos por un lado que x C
ct(x). Por otro lado, usando (4) se tiene que ct(a) C ct(x)
para cada a € x, en consecuencia, | J,c, ct(a) C ct(x). Por
tanto, b C ct(x). De ambas contenciones se concluye que
ct(x) = b.

Asi terminamos la prueba del teorema. ]

Una vez que hemos definido la clausura transitiva de un con-
junto estamos en condiciones de definir la jerarquia constructible
sobre un conjunto.

Definicion 4.32. Sea A un conjunto.

= Definimos por recursion transfinita la siguiente sucesion de
conjuntos:

Lo(A) = ct(A) U {A}.
Lat1(A) =D(Ly(A)), para cada ordinal c.
Lo(A) = U Lg(A), sia esun ordinal limite.

B<a

= Definimos la clase de los conjuntos construibles sobre A co-
mo
L(A) = | La(4).

acOR

Es importante mencionar que no debemos confundir las je-
rarquias L[A] y L(A), pues estas son diferentes. La primera di-
ferencia que podemos notar es que en Lo[A] = () mientras que
Lo(A) = ct(A) U {A}. Anteriormente vimos que no necesaria-
mente se cumple que A € L[A] mientras que siempre ocurre que
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A € L(A). Podemos darnos cuenta de que en L[A], el conjunto A
es utilizado dnicamente como referencia para construir conjuntos
mientras que en L(A), el conjunto A y los elementos de su clausura
transitiva se admiten desde un inicio como constructibles.

A continuacién se enuncian dos teoremas de interés analogos a
los de la jerarquia L[A]. Los Teoremas 4.33 y 4.34 se encuentran
en [10], en esta ultima referencia se omiten sus demostraciones
comentando que sus respectivas pruebas son similares a las ver-
siones andlogas de la jerarquia L[A]. Cabe sefialar que las pruebas
de estos resultados se escapan de nuestra linea de estudio.

Teorema 4.33. Sea A un conjunto. Se cumplen las siguientes
afirmaciones:

(1) Para cada oo € OR, L,(A) es un conjunto transitivo.
(2) La clase L(A) es transitiva.
(3) Para cada o, € OR, oo < 3 implica Lo(A) C Lg(A).
(4) Para cada oo € OR, L,(A) € Lot1(A).
(5) Para cada o« € OR, Lo C Lo(A).
(6) L C L(A).
(7) Ae L(A).
Teorema 4.34. Sea A un conjunto. Entonces L(A) E ZF.

El Teorema 4.35, cuya prueba se puede consultar en [10, pag.
107] nos dice bajo qué condiciones L(A) satisface el Axioma de
eleccién.

Teorema 4.35. Sea A un conjunto. La clase L(A) cumple el Azio-
ma de FEleccion si y solo si ct(A) tiene un buen orden en L(A).

Es importante mencionar que si suponemos el Axioma de Elec-
cién, podemos garantizar que ct(A) tiene un buen orden. Sin em-
bargo, esto no es suficiente para que L(A) satisfaga el Axioma de
Eleccién, pues si este buen orden que se obtiene para ct(A) no se
encuentra en L(A), L(A) lo desconocerd, pues L(A) unicamente
conoce lo que se encuentra en ella.
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Corolario 4.36. Si A es un conjunto de ordinales, entonces L(A) F
ZFC.

Demostracion. Supongamos que A es una clase de ordinales. Co-
mo A C OR, entonces ct(A) C OR. Sabemos que la clase OR es
bien ordenada, entonces < y(4)=< Nect(A)? es un buen orden para
ct(A). En virtud del Teorema 4.34 y el Teorema 4.35, se tiene lo
deseado. O

Definibilidad por ordinales

En este apartado, se expondran los conceptos béasicos con res-
pecto a los conjuntos definibles por ordinales.

Definicion 4.37. Sea E un conjunto o clase propia. Se dice que
un conjunto x estd hereditariamente en E si ct(z) C E.

Definicion 4.38. Sea z un conjunto o clase propia.

(1) Denotamos por OD, a la clase de los conjuntos que son
definibles por ordinales a partir de elementos de z, es de-
cir, z € OD, siy solo si existen una formula ¢ de la teoria
de conjuntos, ai,...,an € OR, y1,...,ym € 2 tales que
para cada u,

UEXT S G(Uy Ly ey Uy Yy e ey Y )-

(2) Denotamos por HOD, a la clase de los conjuntos x que
se encuentran hereditariamente en OD,, es decir

HOD, = {z | ct(x) C OD,}.

Cuando x € OD,, se dice que x es hereditariamente de-
finible por ordinales a partir de elementos de z. Cuando

2z =0, denotamos OD, = OD y HOD, = HOD.

La demostracién del Teorema 4.39 se puede consultar en [23,
pag. 86].

Teorema 4.39. Sea z un conjunto tal que z € OD,. Se cumple
que

HOD., E ZF.
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La prueba del Teorema 4.40 se puede consultar en [23, pag.
87].

Teorema 4.40. Sea z un conjunto tal que z € OD,. Si existe un
buen orden para z en OD,, entonces HOD, E ZFC. En particu-
lar, HOD = ZFC.

Para conocer mas propiedades acerca de la jerarquia definible
por ordinales se puede consultar [10], [13] o [23].

4.1.3. Forcing

La teorfa de forcing o forzamiento fue introducida por Paul
Cohen en 1962, para demostrar la existencia de un modelo de
ZFC que no satisface la Hipétesis del Continuo.

En este apartado expondremos brevemente los conceptos bési-
cos relacionados con la teoria de forcing.

Recordemos que (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado
si < es una relacion en P que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
También se dice que (P, <) es un orden parcial. A lo largo de
esta seccién, siempre que nos refiramos a un orden parcial (P, <)
asumiremos que P # () aunque no se mencione explicitamente.

Definicién 4.41. Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado
con 1 € P su elemento mayor, A y D subconjuntos de P.

(1) Se dice que la terna (P, <,1) es una nocion de forcing.
(2) A los elementos de P se les llama condiciones de forcing.

(3) Para p,q € P, sip < q se dice que p es mas fuerte que q o
que p extiende a q.

(4) Para p,q € P, se dice que p y q son compatibles, lo cual
se denota por p || q, si existe r € P tal que r <p yr <gq.
Cuando p y q no son compatibles, se dice que son incom-

patibles y se denota por p L q.

(5) A es una anticadena si para cada p,q € P, p # q implica
plag

(6) Se dice que D es abierto en P, si para cada p € D, ¢ < p
implica ¢ € D.
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(7) Se dice que D es denso en P si para cada p € P, existe
r €D tal que r < p.

(8) Sip € P, se dice que D es denso por debajo de p si para
cada q € P con q < p, existe r € D tal que r < q.

Notacién 18. Cuando no haya lugar a confusion denotaremos a
la nocidon de forcing (P, <,1) dnicamente por P, entendiendo que
< es el orden parcial en P y 1 es el elemento mayor en P.

Observacion 4.42. Si M es un modelo transitivo de ZF y (P, <
) € M, las sentencias ‘P es un orden parcial”, “D C P es denso
en P” y “D C P es denso por debajo de p € P” son absolutas en
M debido a que se pueden escribir como formulas Ag.

Mediante la siguiente proposicion se puede obtener una carac-
terizacién para las anticadenas maxima.

Proposicion 4.43. Sea P una nocion de forcing y A C P una
anticadena. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es una anticadena mdzima.

(2) Para cada p € P, existe ¢ € A tal que p || q.

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que A es una anticadena
méxima y consideremos p € P. Si p € A, consideremos ¢ = p.
Es claro que p || ¢, pues ¢ es una extensién comuin de p y ¢. Si
p ¢ A, se tiene que A C AU {p}. Si p L ¢ para cada q € A,
entonces AU {p} es una anticadena, lo cual es imposible debido a
la maximalidad de A, por lo tanto, existe ¢ € A tal que p || q.

(2) = (1): Sea B C P tal que A C B. Mostraremos que B no
puede ser una anticadena en P. Dado que A C B, existe p € B\ A.
Por hipdtesis, existe ¢ € A tal que p || ¢. Dado que A C B, se
tiene que ¢ € B. Asi, tenemos que p,q € B, p # qy —(p L q),
en consecuencia, B no es una anticadena. Por lo tanto, A es una
anticadena maxima. O

En virtud de la Proposicién 4.43, podemos definir una antica-
dena maximal como se hace a continuacion.

Definicion 4.44. Sea P una nocion de forcing. Decimos que una
anticadena A C P es mdxima si para cada p € P, existe ¢ € A tal

quep || q.
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Si asumimos el Axioma de Eleccion, el cudl es equivalente al
Lema de Zorn, se tiene que cualquier anticadena estd contenida en
alguna anticadena maxima.

Ahora, estamos en condiciones de definir el concepto de filtro
en una nocién de forcing.

Definicion 4.45. Sean P una nocion de forcing y G C P. Se dice
que G es un flitro sobre P si se cumple los siguiente:

(1) 1 € G.
(2) Para cada p,q € G, existe r € G tal quer < p yr <q.

(8) Para cada p,q € P, ¢ <p yq € G implica que p € G.

Filtros Genéricos

En este apartado daremos algunas propiedades interesantes de
los filtros genéricos sobre nociones de forcing.

Definiciéon 4.46. Sean P una nocion de forcing, D una familia
de subconjuntos densos de P y G C P un filtro. Decimos que G es
D-genérico, si para cada D € D, se tiene que D NG # ().

Dado un modelo transitivo de ZFC, se desea extender a un
nuevo modelo transitivo de ZFC, para esto se requiere agregarle
un filtro que intersecte a una buena cantidad de conjuntos densos,
de este modo garantizamos que el filtro, digamos G, tenga buena
cantidad de informacién y que no sea contradictoria. Para esto
necesitamos introducir la Definicién 4.47.

Por simplicidad, podemos suponer que nuestros modelos tran-
sitivos de ZFC som numerables aunque no se especifique.

Definicion 4.47. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P € M
una nocion de forcing y G C P un filtro. Decimos que G es P-

genérico sobre M, si para cada conjunto D C P denso tal que
D e M, se cumple que GN D # (.

La Proposicién 4.48 nos brinda algunas propiedades interesan-
tes para los filtros P genéricos.

Proposicién 4.48. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P € M
una nocion de forcing, G un filtro P-genérico y D C P tal que
D e M. Se cumple lo siguiente:
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(1) GND # 0 o existe p € G tal que r L p para cada r € D.

(2) Sip € Gy D es denso por debajo de p, entonces GND # ().

Demostracion.

(1)

Consideremos los conjuntos

A={peP|3IreD:p<r},
B={peP|VYreD:rLp},
E=AUB.

Primero notemos que en virtud de que M conoce todo lo
que interviene en F, se tiene que E € M.

Vamos a probar que E es denso en P, para esto conside-
remos p € P.Sipe€ F,esclatoquegq=p € EFyq<p.
Sip ¢ E, en particular p ¢ B, de modo que existe r € D
tal que r || p. Asi, existe s € D tal que s <py s <r. En
consecuencia, s € A C F y cumple s < p. Por lo tanto, F
es denso en P y puesto que £ € M y G es P-genérico, se
tiene que G N E # ().

Consideremos ¢ € GNE. Si g € A, existe t € D tal que
q < t, como G es filtro y ¢ € G, se tiene que t € G, asi
t € GND y por tanto, GND # (). Si ¢ € B, entonces
q € GN By consecuentemente r 1 ¢ para cada r € D.

Procederemos por contradiccién. Supongamos que p € G,
D es denso por debajo de py GN D = (). Por (1), existe
q € G tal que r L g para cada r € D. Como p,q € Gy
G es filtro, existe ro € G tal que 19 < py 19 < ¢q. Puesto
que 79 < py D es denso por debajo de p, existe sg € D
tal que so < rg. En virtud de que so < rg y ro < ¢, por
transitividad se tiene que sp < g. En consecuencia, sg || ¢
con sg € D, lo cual es absurdo. Por lo tanto, G N D # ().

De esta manera concluimos la prueba de nuestra proposicién. [

A continuacion se demostrard la existencia de filtros P-genéri-
cos donde P es una nocion de forcing. En el Teorema 4.49, se esta-
blece la existencia de filtros genéricos en un contexto méas general
de acuerdo a la Definicién 4.46.
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Teorema 4.49. Sean P una nocion de forcing, D una familia
numerable de subconjuntos densos de P. Entonces, para cada p €
P, existe un filtro D-genérico G tal que p € G.

Demostracion. Como D es numerable, podemos enumerar la fa-
milia D respecto a w, digamos que

D= (Dn)n<w~

Sea p € P arbitrario y fijo. Vamos a construir una sucesion (pn)n<w
tal que pp, € Dy ¥ prnt1 < pp <pparacadan € w. Comope Py
Dy es denso en P, existe pg € Dg tal que pyg < p. Como py € Py
Dy es denso en P, existe p1 € Dy tal que p; < pg < p. Supongamos
que para n € w con n > 1, tenemos construidos (pi)ign tales que
pi+1 < pi < py pi € Dj, para cada i < n. Como p, € Py Dpiq
es denso en P, existe pp+1 € Dypiq tal que ppy1 < pp < p. De
esta manera terminamos con la construccién de (pp)new con las
condiciones descritas al inicio. Ahora, consideremos

G={reP|Incw:p, <r}.

Vamos a demostrar que G es un filtro y p € G. En efecto, si
r,s € G, por la definicién de G, existen m,n € w tales que p,, < r,
pr < sy sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Por
la construccién de la sucesion (pp)new, se tiene que p, < pp, < 7,
por transitividad, p, < r, ademas, p, < sy como p, < p,, se tiene
que p, € G, mostrando asi la primera condicién de la definicién
de filtro..

Para la segunda condicion, sean r € GG, s € P y supongase que
r < s. Como r € G, existe n € w tal que p, < r, por transitividad,
pn < s, concluyendo que s € G. Por lo tanto, G es un filtro.

Notemos que pg < p y 0 € w, por consiguiente, p € G.

Finalmente, notemos que por la construccion de la sucesién
(Pn)new, se tiene que para cada n € w, p, € D, y como p, < pp,
pn € G, asi que p, € G N D,, exhibiendo asi que G N D,, #
para cada n € w. Por lo tanto, G es un filtro D-genérico tal que
pEeQqG. O

Sin gran dificultad, podemos notar que dados un modelo tran-
sitivo de ZFC y una nocién de forcing P € M, se tiene que un
filtro G es P-genérico si y solo G es D-genérico para cada familia
de conjuntos densos D € M.
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Corolario 4.50. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC
y P € M una nocién de forcing. Para cada p € P, existe un filtro
P-genérico sobre M tal que p € G.

Demostracion. Como M es numerable, si D € M es una familia
de conjuntos densos en P, dado que D C M, se tiene que D es
numerable ya que M es numerable. Por el Teorema 4.49, se obtiene

lo deseado. O

El Teorema 4.51, nos da una relacién entre filtros P-genéricos,
abiertos densos y anticadenas maximas.

Teorema 4.51. Sea M un modelo transitivo de ZF, P € M una
nocion de forcing y G C P un filtro. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) G is P-genérico sobre M.

(2) Para cada anticadena maxima A C P tal que A € M, se
cumple que GN A # (.

(8) Para cada abierto denso D C P tal que D € M, se cumple
que GN D # .

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que G es P-genérico sobre
M. Sea A C P una anticadena maxima tal que A € M. Conside-
remos el conjunto

D={peP|3gcA:p<q}.

Dado que M conoce todo lo que interviene en D, se cumple que
D € M. Mostraremos que D es denso en P. Para esto, considere-
mos p € P arbitrario. Como A es una anticadena maxima, existe
q € A tal que p || ¢, en consecuencia, existe r € P tal quer <py
r <gq.Asi,r <gqgconq€ A, ademés, r < p, lo que muestra que D
es denso en PP. Ahora bien, por hipétesis, GN D # 0, de modo que
podemos considerar pg € G N D. Como py € D, existe g € A tal
que pg < q. Por otro lado, como py € G, po < q y G es filtro, se
cumple que q € A, asi, ¢ € G N A, exhibiendo asi que G N A # ().

(2) = (1): Sea D C P un conjunto denso en P con D € M.
Consideremos A € M una anticadena tal que A C D y para cada
p € D, existe ¢ € A tal que p || ¢. Mostremos que A es una
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anticadena méxima, para esto consideremos p € P. Si p € D, por
la propiedad de A, existe r € A tal que p || r y hemos terminado.
Sip e P\ D, como D es denso en P, existe s € D tal que s < p,
luego, existe t € A tal que t || s. Por consiguiente, existe u € P
tal que u <ty u < s, como s < p, por transitividad, u < p y
u < t, en consecuencia, p || ¢t con t € A. Por lo tanto, A es una
anticadena maxima.

Por hipétesis, se tiene que AN G # (), entonces podemos elegir
po € ANG, dado que A C D, se tiene que pg € GN D, concluyendo
asi que G N D # (). Por lo tanto, G es P-genérico sobre M.

(1) = (3): Es claro.

(3) = (1): Sea D C P, D € M un conjunto denso en P. Consi-
deremos

E={peP|3¢geD:p<q}

Debido a que M conoce todo lo que interviene en D, se tiene
que E € M. Mostremos primero que E es denso en PP, para esto
consideremos p € P fijo. Como D es denso en P, existe ¢ € D tal
que g < p. Notemos que ¢ < qy q € FE, de modo que g € E. De
aqui se sigue que FE es denso en P. Ahora mostremos que E es
abierto, para esto observemos que si p € Ey q < p, existe r € D
tal que p < 7, luego ¢ < r con r € D, en consecuencia, ¢ € FE.
Por lo tanto, E es abierto denso en P. Por hipétesis, G N E # (),
de modo que existe pg € G N E. Como py € FE, existe s € D tal
que pg < s, dado que py € G y G es filtro, se tiene que s € G,
consecuentemente, s € G N D, de modo que G N D # (). Por lo
tanto, G es P-genérico sobre M. O

Como se mencioné anteriormente, al intentar extender un mo-
delo transitivo de ZFC, se agrega un filtro genérico GG al modelo y
de esta manera se busca agregar nuevos elementos al modelo M.
Para asegurar que se estan agregando nuevos elementos al modelo
M, se requiere que G ¢ M. Con este fin, se da la Definicién 4.52
y el Teorema 4.53.

Definicién 4.52. Sean P una nocion de forcing y r € P. Decimos
que T es un dtomo en P si no existen p,q € P tales que p < r,

g<ryplaq
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Teorema 4.53. Sean M un modelo transitivo de ZF, P € M una
nocion de forcing sin dtomos y G C P un filtro P-genérico sobre
M. Se cumple que G ¢ M.

Demostracion. Supongamos que G € M y consideremos D = P\
G. Como la diferencia de conjuntos es una nocién absoluta, se
tiene que D € M. Vamos a demostrar que D es denso en P, para
esto consideremos p € PP. Por hipdtesis, p no es un atomo, en
consecuencia, existen r,s € P tales que r < p, s < pyr L s.
Observemos que si 7 € G y s € G, entonces r || s, lo cual es
imposible. Asi, tenemos que r € D 6 s € D. Por consiguiente, D
es denso y por hipdtesis G N D # (), lo cual es absurdo. Por lo
tanto, G ¢ M. O

Extensiones genéricas

Seguimos con el objetivo de partir de un modelo de la teoria de
conjuntos M y extenderlo convenientemente a un modelo M[G],
el cudl serd justamente la extensién genérica de M que cumplird
alguna condicién deseada.

Introduciomos el concepto de los P-nombres.

Definiciéon 4.54. Sean M wun modelo transitivo de ZF, P una
nocion de forcing.

(1) Se dice que T es un P-nombre, si T es una relacion y para
cada (o,p) € T, se cumple que o es un P-nombre y p € P.

(2) La clase de todos los nombres es V*.
(3) SiP € M, entonces M¥ = VEn M.

Teniendo la Definicion 4.54, podemos definir la valuacién de
un P-nombre respecto a un filtro genérico.

Definicion 4.55. Sean P una nocion de forcing, G C P un filtro
P-genérico, T un P-nombre y M un modelo transitivo de ZF.

(1) Definimos recursivamente la valuacion de T bajo G como

¢ ={o¢|IpeG:(o,p) €T}
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(2) SiP € M, la extension genérica de M respecto de G se

define como
M[G] = {r¢ | T € M*}.

Podemos darnos cuenta de que la definicién de P-nombre es
recursiva. Cada P-nombre es una forma de referirnos a algo, donde
ese algo pertenece a la extensién genérica M[G]. De esta manera,
podemos notar que nos podemos referir a los elementos de M |G|
(que no necesariamente son elementos de M) como P nombres en
M. Esto lo podemos entender como que en M podemos hablar de
lo que sucede en M[G] a través de los P-nombres. Los P-nombres
contienen gran cantidad de informacién que puede llegar a ser
contradictoria. Se desea obtener la mayor cantidad de informacién
pero eliminando aquella que nos pueda ocasionar conflicto, por
esa razon, GG es llamado filtro, ademéds de que valuar un P-nombre
es “filtrar” informacién del P-nombre en cuestién utilizando las
propiedades del filtro G.

Definicion 4.56. Sea P una nocién de forcing y x un conjunto.
Definimos al P-nombre canonico de x como el conjunto

t=A{@1) |y e}

Lema 4.57. Sean P una nocion de forcing, G C P un filtro, M y N
modelos transitivos de ZF tal que P € M. Se cumple lo siguiente:

(1) Para cada x € M, se cumple que & € M¥ y 2¢ = x.

(2) M C M|[G].

(3) M[G] es transitivo.

(4) G € M[G].

(5) Si M CN yG e N, entonces M|G] C N.
Demostracion.

(1) Probaremos primero por €-induccién que para cada x €
M, & € VF. Observemos que

0={@.1)]yc0}=0
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(4)

asi que e VF SeazeM y supéngase que § € V' para
cada y € x. Ahora bien, tenemos que

E={(@1) |y e}

de modo que % es una relacién. Notemos que si (o, p) € Z,
entonces 0 = gy cony € x'y p =1 € P. Por hipétesis de
induccién, se tiene que § € VF. Por consiguiente, & € V.
Se sigue que & € V¥ para cada = € M.

Ahora vamos a demostrar que Zg = x para cada x € M,

lo cual también realizaremos por €-inducciéon. Observemos
que

@GZQGZ{JG|EIp€G:(a,p)€®}=@

obteniendo asi que @G = (). Para nuestra hipdtesis de in-
duccién, sea x € M y supongamos que para cada y € x, se
cumple que g = y. Utlizando la hipdtesis de induccién,
obtenemos que

to={jclyea}={ylycat=2x
es decir, ¢ = x. Por lo tanto, £ = = para cada x € M.

Sixz € M, por (1), tenemos que =z = &g € M|[G], de modo
que z € M|[G]. Por lo tanto, M C M|G].

Sea x € M][G]. Debemos mostrar que z C M|G]. Para
probar esto, notemos que existe o € M tal que

x=o0g={1¢|IpeG:(1,p) €0}

Consideremos ¢ € G arbitrario y fijo tal que (7,q) € o.
Como o0 € M y M es transitivo, se tiene que o C M,
en consecuencia, (7,p) € M, en particular, 7 € M. Asi,
hemos probado que para cada p € G tal que (7,p) € o,
se cumple que 7¢ € M|[G]. En consecuencia, x C M[G],
exhibiendo asi que M[G] es transitivo.

Consideremos
I'={(p,p)|peP}.
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Es claro que I' € V. Ademds, tenemos que

Ie={pc|lpeGt={plpeG} =G
concluyendo asi que G € M|G].

(5) Supongamos que M C N y G € N. Vamos a probar que
M[G] € N. Para esto consideremos a € M[G]. Luego,
a = 7g para algin 7 € MF¥. Dado que M C Ny 7 €
M, entonces 7 € N, ademds, por hipdtesis G € N, en
consecuencia

¢={og|IpeG:(o,p)eT}EN
o sea, a € N. Por lo tanto, M[G] C N.

De esta manera se concluye la demostracion de las propiedades
citadas. O

Nocién de forzamiento

Con los conceptos que hemos expuestos con respecto al forcing,
estamos en condiciones de presentar lo que significa la nocién de
“ forzar”.

Definicion 4.58. Sean M un modelo transitivo de ZF, P € M
una nocion de forcing, @ una sentencia de M yp € P. Se dice que
“p fuerza a p” sobre M, lo cual se denota por p II—% “p”, st para
cada filtro P-genérico G C P sobre M tal que p € G, se cumple

que M[G] E ¢.
Notacion 19.

= Por simplicidad de notacion, cuando “p fuerza a una formu-
la @, podemos considerar indistinto el uso de las comillas, es
decir, podemos suponer que p II—IE\} ““lyp H—[]P\} © signifi-
can lo mismo, a saber, que “p fuerza a @ sobre M”. Mds
aun, cuando no haya posibilidad de confusion con el modelo

M y la nocion de forcing P, podemos escribir simplemente
plF “p” o plkF .

= Sl II—IF\’/I p, se puede escribir simplemente “H—% p” o 4.
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En la Proposicion 4.59, se establecen algunas propiedades in-
teresantes de la nocién de forzamiento.

Proposicién 4.59. Sean M un modelo transitivo de ZF, P €
M wuna nocion de forcing, ¢ y ¢ sentencias de M. Se cumple lo
stquiente:

(1) Sip,q € P, plkp yq<p, entonces q - .
(2) SipeP, plk (A1) siysolosiplkepypl-.
Demostracion. Sean p,q € P.

(1) Supédngase que p I- ¢y ¢ < p. Debemos mostrar que g F .
Para probar esto, consideremos un filtro G C P P-genérico
sobre M tal que ¢ € G. Dado que ¢ € G, ¢ < py G es filtro,
se tiene que p € G, como p Ik @, se tiene que M[G] F ¢,
en consecuencia, q - .

(2) Se sigue del hecho de que si N es un modelo, entonces
NE(pAN)siysolosi NF ey NE .

De esta manera queda concluida nuestra prueba. O

Corolario 4.60. Sean M un modelo transitivo de ZF, P € M una
nocion de forcing y ¢ una sentencia de M. Se cumple que - ¢ si
y solo st pl- ¢ para cada p € P.

Demostracion. Supongamos primero que I ¢. Consideremos p €
P, como p <1y 1l ¢, por la Proposicién 4.59, se tiene que p IF .
La otra implicacién es clara. O

Definicién 4.61. Sean P una nocion de forcing, o(x1,...,xy,) con
todas sus variables libres exhibidas, p € P, 1,...,7Tn,a,b € VE.
Las siguientes definen la expresion p IF* ¢:

(1) pIF* a =10 si se cumple lo siguiente:
(a) Para cada (c,r) € a, se tiene que el conjunto
{¢<plqg<r=3d,s)eblg<sAqlt c=d)}

es denso por debajo de p.



116 CAPITULO 4. EXISTENCIA DE FANL IMPLICA AC?

(b) Para cada (c,r) € b, se tiene que el conjunto

{¢<plg<r=3d,s)calg<sAqltrc=4d)}
es denso por debajo de p.

(2) plF* a € b si el conjunto
{¢<p|3Ie,r)eblg<rAnglFra=c)}

es denso por debajo de p.
(8) plE* (Y A7), siy solo si, plt* b yplE* ~.
(4) pF* =, siy solo si, para cada q < p, =(q IF* ).

(5) p IF* 3xp(z) si el conjunto {qg < p | Jo(q IF* (o))} es
denso por debajo de p.

Nos podemos dar cuenta de que definir nocién de IH* tiene el
objetivo de mantenernos en M al hablar de él, a diferencia de la
nocién de forzar donde hacemos uso de la extensién genérica. El
Teorema 4.62, relaciona los conceptos de IF y IF*. Los argumentos
utilizados para su demostracién rebasan los objetivos de este tra-
bajo, motivo por el cual se omite. Sin embargo, al lector interesado
en su demostracién se remite a [5, Teorema 3.1.25, pag. 70] 6 [23,
Theorem 6.22, pdg. 99].

Teorema 4.62. Sean M wun modelo transitivo de ZF, P € M
una nocion de forcing, o(x1,...,Ty) una formula de la teoria de
conjuntos con todas sus variables libres exhibidas, 11, ..., € MF
y G C P un filtro P-genérico sobre M. Se cumple los siguiente:

(1) Sip e Gy ME pl* ¢o(r,...,m), entonces M[G] E
O(Tigs - Tng)-

(2) Si M|G]E ¢(Tig,---,Tng), entonces eziste p € G tal que
plIE* (11, ... Th).

Con el Teorema 4.62, podemos establecer el conocido Lema de

definibilidad. (Lema 4.63).
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Lema 4.63 (Lema de Definibilidad). Sea M un modelo de ZF,
P € M wuna nocion de forcing y ¢ una formula de la teoria de
conjuntos. Para cada p € P, se cumple que p I+ ¢, si y solo st,
MEpIF* .

Demostracion. Consideremos p € P arbitrario. Supongamos pri-
mero que p I . Vamos a demostrar que

D={reP|MErit* ¢}

es denso por debajo de p. Supogamos lo contrario, de modo que
existe ¢ < p tal que para cada r < ¢ se tiene que r ¥¥* . Por la
definicién de IF*, se tiene que g IF* =, en consecuencia, g IF —¢.
Por otro lado, como p Ik ¢ y ¢ < p, por (1) de la Proposicién 4.59,
se tiene que ¢ IF ¢, lo cual es absurdo. Por lo tanto, D es denso
por debajo de p, es decir, p IF* ¢.

Ahora, supongamos que M E p IF* ¢ y mostremos que p IF .
Sip W ¢, existe G C P filtro P-genérico tal que p € Gy M[G] ¥ ¢,
luego, M[G] F =, por (2) del Teorema 4.62, existe ¢ € G tal que
q IF* . Dado que p,q € G y G es filtro, existe r € G tal que r < p
y r < q, entonces r IF* ¢ y r IF* =, lo cual es absurdo. Por lo
tanto, p IF ¢. O

Como hemos visto anteriormente, el Lema de Definibilidad nos
permite relacionar las nociones |- y IF*, de esta manera podemos
utilizar el concepto de forzamiento manteniéndonos dentro del mo-
delo base M.

Lema 4.64 (Lema de Verdad). Sean M un modelo transitivo de
ZF, P € M una nocion de forcing y ¢ una formula de la teoria de
conjuntos. Entonces para cada filtro G C P P-genérico sobre M,
se cumple que M[G]E ¢, siy solo si, existe p € G tal que p I+ ¢.

Demostracion. Para la necesidad, supongamos que M[G] E ¢. Por

el Teorema 4.62, existe p € G tal que p IF* ¢. Por el Lema 4.63, se
tiene que p IF .

La suficiencia se sigue inmediatamente de la Definicién 4.58.

O

En palabras, el Lema de Verdad nos dice que, valga la redun-
dancia, la verdad en M|[G] estéd forzada. En virtud de los Lemas
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4.63 y 4.64, podemos conocer la verdad en M[G] sin salirnos de
M.

Corolario 4.65. Sean M wun modelo transitivo de ZF, P € M
una nocion de forcing, ¢ una formula de la teoria de conjuntos y
p € P. Se cumple lo siguiente:

(1) El conjunto
{plplFeVpl—p}

es denso en P.
(2) plF =, siy solo si, 7(3q < p(q Ik ¢)).
(3) plF Jz(p(x)), siy solo si, el conjunto
{r|3doceM:rikp(o)}
es denso por debajo de p.

(4) Siplk Jx(z € o A (x)), entonces existen ¢ < p y ™ €
dom(o) tales que q IF p(m), donde dom(c) ={r|Ip e P:
(m,p) € o}

Demostracion. Por la definicién de IF*(Definicién 4.61), se cum-
plen (1), (2) y (3) para I-* y por el Lema 4.63, se cumplen para I
En consecuencia, para concluir la prueba de este corolario basta
probar (4). Para probar (4), supongamos que p I- Jz(x € o Ap(x)).
Ahora, consideremos G C P un filtro P-genérico tal que p € G.
Luego, existe g € og tal que M[G] F ¢(ng). Por consiguiente
m € dom(o) y por el Lema 4.64, existe r € G tal que r IF (7).
Ahora bien, se tiene que p,7 € G y G es un filtro, de modo que
existe ¢ € G tal que ¢ < py g <r. Como q <ryrl¢(r), en-
tonces ¢q IF ¢(7), pero ¢ < p, de modo que ¢ satisface la propiedad
deseada. O

Observacion 4.66. Si P es una nocion de forcing y ¢ es una
formula de la teoria de conjuntos, por (1) del Corolario 4.65, para
cada p € P, existe ¢ € P tal que g < p, qIF ¢ ¢ qIF —~p. En este
caso se dice que q decide a .
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Concluimos este apartado con el Teorema 4.67, el cual nos
asegura que si partimos de un modelo de la teoria de conjuntos,
mediante la extensién genérica obtenemos de nuevo un modelo de
la teoria de conjuntos. Su demostracion escapa del objetivo de esta
tesis, razon por la que se omite. Sin embargo, su demostracién se
puede consultar en [5, Teorema 3.1.31, pag. 76] o [23, Theorem
6.24, pag. 102].

Teorema 4.67. Sean M un modelo transitivo de ZF, P € M una

nocion de forcing y G C P un filtro P-genérico sobre M. Se cumple
que M|G| E ZF. Mds ain, si M F ZFC, entonces M |G| E ZFC.

Forcing de Cohen

En este apartado vamos a definir los forcing de Cohen que se
utilizan en el modelo planteado en [22].

Notacion 20. Denotamos
C=wY={p:n—wlpes funcién yn € w}.

No debe confundirse C con el conjunto de los nimeros complejos,
pues consideramos que el contexto es claro cuando se utiliza uno
u otro significado.

En palabras, el conjunto C consta de las sucesiones finitas de
nimeros naturales. Ahora bien, definimos la relacién < en C como
sigue:

p <gq, siy solosi, g Cp.

Més explicitamente, p < g, si y solo si, existe n € w tal que p|, = q.
Es claro que < es un orden parcial en C. Ademds, # € C y es tal
que p < () para cada p € C, de modo que ) es el elemento mayor
de C respecto al orden <.

Con lo anterior, estamos en condiciones de definir el forcing de
Cohen.

Definicién 4.68 (Forcing de Cohen). La nocion de forcing (C, <
,0) es llamada el forcing de Cohen.

Teorema 4.69. Sea M un modelo transitivo de ZF. Se cumple
lo siguiente:
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(1) Ce M.
(2) C no tiene dtomos.

(8) Si G C C es un filtro C-genérico sobre M, entonces G ¢
M.

Demostracion.

(1) Como M satisface ZF, se tiene que M conoce todo lo que
interviene en la definicién de C, en consecuencia, C € M.

(2) Sea p € C. Vamos a demostrar que p no es atomo. Para
probar esto, consideremos dom(p) =n € wy m =n+ 1.
Definamos ¢ = pU {(n,0)} y r = pU {(n,1)}, se tiene
que ¢, € C,p Cqyp Cr,esdecir, g < pyr < p.
Ademas, si t € C cumple que t < ¢yt <7, entonces ¢ C t
y r C t, en consecuencia, t(n) = 0 y t(n) = 1, lo cual
es imposible debido a que t es funcién. En consecuencia,
q L r, mostrando asi que p no es atomo. Puesto que p fue
elegido de manera arbitraria, concluimos que C no tiene
atomos.

(3) Se sigue de (2) y del Teorema 4.53.
De esta manera concluimos la prueba de nuestro teorema. ]

Teniendo definido el forcing de Cohen C, estamos en condicio-
nes de definir el forcing C(a), donde « es un ordinal.

Definicion 4.70. Sea o un ordinal.

(1) Definimos el conjunto
C*={peP(axC)|p es funcion}.
(2) Para p € C%, se define el soporte de p como el conjunto
sop(p) = {8 < o | p(B) # 0}.
(3) Se define el conjunto

C(a) = {p € C* | |sop(p)| < w}.
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(4) Definimos el orden < en C(«a) de la siguiente manera:

p <q, siy solo si, para cada 3 < a, p(B) < q(B)

es decir,

p < g, siy solo si, g(B) < p(B), para cada B < a.

Teorema 4.71. Sean M un modelo transitivo de ZF y a un or-
dinal. Se cumple lo siguiente:

(1) Cla) € M.
(2) C(a) no tiene datomos.

(3) Si G C C(«) es un filtro C(«)-genérico sobre M, entonces
G¢ M.

Demostracion. La demostracion se realiza mutatis mutandis a la
prueba del Teorema 4.69. O

Para conocer mas propiedades sobre los forcing de Cohen, se
puede consultar [23].

Otros conceptos de interés en la teoria de forcing

En este apartado escribimos otros conceptos relacionados con
la teord de forcing que consideramos necesarios para el propdsito
del trabajo.

Definicion 4.72. Sean P una nocion de forcing y k un cardinal
no numerable. Decimos que P cumple la condicion de k-cadena,
(k-cc), si para cada anticadena A C P, se cumple que |A| < k.
Cuando P cumple la condicion wy-cc, se dice que P cumple la ccc.

Definicion 4.73. Sean P una nocion de forcing y k un cardinal
reqular infinito.

(1) Se dice que P es k-cerrado si para cada A < Kk y cada
sucesion (py)y<x C P tal que pe < ps sid < €, existe ¢ € P
tal que g < p, para cada p <.
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(2) Se dice que P es k-distributivo si para cada v < Kk y para
cada familia (D¢)e<ry de subconjuntos abiertos densos en

P, se cumple que ﬂ6<7 D, es abierto denso en P.

Vale la pena definir los morfismos entre nociones de forcing.
Definicion 4.74. Sean P y Q nociones de forcing.

(1) Una funcion © : P — Q es un morfismo de nociones de
forcing, si satisface lo siguiente:

(a) Para cada p,v € P, p < r implica w(p) < mw(r).
(b) Para cada p,r € P, p L r, implica 7(p) L w(r).
(¢) m(1p) = 1o

Cuando P = Q, w es llamado un endomorfismo.

(2) Un morfismo m: P — Q es denso, si m(P) es denso en Q,
es decir, para cada q € Q, existe p € P tal que 7r(p) <gq.

Observacion 4.75. Si 7w : P — Q es un morfismo, p,r € Py
p || r, existe s € P tal que s <p y s <r, por (a) de la Definicion
4.74, se tiene que mw(s) < w(p) y w(s) < w(r), en consecuencia,
7(p) || w(r). Por otro lado, si mw(p) || w(r), entonces p || r, debido a
la (b) de la Definicion 4.74. En consecuencia, se cumple que p || r
si y solo si w(p) || w(r).

El Teorema 4.76, cuya demostracién se puede consultar en [23,
Lemma 6.48, pag. 113], nos da una utilidad de los morfismos den-
SOs.

Teorema 4.76. Sean M un modelo transitivo de ZF, P,Q € M
nociones de forcing y m : P — Q un morfismo denso tal que m € M.
Si G C P es un filtro P-genérico sobre M, entonces H = {p € Q |
dg € G : w(q) < p} es un filtro Q-genérico sobre M, G = {p € P |
w(p) € H} y M[G] = M[H]. También, si H C Q es Q-genérico
sobre M, entonces G = {p € P | n(p) € H} es P-genérico sobre M
y M[H] = M[G].

Un endomorfismo denso en una nocién de forcing induce una
funcién entre las clases de los nombres, esto se expresa en la De-
finicion 4.77.
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Definicion 4.77. . Sea M un modelo transitivo de ZF, P € M
una nocion de forcing y w : P — P un endomorfismo denso. FEl
morfismo m induce la funcion & : M® — MY definido por

() ={(7(0),m(p)) | (o,p) € 7}.

El Teorema 4.78, cuya prueba se puede consultar en [23, Lem-
ma 6.56, pag. 116] relaciona las nociones de forcing mediante un
morfismo denso.

Teorema 4.78. Sean M wun modelo transitivo de ZF, P € M
una nocion de forcing, m : P — P un endomorfismo denso tal que
meM,pel, p(x,...,x,) una formula de la teoria de conjuntos
YTi,...,Tn € MF. Se cumple que p F @(71,...,7,), si y solo si,
w(p) E o(@(11), ..., 7 ().

Para concluir este apartado daremos la definicién de producto
de nociones de forcing y algunas propiedades.

Definicion 4.79. Sean P, Q nociones de forcing. El producto de
P con Q se define como la nocion de forcing

(P X Q7 S]P’XQ) (1]1”7 1@))

donde <pxqC (P x Q)? se define como

(p1,q1) <pxq (p2,q2), siy solo si, p1 <p p2 y q1 <qQ ¢2-

Enunciamos el Lema del producto, cuya prueba se puede en-
contrar en [23, Lemma 6.65, pag. 118].

Teorema 4.80 (Lema del producto). Sean M un modelo transi-
tivo de ZF, P,Q € M nociones de forcing, G CP y H C Q filtros.
Si G es P-genérico sobre M y H es Q-genérico sobre M |G|, enton-
ces G x H es PxQ-genérico sobre M. Por otro lado, si K CPxQ
es P x Q-genérico sobre M y consideramos los conjuntos

G={peP|3qeQ:(pq) € K}
H={qeQ|3IpeP:(pq) €K}

se cumple que G es P-genérico sobre M y H es Q-genérico sobre

MI[G).
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Finalmente enunciamos el Teorema 4.81, que nos da una pro-
piedad para los filtros C(«)-genéricos. La demostracién del Teore-
ma 4.81 se puede consultar en [23, Lemma 6.66, pdg. 119].

Teorema 4.81. Sean M wun modelo transitivo de ZFC, o« € M
un ordinal, G C C(a) un filtro C(a)-genérico sobre M y x €
MG Nw*. Se cumple que existe un filtro H C C, H € M|G|] C-
genérico sobre M tal que x € M[H)]. Mds atin, si wM < «, existe
un filtro K C C(a), K € M[G] C(«)-genérico sobre M[H| tal que

Para conocer éstas y mas propiedades acerca de la teoria de
forcing, se sugiere consultar [10], [13], [14], [15] y [23].

4.2. Un modelo de ZF donde falla AC y
existen FANL

En este apartado, vamos a describir de manera general los pa-
sos a seguir para la construccién del modelo planteado en [22] por
Ralf Schindler, Liuzhen Wu y Liang Yu.

Finalmente, mostraremos que en el modelo planteado existen
FANL y por la construcciéon del modelo se tiene que falla AC,
concluyendo asi que en ZF, la implicacién

Existencia de funciones aditivas no lineales

4

Axioma de Eleccién

es falsa.

Podemos notar que si tenemos un modelo transitivo de ZFC,
digamos M, se pueden definir los ntimeros reales en M debido a
que las nociones que intervienen en su definicién son absolutas. De
esta manera se intoduce la Definicién 4.82.

Definicién 4.82. [22, Definition 2.1] Sea M un modelo transi-
tivo de ZFC y R el conjunto de los reales en M. Describimos el
congunto H(R) como sigue: p € H(R), si y solo si, existe x € R
tal que:

(1) p € Lz].
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(2) p es una base para o(R N L{z]).

Definimos la relacion < en H(R) como sigue: p < q, si y solo si,
qC<p.

En la Observacién 4.83, se justifica que la Definicién 4.82 tiene
sentido.

Observacion 4.83. Consideremos M un modelo transitivo de
ZFC y R los reales de M.

(1) Por el Teorema 4.28, para cada x € R, se tiene que L[x] F
ZFC, de modo que existen los reales en L[zx], los cudles
se denotan por RN L{z] = R,. Como gR, es un espacio
vectorial y L(z] satisface el Azioma de Eleccion, gR, tiene
base en L|x]. De esta manera, se tiene que

By = {By € P(Ry) | By es base en L[z] para oR;}

es un conjunto no vacio para cada x € R. Por el Azioma
de Reemplazo, en virtud de que R es un conjunto, se tiene
que la coleccion

(B, |z € R}

es también un conjunto. Se puede observar que

H(R) = | ] B,

zER

el cual es un conjunto por el Azioma de la union. Por lo
tanto, se establece que H(R) es un conjunto no vacio.

(2) FEs claro que < de la Definicion 4.82, es un orden parcial.

Si M es un modelo transitivo de ZFC, R es el conjunto de los
nimeros reales de M y W es un modelo interior de ZFC tal que
R € W, se puede notar que W conoce todo lo que interviene en
la definicién de H(R), entonces H(R) € W. En particular, cuando
R=RnNW.

Consideremos L como en Definicién 4.26 y el forcing C(wy) de
la Definicién 4.70, siendo wq el primer cardinal no numerable, G
un filtro C(wy)-genérico sobre L. En virtud del Teorema 4.28, L
es un modelo transitivo de ZFC, por el Teorema 4.67, L[G] es un
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modelo transitivo de ZFC, de modo que podemos considerar Ry =
RN L[G]. Ahora bien, por los Teoremas 4.33 y 4.34, se cumple que
L(Ry) es un modelo transitivo de ZF. Como C(w;) € L C L(Ry),
entonces C(w;) € L(Rp). Como C(w;) no tiene &tomos, por el
Teorema 4.53, se tiene que G ¢ L(Rp). De esta manera, el Lema
4.84, unicamente tiene sentido en L[G].

Notacion 21. Sean M un modelo transitivo de ZFC, o un ordi-
nal, G C C(a) un filtro C(a)-genérico sobre M y < a. Denota-
mos

Gg={fplfeG}

Lema 4.84. [22, Claim 2.2] Sea D € L|G|, definido de la siguiente
manera: p € D, si y solo si, p € H(Ry) y existen z € Ry, o < wy
tales que:

(1) q € L[x].
(2) q es una base para g(R N L[z]).
(3) Llz] = LIG)a].

Se cumple que D es denso en H(Ry).

Demostracion. Consideremos p € L[G]NH(Ry). Luego, p € H(Ry),
por la Definicién 4.82, existe y € Ry tal que p € L[y] y p es una base
para g(RN L[y]). Ahora bien, y € Ry = RN L[G], en consecuencia,
y € L[G]. Como G C C(w1), tenemos que L[G] = U, LGgl,
por consiguiente, existe a < wi tal que y € L[G),]. Podemos
observar que G|, = (fs5)s<a, donde fs € C (ver Definicién 4.68)
para cada § < a. Sabemos que la nocién de biyeccién es absoluta
en L, ya que L es transitiva. Como o < wi, existe una biyeccién
en L entre o X w y w, también, hay una biyeccién entre w y w<%,
en consecuencia, G|, se puede identificar con una tnica funcién
h:w — wycomo en L se cumple el Axioma de Eleccién, w*
es equipotente a R N L en L, por absolutez, w* es equipotente a
Ro en L[G]. Se sigue que G|, se puede identificar con un tinico
real z € Ry, en consecuencia, L[G|,] = L[z]. Ahora, tenemos que
y € L[x], pero L]y] es el menor modelo transitivo que contiene a y,
en consecuencia, L[y] C L[z], entonces, RN L[y] € RN L[z]. Como
p es una base de RN L[y, entonces es linealmente independiente
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en RN L[y] y consecuentemente, lo es en R N L[z], pero en L[z]
se cumple el Axioma de Eleccién, por tanto, existe una base ¢ de
o(R N L[z]) tal que p C ¢, obteniendo asi que ¢ € D y ¢ < p. Por
lo tanto, D es denso en H(Ry). O

Lema 4.85. [22, Claim 2.3] En L[G], se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) L(Rg) es cerrado bajo w-sucesiones.

(2) Para cada © € Ry y f € L[x|, existe y € Ry tal que
feLly.

Demostracion.

(1) Sabemos que en L(Rp), los conjuntos son definibles por
ordinales a partir de reales en Ry. Dado que Ryg = RNL[G],
basta demostrar que OR“ N L[G] C L(Ry). Consideremos
¢ € ORY N L[G], con 7 € L), Luego, existe p € G tal
que

P Il—%(wl) 7:w— OR.

Se cumple que para cada n € w, el conjunto
D, = {r € Clw) | r H—E(wl) “Iye OR : 7(n) = 7”}

es denso en C(w;p) y podemos considerar A4, C D,,, don-
de A,, es una anticadena maxima, esto para cada n € w.
Utilizando el Teorema 4.51, podemos suponer que

7={((n,7),q) |[n€w,y€OR,q € A}

donde A, es una anticadena en C(w;) para cada n € w.
Como C(wy) satisface ccc, se tiene que |A,,| < w; para cada
n € w, en consecuencia, 7¢ € L[G|,] para algin a < w;.
Utilizando el argumento de la demostracién del Lema 4.84,
se obtiene que L[G|,] € L(Ro), asi que 7¢ € L(Rp). Por lo
tanto, se concluye lo deseado.

(2) Mutatis mutandis a la prueba de (1).

De esta manera queda probado el lema. ]
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El Axioma de Elecciones Dependientes se enuncia de la siguien-
te manera.

Axioma 22 (Axioma de Elecciones Dependientes (ADC)). Para
cada conjunto A y cada relacion R C A?, se cumple lo siguiente: Si
a € A ypara cada x € A, existey € A tal que (x,y) € R, entonces
existe una funcion f:w — A tal que f(0) =a y f(n)Rf(n+1)
para cada n € w.

Podemos darnos cuenta de que una consecuencia de la parte
(1) del Lema 4.85, es que en L(Rp) se satisface ZF+ADC.

Para proceder a enunciar y probar el Lema 4.86, es necesario
establecer un convenio de notacion.

Notacién 22. Sean z, y conjuntos y (z;)ic; una familia de con-
Jjuntos. Denotamos

@y = (zx{0})U(yx{1}).

Pz = J@i x {i}).

el iel

Apelamos a la atencion del lector para no confundir la notacion
anterior con la suma directa de espacios vectoriales.

Lema 4.86. [22, Claim 2.4] Consideremos H(Rg) como anterior-
mente. Se cumple lo siguiente:

(1) Para cada p,q € H(Ry), se cumple que p y q son compati-
bles, si y solo si, pU q es linealmente independiente.

(2) H(Ry) es w-cerrado en L|G| y en L(Ry).
Demostracion.

(1) Sean p,q € H(RRp). Para la primera implicacién, suponga-
mos que p y g son compatibles y demostremos que p U ¢
es linealmente independiente. Para probar esto, observe-
mos que como p y ¢q son compatibles, existe r € H(RRy) tal
quer <pyr<gq,estoes, p CryqCr. Ahora, como
r € H(Ry), existe x € Ry tal que r € L[z] y r es base
de g(R N Liz]), en particular,  es linealmente indepen-
diente. Como p C ry g C r, entonces pUq C r, al ser r
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linealmente independiente, se tiene que pUgq es linealmente
independiente.

Para la otra implicacién, supongamos que p U ¢ es lineal-
mente independiente. Demostraremos que p y ¢ son com-
patibles. Para esto, notemos que como p, ¢ € H(R), exis-
ten z € Ry, y € Ry tales que p € Liz], ¢ € L[y|, p es
base de (RN L[z]) y g es base de o(R N L[y]). Conside-
remos x @y como en la Notacién 22, luego = € Lz @ y] y
y € Llx®y|, pero L[z] y L]y] son el menor modelo transiti-
vo que contiene a x e y, respectivamente, en consecuencia
L[z], Lly] € Lz & y|, por tanto, {p,q} C Lz & y|. Co-
mo L[x @ y] es transitiva, se tiene que pUq C Lz @ y],
por tanto, pUq C RN L[z @ y]. Dado que p U g es lineal-
mente independiente y en Lz & y] se cumple el Axioma
de Eleccién, existe una base r de (RN Lz & y]) tal que
pUq Cr. Luego,p Cr,q Cryr € Ry, de la Definicién
4.82, r € H(Rg), r < py r < g. Por lo tanto, p y g son
compatibles.

(2) Por el Lema 4.85, basta demostrar que la afirmacién se
cumple en L[G]. Sea (pn)new C H(Rp) tal que ppi1 < pp
para cada n € w. Se tiene que para cada n € w, existe
zy, € Ry tal que p, € L[x,]. Si consideramos = = P, c, Zn
como en la Notacién 22, se tiene que (pp)new € L[x]. Apli-
cando (b) del Lema 4.85, existe y € Ry tal que (pn)new €
L[y], dado que L[y] es transitiva, se tiene que |Jp, C L[y]
y utilizando inductivamente el argumento de (1), se esta-
blece que cualquier subconjunto finito de (J,,c,, pn es li-
nealmente independiente en (RN L[y]), por consiguiente,
Unew Pn es linealmente independiente en R N L]y]. Como
en L[y] se cumple el Axioma de Eleccidn, existe una base
p de (RN L[y]) tal que U,,c, pn € p, en consecuencia,
pn C p para cada n € w, es decir, p < p, para cada n € w.

Por lo tanto, se cumple lo deseado.

De esta manera, se concluye la prueba de este lema. ]

En lo sucesivo, consideraremos un filtro fijo H C H(Rg) que
sea H(Rp)-genérico sobre L[G]. En virtud de (2) del Lema 4.86, se
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tiene que
RN L(Ry)[H] =RNL(Ry) = Ry.

Ademsds, cualesquiera dos elementos en H son compatibles, en
consecuencia, cualquier subconjunto finito de |J H es linealmente
independiente, lo cual implica que |JH es linealmente indepen-
diente. Més atn, en virtud del Lema 4.84 y la H{(R()-genericidad
de H, se sigue que |J H es una base para R y |JH € L(Ro)[H].
De aqui se deduce que en el modelo L(Rg)[H] existe al menos una
base para gRg, a saber, B =|J H.

Con los argumentos expuestos hasta el momento, estamos en
condiciones de establecer el Lema 4.87 ([22, Claim 2.5]), el cual
exhibe una falla del Axioma de Eleccién en el modelo planteado.

Lema 4.87. [22, Claim 2.5] Sea H un filtro H(Ry)-genérico sobre
L[G] y por tanto sobre L(Rg). No existe un buen orden para Ry
en L(Ro)[H].

Demostracién. Supongamos que existe un buen orden, en L(Rg)[H],
para Ry. Luego, existe una biyeccién f : w; — Rg en L(Rg)[H]. Co-
mo f € L(Rg)[H], entonces f = 7y, para alguna 7 € L(Rg)HRo),
Dado que 7 € L(Ry), existen una férmula ¢ de la teorfa de con-
juntos, z € Ry y v € OR tales que

7 ={u| L(Ro) F ¢(u, z,7)}.

Por simplicidad, denotemos g = 7 = {u | L(Rg) F p(u,z,7)} v
consideremos pg € H tal que

Do II—HLH((E(?; “g 1 w1 — Rg es biyeccién”. (4.1)
Por el Lema 4.84, existe v < wy tal que pg € L[G|,] ¥ po es una
base para o(RNL[G|,]). Ademéds, podemos suponer que z € L[G|,].
Por la ecuacién (4.1), se tiene que

C o~ H(R) ~ : 29
H—Lfgll&\}a) 70 ”_L((R)) g : w1 — R es biyeccién (4.2)
donde R son los reales de la extensién de forcingy ¢ = {u | L(R) F
p(u, 2,9)}-
_ Ahora, elijamos un filtro C(w1 \@)-genérico sobre L[G], digamos
G y definamos (G1 como sigue:

G1={f € C(w1) | fia € Glas fiwi\a) € G}
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Se cumple que G es C(wy)-genérico, ya que G|, es C(a)-genérico
y G es C(w; \ a)-genérico. Denotando R; = R N L[G4], por la
ecuacién (4.2), tenemos que

H(R1)
Po H_L(Ri)

13

g1 : w1 — Ry es biyeccién” (4.3)

donde g1 = {u | L(R1) F ¢(u, z,7)}

Denotemos Ry = RN L[G][G]. Se cumple que
Clw \ @) 2 C(w; \ @) x C(w; \ @)
pues se puede notar que

m: Clwr\a) — Cw \a)xC(w \a)
S = (f, 1)

es un morfismo denso de nociones de forcing. En consecuencia,
debido a la ecuacién (4.2), se cumple que

Po II—IEH((JEE)) “g2 1 w1 — Ry es biyeccién” (4.4)

donde g2 = {u | L(R2) F ¢(u,z,7)}. Sea Hy un filtro H(Ry)-
genérico sobre L(R;). Es claro que Ry # Ry, en consecuencia, por
las ecuaciones (4.3) y (4.4), existen n < wi, m,m1,me € w con
my1 # mo, p € H y p1 € Hy tales que

pIFEEY Sg(n)(n) = my” (4.5)
y
p1 'F]?((Ei)) “g1(n)(n) = my”. (4.6)

De acuerdo con el Lema 4.84, podemos suponer que existen (31, 82 <
wy tales que p € L[G|g ] y p es una base para (R N L[Gg,]),
p1 € L[G|3,] y p1 es una base para g(R N L[G)3,]). Por las ecua-
ciones (4.5) y (4.6), se tiene que

oG D IFLe) G0D)(@) = m” (47)

”_(C(wl\ﬁ2) H(R) A 9

LG, PP G1(7) (1) = iy (4.8)
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donde R denota el conjunto de los niimeros reales de las respectivas
extensiones de forcing.

Vamos a demostrar que pgUpUp; es linealmente independiente.
Para probar esto, supongamos que

J k l
Zaixi + Z biy; + Zcizi =0
=1 =1 =1

donde j, k, 1 € w\{O}, {ai}gzlu{bi}leu{ci ézl cQ, {xi}gzl <€ po,
{yitis S p\poy {2}y S p1\p. Por la eleccién de po, p y pi,
tenemos que po C L[G|,], p\po € L[G] y p1 \p € L[G1]. Notemos

que

J k

> iz =— (Z aizi + Y bi?/z‘)
i=1 i=1 i=1

por consiguiente, Zﬁ:l cizi € L[G]N L[G1] = L[G),], de modo que

Zé:l ciz; € L|G),]. Debido a que pg es una base de (RN L[G\,]),

se cumple que

l s
E CiZ; = E dzwl
=1 =1

con s € w\ {0}, {di};_; € Qy {wi}{; € po. De esta manera,

tenemos que
l s
E CiZi — E diwi = 0.
i=1 i=1

Dado que poUp; € |J Hy y |J Hi es linealmente independiente por
el Lema 4.86, se cumple que pg U py es linealmente independiente,
en consecuencia, ¢, = 0y d; = 0 para cada r € {1,...,l} y
t € {1,...,s}, por consiguiente, 22:1 ciz; = 0, asi que

J k
Z a;x; + Z biy; = 0.
=1 =1

En virtud de que poUp C |J H y |J H es linealmente independiente,
se tiene que po U p es linealmente independiente, en consecuencia,
ar =0y b =0paracadare{l,...,j} yte{l,...,k}. De esta
manera, hemos probado que pg U p U p; es linealmente indepen-
diente.
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Sustituyendo Ry por Ry en (1) del Lema 4.86, se tiene que py,
p y p1 son compatibles, por consiguiete, existe ¢ € H(Rg) tal que
q <po, g <pyq<pi. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que a < By vy B1 = Bo, luego, se tiene que

Clwi \ B1) 2 C(wr \ B1) x Cwr \ B2) = C(w1 \ Ba2).

Por las ecuaciones (4.7) y (4.8), tenemos que

PIFEs “ga(n)(n) = m1” (4.9)

p1 'Fiﬂéﬁ%)) “g2(n)(n) = my”. (4.10)

Como q < po, ¢ < pyq < pi, por la Proposicién 4.59, se tiene que

q II—HLH((Eg “g9 es biyeccién”, (4.11)
H(R « 9
gIFER “ga(n)(n) =m (4.12)
y
H(R « )
gIFpR?) “ga(n)(n) = my”. (4.13)
con my # mao, lo cual es absurdo. Por lo tanto, no puede haber un
buen orden para Ry en L(Ry)[H]. O

Con los argumentos expuestos, se puede establecer el Teorema
4.88.

Teorema 4.88. [22, Theorem 1.1] Existe una extension simétrica
de L en la cual se cumple lo siguiente:

(1) ZF+ADC.
(2) Existen bases para gR.
(8) No existe un buen orden para R.

Demostracion. Por los Lemas 4.84, 4.85, 4.86 y 4.87, se sigue que
L(Ro)[H] es un modelo que satisface las condiciones deseadas. [
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Con el Teorema 4.88, estamos en “perfectas condiciones” de
responder a la pregunta principal de esta tesis, que es saber si la
implicacién

Existencia de funciones aditivas no lineales (4.14)

4

Axioma de Eleccién

es falsa o verdadera, lo cual hacemos en el Teorema 4.89.

Teorema 4.89. Fxisten modelos de ZF en el cual existen funcio-
nes aditivas no lineales pero no se cumple el Axioma de Eleccion.

Demostracion. Consideremos el modelo L(Rg)[H] como en el Teo-
rema 4.88, el cual por simplicidad lo llamaremos N, es decir,
N = L(Ry)[H]. Por (3) del Teorema 4.88, no se cumple el Axio-
ma de Eleccién en N, pues sabemos que el Axioma de Eleccién es
equivalente a que todo conjunto se puede bien ordenar y en N hay
un conjunto que no puede ser bien ordenado, a saber, Ry.

Por otro lado, en virtud de (2) del Teorema 4.88, existe al
menos una base para gR en NN. Por el Teorema 3.11, existe al
menos una funcién aditiva no lineal en N, digamos f : R — R.
Por lo tanto, se cumple lo deseado. O

A partir del Teorema 4.89, tenemos el argumento para concluir
que la implicacién 4.14 es falsa.

4.3. Algunos comentarios

En este apartado, vamos a realizar algunos comentarios de in-
terés sobre la relacién de la existencia de funciones aditivas no
lineales respecto a algunas consecuencias posiblemente més débi-
les que el Axioma de Eleccién. En particular, se menciona una
relacion con el Axioma de Elecciones Numerables, que se enun-
ciard mas adelante asi como con la existencia de subconjuntos
de los reales que no son Lebesgue-Medibles. Cabe mencionar que
debido al propdsito de este trabajo, las demostraciones de los re-
sultados que se enunciardn en este apartado serdn omitidas. Sin
embargo, daremos las correspondientes referencias donde el lector
mas interesado las puede consultar.
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De acuerdo con el modelo planteado en [22] por Ralf Schindler,
Liuzhen Wu y Liang Yu, podemos concluir que existen modelos de
ZF donde existen funciones aditivas no lineales y falla el Axioma
de Eleccion, como se mencioné a lo largo de la Seccién 4.2. Esto
nos indica que la existencia de funciones aditivas no lineales es una
premisa mas débil que el Axioma de Eleccion.

Para el resultado que vamos a mencionar a continuacion, es
necesario recordar el Axioma de Elecciones numerables, como se
enuncia a continuacion.

Axioma 23 (Axioma de Elecciones Numerables(ANC)). Para
cada familia numerable de conjuntos no vacios {Ay}new, existe
una funcion

frw— UA”

new

tal que f(n) € A, para cadan € w.

En [21], se plantea el Teorema 4.90, el cual en palabras nos
presenta un modelo donde existen bases para gR pero falla el
Axioma de Elecciones Numerables(ANC).

Teorema 4.90. [21, Theorem 1.1] Existe un modelo de ZF en
el cual no se cumple el Azioma de Elecciones Numerables(ANC)
pero se cumple lo siguiente:

1. Emiste un conjunto de Luzin de cara clara A}.

2. Eriste un conjunto de Serpiriski de cara clara Al.
3. Emiste un conjunto de Bernstein de cara clara A}.
4. Emiste una base para gR de cara clara A:I,).

Como consecuencia del Teorema 4.90 y el Teorema 3.11, po-
demos establecer el Teorema 4.91, cuya prueba se realiza mutatis
mutandis la prueba del Teorema 4.89.

Teorema 4.91. Ezxisten modelos de ZF donde existen funciones
aditivas no lineales pero mo se cumple el Axioma de Elecciones

Numerables(ANC).
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De esta manera, podemos concluir que la existencia de fun-
ciones aditivas no lineales tampoco es equivalente al Axioma de
Elecciones Numerables(ANC).

Finalmente, vamos a mencionar un modelo de ZF, conocido en
la literatura como el Modelo de Solovay, en el cual todos los sub-
conjuntos de R son Lebesgue-medibles. Una prueba de este hecho
se puede consultar en [23, Theorem 8.23, pdg. 157]. Resumiendo
estos argumentos, enunciamos el Teorema 4.92.

Teorema 4.92. Existen modelos de ZF donde todos los subcon-
juntos de R son Lebesgue-medibles.

En virtud del Teorema 4.92, se puede establecer el Teorema
4.93, cuya prueba se sigue del Corolario 3.22.

Teorema 4.93. Existen modelos de ZF donde todas las funciones
aditivas son lineales.

Maés atn, con los argumentos que se expusieron, por lo menos
podemos concluir que la existencia de funciones aditivas no lineales
es independiente de ZF, pues hay un modelo de ZF donde existen
funciones aditivas no lineales, a saber, el modelo del Teorema 4.89
y hay un modelo de ZF donde no existen funciones aditivas no
lineales, a saber, el modelo de [23, Theorem 8.23, pag. 157].

Se sabe también que el Axioma de Elecciones Dependientes
(ADC) implica el Axioma de Elecciones Numerables (ANC), una
prueba de este hecho se puede consultar en [8, Teorema 8.67, pag.
211]. Por consiguiente en el modelo del Teorema 4.88, se cumple la
existencia de funciones aditivas no lineales y el Axioma de Eleccio-
nes Numerables(ANC), mientras que en el modelo del Teorema
4.90, se cumple la existencia de funciones aditivas no lineales y la
negacién del Axioma de Elecciones Numerables(ANC). De esta
manera, podemos concluir que el Axioma de Elecciones Numera-
bles(ANC) es independiente de ZF més la existencia de funciones
aditivas no lineales.



Conclusiones

El desarrollo de esta tesis se centrd en presentar la relacién
que existe entre el Axioma de Eleccién y la existencia de funciones
aditivas no lineales en R.

En el Capitulo 1, se expusieron los conceptos basicos que con-
sideramos necesarios para el desarrollo de este trabajo. Dentro de
los temas que destacan son conceptos elementales de conjuntos,
espacios vectoriales y analisis matematico.

En el Capitulo 2, se estudiaron las propiedades elementales
de las funciones aditivas. Dentro de las que destacan, es que el
conjunto de las funciones aditivas, el cual denotamos por Ad(R),
tiene estructura de espacio vectorial sobre R, es cerrado bajo com-
posiciones y bajo funciones inversas cuando éstas son biyectivas.
Ademis, la composicién de las funciones aditivas se distribuye so-
bre la suma de las mismas. También se mostré que el conjunto
Ad(R) coincide con el conjunto de las transformaciones lineales
en gR, denotado por Endg(R). Posteriormente, se analizaron los
requerimientos que deben cumplir las funciones aditivas para ser
lineales en rRR, estas condiciones corresponden a continuidad, in-
tegrabilidad y acotaciéon. En lo que corresponde, se mostré que en
Ad(R), la continuidad es equivalente a la linealidad en gRR, que la
integrabilidad local es equivalente a la linealidad en gR. Mas atn,
se demostré que en Ad(R), la linealidad en gR es equivalente a la
integrabilidad en algtin intervalo acotado, esto a consecuencia de
que toda funcién integrable tiene al menos un punto de continui-
dad. También, se demostré que cuando una funcién aditiva no es
lineal, su grafica es un conjunto denso en R?, lo cual se probé sin
la necesidad del Axioma de Eleccién. Otras condiciones que se ex-
pusieron en este capitulo para la linealidad en gRR, son la acotacion

137
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en algtin intervalo acotado, la derivabilidad y la monotonia.

En el Capitulo 3, se establecieron las condiciones que se requie-
ren para garantizar la existencia de funciones aditivas no lineales
en grR. Se expuso que si asumimos los axiomas de ZF mas la exis-
tencia de al menos una base para gR, esta no puede ser equipotente
a algiin nimero natural. Esto nos da la pauta para construir fun-
ciones aditivas no lineales via bases de gR. Es claro que esto se
cumple en ZFC, pues en este modelo todo espacio vectorial tiene
base y gR no podria ser la excepcién. Se mostré que en ZFC,
dim(gR) = ¢ = 2%, esto como consecuencia de la asignacién de
cardinales a los conjuntos. También, se prob6 que en ZFC, existen
2% funciones aditivas lineales, existen 22" funciones aditivas no
lineales y existe un isomorfismo de grupos abelianos entre R y R”,
para cualquier n € w \ {0}. En particular, se prob6 que existe un
isomorfismo de grupos abelianos entre R y C. También, se mostré
que en ZF, si existen bases de gR, éstas son Dedekind-infinitas, a
razén de esto, R = (Q x R) como grupos abelianos y gR contiene
una copia isomorfa de QQ(‘”). Se mostré que en ZF+BRQ), existen
funciones aditivas cuya grifica es densa en R?, donde éstas pueden
ser isomorfismos de grupos abelianos o no. Se probé que en ZF,
las afirmaciones R = C como grupos abelianos, R = (Q x R) como
grupos abelianos o existen automorfismos no continuos en C, son
suficientes para garantizar la existencia de funciones aditivas no
lineales en R.

Para concluir este capitulo, se mostré que asumiendo los axiomas
de ZF mas la existencia de funciones aditivas no lineales, se obtie-
nen subconjuntos de R no medibles bajo el criterio de Lebesgue.

Con respecto a los resultados expuestos en los capitulos 2 y 3,
presentamos un esquema de los mas relevantes, haciendo énfasis
cudles se probaron sin el Axioma de Eleccién (AC) y cuéles se
probaron con este ultimo.
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Resultados sin AC

f € Ad(R) es lineal, si y solo si, f es continua.

f € Ad(R) es lineal, si y solo si, f es localmente integrable.

f € Ad(R) es lineal, si y solo si, f es integrable en [a, b],
para algunos a,b € R con a < b.

f € Ad(R) es lineal, si y solo si, f es acotada en [a, b],
para algunos a,b € R con a < b.

Si f € Ad(R) no es lineal, entonces Grf(f) es un conjunto denso
en R2.

Si f € Ad(R), f es lineal, si y solo si, f es Lebesgue-medible.

SiR=ZCoRZQ xR como grupos abelianos, entonces
existen funciones aditivas no lineales.

Si existen automorfismos no continuos en C, entonces
existen funciones aditivas no lineales.

Si existen funciones aditivas no lineales, existen subconjuntos
de R que no son Lebesgue-medibles.

Resultados con AC
Si @V es un espacio vectorial y S C V no vacio, entonces
()] < IS]w.
dim(@R) =C.
R = R™ como grupos abelianos, para cada n € w \ {0}.
En particular, R =2 C como grupos abelianos.
|Endr(R)| = ¢y |Endg(R) \ Endr(R)| = 2°.

En la siguiente tabla, especificamos los resultados que se pro-
baron con los axiomas de ZF, sustituyendo el Axioma de Eleccién
(AC) por la hipdtesis de existencia de bases para gR (BRQ).

Resultados sin AC suponiendo la hipétesis BRQ
Ninguna base de gR es equipotente a algin nimero natural.

Las bases de gRR son Dedekind-infinitas.
R = Q x R como grupos abelianos.
Existe W <g R tal que W =g Q).
Existen funciones aditivas no lineales, las cuales pueden
ser isomorfismos de grupos abelianos o no.

Existen funciones cuya grafica es densa en R?. Estas pueden ser
isomorfismos de grupos abelianos o no.
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Finalmente, en el cuarto y tultimo capitulo de esta tesis, se
respondio si la implicacion

Existencia de funciones aditivas no lineales

4

Axioma de Eleccién

es verdadera o no. Para esto, se inicié dando un pequefio preaAmbu-
lo de conceptos avanzados de la Teoria de Conjuntos, tales como
teoria de modelos, modelos de la teoria de conjuntos, construc-
tibilidad, constructibilidad relativa y forcing. Posteriormente, se
present6 el modelo planteado en [22], el cual nos proporciona, val-
ga la redundancia, un modelo de ZF donde existen bases para gR
pero no se puede dar un buen orden a los reales. Esto nos permite
concluir, debido a los resultados expuestos en el Capitulo 3, que
en este modelo existen funciones aditivas no lineales pero falla el
Axioma de Eleccién, pues sabemos que el Axioma de Eleccion es
equivalente a que todo conjunto puede ser bien ordenado, obte-
niendo asi que la implicacién antes mencionada es falsa. De esta
manera se concluye que la existencia de funciones aditivas no li-
neales es una premisa mas débil que el Axioma de Eleccién.

En este capitulo 4, también se mencioné que debido a [21], exis-
te un modelo de ZF donde existen bases para gR pero falla el
Axioma de Elecciones Numerables, en consecuencia, en dicho mo-
delo existen funciones aditivas no lineales pero falla el Axioma de
Elecciones Numerables. Asi, podemos concluir que la existencia de
funciones aditivas no lineales tampoco es equivalente al Axioma
de Elecciones Numerables.

Finalmente, se mencioné el conocido Modelo de Solovay, el cual,
en resumen, es un modelo de ZF en el que todos los subconjuntos
de R son Lebesgue-medibles. Como consecuencia del resultado del
tercer capitulo, que muestra que la existencia de funciones aditivas
no lineales implica la existencia de subconjuntos de R que no son
Lebesgue-medibles, podemos concluir que en el modelo de Solovay,
todos las funciones aditivas son lineales. De esta manera, podemos
concluir que hay un modelo de ZF donde existen funciones aditi-
vas no lineales, a saber, el modelo de [22] y hay otro modelo de
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ZF, a saber, el modelo de Solovay donde no existen funciones adi-
tivas no lineales, a saber, el modelo de Solovay, concluyendo asi
que la existencia de funciones aditivas no lineales es independiente
de los axiomas de ZF. También es posible concluir el Axioma de
Elecciones Numerables es independiente de ZF mas la existencia
de funciones aditivas no lineales.

La aportacién que consideramos que se hizo en este trabajo
es presentar de manera mas clara y detallada muchos resultados
que, a pesar de ser conocidos, en las fuentes donde aparecen se
presentan como ejercicios o se omiten detalles importantes en sus
demostraciones. También consideramos que hemos dado un pano-
rama a los interesados en construir algin modelo de ZF donde
existan funciones aditivas no lineales sobre algunas de las condi-
ciones que garantizan dicha existencia. Ademds, complementamos
la informacién presentada en los articulos [21] y [22], exhibiendo
que en tales modelos existen funciones aditivas no lineales sobre
sus respectivos numeros reales.

Este trabajo es un motor de arranque para realizar una in-
vestigaciéon més profunda acerca de la relacion entre el Axioma
de Eleccién y la existencia de funciones aditivas no lineales asi
como para buscar una generalizacion a espacios vectoriales mas
generales.

Algunas preguntas que quedan pendientes de responder o por
lo menos, en las fuentes que se consultaron, no se encontré res-
puesta alguna son:

= ;A qué consecuencia del Axioma de Eleccién es equivalente
la existencia de bases para gR?

= ;A qué consecuencia del Axioma de Eleccién es equivalente
la existencia de funciones aditivas no lineales?

= ; La existencia de funciones aditivas no lineales es equivalente
a la existencia de bases para gR?

s ;La existencia de funciones aditivas no lineales implica la
existencia de automorfismos no continuos en C?
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Seria interesante en un trabajo futuro, revisar si existe alguna
investigacién donde se aborden tales preguntas y en caso de que
no, intentar explorarlas.
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