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Introducción

El estudio de las funciones aditivas comenzó con Adrien Marie
Legendre (1752-1833), quien intentó buscar soluciones a la ecua-
ción funcional de Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y)

para cada x, y ∈ R, donde f : R → R es una función. Sin em-
bargo, fue hasta 1821, cuando Agustin Louis Cauchy (1789-1857),
en su libro Cours d’Analyse, comenzó el estudio profundo de este
problema, donde también estudió las ecuaciones funcionales

f(xy) = f(x) + f(y)

f(x+ y) = f(x)f(y)

f(xy) = f(x)f(y)

donde x, y ∈ R y f : R → R es una función.

A una función f : R → R que satisface f(x + y) = f(x) + f(y)
para cada x, y ∈ R se le llama función aditiva.

Mediante álgebra elemental se puede demostrar que una función
aditiva es una transformación lineal en el espacio vectorial QR.
Además, Cauchy, en 1821, demostró que si la función f es aditiva
y continua, entonces es lineal en RR. En 1875, Jean Gaston Dar-
boux (1842-1917), demostró que para que una función aditiva sea
lineal, es suficiente pedirle que sea continua en un punto. Otras
condiciones que se le pueden pedir a una función aditiva para que
sea lineal son las siguientes:

Que la función sea monótona en cualquier intervalo.

Que la función sea acotada en cualquier intervalo.
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Sin embargo, si a la función no le pedimos alguna condición adi-
cional más que ser aditiva, Georg Hamel (1877-1954), demostró en
1905, mediante bases de QR (asumiendo el Axioma de Elección),
que hay una infinidad de funciones que satisfacen la ecuación fun-
cional de Cauchy, de las cuales no todas son lineales.

Sabiendo que se tiene la implicación

Axioma de Elección

⇓
Existencia de funciones aditivas no lineales

en esta tesis se desea explorar que tan fuerte es la existencia de
funciones aditivas no lineales con respecto al Axioma de Elección,
en particular, deseamos investigar si la implicación

Existencia de funciones aditivas no lineales

⇓
Axioma de Elección

es verdadera o no.

Al iniciar esta tesis, nuestra intuición nos dictaba que esta impli-
cación era verdadera debido a la fuerte relación que hay entre el
Axioma de Elección y la existencia de bases para los espacios vec-
toriales (ver [1]) y al hecho de que la existencia de las funciones
aditivas no lineales es una consecuencia de la existencia de bases
para QR. Sin embargo, en el 11 CIMA (2024), en la conferencia
titulada Los reales como espacio vectorial sobre Q, impartida por
Fernando Hernández Hernández, este último comentó que esta im-
plicación es falsa, debido a que en [22], para ser expĺıcitos, Ralf
Schlinder, Liuzhen Wu y Liang Yu, en su art́ıculo Hamel bases
and the principle of dependent choice, demostraron que existe un
modelo de ZF, donde se cumple el Axioma de Elecciones Depen-
dientes, existen bases de QR pero no existe un buen orden para los
reales de ese modelo y la existencia de bases de QR es suficiente
para la construcción de funciones aditivas no lineales.

Esta tesis está conformada por cuatro caṕıtulos. El Caṕıtulo
1 contiene los conceptos elementales de conjuntos, espacios vec-
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toriales y análisis matemático. Este caṕıtulo pudo omitirse, sin
embargo, decidimos incluirlo para que la tesis sea autocontenida.

En el Caṕıtulo 2, denotamos el conjunto de las funciones adi-
tivas por Ad(R), demostramos que Ad(R) = EndQ(R) (ver Teo-
rema 2.7). Cabe señalar que la prueba de esta afirmación en la
mayor parte de los textos la dejan como ejercicio.

La mayor parte de este caṕıtulo la dedicamos a exponer las
condiciones necesarias para que una función aditiva sea lineal en

RR. Estas condiciones son referentes a la continuidad, la integrabi-
lidad y la acotación. Respecto a la continuidad, se da una prueba
de que en Ad(R), la continuidad es equivalente a la linealidad
(ver Teorema 2.9). Cabe mencionar que esta prueba se realiza uti-
lizando únicamente la definición de continuidad, lo que exhibe que
esta condición se puede probar sin necesidad del Axioma de Elec-
ción. Posteriormente, se expone que en el caso de las funciones
aditivas, la condición de continuidad global se puede debilitar a
la continuidad en un solo punto (ver Teorema 2.10). Respecto a
integrabilidad, inicialmente se muestra que si una función aditiva,
que esta sea integrable en cada intervalo acotado es equivalente
a la continuidad (ver Teorema 2.12). Después se demuestra que
esta condición puede reducirse a pedir integrabilidad únicamen-
te en algún intervalo acotado (ver Corolario 2.14), esto debido al
Teorema 2.13.
En este caṕıtulo, también se prueba que las gráficas de funcio-
nes aditivas que no son lineales son conjuntos densos en R2. Esta
prueba también se realiza sin hacer uso del Axioma de Elección
(ver Teorema 2.15). Además, se prueba que si una función aditiva
es acotada en algún intervalo acotado, también es lineal en RR
(ver Teorema 2.19). Finalmente, a consecuencia de los resultados
mencionados anteriormente, se prueba que si una función aditiva
es derivable en algún punto, creciente o decreciente, entonces es
lineal en RR (ver Corolario 2.20).

En el Caṕıtulo 3, se presentan algunas hipótesis que se deben
satisfacer para asegurar la existencia funciones aditivas no linea-
les. Se sabe que en ZFC, todos los espacios vectoriales tienen base,
en particular QR. Sin embargo, si nos remitimos a ZF, no pode-
mos asegurar la existencia de bases para QR, motivo por el cuál
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introducimos la existencia de bases para QR como una hipótesis
adicional, que llamamos BRQ. Se exponen algunas propiedades
de interés del espacio vectorial QR, dentro de éstas, se muestra
que en ZF+BRQ, ninguna base para QR es equipotente a algún
número natural (ver Teorema 3.1), como consecuencia de este he-
cho, se muestra que en ZF+BRQ, es posible construir funciones
aditivas no lineales, las cuales pueden o no ser isomorfismos de gru-
pos abelianos (ver Teorema 3.11 y Teorema 3.12). También se de-
muestra que en ZF+BRQ, las bases de QR son Dedekind-infinitas
(ver Teorema 3.5), a ráız de esto, se muestra que en ZF+BRQ,
R ∼= Q × R como grupos abelianos (ver Teorema 3.6), existe un
subespacio de QR isomorfo a QQ(ω) (ver Teorema 3.7) y existen
funciones reales cuya gráfica en densa en R2 (ver Corolario 3.14).
Con respecto al espacio QR, también se muestra que en ZFC, su
dimensión es c (ver Teorema 3.9), lo cual nos permite concluir que
en ZFC, R ∼= Rn como grupos abelianos, para cualquier n ∈ ω
(ver Corolario 3.10), hay c funciones aditivas lineales y 2c funciones
aditivas no lineales (ver Teorema 3.13). Se prueba también que en
ZF, existen funciones aditivas no lineales si R ∼= C como grupos
abelianos, R ∼= (Q×R) como grupos abelianos (ver Teorema 3.16)
o existen automorfismos no continuos en C (ver Teorema 3.19).
Finalmente, se demuestra que en ZF, basta suponer la existencia
de funciones aditivas no lineales para probar la existencia de sub-
conjuntos de R que no son Lebesgue-medibles (ver Corolario 3.22).
Esto último simplifica la prueba que usualmente se presenta en la
literatura.

En el cuarto y último caṕıtulo, se estudia la implicación

Existencia de funciones aditivas no lineales

⇓
Axioma de Elección.

Se inicia por dar un pequeño preámbulo acerca de tópicos avanza-
dos de lógica y conjuntos, tales como teoŕıa de modelos, modelos
de la teoŕıa de conjuntos y forcing. Resaltamos que muchas demos-
traciones fueron omitidas debido a su complejidad y al objetivo de
esta tesis, sin embargo, citamos en cada resultado necesario una
referencia adecuada para consultar las pruebas de dichos resulta-
dos. Posteriormente, se exponen a grandes rasgos los resultados
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de [22], donde se prueba que hay un modelo de ZF donde existen
bases para QR pero no existe un buen orden para R (ver Teorema
4.88), en consecuencia no se cumple el Axioma de Elección. Pos-
teriormente, utlizando los resultados del Caṕıtulo 3, escribiendo
el concepto de “función aditiva no lineal” como una fórmula ∆0

y utilizando la transitividad de dicho modelo, se establece que en
éste, existen funciones aditivas no lineales, de esta manera se es-
tablece que la implicación planteada es falsa.
Finalmente se presentan comentarios adicionales, donde se men-
ciona que existen modelos de ZF donde todas las funciones aditi-
vas son lineales y también existen modelos de ZF donde existen
funciones aditivas no lineales y falla el Axioma de Elecciones Nu-
merables.

Este trabajo es una motivación para realizar una investigación
más profunda sobre la relación de las funciones aditivas no linea-
les con el Axioma de Elección; es de resaltar que para lograr esto
se necesitan conocimientos avanzados de lógica y teoŕıa de con-
juntos que nos permitan comprender los resultados que existen y
posiblemente generar nuevos resultados al respecto.
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Índice general

Agradecimientos VII

Introducción IX

1. Preliminares 1
1.1. Conjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo lo dedicaremos a recordar los conceptos elemen-
tales que se utilizarán a lo largo de este trabajo. Los tópicos que
se abordarán en este caṕıtulo son conjuntos, espacios vectoriales
y análisis matemático.

1.1. Conjuntos

En esta sección expondremos los conceptos elementales de la
Teoŕıa de Conjuntos que consideramos necesarios para el desarrollo
de esta tesis. Las demostraciones de los resultados que aqúı enun-
ciaremos se pueden encontrar en cualquier libro básico de Teoŕıa
de Conjuntos. En particular se pueden encontrar en [8], [11] y [23].

1.1.1. Axiomas de la Teoŕıa de Conjuntos

En este apartado enunciaremos los axiomas de la Teoŕıa de
Conjuntos.

Axioma 1 (Axioma de Extensón (Ext)). Dos conjuntos son igua-
les si tienen los mismos elementos. En śımbolos:

∀x∀y(∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y).

Axioma 2 (Esquema de Comprensión (Comp)). Sea φ(x, x1, . . . , xn)
una fórmula de la teoŕıa de conjuntos con todas sus variables li-
bres exhibidas. Para cada conjunto a, existe un conjunto b tal que

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

x ∈ b, si y solo si, x ∈ a y φ(x, x1, . . . , xn). En śımbolos:

∀x1 . . . ∀xn(∀a∃b(∀x(x ∈ b⇔ x ∈ a ∧ φ(x, x1, . . . , xn)))).

Axioma 3 (Axioma del Par (Par)). Para cualesquiera conjuntos
a y b, hay un conjunto c tal que x ∈ c, si y solo si, x = a o x = b.
En śımbolos:

∀a∀b(∃c(∀x(x ∈ c⇔ x = a ∨ x = b))).

Axioma 4 (Axioma de la Unión (Union)). Para cualquier con-
junto a, existe un conjunto u tal que x ∈ u, si y solo si, x ∈ w
para algún w ∈ a. En śımbolos:

∀a∃u(∀x(x ∈ u⇔ ∃w(w ∈ a ∧ x ∈ w))).

Axioma 5 (Axioma del Conjunto Potencia (Pot)). Para cual-
quier conjunto a, existe un conjunto s tal que x ∈ s, si y solo si,
x ⊆ a. En śımbolos:

∀a∃s(∀x(x ∈ s⇔ x ⊆ a)).

Notación 1. Si x es un conjunto, denotaremos al conjunto po-
tencia de x como P(x).

Axioma 6 (Axioma de Fundación(Fund)). Para cada conjunto
no vaćıo a, existe un conjunto u ∈ a tal que u∩a = ∅. En śımbolos:

∀a(∃y(y ∈ a) ⇒ ∃u(u ∈ a ∧ ¬∃z(z ∈ u ∧ z ∈ a))).

Definición 1.1. Sea x un conjunto.

(1) Se define el sucesor de x como

S(x) = x ∪ {x}.

(2) Se dice que x es un conjunto inductivo si cumple lo si-
guiente:

(a) ∅ ∈ x.

(b) Para cada conjunto y, y ∈ x implica S(y) ∈ x.
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Axioma 7 (Axioma del infinito (Inf)). Existe algún conjunto in-
ductivo. En śımbolos:

∃a(∅ ∈ a ∧ ∀y(y ∈ a⇒ S(y) ∈ a)).

Axioma 8 (Esquema de Reemplazo (Remp)). Sea

φ(x, y, x1, . . . , xn)

una fórmula de la teoŕıa de conjuntos con todas sus variables libres
exhibidas tal que para cada conjunto x, existe un único conjunto
y tal que φ(x, y, x1, . . . , xn). Se cumple que para cada conjunto a,
existe un conjunto b tal que, para cada x ∈ a, existe y ∈ b tal que
φ(x, y, x1, . . . , xn). En śımbolos:

∀x1 . . . ∀xn(∀x∃y′∀y(y = y′ ⇔ φ(x, y, x1, . . . , xn)) ⇒ ∀a∃b∀y
(y ∈ b⇔ ∃x(x ∈ a ∧ φ(x, y, x1, . . . , xn)))).

Para enunciar el Axioma de Elección es necesario introducir el
concepto de “función de elección” como se hace a continuación.

Definición 1.2. Sea x un conjunto no vaćıo. Una función de
elección o función selectora, es una función

f : P(x) \ {∅} → x

tal que f(a) ∈ a, para cada a ∈ P(x) \ {∅}.

Axioma 9 (Axioma de Elección (AC)). Todo conjunto no vaćıo
admite una función de elección.

La teoŕıa conformada por los axiomas 1-8, es conocida como
la Teoŕıa de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel y se denota por ZF.
La Teoŕıa ZFC es la teoŕıa conformada por los axiomas 1-9 y se
conoce como la teoŕıa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el
Axioma de Elección.

1.1.2. Axiomas de Bernays-Gödel(BG)

En la axiomatización de Bernays-Gödel, se consideran dos ti-
pos de objetos: conjuntos y clases. Para esta teoŕıa, todo conjunto
es una clase y una clase es un conjunto, si y solo si, pertenece a
alguna clase (o a algún conjunto). Una clase que no es un conjunto
es llamada clase propia. A continuación presentamos los axiomas
de la teoŕıa BG.
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Axioma 10 (Axioma de Extensión de clases). Si todo elemento
de X es elemento de Y y todo elemento de Y es elemento de X,
entonces X = Y .

Axioma 11. Cualquier conjunto es una clase.

Axioma 12. Si X ∈ Y , entonces X es un conjunto.

Axioma 13 (Axioma del Par). Para cualesquiera conjuntos x e
y, {x, y} es un conjunto.

Axioma 14 (Axioma de Comprensión). Si φ(x,X1, . . . , Xn) es
una fórmula cuyos únicos parámetros cuantificados son conjun-
tos, entonces existe una clase Y tal que x ∈ Y , si y solo si,
φ(x,X1, . . . , Xn).

Axioma 15 (Axioma del Infinito). Existe un conjunto inductivo.

Axioma 16 (Axioma de la Unión). Para cualquier conjunto X,⋃
X es un conjunto.

Axioma 17 (Axioma del Conjunto Potencia). Para cualquier con-
junto X, P(X) es un conjunto.

Axioma 18 (Axioma de Reemplazo). Si una clase F es una fun-
ción y X es un conjunto, entonces F (X) es un conjunto.

Axioma 19 (Axioma de Fundación). Para cada conjunto X no
vaćıo, existe u ∈ X tal que u ∩X = ∅.

Axioma 20 (Axioma de Elección AC). Existe una función F tal
que para cada conjunto X no vaćıo, F (X) ∈ X.

La teoŕıa conformada por los axiomas 10-18 es llamada la
Teoŕıa Bernays-Gödel y se denota por BG. La teoŕıa BGC es
la teoŕıa conformada por los axiomas 10-19.

Se conoce que si una proposición se puede probar en ZF, se
puede probar en BG. Análogamente para ZFC y BGC. Rećıpro-
camente, un Teorema de Shoenfield, establece que si una proposi-
ción que involucra únicamente a conjuntos como variables se puede
demostrar en BG, entonces se puede demostrar en ZF. El resul-
tado se puede generalizar a ZFC y BGC.
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1.1.3. Ordinales y cardinales

En esta parte escribimos los conceptos más importantes re-
ferentes a ordinales y cardinales. Los resultados aqúı citados se
pueden encontrar en [8], [11] o [23].

Definición 1.3. Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado
y Y ⊆ X.

(1) Un elemento m ∈ Y es llamado elemento menor (mayor),
si m ≤ y para cada y ∈ Y (y ≤ m para cada y ∈ Y ).

(2) Un elemento n ∈ Y es llamado elemento mı́nimo(máxi-
mo), si para cada y ∈ Y , n ≤ y implica y = n(para cada
y ∈ Y , y ≤ n implica y = n).

(3) Se dice que Y es una cadena en X, si para cada y, z ∈ Y ,
se cumple que x ≤ y o y ≤ x.

(4) Se dice que (X,≤) es un conjunto bien ordenado, si todo
subconjunto no vaćıo de X tiene un elemento menor.

Definición 1.4. Un conjunto x es llamado transitivo si para cada
y ∈ x, se cumple que y ⊆ x.

Definición 1.5. Sean α y n conjuntos.

(1) Se dice que α es un ordinal, si es un conjunto transitivo y
bien ordenado por la relación ∈.

(2) Se dice que α es un ordinal sucesor si existe un ordinal β
tal que α = β + 1. Si α ̸= 0 y no es un ordinal sucesor se
dice que es ordinal ĺımite.

(3) Se dice que n es un número natural, si es un ordinal y
para cada m < n, m = 0 o m es un ordinal sucesor.

(4) La clase de los ordinales se denota por OR.

Observación 1.6. Para efectos de este trabajo, consideraremos a
los números naturales como el conjunto

N = {0, 1, 2, . . .}

y su ordinal es ω. Para nosotros, N y ω significan lo mismo como
conjuntos.
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Definición 1.7. Sea κ un ordinal.

(1) Se dice que κ es un cardinal, si para cada α < κ, no existe
una función inyectiva f : α→ κ.

(2) Si κ es un cardinal, el sucesor de κ, denotado por κ+, es
el menor cardinal mayor que κ.

(3) Se dice que κ es un cardinal sucesor, si existe un cardinal
λ tal que κ = λ+. Si κ > ω y no es cardinal sucesor, se
dice que κ es un cardinal ĺımite.

(4) La clase de los cardinales se denota por Card.

Definición 1.8. Sean (X,≤X) y (Y,≤Y ) conjuntos parcialmen-
te ordenados y f : X → Y una función. Se dice que f es un
isomorfismo de orden, si f es una función biyectiva y para cada
x1, x2 ∈ X, se cumple que x1 ≤X x2, si y solo si, f(x1) ≤Y f(x2).
En este caso se dice que (X,≤X) y (Y,≤Y ) son isomorfos, lo cual
se denota por (X,≤X) ∼= (Y,≤Y ).

Una prueba del Teorema 1.9, se puede consultar en [8, Teorema
9.13, pág. 224].

Teorema 1.9. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un
único ordinal.

Definición 1.10. Sea (X,≤) un conjunto bien ordenado. Al único
ordinal α tal que (X,≤) ∼= (α,∈) se le llama el tipo de orden de
X y se denota por ∥(X,≤)∥, es decir, ∥(X,≤)∥ = (α,∈).

A continuación se enuncia el Teorema de Recursión para los
números naturales. Una prueba del mismo se puede encontrar en
[8, Teorema 5.15, pág. 106].

Teorema 1.11 (Teorema de recursión para ω). Sean A un con-
junto, a ∈ A y g : A × ω → A una función. Existe una única
función f : ω → A tal que:

(1) f(0) = a.

(2) Para cada n ∈ ω, f(n+ 1) = g(f(n), n).
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Los principios de inducción y recursión transfinita son gene-
ralizaciones de los principios de inducción y recursión conocidos
para ω, extendiéndose a la clase de los ordinales. Una prueba para
los Teoremas 1.12 y 1.13, se puede consultar en [8, Teorema 9.19,
pág. 227] y [8, Teorema 9.19, pág. 227], respectivamente.

Teorema 1.12 (Principio de Inducción Transfinita). Sea p(x) una
proposición abierta. Si para cada α ∈ OR, se cumple que, p(β) es
verdadera para todo β < α, implica que p(α) es verdadera, entonces
p(α) es verdadera para cada α ∈ OR.

Teorema 1.13 (Principio de Recursión Transfinita). Sea G una
función (entre clases). Entonces existe una única función F (entre
clases) tal que F (α) = G(F|α) para cada α ∈ OR.

El Teorema 1.14, garantiza que todo conjunto bien ordenado
se puede biyectar con un único cardinal.

Teorema 1.14. Todo conjunto bien ordenado es equipotente a un
único cardinal.

1.1.4. Equivalencias del Axioma de Elección

Para concluir esta sección, daremos algunas equivalencias y
consecuencias importantes del Axioma de Elección. El Teorema
1.15, nos ofrece equivalencias del Axioma de Elección relacionando
conceptos conjuntistas básicos. Una prueba del mismo se puede
encontrar en [8, Teorema 8.5, pág. 178].

Teorema 1.15. En ZF, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) Axioma de Elección.

(2) Para cada familia A no vaćıa de conjuntos no vaćıos aje-
nos dos a dos, existe un conjunto B tal que B ∩ A es un
conjunto unitario, para cada A ∈ A, es decir, B ∩ A =
{uA}, para cada A ∈ A.

(3) Para cada función suprayectiva f : X → Y , existe una
función g : Y → X tal que f ◦ g = idY .
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(4) Si {Aα}α∈I es una familia indizada con I ̸= ∅, Aα ̸= ∅
para cada α ∈ I y Aα ∩ Aβ = ∅ si α ̸= β para cada
α, β ∈ I, entonces existe un conjunto B ⊆

⋃
α∈I Aα tal

que B ∩Aα = {aα} para cada α ∈ I.

(5) Si {Aα}α∈I es una familia no vaćıa de conjuntos no vaćıos,
existe una función f : I →

⋃
α∈I Aα tal que f(α) ∈ Aα pa-

ra cada α ∈ I.

(6) Si {Aα}α∈I es una familia no vaćıa de conjuntos no vaćıos,
entonces

∏
α∈I Aα ̸= ∅.

(7) Si F : X → P(Y )\{∅} es una función, existe una función
f : X → Y tal que f(x) ∈ F (x) para cada x ∈ X.

Ahora, enunciaremos otras equivalencias importantes del Axio-
ma de Elección, referentes al orden. Las pruebas de los resultados
citados a continuación se encuentran en [8, págs. 181-187].

Definición 1.16. Sea F una familia de conjuntos. Se dice que F
es una familia de carácter finito si para cada conjunto A, se tiene
que A ∈ F si y solo si cada subconjunto finito de A pertenece a F .

Teorema 1.17. [Lema de Tuckey-Teichmüller] Toda familia de
conjuntos no vaćıa de carácter finito tiene un elemento máximo
respecto a ⊆.

Teorema 1.18. [Principio Maximal de Hausdorff] Todo conjun-
to parcialmente ordenado no vaćıo contiene una cadena máxima
respecto a ⊆.

Teorema 1.19. [Lema de Zorn] Todo conjunto parcialmente or-
denado no vaćıo en el que toda cadena tiene una cota superior,
tiene un elemento máximo.

Teorema 1.20. [Teorema del Buen Orden de Zermelo] Todo con-
junto puede ser bien ordenado.

Finalmente se establece la equivalencia entre los Teoremas 1.17-
1.20.

Teorema 1.21. En ZF son equivalentes:
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(1) Axioma de Elección.

(2) Lema de Tuckey-Teichmüller.

(3) Principio Maximal de Hausdorff.

(4) Lema de Zorn.

(5) Teorema del buen orden de Zermelo.

Asumiendo el Axioma de Elección, todo conjunto puede ser
bien ordenado, en consecuencia, todo conjunto es equipotente a
un único ordinal. Más aún, todo conjunto es equipotente a un
único cardinal.

Definición 1.22 (ZFC). Sea X un conjunto. Al único cardinal κ
equipotente a X, se le llama la cardinalidad de X y se denota por
|X|, es decir, |X| = κ.

Definición 1.23. Sea X un conjunto. El número de Hartog de
X, denotado por h(X) es el menor ordinal que no es equipotente
a algún subconjunto de X.

Se puede ver (consultar [8, Lema 9.57, pág. 247]) que para
cualquier conjunto X, h(X) es un cardinal.

Definimos por recursión transfinita los números “Aleph”.

Definición 1.24. Definimos por recursión transfinita la siguiente
sucesión de cardinales:

ω0 = ω.

ωα+1 = h(ωα), para cada α ∈ OR.

ωα =
⋃
β<α

h(ωβ), si α es un ordinal ĺımite.

Es común denotar ωα = ℵα para cada α ∈ OR, para hacer énfasis
en que tales ordinales son cardinales.

Finalmente, definimos el concepto de regularidad en cardinales.

Definición 1.25. Sean α un ordinal y c ⊆ α.
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(1) Se dice que c es cofinal en α, si para cada β ∈ α, existe
γ ∈ c tal que β ≤ γ.

(2) Si γ es un ordinal y f : γ → α es una función, se dice que
f es cofinal, si f(γ) es cofinal en α.

(3) La cofinalidad de α, denotada por cof(α), es el menor or-
dinal γ de modo que existe una función f : γ → α cofinal.

Se puede notar fácilmente que cof(α) ≤ α para cada α ∈ OR
y que cof(α+1) = 1, de modo que lo interesante de la cofinalidad
se presenta cuando α es un ordinal ĺımite.

Definición 1.26. Sea α un ordinal ĺımite. Se dice que α es regular,
si cof(α) = α. Cuando cof(α) < α se dice que α es un ordinal
singular.

1.2. Espacios Vectoriales

En este apartado vamos a exponer los resultados de álgebra
lineal que consideramos importantes para el desarrollo de este tra-
bajo.

Notación 2. Si F es un campo y V es un espacio vectorial sobre
F , escribiremos FV .

Notación 3. Si FV es un espacio vectorial y W ⊆ V es un subes-
pacio vectorial de FV , escribimos W ≤ V .

Notación 4. Sean F un campo, FV y FW espacios vectoriales.
Denotamos al conjunto de las transformaciones lineales de V a W
como HomF (V,W ), es decir,

HomF (V,W ) =
{
T ∈W V | T es lineal

}
.

No está de más recordar que HomF (V,W ) tiene estructura de es-
pacio vectorial sobre F , con las operaciones (T + S)(v) = T (v) +
S(v) y (cT )(v) = cT (v), para cada T, S ∈ HomF (V,W ), v ∈ V y
c ∈ F .

Cuando V =W , denotamos

HomF (V, V ) = EndF (V ).
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Notación 5. Si FV es un espacio vectorial, denotamos

I(V ) = {L ∈ P(V ) | L es linealmente independiente}

y
G(V ) = {G ∈ P(V ) | G genera a V }.

Además, si S ⊆ V , denotaremos al subespacio de FV generado por
S como ⟨S⟩.

Definición 1.27. Sean F un campo, FV un espacio vectorial y
B ⊆ V . Se dice que B es una base de V si B ∈ I(V ) ∩ G(V ).

El siguiente resultado es conocido en la literatura de Álgebra
Lineal, omitimos su demostración, la cual se puede consultar en
[17] ó en [19, Teorema 1.2.1, pág. 10].

Teorema 1.28. Sean F un campo, FV un espacio vectorial y
B ⊆ V . Las siguientes afirmaciones sobre B son equivalentes:

(1) B es una base de V .

(2) B es máximo en I(V ).

(3) B es mı́nimo en G(V ).

(4) Para cada v ∈ V , existen únicos n ∈ N\{0}, {c1, . . . , cn} ⊆
F y {x1, . . . , xn} ⊆ B tales que

v =

n∑
i=1

cixi.

Definición 1.29. Sea X un conjunto no vaćıo y p(x) una propo-
sición abierta en la variable x. Diremos que p se cumple para casi
toda x ∈ X, si el conjunto {x ∈ X | ¬p(x)} es finito.

Notación 6. Si F es un campo, FV es un espacio vectorial, B =
(xi)i∈I es una base de V , entonces para v ∈ V , denotamos por

v =
∑
i∈I

aivxiv

donde aiv ∈ F , a la única representación posible de v como com-
binación lineal de elementos de B, entendiendo que aiv = 0 para
casi toda i ∈ I.
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Debido a que en el desarrollo de este trabajo, utilizaremos re-
sultados tanto para espacios vectoriales de dimensión finita como
para espacios de dimensión arbitraria, es necesario enunciar por
separado los resultados, pues en los resultados para espacios de
dimensión finita no se requiere del Axioma de Elección y sus equi-
valencias, mientras que en los espacios que no son de dimensión
finita si.

1.2.1. Espacios vectoriales de dimensión finita

Los resultados que aqúı enunciaremos se pueden obtener sin
mayor problema en el modelo ZF y se pueden encontrar prácti-
camente en cualquier libro de Álgebra Lineal. Nosotros tomamos
como referencia a [17] y a [6] para los resultados que enunciaremos
a continuación.

Definición 1.30. Sean F un campo y FV un espacio vectorial.
Se dice que V es finitamente generado si existe G ∈ G(V ) finito.

Teorema 1.31. Sean F un campo, FV un espacio vectorial y
G ∈ G(V ) finito. Entonces existe B ⊆ V tal que B es base de V y
B ⊆ G.

Demostración. Consultar en [17, Teorema 16, pág. 36].

Teorema 1.32. Sean F un campo, FV un espacio vectorial fi-
nitamente generado, m,n ∈ N, L = {xi | i < m} ∈ I(V ) y
G = {yj | j < n} ∈ G(V ), entonces m ≤ n.

Teorema 1.33. Sean F un campo, FV un espacio vectorial fi-
nitamente generado. Entonces, todas las bases de V son finitas y
tienen el mismo número de elementos.

Demostración. Consultar [17, Teorema 18, pág. 40].

Definición 1.34. Sean F un campo y FV un espacio vectorial
finitamente generado. Se define la dimensión de V como n = |B| ∈
N, donde B es una base de V . En este caso se dice que FV es de
dimensión finita.

Teorema 1.35. Sean F un campo, FV de dimensión n ∈ N y B =
{x1, . . . , xn} una base de V . Entonces, para cada espacio vectorial
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FW y {w1, . . . , wn} ⊆ W , existe una única transformación lineal
T : V →W tal que T (xi) = wi para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. Como para cada v ∈ V , existe único {c1v , . . . , cnv} ⊆
F tal que

v =
n∑
i=1

civxi,

la función
T : V → W

v 7→
∑n

i=1 civwi

está bien definida. Es fácil ver que T es una transformación lineal
con la propiedad buscada y la única posible.

Notación 7. Si F es un campo, FV y FW son espacios vectoriales
isomorfos, escribiremos V ∼=W .

Teorema 1.36. Sean F un campo, FV y FW espacios vectoriales
de dimensión finita. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) V ∼=W .

(2) dim(V ) = dim(W ).

Demostración. (1) ⇒ (2): Si V ∼= W , existe un isomorfismo T :
V →W . Sean dim(V ) = n ∈ N y B = {x1, . . . , xn} una base de V .
Debido que T es isomorfismo, se tiene queBW = {T (x1), . . . , T (xn)}
es una base de V , por consiguiente dim(W ) = n = dim(V ).
(2) ⇒ (1): Sea n = dim(V ) = dim(W ) y tomemos bases BV =
{x1, . . . , xn} y BW = {y1, . . . , yn} de V yW , respectivamente. Por
el Teorema 1.35, existe una única transformación lineal

T : V → W
xi 7→ yi.

Debido a que T manda una base de V en una base de W , T es un
isomorfismo y consecuentemente, V ∼=W .

Corolario 1.37. Sean F un campo y FV un espacio vectorial de
dimensión n ∈ N. Entonces V ∼= Fn.

Demostración. Como dim(Fn) = n = dim(V ), por el Teorema
1.33, obtenemos que V ∼= Fn.
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1.2.2. Espacios vectoriales arbitrarios

Para los resultados expuestos en este apartado, es necesario
trabajar en el modelo ZFC, pues el Axioma de Elección es vital
para establecer los mismos.

Teorema 1.38. Sean FV un espacio vectorial, L ∈ I(V ) y G ∈
G(V ) tales que L ⊆ G, entonces existe una base B tal que L ⊆
B ⊆ G.

Demostración. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado
(Γ,⊆), donde

Γ = {X ∈ I(V ) | L ⊆ X ⊆ G} .

Por hipótesis, L ∈ Γ, por tanto Γ ̸= ∅. Sea C = {Ci}i∈I una ca-
dena contenida en Γ y consideremos C =

⋃
i∈I Ci. Notemos que

para cada i ∈ I, Ci ⊆ C, aśı que C es una cota superior pa-
ra C. Falta exhibir que C ∈ Γ. Para esto, observemos que para
cada i ∈ I, L ⊆ Ci ⊆ G, por lo que L ⊆ C ⊆ G. Ahora mos-
traremos que C es linealmente independiente en V , para esto, to-
memos un subconjunto finito H = {x1, . . . , xn} contenido en C,
entonces para cada j ∈ {1, . . . , n}, existe ij ∈ I tal que xj ∈ Cij .
Dado que C es una cadena, también lo es {Cij}nj=1, en consecuen-
cia, existe N ∈ {1, . . . , n} tal que

⋃n
j=1Cij = CiN . Obsérvese

que H ⊆
⋃n
j=1Cij = CiN , por consiguiente, H ⊆ CiN y como

CiN es linealmente independiente en V , también H es linealmen-
te independiente en V , aśı, C es linealmente independiente en V ,
concluyendo que C ∈ Γ. Hemos mostrado que toda cadena con-
tenida en Γ tiene una cota superior en Γ, por el Lema de Zorn,
Γ tiene un elemento máximo, digamos B. De la definición de Γ
se tiene que B es linealmente independiente y L ⊆ B ⊆ G. Para
mostrar que B es base de V necesitamos exhibir que V = ⟨B⟩.
En efecto, si ⟨B⟩ ⪇ V , como V = ⟨G⟩, G ⊈ ⟨B⟩, de lo contrario,
V = ⟨G⟩ ≤ ⟨B⟩ ≤ V , luego, V = ⟨B⟩, lo que contradice nuestra
suposición. Por consiguiente, existe y ∈ G tal que y /∈ ⟨B⟩, dado
que B es linealmente independiente, se tiene que B∪{y} es lineal-
mente independiente en V , además, L ⊆ B ⊆ B ∪ {y} ⊆ G. Aśı,
B ∪ {y} ∈ Γ con B ⊊ B ∪ {y}, lo cual contradice la maximalidad
de B en Γ. Por lo tanto, V = ⟨B⟩ y aśı B es una base de V con
las condiciones deseadas.
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Corolario 1.39. Todo espacio vectorial tiene base.

Demostración. Sea FV un espacio vectorial. Aplicando el Teorema
1.38 a L = ∅ y G = V , se obtiene la base deseada.

Podemos notar que para establecer el Corolario 1.39, fue nece-
sario el Axioma de Elección en su versión del Lema de Zorn. Sin
embargo, se sabe que la existencia de bases para espacios vecto-
riales es equivalente al Axioma de Elección. Esto lo enunciamos en
el Teorema 1.40. Una prueba de este resultado se puede encontrar
en [1, Teorema 28, pág. 60] o [7, Theorem 4.44, pág. 67].

Teorema 1.40. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Axioma de Elección.

(2) Todo espacio vectorial tiene base.

A continuación, daremos una demostración del teorema de re-
emplazo generalizado, el cuál se encuentra como ejercicio en [4,
Ejercicio 7, pág. 62].

Teorema 1.41 (Teorema de reemplazo). Sean FV un espacio vec-
torial, B una base de V y L ∈ I(V ). Entonces existe S ⊆ B tal
que L ∪ S es una base de V .

Demostración. Consideremos la familia

A = {T ⊆ B | L ∪ T ∈ I(V )}

ordenada por inclusión de conjuntos. Notemos que ∅ ∈ A, aśı
A ≠ ∅. Consideremos C = {Ci}i∈I ⊆ A una cadena y C =

⋃
i∈I Ci.

Notemos que Ci ⊆ C para cada i ∈ I, entonces C es una cota
superior para C. Mostremos que C ∈ A, para eso tomemos un
conjunto finito H = {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} ⊆ L ∪ C, donde xi ∈
L, yj ∈ C, para i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}. Luego, para
cada j ∈ {1, . . . ,m}, existe ij ∈ I tal que yj ∈ Cij . Como C es
una cadena, también lo es {Cij}mj=1, por consiguiente, existe k ∈
{1, . . . ,m} tal que {yj}mj=1 ⊆ Ck, aśı H ⊆ L∪Ck. Dado que L∪Ck
es linealmente independiente, H es linealmente independiente y
por tanto L∪C es linealmente independiente, concluyendo que C ∈
A. Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento máximo, digamos
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S. Luego, L ∪ S es linealmente independiente en V . Para ver que
es base nos resta ver que ⟨L ∪ S⟩ = V . Para probar esto último,
supongamos que ⟨L ∪ S⟩ ⪇ V , como V = ⟨B⟩, existe x ∈ B tal
que x /∈ ⟨L ∪ S⟩, obteniendo que L ∪ (S ∪ {x}) es linealmente
independiente, por tanto, S ∪ {x} ∈ A con S ⊊ S ∪ {x}, lo que
contradice la maximalidad de S. Por lo tanto, L ∪ S genera a V ,
estableciendo aśı que L ∪ S es base de V .

Observación 1.42. El Teorema de reemplazo nos permite con-
cluir que si L ∈ I(V ), existe S ⊆ V tal que L ∪ S es base de FV
y L ∩ S = ∅.

Definición 1.43. Sean FV un espacio vectorial, W y K subes-
pacios de V . Se dice que V es suma directa de W y K, si
V = W +K y W ∩K = {0}. En este caso, se dice que W es un
complemento de K y que K es un complemento de W . Se
escribe V =W ⊕K.

En la mayor parte de la literatura, el Teorema 1.44, se prueba
para dimensión finita, aqúı daremos una prueba para dimensión
arbitraria.

Teorema 1.44. Sean FV un espacio vectorial y W ≤ V . Entonces
existe K ≤ V tal que V =W ⊕K.

Demostración. Por el Corolario 1.39, W tiene base, digamos B.
Luego, B es linealmente independiente en V , por la Observación
1.42, existe S ⊆ V tal que B ∪ S es base de V y B ∩ S = ∅.
Nótese que K = ⟨S⟩ es un subespacio de V . Vamos a demostrar
que V =W ⊕K, para esto observemos que

V = ⟨B ∪ S⟩ = ⟨B⟩+ ⟨S⟩ =W +K

es decir, V =W +K. Ahora, si v ∈W ∩K, entonces

v =
∑
x∈B

cxvx

con cxv ∈ F y cxv = 0 para casi todo x ∈ B y

v =
∑
y∈S

cyvy
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con cyv ∈ F y cyv = 0 para casi toda y ∈ S. Entonces se tiene que∑
x∈B

cxvx−
∑
y∈S

cyvy = 0

pero B ∪ S es linealmente independiente, en consecuencia cxv = 0
y cyv = 0 para toda x ∈ B e y ∈ S, concluyendo que v = 0,
consecuentemente, W ∩K = {0}. Por lo tanto, V =W ⊕K.

El Teorema 1.45, cuya demostración se puede consultar en [17,
Teorema 25, págs. 52-56], establece que el concepto de dimensión
está bien definido para cualquier espacio vectorial, no necesaria-
mente de dimensión finita.

Teorema 1.45. Sea FV un espacio vectorial. Si A y B son bases
de FV , entonces |A| = |B|.
Definición 1.46. Sea FV un espacio vectorial. Definimos la di-
mensión de FV , denotada por dim(FV ) como |B|, donde B es
una base de FV , es decir, dim(FV ) = |B|.
Notación 8. Sean F un campo y X un conjunto no vaćıo. Deno-
tamos

FX = {f ∈ P(X × F ) | f es función}
el cual es un espacio vectorial sobre F con las operaciones (f +
g)(x) = f(x)+ g(x) y (cf)(x) = cf(x) para cada f, g ∈ FX , c ∈ F
y x ∈ X (ver [17, Ejemplo 14, pág. 20]).

Notación 9. Sean F un campo y X un conjunto no vaćıo. Deno-
tamos

F (X) = {f ∈ FX | |sop(f)| < ω}
donde sop(f) = {x ∈ X | f(x) ̸= 0}. De hecho, F (X) ≤ FX (ver
[17, Ejemplo 17, pág. 22]).

Ejemplo 1.47. Sean F un campo y X un conjunto no vaćıo.
Veamos que dim(FF

(X)) = |X|.
En efecto, para cada x ∈ X, consideremos la función

δx : X → F
x 7→ 1

y ̸= x 7→ 0.

Es claro que B = {δx}x∈X ⊆ F (X). Mostremos que B es una base
de F (X). Para esto, mostraremos lo siguiente:
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B es linealmente independiente: Sean n ∈ N\{0}, x1, . . . , xn ∈
X, c1, . . . , cn ∈ F tales que

∑n
i=1 ciδxi = 0. Ahora, sea

j ∈ {1, . . . , n} arbitrario y fijo. Luego, se tienen las siguien-
tes igualdades:

cj = 1 · cj = δxj (xj)cj =

(
n∑
i=1

ciδxi

)
(xj) = 0(xj) = 0

es decir, cj = 0, lo cual sucede para cada j ∈ {1, . . . , n}. Por
lo tanto, B es linealmente independiente.

B genera a FF
(X): Sea f ∈ F (X), si f = 0, entonces f ∈

⟨B⟩, pues ⟨B⟩ ≤F F (X). Ahora, si f ̸= 0, entonces existe
n ∈ N \ {0} tal que sop(f) = {x1, . . . , xn}. Mostraremos que

f =
n∑
i=1

f(xi)δxi . (1.1)

Si x /∈ sop(f), al evaluar ambos lados de la Ecuación (1.1),
se tiene la igualdad.

Si x ∈ sop(f), entonces x = xj para algún j ∈ {1, . . . , n},
entonces tenemos lo siguiente:

f(x) = f(xj) = f(xj) · 1 = f(xj)δxj (xj)

=

(
n∑
i=1

f(xi)δxi

)
(xj) =

(
n∑
i=1

f(xi)δxi

)
(x).

Por lo tanto, la igualdad en la Ecuación (1.1) está probada.
En consecuencia, f ∈ ⟨B⟩, obteniendo que F (X) = ⟨B⟩.
Finalmente, mostraremos que |B| = |X|, para esto conside-
remos la función

δ : X → B
x 7→ δx.

(1.2)

Es claro que δ está bien definida y es suprayectiva. Vamos a
mostrar que es inyectiva, para esto, consideremos x, y ∈ X
con x ̸= y. Si δx = δy, se tienen las siguientes igualdades

1 = δx(x) = δy(x) = 0
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es decir, 1 = 0, lo cual es absurdo debido a que F es campo,
por tanto, δx ̸= δy, concluyendo aśı que δ es inyectiva. Por
lo tanto, δ es una biyección y consecuentemente, |B| = |X|,
es decir, dim(FF

(X)) = |X|.

Observación 1.48. Si definimos F (∅) = {0F }, se tiene que

dim(FF
(∅)) = 0 = |∅| .

De esta manera, tenemos definido F (X) para cualquier conjunto
X. Este hecho nos permite concluir que a cualquier conjunto X le
podemos asignar un espacio vectorial sobre F , a saber, F (X). Más
aún, cuando X es un conjunto finito, F (X) = FX .

Del Ejemplo 1.47, podemos decir que X es una base de FF
(X),

a pesar de que X no es un subconjunto de F (X). Esto nos motiva
a introducir una definición categórica de base y establecer que en
cierto sentido es equivalente a la definición de base que se conoce.

Definición 1.49. Sean FV un espacio vectorial, X un conjunto
y Λ : X → V una función. Diremos que el par (X,Λ) es una base
categórica de FV , si satisface la siguiente propiedad universal:

Para cada espacio vectorial FW y cada función f : X →W ,
existe una única transformación lineal T : V → W tal que
T ◦Λ = f , lo cual podemos describir diciendo que el diagrama

X
f //

Λ
��

W

V
T

>>

es conmutativo.

Observación 1.50. Si FV es un espacio vectorial y (X,Λ) es
una base categórica de V , entonces Λ : X → V es una función
inyectiva.

En efecto, supongamos que no lo es, entonces existen x, y ∈ X,
x ̸= y con Λ(x) = Λ(y). Sabemos que FF es un espacio vectorial,
entonces definimos la función

f : X → F
x 7→ 1

X \ {x} ∋ z 7→ 0.
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Al ser F un campo, se tiene que 1 ̸= 0. Es claro que f está bien
definida. Luego, existe una única transformación lineal T : V → F
de manera que el diagrama

X

Λ
��

f // F

V
T

>>

conmuta, es decir, T ◦Λ = f . Aśı, obtenemos las siguientes igual-
dades:

1 = f(x) = (T ◦ Λ)(x) = T (Λ(x)) = T (Λ(y))

= (T ◦ Λ)(y) = f(y) = 0

es decir, 1 = 0, contradiciendo que F es campo. Por lo tanto, Λ
es inyectiva.

Teorema 1.51. Sean F un campo, X un conjunto no vaćıo y FV
un espacio vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) (X,Λ) es una base categórica de FV .

(2) Λ(X) es una base de FV .

Demostración.
(1) ⇒ (2): Supongamos que (X,Λ) es una base categórica de V .
Probaremos primero que Λ(X) es linealmente independiente en
V . Para esto, si Λ(X) es linealmente dependiente en V , entonces
existe y ∈ X tal que Λ(y) ∈ ⟨Λ(X \ {y})⟩. Definimos la función

f : X → F
y 7→ 1

X \ {y} ∋ x 7→ 0.

Por hipótesis, existe una transformación lineal T : V → F tal
que T ◦ Λ = f . Como Λ(y) ∈ ⟨Λ(X \ {y})⟩, entonces Λ(y) =∑

x∈X cxΛ(x) con x ̸= y, cx ∈ F y cx = 0 para casi todo x ∈
X \ {y}. De esta manera, tenemos lo siguiente:

1 = f(y) = (T ◦ Λ)(y) = T (Λ(y)) = T

(∑
x∈X

cxΛ(x)

)
=
∑
x∈X

cxT (Λ(x)) =
∑
x∈X

cx(T ◦ Λ)(x) =
∑
x∈X

cxf(x) = 0
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es decir, 1 = 0, lo cual no es posible. Por lo tanto, Λ(X) es lineal-
mente independiente en V .
Ahora mostraremos que ⟨Λ(X)⟩ = V . Supongamos que ⟨Λ(X)⟩ ⪇
V . Por el Teorema 1.44, existe {0} ≠ L ⪇ V tal que V = ⟨Λ(X)⟩⊕
L. Entonces, la transformación lineal

P : V = ⟨Λ(X)⟩ ⊕ L → V
u+ l = v 7→ u

es tal que el diagrama

X

Λ
��

Λ // V

V
P

>>

conmuta, pues (P ◦Λ)(x) = P (Λ(x)) = Λ(x) para cada x ∈ X, ya
que Λ(X) ⊆ ⟨Λ(X)⟩. Por otro lado, es claro que la transformación
lineal identidad

idV : V → V

hace el diagrama

X

Λ
��

Λ // V

V
idV

>>

conmutativo. Ahora bien, como ⟨Λ(X)⟩ ⪇ V , existe v0 ∈ V \
⟨Λ(X)⟩, luego, v0 = u0 + l0, con u0 ∈ ⟨Λ(X)⟩, l0 ∈ L. Notemos
que l0 ̸= 0, pues de lo contrario, v0 = u0 ∈ ⟨Λ(X)⟩, contradiciendo
nuestra suposición. De esta manera

P (v0) = P (u0 + l0) = u0 ̸= u0 + l0 = idV (u0 + l0) = idV (v0)

es decir, P (v0) ̸= idV (v0), en consecuencia, P ̸= idV , contradicien-
do la unicidad de la transformación lineal con la propiedad. Por
lo tanto, V = ⟨Λ(X)⟩. En consecuencia, Λ(X) es una base de V .
(2) ⇒ (1): Supóngase que Λ(X) es una base de V . Vamos a mos-
trar que (X,Λ) es una base categórica de V . Sean FW un espacio
vectorial y f : X → W una función. Por hipótesis, para cada
v ∈ V , existe una única representación

v =
∑
x∈X

cxvΛ(x)
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donde cxv ∈ F y cxv = 0 para casi todo x ∈ X. Luego, la función

T : V → W∑
x∈X cxvΛ(x) = v 7→

∑
x∈X cxvf(x)

está bien definida. Además, si x ∈ X, como Λ(X) es base de V , se
tiene que Λ(x) = 1 · Λ(x), por consiguiente

(T ◦ Λ)(x) = T (Λ(x)) = T (1 · Λ(x)) = 1 · f(x) = f(x)

en consecuencia, T ◦ Λ = f . Ahora, veamos que T es lineal, para
eso tomemos u, v ∈ V y c ∈ F , luego

u =
∑
x∈X

cxuΛ(x)

y

v =
∑
x∈X

cxvΛ(x)

con cxu , cxv ∈ F , cxu = cxv = 0 para casi toda x ∈ X. Entonces
tenemos que

T (u+ cv) = T

(∑
x∈X

cxuΛ(x) + c
∑
x∈X

cxvΛ(x)

)

= T

(∑
x∈X

(cxu + ccxv)Λ(x)

)
=
∑
x∈X

(cxu + ccxv)f(x)

=
∑
x∈X

cxuf(x) + c
∑
x∈X

cxvf(x)

= T (u) + cT (v)

mostrando aśı la linealidad de T .
Finalmente, probaremos la unicidad de T . Si S : V → W es una
transformación lineal tal que S ◦ Λ = f , tenemos que

S(v) = S

(∑
x∈X

cxvΛ(x)

)
=
∑
x∈X

cxvS(Λ(x)) =
∑
x∈X

cxv(S ◦ Λ)(x)

=
∑
x∈X

cxvf(x) = T (v)
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es decir, S(v) = T (v) para cada v ∈ V , concluyendo aśı que S =
T .

Ejemplo 1.52. Si F es un campo y X es un conjunto, entonces
(X, δ) es una base categórica de F (X), donde δ está definida en
(1.2) del Ejemplo 1.47.

Ejemplo 1.53. Si FV es un espacio vectorial y B es una base de
V , entonces (B, ι) es una base categórica de V , donde

ι : B → V
x 7→ x

es la función inclusión. A este hecho, en algunos libros lo conocen
como Propiedad universal de las bases (Ver [17, Teorema 34,
págs. 73-75]), esto es, para definir una transformación lineal es
suficiente definirla en la base.

Observación 1.54. Si (X,Λ) es una base categórica de un espacio
vectorial FV , en virtud a la Observación 1.50, Λ : X → V es
una función inyectiva, en consecuencia, Λ : X → Λ(X) es una
biyección. Además, por el Teorema 1.51, Λ(X) es una base de V .
Por tanto, tenemos que

dim(FV ) = |Λ(X)| = |X|

es decir, dim(FV ) = |X|.

El siguiente teorema es un resultado clásico para espacios de
dimensión finita; aqúı exponemos una demostración para espacios
de dimensión arbitaria utilizando la herramienta de las bases ca-
tegóricas.

Teorema 1.55. Sean FV y FW espacios vectoriales. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) V ∼=W .

(2) dim(FV ) = dim(FW ).

Demostración. (1) ⇒ (2): Supongamos que V ∼= W , luego existe
un isomorfismo T : V → W , en particular, T : V → W es una
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biyección. Ahora, si B es una base de V , entonces T (B) es una

base deW y T
|T (B)
|B : B → T (B) es una biyección, en consecuencia

dim(FV ) = |B| = |T (B)| = dim(FW )

es decir, dim(FV ) = dim(FW ).
(2) ⇒ (1): Consideremos (X,Λ) y (Y,Γ) bases categóricas de V

y W , respectivamente. Por hipótesis y la Observación 1.54, existe
una biyección σ : X → Y . Aśı, tenemos el diagrama

X
σ //

Λ
��

Y

Γ
��

V W

Por un lado, del diagrama

X
Γ◦σ //

Λ
��

W

V

al ser (X,Λ) una base categórica de V , existe una única transfor-
mación lineal T : V →W que hace conmutativo al diagrama

X
Γ◦σ //

Λ
��

W

V
T

>>

conmutativo, es decir, T ◦ Λ = Γ ◦ σ. Por otro lado, del diagrama

Y
Λ◦σ−1

//

Γ
��

V

W

y por ser (Y,Γ) una base categórica de W , existe una única trans-
formación lineal S :W → V que hace al diagrama

Y
Λ◦σ−1

//

Γ
��

V

W
S

>>
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conmutativo, es decir, S ◦ Γ = Λ ◦ σ−1. Obsérvese que

(S ◦ T ) ◦ Λ = S ◦ (T ◦ Λ) = S ◦ (Γ ◦ σ) = (S ◦ Γ) ◦ σ
= (Λ ◦ σ−1) ◦ σ = Λ ◦ (σ−1 ◦ σ)
= Λ ◦ idX = Λ

de manera que el diagrama

X
Λ //

Λ
��

V

V
S◦T

>>

conmuta. Finalmente, observemos que el diagrama

X
Λ //

Λ
��

V

V
idV

>>

también es conmutativo, en virtud de la unicidad de la transforma-
ción lineal con la propiedad, se sigue que S ◦ T = idV . De manera
análoga se exhibe que T ◦ S = idW . Por lo tanto, T : V → W es
un isomorfismo y en consecuencia, V ∼=W .

Corolario 1.56. Sea FV un espacio vectorial con base B. Enton-
ces, V ∼= F (B).

Demostración. Puesto que dim(FV ) = |B| = dim(FF
(B)), en vir-

tud del Teorema 1.55, V ∼= F (B).

Observación 1.57. Del Corolario 1.56, se sigue que si dim(FV ) =
κ, donde κ es un cardinal, entonces V ∼= F (κ).

1.3. Análisis matemático

En esta sección escribimos los conceptos relativos al análisis
matemático que consideramos importantes para el desarrollo de
este trabajo.

Definición 1.58. Sea f : R → R una función. Decimos que f es
localmente integrable, si para cada a, b ∈ R con a ≤ b, se tiene que
f es integrable en [a, b].
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1.3.1. σ-álgebras y funciones medibles

Definición 1.59. Sea X un conjunto y M una familia de sub-
conjuntos de X. Se dice que M es una σ-álgebra de subconjuntos
de X si satisface lo siguiente:

(1) X ∈ M.

(2) Si E ∈ M, entonces Ec ∈ M.

(3) Si (En)n∈ω ⊆ M, entonces
⋃
n∈ω En ∈ M.

En este caso, se dice que el par (X,M) es un espacio medible y a
los elementos de M se les llama conjuntos medibles.

A continuación definimos la σ-álgebra generada por una familia
de conjuntos.

Definición 1.60. Sean X un conjunto y A una familia de sub-
conjuntos de X. La σ-álgebra generada por A, denotada por σ(A)
es la mı́nima σ-álgebra que contiene a A, es decir,

σ(A) =
⋂

{M ⊆ P(X) | M es σ-álgebra y A ⊆ M}.

Para el ejemplo que daremos de una σ-álgebra generada, se
necesita la siguiente definición.

Definición 1.61. Sean X un conjunto y τ una familia de subcon-
juntos de X. Se dice que τ es una topoloǵıa en X si satisface lo
siguiente:

(1) ∅, X ∈ τ .

(2) Si (Gi)i∈I ⊆ τ , entonces
⋃
i∈I Ai ∈ τ .

(3) Para cada m ∈ ω, si (Gk)
m
k=1 ⊆ τ , entonces

⋂m
k=1Gk ∈ τ .

En este caso se dice que el par (X, τ) es un espacio topológico. A
los elementos de τ se les llama conjuntos abiertos y a los elementos
de X se les llama puntos.

Con la Definición 1.61, podemos definir la σ-álgebra de Borel
en un espacio topológico.
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Definición 1.62. Sea (X, τ) un espacio topológico. La σ-álgebra
de Borel en X, denotada por B(X), se define como σ(τ), es decir,
B(X) = σ(τ). En palabras, la σ-álgebra de Borel en X es la menor
σ-álgebra que contiene a todos los conjuntos abiertos.

Ejemplo 1.63. La σ-álgebra de Borel en R, B(R) es la mı́nima σ-
álgebra en R que contiene a todos los conjuntos abiertos respecto a
la topoloǵıa inducida por la métrica euclidiana (la métrica inducida
por el valor absoluto).

Ahora definimos las funciones de interés entre espacios medi-
bles.

Definición 1.64. Sean (X,MX), (Y,MY ) espacios medibles y
f : X → Y una función. Decimos que f es medible si para cada
A ∈ MY , se cumple que f−1(A) ∈ MX .

Finalmente definimos el concepto de medida.

Definición 1.65. Sean (X,M) un espacio medible y µ : M →
[0,∞] una función. Se dice que µ es una medida sobre M si se
cumple lo siguiente:

(1) µ(∅) = 0.

(2) Para cada (En)n∈ω ⊆ M tal que Em ∩ En = ∅ para cada
m,n ∈ ω con m ̸= n, se cumple que

µ

( ∞⋃
n=0

En

)
=

∞∑
n=0

µ(En).

En este caso se dice que la terna (X,M, µ) es un espacio de me-
dida.

1.3.2. La medida de Lebesgue

En este apartado vamos a escribir los conceptos importantes
correspondientes a la Medida de Lebesgue. Los resultados aqúı
citados se pueden encontrar a detalle en [2] o [18].
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Notación 10. Si I = (a, b) con a, b ∈ R y a ≤ b, denotamos la
longitud de I por

ℓ(I) = b− a.

Se cumple que si I = (a, b), I = [a, b), I = (a, b] ó I = [a, b],
entonces ℓ(I) = b− a.

Si en algunos de los casos anteriores, a = −∞ o b = ∞,
entonces ℓ(I) = ∞. Cuando a, b ∈ R, se dice que I es un intervalo
acotado.

Notación 11. Para E ⊆ R, denotamos por CE al conjunto

CE =

{ ∞∑
n=0

ℓ(In) | (In)n∈ω ⊆ P(R) es una familia de intervalos

abiertos acotados y E ⊆
∞⋃
n=0

In

}
.

Definición 1.66. Definimos la medida exterior de Lebesgue como
la función

λ∗ : P(R) → [0,∞]
E 7→ ı́nf CE .

A continuación, listamos algunas propiedades importantes que
satisface la medida exterior de Lebesgue. La prueba se puede con-
sultar en [2, Lemma 9.5, pág. 99].

Proposición 1.67. La medida exterior de Lebesgue satisface las
siguientes propiedades:

(1) Para cada E ⊆ R, se cumple que 0 ≤ λ∗(E) ≤ ∞.

(2) Para cada E1, E2 ⊆ R, si E1 ⊆ E2, entonces λ∗(E1) ≤
λ∗(E2).

(3) Si E ⊆ R es numerable, entonces λ∗(E) = 0.

(4) Si (En)n∈ω ⊆ P(R), entonces

λ∗

( ∞⋃
n=0

En

)
≤

∞∑
n=0

λ∗(En).
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En particular, si (Ek)
n
k=1 ⊆ P(R), se cumple que

λ∗

(
n⋃
k=1

Ek

)
≤

n∑
k=1

λ∗(Ek).

Definición 1.68. Sean E ⊆ R y x0 ∈ R. Definimos la traslación
del conjunto E por x0, como el conjunto

x0 + E = {x0 + y | y ∈ E}.

Teorema 1.69. La medida exterior de Lebesgue es invariante bajo
traslaciones, es decir, para cada E ⊆ R y x ∈ R, se cumple que
λ∗(x+ E) = λ∗(E).

Teorema 1.70. Si I ⊆ R es un intervalo, se cumple que λ∗(I) =
ℓ(I).

Ahora, estamos en condiciondes de definir a los conjuntos Lebesgue-
medibles.

Definición 1.71. Sea E ⊆ R. Se dice que E es Lebesgue-medible,
si para cada A ⊆ R, se cumple que

λ∗(A) = λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec).

Notemos que si A ⊆ R, entonces se tiene que

A = A ∩ R = A ∩ (E ∪ Ec) = (A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec)

es decir, A = (A ∩E) ∪ (A ∩Ec), utilizando (4) de la Proposición
1.67, se tiene que

λ∗(A) = λ∗((A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec)) ≤ λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec)

es decir, λ∗(A) ≤ λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec). En consecuencia, para
mostrar que E es Lebesgue-medible, es suficiente probar que para
cada A ⊆ R:

λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec) ≤ λ∗(A).

Además, la desigualdad es clara cuando λ∗(A) = ∞, de modo que
basta verificar cuando λ∗(A) <∞.

El Teorema 1.72, cuya prueba se puede consultar en [2, Theo-
rem 9.7, pág. 101], nos garantiza la existencia de la σ-álgebra de
los conjuntos Lebesgue-medibles.
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Teorema 1.72. Consideremos la familia de subconjuntos de R,
dada por

ML = {E ∈ P(R) | E es Lebesgue-medible}.

Se cumple que ML es una σ-álgebra de subconjuntos de R y

λ = λ∗|ML
: ML → [0,∞]

es una medida.

Definición 1.73. A la σ-álgebra ML y a la medida λ, definidas
en el Teorema 1.72, se les llama la σ-álgebra de Lebesgue y la
medida de Lebesgue, respectivamente.

A continuación, enunciamos algunas propiedades conocidas que
satisface la medida de Lebesgue.

Teorema 1.74. La medida de Lebesgue λ : ML → [0,∞], satis-
face las siguientes propiedades:

(1) Si I ⊆ R es un intervalo, entonces I es Lebesgue-medible
y λ(I) = ℓ(I).

(2) Si E ⊆ R y λ∗(E) = 0, entonces E ∈ ML, es decir, E es
Lebesgue-medible.

(3) Si E ⊆ N ⊆ R y λ(N) = 0, entonces E ∈ ML. Aśı, se
concluye que (R,ML, λ) es un espacio de medida comple-
to.

(4) Todos los conjuntos abiertos y cerrados en R son Lebesgue-
medibles. Más aún, B(R) ⊆ ML y la contención es propia.

A continuación, presentamos algunas equivalencias para los
conjuntos Lebesgue-medibles.

Teorema 1.75. Sea E ⊆ R. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) E es Lebesgue-medible.

(2) Para cada ϵ > 0, existe O ⊆ R abierto tal que E ⊆ O y
λ∗(O \ E) < ϵ.
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(3) Para cada ϵ > 0, existe K ⊆ R cerrado tal que K ⊆ E y
λ∗(E \K) < ϵ.

En virtud de (2) del Teorema 1.75, se pueden obtener que si
E ∈ ML, se cumple que

λ(E) = ı́nf{λ(O) | O es abierto y E ⊆ O}.

Esta propiedad se conoce como regularidad exterior.
Análogamente, debido a (3) del Teorema 1.75, se concluye que

λ(E) = sup{λ(K) | K es compacto y K ⊆ E}.

A esta propiedad se le conoce como regularidad interior.
Finalmente, concluimos con la Proposición 1.76, la cual es de

mucha utilidad.

Proposición 1.76. Sea (En)n∈ω ⊆ P(R) una sucesión de conjun-
tos Lebesgue-medibles, tales que En ⊆ En+1, para cada n ∈ ω. Se
cumple que

λ

( ∞⋃
n=0

En

)
= ĺım

n→∞
λ(En).
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Caṕıtulo 2

Funciones aditivas
lineales

En este caṕıtulo expondremos propiedades elementales de las
funciones aditivas reales. Posteriormente discutiremos algunas con-
diciones que las funciones aditivas reales deben cumplir para sa-
tisfacer la linealidad. Las condiciones que se discutirán se enfocan
en la continuidad, difenciabilidad, integrabilidad, acotación y mo-
notońıa.

Es importante recordar que por funciones lineales nos referimos
a transformaciones lineales en el espacio vectorial RR.

2.1. Definición y ejemplos

Definición 2.1. Una función f : R → R es llamada aditiva, si
para cada x, y ∈ R, se satisface

f(x+ y) = f(x) + f(y).

Ejemplo 2.2. La función

0 : R → R
x 7→ 0

es aditiva.
En efecto, si x, y ∈ R, entonces

0(x+ y) = 0 = 0 + 0 = 0(x) + 0(y)

33



34 CAPÍTULO 2. FUNCIONES ADITIVAS LINEALES

es decir, 0(x+ y) = 0(x) + 0(y). Por lo tanto, 0 es aditiva.

Ejemplo 2.3. Si fijamos c ∈ R \ {0}, la función

fc : R → R
x 7→ cx

es aditiva.

En efecto, si x, y ∈ R, entonces se tiene que

fc(x+ y) = c(x+ y) = cx+ cy = fc(x) + fc(y)

es decir, fc(x+ y) = fc(x) + fc(y). Por lo tanto, fc es aditiva.

Notemos que 0 = f0.

2.2. Propiedades de las funciones aditivas

En este apartado, vamos a mencionar propiedades que satisfa-
cen las funciones aditivas.

Notación 12. Denotamos el conjunto de las funciones aditivas
en R como Ad(R), es decir

Ad(R) =
{
f ∈ RR | f es aditiva

}
.

Lema 2.4. Sea f ∈ Ad(R). Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) f(0) = 0.

(2) Para cada x ∈ R, f(−x) = −f(x).

Demostración.

1) Notemos que

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0)

es decir, f(0) = f(0) + f(0), cancelando en ambos lados
f(0), tenemos que f(0) = 0.
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2) Consideremos x ∈ R arbitrario y fijo. Por (1) de este lema
y la aditividad de f , tenemos que

0 = f(0) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x)

es decir, f(x) + f(−x) = 0, por lo que f(−x) actúa como
inverso aditivo de f(x), sabiendo que el inverso es único, se
concluye que f(−x) = −f(x).

Por lo tanto, el lema queda demostrado.

Teorema 2.5. El conjunto Ad(R) tiene estructura de espacio vec-
torial sobre R, con las operaciones (f + g)(x) = f(x) + g(x) y
(cf)(x) = cf(x) para cada f, g ∈ Ad(R), x, y, c ∈ R.

Demostración. Sabemos que RRR es un espacio vectorial, por tan-
to, basta demostrar que Ad(R) ≤ RR.

Si f, g ∈ Ad(R), entonces para x, y ∈ R, se tiene que

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y)

= (f(x) + g(y)) + (g(x) + g(y))

= (f(x) + g(x)) + (f(y) + g(y))

= (f + g)(x) + (f + g)(y)

concluyendo aśı que f + g ∈ Ad(R). Por lo tanto, Ad(R) es
cerrado bajo sumas.

Por el Ejemplo 2.2, 0 ∈ Ad(R).

Sean c ∈ R y f ∈ Ad(R), entonces

(cf)(x+ y) = cf(x+ y)

= c(f(x) + f(y))

= cf(x) + cf(y)

= (cf)(x) + (cf)(y)

concluyendo que cf ∈ Ad(R). Por lo tanto, Ad(R) es cerra-
do bajo producto por escalar.

Se concluye que Ad(R) ≤ RR y consecuentemente, RAd(R) es un
espacio vectorial.
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En la Proposición 2.6, se exponen propiedades de la clase
Ad(R) con respecto a la composición de funciones.

Proposición 2.6. Sean f, g, h ∈ Ad(R). Entonces:

(1) idR ∈ Ad(R).

(2) g ◦ f ∈ Ad(R).

(3) g ◦ (f + h) = g ◦ f + g ◦ h.

(4) (f + h) ◦ g = f ◦ g + h ◦ g.

(5) Si f es biyectiva, entonces f−1 ∈ Ad(R).

Demostración.

(1) Nótese que idR = fc con c = 1 ∈ R, donde fc es como en
el Ejemplo 2.3.

(2) Sean x, y ∈ R, luego, se tiene lo siguiente:

(g ◦ f)(x+ y) = g(f(x+ y))

= g(f(x) + f(y))

= g(f(x)) + g(f(y))

= (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y)

es decir, (g ◦ f)(x + y) = (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y). Por lo
tanto, g ◦ f ∈ Ad(R).

(3) Sea x ∈ R. Entonces

(g ◦ (f + h))(x) = g((f + h)(x))

= g(f(x) + h(x))

= g(f(x)) + g(h(x))

= (g ◦ f)(x) + (g ◦ h)(x)

es decir, (g ◦ (f + h))(x) = (g ◦ f)(x) + (g ◦ h)(x). Por lo
tanto, g ◦ (f + h) = g ◦ f + g ◦ h.

(4) Es similar a (3).
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(5) Si f es biyectiva, entonces f−1 ∈ RR. Vamos a demos-
trar que f−1 es aditiva, para eso tomemos x, y ∈ R, luego
f−1(x), f−1(y) ∈ R. Como f es aditiva, se tiene que

f(f−1(x) + f−1(y)) = f(f−1(x)) + f(f−1(y))

= (f ◦ f−1)(x) + (f ◦ f−1)(y)

= x+ y. (2.1)

Aplicando f−1 a la Ecuación (2.1), se tiene que

f−1(x+ y) = f−1(f(f−1(x) + f−1(y)))

= (f−1 ◦ f)(f−1(x) + f−1(y))

= f−1(x) + f−1(y)

es decir, f−1(x + y) = f−1(x) + f−1(y), concluyendo aśı
que f−1 ∈ Ad(R).

De esta manera se concluye la prueba de nuestra proposición.

Las propiedades anteriores nos permiten concluir que(
Ad(R),+, 0, ◦, idR

)
es un anillo con unidad. Más aún, podemos notar que si conside-
ramos el monoide (Ad(R), ◦, idR), se cumple que

U(Ad(R)) = {f ∈ Ad(R) | f es biyectiva}

de manera que (U(Ad(R)), ◦, idR) es un grupo.

Es fácil ver que EndR(R) ⊆ Ad(R). De hecho, en el Caṕıtulo
3, vamos a discutir bajo qué criterios esta contención es propia.

En el Teorema 2.7, vamos a establecer que el espacio de las fun-
ciones aditivas en R coincide con el espacio de los endomorfismos
en QR.

Teorema 2.7. EndQ(R) = Ad(R).

Demostración. Es claro que EndQ(R) ⊆ Ad(R).
Vamos a demostrar que Ad(R) ⊆ EndQ(R), para esto tome-

mos f ∈ Ad(R). Debemos probar que f ∈ EndQ(R), para esto,
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consideremos x ∈ R arbitrario y fijo. Vamos a probar primero que
f(nx) = nf(x), para toda n ∈ N, lo cual haremos por inducción.
Si n = 0, usando (1) del Lema 2.4, se tiene que

f(nx) = f(0x) = f(0) = 0 = 0f(x) = nf(x)

por lo que f(nx) = nf(x) cuando n = 0, con lo que tenemos
nuestra base de inducción.
Ahora, si f(nx) = nf(x) para n > 0, tenemos que

f((n+ 1)x) = f(nx+ x) = f(nx) + f(x) = nf(x) + f(x)

= (n+ 1)f(x).

En otras palabras, f((n+1)x) = (n+1)f(x) siempre que f(nx) =
nf(x) para cada n > 0. Por lo tanto, f(nx) = nf(x) para cada
n ∈ N.
Ahora, si n ∈ Z−, entonces −n ∈ N, por lo que utilizando (2) del
Lema 2.4, tenemos lo siguiente:

f(nx) = f((−(−n))x) = −f((−n)x) = −(−nf(x)) = nf(x)

por lo que f(nx) = nf(x) cuando n ∈ Z−, en consecuencia f(nx) =
nf(x) para todo n ∈ Z.
Para el caso de los racionales, notemos primero que si n ∈ Z\{0},
se tiene que

f(x) = f(1 · x) = f

(
n
1

n
x

)
= nf

(
1

n
x

)
de donde obtenemos que f( 1nx) =

1
nf(x), lo cual ocurre para todo

n ∈ Z \ {0}. Finalmente, si q ∈ Q, tenemos que q = m
n , con

m,n ∈ Z y n ̸= 0. En consecuencia

f(qx) = f
(m
n
x
)
=

1

n
f (mx) =

1

n
(mf(x)) =

m

n
f(x) = qf(x)

es decir, f(qx) = qf(x), lo cual sucede para todo q ∈ Q. Aśı,
f(qx) = qf(x) para todo q ∈ Q y x ∈ R, concluyendo que f ∈
EndQ(R). Por lo tanto, EndQ(R) = Ad(R), como deseábamos.
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2.3. Criterios de linealidad en RR

En esta sección, vamos a discutir algunos criterios que las fun-
ciones aditivas deben cumplir para que sean lineales en RR.

En el Teorema 2.8, se caracterizan a las funciones lineales en

RR.

Teorema 2.8. Sea f ∈ Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f ∈ EndR(R).

(2) Existe c ∈ R tal que f(x) = cx para cada x ∈ R.

(3) Para cada x1, x2 ∈ R \ {0}, se cumple que f(x1)
x1

= f(x2)
x2

.

Demostración. (1) ⇒ (2): Supóngase que f es lineal en RR. Tome-
mos c = f(1) ∈ R y mostremos que f(x) = cx para cada x ∈ R.
Para esto, notemos que {1} es una base de RR, en consecuencia,
si x ∈ R, entonces x = x · 1. Luego, para x ∈ R se tiene que

f(x) = f(x · 1) = xf(1) = f(1)x = cx

es decir, f(x) = cx, para cada x ∈ R.
(2) ⇒ (3): Supongamos que existe c ∈ R tal que f(x) = cx para
cada x ∈ R. Tomemos x1, x2 ∈ R \ {0}, entonces f(x1) = cx1 y

f(x2) = cx2, entonces
f(x1)
x1

= c = f(x2)
x2

, es decir, f(x1)x1
= f(x2)

x2
.

(3) ⇒ (1): Sean d, x ∈ R. Si d = 0, por hipótesis se tiene que

f(dx) = f(0) = 0 = df(0) = df(x)

es decir, f(dx) = df(x) cuando d = 0. Si x = 0, de manera similar
se exhibe que f(dx) = df(x). Ahora, supongamos que d ̸= 0 y

x ̸= 0, luego dx ̸= 0. Por hipótesis, f(dx)dx = f(x)
x , multiplicando esta

última igualdad por dx en ambos lados, se tiene que f(dx) = df(x).
Por lo tanto, f es lineal en RR.

2.3.1. Criterios de continuidad

En el Teorema 2.9, caracterizamos a las funciones aditivas li-
neales en RR con respecto a la continuidad.
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Teorema 2.9. Sea f ∈ Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f ∈ EndR(R).

(2) f es continua.

Demostración. (1) ⇒ (2): Como f es lineal en RR, por el Teorema
2.8, existe c ∈ R tal que f(x) = cx para cada x ∈ R. Por resultados
conocidos del cálculo, se sigue que f es continua.
(2) ⇒ (1): Sea c = f(1) ∈ R y mostremos que f(x) = cx para
cada x ∈ R. Por el Teorema 2.7, tenemos que f(q) = cq para cada
q ∈ Q.
Falta probar que que f(x) = cx para cada x ∈ R \Q. Para probar
esto, consideremos x ∈ R \ Q y ϵ > 0. Vamos a demostrar que
|f(x)− cx| < ϵ. Como f es continua en x, existe δ1 > 0 tal que
para cada y ∈ R,

|y − x| < δ1, implica |f(y)− f(x)| < ϵ

2
. (2.2)

Notemos que ϵ
2(|c|+1) > 0, entonces δ = mı́n{δ1, ϵ

2(|c|+1)} > 0.

Como Q es denso en R y x ∈ R, existe q ∈ Q tal que |x− q| < δ,
en consecuencia, |x− q| < δ1 y |x− q| < ϵ

2(|c|+1) . Aśı, usando la
ecuación 2.2, se tiene lo siguiente:

|f(x)− cx| ≤ |f(x)− f(q)|+ |f(q)− cx|
= |f(x)− f(q)|+ |c| |q − x|

<
ϵ

2
+ |c| ϵ

2(|c|+ 1)
<
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ

es decir, |f(x)− cx| < ϵ. Puesto que ϵ fue elegido de manera ar-
bitraria, se tiene que f(x) = cx, para cada x ∈ R \ Q. Por lo
tanto, f(x) = cx para cada x ∈ R. Del Teorema 2.8, se concluye
lo deseado.

En el Teorema 2.10, vamos a exponer una caracterización para
la continuidad de las funciones aditivas, lo cuál más adelante nos
permitirá debilitar la hipótesis del Teorema 2.9.

Teorema 2.10. Sea f ∈ Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(1) f es continua.

(2) Existe x0 ∈ R tal que f es continua en x0.

(3) f es continua en 0.

Demostración. Recordemos que por (1) del Lema 2.4, se cumple
que f(0) = 0. Ahora procederemos a realizar la prueba del teore-
ma.
(1) ⇒ (2): Es claro.
(2) ⇒ (3): Supongamos que existe x0 ∈ R tal que f es continua
en x0. Vamos a demostrar que f es continua en 0, para lo cual
consideramos ϵ > 0 arbitrario. Debido a la continuidad de f en
x0, existe δ > 0 tal que

∀x ∈ R(|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ϵ). (2.3)

Consideremos x ∈ R tal que |x| < δ, notemos que x+ x0 ∈ R y

|(x+ x0)− x0| = |x| < δ

debido a (2.3), se tiene que

|f(x+ x0)− f(x0)| < ϵ.

Por la aditividad de f , se cumple que

f(x+ x0)− f(x0) = f(x) + f(x0)− f(x0) = f(x)

de manera que
|f(x)| < ϵ

siempre que |x| < δ. Por lo tanto, f es continua en 0.
(3) ⇒ (1): Supongamos que f es continua en 0. Debemos demos-
trar que f es continua en R, para probar esto consideremos y ∈ R
y probemos que f es continua en y. Sea ϵ > 0, en virtud de que f
es continua en 0, existe δ > 0 tal que

∀x ∈ R(|x| < δ ⇒ |f(x)| < ϵ). (2.4)

Consideremos x ∈ R tal que |x− y| < δ, como x−y ∈ R, por (2.4),
se tiene que |f(x− y)| < ϵ. Debido a la aditividad de f , se tiene
que f(x − y) = f(x) − f(y), en consecuencia, |f(x)− f(y)| < ϵ,
siempre que |x− y| < δ, concluyendo aśı que f es continua en y.
Por lo tanto, f es continua.
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Como mencionamos anteriormente, debido al Teorema 2.10,
podemos debilitar la equivalencia del Teorema 2.9, como lo hace-
mos en el Corolario 2.11.

Corolario 2.11. Sea f ∈ Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f ∈ EndR(R).

(2) f satisface alguna de las afirmaciones del Teorema 2.10.

Demostración. Es claro.

2.3.2. Criterios de integrabilidad

En el Teorema 2.12, vamos a caracterizar la linealidad de las
funciones aditivas a través de un criterio de integrabilidad.

Teorema 2.12. Sea f ∈ Ad(R). Son equivalentes:

(1) f es localmente integrable.

(2) f ∈ EndR(R).

Demostración. (1) ⇒ (2): Supongamos que f es localmente in-
tegrable. Vamos a probar que f ∈ EndR(R), para eso tomemos
x, y ∈ R arbitrarios y fijos. Como f es localmente integrable, es
integrable en un intervalo de longitud |y|. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que y ≥ 0, de modo que f es integrable en [0, y].
Luego, se tienen las siguientes igualdades:

yf(x) =

∫ y

0
f(x)dt =

∫ y

0
(f(x+ t)− f(t))dt

=

∫ y

0
f(x+ t)dt−

∫ y

0
f(t)dt

=

∫ x+y

x
f(s)ds−

∫ y

0
f(t)dt

por propiedades de la integral, se tiene que∫ x+y

x
f(s)ds =

∫ x+y

0
f(s)ds−

∫ x

0
f(s)ds
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en consecuencia, se tiene que

yf(x) =

∫ x+y

0
f(s)ds−

∫ x

0
f(s)ds−

∫ y

0
f(s)ds.

Cambiando los papeles de x e y, se tiene que

xf(y) =

∫ x+y

0
f(s)ds−

∫ x

0
f(s)ds−

∫ y

0
f(s)ds.

Por consiguiente yf(x) = xf(y), para cada x, y ∈ R. En particular,

cuando x, y ∈ R\{0}, se tiene que f(x)
x = f(y)

y , además f es aditiva,
aśı que por el Lema 2.4, se tiene que f(0) = 0. En virtud del
Teorema 2.8, f es lineal en RR.

(2) ⇒ (1): Si f ∈ EndR(R), entonces f es continua en cada
intervalo [a, b], con a, b ∈ R y a < b, lo que implica que f es
integrable en [a, b] para cada a, b ∈ R con a < b. Por lo tanto, f es
localmente integrable.

A continuación, vamos a mostrar que el criterio del Teorema
2.12 se puede debilitar y es suficiente pedir a la función aditiva
que sea integrable en al menos un intervalo acotado, para mostrar
esto necesitamos del Teorema 2.13, el cual es un ejercicio de [24,
Ejercicio 31, pág. 386] y daremos aqúı una prueba del mismo.

Teorema 2.13. Sean a, b ∈ R con a < b y f ∈ R[a,b] una función
Riemann-integrable. Entonces existe x0 ∈ (a, b) tal que f es con-
tinua en x0. Más aún, f es continua en una infinidad de puntos
de [a, b].

Demostración. Como b−a > 0 y f es Riemann-integrable en [a, b],
existe una partición P = {t0, . . . , tn} de [a, b] tal que

S(f, P )− S(f, P ) < b− a.

Denotamos
Mi(f) = sup f([ti−1, ti])

y
mi(f) = ı́nf f([ti−1, ti])

para cada i ∈ {1, . . . , n}. Afirmamos que existe j ∈ {1, . . . , n} tal
que

Mj(f)−mj(f) < 1
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pues si para todo i ∈ {1, . . . , n}, se cumple queMi(f)−mi(f) ≥ 1,
tenemos que

b− a =
n∑
i=1

(ti − ti−1)

=

n∑
i=1

1 · (ti − ti−1)

≤
n∑
i=1

(Mi(f)−mi(f))(ti − ti−1)

= S(f, P )− S(f, P )

< b− a

es decir, b − a < b − a, lo cual no es posible. Por lo tanto, existe
j ∈ {1, . . . , n} tal que Mj(f) − mj(f) < 1. Si j = 1, tomamos
a1 = t0+t1

2 ∈ (a, t1) y b1 = t1. Si j = n, tomamos a1 = tn−1 y

b1 = tn−1+b
2 ∈ (tn−1, b). Finalmente, si j ̸= 1 y j ̸= n, tomamos

a1 = tj−1 y b1 = tj . Notemos que en cualquier caso, se tiene que

a < a1 < b1 < b

además, [a1, b1] ⊆ [tj−1, tj ], por consiguiente,

f([a1, b1]) ⊆ f([tj−1, tj ])

aśı que por propiedades del supremo y el ı́nfimo, se tiene que

sup f([a1, b1])− ı́nf f([a1, b1]) ≤Mj(f)−mj(f) < 1

es decir, sup f([a1, b1])− ı́nf f([a1, b1]) < 1.
Puesto que f es Riemann-integrable en [a, b] y [a1, b1] ⊆ [a, b],

f es Riemann-integrable en [a1, b1]. Luego, existe una partición
P1 = {t1,0, . . . , t1,n1} de [a1, b1] tal que

S(f, P1)− S(f, P1) <
b− a

2
.

Afirmamos que existe j1 ∈ {1, . . . , n1} tal que

M1,j1(f)−m1,j1(f) <
1

2
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pues en caso contrario, tendriamos que

b− a

2
=

n1∑
i=1

1

2
(ti − ti−1)

≤
n1∑
i=1

(M1,i −m1,i)(ti − ti−1)

= S(f, P )− S(f, P )

<
b− a

2

lo cual es absurdo. Si j1 = 1, tomamos a2 =
a1+t1,1

2 ∈ (a1, t1,1)

y b2 = t1,1. Si j = n1, tomamos a2 = t1,n1−1 y b2 =
t1,n1−1+b

2 ∈
(t1,n1−1, b). Finalmente, si j1 ̸= 1 y j1 ̸= n1, elegimos a2 = t1,j1−1

y b2 = t1,j1 . En cualquier caso, se cumple que

a < a1 < a2 < b2 < b1 < b.

Además se cumple que [a2, b2] ⊆ [t1,j1−1, t1,j1 ], por tanto, f([a2, b2]) ⊆
f([t1,j1−1, t1,j1 ]), en consecuencia

sup f([a2, b2])− ı́nf f([a2, b2]) ≤M1,j1(f)−m1,j1(f) <
1

2
.

es decir, sup f([a2, b2])− ı́nf f([a2, b2]) <
1
2 .

Sea k ∈ N con k > 2 y supongamos que hemos construido
intervalos {[aj , bj ]}kj=1 tales que

Para cada j ∈ {1, . . . , k − 1},

a < aj < aj+1 < bj+1 < bj < b.

Para cada j ∈ {1, . . . , k},

sup f([aj , bj ])− ı́nf f([aj , bj ]) <
1

j
.

Como f es Riemann-integrable en [a, b] y [ak, bk] ⊆ [a, b], f es
integrable en [ak, bk], de modo que existe una partición Pk =
{tk,0, . . . , tk,nk

} de [ak, bk] tal que

S(f, Pk)− S(f, Pk) <
b− a

k + 1
.
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Se afirma que existe jk ∈ {1, . . . , nk} tal que

Mk,jk(f)−mk,jk(f) <
1

k + 1

pues de lo contrario, tendriamos que

b− a

k + 1
=

nk∑
i=1

1

k + 1
(tk,i − tk,i−1)

≤
nk∑
i=1

(Mk,i(f)−mk,i(f))(tk,i − tk,i−1)

= S(f, Pk)− S(f, Pk)

<
b− a

k + 1

lo que es imposible. Si jk = 1, tomamos ak+1 =
ak+tk,1

2 ∈ (ak, tk,1)

y bk+1 = tk,1. Si jk = nk, elegimos ak+1 = tk,nk−1 y bk+1
tk,nk−1+bk

2 .
Finalmente, si jm ̸= 1 y jm ̸= nm, seleccionamos ak+1 = tk,jk−1 y
bk+1 = tk,jk−1. En cualquier caso, se tiene que

a < ak < ak+1 < bk+1 < bk < b.

Además, [ak+1, bk+1] ⊆ [tk,jk−1, tk,jk ], aśı que f([ak+1, bk+1]) ⊆
f([tk,jk−1, tk,jk ]), por consiguiente

sup f([ak+1, bk+1])− ı́nf f([ak+1, bk+1]) ≤Mk,jk(f)−mk,jk(f)

<
1

k + 1
.

Aśı, hemos construido una sucesión de intervalos ([ak, bk])
∞
k=1 tal

que

Para cada k ≥ 1, [ak+1, bk+1] ⊆ [ak, bk].

Para cada k ≥ 1, se cumple que

sup f([ak, bk])− ı́nf f([ak, bk]) <
1

k
.

Por el Teorema de los intervalos anidados de Cantor,
⋂∞
k=1[ak, bk] ̸=

∅, consideremos x0 ∈
⋂∞
k=1[ak, bk]. Por construcción, se tiene para

cada k ∈ N que
a < ak < x0 < bk < b
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concluyendo aśı que x0 ∈ (a, b).
Vamos a exhibir que f es continua en x0, para eso tomemos

ϵ > 0 arbitrario y fijo. Por la Propiedad Arquimediana, existe
N ∈ N \ {0} tal que 1

N < ϵ. Se tiene que x0 ∈ (aN , bN ), entonces
se tiene que δ = menor{x0 − aN , bN − x0} > 0. Si x ∈ [a, b] y
|x− x0| < δ, se tiene que

aN ≤ x0 − δ < x < x0 + δ ≤ bN

concluyendo aśı que x, x0 ∈ [aN , bN ]. Luego, se tiene que

|f(x)− f(x0)| ≤ sup f([aN , bN ])− ı́nf f([aN , bN ]) <
1

N
< ϵ

mostrando aśı que f es continua en x0.
Para mostrar que f tiene una infinidad de puntos de continui-

dad en [a, b], vamos a construir una sucesión estrictamente crecien-
te en (a, b). Como a < b, por la densidad de Q en R, existe q1 ∈ Q
tal que a < q1 < b. Puesto que q1 < b, por la densidad de Q en R,
existe q2 ∈ Q tal que q1 < q2 < b, aśı se tiene que a < q1 < q2 < b.
Supóngamos que para k > 2, tenemos (qj)

k
j=1 ⊆ Q ∩ (a, b) tales

que
a < qj < qj+1 < b

para cada j ∈ {1, . . . , k − 1}. Como qk < b, por la densidad de Q
en R, existe qk+1 ∈ Q tal que qk < qk+1 < b. Luego, tenemos que

a < qk < qk+1 < b.

Aśı, tenemos (qk)
∞
k=1 ⊆ Q ∩ (a, b) tal que qk < qk+1. Ahora bien,

para cada k ∈ N \ {0}, [qk, qk+1] ⊆ [a, b] y f es integrable en
[a, b], entonces f es integrable en [qk, qk+1], entonces existe rk ∈
(qk, qk+1) tal que f es continua en rk. Por construcción, rk ̸= rl,
si k ̸= l para cada k, l ∈ N \ {0}. Por tanto, (rk)∞k=1 ⊆ [a, b] es una
infinidad de puntos donde f es continua.

Corolario 2.14. Sea f ∈ Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f ∈ EndR(R).

(2) Existen a, b ∈ R con a < b tales que f es Riemann-
integrable en [a, b].
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Demostración. (1) ⇒ (2): Si f ∈ EndR(R), por el Teorema 2.19, f
es continua. En particular f es continua en [0, 1], por consiguiente
Riemann-integrable en [0, 1]. De modo que a = 0 y b = 1 satisfacen
lo deseado.

(2) ⇒ (1) Supóngase que f es Riemann-integrable en [a, b] para
algunos a, b ∈ R con a < b. Por el Teorema 2.13, existe x0 ∈ (a, b)
tal que f es continua en x0. Por el Teorema 2.10, f ∈ EndR(R).

2.3.3. Criterios de acotación

En este apartado, vamos a probar criterios que implican la
linealidad en RR de una función aditiva a través de su acotación.

En el Teorema 2.15, se mostrará una propiedad interesante
sobre la gráfica de una función aditiva no lineal.

Teorema 2.15. Sea f : R → R una función aditiva. Si f no es
lineal en RR, entonces el conjunto

Grf(f) = {(x, f(x)) | x ∈ R}

es denso en R2.

Demostración. Supongamos que f no es lineal en RR. Tomemos
x1 ∈ R \ {0} fijo. Por el Teorema 2.8, existe x2 ∈ R \ {0} tal que

f(x1)

x1
̸= f(x2)

x2
.

Por consiguiente, tenemos que∣∣∣∣x1 f(x1)
x2 f(x2)

∣∣∣∣ ̸= 0. (2.5)

Denotemos v1 = (x1, f(x1)) y v2 = (x2, f(x2)). Debido a la ecua-
ción (2.5), se tiene que B = {v1, v2} es una base para RR2. Consi-
deremos u ∈ R2 y δ > 0. Vamos a probar que Bδ(u)∩Grf(f) ̸= ∅.
Puesto que u ∈ R2 y B es base de RR2, existen c1, c2 ∈ R tales
que u = c1v1 + c2v2. Como v1 ̸= 0 y v2 ̸= 0, entonces ∥v1∥ > 0 y
∥v2∥ > 0, aśı que δ

2∥v1∥ > 0 y δ
2∥v2∥ > 0. Dado que Q es denso en

R, existen q1, q2 ∈ Q tales que |q1 − c1| < δ
2∥v1∥ y |q2 − c2| < δ

2∥v2∥ .
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Proponemos v = q1v1+q2v2 y probaremos que v ∈ Bδ(u)∩Grf(f).
Por un lado, notemos que

∥u− v∥ = ∥(c1v1 + c2v2)− (q1v1 + q2v2)∥
= ∥(c1 − q1)v1 + (c2 − q2)v2∥
≤ ∥(c1 − q1)v1∥+ ∥(c2 − q2)v2∥
= |c1 − q1| ∥v1∥+ |c2 − q2| ∥v2∥

<
δ

2 ∥v1∥
∥v1∥+

δ

2 ∥v2∥
∥v2∥

=
δ

2
+
δ

2
= δ

es decir, ∥u− v∥ < δ, concluyendo aśı que v ∈ Bδ(u). Por otro
lado, de acuerdo con el Teorema 2.7, se tiene que

v = q1v1 + q2v2 = q1(x1, f(x1)) + q2(x2, f(x2))

= (q1x1 + q2x2, q1f(x1) + q2f(x2))

= (q1x1 + q2x2, f(q1x1 + q2x2))

es decir, v = (y, f(y)), con y = q1x1+q2x2 ∈ R, obteniendo aśı que
v ∈ Grf(f). De esta manera, concluimos que v ∈ Bδ(u) ∩Grf(f)
y consecuentemente Bδ(u) ∩Grf(f) ̸= ∅. Por lo tanto, Grf(f) es
un conjunto denso en R2.

En el Teorema 2.16, se mostrará que para que una función
aditiva sea lineal es suficiente que sea acotada superior o inferior-
mente.

Teorema 2.16. Sea f : R → R una función aditiva. Si f es
acotada inferior o superiormente, entonces f es lineal en RR.

Demostración. Supongamos que f es acotada superiormente, aśı
existe M ∈ R tal que f(x) ≤ M para todo x ∈ R. Vamos a ver
que Grf(f) no es denso en R2, para esto consideremos el conjunto

A = {(x, y) ∈ R2 | y > M}

y mostremos que A es abierto, para eso tomemos (x0, y0) ∈ A.
Luego y0 > M , por consiguiente, r = y0 − M > 0. Si (x, y) ∈
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Br(x0, y0), entonces ∥(x− x0, y − y0)∥ < r. Por propiedades del
valor absoluto y la norma euclidiana en R2, se tiene que

y0 − y ≤ |y − y0| ≤ ∥(x− x0, y − y0)∥ < y0 −M

de donde se sigue que y > M , en consecuencia (x, y) ∈ A. Aśı, A es
un conjunto abierto en R2, además A ∩Grf(f) = ∅, concluyendo
que Grf(f) no es denso en R2.
Si f es acotada inferiormente, se tiene que existe m ∈ R tal que
m ≤ f(x) para toda x ∈ R. Similarmente como se hizo para el
caso superior, se demuestra que el conjunto

B = {(x, y) ∈ R2 | y < m}

es abierto en R2 y B ∩ Grf(f) = ∅, concluyendo que Grf(f) no
es denso en R2.
En cualquier caso, por el Teorema 2.15, f es lineal en RR2.

Lema 2.17. Sea f : R → R una función aditiva. Si f es acotada
en R, entonces f(x) = 0 para todo x ∈ R.

Demostración. Como f es acotada en R, existe M > 0 tal que
|f(x)| ≤ M . Supóngase que existe y ∈ R tal que f(y) ̸= 0. Por la
Propiedad Arquimediana, existe n ∈ N tal que n > M

|f(y)| . Dado que
f es aditiva, por el Teorema 2.7, f es lineal en QR, en consecuencia,
|f(ny)| > M , donde ny ∈ R, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
f(x) = 0 para todo x ∈ R.

Lema 2.18. Sea c > 0. Entonces

R =
⋃
n∈Z

[nc, (n+ 1)c].

Demostración. Es claro que
⋃
n∈Z[nt, (n+ 1)t] ⊆ R.

Ahora, si x ∈ R, x
c ∈ R, entonces existe n ∈ Z tal que n ≤

x
c < n+ 1, puesto que c > 0, se tiene que nc ≤ x < (n+ 1)c, esto
es, x ∈ [nc, (n + 1)c), pero [nc, (n + 1)c) ⊆ [nc, (n + 1)c], aśı que
x ∈ [nc, (n+ 1)c], concluyendo que R ⊆

⋃
n∈Z[nc, (n+ 1)c]. Por lo

tanto, R =
⋃
n∈Z[nc, (n+ 1)c].

Teorema 2.19. Sea f : R → R una función aditiva. Si existen
a, b ∈ R con a < b, de modo que f es acotada en [a, b], entonces f
es lineal en RR.
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Demostración. Sean a, b ∈ R con a < b yM > 0 tales que |f(x)| ≤
M para todo x ∈ [a, b]. Denotemos t = b− a; obsérvese que t > 0
y t + a = b . En primera instancia, vamos a demostrar que f
es acotada en [0, t]. Para probar esto, notemos que si y ∈ [0, t],
entonces 0 ≤ y ≤ t, luego, a ≤ y+a ≤ t+a, esto es, a ≤ y+a ≤ b,
por consiguiente, |f(y + a)| ≤ M . Como f es aditiva, se tiene lo
siguiente:

|f(y)| = |f(y + a− a)|
= |f(y + a)− f(a)|
≤ |f(y + a)|+ |f(a)|
≤M + |f(a)| .

Denotando N = M + |f(a)| > 0, se sigue que |f(y)| ≤ N para
todo y ∈ [0, t]. En otras palabras, f está acotada en [0, t].

Consideremos c = f(t)
t ∈ R y definamos la función g : R → R,

dada por g(x) = f(x)− cx. Como g es suma de funciones aditivas,
por el Teorema 2.5, g es aditiva. También, observese que

g(t) = f(t)− ct = f(t)− f(t)

t
t = f(t)− f(t) = 0

es decir, g(t) = 0. Puesto que g es aditiva, g es lineal en QR, aśı
que para cada q ∈ Q, se tiene que

g(x+ qt) = g(x) + qg(t) = g(x)

es decir, g(x+ qt) = g(x) para cada q ∈ Q. Más aún, nótese que

g(−x) = f(−x)− c(−x)
= −f(x) + cx

= −(f(x)− cx)

= −g(x)

es decir, g(x) = −g(x) para cada x ∈ R, obteniendo aśı que g es
una función impar.

Observese que para x ∈ [0, t], tenemos que

|g(x)| = |f(x)− cx|
≤ |f(x)|+ |cx|
≤ N + |c| t
≤ N + |f(t)|
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aśı, si hacemos K = N + |f(t)| > 0, se tiene que |g(x)| ≤ K para
cada x ∈ [0, t].

Vamos a demostrar que |g(x)| ≤ K para todo x ∈ R. Puesto
que por el Lema 2.18, R =

⋃
n∈Z[nt, (n+ 1)t], es suficiente probar

que |g(x)| ≤ K para cada x ∈ [nt, (n + 1)t] y cada n ∈ Z. Vamos
a mostrar primero por inducción que lo anterior se cumple para
cada n ∈ N. Si n = 0, ya está demostrado. Ahora, si |g(x)| ≤ K
para toda x ∈ [(n − 1)t, nt], tomemos y ∈ [nt, (n + 1)t], luego
y − t ∈ [(n − 1)t, nt], por hipótesis de inducción, |g(y − t)| ≤ K,
pero g(y − t) = g(y), aśı que |g(y)| ≤ K, lo cual ocurre para
cada y ∈ [nt, (n + 1)t]. Por lo tanto, |g(y)| ≤ K para todo y ∈
[nt, (n+ 1)t] y para todo n ∈ N.

Finalmente, si x ∈ [nt, (n + 1)t] con n ∈ Z y n < 0, entonces
−x ∈ [−(n+1)t,−nt] con−(n+1) ∈ N, en consecuencia, |g(−x)| ≤
K, pero g(−x) = −g(x), ya que g es impar, entonces

|g(−x)| = |−g(x)| = |g(x)|

aśı que |g(x)| ≤ K, lo que sucede para cada x ∈ [nt, (n + 1)t] y
para n ∈ Z. Por lo tanto, |g(x)| ≤ K para todo x ∈ R. Por el
Lema 2.17, g(x) = 0 para cada x ∈ R, es decir, f(x) = cx para
cada x ∈ R. Por lo tanto, f es lineal en RR.

Corolario 2.20. Sea f : R → R una función adtiva. Si f satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(1) Existe x0 ∈ R tal que f es derivable en x0.

(2) f es monótona

entonces f es lineal.

Demostración.

(1) Si existe x0 ∈ R tal que f es derivable en x0, entonces f es
continua en x0. Por los Teoremas 2.9 y 2.10, se concluye
que f es lineal.

(2) Si f es creciente, entonces f([0, 1]) ⊆ [f(0), f(1)] y si f
es decreciente, entonces f([0, 1]) ⊆ [f(1), f(0)]. Aśı, f es
acotada en el intervalo acotado [0, 1]. Por el Teorema 2.19,
se sigue que f es lineal.
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Aśı queda concluida la prueba.

De acuerdo a los resultados expuestos en esta sección, podemos
establecer el Teorema 2.21.

Teorema 2.21. Sea f ∈ Ad(R). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes para f :

1) f ∈ EndR(R).

2) f es continua.

3) Existe x0 ∈ R tal que f es continua en x0.

4) f es derivable.

5) Existe x0 ∈ R tal que f es diferenciable en x0.

6) f es localmente integrable.

7) Existen a, b ∈ R con a < b tal que f es Riemann-integrable
en [a, b].

8) Existen a, b ∈ R con a < b tales que f es acotada en [a, b].

9) f es monótona.

10) Existen a, b ∈ R con a < b tales que f es monótona en
[a, b].
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Caṕıtulo 3

Funciones aditivas no
lineales

Este caṕıtulo tiene como objetivo exponer material relacionado
con las funciones aditivas que no son lineales. Se expondrán algu-
nos resultados relacionados con el espacio vectorial QR, pues este
espacio es de utilidad para la construcción de las funciones adi-
tivas no lineales. En la mayor parte de la literatura se menciona
que la existencia de las funciones aditivas no lineales es una con-
secuencia del Axioma de Elección, lo cual es evidentemente cierto.
Sin embargo, en este caṕıtulo haremos notar que para asegurar la
existencia de las funciones aditivas no lineales es suficiente supo-
ner los axiomas de ZF y agregar condiciones particulares, que si
bien pueden ser consecuencias del Axioma de Elección, éstas pue-
den ser más débiles que el axioma en śı. Finalmente mostraremos
que en ZF, basta suponer la existencia de funciones aditivas no
lineales para establecer la existencia de subconjuntos de R que no
son Lebesgue-medibles.

En ocasiones, con el fin de abreviar, nos referiremos a las fun-
ciones aditivas no lineales por FANL, expresión que claramente
está formada por las iniciales del concepto.

3.1. El espacio vectorial QR

Debido a las propiedades conocidas para las suma de números
reales, se tiene que (R,+, 0) es un grupo abeliano. Si definimos la

55
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función
· : Q× R → R

(q, x) 7→ qx

sin mayor dificultad se puede ver que · satisface las propiedades
de producto por escalar. En consecuencia, dicho producto dota
a R de estructura de espacio vectorial sobre Q, a este espacio lo
denotaremos siempre por QR.

De acuerdo con los resultados expuestos en la Sección 1.2, se
sabe que en ZFC todos los espacios vectoriales tienen base y todas
las bases de un espacio vectorial son equipotentes, bajo Axioma de
Elección, se puede hablar de cardinalidad, en este contexto, todas
las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad.
Bajo tales hipótesis, el espacio vectorial QR no tendŕıa por qué ser
la excepción.

Sin embargo, si consideramos únicamente los axiomas de la
teoŕıa ZF, no podemos garantizar la existencia de bases para QR
ni podemos hablar de dimensión, entonces debemos agregar a los
axiomas de ZF una hipótesis adicional, a saber, la existencia de
bases para QR, hipótesis que llamaremos BRQ y que enunciamos
a continuación.

Hipótesis 1 (BRQ). Existen bases para el espacio vectorial QR.

Si bien es cierto que en ZF+BRQ no podemos hablar de car-
dinalidad de conjuntos debido a que no tenemos el Axioma de
Elección, si podemos hablar de biyecciones entre conjuntos y por
consiguiente de conjuntos equipotentes. De esta manera, podemos
probar en ZF+BRQ, ninguna base de QR se puede biyectar con
algún número natural. Esto lo establecemos en el Teorema 3.1.

Teorema 3.1 (ZF+BRQ). Ninguna base para el espacio vecto-
rial QR es equipotente a algún número natural.

Demostración. Sea B es una base de QR. Supongamos que B es
equipotente a n, para algún n ∈ ω. Si n = 0, entonces B = ∅,
aśı que R = ⟨∅⟩ = {0}, lo cual no es posible. Se sigue que n > 0,
luego B = (xj)j<n y xj ̸= xk si k ̸= j para cada k, j < n. Luego,
por el Corolario 1.37, existe un isomorfismo ϕ :Q R →Q Qn. En
particular, ϕ : R → Qn es una biyección, concluyendo que R es
equipotente a Qn. Dado que Qn es equipotente a ω, se concluye
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que R es equipotente a ω, lo cual es absurdo (ver [8, Teorema 7.22,
pág. 159]). Por lo tanto, ninguna base de QR puede ser equipotente
a algún número natural.

Pese a que en ZF+BRQ no le podemos asignar a una base de

QR un cardinal, si podemos ver que las bases de QR satisfacen una
condición de infinitud, para esto introducimos la Definción 3.2.

Definición 3.2. Sea X un conjunto. Decimos que X es Dedekind-
infinito, si existe una función f : X → X inyectiva pero no supra-
yectiva.

Observemos que si un conjunto X es Dedekind-infinito, existe
una función f : X → X inyectiva y no suprayectiva, en conse-
cuencia, se tiene que f |f(X) : X → f(X) es una biyección con
f(X) ⊊ X.

Ahora, si Y ⊊ X y σ : X → Y es una biyección, tenemos el
diagrama

X
σ // Y �

� ι // X

de modo que g = ι ◦ σ : X → X es una función inyectiva y no
suprayectiva. De esta manera, la Definición 3.2, se puede refor-
mular diciendo que X es Dedekind-infinito, si y solo si existe una
biyección f : X → Y , con Y ⊊ X.

En el Teorema 3.3, se presenta una caracterización de los con-
juntos Dedekind-Infinito.

Teorema 3.3. Sea X un conjunto. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) X es Dedekind-infinito.

(2) Existe una función inyectiva h : ω → X.

Demostración.
(1) ⇒ (2): Supongamos que X es Dedekind-infinito. Luego, existe
una función f : X → X inyectiva y no suprayectiva. Luego, existe
x0 ∈ X \f(X). Por recursión, se define la función h : ω → X, dada
por h(0) = 0 y h(n+ 1) = f(h(n)) para cada n ∈ ω. Observemos
que para cada n ∈ ω, h(n) = fn(x0), donde

fn = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n-veces

.
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Es claro que h : ω → X es inyectiva.

(2) ⇒ (1): Supongamos que existe h : ω → X inyectiva. Par-
timos a X como X = h(ω) ∪ (X \ h(ω)). Es fácil ver que ω es
Dedekind-infinito, de manera que podemos considerar una biyec-
ción σ : ω →M con M ⊊ ω. Tenemos el diagrama

ω
σ //

h
��

M �
� //

h|M
��

ω

h
��

h(ω)
h|M◦σ◦h−1

|h(ω) // h(M) �
� // h(ω)

obteniendo que k = ι◦h|M ◦σ◦h−1
|h(ω) : h(ω) → h(ω) es una función

inyectiva y no suprayectiva. De esta manera, definimos la función
f : X → X, dada por

f(x) =

{
k(x) si x ∈ h(ω)

x si x ∈ X \ h(ω).

Es claro que f : X → X es una función inyectiva.

Definición 3.4. Sea α ∈ R. Decimos que α es un número alge-
braico si existe p(x) ∈ Q[x] \ {0} tal que p(α) = 0. Si α no es
algebraico, decimos que es trascendente.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que en ZF+BRQ,
las bases de QR son Dedekind-infinitas.

Teorema 3.5 (ZF+BRQ). Sea B una base de QR. Entonces B
es Dedekind-infinito.

Demostración. Sabemos que el conjunto de los números algebrai-
cos es equipotente a ω y que ω no es equipotente a R, en conse-
cuencia existe al menos un número trascendente, digamos t ∈ R.
Consideremos T = (tn)n∈ω. Mostraremos que T es linealmente in-
dependiente en QR. Para esto, observemos que si T es linealemente
dependiente, existen m ∈ ω \ {0}, q0, . . . , qm ∈ Q no todos cero
tales que

m∑
j=0

qjt
j = 0.
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Luego, tenemos que p(x) =
∑m

j=0 qjx
j ∈ Q[x] \ {0} y q(t) = 0.

Obteniendo aśı que t es un número algebraico, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, T es linealmente independiente.

Ahora bien, como tn ∈ R para cada n ∈ ω y B es base de QR,
se tiene que para cada n ∈ ω

tn =
∑
x∈B

cnxx

donde cnx ∈ Q y cnx = 0 para casi toda x ∈ B. Si consideramos
para cada n ∈ ω, el conjunto

Sn = {x ∈ B | cnx ̸= 0}

se tiene que Sn es finito para cada n ∈ ω. Además, se cumple que
Sn ̸= ∅ para cada n ∈ ω, en consecuencia, el conjunto

⋃
n∈ω Sn no

es equipotente con algún número natural. Observemos que los tn

son todos distintos, en consecuencia, para cada n ∈ ω, se cumple
que existe m ∈ ω tal que Sm \

⋃
j<n Sj ̸= ∅. En virtud de que ω es

bien ordenado, podemos definir la función

f : ω → ω

n 7→ mı́n
{
k ∈ ω | Sk \

⋃
j<n Sj ̸= ∅

}
.

Ahora bien, para cada n ∈ ω, se tiene que Sf(n) \
⋃
j<n Sj es un

subconjunto finito de B y B es un conjunto linealmente ordenado
por el orden usual de R, en consecuencia Sf(n) \

⋃
j<n Sj tiene un

mı́nimo, aśı podemos definir la función

g : ω → B

n 7→ mı́n
(
Sf(n) \

⋃
j<n Sn

)
que claramente es inyectiva. Por lo tanto, B es Dedekind-infinito.

A continuación presentamos algunas consecuencias de la infi-
nitud según Dedekind de las bases para QR.

Corolario 3.6 (ZF+BRQ). R ∼= Q× R como grupos abelianos.
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Demostración. Sea B una base de QR. Por el Teorema 3.5, existe
una función inyectiva f : ω → B. Consideremos la función s : ω →
ω \ {0}, dada por s(n) = n + 1. Es fácil ver que s es biyectiva.
Consideremos b0 = f(0). Observemos que como f es inyectiva,
f |f(ω) : ω → f(ω) y f|ω\{0} : ω \ {0} → f(ω \ {0}) son funciones
biyectivas y f(ω \ {0}) ⊆ B \ {b0}. Consideremos h : f(ω) → ω la
función inversa de f |f(ω). Tenemos el diagrama

f(ω)
h // ω

s // ω \ {0}
f|ω\{0}// f(ω \ {0})

de modo que la función k = f|ω\{0} ◦ s ◦ h : f(ω) → f(ω \ {0}) es
una biyección por ser composición de biyecciones. Por otro lado,
tenemos que

B \ {b0} = f(ω \ {0}) ∪ (B \ f(ω)).

Es claro que la función

g : B \ {b0} → B
f(ω \ {0}) ∋ x 7→ k−1(x)
B \ f(ω) ∋ x 7→ x

está bien definida y es biyectiva.
Ahora estamos en condiciones de definir el isomorfismo φ :

R → Q × R de grupos abelianos. Como B es base de QR, para
cada x ∈ R, existe una única representación

x =
∑
b∈B

qxbb

donde qxb ∈ Q y qxb = 0 para casi toda b ∈ B. De esta manera,
proponemos la función

ϕ : R → Q× R
x 7→

(
qxb0 ,

∑
b∈B\{b0} qxg(b)g(b)

)
que claramente está bien definida. Mostraremos que ϕ es un morfis-
mo biyectivo de grupos abelianos. Para probar esto, consideremos
x, y ∈ R, luego

x =
∑
b∈B

qxbb
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y

y =
∑
b∈B

qybb

donde qxb , qyb ∈ Q y qxb = qyb = 0 para casi toda b ∈ B. Aśı,
tenemos lo siguiente:

ϕ(x+ y) = ϕ

(∑
b∈B

qxbb+
∑
b∈B

qybb

)

= ϕ

(∑
b∈B

(qx + qy)bb

)

=

qxb0 + qyb0 ,
∑

b∈B\{b0}

(qx + qy)g(b)g(b)


=

qxb0 , ∑
b∈B\{b0}

qxg(b)g(b)

+

qyb0 , ∑
b∈B\{b0}

qyg(b)g(b)


= ϕ(x) + ϕ(y)

es decir, ϕ(x+y) = ϕ(x)+ϕ(y), lo cual sucede para cada x, y ∈ R.
Por lo tanto, ϕ es un morfismo de grupos abelianos.

Ahora mostraremos que ϕ es inyectivo. Para esto sea x ∈
Ker(ϕ). De esta manera, si

x =
∑
b∈B

qxbb

se cumple que qxb0 = 0 y
∑

b∈B\{b0} qxg(b)g(b) = 0, puesto que
B es linealmente independiente, se tiene que qxg(b) = 0 para todo
b ∈ B\{b0}, en consecuencia, qxb = 0 para cada b ∈ B, obteniendo
aśı que x = 0. Aśı, Ker(ϕ) = 0 y se establece que ϕ es inyectivo.

Finalmente exhibiremos que ϕ es suprayectivo. Para mostrar
esto, consideremos (q, y) ∈ Q × R. Como y ∈ R, existe una única
representación

y =
∑
b∈B

qybb

con qyb ∈ Q y qyb = 0 para casi todo b ∈ B. Si proponemos

x = qb0 +
∑
b∈B

qyg−1(b)
g−1(b) ∈ R
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se tiene que (q, y) = ϕ(x). Se sigue que ϕ es morfismo suprayectivo
de grupos. Por lo tanto, ϕ es isomorfismo de grupos abelianos y
R ∼= Q× R como grupos abelianos.

Corolario 3.7 (ZF+BRQ). Existe un subespacio vectorial W ≤Q
R tal que W ∼=Q Q(ω).

Demostración. Consideremos un número trascendente t ∈ R y
T = (tn)n∈ω. De la demostración del Teorema 3.5, se tiene que T
es linealmente independiente. Además, T es equipotente a ω, pues
es fácil ver que

h : ω → T
n 7→ tn

es una biyección. De esta manera, T es una base paraW = ⟨T ⟩ ≤Q
R, la cual es equipotente a ω. Adecuando el Teorema 1.55 (si B es
una base de KV , C es una base de KW y B es equipotente a C,
entonces V ∼=W ), se tiene que W ∼= Q(ω).

Recordemos que en ZFC podemos definir la dimensión de cual-
quier espacio vectorial, en particular de QR. Antes de proceder a
establecer la dimensión de QR probaremos el Lema 3.8, que nos
será de ayuda.

Lema 3.8. (ZFC) Sean QV un espacio vectorial y S ⊆ V un
conjunto no vaćıo. Entonces

|⟨S⟩| ≤ |S| · ω.

Demostración. Para cada n ∈ ω\{0}, cuando digamos que q ∈ Qn,
estaremos diciendo que q = (q1, . . . , qn) con qi ∈ Q para cada i ∈
{1, . . . , n}. Análogamente cuando digamos que s ∈ Sn, estaremos
diciendo que s = (s1, . . . , sn) con si ∈ S, para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Procederemos con la demostración del teorema. Definamos pa-
ra cada n ∈ ω \ {0}, la función

gn : Qn × Sn → ⟨S⟩
(q, s) 7→

∑n
i=1 qisi

que claramente está bien definida. Se cumple que la familia

(gn : Qn × Sn → ⟨S⟩)∞n=1
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es un sistema compatible de funciones, pues ω es un conjunto
linealmente ordenado y si m < n existe una función inyectiva
f : Qm×Sm → Qn×Sn, sustituyendo f(Qm×Sn) por Qm×Sm,
podemos suponer que (Qm × Sm) ∩ (Qn × Sn) = Qm × Sm. Aśı,
se tiene que

g =

∞⋃
n=1

gn :

∞⋃
n=1

(Qn × Sn) → ⟨S⟩

es una función, donde g(q, s) = gn(q, s), siempre que (q, s) ∈
Qn × Sn. Además, es claro que g es una función suprayectiva,
por tanto, tiene inversa derecha h : ⟨S⟩ →

⋃∞
n=1(Qn×Sn), la cual

es inyectiva, en consecuencia

|⟨S⟩| ≤

∣∣∣∣∣
∞⋃
n=1

(Qn × Sn)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|Qn × Sn| =
∞∑
n=1

|Qn| |Sn|

=
∞∑
n=1

ω |S|n . (3.1)

Si S es finito, entonces |S| = u, para algún u ∈ ω \ {0}, además,
para cada n ∈ ω \{0}, |S|n ∈ ω \{0}, por consiguiente, ω |S|n = ω
para cada n ∈ ω. Debido a la aritmética cardinal, se tiene que

∞∑
n=1

ω |S|n =
∞∑
n=1

ω = ωω = ω = uω = |S|ω.

De aqúı y la ecuación (3.1), se sigue que |⟨S⟩| ≤ |S|ω.
Si S es infinito, entonces |S|n = |S| para cada n ∈ ω, de modo que

∞∑
n=1

ω |S|n =

∞∑
n=1

ω |S| = ω |S|ω = |S|ω.

De aqúı y la ecuación (3.1), se obtiene que |⟨S⟩| ≤ |S|ω. Por lo
tanto, obtenemos lo deseado.

Tenemos todo lo necesario para establecer la dimensión de QR,
trabajando desde luego en ZFC.

Teorema 3.9 (ZFC). dim (QR) = 2ℵ0 = c.
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Demostración. Sea B una base de QR. Por un lado, como B ⊆ R,
se cumple que

|B| ≤ |R| = c

es decir, |B| ≤ c.
Por otro lado, como B es base de QR, se tiene que R = ⟨B⟩.

Además, del Teorema 3.5, se sigue que ω ≤ |B|. Aplicando el Lema
3.8, tenemos lo siguiente:

c = |R| = |⟨B⟩| ≤ |B|ω = |B|

es decir, c ≤ |B|. Por el Teorema de Cantor-Schröeder-Bernstein,
se concluye que |B| = c. Por lo tanto, dim (QR) = c.

Como consecuencia del Teorema 3.9, se puede garantizar que
Rn ∼= R como grupos abelianos, para cada n ∈ ω \ {0}, esto se
establece en el Corolario 3.10.

Corolario 3.10 (ZFC). Para cada n ∈ ω \ {0}, R ∼= Rn como
grupos abelianos. Más aún, R ∼= C como grupos abelianos.

Demostración. Sea n ∈ ω \ {0}. Notemos que QRn satisface que

Rn =
n⊕
i=1

Ri

donde
Ri = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R, xj = 0 si j ̸= i}

para cada i ∈ {1, . . . , n}. Además, QRi ∼=Q R para cada i ∈
{1, . . . , n}. Aplicando propiedades de las sumas directas, el Teore-
ma 1.55, el Teorema 3.9 y aritmética cardinal, se tiene lo siguiente:

dim (QRn) = dim

(
Q

n⊕
i=1

Ri

)
=

n∑
i=1

dim
(
QRi

)
=

n∑
i=1

dim (QR)

=

n∑
i=1

c = nc = c = dim (QR)

es decir, dim (QRn) = dim (QR). Por el Teorema 1.55, QR ∼=Q Rn.
Finalmente, por lo realizado anteriormente, QR ∼=Q R2 y se

sabe que QR2 ∼=Q C, en consecuencia, QR ∼=Q C. Por lo tanto,
queda probado el resultado.
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3.2. Condiciones de existencia de FANL

En esta sección, nos enfocaremos en describir las condiciones
que se requieren para garantizar la existencia de funciones adi-
tivas no lineales. Dentro de las condiciones que destacan son la
existencia de bases para QR, la existencia de isomorfismos entre
R y C como grupos abelianos, la existencia de isomorfismos entre
R y Q × R como grupos abelianos y la existencia de automor-
fismos no continuos en C. Si bien es cierto que las condiciones
antes mencionadas son consecuencias del Axioma de Elección no
necesariamente son equivalentes, por ejemplo, en la Sección 4.2,
se describe un modelo donde existen bases de QR y no se cum-
ple el Axioma de Elección. Sin embargo, tales condiciones que no
llevan necesariamente la fuerza total del Axioma de Elección, son
suficientes para la existencia de funciones aditivas no lineales.

3.2.1. Existencia de bases para QR

En esta parte exhibiremos que es suficiente suponer la exis-
tencia de bases para QR para obtener la existencia de funciones
aditivas no lineales, hipótesis que le hemos llamado BRQ (Hipóte-
sis 1).

Teorema 3.11. (ZF+BRQ) Existen funciones aditivas no linea-
les.

Demostración. Sea B una base para QR. Consideremos x ∈ B fijo
y la función

g : B → R
x 7→ 1

B \ {x} ∋ y 7→ 0

que claramente está bien definida. Por la propiedad universal de
las bases, existe una única transformación lineal, ψ :Q R →Q R,
que hace conmutativo el diagrama

B
g //� _

��

QR

QR.
ψ

==
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Si elegimos y ∈ B \ {x}, por un lado tenemos que

ψ
(y
x
x
)
= ψ(y) = 0

es decir, ψ
( y
xx
)
= 0. Por otro lado, se tiene que

y

x
ψ(x) =

y

x

es decir, yxψ(x) =
y
x . Puesto que y

x ̸= 0, concluimos que ψ
( y
xx
)
̸=

y
xψ(x), concluyendo aśı que ψ es una función aditiva pero no lineal.

Si bien podemos notar que la función ψ definida en el Teorema
3.11 no es isomorfismo de grupos abelianos, pues ψ(0) = 0 = ψ(y)
con y ̸= 0. Ahora, vamos a demostrar que bajo la hipótesis BRQ,
también podemos construir isomorfismos de grupos abelianos en
R que no son lineales.

Teorema 3.12 (ZF+BRQ). Existen isomorfismos de grupos abe-
lianos en R que no son lineales.

Demostración. Consideremos B una base para QR. Por el Teorema
3.1, podemos asegurar que B tiene más de dos elementos distintos.
Sean x, y ∈ B fijos con x ̸= y. Definamos la función

f : B → R
x 7→ y
y 7→ x

B \ {x, y} ∋ z 7→ z.

Es claro que f está bien definida. Por la Propiedad universal de
las bases, existe una única transformación lineal φ :Q R →Q R que
hace conmutativo el diagrama

B
f //� _

��

QR

QR
φ

>>

es decir, φ|B = f . Es claro que φ es una función aditiva.
Vamos a probar que φ no es lineal en RR. Para probar esto,
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obsérvese que como x, y ∈ B y B es linealmente independiente
en QR, tenemos que x ̸= 0 e y ̸= 0, luego y

x ∈ R. Notemos que

φ
(y
x
x
)
= φ(y) = x

y

y

x
φ (x) =

y

x
y =

y2

x
.

Ahora bien, si φ
( y
xx
)
= y

xφ (x), entonces x = y2

x , luego x
2 = y2,

por lo que (x − y)(x + y) = 0. Por otro lado, dado que x ̸= y,
x− y ̸= 0, lo cual implica que x+ y = 0. En consecuencia, {x, y}
es un conjunto linealmente dependiente en QR contenido en B, de
donde B es linealmente dependiente en QR, lo que contradice el
hecho de que B es una base de QR. Por lo tanto, φ

( y
xx
)
̸= y

xφ (x),
concluyendo aśı que φ no es una transformación lineal en RR.

Notemos que por la construcción de φ, se tiene que φ(B) = B,
de modo que φ mapea una base de QR en una base de QR, por
consiguiente, φ es un isomorfismo. Por lo tanto, φ satisface la
propiedad deseada.

De los Teoremas 3.11 y 3.12, podemos concluir que en ZF, bajo
la hipótesis BRQ, hay funciones aditivas no lineales, las cuales
pueden ser isomorfismos de grupos abelianos o no.

Dado que en ZFC podemos asignar cardinales a los conjuntos,
en esta teoŕıa, podemos contabilizar a las funciones aditivas, tanto
a las lineales como a las no lineales.

Teorema 3.13 (ZFC). Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Existen c = 2ℵ0 funciones aditivas lineales.

(2) Existen 2c = 22
ℵ0 funciones aditivas no lineales.

Demostración.

(1) Para cada c ∈ R, denotemos fc como en el Ejemplo 2.3.
Por el Teorema 2.8, tenemos que

EndR(R) = {fc | c ∈ R}.
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Consideremos la función

σ : R → EndR(R)
c 7→ fc.

Es claro que σ es una función suprayectiva. Ahora, si
c1, c2 ∈ R y c1 ̸= c2, entonces fc1(1) ̸= fc2(1), en con-
secuencia, fc1 ̸= fc2 , o sea, σ(c1) ̸= σ(c2). Aśı, σ es una
biyección y consecuentemente

|EndR(R)| = c.

(2) Consideremos B una base de QR. Por la Propiedad uni-
versal de las bases, |EndQ(R)| =

∣∣RB∣∣, además, por el
Teorema 3.9, se tiene que |B| = c. Utilizando aritmética
cardinal, tenemos que

|EndQ(R)| =
∣∣RB∣∣ = |R||B| =

(
2ℵ0

)2ℵ0

= 2ℵ0·2ℵ0

= 22
ℵ0

= 2c

es decir, |EndQ(R)| = 2c. Aplicando aritmética cardinal y
(1), se tiene que

2c = |EndQ(R)| = |EndR(R) ∪ (EndQ(R) \ EndR(R))|
= |EndR(R)|+ |EndQ(R) \ EndR(R)|
= c+ |EndQ(R) \ EndR(R)|

obteniendo aśı que |EndQ(R) \ EndR(R)| = 2c, como deseába-
mos.

De esta manera concluimos la prueba del teorema.

Corolario 3.14 (ZF+BRQ). Existen funciones f : R → R cuya
gráfica es densa en R2. Estas funciones pueden ser isomorfismos
de grupos abelianos o no.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 2.15, 3.11 y 3.12.
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3.2.2. Otras condiciones de existencia de FANL

En este apartado vamos a exponer otras condiciones que son
suficientes para la existencia de funciones aditivas no lineales.

Anteriormente probamos que la existencia de un isomorfismo
entre R y C como grupos abelianos es consecuencia de asignarle
una dimensión a QR, para lo cual es fundamental el Axioma de
Elección. También probamos que en ZF+BRQ, las bases de QR
son Dedekind-infinitas, a consecuencia de este hecho se estableció
que R ∼= Q× R como grupos abelianos. En el Teorema 3.16, pro-
baremos que en ZF, es suficiente suponer que R ∼= C ó R ∼= Q×R
como grupos abelianos para asegurar la existencia de funciones
aditivas no lineales. Antes probamos un lema que nos será de ayu-
da.

Lema 3.15. Sea f ∈ EndR(R). Entonces f = 0, si y solo si, f no
es inyectiva.

Demostración. Si f = 0, es claro que f no es inyectiva.

Supongamos ahora que f no es inyectiva, luego existen x1, x2 ∈
R tales que x1 ̸= x2 pero f(x1) = f(x2). Dado que f es lineal, por
el Teorema 2.8, existe c ∈ R tal que f = fc, aśı, tenemos que

cx1 = fc(x1) = fc(x2) = cx2

por consiguiente c(x1 − x2) = 0, como x1 − x2 ̸= 0, se obtiene que
c = 0. Por lo tanto, f = 0.

Podemos notar que 0 ∈ EndR(R) y no es suprayectiva.

Teorema 3.16 (ZF). Si R ∼= C ó R ∼= Q × R como grupos abe-
lianos, entonces existen funciones aditivas no lineales.

Demostración. Supongamos primero que R ∼= C como grupos abe-
lianos. Vamos a construir una función f : R → R aditiva y no li-
neal. Para esto, consideremos φ : R → C un isomorfismo de grupos
abelianos y consideremos la función

h : C → R
x+ iy 7→ x
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que claramente está bien definida. Proponemos f = h◦φ : R → R.
Notemos que para x1 + iy1, x2 + iy2 ∈ C, se cumple que

h((x1 + iy1) + (x2 + iy2)) = h((x1 + x2) + i(y1 + y2))

= x1 + x2

= h(x1 + iy1) + h(x2 + iy2)

concluyendo aśı que h es un morfismo de grupos. Además, notemos
que si x ∈ R, considerando z = x + i0, se cumple que x = h(z),
exhibiendo aśı que h es una función suprayectiva. Como f es com-
posición de morfismos suprayectivos de grupos, es un morfismo
suprayectivo de grupos, de modo que f es una función aditiva
suprayectiva.

Mostraremos que f no es una función inyectiva. Notemos que
h no es inyectiva, pues h(1) = h(1 + i) = 1 con 1 ̸= 1 + i. Consi-
deremos z1, z2 ∈ C, z1 ̸= z2 tales que h(z1) = h(z2). Como φ es
biyectiva, existen x1, x2 ∈ R, x1 ̸= x2 de modo que z1 = φ(x1) y
φ(x2) = z2. Observemos que

f(x1) = (h ◦ φ)(x1) = h(φ(x1)) = h(z1) = h(z2) = h(φ(x2))

= (h ◦ φ)(x2) = f(x2)

es decir, f(x1) = f(x2) con x1 ̸= x2. Por consiguiente, f no es
inyectiva. Como f es una función suprayectiva y no inyectiva, por
el Lema 3.15, f no puede ser lineal. Por lo tanto, f es una función
aditiva no lineal.

Si R ∼= Q × R como grupos abelianos, entonces existe un iso-
morfismo de grupos abelianos ψ : R → Q × R. Consideramos la
función

k : Q× R → R
(q, x) 7→ x

y proponemos la función g = k◦ψ : R → R. Razonando como en el
caso R ∼= C, concluimos que g es una función aditiva no lineal.

Finalmente mostraremos que también es posible construir fun-
ciones aditivas no lineales a partir de automorfismos no continuos
en los complejos.

Definición 3.17. Sea K un campo. Un endomorfismo en K es
una función f : K → K tal que
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(1) Para cada a, b ∈ K, f(a+ b) = f(a) + f(b).

(2) f(1) = 1.

(3) Para cada a, b ∈ K, f(ab) = f(a)f(b).

Si f es biyectiva, decimos que f es un automorfismo en K.

En el Lema 3.18, mostraremos cuáles son los automorfismos en
R y los automorfismos continuos en C.

Lema 3.18 (ZF). Se cumple lo siguiente:

(1) El único automorfismo en R es la función identidad.

(2) Los únicos automorfismos en C que fijan a los reales son
la identidad y la conjugación compleja.

(3) Los únicos automorfismos continuos en C son la función
identidad y la conjugación compleja.

Demostración.

(1) Es claro que la función identidad es un automorfismo en
R.
Ahora consideremos f : R → R un automorfismo. De-
bemos probar que f(x) = x para cada x ∈ R. Notemos
primero que por (1) de la Definción 3.17, f es una fun-
ción aditiva. Por el Lema 2.4, se tiene que f(0) = 0 y
f(−x) = −f(x) para cada x ∈ R. Además, por (2) de la
Definición 3.17, se cumple que f(1) = 1.

Mostraremos que f(n) = n para cada n ∈ ω, lo cual se
hará por inducción sobre n. Si n = 0, f(n) = n por lo
comentado anteriormente. Ahora, si f(n) = n para n > 1,
se tiene que

f(n+ 1) = f(n) + f(1) = n+ 1

es decir, f(n + 1) = n + 1. Por lo tanto, f(n) = n para
cada n ∈ ω.

Si m ∈ Z−, entonces −m ∈ ω, luego

f(m) = f(−(−m)) = f(−1)f(−m) = (−1)(−m) = m
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es decir, f(m) = m cuando m ∈ Z−. Aśı, f(n) = n para
cada n ∈ Z.
Ahora, notemos que si n ∈ ω \ {0}, entonces

1 = f(1) = f

(
1

n
n

)
= f

(
1

n

)
f(n) = nf

(
1

n

)
es decir, nf

(
1
n

)
= 1, en consecuencia, f

(
1
n

)
= 1

n para cada
n ∈ ω \ {0}. De esta manera, si q ∈ Q, supongamos sin
pérdida de generalidad que q = m

n conm ∈ Z y n ∈ ω\{0}.
Entonces se tiene que

f(q) = f
(m
n

)
= f

(
m

1

n

)
= f(m)f

(
1

n

)
= m

1

n

=
m

n
= q

es decir, f(q) = q, lo cual sucede para cada q ∈ Q.

Falta ver que f(x) = x cuando x ∈ R\Q. Para probar esto,
mostraremos primero que f es estrictamente creciente. En
efecto, si x, y ∈ R y x < y, entonces y − x > 0. Por
propiedades de los números reales, existe b ∈ R tal que
b > 0 y y − x = b2. Al ser f automorfismo, se tiene que
f(y − x) = f(b2) = f(b)2. Se cumple que f(b)2 ≥ 0, pero
si f(b)2 = 0, entonces f(y − x) = 0 con y − x ̸= 0, lo cual
es imposible debido a que f es inyectiva. En consecuencia,
f(b)2 > 0, o sea, f(y−x) > 0, pero f(y−x) = f(y)−f(x),
aśı que f(y) > f(x), o bien, f(x) < f(y). Se sigue que f es
estrictamente creciente. Finalmente, si x ∈ R\Q y f(x) ̸=
x, por tricotomı́a, x < f(x) ó f(x) < x. Si x < f(x), por
la densidad de Q en R, se tiene que existe r ∈ Q tal que
x < r < f(x), entonces f(x) < f(r) = r < f(x), es decir,
f(x) < f(x), lo cual es absurdo. Si f(x) < x, similarmente
f(x) < f(x), lo cual es imposible. Por lo tanto, f(x) = x
para cada x ∈ R.

(2) Es claro que la función identidad y la conjugación compleja
son automorfismos que fijan a los reales. Si f : C → C es
un automorfismo que fija a los reales, entonces

−1 = f(−1) = f(i2) = f(i)2
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es decir, f(i)2 = −1, de modo que f(i) = −i ó f(i) = i.
Aśı que si z = x+ yi ∈ C, entonces

f(z) = f(x+ yi) = f(x) + f(y)f(i) = x+ yf(i)

de forma que f(z) = x+yi ó f(z) = x−yi, o sea, f(z) = z
ó f(z) = z, lo cual sucede para cada z ∈ C. Por lo tanto,
se concluye lo deseado.

(3) Es claro que la función identidad y la conjugación compleja
son automorfismos continuos.

Consideremos ahora f : C → C un automorfismo continuo.
Basta demostrar que f fija a los reales. Recordemos que
si x ∈ R, se puede identificar en C como x + 0i. Mutatis
mutandis la prueba de (1), se exhibe que f(q) = q para
cada q ∈ Q. Tomemos ahora x ∈ R \ Q arbitrario y fijo.
Es sufiente demostrar que |f(x)− x| < ϵ para cada ϵ > 0.
En efecto, consideremos ϵ > 0. Como f es continua en x,
existe δ1 > 0 tal que

∀z ∈ C(|z − x| < δ1 ⇒ |f(z)− f(x)| < ϵ).

Luego, δ = mı́n{δ1, ϵ2} > 0, por la densidad de Q en R,
existe r ∈ Q tal que |x− r| < δ, entonces se tiene que

|f(x)− x| ≤ |f(x)− f(r)|+ |f(r)− x|
= |f(x)− f(r)|+ |r − x|

<
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ

es decir, |f(x)− x| < ϵ, lo cual ocurre para cada ϵ > 0,
por lo tanto, f(x) = x para cada x ∈ R. De (2) se sigue lo
deseado.

De esta manera se concluye la prueba del lema.

Es conocido que en ZFC, se pueden construir automorfismos
en C que no son continuos. Para más detalles sobre este hecho se
remite al lector interesado a [25].
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Para concluir esta sección, en el Teorema 3.19, se mostrará
que es suficiente asumir los axiomas de ZF más la existencia de
automorfismos no continuos en C para construir funciones aditivas
no lineales.

Teorema 3.19 (ZF). Si existen automorfismos no continuos en
C, existen funciones aditivas no lineales.

Demostración. Sea g : C → C un automorfismo no continuo. Pro-
ponemos f : R → R, dada por f(x) = Im(g(x)) para cada x ∈ R.
Es claro que f es una función aditiva. Si f es lineal, por el Teorema
2.8, existe c ∈ R tal que f(x) = cx para cada x ∈ R. Luego, se
tiene que

c = c · 1 = f(1) = Im(g(1)) = Im(1) = 0

es decir, c = 0, aśı que Im(g(x)) = 0 para cada x ∈ R, de modo
que g manda reales en reales. Además, de (2) de la Definición 3.17,
se tiene que g(1) = 1 y por (1) de la Definición 3.17, g es aditiva.
Aplicando el Lema 2.4, se cumple que g(−1) = −g(1) = −1, es
decir, g(−1) = −1, en consecuencia, −1 = g(−1) = g(i2) = g(i)2,
por consiguiente g(i) = i ó g(i) = −i. De esta manera, para z =
x+ yi ∈ C, se tiene que

g(z) = g(x+ yi) = g(x) + g(y)g(i)

de modo que g(z) = g(x) + g(y)i ó g(z) = g(x) − g(y)i, con
g(x), g(y) ∈ R. Esto nos permite concluir que g(R) = R. Por
consiguiente, g|R : R → R es un automorfismo. De (1) del Lema
3.18, se sigue que g|R = idR. Aplicando (2) del Lema 3.18, conclui-
mos que g es la función identidad o es la conjugación compleja, en
consecuencia, g es un automorfismo continuo, lo cual es absurdo.
Por lo tanto, f es una función aditiva no lineal.

3.3. Una aplicación a los Lebesgue-medibles

Para concluir este caṕıtulo, vamos a mostrar una aplicación
de las funciones aditivas no lineales al análisis matemático, en
particular, a la teoŕıa referente a los conjuntos Lebesgue-medibles.
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En el Corolario 2.14, se probó que la linelidad de una función
aditiva es equivalente a su integrabilidad (en el sentido de Rie-
mann) en algún intervalo acotado. En el Teorema 3.21, mostrare-
mos algo parecido respecto a la medibilidad de Lebesgue. Antes
de probar el Teorema 3.21, probaremos el Lema 3.20, que nos será
de ayuda.

Notación 13. Sean A,B ⊆ R. Denotamos:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}
A−B = {a− b | a ∈ A, b ∈ B}.

Lema 3.20 (Propiedad de Steinhaus). Sea E ⊆ R Lebesgue-
medible tal que λ(E) > 0. Se cumple que existe δ > 0 tal que
(−δ, δ) ⊆ E − E.

Demostración. Realizaremos la prueba primero para el caso en
el que λ(E) < ∞. Por la regularidad interior de la medida de
Lebesgue, se tiene que

λ(E) = sup{λ(K) | K es compacto y K ⊆ E}.

Puesto que λ(E)
3 > 0, existe K ⊆ E, K compacto tal que

λ(E)− λ(E)

3
< λ(K)

esto es

2λ(E)

3
< λ(K). (3.2)

Luego, se tiene que λ(K) > 0, además 4λ(K)
3 − 2λ(E)

3 > 0. Por la
regularidad exterior de la medida de Lebesgue, se cumple que

λ(E) = ı́nf{λ(O) | O es abierto y E ⊆ O}

de modo que existe O ⊆ R, O abierto tal que E ⊆ O y

λ(O) < λ(E) +
4λ(K)

3
− 2λ(E)

3
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esto es

λ(O) <
λ(E)

3
+

4λ(K)

3
. (3.3)

De las ecuaciones (3.2) y (3.3), se tiene que

λ(O) <
λ(E)

3
+

4λ(K)

3

<
λ(K)

2
+

4λ(K)

3

=
11λ(K)

6
< 2λ(K).

De esta manera, hemos probado que existen K,O ⊆ R, K com-
pacto, O abierto tales que

K ⊆ E ⊆ O (3.4)

y

2λ(E)

3
< λ(K) ≤ λ(O) < 2λ(K). (3.5)

Ahora bien, como K ⊆ O, se tiene que x ∈ O para cada x ∈ K.
En virtud de que O es abierto, para cada x ∈ K, existe δx > 0 tal
que (x− δx, x+ δx) ⊆ O. Aśı, se sigue que{(

x− δx
2
, x+

δx
2

)}
x∈K

es una cubierta abierta de K. Dado que K es compacto, existe
m ∈ ω \ {0} tal que

K ⊆
m⋃
j=1

(
xj −

δxj
2
, xj +

δxj
2

)
. (3.6)

Consideremos

δ = mı́n

{
δxj
2

| j ∈ {1, . . . ,m}
}
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y U = (−δ, δ). La idea es demostrar que U ⊆ E − E. Para esto,
probaremos primero que U + K ⊆ O. Consideremos y ∈ U +
K, luego existen u ∈ U y k ∈ K tales que y = u + k. Como
k ∈ K, por la ecuación (3.6), existe t ∈ {1, . . . ,m} tal que k ∈(
xt −

δxt
2 , xt +

δxt
2

)
. Además, tenemos que δ ≤ δt

2 , aśı que U ⊆(
− δt

2 ,
δt
2

)
, entonces u ∈

(
− δt

2 ,
δt
2

)
. De esta manera, se tiene que

−δt
2
< u <

δt
2

(3.7)

y

xt −
δt
2
< k < xt +

δt
2
. (3.8)

Sumando las desigualdades (3.7) y (3.8), se obtiene que

xt − δt < u+ k < xt + δt

es decir

xt − δt < y < xt + δt

concluyendo que y ∈ (xt − δt, xt + δt). Se sigue que

U +K ⊆
m⋃
j=1

(xt − δt, xt + δt) ⊆ O

es decir, U +K ⊆ O.

Ahora, vamos a demostrar que U ⊆ K − K. Consideremos
u ∈ U , observemos primero que K ⊆ O y u+K ⊆ U +K ⊆ O, es
decir, u+K ⊆ O, en consecuencia,

(u+K) ∪K ⊆ O. (3.9)

Supongamos que (u+K)∩K = ∅. Por un lado, de la aditividad y
la invarianza bajo traslaciones de la medida de Lebesgue, se tiene
que

λ((u+K) ∪K) = λ(u+K) + λ(K) = λ(K) + λ(K) = 2λ(K)
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es decir, λ((u+K)∪K) = 2λ(K). Por otro lado, de las ecuaciones
(3.5) y (3.9), se tiene que

2λ(K) = λ((u+K) ∪K) ≤ λ(O) < 2λ(K)

es decir, 2λ(K) < 2λ(K), lo cual es absurdo. Por consiguiente,
(u + K) ∩ K ̸= ∅, de modo que existen k1, k2 ∈ K tales que
k1 = u + k2, obteniendo que u = k1 − k2 ∈ K − K, es decir,
u ∈ K−K. En consecuencia, se establece que U ⊆ K−K, además,
dado que K ⊆ E, se cumple que K −K ⊆ E −E, de manera que
U ⊆ E − E.

Finalmente, si λ(E) = ∞, como

R =
∞⋃
n=1

[−n, n]

se tiene que

E =
∞⋃
n=1

(E ∩ [−n, n]) .

Es fácil ver que (E ∩ [−n, n])∞n=1 es una sucesión creciente de con-
juntos, por la Proposición 1.76, se tiene que

∞ = λ(E) = λ

( ∞⋃
n=1

(E ∩ [−n, n])

)
= ĺım

n→∞
λ (E ∩ [−n, n]) .

Por consiguiente, existe n0 ∈ ω \ {0} tal que

0 < λ (E ∩ [−n0, n0]) ≤ 2n0 <∞.

Denotemos A = E ∩ [−n0, n0], como 0 < λ(A) < ∞, usando el
caso anterior, existe δ > 0 tal que

(−δ, δ) ⊆ A−A ⊆ E − E

es decir, (−δ, δ) ⊆ E−E. Por lo tanto, queda probado el lema.

Teorema 3.21. Sea f : R → R una función aditiva. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es lineal.
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(2) f es Lebesgue-medible.

Demostración. (1) ⇒ (2): Supongamos que f es lineal. Por el Teo-
rema 2.9, f es continua, por consiguiente, f es Lebesgue-medible.

(2) ⇒ (1): Supongamos que f es Lebesgue-medible. Vamos a
demostrar que f es acotada en algún intervalo acotado. Conside-
remos para cada n ∈ ω \ {0}, el conjunto

An = f−1([−n, n]) = {x ∈ R | |f(x)| ≤ n}.

Como f es Lebesgue-medible, se cumple que An es Lebesgue-
medible, para cada n ∈ ω \ {0}. Mostraremos que (An)

∞
n=1 es

una sucesión creciente de conjuntos. Para esto, consideremos n ∈
ω \ {0}. Si x ∈ An, entonces |f(x)| ≤ n, dado que n < n + 1,
por transitividad se tiene que |f(x)| ≤ n + 1, es decir, x ∈ An+1.
Aśı, An ⊆ An+1. Por tanto, (An)

∞
n=1 es una sucesión creciente de

conjuntos.
Ahora mostraremos que

R =
∞⋃
n=1

An.

Es claro que
⋃∞
n=1An ⊆ R. Para probar la otra contención, note-

mos que si x ∈ R, entonces |f(x)| ∈ R. Por la Propiedad Arqui-
mediana, existe N ∈ ω tal que |f(x)| < N . Podemos suponer que
N ̸= 0, aśı que x ∈ AN . Luego, x ∈

⋃∞
n=1An, concluyendo que

R ⊆
⋃∞
n=1An. De ambas contenciones se obtiene que

R =
∞⋃
n=1

An.

Ahora bien, por la Proposición 1.76, se tiene que

λ (R) = λ

( ∞⋃
n=1

An

)
= ĺım

n→∞
λ(An).

En virtud de que λ (R) = ∞, existe m ∈ ω \ {0} tal que λ(Am) >
0. Por el Lema 3.20, existe δ > 0 tal que (−δ, δ) ⊆ Am − Am.
Proponemos I = [−δ, δ] y K = máx{|f(δ)| , 2m} > 0. Vamos a
probar que |f(x)| ≤ K para todo x ∈ I. Para esto, notemos que
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|f(δ)| ≤ K. Ahora, como f es aditiva, por el Lema 2.4, se tiene
que

|f(−δ)| = |−f(δ)| = |f(δ)| ≤ K

es decir, |f(−δ)| ≤ K. Aśı, tenemos probada la desigualdad pro-
puesta para los extremos de I. Ahora bien, si x ∈ (−δ, δ), como
(−δ, δ) ⊆ Am − Am, se tiene que x ∈ Am − Am, en consecuencia,
existen a, b ∈ Am tales que x = a− b. De esta manera se tiene que

|f(x)| = |f(a− b)| = |f(a)− f(b)| ≤ |f(a)|+ |f(b)|
≤ m+m = 2m ≤ K

es decir, |f(x)| ≤ K, cuando x ∈ (−δ, δ). De este modo, tenemos
probado que |f(x)| ≤ K para todo x ∈ I. Aplicando el Teorema
2.19, se tiene que f es lineal.

Finalmente, en el Corolario 3.22, se prueba que la existencia de
funciones aditivas no lineales implica la existencia de subconjuntos
de los reales que no son Lebesgue-medibles.

Corolario 3.22. (ZF) Si existen funciones aditivas no lineales,
entonces existen subconjuntos de R que no son Lebesgue-medibles.

Demostración. Sea f : R → R una función aditiva no lineal. Por
el Teorema 3.21, f no es Lebesgue-medible, entonces existe A ⊆ R
tal que A es abierto y f−1(A) no es Lebesgue-medible. Aśı, E =
f−1(A) es el conjunto buscado.

En la mayor parte de la literatura, por ejemplo en [8, Ejemplo
8.18, pág. 189], se prueba en ZFC la existencia de subconjuntos de
R no Lebesgue-medibles construyendo los “Conjuntos de Vitali”.
Sin embargo, mediante el Corolario 3.22, esta prueba se puede
simplificar. Esto lo presentamos en el Corolario 3.23.

Corolario 3.23. En ZFC, existen subconjuntos de R que no son
Lebesgue-medibles.

Demostración. Por el Teorema 3.11, en ZFC, existen funciones
aditivas no lineales. Por el Corolario 3.22, existen subconjuntos de
R que no son Lebesgue-medibles.



Caṕıtulo 4

¿Existencia de FANL
implica AC?

En este caṕıtulo, se dará un argumento que responde si se cum-
ple o no, que en ZF, la existencia de funciones aditivas no lineales
implica el AC. Se expondrá brevemente material relacionado a
tópicos avanzados de teoŕıa de conjuntos y forcing. Finalmente se
describirá de manera general el modelo construido en [22], donde
existen bases de QR pero no existe una buena ordenación para
los reales, por consiguiente, en virtud del Teorema 1.21, falla el
AC, además, por el Teorema 3.11, en este modelo existen funcio-
nes aditivas no lineales, obteniendo aśı una respuesta negativa a la
implicación planteada. Cabe mencionar que en muchos resultados
que se expondrán en este caṕıtulo se omitirán sus demostraciones,
ya que el material que se requiere para realizarlas se escapa de los
objetivos de este trabajo. Sin embargo, en todo el material que
se exponga se proporcionarán algunas referencias donde el lector
más interesado puede profundizar en el tema.

4.1. Tópicos avanzados de lógica y conjun-
tos

En este apartado expondremos de manera general los concep-
tos que se utilizan para describir el modelo de la Sección 6.2.

81
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4.1.1. Modelos de la teoŕıa de conjuntos

En este apartado nos enfocaremos a exponer los conceptos bási-
cos referentes a los modelos de la teoŕıa de conjuntos que consi-
deramos que son necesarios para el modelo que se describe en la
Sección 6.2.

Conceptos básicos de la teoŕıa de modelos

La lógica de predicados se diseñó con el objetivo de construir
teoŕıas axiomáticas formales. Empezaremos por definir un lenguaje
para la lógica de predicados.

Definición 4.1. Un lenguaje para la lógica de predicados se des-
cribe de la siguiente manera:

(1) Consiste de un conjunto L, compuesto de śımbolos no lógi-
cos, el cuál está particionado en dos conjuntos ajenos, a
saber, F y P.

(2) Los elementos de F se denominan śımbolos funcionales y
los de P se denominan śımbolos predicativos.

(3) Los conjuntos F y P están particionados por aridad, esto
es:

F =
⋃
n∈ω

Fn

y

P =
⋃
n∈ω

Pn

con Fm ∩ Fn = ∅ y Pm ∩ Pn = ∅, si m ̸= n, para cada
m,n ∈ ω.

(4) Para cada n ∈ ω \ {0}, los śımbolos de Fn son llamados
śımbolos funcionales n-arios y los śımbolos de Pn son lla-
mados śımbolos predicativos n-arios.

(5) Los śımbolos de F0 son llamados constantes y los de P0

son llamados letras proposicionales.
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Una manera práctica de interpretar los śımbolos predicativos
y funcionales es la siguiente. Si A es un conjunto no vaćıo, n ∈
ω \ {0} y R ⊆ An, entonces R es un śımbolo predicativo n-ario. Si
f : X → A es una función y X ⊆ An, entonces f es un śımbolo
funcional n-ario.

Para los modelos de la teoŕıa de conjuntos que utilizaremos en
este trabajo, se tiene que L = P2 = {∈}.

Una vez que tenemos definido nuestro lenguaje necesitamos
una estructura que les de sentido a nuestras fórmulas del lenguaje.

Definición 4.2. Sea L un lenguaje para la lógica de predicados.
Una estructura para L, también llamada L-estructura, es una pa-
reja A = (A, I), donde A es un conjunto no vaćıo llamado el
universo de A e I es una función I : L → I(L) que satisface:

1. Si c ∈ F0, entonces I(c) ∈ A.

2. Si p ∈ P0, entonces I(p) ∈ 2 = {0, 1} = {F, V }.

3. Si n ∈ ω \ {0} y f ∈ Fn, entonces I(f) : An → A.

4. Si n ∈ ω \ {0} y p ∈ Pn, entonces I(p) ⊆ An.

Notación 14. Si A es una L-estructura, para cada s ∈ L deno-
tamos por I(s) = sA.

En lo sucesivo, denotaremos por A a la L-estructura y por A
a su universo.

Para trabajar con fórmulas con variables libres, se requiere del
siguiente concepto.

Definición 4.3. Sean L un lenguaje de la lógica de predicados y
A una L-estructura.

(1) Si φ(x1, . . . , xn) es una fórmula con todas sus variables
libres exhibidas. Una asignación de φ en A es una función
σ tal que Im(σ) ⊆ A y dom(σ) es un conjunto finito de
variables tal que {x1. . . . , xn} ⊆ dom(σ).

(2) Un término t en L se construye a partir de śımbolos cons-
tantes, variables y śımbolos funcionales en L.

Ahora, definimos la valuación de una asignación.



84 CAPÍTULO 4. ¿EXISTENCIA DE FANL IMPLICA AC?

Definición 4.4. Sean A una L-estructura, t un término en L y σ
una asignación para t en A. Definimos la valuación de sigma para
t en A, denotada por valA(t)[σ] como sigue:

(1) Si x ∈ dom(σ), valA(x)[σ] = σ(x).

(2) Si c ∈ F0, entonces valA(c)[σ] = c.

(3) Si n ∈ ω \ {0} y f ∈ Fn, entonces

valA(f(t1, . . . , tn))[σ] = fA(valA(t1)[σ], . . . , valA(tn)[σ]).

Ahora, estamos en condiciones de definir el valor de verdad
para las fórmulas atómicas.

Definición 4.5. Sean A una L-estructura, φ una fórmula atómica
de L y σ una asignación para φ en A. Definimos el valor de verdad
para φ en A como sigue:

(1) Si p ∈ P0, valA(p)[σ] = pA.

(2) Si n ∈ ω \ {0} y p ∈ Pn, entonces valA(p(t1, . . . , tn))[σ] =
1, si (valA(t1)[σ], . . . , valA(tn)[σ]) ∈ pA.

(3) valA(t1 = t2)[σ] = 1, si valA(t1)[σ] = valA(t2)[σ].

Ahora, necesitamos una manera definir los valores de verdad
para fórmulas no atómicas. Para esto necesitamos establecer la
siguiente notación.

Notación 15. Sea φ una fórmula en L, σ una asignación en A,
y ∈ Dom(σ) y a ∈ A. Denotamos

σ(y/a) = σ|Dom(σ)\{y} ∪ {(y, a)}.

Ahora śı estamos en condiciones de definir los valores de verdad
para fórmulas no atómicas.

Definición 4.6. Sean A una L-estructura, φ una fórmula de L y
σ una asignación para φ en A. Definimos:

(1) valA(¬φ)[σ] = 1− valA(φ)[σ].
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(2) Si ⋆ ∈ {∧,∨,⇒,⇔}, entonces valA(φ⋆ψ)[σ] se obtiene de
valA(φ)[σ] y valA(ψ)[σ], utilizando las reglas usuales de la
lógica proposicional para ∧,∨,⇒ y ⇔.

(3) valA(∃xφ)[σ] = 1, si existe a ∈ A tal que valA(φ)[σ(x/a)] =
1.

(4) valA(∀xφ)[σ] = 1, si para cada a ∈ A, valA(φ)[σ(x/a)] =
1.

Cuando valA(φ)[σ] = 1, se denota A ⊨ φ[σ]. Si φ es una sentencia
de L, denotamos valA(φ) para indicar valA(φ)[∅] y A ⊨ φ para
indicar valA(φ) = 1. Finalmente, si Γ es un conjunto de sentencias
en L, entonces denotamos A ⊨ Γ para indicar que A ⊨ φ para cada
φ ∈ Γ.

Notación 16. Sea A una L-estructura y φ(x1, . . . , xn) una fórmu-
la en L con todas sus variables libres exhibidas, a1, . . . , an y σ =
{(x1, a1), . . . , (xn, an)}. Denotamos A ⊨ φ[σ] por cualquiera de las
siguientes expresiones:

A ⊨ φ[a1, . . . , an].

(φ(x1, . . . , xn))
A.

(φ(x1, . . . , xn))
A.

Ahora estamos en condiciones de definir los conceptos de es-
tructura y subestructura elemental.

Definición 4.7. Sean A y B L-estructuras.

(1) Decimos que A es una subestructura de B, lo cual se de-
nota por A ⊆ B si se cumple lo siguiente:

(a) A ⊆ B.

(b) Si c es un śımbolo constante, entonces cA = cB.

(c) Si p es una letra proposicional, entonces pA = pB.

(d) Para cada n ∈ ω\{0}, si f es un śımbolo funcional
n-ario, entonces fA = fB|An.

(e) Para cada n ∈ ω \ {0}, si p es un śımbolo predica-
tivo n-ario, entonces pA = pB ∩An.
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En este caso también se dice que B es una extensión de
A.

(2) Si φ es una fórmula de L, escribimos A ⪯φ B, si para cada
asignación σ de φ en A, A ⊨ φ[σ] si y solo si B ⊨ φ[σ].

(3) Se dice que A es un submodelo elemental de B, lo cual se
denota por A ⪯ B, si A ⪯φ B para cada fórmula φ de L.

La siguiente propisición se obtiene de aplicar las definiciones da-
das anteriormente.

Proposición 4.8. Sean A, B L-estructuras tales que A ⊆ B, φ
una fórmula de L. Se cumple lo siguiente:

Si φ está libre de cuantificadores, entonces A ⪯φ B.

Si t es un término de L y σ es una asignación para t en A,
entonces valA(t)[σ] = valB(t)[σ].

Modelos de la teoŕıa de conjuntos

Una vez que hemos dado los conceptos elementales de la teoŕıa
de modelos, nos enfocaremos en dar los conceptos que considera-
mos necesarios referentes a la teoŕıa de conjuntos.

Definición 4.9. El lenguaje de la teoŕıa de conjuntos es L∈ =
P2 = {∈}. Un modelo de la teoŕıa de conjuntos es una estructura
de la forma M = (M,E), donde

E = {(a, b) ∈M ×M | a ∈ b}.

Cuando M es transitivo, se dice que M es un modelo transitivo de
la teoŕıa de conjuntos.

A continuación, daremos la definición de fórmulas ∆0, las cua-
les son muy importantes dentro de los modelos de la teoŕıa de
conjuntos.

Definición 4.10. Sea L un lenguaje que contiene al śımbolo ∈
y posiblemente a otros śımbolos. Las fórmulas ∆0 de L son las
fórmulas de L construidas a través de las siguientes reglas:

(1) Las fórmulas atómicas son ∆0.
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(2) Si φ y ψ son fórmulas ∆0, entonces ¬φ, φ ∧ ψ, φ ∨ ψ,
φ⇒ ψ y φ⇔ ψ son fórmulas ∆0.

(3) Si φ una fórmula ∆0, x es una variable y t es un término
que no contiene a x, entonces ∀x(x ∈ t ⇒ φ) y ∃x(x ∈
T ∧ φ) son fórmulas ∆0.

Notación 17. Si φ es una fórmula de L, y es una variable y t es
un término de L que no contiene a y, denotamos

∀x(x ∈ t⇒ φ) ≡ ∀x ∈ tφ

∃x(x ∈ t ∧ φ) ≡ ∃x ∈ tφ.

El siguiente teorema nos da la razón de la importancia de las
fórmulas ∆0.

Teorema 4.11. Sea L un lenguaje que contiene a ∈ y posible-
mente a otros śımbolos. Sean A, B L-estructuras tales que A es
una subestructura de B y A es transitivo. Para cada fórmula ∆0

de L, se tiene que A ⪯φ B.

Demostración. Realizaremos la prueba por inducción sobre el or-
den de construcción de φ. Si φ es una fórmula atómica, por la
Proposición 4.8, se tiene que A ⪯φ B.

Ahora, sea φ una fórmula ∆0 y supongamos que A ⪯γ B para
todas las fórmulas γ de orden de construcción menor que el de
φ. El argumento es sencillo cuando φ ≡ ¬γ ó φ ≡ γ ⋆ ψ, con
⋆ ∈ {∧,∨,⇒,⇔}, γ y ψ fórmulas ∆0 de L. Vamos mostrar que el
resultado se cumple cuando

φ(x, x1, . . . , xn) ≡ ∃y(y ∈ t(x, x1, . . . , xn) ∧ ψ(x, y, x1, . . . , xn))

donde ψ es una fórmula ∆0. Por hipótesis de inducción, A ⪯ψ B.
Por simplicidad de notación, denotemos

ta,a1,...,an = valA(t)[a, a1, . . . , an] = valB(t)[a, a1, . . . , an]

para a, a1, . . . , an ∈ A. Sean a, a1, . . . , an ∈ A arbitrarios y fijos.
Usando la hipótesis de inducción, la transitividad de A y el hecho
de que A ⊆ B, se tiene que

A ⊨ φ(a, a1, . . . , an) ⇔ ∃b(b ∈ ta,a1,...,an ∧A ⊨ ψ(a, b, a1, . . . , an))

⇔ ∃b(b ∈ ta,a1,...,an ∧B ⊨ ψ(a, b, a1, . . . , an))

⇔ B ⊨ φ(a, a1, . . . , an)
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es decir, A ⊨ φ(a, a1, . . . , an) ⇔ B ⊨ φ(a, a1, . . . , an).
Finalmente, notemos que si

φ(x, x1, . . . , xn) ≡ ∀y(y ∈ t(x, x1, . . . , xn) ⇒ ψ(x, y, x1, . . . , xn))

entonces

φ(x, x1, . . . , xn) ≡ ¬∃y(y ∈ t(x, x1, . . . , xn) ∧ ¬ψ(x, y, x1, . . . , xn))

lo cual se reduce al caso anterior. Por lo tanto, A ⪯φ B para cada
fórmula φ que es ∆0.

Observación 4.12. Notemos que

x ⊆ y ≡ ∀z ∈ x(z ∈ y).

x = ∅ ≡ ∀y ∈ x(y ̸= y).

y = S(x) ≡ x ∈ y ∧ x ⊆ y ∧ ∀z ∈ y(z ∈ x ∨ z = x).

z = x ∩ y ≡ z ⊆ x ∧ z ⊆ y ∧ ∀w ∈ x(∀w ∈ y(w ∈ z))

.y = {x} ≡ x ∈ y ∧ ∀z ∈ y(z = x).

En consecuencia, todos los conceptos arriba mencionados se pue-
den escribir como fórmulas ∆0 de la teoŕıa de conjuntos.

La afirmación A ⪯φ B se puede redefinir utilizando el concepto
de absolutez, lo cual se plantea en la siguiente definición.

Definición 4.13. Sean L un lenguaje que contiene a ∈ y posible-
mente a otros śımbolos, A, B L-estructuras y φ una fórmula de
L.

(1) Decimos que φ es absoluta A B si A ⪯φ B.

(2) Decimos que φ es absoluta para A si A ⪯φ V, donde V es
la clase de todos los conjuntos.

Observación 4.14. En términos de la definición anterior, uti-
lizando el Teorema 4.11, si M ⊆ V es transitiva, entonces φ es
absoluta para M siempre que φ sea una fórmula ∆0.

Ahora, se proporciona el concepto de interpretación relativa
que abre la posibilidad de que el universo de alguna estructura
pueda ser una clase propia.
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Definición 4.15. Sean Γ un conjunto de axiomas en el lenguaje
{∈} y L un lenguaje finito. Diremos que A es una interpretación
relativa de L en Γ si A consiste de una clase no vaćıa A y una
asignación de entidades semánticas sA para cada śımbolo s de L.
En otras palabras

(1) Para cada n ∈ ω\{0}, si f es un śımbolo funcional n-ario,
entonces fA : An → A.

(2) Para cada n ∈ ω \ {0}, si p es un śımbolo predicativo n-
ario, entonces pA ⊆ An.

(3) Si c es un śımbolo funcional 0-ario, entonces cA ∈ A.

(4) Si p es un śımbolo predicativo 0-ario, entonces pA ∈ {0, 1} =
{V, F}.

Definición 4.16. Sean A una interpretación relativa, t un término
de L y φ una fórmula de L. Entonces, tA y φAson el término y la
fórmula, respectivamente, que se obtienen reemplazando los diver-
sos śımbolos (f, p, c) de L por sus formas relativizadas (fA, pA, cA).
Además, relativizando todos los cuantificadores en A, es decir, re-
emplazando ∀x por ∀x ∈ A y ∃x por ∃x ∈ A.

A continuación, definimos la relativización de fórmulas de la
teoŕıa de conjuntos, lo cual se hace por recursión sobre la cons-
trucción de nuestras fórmulas.

Definición 4.17. Sea M una clase y ϕ una fórmula de la teoŕıa
de conjuntos. Definimos la relativización de ϕ a M , denotada por
ϕM , de la siguiente manera:

(1) (x = y)M ≡ x = y.

(2) (x ∈ y)M ≡ x ∈ y.

(3) (ϕ ∧ ψ)M ≡ ϕM ∧ ψM .

(4) (¬ϕ)M ≡ ¬ϕM .

(5) (∃xϕ)M ≡ ∃x(x ∈M ∧ ϕM ) ≡ ∃x ∈MϕM .
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Observación 4.18. Es importante tener presente que estricta-
mente no podemos hablar de clases. Entonces, al ser M una clase
en realidad M es una fórmula, digamos M(v). Al ser ϕ también
una fórmula, al hacer la relativización, en realidad estamos de-
finiendo una tercera fórmula en la metateoŕıa, a saber ϕM . Por
ejemplo, en el caso de la fórmula existencial (5) de la Definición
4.17, en realidad debeŕıamos escribir ∃x(M(x)∧ ϕM ). Sin embar-
go, por cuestiones prácticas es conveniente utilizar esos abusos de
notación.

En el siguiente teorema establecemos las condiciones que debe
cumplir una clase transitiva para satisfacer los axiomas de ZFC.

Teorema 4.19. Sea M una clase transitiva. Entonces:

(1) M es un modelo del axioma de extensión.

(2) M es un modelo del axioma de fundación.

(3) Si ω ∈M , M es un modelo del axioma del infinito.

(4) Si para cada a, b ∈M , se cumple que {a, b} ∈M , entonces
M es un modelo del axioma del par.

(5) Si para cada a ∈M , se cumple que
⋃
a ∈M , entonces M

es modelo del axioma de la unión.

(6) Si para cada z ∈M , se cumple que y ∈M para cada y ⊆ z,
entonces M es un modelo del axioma de comprensión.

(7) Si para cada función f , se tiene que dom(f) ∈M y

Im(f) ⊆M implica Im(f) ∈M

entonces M es modelo del axioma de reemplazo.

(8) Si para cada x ∈M , P(x) ∩M ∈M , entonces M modelo
del axioma del conjunto potencia.

(9) Si para cada familia de conjuntos A tal que:

A ∈M .

A ≠ ∅ y ∅ /∈ A.
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A es ajena por pares

existe B ∈ M tal que B ∩ A es un conjunto unitario para
cada A ∈ A, entonces M es modelo del axioma de elección.

Demostración.

(1) El axioma de extensión relativizado a M es

∀x ∈M∀y ∈M∀z ∈M((z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y).

Para probar esto, sean a, b ∈ M y supongamos que para
cada c ∈ M , c ∈ a si y solo si c ∈ B. Vamos a demostrar
que a = b. Primero tomemos u ∈ a, como a ∈ M y M
es transitivo, entonces a ⊆ M , por tanto u ∈ M . Como
u ∈ M y u ∈ a, por hipótesis, u ∈ b. Por lo tanto, a ⊆ b.
Similarmente se demuestra que b ⊆ a. Por lo tanto, a = b.
De esta manera se establece el axioma de extensión en M .

(2) El axioma de fundación relativizado a M es

∀x ∈M(∃y ∈M(y ∈ x) ⇒ ∃y ∈M(y ∈ x

∧¬∃z ∈M(z ∈ x ∧ z ∈ y))).

Para probarlo, sea a ∈M tal que a∩M ̸= ∅. Por el axioma
de fundación en V, existe b ∈ a tal que b ∩ a = ∅. Ahora,
como a ∈ M y M es transitivo, entonces a ⊆ M y dado
que b ∈ a, se tiene que b ∈ M . Aśı, b ∈ M y es tal que
a∩b = ∅. Por lo tanto,M satisface el axioma de fundación.

(3) El axioma del infinito relativizado a M es:

∃x ∈Mϕ(x)

donde

ϕ(x) ≡ ∅ ∈ x ∧ (∀y ∈ x(y ∪ {y} ∈ x)).

Para probarlo, notemos que, como M es transitivo y las
nociones ∅ y x∪{x} se pueden expresar mediante fórmulas
∆0, entonces son nociones absolutas en M . En virtud de
que ω ∈M y ϕ(ω), se concluye lo deseado.
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(4) El axioma del par relativizado a M es:

∀x ∈M∀y ∈M∃z ∈Mz = {x, y}.

Para probar esto, primero observemos que z = {x, y} se
puede escribir como

x ∈ z ∧ y ∈ z ∧ ∀u ∈ z(u = x ∨ u = y).

En consecuencia, {x, y} es absoluta por poder ser escrito
como una fórmula ∆0. Ahora, si a, b ∈ M , por hipótesis
c = {a, b} ∈M , de modo que c es el conjunto buscado.

(5) El axioma de la unión relativizado a M es

∀x ∈M∃y ∈My =
⋃
x.

Para probarlo, notemos primero que y =
⋃
x se puede

escribir como

(∀u ∈ x(u ⊆ y)) ∧ (∀z ∈ y∃w ∈ x(z ∈ w)).

En consecuencia, la noción
⋃
x se puede escribir como una

fórmula ∆0 y por tanto es absoluta enM . Por hipótesis, si
a ∈M , se tiene que

⋃
a ∈M , concluyendo aśı la veracidad

del axioma de la unión en M .

(6) Consideremos una fórmula de la teoŕıa de conjuntos

ϕ(x, y, v1, . . . , vn)

con todas sus variables libres exhibidas. El axioma esque-
ma de comprensión para ϕ relativizado a M es

∀y ∈M∀x1 ∈M . . .∀xn ∈M∃u ∈M∀x ∈M

(x ∈ u⇔ x ∈ y ∧ ϕM (x, y, x1, . . . , xn)).

Consideremos a, b1, . . . , bn ∈ M arbitrarios y fijos. Por el
axioma esquema de comprensión en V, existe el conjunto

c = {b ∈ a | ϕM (a, b, b1, . . . , bn)}.

Ahora bien, tenemos que c ⊆ a, por hipótesis se cumple
que c ∈M , obteniendo aśı que c cumple lo deseado.
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(7) Sea ϕ(x, y, x1, . . . , xn) una fórmula de la teoŕıa de con-
juntos con todas sus variables libres exhibidas. El axioma
esquema de reemplazo correspondiente a ϕ relativizado a
M está dado por

∀x1 ∈M . . .∀xn ∈M(∀x ∈M∃y′ ∈M∀y ∈M(y = y′

⇔ ϕM (x, y, x1, . . . , xn))) ⇒ ∀u ∈M∃w ∈M∀y ∈M

(y ∈ w ⇔ ∃x ∈M(x ∈ u ∧ ϕM (x, y, x1, . . . , xn))).

Vamos a probar su veracidad. Sean m1, . . . ,mn ∈ M , a ∈
M tal que para cada x ∈ a existe un único y ∈M tal que
ϕM (x, y,m1, . . . ,mn). Consideremos la fórmula

ψ(x, y, x1, . . . , xn) ≡ y ∈M ∧ ϕM (x, y, x1, . . . , xn).

Por el Axioma de Reemplazo en V aplicado a a, existe
un conjunto c tal que para cada x ∈ a, existe y ∈ c tal
que ψ(x, y, x1, . . . , xn). Aśı, tenemos una función f : a →
Im(f) tal que para cada x ∈ a, f(x) = y si y solo si
y ∈M y ϕM (x, y, x1, . . . , xn). Si hacemos b = Im(f), dado
que b ⊆ M , por hipótesis, b ∈ M . De esta manera, b es
el conjunto que satisface la tesis del axioma de reemplazo
relativizado a M .

(8) El axioma del conjunto potencia relativizado a M es

∀x ∈M∃y ∈M(y = P(x)).

Para probar esto, primero observemos que y = P(x) se
puede escribir mediante la fórmula

∀z(z ∈ y ⇔ z ⊆ x)

de modo que la sentencia y = P(x) se puede escribir me-
diante una fórmula ∆0, al ser M transitivo, se tiene que
la noción y = P(x) es una noción absoluta en M . Ahora
bien, sea a ∈ M , por el axioma del conjunto potencia en
V, se tiene que existe P(a). Por hipótesis, P(a)∩M ∈M ,
haciendo b = P(a) ∩M se cumple lo deseado.
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(9) El axioma de elección relativizado a M es

∀x ∈M(∀y ∈M(y ∈ x⇒ y ̸= ∅)) ∧ ∀y ∈M∀y′ ∈M

(y ∈ x ∧ y′ ∈ x ∧ y ̸= y′ ⇒ y ∩ y′ = ∅) ⇒ ∃z ∈M∀y ∈M

(y ∈ x⇒ ∃u ∈M∀u′ ∈M(u′ = u⇔ u′ ∈ z ∩ y)).

Para probar esto, consideremos a ∈M una familia de con-
juntos no vaćıos y ajena por pares. Por hipótesis, existe
b ∈ M tal que b ∩ x = {u} para cada x ∈ M . En con-
secuencia, b ∈ M satisface la tesis del axioma de elección
relativizado a M .

Por lo tanto, se cumplen todas las afirmaciones.

Nociones absolutas

En la Proposición 4.20, cuya demostración se puede consultar
en [5, Lema 2.3.2 y Lema 2.3.3], damos muchas nociones de la
teoŕıa de conjuntos que son absolutas en modelos transitivos.

Proposición 4.20. Las siguientes nociones son absolutas en cual-
quier modelo transitivo de ZFC:

1. x es un conjunto transitivo.

2. x es un ordinal.

3. x es ordinal sucesor.

4. x = 0.

5. x es ordinal ĺımite.

6. x es un número natural.

7. x ⊆ ω.

8. x = ω.

9. S(x) = x ∪ {x}.

10. La unión e intersección arbitraria de conjuntos.

11. El par no ordenado {x, y}.
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12. El conjunto unitario {x}.

13. La pareja ordenada (x, y).

14. Las propiedades x es una pareja ordenada y R es una rela-
ción.

15. Los conceptos dom(f) y Im(f).

16. Las propiedades f es una función, f es inyectiva, f es su-
prayectiva y f es biyectiva.

17. El producto cartesiano x× y.

18. Los conceptos de relación reflexiva, simétrica, antisimétrica,
transitiva, de orden, de equivalencia y de buen orden.

Definición 4.21. Definimos la Jerarqúıa de Zermelo por recur-
sión transfinita de la siguiente manera:

V0 = ∅.
Vα+1 = P(Vα), para cada ordinal α.

Vα =
⋃
β<α

Vβ, si α es un ordinal ĺımite.

La clase
WF =

⋃
α∈OR

Vα

es llamada la clase de los conjuntos bien fundados.

Para conocer más propiedades de la clase WF se puede con-
sultar [5] o [11].

Para concluir este apartado, damos la definición de modelo
interior.

Definición 4.22. Un modelo interior es un modelo transitivo M
de ZFC donde M es una clase propia.

4.1.2. Constructibilidad

En esta sección expondremos de manera general la jerarqúıa
construible que fue utilizada por Gödel para demostrar la con-
sistencia del Axioma de Elección y de la Hipótesis del Continuo
Generalizada.
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Conjuntos definibles

Se desea que las partes definibles de un conjunto X sean sus
subconjuntos definibles a través de una fórmula sin referirse a nada
que no pertenezca a X.

Para introducir este concepto, consideramos un śımbolo de re-
lación 1-ario R, el lenguaje L+

∈ = L∈ ∪ {R}. En este caso, un
modelo de L+

∈ consiste de un par de conjuntos (X,A), siendo X
el universo del modelo y la interpretación de R es la pertenencia
a A. No se pide que A ⊆ X, sin embargo, se pide que (X,A) y
(X,X ∩ A) determinen el mismo modelo de L+

∈ . Además, en este
caso la relación M ⊨ φ[t] que empleamos anteriormente, se puede
modificar a la relación (X,A) ⊨ φ[t], donde φ puede incorporar al
śımbolo relacional R.

Ahora podemos definir las relaciones definibles.

Definición 4.23. Sean A y X conjuntos. Las relaciones definibiles
en X respecto de A son las relaciones n-arias, con n ∈ ω, de la
forma

S(X,A, n, ϕ) = {(x1, . . . , xn) ∈ Xn | (X,A) ⊨ ϕ(x1, . . . , xn)}

donde ϕ(x1, . . . , xn) es una fórmula de L+
∈ con todas sus variables

libres exhibidas. Además, se define

DefA(X,n) = {S(X,A, n, ϕ) : ϕ es una fórmula de L+
∈}.

Cuando A = ∅, escribimos DefA(X,n) = Def(X,n).

Con la Definición 4.23, estamos en condiciones de definir las
partes definibles de un conjunto dado.

Definición 4.24. Sean A y X conjuntos.

Si n ∈ ω, s = (s1, . . . , sn) ∈ Xn y S ∈ DefA(X,n + 1),
definimos

x(X,n, s, S) = {u ∈ X | s ∪ {(n+ 1, u) ∈ S}}.

El conjunto de las partes definibles de X respecto de A se
define como

DA(X) = {x(X,n, s, S) | n ∈ ω, s ∈ Xn, S ∈ DefA(X,n+1)}.

Cuando A = ∅, denotamos DA(X) = D(X).
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La demostración del Teorema 4.25 se puede consultar en [10,
pág. 68].

Teorema 4.25. Sean A y X conjuntos. Entonces se cumple lo
siguiente:

(1) [X]<ω ⊆ DA(X) ⊆ P(X).

(2) X ∈ DA(X).

(3) X ∩A ∈ DA(X).

(4) Si X es transitivo, entonces X ⊆ DA(X). En consecuen-
cia, DA(X) es transitivo.

(5) Si X es finito, entonces DA(X) = P(X).

La jerarqúıa constructible

Estamos en perfectas condiciones de definir la jerarqúıa cons-
tructible.

Definición 4.26. Sea A un conjunto. Definimos la jerarqúıa de
los conjuntos constructibles respecto de A, por recursión transfinita
como sigue:

L0[A] = ∅.
Lα+1[A] = DA(Lα[A]), para cada ordinal α.

Lα[A] =
⋃
β<α

DA(Lβ[A]), si α es un ordinal ĺımite.

La clase de los conjuntos constructibles respecto de A se define
como

L[A] =
⋃

α∈OR

Lα[A].

Cuando A = ∅, denotamos Lα[A] = Lα para cada α ∈ OR y
L[A] = L.

En el Teorema 4.27, cuya prueba se puede consultar en [10,
pág. 71], nos proporciona propiedades de interés para la jerarqúıa
constructible respecto de un conjunto.
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Teorema 4.27. Sea A un conjunto. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) Para cada α ∈ OR, se tiene que Lα[A] es un conjunto
transitivo.

(2) L[A] es una clase transitiva.

(3) Para cada α, β ∈ OR, α ≤ β implica que Lα[A] ⊆ Lβ[A].

(4) Para cada α ∈ OR, se tiene que [Lα[A]]
<ω ⊆ Lα+1[A] ⊆

P(Lα[A]).

(5) Para cada n ∈ ω, se tiene que Ln[A] = Vn.

(6) Lω[A] = Vω.

(7) Para cada α ∈ OR, se tiene que Lα[A] ∩OR = α.

(8) OR ⊆ L[A].

(9) Si A = A ∩ L[A], entonces Lα[A] = Lα[A], L[A] = L[A] y
A ∈ L[A].

Teniendo definida la jerarqúıa construible se puede plantear el
Axioma de constructibilidad, que enunciamos a continuación.

Axioma 21 (De constructibilidad). V = L, es decir

∀x(∃α ∈ OR(x ∈  Lα)).

La prueba del Teorema 4.28 se puede consultar en [23, pág.
80].

Teorema 4.28 (Gödel). Sea E un conjunto o clase propia. En-
tonces L[E] ⊨ ZFC.

Observación 4.29. Si A es un conjunto o clase propia, una de-
finición alternativa de L[A] es que L[A] es el menor modelo tran-
sitivo de ZFC que contiene a A.
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Constructibilidad relativa

En este apartado, presentaremos una variante de la jerarqúıa
constructible, la cual también es utilizada en el modelo planteado
en [22]. Antes de proceder a definir dicha jerarqúıa, es necesario
definir la clausura transitiva de un conjunto como lo hacemos a
continuación.

Definición 4.30. Sea x un conjunto.

(1) Definimos por recursión sobre ω los siguientes conjuntos:

∪0x = x.

Para cada n ∈ ω:

∪n+1x = ∪ (∪nx) .

(2) La cerradura transitiva de x, denotada por ct(x), se define
por

ct(x) =
⋃
n∈ω

∪nx.

En la Proposición 4.31, se describen propiedades de interés que
satisface la clausura transitiva de un conjunto.

Proposición 4.31. Sea x un conjunto. Se tienen las siguientes
propiedades:

(1) ct(x) es un conjunto transitivo y x ⊆ ct(x).

(2) Si t es un conjunto transitivo y x ⊆ t, entonces ct(x) ⊆ t.

(3) Si y es un conjunto tal que x ⊆ y, entonces ct(x) ⊆ ct(y).

(4) Para cada a ∈ x, ct(a) ⊆ ct(x).

(5) ct(x) = x ∪
⋃
a∈x ct(a).

Demostración.

(1) Mostremos primero que ct(x) es un conjunto transitivo.
Para esto, tomemos a ∈ ct(x). Debemos mostrar que a ⊆
x, para hacerlo tomemos w ∈ a. Como a ∈ ct(x), existe
n ∈ ω tal que a ∈ ∪nx. Puesto que w ∈ a y a ∈ ∪nx,
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entonces w ∈ ∪(∪nx) = ∪n+1x, pero ∪n+1x ⊆ ct(x), en
consecuencia, w ∈ ct(x). Por lo tanto, a ⊆ ct(x) y aśı se
exhibe que ct(x) es un conjunto transitivo.

Para ver que x ⊆ ct(x), observemos que x = ∪0x con
0 ∈ ω, de modo que x ∈ {∪nx | n ∈ ω}, por consiguiente,
x ⊆ ct(x).

(2) Supongamos que t es un conjunto transitivo tal que x ⊆
t. Para mostrar que ct(x) ⊆ t, es suficiente mostrar que
∪nx ⊆ t para cada n ∈ ω, lo cual haremos por inducción
sobre n. Si n = 0, se tiene que ∪nx = x ⊆ t, aśı que
∪nx ⊆ t cuando n = 0.

Para nuestra hipótesis de inducción, supongamos que

∪nx ⊆ t

para n > 0. Si y ∈ ∪n+1x, existe w ∈ ∪nx tal que y ∈ w.
Por hipótesis de inducción, ∪nx ⊆ t. Dado que w ∈ ∪nx,
se tiene que w ∈ t, pero t es transitivo, aśı que w ⊆ t.
En virtud de que y ∈ w, se tiene que w ∈ t. Por lo tanto,
∪n+1x ⊆ t. De esta manera se exhibe que ∪nx ⊆ t para
cada n ∈ ω, en consecuencia, ct(x) ⊆ t.

(3) Por (1) y nuestra hipótesis, tenemos que x ⊆ y ⊆ ct(y),
aśı que x ⊆ ct(y). Luego, ct(y) es un conjunto transitivo
tal que x ⊆ ct(y), por (2), se tiene que ct(x) ⊆ ct(y).

(4) Sea a ∈ x, como x ⊆ ct(x) y a ∈ x, se tiene que a ∈ ct(x),
al ser ct(x) transitivo se tiene que a ⊆ ct(x). Aśı, ct(x)
es un conjunto transitivo tal que a ⊆ ct(x), por (2), se
concluye que ct(a) ⊆ ct(x).

(5) Por simplicidad de notación, denotemos b = x∪
⋃
a∈x ct(a).

Mostraremos primero que ct(x) ⊆ b. Es claro que x ⊆ b, de
modo que basta mostrar que b es transitivo. Para probarlo,
tomemos u ∈ b. Si u ∈ x, se tiene que

u ⊆ ct(u) ⊆
⋃
a∈x

ct(a) ⊆ b
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es decir, u ⊆ b. Si u ∈
⋃
a∈x ct(a), existe w ∈ x tal que

u ∈ ct(w). Como ct(w) es transitivo y w ∈ ct(w), se tiene
que u ⊆ ct(w). De esta manera, se tiene que

u ⊆ ct(w) ⊆
⋃
a∈x

ct(a) ⊆ b

es decir, u ⊆ b. Por lo tanto, b es un conjunto transitivo
que contiene a x, por (2), se tiene que ct(x) ⊆ b.

Para mostrar que b ⊆ ct(x), notemos por un lado que x ⊆
ct(x). Por otro lado, usando (4) se tiene que ct(a) ⊆ ct(x)
para cada a ∈ x, en consecuencia,

⋃
a∈x ct(a) ⊆ ct(x). Por

tanto, b ⊆ ct(x). De ambas contenciones se concluye que
ct(x) = b.

Aśı terminamos la prueba del teorema.

Una vez que hemos definido la clausura transitiva de un con-
junto estamos en condiciones de definir la jerarqúıa constructible
sobre un conjunto.

Definición 4.32. Sea A un conjunto.

Definimos por recursión transfinita la siguiente sucesión de
conjuntos:

L0(A) = ct(A) ∪ {A}.
Lα+1(A) = D(Lα(A)), para cada ordinal α.

Lα(A) =
⋃
β<α

Lβ(A), si α es un ordinal ĺımite.

Definimos la clase de los conjuntos construibles sobre A co-
mo

L(A) =
⋃

α∈OR

Lα(A).

Es importante mencionar que no debemos confundir las je-
rarqúıas L[A] y L(A), pues estas son diferentes. La primera di-
ferencia que podemos notar es que en L0[A] = ∅ mientras que
L0(A) = ct(A) ∪ {A}. Anteriormente vimos que no necesaria-
mente se cumple que A ∈ L[A] mientras que siempre ocurre que



102 CAPÍTULO 4. ¿EXISTENCIA DE FANL IMPLICA AC?

A ∈ L(A). Podemos darnos cuenta de que en L[A], el conjunto A
es utilizado únicamente como referencia para construir conjuntos
mientras que en L(A), el conjunto A y los elementos de su clausura
transitiva se admiten desde un inicio como constructibles.

A continuación se enuncian dos teoremas de interés análogos a
los de la jerarqúıa L[A]. Los Teoremas 4.33 y 4.34 se encuentran
en [10], en esta última referencia se omiten sus demostraciones
comentando que sus respectivas pruebas son similares a las ver-
siones análogas de la jerarqúıa L[A]. Cabe señalar que las pruebas
de estos resultados se escapan de nuestra ĺınea de estudio.

Teorema 4.33. Sea A un conjunto. Se cumplen las siguientes
afirmaciones:

(1) Para cada α ∈ OR, Lα(A) es un conjunto transitivo.

(2) La clase L(A) es transitiva.

(3) Para cada α, β ∈ OR, α ≤ β implica Lα(A) ⊆ Lβ(A).

(4) Para cada α ∈ OR, Lα(A) ∈ Lα+1(A).

(5) Para cada α ∈ OR, Lα ⊆ Lα(A).

(6) L ⊆ L(A).

(7) A ∈ L(A).

Teorema 4.34. Sea A un conjunto. Entonces L(A) ⊨ ZF.

El Teorema 4.35, cuya prueba se puede consultar en [10, pág.
107] nos dice bajo qué condiciones L(A) satisface el Axioma de
elección.

Teorema 4.35. Sea A un conjunto. La clase L(A) cumple el Axio-
ma de Elección si y solo si ct(A) tiene un buen orden en L(A).

Es importante mencionar que si suponemos el Axioma de Elec-
ción, podemos garantizar que ct(A) tiene un buen orden. Sin em-
bargo, esto no es suficiente para que L(A) satisfaga el Axioma de
Elección, pues si este buen orden que se obtiene para ct(A) no se
encuentra en L(A), L(A) lo desconocerá, pues L(A) únicamente
conoce lo que se encuentra en ella.
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Corolario 4.36. Si A es un conjunto de ordinales, entonces L(A) ⊨
ZFC.

Demostración. Supongamos que A es una clase de ordinales. Co-
mo A ⊆ OR, entonces ct(A) ⊆ OR. Sabemos que la clase OR es
bien ordenada, entonces ≤ct(A)=≤ ∩ct(A)2 es un buen orden para
ct(A). En virtud del Teorema 4.34 y el Teorema 4.35, se tiene lo
deseado.

Definibilidad por ordinales

En este apartado, se expondrán los conceptos básicos con res-
pecto a los conjuntos definibles por ordinales.

Definición 4.37. Sea E un conjunto o clase propia. Se dice que
un conjunto x está hereditariamente en E si ct(x) ⊆ E.

Definición 4.38. Sea z un conjunto o clase propia.

(1) Denotamos por ODz a la clase de los conjuntos que son
definibles por ordinales a partir de elementos de z, es de-
cir, x ∈ ODz si y solo si existen una fórmula ϕ de la teoŕıa
de conjuntos, α1, . . . , αn ∈ OR, y1, . . . , ym ∈ z tales que
para cada u,

u ∈ x⇔ ϕ(u, α1, . . . , αn, y1, . . . , ym).

(2) Denotamos por HODz a la clase de los conjuntos x que
se encuentran hereditariamente en ODz, es decir

HODz = {x | ct(x) ⊆ ODz}.

Cuando x ∈ ODz, se dice que x es hereditariamente de-
finible por ordinales a partir de elementos de z. Cuando
z = ∅, denotamos ODz = OD y HODz = HOD.

La demostración del Teorema 4.39 se puede consultar en [23,
pág. 86].

Teorema 4.39. Sea z un conjunto tal que z ∈ ODz. Se cumple
que

HODz ⊨ ZF.
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La prueba del Teorema 4.40 se puede consultar en [23, pág.
87].

Teorema 4.40. Sea z un conjunto tal que z ∈ ODz. Si existe un
buen orden para z en ODz, entonces HODz ⊨ ZFC. En particu-
lar, HOD ⊨ ZFC.

Para conocer más propiedades acerca de la jerarqúıa definible
por ordinales se puede consultar [10], [13] o [23].

4.1.3. Forcing

La teoŕıa de forcing o forzamiento fue introducida por Paul
Cohen en 1962, para demostrar la existencia de un modelo de
ZFC que no satisface la Hipótesis del Continuo.

En este apartado expondremos brevemente los conceptos bási-
cos relacionados con la teoŕıa de forcing.

Recordemos que (P,≤) es un conjunto parcialmente ordenado
si ≤ es una relación en P que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
También se dice que (P,≤) es un orden parcial. A lo largo de
esta sección, siempre que nos refiramos a un orden parcial (P,≤)
asumiremos que P ̸= ∅ aunque no se mencione expĺıcitamente.

Definición 4.41. Sean (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado
con 1 ∈ P su elemento mayor, A y D subconjuntos de P.

(1) Se dice que la terna (P,≤, 1) es una noción de forcing.

(2) A los elementos de P se les llama condiciones de forcing.

(3) Para p, q ∈ P, si p ≤ q se dice que p es más fuerte que q o
que p extiende a q.

(4) Para p, q ∈ P, se dice que p y q son compatibles, lo cual
se denota por p ∥ q, si existe r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q.

Cuando p y q no son compatibles, se dice que son incom-
patibles y se denota por p ⊥ q.

(5) A es una anticadena si para cada p, q ∈ P, p ̸= q implica
p ⊥ q.

(6) Se dice que D es abierto en P, si para cada p ∈ D, q ≤ p
implica q ∈ D.
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(7) Se dice que D es denso en P si para cada p ∈ P, existe
r ∈ D tal que r ≤ p.

(8) Si p ∈ P, se dice que D es denso por debajo de p si para
cada q ∈ P con q ≤ p, existe r ∈ D tal que r ≤ q.

Notación 18. Cuando no haya lugar a confusión denotaremos a
la noción de forcing (P,≤, 1) únicamente por P, entendiendo que
≤ es el orden parcial en P y 1 es el elemento mayor en P.

Observación 4.42. Si M es un modelo transitivo de ZF y (P,≤
) ∈ M , las sentencias “P es un orden parcial”, “D ⊆ P es denso
en P” y “D ⊆ P es denso por debajo de p ∈ P” son absolutas en
M debido a que se pueden escribir como fórmulas ∆0.

Mediante la siguiente proposición se puede obtener una carac-
terización para las anticadenas máxima.

Proposición 4.43. Sea P una noción de forcing y A ⊆ P una
anticadena. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es una anticadena máxima.

(2) Para cada p ∈ P, existe q ∈ A tal que p ∥ q.

Demostración. (1) ⇒ (2): Supongamos que A es una anticadena
máxima y consideremos p ∈ P. Si p ∈ A, consideremos q = p.
Es claro que p ∥ q, pues q es una extensión común de p y q. Si
p /∈ A, se tiene que A ⊊ A ∪ {p}. Si p ⊥ q para cada q ∈ A,
entonces A∪ {p} es una anticadena, lo cual es imposible debido a
la maximalidad de A, por lo tanto, existe q ∈ A tal que p ∥ q.

(2) ⇒ (1): Sea B ⊆ P tal que A ⊊ B. Mostraremos que B no
puede ser una anticadena en P. Dado que A ⊊ B, existe p ∈ B \A.
Por hipótesis, existe q ∈ A tal que p ∥ q. Dado que A ⊆ B, se
tiene que q ∈ B. Aśı, tenemos que p, q ∈ B, p ̸= q y ¬(p ⊥ q),
en consecuencia, B no es una anticadena. Por lo tanto, A es una
anticadena máxima.

En virtud de la Proposición 4.43, podemos definir una antica-
dena maximal como se hace a continuación.

Definición 4.44. Sea P una noción de forcing. Decimos que una
anticadena A ⊆ P es máxima si para cada p ∈ P, existe q ∈ A tal
que p ∥ q.
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Si asumimos el Axioma de Elección, el cuál es equivalente al
Lema de Zorn, se tiene que cualquier anticadena está contenida en
alguna anticadena máxima.

Ahora, estamos en condiciones de definir el concepto de filtro
en una noción de forcing.

Definición 4.45. Sean P una noción de forcing y G ⊆ P. Se dice
que G es un flitro sobre P si se cumple los siguiente:

(1) 1 ∈ G.

(2) Para cada p, q ∈ G, existe r ∈ G tal que r ≤ p y r ≤ q.

(3) Para cada p, q ∈ P, q ≤ p y q ∈ G implica que p ∈ G.

Filtros Genéricos

En este apartado daremos algunas propiedades interesantes de
los filtros genéricos sobre nociones de forcing.

Definición 4.46. Sean P una noción de forcing, D una familia
de subconjuntos densos de P y G ⊆ P un filtro. Decimos que G es
D-genérico, si para cada D ∈ D, se tiene que D ∩G ̸= ∅.

Dado un modelo transitivo de ZFC, se desea extender a un
nuevo modelo transitivo de ZFC, para esto se requiere agregarle
un filtro que intersecte a una buena cantidad de conjuntos densos,
de este modo garantizamos que el filtro, digamos G, tenga buena
cantidad de información y que no sea contradictoria. Para esto
necesitamos introducir la Definición 4.47.

Por simplicidad, podemos suponer que nuestros modelos tran-
sitivos de ZFC som numerables aunque no se especifique.

Definición 4.47. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P ∈M
una noción de forcing y G ⊆ P un filtro. Decimos que G es P-
genérico sobre M , si para cada conjunto D ⊆ P denso tal que
D ∈M , se cumple que G ∩D ̸= ∅.

La Proposición 4.48 nos brinda algunas propiedades interesan-
tes para los filtros P genéricos.

Proposición 4.48. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P ∈M
una noción de forcing, G un filtro P-genérico y D ⊆ P tal que
D ∈M . Se cumple lo siguiente:
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(1) G ∩D ̸= ∅ o existe p ∈ G tal que r ⊥ p para cada r ∈ D.

(2) Si p ∈ G y D es denso por debajo de p, entonces G∩D ̸= ∅.

Demostración.

(1) Consideremos los conjuntos

A = {p ∈ P | ∃r ∈ D : p ≤ r},
B = {p ∈ P | ∀r ∈ D : r ⊥ p},
E = A ∪B.

Primero notemos que en virtud de que M conoce todo lo
que interviene en E, se tiene que E ∈M .

Vamos a probar que E es denso en P, para esto conside-
remos p ∈ P. Si p ∈ E, es claro que q = p ∈ E y q ≤ p.
Si p /∈ E, en particular p /∈ B, de modo que existe r ∈ D
tal que r ∥ p. Aśı, existe s ∈ D tal que s ≤ p y s ≤ r. En
consecuencia, s ∈ A ⊆ E y cumple s ≤ p. Por lo tanto, E
es denso en P y puesto que E ∈ M y G es P-genérico, se
tiene que G ∩ E ̸= ∅.
Consideremos q ∈ G ∩ E. Si q ∈ A, existe t ∈ D tal que
q ≤ t, como G es filtro y q ∈ G, se tiene que t ∈ G, aśı
t ∈ G ∩ D y por tanto, G ∩ D ̸= ∅. Si q ∈ B, entonces
q ∈ G ∩B y consecuentemente r ⊥ q para cada r ∈ D.

(2) Procederemos por contradicción. Supongamos que p ∈ G,
D es denso por debajo de p y G ∩D = ∅. Por (1), existe
q ∈ G tal que r ⊥ q para cada r ∈ D. Como p, q ∈ G y
G es filtro, existe r0 ∈ G tal que r0 ≤ p y r0 ≤ q. Puesto
que r0 ≤ p y D es denso por debajo de p, existe s0 ∈ D
tal que s0 ≤ r0. En virtud de que s0 ≤ r0 y r0 ≤ q, por
transitividad se tiene que s0 ≤ q. En consecuencia, s0 ∥ q
con s0 ∈ D, lo cual es absurdo. Por lo tanto, G ∩D ̸= ∅.

De esta manera concluimos la prueba de nuestra proposición.

A continuación se demostrará la existencia de filtros P-genéri-
cos donde P es una noción de forcing. En el Teorema 4.49, se esta-
blece la existencia de filtros genéricos en un contexto más general
de acuerdo a la Definición 4.46.
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Teorema 4.49. Sean P una noción de forcing, D una familia
numerable de subconjuntos densos de P . Entonces, para cada p ∈
P, existe un filtro D-genérico G tal que p ∈ G.

Demostración. Como D es numerable, podemos enumerar la fa-
milia D respecto a ω, digamos que

D = (Dn)n<ω.

Sea p ∈ P arbitrario y fijo. Vamos a construir una sucesión (pn)n<ω
tal que pn ∈ Dn y pn+1 ≤ pn ≤ p para cada n ∈ ω. Como p ∈ P y
D0 es denso en P , existe p0 ∈ D0 tal que p0 ≤ p. Como p0 ∈ P y
D1 es denso en P, existe p1 ∈ D1 tal que p1 ≤ p0 ≤ p. Supongamos
que para n ∈ ω con n > 1, tenemos construidos (pi)i≤n tales que
pi+1 ≤ pi ≤ p y pi ∈ Di, para cada i < n. Como pn ∈ P y Dn+1

es denso en P, existe pn+1 ∈ Dn+1 tal que pn+1 ≤ pn ≤ p. De
esta manera terminamos con la construcción de (pn)n∈ω con las
condiciones descritas al inicio. Ahora, consideremos

G = {r ∈ P | ∃n ∈ ω : pn ≤ r}.

Vamos a demostrar que G es un filtro y p ∈ G. En efecto, si
r, s ∈ G, por la definición de G, existen m,n ∈ ω tales que pm ≤ r,
pn ≤ s y sin pérdida de generalidad, supongamos que m ≤ n. Por
la construcción de la sucesión (pn)n∈ω, se tiene que pn ≤ pm ≤ r,
por transitividad, pn ≤ r, además, pn ≤ s y como pn ≤ pn, se tiene
que pn ∈ G, mostrando aśı la primera condición de la definición
de filtro..

Para la segunda condición, sean r ∈ G, s ∈ P y supóngase que
r ≤ s. Como r ∈ G, existe n ∈ ω tal que pn ≤ r, por transitividad,
pn ≤ s, concluyendo que s ∈ G. Por lo tanto, G es un filtro.

Notemos que p0 ≤ p y 0 ∈ ω, por consiguiente, p ∈ G.
Finalmente, notemos que por la construcción de la sucesión

(pn)n∈ω, se tiene que para cada n ∈ ω, pn ∈ Dn y como pn ≤ pn,
pn ∈ G, aśı que pn ∈ G ∩ Dn, exhibiendo aśı que G ∩ Dn ̸= ∅
para cada n ∈ ω. Por lo tanto, G es un filtro D-genérico tal que
p ∈ G.

Sin gran dificultad, podemos notar que dados un modelo tran-
sitivo de ZFC y una noción de forcing P ∈ M , se tiene que un
filtro G es P-genérico si y solo G es D-genérico para cada familia
de conjuntos densos D ∈M .
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Corolario 4.50. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC
y P ∈ M una noción de forcing. Para cada p ∈ P, existe un filtro
P-genérico sobre M tal que p ∈ G.

Demostración. Como M es numerable, si D ∈ M es una familia
de conjuntos densos en P, dado que D ⊆ M , se tiene que D es
numerable ya queM es numerable. Por el Teorema 4.49, se obtiene
lo deseado.

El Teorema 4.51, nos da una relación entre filtros P-genéricos,
abiertos densos y anticadenas máximas.

Teorema 4.51. Sea M un modelo transitivo de ZF, P ∈ M una
noción de forcing y G ⊆ P un filtro. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) G is P-genérico sobre M .

(2) Para cada anticadena máxima A ⊆ P tal que A ∈ M , se
cumple que G ∩A ̸= ∅.

(3) Para cada abierto denso D ⊆ P tal que D ∈M , se cumple
que G ∩D ̸= ∅.

Demostración. (1) ⇒ (2): Supongamos que G es P-genérico sobre
M . Sea A ⊆ P una anticadena máxima tal que A ∈ M . Conside-
remos el conjunto

D = {p ∈ P | ∃q ∈ A : p ≤ q}.

Dado que M conoce todo lo que interviene en D, se cumple que
D ∈ M . Mostraremos que D es denso en P. Para esto, considere-
mos p ∈ P arbitrario. Como A es una anticadena máxima, existe
q ∈ A tal que p ∥ q, en consecuencia, existe r ∈ P tal que r ≤ p y
r ≤ q. Aśı, r ≤ q con q ∈ A, además, r ≤ p, lo que muestra que D
es denso en P. Ahora bien, por hipótesis, G∩D ̸= ∅, de modo que
podemos considerar p0 ∈ G ∩ D. Como p0 ∈ D, existe q ∈ A tal
que p0 ≤ q. Por otro lado, como p0 ∈ G, p0 ≤ q y G es filtro, se
cumple que q ∈ A, aśı, q ∈ G ∩A, exhibiendo aśı que G ∩A ̸= ∅.

(2) ⇒ (1): Sea D ⊆ P un conjunto denso en P con D ∈ M .
Consideremos A ∈ M una anticadena tal que A ⊆ D y para cada
p ∈ D, existe q ∈ A tal que p ∥ q. Mostremos que A es una
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anticadena máxima, para esto consideremos p ∈ P. Si p ∈ D, por
la propiedad de A, existe r ∈ A tal que p ∥ r y hemos terminado.
Si p ∈ P \D, como D es denso en P, existe s ∈ D tal que s ≤ p,
luego, existe t ∈ A tal que t ∥ s. Por consiguiente, existe u ∈ P
tal que u ≤ t y u ≤ s, como s ≤ p, por transitividad, u ≤ p y
u ≤ t, en consecuencia, p ∥ t con t ∈ A. Por lo tanto, A es una
anticadena máxima.

Por hipótesis, se tiene que A∩G ̸= ∅, entonces podemos elegir
p0 ∈ A∩G, dado que A ⊆ D, se tiene que p0 ∈ G∩D, concluyendo
aśı que G ∩D ̸= ∅. Por lo tanto, G es P-genérico sobre M .

(1) ⇒ (3): Es claro.

(3) ⇒ (1): Sea D ⊆ P, D ∈M un conjunto denso en P. Consi-
deremos

E = {p ∈ P | ∃q ∈ D : p ≤ q}.

Debido a que M conoce todo lo que interviene en D, se tiene
que E ∈ M . Mostremos primero que E es denso en P, para esto
consideremos p ∈ P fijo. Como D es denso en P, existe q ∈ D tal
que q ≤ p. Notemos que q ≤ q y q ∈ E, de modo que q ∈ E. De
aqúı se sigue que E es denso en P. Ahora mostremos que E es
abierto, para esto observemos que si p ∈ E y q ≤ p, existe r ∈ D
tal que p ≤ r, luego q ≤ r con r ∈ D, en consecuencia, q ∈ E.
Por lo tanto, E es abierto denso en P. Por hipótesis, G ∩ E ̸= ∅,
de modo que existe p0 ∈ G ∩ E. Como p0 ∈ E, existe s ∈ D tal
que p0 ≤ s, dado que p0 ∈ G y G es filtro, se tiene que s ∈ G,
consecuentemente, s ∈ G ∩ D, de modo que G ∩ D ̸= ∅. Por lo
tanto, G es P-genérico sobre M .

Como se mencionó anteriormente, al intentar extender un mo-
delo transitivo de ZFC, se agrega un filtro genérico G al modelo y
de esta manera se busca agregar nuevos elementos al modelo M .
Para asegurar que se están agregando nuevos elementos al modelo
M , se requiere que G /∈ M . Con este fin, se da la Definición 4.52
y el Teorema 4.53.

Definición 4.52. Sean P una noción de forcing y r ∈ P. Decimos
que r es un átomo en P si no existen p, q ∈ P tales que p ≤ r,
q ≤ r y p ⊥ q.
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Teorema 4.53. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈M una
noción de forcing sin átomos y G ⊆ P un filtro P-genérico sobre
M . Se cumple que G /∈M .

Demostración. Supongamos que G ∈ M y consideremos D = P \
G. Como la diferencia de conjuntos es una noción absoluta, se
tiene que D ∈ M . Vamos a demostrar que D es denso en P, para
esto consideremos p ∈ P. Por hipótesis, p no es un átomo, en
consecuencia, existen r, s ∈ P tales que r ≤ p, s ≤ p y r ⊥ s.
Observemos que si r ∈ G y s ∈ G, entonces r ∥ s, lo cual es
imposible. Aśı, tenemos que r ∈ D ó s ∈ D. Por consiguiente, D
es denso y por hipótesis G ∩ D ̸= ∅, lo cual es absurdo. Por lo
tanto, G /∈M .

Extensiones genéricas

Seguimos con el objetivo de partir de un modelo de la teoŕıa de
conjuntos M y extenderlo convenientemente a un modelo M [G],
el cuál será justamente la extensión genérica de M que cumplirá
alguna condición deseada.

Introduciomos el concepto de los P-nombres.

Definición 4.54. Sean M un modelo transitivo de ZF, P una
noción de forcing.

(1) Se dice que τ es un P-nombre, si τ es una relación y para
cada (σ, p) ∈ τ , se cumple que σ es un P-nombre y p ∈ P.

(2) La clase de todos los nombres es VP.

(3) Si P ∈M , entonces MP = VP ∩M .

Teniendo la Definición 4.54, podemos definir la valuación de
un P-nombre respecto a un filtro genérico.

Definición 4.55. Sean P una noción de forcing, G ⊆ P un filtro
P-genérico, τ un P-nombre y M un modelo transitivo de ZF.

(1) Definimos recursivamente la valuación de τ bajo G como

τG = {σG | ∃p ∈ G : (σ, p) ∈ τ}.
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(2) Si P ∈ M , la extensión genérica de M respecto de G se
define como

M [G] = {τG | τ ∈MP}.

Podemos darnos cuenta de que la definición de P-nombre es
recursiva. Cada P-nombre es una forma de referirnos a algo, donde
ese algo pertenece a la extensión genérica M [G]. De esta manera,
podemos notar que nos podemos referir a los elementos de M [G]
(que no necesariamente son elementos de M) como P nombres en
M . Esto lo podemos entender como que en M podemos hablar de
lo que sucede en M [G] a través de los P-nombres. Los P-nombres
contienen gran cantidad de información que puede llegar a ser
contradictoria. Se desea obtener la mayor cantidad de información
pero eliminando aquella que nos pueda ocasionar conflicto, por
esa razón, G es llamado filtro, además de que valuar un P-nombre
es “filtrar” información del P-nombre en cuestión utilizando las
propiedades del filtro G.

Definición 4.56. Sea P una noción de forcing y x un conjunto.
Definimos al P-nombre canónico de x como el conjunto

x̂ = {(ŷ, 1) | y ∈ x}.

Lema 4.57. Sean P una noción de forcing, G ⊆ P un filtro, M y N
modelos transitivos de ZF tal que P ∈M . Se cumple lo siguiente:

(1) Para cada x ∈M , se cumple que x̂ ∈MP y x̂G = x.

(2) M ⊆M [G].

(3) M [G] es transitivo.

(4) G ∈M [G].

(5) Si M ⊆ N y G ∈ N , entonces M [G] ⊆ N .

Demostración.

(1) Probaremos primero por ∈-inducción que para cada x ∈
M , x̂ ∈ VP. Observemos que

∅̂ = {(ŷ, 1) | y ∈ ∅} = ∅
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aśı que ∅̂ ∈ VP. Sea x ∈ M y supóngase que ŷ ∈ VP para
cada y ∈ x. Ahora bien, tenemos que

x̂ = {(ŷ, 1) | y ∈ x}

de modo que x̂ es una relación. Notemos que si (σ, p) ∈ x̂,
entonces σ = ŷ con y ∈ x y p = 1 ∈ P. Por hipótesis de
inducción, se tiene que ŷ ∈ VP. Por consiguiente, x̂ ∈ VP.
Se sigue que x̂ ∈ VP para cada x ∈M .

Ahora vamos a demostrar que x̂G = x para cada x ∈ M ,
lo cual también realizaremos por ∈-inducción. Observemos
que

∅̂G = ∅G = {σG | ∃p ∈ G : (σ, p) ∈ ∅} = ∅

obteniendo aśı que ∅̂G = ∅. Para nuestra hipótesis de in-
ducción, sea x ∈M y supongamos que para cada y ∈ x, se
cumple que ŷG = y. Utlizando la hipótesis de inducción,
obtenemos que

x̂G = {ŷG | y ∈ x} = {y | y ∈ x} = x

es decir, x̂G = x. Por lo tanto, x̂G = x para cada x ∈M .

(2) Si x ∈M , por (1), tenemos que x = x̂G ∈M [G], de modo
que x ∈M [G]. Por lo tanto, M ⊆M [G].

(3) Sea x ∈ M [G]. Debemos mostrar que x ⊆ M [G]. Para
probar esto, notemos que existe σ ∈MP tal que

x = σG = {τG | ∃p ∈ G : (τ, p) ∈ σ}.

Consideremos q ∈ G arbitrario y fijo tal que (τ, q) ∈ σ.
Como σ ∈ M y M es transitivo, se tiene que σ ⊆ M ,
en consecuencia, (τ, p) ∈ M , en particular, τ ∈ M . Aśı,
hemos probado que para cada p ∈ G tal que (τ, p) ∈ σ,
se cumple que τG ∈ M [G]. En consecuencia, x ⊆ M [G],
exhibiendo aśı que M [G] es transitivo.

(4) Consideremos
Γ = {(p̂, p) | p ∈ P}.
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Es claro que Γ ∈ VP. Además, tenemos que

ΓG = {p̂G | p ∈ G} = {p | p ∈ G} = G

concluyendo aśı que G ∈M [G].

(5) Supongamos que M ⊆ N y G ∈ N . Vamos a probar que
M [G] ⊆ N . Para esto consideremos a ∈ M [G]. Luego,
a = τG para algún τ ∈ MP. Dado que M ⊆ N y τ ∈
M , entonces τ ∈ N , además, por hipótesis G ∈ N , en
consecuencia

τG = {σG | ∃p ∈ G : (σ, p) ∈ τ} ∈ N

o sea, a ∈ N . Por lo tanto, M [G] ⊆ N .

De esta manera se concluye la demostración de las propiedades
citadas.

Noción de forzamiento

Con los conceptos que hemos expuestos con respecto al forcing,
estamos en condiciones de presentar lo que significa la noción de
“ forzar”.

Definición 4.58. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈ M
una noción de forcing, φ una sentencia de M y p ∈ P. Se dice que
“p fuerza a φ” sobre M , lo cual se denota por p ⊩P

M “φ”, si para
cada filtro P-genérico G ⊆ P sobre M tal que p ∈ G, se cumple
que M [G] ⊨ φ.

Notación 19.

Por simplicidad de notación, cuando “p fuerza a una fórmu-
la φ, podemos considerar indistinto el uso de las comillas, es
decir, podemos suponer que p ⊩P

M “φ” y p ⊩P
M φ signifi-

can lo mismo, a saber, que “p fuerza a φ sobre M”. Más
aún, cuando no haya posibilidad de confusión con el modelo
M y la noción de forcing P, podemos escribir simplemente
p ⊩ “φ” o p ⊩ φ.

Si 1 ⊩P
M φ, se puede escribir simplemente “⊩P

M φ” o “⊩ φ”.
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En la Proposición 4.59, se establecen algunas propiedades in-
teresantes de la noción de forzamiento.

Proposición 4.59. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈
M una noción de forcing, φ y ψ sentencias de M . Se cumple lo
siguiente:

(1) Si p, q ∈ P, p ⊩ φ y q ≤ p, entonces q ⊩ φ.

(2) Si p ∈ P, p ⊩ (φ ∧ ψ) si y solo si p ⊩ φ y p ⊩ ψ.

Demostración. Sean p, q ∈ P.

(1) Supóngase que p ⊩ φ y q ≤ p. Debemos mostrar que q ⊨ φ.
Para probar esto, consideremos un filtro G ⊆ P P-genérico
sobreM tal que q ∈ G. Dado que q ∈ G, q ≤ p y G es filtro,
se tiene que p ∈ G, como p ⊩ φ, se tiene que M [G] ⊨ φ,
en consecuencia, q ⊩ φ.

(2) Se sigue del hecho de que si N es un modelo, entonces
N ⊨ (φ ∧ ψ) si y solo si N ⊨ φ y N ⊨ ψ.

De esta manera queda concluida nuestra prueba.

Corolario 4.60. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈M una
noción de forcing y φ una sentencia de M . Se cumple que ⊩ φ si
y solo si p ⊩ φ para cada p ∈ P.

Demostración. Supongamos primero que ⊩ φ. Consideremos p ∈
P, como p ≤ 1 y 1 ⊩ φ, por la Proposición 4.59, se tiene que p ⊩ φ.

La otra implicación es clara.

Definición 4.61. Sean P una noción de forcing, φ(x1, . . . , xn) con
todas sus variables libres exhibidas, p ∈ P, τ1, . . . , τn, a, b ∈ VP.
Las siguientes definen la expresión p ⊩∗ φ:

(1) p ⊩∗ a = b si se cumple lo siguiente:

(a) Para cada (c, r) ∈ a, se tiene que el conjunto

{q ≤ p | q ≤ r ⇒ ∃(d, s) ∈ b(q ≤ s ∧ q ⊩∗ c = d)}

es denso por debajo de p.
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(b) Para cada (c, r) ∈ b, se tiene que el conjunto

{q ≤ p | q ≤ r ⇒ ∃(d, s) ∈ a(q ≤ s ∧ q ⊩∗ c = d)}

es denso por debajo de p.

(2) p ⊩∗ a ∈ b si el conjunto

{q ≤ p | ∃(c, r) ∈ b(q ≤ r ∧ q ⊩∗ a = c)}

es denso por debajo de p.

(3) p ⊩∗ (ψ ∧ γ), si y solo si, p ⊩∗ ψ y p ⊩∗ γ.

(4) p ⊩∗ ¬ψ, si y solo si, para cada q ≤ p, ¬(q ⊩∗ ψ).

(5) p ⊩∗ ∃xψ(x) si el conjunto {q ≤ p | ∃σ(q ⊩∗ ψ(σ))} es
denso por debajo de p.

Nos podemos dar cuenta de que definir noción de ⊩∗ tiene el
objetivo de mantenernos en M al hablar de él, a diferencia de la
noción de forzar donde hacemos uso de la extensión genérica. El
Teorema 4.62, relaciona los conceptos de ⊩ y ⊩∗. Los argumentos
utilizados para su demostración rebasan los objetivos de este tra-
bajo, motivo por el cuál se omite. Sin embargo, al lector interesado
en su demostración se remite a [5, Teorema 3.1.25, pág. 70] ó [23,
Theorem 6.22, pág. 99].

Teorema 4.62. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈ M
una noción de forcing, φ(x1, . . . , xn) una fórmula de la teoŕıa de
conjuntos con todas sus variables libres exhibidas, τ1, . . . , τn ∈MP

y G ⊆ P un filtro P-genérico sobre M . Se cumple los siguiente:

(1) Si p ∈ G y M ⊨ p ⊩∗ φ(τ1, . . . , τn), entonces M [G] ⊨
φ(τ1G , . . . , τnG).

(2) Si M [G] ⊨ φ(τ1G , . . . , τnG), entonces existe p ∈ G tal que
p ⊩∗ φ(τ1, . . . , τn).

Con el Teorema 4.62, podemos establecer el conocido Lema de
definibilidad. (Lema 4.63).
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Lema 4.63 (Lema de Definibilidad). Sea M un modelo de ZF,
P ∈ M una noción de forcing y φ una fórmula de la teoŕıa de
conjuntos. Para cada p ∈ P, se cumple que p ⊩ φ, si y solo si,
M ⊨ p ⊩∗ φ.

Demostración. Consideremos p ∈ P arbitrario. Supongamos pri-
mero que p ⊩ φ. Vamos a demostrar que

D = {r ∈ P |M ⊨ r ⊩∗ φ}

es denso por debajo de p. Supogamos lo contrario, de modo que
existe q ≤ p tal que para cada r ≤ q se tiene que r ⊮∗ φ. Por la
definición de ⊩∗, se tiene que q ⊩∗ ¬φ, en consecuencia, q ⊩ ¬φ.
Por otro lado, como p ⊩ φ y q ≤ p, por (1) de la Proposición 4.59,
se tiene que q ⊩ φ, lo cual es absurdo. Por lo tanto, D es denso
por debajo de p, es decir, p ⊩∗ φ.

Ahora, supongamos que M ⊨ p ⊩∗ φ y mostremos que p ⊩ φ.
Si p ⊮ φ, existe G ⊆ P filtro P-genérico tal que p ∈ G y M [G] ⊭ φ,
luego, M [G] ⊨ ¬φ, por (2) del Teorema 4.62, existe q ∈ G tal que
q ⊩∗ φ. Dado que p, q ∈ G y G es filtro, existe r ∈ G tal que r ≤ p
y r ≤ q, entonces r ⊩∗ φ y r ⊩∗ ¬φ, lo cual es absurdo. Por lo
tanto, p ⊩ φ.

Como hemos visto anteriormente, el Lema de Definibilidad nos
permite relacionar las nociones ⊩ y ⊩∗, de esta manera podemos
utilizar el concepto de forzamiento manteniéndonos dentro del mo-
delo base M .

Lema 4.64 (Lema de Verdad). Sean M un modelo transitivo de
ZF, P ∈M una noción de forcing y φ una fórmula de la teoŕıa de
conjuntos. Entonces para cada filtro G ⊆ P P-genérico sobre M ,
se cumple que M [G] ⊨ φ, si y solo si, existe p ∈ G tal que p ⊩ φ.

Demostración. Para la necesidad, supongamos queM [G] ⊨ φ. Por
el Teorema 4.62, existe p ∈ G tal que p ⊩∗ φ. Por el Lema 4.63, se
tiene que p ⊩ φ.

La suficiencia se sigue inmediatamente de la Definición 4.58.

En palabras, el Lema de Verdad nos dice que, valga la redun-
dancia, la verdad en M [G] está forzada. En virtud de los Lemas
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4.63 y 4.64, podemos conocer la verdad en M [G] sin salirnos de
M .

Corolario 4.65. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈ M
una noción de forcing, φ una fórmula de la teoŕıa de conjuntos y
p ∈ P. Se cumple lo siguiente:

(1) El conjunto

{p | p ⊩ φ ∨ p ⊩ ¬φ}

es denso en P.

(2) p ⊩ ¬φ, si y solo si, ¬(∃q ≤ p(q ⊩ φ)).

(3) p ⊩ ∃x(φ(x)), si y solo si, el conjunto

{r | ∃σ ∈M : r ⊩ φ(σ)}

es denso por debajo de p.

(4) Si p ⊩ ∃x(x ∈ σ ∧ φ(x)), entonces existen q ≤ p y π ∈
dom(σ) tales que q ⊩ φ(π), donde dom(σ) = {π | ∃p ∈ P :
(π, p) ∈ σ}.

Demostración. Por la definición de ⊩∗(Definición 4.61), se cum-
plen (1), (2) y (3) para ⊩∗ y por el Lema 4.63, se cumplen para ⊩.
En consecuencia, para concluir la prueba de este corolario basta
probar (4). Para probar (4), supongamos que p ⊩ ∃x(x ∈ σ∧φ(x)).
Ahora, consideremos G ⊆ P un filtro P-genérico tal que p ∈ G.
Luego, existe πG ∈ σG tal que M [G] ⊨ φ(πG). Por consiguiente
π ∈ dom(σ) y por el Lema 4.64, existe r ∈ G tal que r ⊩ φ(π).
Ahora bien, se tiene que p, r ∈ G y G es un filtro, de modo que
existe q ∈ G tal que q ≤ p y q ≤ r. Como q ≤ r y r ⊩ φ(π), en-
tonces q ⊩ φ(π), pero q ≤ p, de modo que q satisface la propiedad
deseada.

Observación 4.66. Si P es una noción de forcing y φ es una
fórmula de la teoŕıa de conjuntos, por (1) del Corolario 4.65, para
cada p ∈ P, existe q ∈ P tal que q ≤ p, q ⊩ φ ó q ⊩ ¬φ. En este
caso se dice que q decide a φ.
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Concluimos este apartado con el Teorema 4.67, el cual nos
asegura que si partimos de un modelo de la teoŕıa de conjuntos,
mediante la extensión genérica obtenemos de nuevo un modelo de
la teoŕıa de conjuntos. Su demostración escapa del objetivo de esta
tesis, razón por la que se omite. Sin embargo, su demostración se
puede consultar en [5, Teorema 3.1.31, pág. 76] o [23, Theorem
6.24, pág. 102].

Teorema 4.67. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈M una
noción de forcing y G ⊆ P un filtro P-genérico sobre M . Se cumple
que M [G] ⊨ ZF. Más aún, si M ⊨ ZFC, entonces M [G] ⊨ ZFC.

Forcing de Cohen

En este apartado vamos a definir los forcing de Cohen que se
utilizan en el modelo planteado en [22].

Notación 20. Denotamos

C = ω<ω = {p : n→ ω | p es función y n ∈ ω}.

No debe confundirse C con el conjunto de los números complejos,
pues consideramos que el contexto es claro cuando se utiliza uno
u otro significado.

En palabras, el conjunto C consta de las sucesiones finitas de
números naturales. Ahora bien, definimos la relación ≤ en C como
sigue:

p ≤ q, si y solo si, q ⊆ p.

Más expĺıcitamente, p ≤ q, si y solo si, existe n ∈ ω tal que p|n = q.
Es claro que ≤ es un orden parcial en C. Además, ∅ ∈ C y es tal
que p ≤ ∅ para cada p ∈ C, de modo que ∅ es el elemento mayor
de C respecto al orden ≤.

Con lo anterior, estamos en condiciones de definir el forcing de
Cohen.

Definición 4.68 (Forcing de Cohen). La noción de forcing (C,≤
, ∅) es llamada el forcing de Cohen.

Teorema 4.69. Sea M un modelo transitivo de ZF. Se cumple
lo siguiente:
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(1) C ∈M .

(2) C no tiene átomos.

(3) Si G ⊆ C es un filtro C-genérico sobre M , entonces G /∈
M .

Demostración.

(1) Como M satisface ZF, se tiene que M conoce todo lo que
interviene en la definición de C, en consecuencia, C ∈M .

(2) Sea p ∈ C. Vamos a demostrar que p no es átomo. Para
probar esto, consideremos dom(p) = n ∈ ω y m = n + 1.
Definamos q = p ∪ {(n, 0)} y r = p ∪ {(n, 1)}, se tiene
que q, r ∈ C, p ⊆ q y p ⊆ r, es decir, q ≤ p y r ≤ p.
Además, si t ∈ C cumple que t ≤ q y t ≤ r, entonces q ⊆ t
y r ⊆ t, en consecuencia, t(n) = 0 y t(n) = 1, lo cual
es imposible debido a que t es función. En consecuencia,
q ⊥ r, mostrando aśı que p no es átomo. Puesto que p fue
elegido de manera arbitraria, concluimos que C no tiene
átomos.

(3) Se sigue de (2) y del Teorema 4.53.

De esta manera concluimos la prueba de nuestro teorema.

Teniendo definido el forcing de Cohen C, estamos en condicio-
nes de definir el forcing C(α), donde α es un ordinal.

Definición 4.70. Sea α un ordinal.

(1) Definimos el conjunto

Cα = {p ∈ P(α× C) | p es función}.

(2) Para p ∈ Cα, se define el soporte de p como el conjunto

sop(p) = {β < α | p(β) ̸= ∅}.

(3) Se define el conjunto

C(α) = {p ∈ Cα | |sop(p)| < ω}.
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(4) Definimos el orden ≤ en C(α) de la siguiente manera:

p ≤ q, si y solo si, para cada β < α, p(β) ≤ q(β)

es decir,

p ≤ q, si y solo si, q(β) ⊆ p(β), para cada β < α.

Teorema 4.71. Sean M un modelo transitivo de ZF y α un or-
dinal. Se cumple lo siguiente:

(1) C(α) ∈M .

(2) C(α) no tiene átomos.

(3) Si G ⊆ C(α) es un filtro C(α)-genérico sobre M , entonces
G /∈M .

Demostración. La demostración se realiza mutatis mutandis a la
prueba del Teorema 4.69.

Para conocer más propiedades sobre los forcing de Cohen, se
puede consultar [23].

Otros conceptos de interés en la teoŕıa de forcing

En este apartado escribimos otros conceptos relacionados con
la teorá de forcing que consideramos necesarios para el propósito
del trabajo.

Definición 4.72. Sean P una noción de forcing y κ un cardinal
no numerable. Decimos que P cumple la condición de κ-cadena,
(κ-cc), si para cada anticadena A ⊆ P, se cumple que |A| < κ.
Cuando P cumple la condición ω1-cc, se dice que P cumple la ccc.

Definición 4.73. Sean P una noción de forcing y κ un cardinal
regular infinito.

(1) Se dice que P es κ-cerrado si para cada λ < κ y cada
sucesión (pγ)γ<λ ⊆ P tal que pϵ ≤ pδ si δ ≤ ϵ, existe q ∈ P
tal que q ≤ pρ para cada ρ < γ.
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(2) Se dice que P es κ-distributivo si para cada γ < κ y para
cada familia (Dϵ)ϵ<γ de subconjuntos abiertos densos en
P, se cumple que

⋂
ϵ<γ Dϵ es abierto denso en P.

Vale la pena definir los morfismos entre nociones de forcing.

Definición 4.74. Sean P y Q nociones de forcing.

(1) Una función π : P → Q es un morfismo de nociones de
forcing, si satisface lo siguiente:

(a) Para cada p, r ∈ P, p ≤ r implica π(p) ≤ π(r).

(b) Para cada p, r ∈ P, p ⊥ r, implica π(p) ⊥ π(r).

(c) π(1P) = 1Q.

Cuando P = Q, π es llamado un endomorfismo.

(2) Un morfismo π : P → Q es denso, si π(P) es denso en Q,
es decir, para cada q ∈ Q, existe p ∈ P tal que π(p) ≤ q.

Observación 4.75. Si π : P → Q es un morfismo, p, r ∈ P y
p ∥ r, existe s ∈ P tal que s ≤ p y s ≤ r, por (a) de la Definición
4.74, se tiene que π(s) ≤ π(p) y π(s) ≤ π(r), en consecuencia,
π(p) ∥ π(r). Por otro lado, si π(p) ∥ π(r), entonces p ∥ r, debido a
la (b) de la Definición 4.74. En consecuencia, se cumple que p ∥ r
si y solo si π(p) ∥ π(r).

El Teorema 4.76, cuya demostración se puede consultar en [23,
Lemma 6.48, pág. 113], nos da una utilidad de los morfismos den-
sos.

Teorema 4.76. Sean M un modelo transitivo de ZF, P,Q ∈ M
nociones de forcing y π : P → Q un morfismo denso tal que π ∈M .
Si G ⊆ P es un filtro P-genérico sobre M , entonces H = {p ∈ Q |
∃q ∈ G : π(q) ≤ p} es un filtro Q-genérico sobre M , G = {p ∈ P |
π(p) ∈ H} y M [G] = M [H]. También, si H ⊆ Q es Q-genérico
sobre M , entonces G = {p ∈ P | π(p) ∈ H} es P-genérico sobre M
y M [H] =M [G].

Un endomorfismo denso en una noción de forcing induce una
función entre las clases de los nombres, esto se expresa en la De-
finición 4.77.
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Definición 4.77. . Sea M un modelo transitivo de ZF, P ∈ M
una noción de forcing y π : P → P un endomorfismo denso. El
morfismo π induce la función π̂ :MP →MP definido por

π̂(τ) = {(π̂(σ), π(p)) | (σ, p) ∈ τ}.

El Teorema 4.78, cuya prueba se puede consultar en [23, Lem-
ma 6.56, pág. 116] relaciona las nociones de forcing mediante un
morfismo denso.

Teorema 4.78. Sean M un modelo transitivo de ZF, P ∈ M
una noción de forcing, π : P → P un endomorfismo denso tal que
π ∈M , p ∈ P, φ(x1, . . . , xn) una fórmula de la teoŕıa de conjuntos
y τ1, . . . , τn ∈ MP. Se cumple que p ⊨ φ(τ1, . . . , τn), si y solo si,
π(p) ⊨ φ(π̂(τ1), . . . , π̂(τn)).

Para concluir este apartado daremos la definición de producto
de nociones de forcing y algunas propiedades.

Definición 4.79. Sean P, Q nociones de forcing. El producto de
P con Q se define como la noción de forcing

(P×Q,≤P×Q, (1P, 1Q))

donde ≤P×Q⊆ (P×Q)2 se define como

(p1, q1) ≤P×Q (p2, q2), si y solo si, p1 ≤P p2 y q1 ≤Q q2.

Enunciamos el Lema del producto, cuya prueba se puede en-
contrar en [23, Lemma 6.65, pág. 118].

Teorema 4.80 (Lema del producto). Sean M un modelo transi-
tivo de ZF, P,Q ∈M nociones de forcing, G ⊆ P y H ⊆ Q filtros.
Si G es P-genérico sobre M y H es Q-genérico sobre M [G], enton-
ces G×H es P×Q-genérico sobre M . Por otro lado, si K ⊆ P×Q
es P×Q-genérico sobre M y consideramos los conjuntos

G = {p ∈ P | ∃q ∈ Q : (p, q) ∈ K}
H = {q ∈ Q | ∃p ∈ P : (p, q) ∈ K}

se cumple que G es P-genérico sobre M y H es Q-genérico sobre
M [G].
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Finalmente enunciamos el Teorema 4.81, que nos da una pro-
piedad para los filtros C(α)-genéricos. La demostración del Teore-
ma 4.81 se puede consultar en [23, Lemma 6.66, pág. 119].

Teorema 4.81. Sean M un modelo transitivo de ZFC, α ∈ M
un ordinal, G ⊆ C(α) un filtro C(α)-genérico sobre M y x ∈
M [G] ∩ ωω. Se cumple que existe un filtro H ⊆ C, H ∈ M [G] C-
genérico sobre M tal que x ∈ M [H]. Más aún, si ωM1 ≤ α, existe
un filtro K ⊆ C(α), K ∈M [G] C(α)-genérico sobre M [H] tal que
M [G] =M [H][K].

Para conocer éstas y más propiedades acerca de la teoŕıa de
forcing, se sugiere consultar [10], [13], [14], [15] y [23].

4.2. Un modelo de ZF donde falla AC y
existen FANL

En este apartado, vamos a describir de manera general los pa-
sos a seguir para la construcción del modelo planteado en [22] por
Ralf Schindler, Liuzhen Wu y Liang Yu.

Finalmente, mostraremos que en el modelo planteado existen
FANL y por la construcción del modelo se tiene que falla AC,
concluyendo aśı que en ZF, la implicación

Existencia de funciones aditivas no lineales

⇓
Axioma de Elección

es falsa.
Podemos notar que si tenemos un modelo transitivo de ZFC,

digamos M , se pueden definir los números reales en M debido a
que las nociones que intervienen en su definición son absolutas. De
esta manera se intoduce la Definición 4.82.

Definición 4.82. [22, Definition 2.1] Sea M un modelo transi-
tivo de ZFC y R el conjunto de los reales en M . Describimos el
conjunto H(R) como sigue: p ∈ H(R), si y solo si, existe x ∈ R
tal que:

(1) p ∈ L[x].
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(2) p es una base para Q(R ∩ L[x]).

Definimos la relación ≤ en H(R) como sigue: p ≤ q, si y solo si,
q ⊆ p.

En la Observación 4.83, se justifica que la Definición 4.82 tiene
sentido.

Observación 4.83. Consideremos M un modelo transitivo de
ZFC y R los reales de M .

(1) Por el Teorema 4.28, para cada x ∈ R, se tiene que L[x] ⊨
ZFC, de modo que existen los reales en L[x], los cuáles
se denotan por R ∩ L[x] = Rx. Como QRx es un espacio
vectorial y L[x] satisface el Axioma de Elección, QRx tiene
base en L[x]. De esta manera, se tiene que

Bx = {Bx ∈ P(Rx) | Bx es base en L[x] para QRx}

es un conjunto no vaćıo para cada x ∈ R. Por el Axioma
de Reemplazo, en virtud de que R es un conjunto, se tiene
que la colección

{Bx | x ∈ R}

es también un conjunto. Se puede observar que

H(R) =
⋃
x∈R

Bx

el cual es un conjunto por el Axioma de la unión. Por lo
tanto, se establece que H(R) es un conjunto no vaćıo.

(2) Es claro que ≤ de la Definición 4.82, es un orden parcial.

Si M es un modelo transitivo de ZFC, R es el conjunto de los
números reales de M y W es un modelo interior de ZFC tal que
R ∈ W , se puede notar que W conoce todo lo que interviene en
la definición de H(R), entonces H(R) ∈W . En particular, cuando
R = R ∩W .

Consideremos L como en Definición 4.26 y el forcing C(ω1) de
la Definición 4.70, siendo ω1 el primer cardinal no numerable, G
un filtro C(ω1)-genérico sobre L. En virtud del Teorema 4.28, L
es un modelo transitivo de ZFC, por el Teorema 4.67, L[G] es un
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modelo transitivo de ZFC, de modo que podemos considerar R0 =
R∩L[G]. Ahora bien, por los Teoremas 4.33 y 4.34, se cumple que
L(R0) es un modelo transitivo de ZF. Como C(ω1) ∈ L ⊆ L(R0),
entonces C(ω1) ∈ L(R0). Como C(ω1) no tiene átomos, por el
Teorema 4.53, se tiene que G /∈ L(R0). De esta manera, el Lema
4.84, únicamente tiene sentido en L[G].

Notación 21. Sean M un modelo transitivo de ZFC, α un ordi-
nal, G ⊆ C(α) un filtro C(α)-genérico sobre M y β < α. Denota-
mos

G|β = {f|β | f ∈ G}.

Lema 4.84. [22, Claim 2.2] Sea D ∈ L[G], definido de la siguiente
manera: p ∈ D, si y solo si, p ∈ H(R0) y existen x ∈ R0, α < ω1

tales que:

(1) q ∈ L[x].

(2) q es una base para Q(R ∩ L[x]).

(3) L[x] = L[G|α].

Se cumple que D es denso en H(R0).

Demostración. Consideremos p ∈ L[G]∩H(R0). Luego, p ∈ H(R0),
por la Definición 4.82, existe y ∈ R0 tal que p ∈ L[y] y p es una base
para Q(R∩L[y]). Ahora bien, y ∈ R0 = R∩L[G], en consecuencia,
y ∈ L[G]. Como G ⊆ C(ω1), tenemos que L[G] =

⋃
β<ω1

L[G|β],
por consiguiente, existe α < ω1 tal que y ∈ L[G|α]. Podemos
observar que G|α = (fδ)δ<α, donde fδ ∈ C (ver Definición 4.68)
para cada δ < α. Sabemos que la noción de biyección es absoluta
en L, ya que L es transitiva. Como α < ω1, existe una biyección
en L entre α× ω y ω, también, hay una biyección entre ω y ω<ω,
en consecuencia, G|α se puede identificar con una única función
h : ω → ω y como en L se cumple el Axioma de Elección, ωω

es equipotente a R ∩ L en L, por absolutez, ωω es equipotente a
R0 en L[G]. Se sigue que G|α se puede identificar con un único
real x ∈ R0, en consecuencia, L[G|α] = L[x]. Ahora, tenemos que
y ∈ L[x], pero L[y] es el menor modelo transitivo que contiene a y,
en consecuencia, L[y] ⊆ L[x], entonces, R∩L[y] ⊆ R∩L[x]. Como
p es una base de R ∩ L[y], entonces es linealmente independiente
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en R ∩ L[y] y consecuentemente, lo es en R ∩ L[x], pero en L[x]
se cumple el Axioma de Elección, por tanto, existe una base q de

Q(R ∩ L[x]) tal que p ⊆ q, obteniendo aśı que q ∈ D y q ≤ p. Por
lo tanto, D es denso en H(R0).

Lema 4.85. [22, Claim 2.3] En L[G], se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) L(R0) es cerrado bajo ω-sucesiones.

(2) Para cada x ∈ R0 y f ∈ L[x]ω, existe y ∈ R0 tal que
f ∈ L[y].

Demostración.

(1) Sabemos que en L(R0), los conjuntos son definibles por
ordinales a partir de reales en R0. Dado que R0 = R∩L[G],
basta demostrar que ORω ∩L[G] ⊆ L(R0). Consideremos
τG ∈ ORω ∩L[G], con τ ∈ LC(ω1). Luego, existe p ∈ G tal
que

p ⊩C(ω1)
L τ : ω → OR.

Se cumple que para cada n ∈ ω, el conjunto

Dn =
{
r ∈ C(ω1) | r ⊩C(ω1)

L “∃γ ∈ OR : τ(n) = γ”
}

es denso en C(ω1) y podemos considerar An ⊆ Dn, don-
de An es una anticadena máxima, esto para cada n ∈ ω.
Utilizando el Teorema 4.51, podemos suponer que

τ = {((n, γ), q) | n ∈ ω, γ ∈ OR, q ∈ An}

donde An es una anticadena en C(ω1) para cada n ∈ ω.
Como C(ω1) satisface ccc, se tiene que |An| < ω1 para cada
n ∈ ω, en consecuencia, τG ∈ L[G|α] para algún α < ω1.
Utilizando el argumento de la demostración del Lema 4.84,
se obtiene que L[G|α] ⊆ L(R0), aśı que τG ∈ L(R0). Por lo
tanto, se concluye lo deseado.

(2) Mutatis mutandis a la prueba de (1).

De esta manera queda probado el lema.



128 CAPÍTULO 4. ¿EXISTENCIA DE FANL IMPLICA AC?

El Axioma de Elecciones Dependientes se enuncia de la siguien-
te manera.

Axioma 22 (Axioma de Elecciones Dependientes (ADC)). Para
cada conjunto A y cada relación R ⊆ A2, se cumple lo siguiente: Si
a ∈ A y para cada x ∈ A, existe y ∈ A tal que (x, y) ∈ R, entonces
existe una función f : ω → A tal que f(0) = a y f(n)Rf(n + 1)
para cada n ∈ ω.

Podemos darnos cuenta de que una consecuencia de la parte
(1) del Lema 4.85, es que en L(R0) se satisface ZF+ADC.

Para proceder a enunciar y probar el Lema 4.86, es necesario
establecer un convenio de notación.

Notación 22. Sean x, y conjuntos y (xi)i∈I una familia de con-
juntos. Denotamos

x⊕ y = (x× {0}) ∪ (y × {1}).⊕
i∈I

xi =
⋃
i∈I

(xi × {i}).

Apelamos a la atención del lector para no confundir la notación
anterior con la suma directa de espacios vectoriales.

Lema 4.86. [22, Claim 2.4] Consideremos H(R0) como anterior-
mente. Se cumple lo siguiente:

(1) Para cada p, q ∈ H(R0), se cumple que p y q son compati-
bles, si y solo si, p ∪ q es linealmente independiente.

(2) H(R0) es ω-cerrado en L[G] y en L(R0).

Demostración.

(1) Sean p, q ∈ H(R0). Para la primera implicación, suponga-
mos que p y q son compatibles y demostremos que p ∪ q
es linealmente independiente. Para probar esto, observe-
mos que como p y q son compatibles, existe r ∈ H(R0) tal
que r ≤ p y r ≤ q, esto es, p ⊆ r y q ⊆ r. Ahora, como
r ∈ H(R0), existe x ∈ R0 tal que r ∈ L[x] y r es base
de Q(R ∩ L[x]), en particular, r es linealmente indepen-
diente. Como p ⊆ r y q ⊆ r, entonces p ∪ q ⊆ r, al ser r
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linealmente independiente, se tiene que p∪q es linealmente
independiente.

Para la otra implicación, supongamos que p ∪ q es lineal-
mente independiente. Demostraremos que p y q son com-
patibles. Para esto, notemos que como p, q ∈ H(R0), exis-
ten x ∈ R0, y ∈ R0 tales que p ∈ L[x], q ∈ L[y], p es
base de Q(R ∩ L[x]) y q es base de Q(R ∩ L[y]). Conside-
remos x⊕ y como en la Notación 22, luego x ∈ L[x⊕ y] y
y ∈ L[x⊕y], pero L[x] y L[y] son el menor modelo transiti-
vo que contiene a x e y, respectivamente, en consecuencia
L[x], L[y] ⊆ L[x ⊕ y], por tanto, {p, q} ⊆ L[x ⊕ y]. Co-
mo L[x ⊕ y] es transitiva, se tiene que p ∪ q ⊆ L[x ⊕ y],
por tanto, p ∪ q ⊆ R ∩ L[x⊕ y]. Dado que p ∪ q es lineal-
mente independiente y en L[x ⊕ y] se cumple el Axioma
de Elección, existe una base r de Q(R ∩ L[x ⊕ y]) tal que
p ∪ q ⊆ r. Luego, p ⊆ r, q ⊆ r y r ∈ R0, de la Definición
4.82, r ∈ H(R0), r ≤ p y r ≤ q. Por lo tanto, p y q son
compatibles.

(2) Por el Lema 4.85, basta demostrar que la afirmación se
cumple en L[G]. Sea (pn)n∈ω ⊆ H(R0) tal que pn+1 ≤ pn
para cada n ∈ ω. Se tiene que para cada n ∈ ω, existe
xn ∈ R0 tal que pn ∈ L[xn]. Si consideramos x =

⊕
n∈ω xn

como en la Notación 22, se tiene que (pn)n∈ω ⊆ L[x]. Apli-
cando (b) del Lema 4.85, existe y ∈ R0 tal que (pn)n∈ω ∈
L[y], dado que L[y] es transitiva, se tiene que

⋃
pn ⊆ L[y]

y utilizando inductivamente el argumento de (1), se esta-
blece que cualquier subconjunto finito de

⋃
n∈ω pn es li-

nealmente independiente en Q(R∩L[y]), por consiguiente,⋃
n∈ω pn es linealmente independiente en R ∩ L[y]. Como

en L[y] se cumple el Axioma de Elección, existe una base
p de Q(R ∩ L[y]) tal que

⋃
n∈ω pn ⊆ p, en consecuencia,

pn ⊆ p para cada n ∈ ω, es decir, p ≤ pn para cada n ∈ ω.
Por lo tanto, se cumple lo deseado.

De esta manera, se concluye la prueba de este lema.

En lo sucesivo, consideraremos un filtro fijo H ⊆ H(R0) que
sea H(R0)-genérico sobre L[G]. En virtud de (2) del Lema 4.86, se
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tiene que
R ∩ L(R0)[H] = R ∩ L(R0) = R0.

Además, cualesquiera dos elementos en H son compatibles, en
consecuencia, cualquier subconjunto finito de

⋃
H es linealmente

independiente, lo cual implica que
⋃
H es linealmente indepen-

diente. Más aún, en virtud del Lema 4.84 y la H(R0)-genericidad
de H, se sigue que

⋃
H es una base para QR0 y

⋃
H ∈ L(R0)[H].

De aqúı se deduce que en el modelo L(R0)[H] existe al menos una
base para QR0, a saber, B =

⋃
H.

Con los argumentos expuestos hasta el momento, estamos en
condiciones de establecer el Lema 4.87 ([22, Claim 2.5]), el cual
exhibe una falla del Axioma de Elección en el modelo planteado.

Lema 4.87. [22, Claim 2.5] Sea H un filtro H(R0)-genérico sobre
L[G] y por tanto sobre L(R0). No existe un buen orden para R0

en L(R0)[H].

Demostración. Supongamos que existe un buen orden, en L(R0)[H],
para R0. Luego, existe una biyección f : ω1 → R0 en L(R0)[H]. Co-
mo f ∈ L(R0)[H], entonces f = τH , para alguna τ ∈ L(R0)

H(R0).
Dado que τ ∈ L(R0), existen una fórmula φ de la teoŕıa de con-
juntos, z ∈ R0 y γ ∈ OR tales que

τ = {u | L(R0) ⊨ φ(u, z, γ)}.

Por simplicidad, denotemos g = τ = {u | L(R0) ⊨ φ(u, z, γ)} y
consideremos p0 ∈ H tal que

p0 ⊩
H(R0)
L(R0)

“g : ω1 → R0 es biyección”. (4.1)

Por el Lema 4.84, existe α < ω1 tal que p0 ∈ L[G|α] y p0 es una
base para Q(R∩L[G|α]). Además, podemos suponer que z ∈ L[G|α].
Por la ecuación (4.1), se tiene que

⊩C(ω1\α)
L[G|α]

“p̂0 ⊩
H(R)
L(R) ĝ : ω1 → R es biyección” (4.2)

donde R son los reales de la extensión de forcing y ĝ = {u | L(R) ⊨
φ(u, ẑ, γ̂)}.

Ahora, elijamos un filtro C(ω1\α)-genérico sobre L[G], digamos
G y definamos G1 como sigue:

G1 = {f ∈ C(ω1) | f|α ∈ G|α, f|(ω1\α) ∈ G}.
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Se cumple que G1 es C(ω1)-genérico, ya que G|α es C(α)-genérico
y G es C(ω1 \ α)-genérico. Denotando R1 = R ∩ L[G1], por la
ecuación (4.2), tenemos que

p0 ⊩
H(R1)
L(R1)

“g1 : ω1 → R1 es biyección” (4.3)

donde g1 = {u | L(R1) ⊨ φ(u, z, γ)}.
Denotemos R2 = R ∩ L[G][G]. Se cumple que

C(ω1 \ α) ∼= C(ω1 \ α)× C(ω1 \ α)

pues se puede notar que

π : C(ω1 \ α) → C(ω1 \ α)× C(ω1 \ α)
f 7→ (f, f)

es un morfismo denso de nociones de forcing. En consecuencia,
debido a la ecuación (4.2), se cumple que

p0 ⊩
H(R2)
L(R2)

“g2 : ω1 → R2 es biyección” (4.4)

donde g2 = {u | L(R2) ⊨ φ(u, z, γ)}. Sea H1 un filtro H(R1)-
genérico sobre L(R1). Es claro que R0 ̸= R1, en consecuencia, por
las ecuaciones (4.3) y (4.4), existen η < ω1, n,m1,m2 ∈ ω con
m1 ̸= m2, p ∈ H y p1 ∈ H1 tales que

p ⊩H(R0)
L(R0)

“g(η)(n) = m1” (4.5)

y

p1 ⊩
H(R1)
L(R1)

“g1(η)(n) = m2”. (4.6)

De acuerdo con el Lema 4.84, podemos suponer que existen β1, β2 <
ω1 tales que p ∈ L[G|β1 ] y p es una base para Q(R ∩ L[G|β1 ]),
p1 ∈ L[G|β2 ] y p1 es una base para Q(R ∩ L[G|β2 ]). Por las ecua-
ciones (4.5) y (4.6), se tiene que

⊩C(ω1\β1)
L[G|β1 ]

“p̂ ⊩H(R)
L(R) ĝ(η̂)(n̂) = m̂1” (4.7)

y

⊩C(ω1\β2)
L[G|β2 ]

“p̂1 ⊩
H(R)
L(R) ĝ1(η̂)(n̂) = m̂2” (4.8)
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donde R denota el conjunto de los números reales de las respectivas
extensiones de forcing.

Vamos a demostrar que p0∪p∪p1 es linealmente independiente.
Para probar esto, supongamos que

j∑
i=1

aixi +

k∑
i=1

biyi +

l∑
i=1

cizi = 0

donde j, k, l ∈ ω\{0}, {ai}ji=1∪{bi}ki=1∪{ci}li=1 ⊆ Q, {xi}ji=1 ⊆ p0,
{yi}ki=1 ⊆ p \ p0 y {zi}li=1 ⊆ p1 \ p. Por la elección de p0, p y p1,
tenemos que p0 ⊆ L[G|α], p \ p0 ⊆ L[G] y p1 \ p ⊆ L[G1]. Notemos
que

l∑
i=1

cizi = −

(
j∑
i=1

aixi +
k∑
i=1

biyi

)
por consiguiente,

∑l
i=1 cizi ∈ L[G]∩L[G1] = L[G|α], de modo que∑l

i=1 cizi ∈ L[G|α]. Debido a que p0 es una base de Q(R∩L[G|α]),
se cumple que

l∑
i=1

cizi =

s∑
i=1

diwi

con s ∈ ω \ {0}, {di}si=1 ⊆ Q y {wi}si=1 ⊆ p0. De esta manera,
tenemos que

l∑
i=1

cizi −
s∑
i=1

diwi = 0.

Dado que p0∪p1 ⊆
⋃
H1 y

⋃
H1 es linealmente independiente por

el Lema 4.86, se cumple que p0 ∪ p1 es linealmente independiente,
en consecuencia, cr = 0 y dt = 0 para cada r ∈ {1, . . . , l} y
t ∈ {1, . . . , s}, por consiguiente,

∑l
i=1 cizi = 0, aśı que

j∑
i=1

aixi +
k∑
i=1

biyi = 0.

En virtud de que p0∪p ⊆
⋃
H y

⋃
H es linealmente independiente,

se tiene que p0 ∪ p es linealmente independiente, en consecuencia,
ar = 0 y bt = 0 para cada r ∈ {1, . . . , j} y t ∈ {1, . . . , k}. De esta
manera, hemos probado que p0 ∪ p ∪ p1 es linealmente indepen-
diente.
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Sustituyendo R2 por R0 en (1) del Lema 4.86, se tiene que p0,
p y p1 son compatibles, por consiguiete, existe q ∈ H(R2) tal que
q ≤ p0, q ≤ p y q ≤ p1. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que α ≤ β1 y β1 = β2, luego, se tiene que

C(ω1 \ β1) ∼= C(ω1 \ β1)× C(ω1 \ β2) ∼= C(ω1 \ β2).

Por las ecuaciones (4.7) y (4.8), tenemos que

p ⊩H(R2)
L(R2)

“g2(η)(n) = m1” (4.9)

y

p1 ⊩
H(R2)
L(R2)

“g2(η)(n) = m2”. (4.10)

Como q ≤ p0, q ≤ p y q ≤ p1, por la Proposición 4.59, se tiene que

q ⊩H(R2)
L(R2)

“g2 es biyección”, (4.11)

q ⊩H(R2)
L(R2)

“g2(η)(n) = m1” (4.12)

y

q ⊩H(R2)
L(R2)

“g2(η)(n) = m2”. (4.13)

con m1 ̸= m2, lo cual es absurdo. Por lo tanto, no puede haber un
buen orden para R0 en L(R0)[H].

Con los argumentos expuestos, se puede establecer el Teorema
4.88.

Teorema 4.88. [22, Theorem 1.1] Existe una extensión simétrica
de L en la cual se cumple lo siguiente:

(1) ZF+ADC.

(2) Existen bases para QR.

(3) No existe un buen orden para R.

Demostración. Por los Lemas 4.84, 4.85, 4.86 y 4.87, se sigue que
L(R0)[H] es un modelo que satisface las condiciones deseadas.
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Con el Teorema 4.88, estamos en “perfectas condiciones” de
responder a la pregunta principal de esta tesis, que es saber si la
implicación

Existencia de funciones aditivas no lineales (4.14)

⇓
Axioma de Elección

es falsa o verdadera, lo cual hacemos en el Teorema 4.89.

Teorema 4.89. Existen modelos de ZF en el cual existen funcio-
nes aditivas no lineales pero no se cumple el Axioma de Elección.

Demostración. Consideremos el modelo L(R0)[H] como en el Teo-
rema 4.88, el cual por simplicidad lo llamaremos N , es decir,
N = L(R0)[H]. Por (3) del Teorema 4.88, no se cumple el Axio-
ma de Elección en N , pues sabemos que el Axioma de Elección es
equivalente a que todo conjunto se puede bien ordenar y en N hay
un conjunto que no puede ser bien ordenado, a saber, R0.

Por otro lado, en virtud de (2) del Teorema 4.88, existe al
menos una base para QR en N . Por el Teorema 3.11, existe al
menos una función aditiva no lineal en N , digamos f : R → R.
Por lo tanto, se cumple lo deseado.

A partir del Teorema 4.89, tenemos el argumento para concluir
que la implicación 4.14 es falsa.

4.3. Algunos comentarios

En este apartado, vamos a realizar algunos comentarios de in-
terés sobre la relación de la existencia de funciones aditivas no
lineales respecto a algunas consecuencias posiblemente más débi-
les que el Axioma de Elección. En particular, se menciona una
relación con el Axioma de Elecciones Numerables, que se enun-
ciará más adelante aśı como con la existencia de subconjuntos
de los reales que no son Lebesgue-Medibles. Cabe mencionar que
debido al propósito de este trabajo, las demostraciones de los re-
sultados que se enunciarán en este apartado serán omitidas. Sin
embargo, daremos las correspondientes referencias donde el lector
más interesado las puede consultar.
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De acuerdo con el modelo planteado en [22] por Ralf Schindler,
Liuzhen Wu y Liang Yu, podemos concluir que existen modelos de
ZF donde existen funciones aditivas no lineales y falla el Axioma
de Elección, como se mencionó a lo largo de la Sección 4.2. Esto
nos indica que la existencia de funciones aditivas no lineales es una
premisa más débil que el Axioma de Elección.

Para el resultado que vamos a mencionar a continuación, es
necesario recordar el Axioma de Elecciones numerables, como se
enuncia a continuación.

Axioma 23 (Axioma de Elecciones Numerables(ANC)). Para
cada familia numerable de conjuntos no vaćıos {An}n∈ω, existe
una función

f : ω →
⋃
n∈ω

An

tal que f(n) ∈ An para cada n ∈ ω.

En [21], se plantea el Teorema 4.90, el cual en palabras nos
presenta un modelo donde existen bases para QR pero falla el
Axioma de Elecciones Numerables(ANC).

Teorema 4.90. [21, Theorem 1.1] Existe un modelo de ZF en
el cual no se cumple el Axioma de Elecciones Numerables(ANC)
pero se cumple lo siguiente:

1. Existe un conjunto de Luzin de cara clara ∆1
2.

2. Existe un conjunto de Serpiński de cara clara ∆1
2.

3. Existe un conjunto de Bernstein de cara clara ∆1
3.

4. Existe una base para QR de cara clara ∆1
3.

Como consecuencia del Teorema 4.90 y el Teorema 3.11, po-
demos establecer el Teorema 4.91, cuya prueba se realiza mutatis
mutandis la prueba del Teorema 4.89.

Teorema 4.91. Existen modelos de ZF donde existen funciones
aditivas no lineales pero no se cumple el Axioma de Elecciones
Numerables(ANC).
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De esta manera, podemos concluir que la existencia de fun-
ciones aditivas no lineales tampoco es equivalente al Axioma de
Elecciones Numerables(ANC).

Finalmente, vamos a mencionar un modelo de ZF, conocido en
la literatura como el Modelo de Solovay, en el cual todos los sub-
conjuntos de R son Lebesgue-medibles. Una prueba de este hecho
se puede consultar en [23, Theorem 8.23, pág. 157]. Resumiendo
estos argumentos, enunciamos el Teorema 4.92.

Teorema 4.92. Existen modelos de ZF donde todos los subcon-
juntos de R son Lebesgue-medibles.

En virtud del Teorema 4.92, se puede establecer el Teorema
4.93, cuya prueba se sigue del Corolario 3.22.

Teorema 4.93. Existen modelos de ZF donde todas las funciones
aditivas son lineales.

Más aún, con los argumentos que se expusieron, por lo menos
podemos concluir que la existencia de funciones aditivas no lineales
es independiente de ZF, pues hay un modelo de ZF donde existen
funciones aditivas no lineales, a saber, el modelo del Teorema 4.89
y hay un modelo de ZF donde no existen funciones aditivas no
lineales, a saber, el modelo de [23, Theorem 8.23, pág. 157].

Se sabe también que el Axioma de Elecciones Dependientes
(ADC) implica el Axioma de Elecciones Numerables (ANC), una
prueba de este hecho se puede consultar en [8, Teorema 8.67, pág.
211]. Por consiguiente en el modelo del Teorema 4.88, se cumple la
existencia de funciones aditivas no lineales y el Axioma de Eleccio-
nes Numerables(ANC), mientras que en el modelo del Teorema
4.90, se cumple la existencia de funciones aditivas no lineales y la
negación del Axioma de Elecciones Numerables(ANC). De esta
manera, podemos concluir que el Axioma de Elecciones Numera-
bles(ANC) es independiente de ZF más la existencia de funciones
aditivas no lineales.



Conclusiones

El desarrollo de esta tesis se centró en presentar la relación
que existe entre el Axioma de Elección y la existencia de funciones
aditivas no lineales en R.

En el Caṕıtulo 1, se expusieron los conceptos básicos que con-
sideramos necesarios para el desarrollo de este trabajo. Dentro de
los temas que destacan son conceptos elementales de conjuntos,
espacios vectoriales y análisis matemático.

En el Caṕıtulo 2, se estudiaron las propiedades elementales
de las funciones aditivas. Dentro de las que destacan, es que el
conjunto de las funciones aditivas, el cual denotamos por Ad(R),
tiene estructura de espacio vectorial sobre R, es cerrado bajo com-
posiciones y bajo funciones inversas cuando éstas son biyectivas.
Además, la composición de las funciones aditivas se distribuye so-
bre la suma de las mismas. También se mostró que el conjunto
Ad(R) coincide con el conjunto de las transformaciones lineales
en QR, denotado por EndQ(R). Posteriormente, se analizaron los
requerimientos que deben cumplir las funciones aditivas para ser
lineales en RR, estas condiciones corresponden a continuidad, in-
tegrabilidad y acotación. En lo que corresponde, se mostró que en
Ad(R), la continuidad es equivalente a la linealidad en RR, que la
integrabilidad local es equivalente a la linealidad en RR. Más aún,
se demostró que en Ad(R), la linealidad en RR es equivalente a la
integrabilidad en algún intervalo acotado, esto a consecuencia de
que toda función integrable tiene al menos un punto de continui-
dad. También, se demostró que cuando una función aditiva no es
lineal, su gráfica es un conjunto denso en R2, lo cual se probó sin
la necesidad del Axioma de Elección. Otras condiciones que se ex-
pusieron en este caṕıtulo para la linealidad en RR, son la acotación
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en algún intervalo acotado, la derivabilidad y la monotońıa.

En el Caṕıtulo 3, se establecieron las condiciones que se requie-
ren para garantizar la existencia de funciones aditivas no lineales
en RR. Se expuso que si asumimos los axiomas de ZF más la exis-
tencia de al menos una base para QR, esta no puede ser equipotente
a algún número natural. Esto nos da la pauta para construir fun-
ciones aditivas no lineales v́ıa bases de QR. Es claro que esto se
cumple en ZFC, pues en este modelo todo espacio vectorial tiene
base y QR no podŕıa ser la excepción. Se mostró que en ZFC,
dim(QR) = c = 2ℵ0 , esto como consecuencia de la asignación de
cardinales a los conjuntos. También, se probó que en ZFC, existen
2ℵ0 funciones aditivas lineales, existen 22

ℵ0 funciones aditivas no
lineales y existe un isomorfismo de grupos abelianos entre R y Rn,
para cualquier n ∈ ω \ {0}. En particular, se probó que existe un
isomorfismo de grupos abelianos entre R y C. También, se mostró
que en ZF, si existen bases de QR, éstas son Dedekind-infinitas, a
razón de esto, R ∼= (Q×R) como grupos abelianos y QR contiene
una copia isomorfa de QQ(ω). Se mostró que en ZF+BRQ, existen
funciones aditivas cuya gráfica es densa en R2, donde éstas pueden
ser isomorfismos de grupos abelianos o no. Se probó que en ZF,
las afirmaciones R ∼= C como grupos abelianos, R ∼= (Q×R) como
grupos abelianos o existen automorfismos no continuos en C, son
suficientes para garantizar la existencia de funciones aditivas no
lineales en R.
Para concluir este caṕıtulo, se mostró que asumiendo los axiomas
de ZF más la existencia de funciones aditivas no lineales, se obtie-
nen subconjuntos de R no medibles bajo el criterio de Lebesgue.

Con respecto a los resultados expuestos en los caṕıtulos 2 y 3,
presentamos un esquema de los más relevantes, haciendo énfasis
cuáles se probaron sin el Axioma de Elección (AC) y cuáles se
probaron con este último.
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Resultados sin AC

f ∈ Ad(R) es lineal, si y solo si, f es continua.

f ∈ Ad(R) es lineal, si y solo si, f es localmente integrable.

f ∈ Ad(R) es lineal, si y solo si, f es integrable en [a, b],
para algunos a, b ∈ R con a < b.

f ∈ Ad(R) es lineal, si y solo si, f es acotada en [a, b],
para algunos a, b ∈ R con a < b.

Si f ∈ Ad(R) no es lineal, entonces Grf(f) es un conjunto denso
en R2.

Si f ∈ Ad(R), f es lineal, si y solo si, f es Lebesgue-medible.

Si R ∼= C o R ∼= Q× R como grupos abelianos, entonces
existen funciones aditivas no lineales.

Si existen automorfismos no continuos en C, entonces
existen funciones aditivas no lineales.

Si existen funciones aditivas no lineales, existen subconjuntos
de R que no son Lebesgue-medibles.

Resultados con AC

Si QV es un espacio vectorial y S ⊆ V no vaćıo, entonces
|⟨S⟩| ≤ |S|ω.
dim(QR) = c.

R ∼= Rn como grupos abelianos, para cada n ∈ ω \ {0}.
En particular, R ∼= C como grupos abelianos.

|EndR(R)| = c y |EndQ(R) \ EndR(R)| = 2c.

En la siguiente tabla, especificamos los resultados que se pro-
baron con los axiomas de ZF, sustituyendo el Axioma de Elección
(AC) por la hipótesis de existencia de bases para QR (BRQ).

Resultados sin AC suponiendo la hipótesis BRQ

Ninguna base de QR es equipotente a algún número natural.

Las bases de QR son Dedekind-infinitas.

R ∼= Q× R como grupos abelianos.

Existe W ≤Q R tal que W ∼=Q Q(ω).

Existen funciones aditivas no lineales, las cuales pueden
ser isomorfismos de grupos abelianos o no.

Existen funciones cuya gráfica es densa en R2. Estas pueden ser
isomorfismos de grupos abelianos o no.
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Finalmente, en el cuarto y último caṕıtulo de esta tesis, se
respondió si la implicación

Existencia de funciones aditivas no lineales

⇓
Axioma de Elección

es verdadera o no. Para esto, se inició dando un pequeño preámbu-
lo de conceptos avanzados de la Teoŕıa de Conjuntos, tales como
teoŕıa de modelos, modelos de la teoŕıa de conjuntos, construc-
tibilidad, constructibilidad relativa y forcing. Posteriormente, se
presentó el modelo planteado en [22], el cual nos proporciona, val-
ga la redundancia, un modelo de ZF donde existen bases para QR
pero no se puede dar un buen orden a los reales. Esto nos permite
concluir, debido a los resultados expuestos en el Caṕıtulo 3, que
en este modelo existen funciones aditivas no lineales pero falla el
Axioma de Elección, pues sabemos que el Axioma de Elección es
equivalente a que todo conjunto puede ser bien ordenado, obte-
niendo aśı que la implicación antes mencionada es falsa. De esta
manera se concluye que la existencia de funciones aditivas no li-
neales es una premisa más débil que el Axioma de Elección.
En este caṕıtulo 4, también se mencionó que debido a [21], exis-
te un modelo de ZF donde existen bases para QR pero falla el
Axioma de Elecciones Numerables, en consecuencia, en dicho mo-
delo existen funciones aditivas no lineales pero falla el Axioma de
Elecciones Numerables. Aśı, podemos concluir que la existencia de
funciones aditivas no lineales tampoco es equivalente al Axioma
de Elecciones Numerables.
Finalmente, se mencionó el conocido Modelo de Solovay, el cual,
en resumen, es un modelo de ZF en el que todos los subconjuntos
de R son Lebesgue-medibles. Como consecuencia del resultado del
tercer caṕıtulo, que muestra que la existencia de funciones aditivas
no lineales implica la existencia de subconjuntos de R que no son
Lebesgue-medibles, podemos concluir que en el modelo de Solovay,
todos las funciones aditivas son lineales. De esta manera, podemos
concluir que hay un modelo de ZF donde existen funciones aditi-
vas no lineales, a saber, el modelo de [22] y hay otro modelo de
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ZF, a saber, el modelo de Solovay donde no existen funciones adi-
tivas no lineales, a saber, el modelo de Solovay, concluyendo aśı
que la existencia de funciones aditivas no lineales es independiente
de los axiomas de ZF. También es posible concluir el Axioma de
Elecciones Numerables es independiente de ZF más la existencia
de funciones aditivas no lineales.

La aportación que consideramos que se hizo en este trabajo
es presentar de manera más clara y detallada muchos resultados
que, a pesar de ser conocidos, en las fuentes donde aparecen se
presentan como ejercicios o se omiten detalles importantes en sus
demostraciones. También consideramos que hemos dado un pano-
rama a los interesados en construir algún modelo de ZF donde
existan funciones aditivas no lineales sobre algunas de las condi-
ciones que garantizan dicha existencia. Además, complementamos
la información presentada en los art́ıculos [21] y [22], exhibiendo
que en tales modelos existen funciones aditivas no lineales sobre
sus respectivos números reales.

Este trabajo es un motor de arranque para realizar una in-
vestigación más profunda acerca de la relación entre el Axioma
de Elección y la existencia de funciones aditivas no lineales aśı
como para buscar una generalización a espacios vectoriales más
generales.

Algunas preguntas que quedan pendientes de responder o por
lo menos, en las fuentes que se consultaron, no se encontró res-
puesta alguna son:

¿A qué consecuencia del Axioma de Elección es equivalente
la existencia de bases para QR?

¿A qué consecuencia del Axioma de Elección es equivalente
la existencia de funciones aditivas no lineales?

¿La existencia de funciones aditivas no lineales es equivalente
a la existencia de bases para QR?

¿La existencia de funciones aditivas no lineales implica la
existencia de automorfismos no continuos en C?
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Seŕıa interesante en un trabajo futuro, revisar si existe alguna
investigación donde se aborden tales preguntas y en caso de que
no, intentar explorarlas.
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[11] Carlos Ivorra Castillo. Teoŕıa de conjuntos. Notas en ĺınea.
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