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Resumen

?@V,% E estudia la dinamica de una cavidad optomecéanica en donde el enreda-

E %y miento cudntico resultante es analizado en el espacio fase mediante la
funcién Q o de Husimi. Dicho estudio toma en cuenta la interaccién entre dos
modos del campo electromagnético al interior de la cavidad con un espejo
acoplado a un resonador mecanico. En una primera etapa, mediante el uso del
método de factorizacion del operador de evolucién temporal se encuentra que
el estado inicial tripartito evoluciona a un estado enredado cuanticamente.
En una segunda etapa se introduce a la funcién Q como una herramienta en
el estudio del enredamiento de sistemas cuanticos permitiendo asi encontrar
colapsos y resurgimientos temporales del enredamiento cuantico del sistema.
Finalmente las desigualdades de Van Loock-Furusawa son utilizadas para
verificar que la funcién Q describe apropiadamente el comportamiento del
enredamiento cuantico del sistema.
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Introduccion

@) A inexistencia de una linea divisoria clara entre el reino cuédntico, gober-

Z nado por la ecuacién de Schrédinger, y el reino clasico, gobernado por
las leyes de Newton, [I] ha hecho posible aplicar el formalismo de la mecani-
ca cuantica a sistemas considerados fisicamente clasicos. Esta libertad en la
aplicacion de las leyes cuanticas permitié sentar las bases de la optomecanica
cuantica, cuyas ideas subyacentes se remontan al estudio de los detectores
de ondas gravitacionales en las décadas de 1970 y 1980 [3} 4] desarrollando-
se hasta ser un area activa y bastante amplia de investigacion involucrando
diversas subéreas [2]. El avance en esta area, tanto en el &mbito experimen-
tal como tedrico, ha permitido comprender y ampliar el conocimiento que
se tiene acerca de cualidades pertenecientes al régimen cuantico siendo una
de estas el enredamiento (6 entrelazamiento) cudntico, cuya existencia fue
mencionada por Schrodinger desde 1935 [5].

La importancia del estudio del entrelazamiento cuantico en los siste-
mas recae en las implicaciones que tiene directamente en el desarrollo de la
fisica cudntica [6] asi como sus aplicaciones potenciales en el campo de la in-
formacién y computacion cuéanticas [7]. Dicho enredamiento se puede dividir
en dos grupos: en el primero se consideran dos sistemas involucrados (siste-
ma bipartito) mientras que, en el segundo grupo se involucran tres (sistema
tripartito) o mds sistemas. Hasta donde se conoce en la literatura, la cuanti-
ficacion del entrelazamiento para sistemas bipartitos con variables discretas
se ha desarrollado satisfactoriamente hasta el punto en donde las medidas
de entrelazamiento son bien comprendidas, tanto para estados puros como

XV
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estados mixtos siendo, por ejemplo, la concurrencia una de estas [§]. Sin em-
bargo para el segundo grupo de sistemas se tiene un panorama totalmente
diferente pues el estudio de las propiedades asi como la cuantificacién del
entrelazamiento cuantico se vuelve mas complejo ya que no existe todavia
una teoria satisfactoria, especialmente en el caso de los estados mixtos. No
obstante lo anterior, se han alcanzado avances importantes en este rubro [9],
si bien es cierto, cuando se consideran variables continuas la complejidad
aumenta considerablemente.

Aunado a esto, una de las primeras consideraciones sobre el entrela-
zamiento de tres sistemas fue que si al tener un sistema 1 enredado con un
sistema 2 se podria compartir el enredamiento de este par hacia un tercer
sistema. Esta suposicion sirvié para la introduccion del concepto de entre-
lazamiento residual y de una medida de entrelazamiento respectiva para un
sistema tripartito[9], esta medida asigna una cantidad maxima de enreda-
miento para los estado GHZ(|GHZ) = (|000) +[111))/v/2) mientras que pa-
radéjicamente para los estados W ([IW) = (J001) + [010) + |100))/v/3) asigna
un valor de cero. Esto es una muestra de la complejidad y los problemas
que surgen al trasladar las medidas de entrelazamiento desarrolladas para
sistemas bipartitos a sistemas tripartitos.

Al mismo tiempo, de igual importancia es la generaciéon de entrelaza-
miento cudntico en nuevos sistemas pues es un area activa e importante de
estudio, especialmente en sistemas que pertenecen a escalas mesoscopicas y
microscépicas. Es aqui donde el trabajo realizado por C. Law [10] en el andli-
sis la interaccion del campo electromagnético con un espejo mévil acoplado
a un resonador mecanico juega un papel fundamental pues al hacer uso del
formalismo de la mecanica cuantica en este sistema optomecanico creé un
punto de partida que ha permitido proponer la obtencion de entrelazamiento
cudntico no solo en otros sistemas optomecanicos [11}; 12} [13] sino ademas en
sistemas electromecanicos [13]. En este contexto, se han analizado diferentes
tipos de sistemas, tales como: dos espejos méviles[I5], dos cavidades separa-
das espacialmente [16], dos cavidades en un interferémetro de Mach-Zhender
[17], también la generacién de estados no clasicos se ha estudiado [I8; 19; 20].
En estos casos diversas herramientas se han usado en la caracterizacion del
entrelazamiento cudntico, por ejemplo: entropia no lineal, negatividad, fun-
cion de Wigner, etc.

Retomando el caso de la generacion de estados cuanticos, se tiene que
Bose et al. [18] estudiaron la generacion de estados no clasicos tanto para
el campo electromagnético como en el espejo, en este analisis se tiene la
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posibilidad de crear el llamado estado gato de Schrodinger en el espejo. En
una primera etapa, el sistema comprende un modo de la cavidad y un espejo
movil, es aqui donde se predice la creaciéon de enredamiento cuantico y su
desaparicién al tiempo t = 27 para este sistema. Ademadas, muestran como
para el caso del espejo la funciéon de Wigner al tiempo ¢ = 27 se asemeja a
la funcion de Wigner para el tiempo t = 0 [I8], es decir, cuando no existe
entrelazamiento. En una segunda etapa, estudian la dindmica de dos modos
de la cavidad y un tnico espejo mévil, representados por estados coherentes,
encontrando que dichos modos se enredan con el espejo y se desenredan de
este para el tiempo t = 27. Cabe sefialar que la capacidad en la produccion
de estados no clasicos esta relacionada con el pardmetro k = g/w,, [18] que
involucra la constante de acoplamiento optomecanico g y la frecuencia de
oscilacion espejo wy,.

Considerando lo anterior llama la atencién, como senalaron Hao et al.
[29] y Liu et al. [30], que los trabajos en estos sistemas optomecénicos se han
centrado tradicionalmente en los regimenes en los que no se tiene en cuenta la
naturaleza intrinseca no lineal del acoplamiento optomecanico. Por ejemplo,
en un trabajo reciente de Asjad et al [31], donde el sistema consta de dos
modos de campo de la cavidad y un espejo moévil, los autores propusieron la
generacion de una compuerta cuantica de fase utilizando la aproximacion en
la que (afa)? = ata, es decir, se modifica el componente Kerr.

Si bien es cierto, que existe un gran avance tedrico la optomecéanica
cudntica también ha tenido en el &mbito experimental grandes logros tales
como: la creacion de estados cuanticos con el control y manipulacion del sis-
tema mecanico [21]; enfriamiento de un resonador mecénico hasta llegar a su
estado cuantico base, esto representé un gran avance que se logré hace casi
diez anos cuando distintos grupos alrededor del mundo completaron esta ta-
rea [22; 23; 24] y la produccién de una superposicién de estados cudnticos en
un resonador mecénico, analizado por Kleckner et al. [25]. Ademés, median-
te el uso de un circuito electromecanico se pudo generar experimentalmente
un estado enredado entre un oscilador mecanico y un campo de microon-
das propagandose [26]. Sumado a lo anterior, se ha logrado la obtencién de
correlaciones no clasicas entre fotones y fonones de un resonador mecanico
junto con un protocolo cuantico de informaciéon implicando la inicializacion
del resonador en su estado base y la generacién y recuperacion de las corre-
laciones no clasicas [27]. Recientemente, la retroaccién cudntica responsable
de la obtencion de muchos efectos cuanticos en los sistemas optomecanicos
cuanticos a logrado ser medida a temperatura ambiente [28§].

(A1)



XVIII Introduccién

En este trabajo de doctorado se realiza un andlisis de la dindmica
de una cavidad optomecanica considerando dos modos y un espejo movil
ademas de la inclusion de la no linealidad del acoplamiento optomecani-
co (efecto Kerr) en la evolucién temporal de este sistema. Como resultado
de dicha evoluciéon temporal se obtiene un sistema tripartito con entrela-
zamiento cudntico para el cual se propone la funcién de de Husimi como
herramienta para estudiar cualitativamente en el espacio fase dicho entrela-
zamiento llegandose a encontrar un comportamiento temporal de colapsos
y resurgimientos. Con el fin de verificar que la funcién de Husimi describe
apropiadamente el comportamiento del enredamiento cuantico del sistema
las desigualdades de Van Loock-Furusawa son utilizadas.

La estructura del trabajo es la siguiente: En el primer capitulo se
describe el sistema optomecanico y sus caracteristicas para luego calcular la
dindmica del sistema y obtener el estado final, el cual presenta enredamiento
cuantico. En el capitulo 2 se calcula la funcion Q para diferentes sistemas
bipartitos encontrandose que sirve como herramienta para analizar el entre-
lazamiento cuantico en el espacio fase. En el tercer capitulo se calcula la
funcion Q para el sistema de la cavidad y obtener informaciéon acerca del
comportamiento temporal del entrelazamiento cuantico. En el capitulo 4 se
introducen las desigualdades de Van Loock Furusawa para constatar los re-
sultados obtenidos por la funcién Q. Finalmente las conclusiones referentes
al trabajo son presentadas.




Cavidades optomecanicas

§@N este capitulo se estudia la dindmica de una cavidad optomecanica a
() partir del andlisis del fenémeno de presién de radiacion el cual juega
un papel primordial en la comprensién de la interaccién del campo electro-
magnético con la componente mecanica del sistema por lo que se discute
detalladamente. A raiz del estudio de dicho fenémeno surgen los elemen-
tos necesarios para obtener el Hamiltoniano encontrado por Law [10] y del
cual partieron Asjad, et. al. [31] para proponer el Hamiltoniano utilizados por
ellos. Una vez realizado este estudio se prosigue a calcular la evoluciéon tempo-
ral del sistema, inicialmente no enredado, aplicando el operador de evolucion
y el método de factorizacién propuesto por P. C. Garcia. y L. M. Arévalo
en [34] obteniendo un estado final enredado cudnticamente con propiedades
temporales de interés.

1.1. Cavidad optomecanica

El sistema considerado es una cavidad optomecéanica unidimensional
formada por dos espejos perfectamente reflejantes entre los cuales existe un
campo electromagnético. Uno de estos espejos es libre de moverse y esta
bajo la influencia de un potencial mecanico V' (q) ya que este se encuentra
acoplado a un resorte asi como bajo la accién del campo electromagnético
mediante el fenomeno de presién de radiacion en tanto que el segundo espejo
permanece fijo; las posiciones de los espejos movil e inmévil son = = ¢(t) y
x = 0 respectivamente. El sistema descrito previamente es mostrado en la
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figura [L.1]
Espejo fijo Espejo movible
Y Onda electromagnética
X
r=0 2(t) = a(1)

Figura 1.1: Cavidad optomecénica.

El estudio de la dinamica de este sistema sera detallado en las siguien-
tes lineas partiendo del analisis clasico del campo electromagnético al interior
de la cavidad para después analizar explicitamente su interaccion con el es-
pejo movil y asi junto al potencial mecanico involucrado obtener finalmente
la ecuacién de movimiento fundamental en el estudio realizado por Law [10].

1.1.1. Campo electromagnético en el interior de la ca-
vidad

El campo electromagnético en el interior de la cavidad se considera
propagandose en la direccion X con sus partes eléctrica y magnética sobres
las direcciones Z y Y respectivamente. Ademas por simplicidad se considera
una unica dependencia espacial, todo lo considerado anteriormente se indica
a continuacion:

E(x,t) = E(x,t)k, (1.1)
B(z,t) = B(x,t)]. (1.2)

Por otro lado, como se sabe, la dinamica del campo electromagnético esta des-
crita por las ecuaciones de Maxwell las cuales son:
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v-E = L2 (1.3)
€0

vV-B = 0, (1.4)
. OB
E = —-— 1.5

VX at7 ( )
. . OF

VXB = IM[)J'F/L()EO—. (16)

ot

Dichas ecuaciones conviene expresarlas en términos del potencial vectorial
A(7,t) y el potencial escalar V(7,t) para lo cual se requiere utilizar las defi-
niciones correspondientes:

" DA
E -vV - — 1.
i vV 5 (1.7)

B = vxA (1.8)

Con las definiciones [L.7] y [1.§| las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse de
la siguiente manera:

0 IR
VIV (V- A) = é, (1.9)
- 0?A - % .
(VQA—,LL()GOW)_V(V'A‘FIM()EOE) = —/,L()J. (110)

Con lo que se tiene una forma mas compacta para describir la dinamica del
campo electromagnético en términos de los potenciales vectorial y escalar.
Dichos potenciales no estan definidos de manera tnica debido a la libertad
en la eleccion de norma y en este caso conviene elegir aquella en donde se
cumple la condicién V-A = 0 (norma de Coulomb) la cual trae como resultado
que las expresiones anteriores adquieren la siguiente forma:

ViV o= = (1.11)
€0
; 924 ov ,
V2A_MOEOW_MOEOV(E) = —M()J. (112)

(A1)
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La solucién a la ecuacién [1.11] ya es conocida [[] y esta dada como:

1 ot
V@ﬂzM%fM:)MK (1.13)

La ventaja en la eleccién de la norma de Coulomb ahora resulta clara
pues dentro de la cavidad se tiene una densidad de carga igual a cero, p =0,
dando como consecuencia un potencial escalar nulo, es decir, V(7,t) = 0.
Considerando los resultados anteriores y el hecho de que tampoco existe una
densidad de corriente (J = 0) la ecuacién m adquiere la forma de una
ecuacion de onda:

.
27 - 1 0*A

2 o2’

donde ¢ = (poeg) /2 corresponde a la velocidad de la luz en el vacio. Adem4s
si se considera una polarizacién lineal y la dependencia espacial del campo
electromagnético la ecuacion se reduce a una ecuacion de onda escalar:

(1.14)

0?A  02A

02x Ot
donde se considera por simplicidad ¢ = 1. Esta ecuaciéon de onda contiene la
dindmica del campo electromagnético dentro de la cavidad en términos del
potencial vectorial.

Finalmente cabe mencionar que al no tener un potencial escalar es
posible que a partir de las identidades y el campo electromagnético
en el interior de la cavidad pueda ser escrito Unicamente en términos del
potencial vectorial como se indica en el siguiente conjunto de ecuaciones:

(1.15)

A(z,t) = Ak, (1.16)

E(z,t) = E@:—%l@, (1.17)

B(z,t) = VxA=—@%ﬂﬁﬁ=Bj (1.18)
X

Estos resultados seran de utilidad en el analisis realizado en la siguiente
seccion.

lyéase por ejemplo D. J. Griffiths y R. Collegue. (1999), Introduction to Electrodyna-

mics, (pp. 83-84), New Jersey, Prentice Hall
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1.1.2. Analisis del espejo movil

La dinamica del espejo movil es el siguiente paso en el estudio de
la cavidad optomecanica por lo que es necesario en principio encontrar la
ecuacion del movimiento de este. Dicha ecuacion debe considerar las fuer-
zas aplicadas, las cuales corresponden al resonador mecanico caracterizado
por potencial V(q) y a la fuerza generada por el campo electromagnético
en su interaccién con el espejo, esta ultima conocida como presion de radia-
cion. Considerando lo escrito previamente se puede escribir una ecuacion de
movimiento en principio genérica para el espejo mévil:

mq:Fmec+Fem7 (119)

donde m corresponde a la masa del espejo, g a la posicion instantanea y
los términos Fj,.. y F., corresponden a las fuerzas de origen mecénico y
electromagnético respectivamente. Dado que se conoce el potencial asociado
al resonador mecanico es posible reescribir la ecuaciéon de movimiento anterior
como:

qu—agy)+F@r (1.20)
Como se observa la componente mecénica de la fuerza total sobre el espejo es
obtenida directamente del potencial V' (¢), sin embargo, en el caso de la parte
electromagnética, Fi,,, su obtencién requiere de un analisis mas detallado el
cual serd expuesto en las siguientes lineas.
La fuerza que ejerce el campo electromagnético sobre el espejo mévil
es originada por el llamado fenémeno de presion de radiacion. La explicacion
de dicho fenémeno parte de la expresion para la fuerza de Lorentz:

f==(¢cE+KxDB), (1.21)

DO | —

donde f es la fuerza por unidad de area sobre la superficie, o la densidad de
carga superficial, K la densidad de corriente superficial; E v B son los campos
justo fuera de la superficie. El factor de 1/2 indica que se estd tomando el
valor promedio de los campos y las densidades de carga y corriente; esto
debido a que tan pronto como cruzan adentro del espejo su valor se vuelve
nulo.

En el caso de la cavidad los campos E y B ya son conocidos (ecuaciones
n y E respectivamente) asi que la obtencion de o y K se realizard a

(A1)
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continuacion mediante la aplicacién de las condiciones de frontera apropiadas
que a su vez pueden ser deducidas a partir de las ecuaciones de Maxwell en
su forma integral. La densidad de carga superficial o se deduce considerando
la ecuacion y la frontera entre dos medios considerada en la figura [1.2]

\£l7d&=Qnm- (1.22)

Figura 1.2: Campo D entre la frontera de dos medios.

Tomando en cuenta la superficie gaussiana en forma de caja contenida
en ambos medios, los valores del campo de desplazamiento eléctrico para cada
medio (D; y D) y un vector normal unitario 7 a la superficie de la tapa de
la caja se tiene que es posible obtener la siguiente relacion:

Dy-i-Dy-d=oa, (1.23)

donde el flujo lateral de la caja ha sido despreciado pues al acercar las tapas
de la cajas este tiende a cero. Como a corresponde al area de las tapas de la
caja se puede escribir @ = an resultando asi en la condicién de continuidad:

Dy-i-Dy-=o0. (1.24)

Aplicando un razonamiento analogo a la ecuacién

%i?dd:@ (1.25)
S

se obtiene la condicién de continuidad correspondiente al campo magnético:
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By-f - By =0. (1.26)

Las condiciones de frontera obtenidas anteriormente describen el com-
portamiento de las componentes perpendiculares de los campos en la frontera
entre dos medios. Ahora pasemos al caso de la densidad de carga superficial,
la cual se obtiene a partir de la condicién de continuidad considerando
que en el interior de la cavidad el vector de desplazamiento esta dado como:

Dl = €1E1 = GOEI%, (127)

en tanto que dentro del espejo no existe campo eléctrico teniendo como con-
secuencia un vector de desplazamiento nulo, es decir,

Dy =e3Ey = 0. (1.28)

Considerando la figura el vector unitario perpendicular a la superficie
esta representado como n = —i. por lo que se tiene que:

Dy -A-Dy-n=€Ek-(-1)-0-(-1)=0=>0=0, (1.29)

es decir, una densidad de carga superficial inexistente.
La conclusién inmediata del resultado anterior es que la fuerza ejercida
sobre el espejo proviene totalmente de la componente magnética del campo y
la densidad de corriente superficial llevando a que la ecuacion [1.21]sea escrita
como:
-1, -
f=§(K><B). (1.30)
La obtencién de la densidad superficial de corriente es realizada to-
mando en cuenta la ecuacién y un circuito que atraviesa la frontera entre
dos medios como se muestra en la figura [1.3]

L. d -
H-di=1 —/Dw 1.31
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n

Figura 1.3: Campo H entre la frontera de dos medios.

Conforme el tamano del circuito se haga mas pequeno y el circuito
colapse hacia la interfase entre los medios el flujo producido por el campo
D desaparecerd siendo posible despreciar este termino en la ecuacién y
concentrarse en la aportaciéon del campo H y la corriente I .. Tomando en
cuenta el lado izquierdo de junto a los campos H, y H, pertenecientes
a cada medio se tiene que:

jfﬁ-di:ﬂl-i—m.i, (1.32)
P

donde L corresponde al vector de longitud del circuito. Las contribuciones
laterales del circuito se han despreciado pues no generaran una aportacion
cuando circuito colapse hacia la frontera de los medios. Por otro lado, la
corriente es expresada mediante una densidad de corriente superficial como
se muestra a continuacion:

Ifm:/f(f-di, (1.33)

siendo la magnitud de dl un segmento del circuito por donde atraviesa la
corriente superficial y cuya direccién apunta perpendicular a la superficie que
encierra, en el sentido dado por el lazo de Ampere. Es conveniente reexpresar
dl en términos de L y el vector normal a la frontera de los medios, 7; tomando
de referencia la figura es posible escribir
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>

dl = dI

siendo L = |L| la longitud de un lado del circuito. Sustituyendo ahora el
resultado dado en [[.34] en la ecuacién [L.33] se tiene:

_, AxL _, fixL
I =/K-dl o
fenc f ( L ) f( L

usando ahora la identidad

(1.34)

f x

L Ax L Ax L Ax L
g E gt —dl(nx )
L 7| L] L L

)/dlzkf-(ﬁzz)L=Kf-(ﬁxZ),
(1.35)

A (BxC)=(AxB)-C, (1.36)
al dltimo término de la expresion anterior la corriente adquiere la forma

insertando este valor en la expresion de la corriente dada por la ecuacion |1.33
e igualando con se llega a la condicién de continuidad buscada, es decir,

Hy-L-Hy, - L=(K;xn)-L, (1.38)
eliminando el término L resulta en una expresion mas conveniente:
Kyxn=H'-Hl (1.39)

la cual, como se indica, se cumple sobre las componentes paralelas a la su-
perficie de la frontera en consideracion. Realizando un razonamiento analogo
en siguiente ecuacion:

e o d [
E-dl:——[B-d”; 1.40
yé}; dt Js “ ( )

la Ultima condicién de continuidad es obtenida:

El-El-o. (1.41)

La ecuacion [1.39] nos da la relaciéon entre el campo de intensidad
magnético H y la densidad de corriente superficial £¢. Dentro del espejo
se cumple Hy = 0 mientras que en el resto de la cavidad Hy = By/pg por estar
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en el vacio. Considerando los datos anteriores la condicién de continuidad
resulta en:

—

B N

— =Ky xn. (1.42)
Ho

Esta expresion permite obtener explicitamente la densidad de corriente rea-

lizando el siguiente producto:

— —

ﬁxE:ﬁX(KfXﬁ)zf(f:ﬁxﬁ, (1.43)
o Ho
donde fue usada la identidad
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B). (1.44)

La obtencién de la densidad de corriente en términos del campo magnéti-
co hace posible realizar la siguiente simplificacién en la ecuacién [1.30}
N | B\ - 1 -
f:—(KxB):—(ﬁx—)><B:——|B|2ﬁ, (1.45)
2 2 Ho 2410
en la obtencién del ultimo término se usé nuevamente [[.44. Como ¢ = 1
(unidades naturales) implica que ug =1y 72 = —1; la expresion final para la
fuerza aplicada al espejo adquiere la forma:

I TN
f =3B (1.46)

donde el valor campo magnético es sobre la superficie del espejo, = = ¢(t).
Escribiendo el campo magnético en términos del potencial vectorial A la
expresion anterior queda como:

2

F- 1 ‘QA(x,t)

2 Ox

Este tltimo resultado y el hecho de que la fuerza se dirige sobre la

direcciéon x hace posible escribir la ecuaciéon de movimiento [1.20pn términos
ya conocidos, es decir,

(1.47)

2, (1.48)

_E)V(q) . 1 ‘8A(x,t)
dq 2 ox

mqg =
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esta ecuacion es fundamental para el trabajo realizado por Law en la obten-
ci6n de la formulacién Hamiltoniana [10]. La importancia de este trabajo ra-
dica en las implicaciones que tuvo, pues dio una justificacion tedrica formal al
uso de sistemas optomecanicos como un nuevo camino para una comprension
mas profunda de la mecanica cuantica tanto para sus bases fundamentales
como sus cualidades, siendo el entrelazamiento cuantico una de estas.

1.2. Generacion de un estado enredado en
una cavidad optomecanica

El sistema, como se dijo al inicio de este capitulo, consta de dos es-
pejos, uno fijo y el otro mévil acoplado a un resonador mecanico; ademas
dentro de la cavidad formada por los espejos hay dos modos del campo elec-
tromagnético (MCE) que por el efecto de la presion de radiacién interactian
con el resonador mecanico, el Hamiltoniano correspondiente a este sistema
estd dado por [31]:

H = hwialay + hwsibay + hwnbtd + h(giala, + goadas)(b+01),  (1.49)

donde a; y &ZT (1 = 1,2) son los operadores de aniquilacién y creacién de los
MCE respectivamente, mientras tanto b y bt juegan el mismo papel para el re-
sonador mecanico; w; y w,, son las frecuencias de los modos electromagnético
y mecanico y finalmente g; es la constante i-ésima de acoplamiento opto-
mecanica correspondiente a un modo. Los operadores anteriores obedecen
las siguientes relaciones de conmutacion
la:,al]= (0,611 =1, [a:,4;] = [a],al] = 0. (1.50)
Observe que el Hamiltoniano esta principalmente dividido en dos par-
tes: los tres primeros términos corresponden a la parte libre, es decir, los
modos libres, mientras que el iltimo al término de interacciéon entre el reso-
nador mecanico y el MCE. El estado inicial no enredado que representa al
sistema esta dado por:

W) = %(|O>1+|1)1)(|0>2+|1>2)|ﬁ>7 (1.51)
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donde los primeros dos factores corresponden a los MCE formados por los
kets |0), y |1); correspondientes al espacio de Fock mientras que el resonador
esta representado por el ltimos término, estos es, el estado coherente |3).
Cabe senalar que los estados coherentes fueron introducidos por Schrodin-

ger y utilizados por Glauber [40; 41} 42] y Sudarshan [43]en sus estudios sobre

la cuantizacién de los campos electromagnéticos, dando asi origen a la 6ptica
cudntica. Dichos estados (coherentes) se suelen definir como eigenestados del
operador de aniquilacion, es decir:

b|B) = B13). (1.52)

donde 8 es un nimero complejo. Este estado esta representado en la base de
Fock en la siguiente forma [44]:

1) = e~ 318 i}%m. (1.53)

1.2.1. Factorizacion del operador de evolucién tempo-
ral del sistema

La dinamica del sistema para un hamiltoniano independiente del tiem-
po puede obtenerse a partir de la aplicaciéon directa del operador de evolucién
al estado inicial. Esta aplicacién en general no es sencilla, ya que la factoriza-
cion del operador de evolucion temporal suele ser una tarea complicada. Sin
embargo, para lograrlo, se usara el método revisado por P. C. Garcia Quijas
y L. M. Arévalo Aguilar [34]. En resumen, la evolucién temporal del sistema
expresado se obtiene aplicando el operador de evolucién temporal

U(t)=enH, (1.54)

al estado inicial |¥), como se indica en la siguiente expresién:

(1)) = U(1)V),, (1.55)

Para aplicar el operador de evolucién temporal es necesario factori-
zarlo por lo que para proporcionar claridad y comprension el método de
factorizacion sera seguido paso a paso en las siguientes lineas. Para esto es
conveniente reescribir el Hamiltonianno de la ecuacién [1.49 en la siguiente
forma:
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H=¢A+B+C+D), (1.56)

donde las siguientes definiciones han sido hechas,

it
£ = - (1.57)
A = hwdla, (1.58)
B = hwyalas,, (1.59)
C = hwnb'b, (1.60)
D = h(qalay +galas)(b+bh). (1.61)

De las definiciones anteriores surgen las siguientes relaciones de conmutacion:
[A,E] = [/AX,CA’] = [A,f)] = [E,C’] = [E,f)] =0. (1.62)

Considerando lo escritos lineas arriba es posible escribir el operador de evo-
lucién temporal de la siguiente forma:

U (t) = §(A+B+C+D), (1.63)

Ahora, usando las relaciones de conmutacion y la conocida féormula de Baker-
Camber-Hausdorff se obtiene la siguiente expresion:

U(t) = At Bt(CHD) (1.64)

Ya que el ultimo factor en involucra los operadores C y D es necesario
hallar la relacion de conmutaciéon entre ellos, la cual esta dada por la expresion
ulterior:

[C, D] = hw k(b - b) = E, (1.65)

donde el operador k= dlfl + dgé y las constantes d; = g;/w; han sido defini-
dos para simplicidad del cdlculo. Tomando en cuenta el resultado en el
método de factorizacién dado en [34] puede ser aplicado ya que [C, D] # 0.
Para realizar esto se definen las siguientes funciones:

F(€) = ef(CD), (1.66)
B(€) = el ©OF ch(OIC.D] (D f3(6)C (1.67)
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la primera es una funcién auxiliar mientras que la segunda corresponde a
la factorizacion propuesta. Estas definiciones pertenecen al primer paso del
método.

El segundo paso consiste en diferenciar (1.66|) y (1.67)) con respecto al

parametro £ para obtener en el primer caso
d%p(g) = (C+ D)efCHD) = (C+ DY F(¢), (1.68)

mientras que en el segundo

d Aol6) 1, ieri 1(OC.DT 1D fa(©)C
LR - fz(;) 12050 (O (1 (O1C.D] 26D F5(E)C
s ;(; ) (5@ [ 61, P (OICD1 12D 1)

+dfz—(§£)efo(f)i€2€f1 (OICDI e f2()D o f3(6)C

+dfz’l_(€€)efo(§)f€2€f1 (O[C.D 2(OD Pro s ©C (1.69)

Es necesario mover a la derecha la funcién F'(£), como en la ecuacion (1.68)
y para realizarlo, se deben hacer uso de las siguientes relaciones (ver [50])

AR = (efA Bet4) e84, (1.70)
N N “ A 2 A
cABe A = By y[A B]+ %[A, [A,B]]+..., (1.71)

después de un poco de algebra y con la ayuda de las siguientes relaciones de
conmutacion:

[C,E] = hwW2 D, (1.72)
[D, E] = 2hw,, k>. (1.73)

la ecuacién (|1.69)) se convierte en:
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ey - (IO o (O o o o ds(©)) 7
zh© = { T +( it —hwmfl(g)d—g)p

B _ e 0

( - noBE )

(dfO(g) 2hion £ (O L 4 w2 2(6)

o mf2<§>df3“))k2}F<a>. (1.74)

El tercer paso consiste en comparar los coeficientes de ((1.68)) y (1.74)), asi al
realizar la comparacion se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales

dfs(§)

i !
de(E) 2 2f(§)df3(€) = 1
d§
dfléﬁ) f(g)df:a(f) _ 0
dfo(§) df2(§) .2 3 f3(5)
d—€_2hwmf1(£) d + hPwp, fR(6) = hwm f3(6) =2 (1.75)

Las condicion inicial F'(0) = 1 implica que f,(0) = f1(0) = f2(()) = f3(0) =0,
esto permite resolver el sistema de ecuaciones diferenciales obteniendo las
siguientes soluciones:

sinh (hw,,&) cosh(hw,§) - hwmf

fo(§) = ) (1.76)
fe) - end) 1 (1.77)
() = Sthh(wM (1.78)
8 = & (1.79)
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en consecuencia el operador U(t) queda expresado como:

U(t) = e$AesBelo©OF o1 (OIC.D] o f2()D o f3(6)C (1.80)

Dado que el operador de la evolucién temporal expresado en ([1.80]) se apli-
cara al estado inicial, es necesario tener una expresion mas practica y simple;
para ello, los términos e/1(OICD] y ef2(0)D ge factorizardn usando de nuevo
este método. Realizando el algebra correspondiente, la expresion final para
U(t) viene dada por

U(t) = e&ieééeﬂk?6F2W6F3’;Begé, (1.81)

donde k haba sido definido como k = dy A + dy B siendo Fy(€), Fy(€) y F3(€)

las siguientes funciones:

F() = fol) - 5[FR©m2,

“2h fifa - F3(O)] (182
() = M(©hwm+ H(©), (189
F5(8) = —fi(©hwn + [2(8)- (1.84)

Estas funciones después de sustituir £ = —it/h y con algo de algebra toman
las formas ulteriores:

e~wmt — gt —1

Fi(t) = 2,2 , (1.85)
67iwmt _ 1

Fy(t) = T (1.86)
1 _ eiwmt

Fy(t) = Tho (1.87)

Con estos tltimos resultados, el operador U (t) puede ser finalmente aplicado
al estado dado por 3.1}

1.2.2. Estado final del sistema

El estado final del sistema, como se dijo anteriormente, se obtiene
aplicando el operador de evolucién temporal al estado inicial del sistema, es
decir, [W(¢t)) = U(t)|¥), , con esto se obtiene lo siguiente:

n’
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W) = 5| 100, (1018 + ), a(m, W] )

ves 1), (00,371 (m. R)| . £)

2 —-_— -_— k+1
teo|1), 220N (m, k)M (n, 1) (k, u) 18’k >)]

(1.88)

donde ' = Be~mt y |3’ k) = D(ﬁ’)|k) es un estado de niimero desplazado [45]
mientras que ﬁ(ﬁ’ ) = e b= corresponde al operador de desplazamiento
[AT: [43].

Las definiciones c; y Mj (m, k) fueron hechas por simplicidad y estéan
dadas como:

— g (M) F2(D)gi)™ e
M- 58 (P gy
¢ = e- it Fa(Dhg; B P (DA%} (1.90)

con j = 1,2. Las funciones Fi(t), F5(t)y F5(t) ya han sido definidas en las
ecuaciones ([1.85)), (1.86)) y (1.87]) respectivamente.

El estado final resultante [L88 es un estado cudnticamente entrelazado
pues no puede separarse en productos de estados individuales asociados a
cada componente del sistema como en el caso del estado inicial 3.1} Sin
embargo, en el tiempo ¢ = 0 este estado final se transforma en el estado
inicial.

Por otro lado, como puede verse, hay una periodicidad en el tiempo
para las funciones Fy(t) y F3(t) que afecta en el comportamiento del sistema
por lo que es de interés observar el comportamiento temporal para multiplos
del valor t = 27 /w,,. Asi pues, considerando lo mencionado anteriormente se
toman en cuenta los siguientes valores del tiempo:

21s
ty = —, 1.91
W, ( )

donde los valores s = 0,1,2,... corresponden a nimeros enteros, bajo estos
valores se cumple que
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F2(ts) :FS(ts) =0, (1‘92)

como consecuencia de lo anterior el estado final toma la siguiente forma:

1 —i2msry —i2mwsk2
() = 5|10, ([0, + e e L),

+e—i27rsr16—i27rsk% |1>1<’0>2 4 e—i27rs7"2 e—iQﬂskge—i%rs/ﬂkQ ’1)2) |5)
(1.93)

Se observa que en estos valores de tiempo t, el entrelazamiento cuantico se
produce unicamente entre los modos de campo dejando el modo mecénico
totalmente separado de estos. En este resultado se han hecho las siguientes
definiciones: r; = w;/w,, es la razén entre la frecuencia de un modo del campo
y la frecuencia mecénica mientras que k; = g;/wy, es la llamada constante
escalada de acoplamiento.

Es conveniente hacer un breve paréntesis y hacer notar de la importan-
cia de la constante k;, pues es usada en la literatura para indicar la intensidad
del acoplamiento creado por el fendémeno de presion de radiacion. El rango de
valores de esta constante permite dividir en dos grupos de interés de estudio
los sistemas optomecénicos: el régimen de acoplamiento fuerte para k > 1
y el régimen de acoplamiento débil con k < 1. La importancia de esta divi-
sién recae en que algunas propiedades cudnticas (como el enredamiento [15])
difieren si se considera un régimen o el otro. Inclusive aun estando en un mis-
mo régimen pueden obtenerse estados finales diferentes tan solo cambiando
valores especificos de k [18].

Continuando con el estado [1.93| obtenido para valores de tiempo %, se
tiene que por comodidad en el estudio a realizar se consideraran las siguientes
condiciones:

Wi =We=W=71 =Ty =T, (1.94)
%1 :g2=>k1 =]{72:k', (195)

asi el estado cuantico resultante toma la siguiente forma:
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1 —127ST ,—127S
w(t)) = 510}, (0}, + e ), )

+6—7j27r57’€—i27T8k32|1>1 (|0>2 + e—i?nsre—iﬁlﬂskﬂ|1>2)]|5>'
(1.96)

Se puede ver a partir de este resultado que cuando el valor de la constante de
acoplamiento pertenece régimen de acoplamiento fuerte, es decir, en la Ec.
ki1 = ko =k =1, el entrelazamiento cuantico desaparece completamente
como se muestra a continuacion:

() = % (10), + e72m=r11), ) (lo), + ei2m|1>2)]|ﬁ>. (1.97)

El estudio correspondiente para este sistema resultante en el espacio de fase
se llevara a cabo en el capitulo de la funcién de Husimi en una cavidad
optomecanica considerando los valores k =1y k = 1/2. Mientras tanto, en el
capitulo de las desigualdades de los van Loock se analizara el entrelazamiento
cuantico para este sistema.







Funcién @)

§E}§N este capitulo se introduce el uso de la funcién Q (o de Husimi) como
&) una herramienta para analizar una variedad de estados cuanticos me-
diante su comportamiento en el espacio fase. Esto es el punto de partida para
poder utilizar dicha funcién en la caracterizacion del estado final obtenido
en la dindamica de la cavidad. En una primera etapa se inicia por estados
de un solo sistema aplicando la definicion estandar en la literatura para esta
funcion [44]. En una segunda etapa, se analizan sistemas bipartitos, tanto
enredados como no enredados, introduciendo la definiciéon propuesta por K.
Banaszek y K. Wodkiewicz [48] por un lado y de S. Mancini, V.I. Man’ko
y P. Tombesi [49] por otro. Como en este caso la definiciéon involucra dos
variables complejas se tiene un obstaculo para realizar una representacion
grafica total del sistema por lo que es necesario dividir el estudio en casos
donde se considere solo una componente(real o imaginaria) de cada variable.

2.1. Funcién Q para un solo sistema cuantico

La funciéon (), o de Husimi, es una descripcién de la matriz de densidad
de un sistema a través de sus elementos diagonales en una base de estados
coherentes[44]. Su definicion es la siguiente:

Qo) = 1), 2.)

donde |a) es un estado coherente y p corresponde al operador de densidad
del sistema. Ademas cumple con la condicién de normalizacién

21
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f Q(a)d*a =1. (2.2)

Esta funcién sirve como una herramienta para analizar el compor-
tamiento en el espacio fase de un sistema cudntico, para ejemplificarlo se
considera los siguientes sistemas: un estado coherente y un estado de ntime-
ro. Cabe senalar que se tiene una variable compleja a por lo que el eje X
correspondera a la parte real de o mientras que el eje Y correspondera a la
componente imaginaria.

2.1.1. Funcién Q para un estado coherente

El estado coherente |3}, tiene un operador de densidad de la siguiente
forma:

p =8]8, (2.3)
por lo que la funcién de Husimi correspondiente esta dada por:
1 2 _ 1 2
Q(a) = —l{allp)I” = — exp(~|a: =A%), (2.4)

Su comportamiento en el espacio fase se muestra en la siguiente figura

Imaginary

4
-2 0 2 4 6
Real a

Figura 2.1: Gréfica de la funcién Q para un estado coherente.

2.1.2. Funcién Q para un estado de ntimero

El estado de nimero |n), tiene el siguiente operador de densidad:
p=In)nl, (2.5)

asi la funcion ) toma la siguiente forma:
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1 1 al?n
Q) = (ol = £ exp(-Ja) 2L, (2.
T e n
donde se uso:
@) = 73F 3 c ) (2.7)

Faris) g

R g l u“ % 7

. U "’q,_" ' E
o l"".'.q ,&g’
RE‘ﬂ (?0 N

4 Real a

Figura 2.2: Gréfica de las funcién Q para un estado de ntimero.

La funcién Q resulta una herramienta muy util para analizar estados
cuanticos en el espacio fase debido a que su definicién hace mas facil su calculo
respecto a otras funciones tales como: la funciéon de Wigner y la funcion P;
esta simplicidad de célculo a hecho posible su aplicacion a sistemas bipartitos
para el estudio de algunas propiedades de los sistemas cudnticos, [48; [49)].

2.2. Funcion () para dos sistemas

El uso de la funcion () en sistemas bipartitos en principio no es posible
usando la definiciéon dada en sin embargo usando las propuesta dadas por
K. Banaszek, K. Wédkiewicz [48] y S. Mancini, et. al. [49] es posible aplicar
esta funcién a los sistemas mencionados. La definicién correspondiente es la
siguiente:

Q(@,ﬁ)w = <a’5|€r122|ﬁ,a>7 (28)

donde |a, B) = |a),|8), contiene a las bases correspondientes de los estados
coherentes asociados a los sistemas 1 y 2 respectivamente. Como se observa,
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esta definicion sigue siendo una representacién de un sistema a través de
los elementos diagonales de la matriz de densidad considerando ahora dos
sistemas.

En la siguiente parte de este trabajo se analizaran sistemas biparti-
tos mediante la definicion [3.11] para lo cual se consideraran enredados y no
enredados cuanticamente. Ademés se consideraran que dichos estados estan
formados por estados de ntmero |n), estados coherentes |a) y por estados
de numero desplazados |a,n). Antes de proseguir es importante sefialar que
en este caso la funcién Q(«, )12 contiene dos variables complejas por lo que
para poder hacer una grafica sera necesario tomar una componente, real o
imaginaria, de cada variable dejando las demas componentes constantes, esto
permitird obtener mayor informacién de cada sistema.

2.2.1. Sistemas formados por estados de ntimero

Los primeros estados bipartitos a analizar corresponden a aquellos
formados por estados de numero |n) pertenecientes al espacio de Fock, en
los cuales seran considerados tunicamente los primeros dos estado, es decir,
0),[1).

Primer estado no enredado
El primer estado no enredado a considerar es el siguiente:
1

nel — \/E

cuya funcién de Husimi viene dada por

V) 10}, (10)5 + 1)) (2.9)

Qs = 5Qo(@)QuA(1+ Re(BY + Im{B?] (210
donde
Qo(@) = e l(Reta))>+(m{a))?) (2.11)
T
y similarmente para (Qo(3). Como se dijo con anterioridad se tomaran en

cuenta varios casos dependiendo las componentes a considerar de cada varia-
ble dejando las otras fijas, estos casos se muestran a continuacién.
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= El primer caso lo tenemos considerando las partes reales considerando
Re{a}y Re{S}, es decir, se tiene que Im{a} = Im{5} = 0. La condicién
anterior provoca que la funcién (2.10]) adquiera la siguiente forma:

1 e-[Re{a})? p-[Re{8}]?

Q(a, B)ner = 5 - [1+ Re{B}]% (2.12)

7

La grafica para este caso se muestra a continuacion:

Real 8

2
-3-2-10 1 2 3
Real a

Figura 2.3: Gréfica de la funcién Q(«, 3)ne1 para el estado no enredado |¥)

%m)l (10), +|1),) considerando Im{a} = Im{s} = 0.

nel —

= En el segundo caso se consideran unicamente las partes imaginarias de
a 'y ( tomando en cuenta la condicién Re{a} =0 = Re{3} la funcién
de Husimi resulta en:

—[Im{a}]? o-[Im{B}]?
Qo Bt = 5 ——— [l (I} (213)

™

La grafica obtenida es la siguiente:
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0.05
[}

> §0.04
g

£ Ho003
(0]

£ Ro02

1072

-3
-3-2-10 1 2 3
Imaginary a

Figura 2.4: Gréfica de la funcién Q(«, 3)ne1 para el estado no enredado |¥)

%\0)1 (10), +|1),) considerando Re{a} =0 = Re{3}.

nel —

» En el tercer caso se inicia con la condicién Im{a} =0 = Re{} y en
este caso la funciéon QQ obtenida es:

~[Re{a})]? o-[Im{B}]?
Qo Bher = 5 ——— (L (Im{F}?) (210

™

La grafica correspondiente en este caso es:

2,
0.05
1H (Lo}
> =0.04
04 g
£ B0.03
-1 ©
E R0.02
_2,
1072

3.2-10 1 2 3
Real a

Figura 2.5: Gréfica de la funcién Q(«, 3)ne1 para el estado no enredado |¥)

%|0>1 (|0)5 +[1),) considerando Im{a} =0 = Re{3}.

nel —

» Finalmente el caso correspondiente a la condicién Re{a} =0=Im{3}
lleva a una funciéon de Husimi de la forma:

1 e-[Im{a}? p~[Re{8}]?

Q(a, B)ner = 5 - [1+ Re{3}]%. (2.15)

™

a\o
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en cuyo caso la grafica es dada como se muestra a continuacion.

Real B8
[S)
o
a

2
-3-2-10 1 2 3
Imaginary a

Figura 2.6: Gréfica de la funcién Q(«, 5)ne1 para el estado no enredado |¥)

%m)l (|0), +|1),) considerando Re{a} =0 =Im{3}.

nel —

Segundo estado no enredado

Se continua con otro estado no enredado también formado por estados
de niimero:

V) e2 =%(\0)1+|1)1)(|0)2+|1>2), (2.16)

el cual, tiene asociada la funcion Q:

Q(a, B)nez = }LQo(Oé)[(1+Re{a})2+(fm{a})2]Qo(ﬁ)[(1+Re{ﬁ})2+(1m{ﬁ})2]-

(2.17)
Nuevamente mostraremos varias graficas en donde se consideran diferentes
partes reales e imaginarias para a y 3.

» Iniciamos con la condicién I'm{a} = Im{5} = 0 la cudl hace que la

funcién @ tome la forma:

1 e~ [Re{a}]? [Re{B}]?

Qe Buca = 3 ————[L+ (Re{a)) ———[1+(Re(8})?]. (219)

En este caso tenemos que la grafica correspondiente es:
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0.07

0.05

L e,
L g \-.;gb,,—..____
= RN
o,

¥,

o

Real 8

O:*QQ. ]
S 2
S 7 0.03
-/

1072

3
=2 ~3-2-10 1 2 3
= Real a

Figura 2.7: Gréafica de la funcién Q(a,S)ne2 = para el estado no enredado

[U), 00 = % (10); +11)1) (|0), +|1),) considerando Im{a} = Im{5} = 0.

» En el caso de la condicion Re{a} = 0 = Re{S} la funciéon de Husimi
resulta en:

1 e-[Im{a}])? ) e-[(Im{B}]? )
Qe Bz = 7 ———[1+ (I} ) ———[1 + (Im{3})?].
(2.19)
La gréafica obtenida es la siguiente:
0025
@,
| > §0.020
(]
| £ foo15
(_EU 1.x1072
5.x107°

3
-3-2-10 1 2 3
Imaginary a

Figura 2.8: Gréfica de la funcién Q(a, )ne1 para el estado no enredado |¥), . =
% (10); +11);) (|0)5 +|1)5) considerando Re{a} =0 = Re{S}.

» La condicién Im{a} =0 = Re{f} produce una funcién Q dada como:

e~[Re{a}]? e-[Im{B}]?

Q0B = 14 e} P L+ (Im5))2). (2:20)
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La gréafica obtenida es la siguiente:

0.04
RN
P > §oos
B ':':' O 5 oo
: Lot - > o
: "ﬁ’-‘:ﬁ%’,ﬁl}“ W& g
R SN |
SRR N Imasginary 3 10
o SR magmary /3 5
Ll — 2 LT
Real o 0 572 3-2 :?OI 1.2 3
- eal a

Figura 2.9: Gréfica de la funcién Q(«, B)ne1 para el estado no enredado |¥)
2(10); +1);) (|0}, + [1),) considerando Im{a} =0 = Re{B}.

ne2 —

= Por otro lado la condicién Re{a} =0 = Im{f} da lugar a la siguiente
funcién de Husimi:

1 e-lIm{a}]? -[Re{B}]?

Q0 Buer = L (I T 1+ ReAS) . (221)

La grafica obtenida es la siguiente:

Real B8

3
-3-2-10 1 2 3
Imaginary a

Figura 2.10: Gréfica de la funciéon Q(«, 3)ne1 para el estado no enredado |¥)
3 (10, +1);) (|0}, + [1),) considerando Re{a} =0 = Im{B}.

ne2 =

Primer estado enredado

Los casos anteriores corresponden a estados cuanticos no enredados
por lo que ahora toca el turno de estados cuanticos que presentan un enre-
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damiento. Se inicia considerando el siguiente estado:

1
W), = E(|O>1|1>2+|1>1|0>2) (2.22)

cuya funciéon Q correspondiente viene dada como:

QN = 5Qo(@)Qu(A)(Re{a} + Re{B))? + (Imfa} + Im{B})"] (2.23)

» Similarmente a los casos anteriores se inicia con la condiciéon Im{a} =
0 =Im{p} la cual produce la siguiente funcién asociada:

-[Re{a}]? o~[Re{B}]?

Qo B = 5 —————[Refa} + (B} (224)

la grafica de esta funcién se muestra a continuacion:

0.030
0.025
0.020
0.015
1.x1072
5 %1073

L)

Real B

L]

3
-3-2-10 1 2 3
Real a

Figura 2.11: Grafica de la funcién Q(«, B)ne1 para el estado enredado V), =
% (10),]1)5 +[1)1|0),) considerando Im{a} =0=Im{f5}.

» Anulando ahora las partes reales, es decir, Re{a} = 0= Re{(} se tiene
ahora la funcién ) dada como:

1 e-lIm{a}? p-[Im {8}

Qe et = 5 ——(Im{a}+ Im{B} (225)

™

en donde la grafica es:
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0.030
@
Q > J0025
S §0.020
3 . Kz, E
.. ‘3) 4 .f"‘ ’_'\--f-"ﬁi"ib, @ g 0.015
N = frro?
Rl et s R N e o 3
5 =grpiatary Vlmaginary f3 5.x10

3
2 -3-2-10 1 2 3

Imaginary a¥ %% _
i = Imaginary a

Figura 2.12: Grafica de la funcién Q(«, 8)ne1 para el estado enredado |¥),, =
% (10)4]1)5 +1]1)1|0)5) considerando Re{a} =0 = Re{3}.

= Si se considera ahora Im{a} = 0 = Re{f} vemos que la funcién de
Husimi adquiere las siguiente forma:

1 e~ [Be{a}]? o-[Im{B}]?

Qo) = 5 [(Ref))* + Im{B)?).  (226)

En este caso la grafica correspondiente es:

° 0.018
5 .
e 10 2 Ho.o14
\\ 0 g 2
t . f] = 1.x10"
' TR W) N &
- a0 I \-\‘:‘:a'ﬁ.?’ 1 ]
%%:% - %‘ﬂé‘;&%}‘@}? 1 E Q6.x10
e S ot aginary 52
o gy lmagnary 5 - 2.x10°
ZATAE A
Real o 572 32101 2 3

= Real a

Figura 2.13: Grafica de la funcién Q(«, 8)ne1 para el estado enredado |¥),, =
% (10);]1)5 +|1)1|0),) considerando Im{a} =0 = Re{S}.

» Finalmente para este estado cuantico enredado se tiene la condicion
opuesta al caso anterior, es decir, Re{a} =0 = Im{f3}, en este caso la
funcién Q es dada como:
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1 e-[Im{a}]? o-[Re{B}]?
Q0 Ba = 5 ——————[(Im{a}* + (Re(B)?].  (2:27)

La gréfica es en este caso:

+0.018
0.014

1.x1072

Real 8

6.x 1073

2.x1073

3
-3-2-10 1 2 3
Imaginary a

Figura 2.14: Gréfica de la funcién Q(«, 8)ne1 para el estado enredado |¥),, =
% (10)4]1)5 +11)1|0)5) considerando Re{a} =0=Im{3}.

Segundo estado enredado

Consideremos ahora un segundo estado cuantico enredado de la si-
guiente forma:

1
W), = E(|0>1|0>2+|1>1|1>2) (2.28)

En este caso la funcién Q correspondiente es:

Qa,B)ea = %Qo(a)Qo(ﬁ)[(l + Re{a}Re{} - Im{a}Im{3})?
+(Re{a}Im{B} + Im{a}Re{B3})?] (2.29)

» Iniciemos nuevamente con la condiciéon Im{a} =0 = Im{f} que a su
vez hace que la funcién de Husimi tome la forma:

1 e~ [Re{a}]? o-[Re{B}]?
Qs =5 ——— [+ Re(a}Re( ). (230)

Se tiene asi la grafica correspondiente:
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Figura 2.15: Grafica de la funcién Q(«, 8)ne1 para el estado enredado |¥) , =
% (10)4]10)5 +[1)41)5) considerando Im{a} =0 =Im{S}.

= Pasemos ahora a considerar uinicamente las partes imaginarias; para
esto se aplica Re{a} =0 = Re{f} lo que hace que se tenga una funcién
Q dada como:

e-[Im{a}]? o-[Im{B}]? 9
[1-Im{a}Im{B}]". (2.31)

Q(O_/, 5)62 = %

En este caso se tiene la siguiente grafica:

2
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> go0.04
o 0 2
004~ & / I’g s 5 Joos
] 2
906 ﬁ"%ﬁﬂ-&h S -1 £ fooz
LRI N o (02
SRS Vlmaginary 5
- LT o -
Real a0 Y - -3-2-10 1 2 3
- Real a

Figura 2.16: Grafica de la funcién Q(«, 8)ne1 para el estado enredado V) , =
% (10)4]10)5 +|1)1]1)5) considerando Re{a} =0 = Re{S}.

» Tomando ahora la condicién Im{a} =0= Re{} vemos que la funcién
de Husimi adquiere las siguiente forma:

1 e~[Re{a}]? o-[Im{B}]?

Qa,B)a = 5 —————[1+ (Re(a}Im{B)*). (232
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La gréafica en este caso es:

Ll

0.04{ &z .%‘;ﬁ %
0.0 L=zl |1 ‘\‘ 2
-\ %‘.’g{lﬁ“i" Y
0. 00 LB

h“%‘.".&. £ T .{I

S

iy et i

2
0.05
1 .
> H0.04
g
0f ° £ B0.03
[
—1 E R0.02
1072

3.2-10 1 2 3
Real a

Figura 2.17: Gréafica de la funcién Q(«, 8)ne1 para el estado enredado |¥), , =

1
7 (

|0),]0)5 + [1)4]1)5) considerando Im{a} =0 = Re{3}.

» Finalmente se toma la condicién Re{a} =0 =Im{f} y se observa que

la funcién Q toma la forma:

1 e-Um{a}]? o-[Re{B}]?

Q(Oﬁ /8)62 = 5

La gréafica en este ultimo caso es:

Ly iy e,
LA .."-'./,
S

[1+ (Im{a}Re{B})?]. (2.33)
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Figura 2.18: Gréfica de la funcién Q(«, B)ne1 para el estado enredado |¥), , =
% (10)4]0)5 + |1)4]1)5) considerando Re{a} =0=Im{3}.

Los estados considerados hasta el momento muestran una diferencia en la
funcién Q@ para estados no enredados ya que la funcion es de variables sepa-
rables caso contrario al caso de un estado enredado donde la funcién no puede
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separarse. En el caso de las graficas en aquellos casos donde se consideran las
componentes reales de cada variable se nota una diferencia entre un estado
entrelazado y uno no entrelazado. En efecto, en uno de los estados enredados
se observa una total separacion de la funcién Q en dos partes mientras que
en otro parece que tienden a separarse sin hacerlo plenamente, lo anterior no
sucede en los estados no enredados.

2.2.2. Sistemas formados por estados de ntimero y cohe-
rentes

En esta parte del trabajo se analizaran las funciones () correspondientes a
estados enredados y no enredados formados por estados de numero [0),, |1);;
y estados coherentes |¢),, |-¢), donde el valor ¢ se tomara constante (¢.) con
los siguientes valores en sus componentes: Re{¢} =1 = Im{¢}. Similarmente
a los casos anteriores se iniciarda estudiando un estado no enredado para
finalizar con un estado enredado.

Estado no enredado

El estado bipartito a considerar es el siguiente:

W)= 5 (e 0) 2 (0) + 1) (0ho+ 10)) (234)

cuya funciéon Q correspondiente viene dada como:

Q(, B)ng = i@o(a) (1+ Re{a})?+ (Im{a})? ]SeCh(’¢| )

{ 1 + ¢~ 2Re{Bo* }<COS[21m{6¢ }])]

Qo(53) x

+[e-2Re{ﬂ¢*}(sm[zfm{ﬁgs*}])] } (2.35)

Donde para ser mas explicitos se tiene que:

Re{f¢"} = Re{f}Re{¢} + Im{B}Im{s}, (2.36)
Im{p¢"} = Im{B} Re{¢} - Re{f}Im{¢}, (2.37)

(A1)



36 Capitulo 2: Funcién @

mientras que:

e~[(Re{a})*+(Im{a})?]

Qo(a) = : (2.38)

7

y andlogamente para Qq([3).

El siguiente paso consiste en representar la funciéon de Husimi en forma
grafica para observar su comportamiento, para esto se se hard una combina-
cién de las partes reales e imaginarias como se hizo en los estados anteriores.

» Se inicia con la condicion Im{a} = 0 = Im{f3} la cual produce la si-
guiente funciéon asociada:

1 6—[Re{a}]2 Sech(|¢|2) e_[Re{IB}P
X

Qa,B)ng = ZT[(1+R€{Q})2] 9 -

{[ 672Re{B}Re{¢}( sin[2Re{(}1 m{qﬁ}])]

+l1 + e‘2R€{B}R€{¢}(COS[ZRe{ﬁ}Im{ng}])] } (2.39)

la grafica de esta funcién se muestra a continuacion:

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

Real 8

3910701 2 3
Real a

Figura 2.19: Gréfica de la funcién Q(«, 3)ng para el estado no enredado V), =

L(1+€729) 2 (j0), +11),) ([6) +|-6),) considerando Re{¢} = 1 = Im{¢} y
Im{a} =Im{B} =0.




Capitulo 2: Funciéon Q) 37

= Anulando ahora las partes reales, es decir, Re{a} = 0= Re{5} se tiene
ahora la funcién Q dada como:

Sech(|¢|2) 6_[Im{6}]2
2 T

{[621m{6}1m{¢>}( sin[2Im{5}Re{¢}] )]

1 e-lIm{a}]?

Q(a, B)ng 47[1*' (Im{a})Q]

+l1 + e-2fm{ﬂ}fm{¢}(cos[zfm{ﬁ}Re{qs}])] } (2.40)

en donde la gréfica es:

0.35
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= R0.25
£
(=]
g 8015
0.05

32101 2 3
Imaginary a

Figura 2.20: Gréfica de la funcién Q(a, 8)ng para el estado no enredado V), =

(1 e97) 2 (10), + 1)) ([8); + |=¢);) considerando Re{g} = 1 = Im{¢} y
Re{a} = Re{B} = 0.

= Si se considera ahora Im{a} = 0 = Re{3} vemos que la funcién de
Husimi adquiere las siguiente forma:

1 @_[RE{O‘}]Q
4

Sech(|¢|2) e—[Im{ﬁ}]Q
2 T

{ le—zlm{ﬁ}lm{¢} ( sin[2Im{B}Re{¢}] )]

Q(aaﬁ)ng [(1 +Re{a})2]

+[1 v e 2im@Hmo) cos[QIm{ﬁ}Re{qﬁ}])]2}.(2.41)

(A1)
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En este caso la grafica correspondiente es:

_2l @®

—4]

Imaginary 8

3910701 2 3
Real a

Figura 2.21: Gréfica de la funcién Q(«, 3)ng para el estado no enredado V), =

(1) 2 (0, +[1),) (|€); + |-0),) considerando Re{g} = 1 = Im{g} y
Im{a} =0= Re{S}.

= Finalmente para este estado cuantico enredado se tiene la condicion
opuesta al caso anterior, es decir, Re{a} =0 = Im{/3}, en este caso la
funcion Q es dada como:

1 e-[Im{a}]? h(lo2) e-[RelB}1?
QoA = T 1 (o P

4
{le_me{ﬂmem( sin[2Re{ 8} Im{¢}] )]

+[1 - e‘ZRe{B}Re{‘z’}( COS[QRG{B}]m{qS}])] } (2.42)

donde la grafica correspondiente es:
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2] 035

0] « 8025
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-2} * Bois

-4 0.05
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Imaginary a

Figura 2.22: Gréfica de la funciéon Q(a, B)ng para el estado no enredado |V), g=
_1
L (1+€729F) 2 (j0), +11),) (|6); +[-6),) considerando Re{¢} = 1 = Im{¢} y

Re{a} =0=1Im{p}.
Estado enredado

El caso de un estado enredado se presenta a continuacion,

1
W) e = 7 ([0)11¢); +[1)1]=0)2) , (2.43)

siendo [0), y |1), estados de nimero mientras que |¢), y |-¢), corresponden
a estados coherentes. La funciéon de Husimi resultante para este sistema es
la siguiente:

1

Qo, e = §Q0(a)QO(5)e—l¢l2ezReww}X

{ll + 6—2Re{ﬂ*¢}(Re{a} cos[2Im{5*¢p}] - Im{a} sin[QIm{ﬁ*qb}])]

+[e‘2R€{ﬁ*¢}(Re{a} sin[2/m{5*¢}] + Im{a} cos[2] W{M}])] }

(2.44)
Donde para ser mas explicitos se tiene que:
Re{5" 6} = Re{B}Re{o} + Im{5} Im {0}, (2.45)
Im{B*¢} = Re{B}Im{o} - Im{B} Re{¢}, (2.46)
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mientras que:

e~[(Re{a})*+(Im{a})?]
Qo) = , (2.47)

7

y similarmente para Qo(f).
El orden de las graficas sera el mismo, es decir, por pares de las com-
ponentes reales o imaginarias de las variables involucradas.

= El primer caso lo tenemos considerando las partes reales considerando
Re{a}y Re{B}, es decir, se tiene que Im{a} = Im{5} = 0. La condicién
anterior provoca que la funcién (2.44]) adquiera la siguiente forma:

~[Re{a}])? o-[Re{B}]?

Q(Oé, ﬁ)nc 6_‘¢|262R€{,3}Re{¢}

s s

le
2

2
{ 1 + ¢ 2ReABIReld} Ref o) COS[ZRG{B}Im{gb}]]

+[€2RG{B}R6{¢}R€{Q} sin[2Re{ﬂ}Im{¢}]] } (2.48)

La grafica para este caso se muestra a continuacion:
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0.014

1.x1072

Real B

6.x1073

2.x1073

3
-3-2-10 1 2 3
Real a

Figura 2.23: Gréfica de la funcién Q(c, 5)ne para el estado enredado |¥), . =

% (10);|p)y + [1)1|-¢)5) considerando Re{¢} =1=Im{¢} y Im{a} =Im{B} =0.

= En el segundo caso se consideran inicamente las partes imaginarias de
a y B tomando en cuenta la condicién Re{a} = 0 = Re{} la funcién
de Husimi resulta en:
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Im{a}]? ,-[Im 2
Lt T o 2rmisyrmie)

Q(aa 5)nc =

™ ™

le
2
{ 1+ e HmiBHm9} [ {a) sm[QIm{B}Re{qb}]]

+[e‘21m{5}1m{¢}lm{a} cos[2]m{ﬁ}Re{¢}]] }.(2.49)

La grafica obtenida es la siguiente:
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< Roo14
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S W1.x1072
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3
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Figura 2.24: Gréfica de la funcion Q(c, 5)n. para el estado enredado |¥), . =

% (10)|#)y +|1)1|-¢)5) considerando Re{¢} =1=1Im{¢} y Re{a} =0= Re{f}.

= En el tercer caso se inicia con la condicion Im{a} = 0 = Re{3} y en
este caso la funciéon Q obtenida es:

Re{a Im
B L G G L

™

le
2
{[1 + e HmiBM9} Reln) cos[2[m{5}Re{¢}]:|

[ —2Im{B}Im{¢}Re{a} sln[2[m{5}Re{¢}]] }

(2.50)
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La grafica correspondiente en este caso es:
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Figura 2.25: Gréfica de la funcién Q(c, 5)n. para el estado enredado |¥), . =

% (0)116); + 1), ]-6),) considerando Re{o} = 1 = Im{@} y Im{a} = 0= Re{3}.

» Finalmente el caso correspondiente a la condicién Re{a} =0=Im{p3}
lleva a una funciéon de Husimi de la forma:

€7|¢|2 €2Re{IB}Re{¢}

1 e-[Im{a}? p-[Re{8}]?
2

™ ™

Q(a, B)ne
{[1 — ¢ 2RelBIRAS [ { o) sin[2Re{ﬁ}Im{¢}]] .

N _gRe{ﬁ}Re{¢}]m{C¥} COS[2R€{B}IWL{¢}]:| }

(2.51)

en cuyo caso la grafica es dada como se muestra a continuacién.
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Figura 2.26: Gréfica de la funcién Q(c, 5),. para el estado enredado |¥), . =

% (10),]6)y + [1),]-6);) considerando Re{@} = 1= Im{6} y Re{a} =0 = Im{3}.

Como se puede ver nuevamente la funcion Q tiene un comportamien-
to diferente dependiendo si el estado presenta entrelazamiento cuantico o no.
En el caso de un estado no enredado la funcién es de variables separables y
graficamente no presenta una separacion en los casos de las componentes con-
sideradas. En contraste al caso de un estado enredado en donde las graficas
en todos los casos presentan una separaciéon y la funcién no es de variables
separables.

2.2.3. Sistemas formados por estados de niimero y es-
tados de niimero desplazado

Se analizaran las funciones () correspondientes a sistemas bipartitos

(enredados y no enredados) formados por estados de numero |0),, |1),; y esta-

dos de ntmero desplazado |0, ¢),, |0, —¢),, nuevamente se considerard Re{¢} =

1 = Im{¢}, es decir, ¢. = 1+i. Siguiendo el orden usado en los casos anteriores

se comienza estudiando un sistema no enredado para después finalizar con
un sistema enredado.

Sistema no enredado

Se inicia con el siguiente sistema bipartito, no enredado:

)0 =5 (L 2P Ly(126)) 7 (00, +11),) (5,60, +19.-0),) (252
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en donde L;(|2¢]?) corresponde al polinomio de Legendre de grado . Para
este sistema se tiene la siguiente funcion Q:

(1+ 372‘¢|2L5(|2¢|2))7% Qo(@)la + 1PQo(B)e " x

B - ¢|26 e—2Re{Be"}
o! [ 18- o

>~ =

Q(Oé, 5)”5] =

2Re{Bo%)

(sin[Z[m{ﬁ(b*}]So((sa B,¢)

+cos[2Im{Bo* }]S1(4, B, ¢)):|

1 T2l B S0(8
+[ +W(008[ m{B¢"*}150(, 8, ¢)
—sin[ﬂm{w*}]slw,ﬁ,¢))] } (2.53)
Donde se tiene:
Re{B¢*} = Re{B} Re{¢} + Im{B}Im{s}, (2.54)
Im{p¢*} = Im{B}Re{¢} - Re{B}Im{¢}, (2.55)
Qo() = e l(Befa)*(mla}?] (2.56)

y similarmente para Qy(f). Ademéds por simplicidad se defini6

g ) -(2m+n
5.0.8.0)= 3 (5, JD™ (B ~I6R) ™ (rm{gor e

(2.57)
En este ultimo caso se tiene que n =0, 1.

Nuevamente la funcién de Husimi se calculara en diferentes casos y se
graficara en cada uno de estos.

» Se inicia considerando Im{a} = 0 = Im{B} por lo que Re{f¢*} =
Re{B} y Im{B¢*} = -Re{5}. Aunado a esto se tiene que recordar que
¢. implica que Re{¢} = 1 = Im{¢} por lo que se tiene la siguiente
funcion Q:
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—[Re{a}]? e [Re{B}]?

Qe By = i (1+e*Ls(8)) [+ Refa)

s onegy [(RegBY -2+ 1]
0!

{[ T Re{;‘?iiii g (s (231100, Be ), 00)

—cos[2Re{3}]S1(0, Re{5}, ¢c)):|

6_2R3{B}

+[1 : [(Re{B}-1)2+1]° ( cos[2Re{8}150(0, Re{f}, éc)

+sin[2Re{8}]5:(5, Re{ﬁ},gzﬁc))] } (2.58)

El siguiente paso consiste en realizar las graficas y ver como evoluciona
el sistema para diferentes valores de 0, en este caso se se tomaran los
valores 0 =0,1,2,3,4,6,8,10.
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Figura 2.27: Gréfica de la funcién Q(«,f)ny para el sistema no
|U),; considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Im{a} = Im{B} = 0 para
§=0,1,2,3,4,6,8, 10.

enredado
valores de
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= El segundo caso corresponde a Re{a} = 0 = Re{5}. En este caso se
tiene Re{B¢*} = Im{B} y Im{B¢*} = Im{B} por lo que la funciéon Q

toma la forma:

_1 e~[Im{a}]? -[Im{B}1?
Qo By = (14 La(®)) * (14 (Im{a})?]°

o-22Im{B} [(Im{B} -1)2+1]° o
0!

T

¢-2Im{(5)
{[ [(Im{B} -1)2+1]° (sin[27m{8}]S0(8, Im{5}, )

+cos[2Im{B}]S1(0, Im{5}, ¢c))]

+l1 : [(Im{eﬁ_?in {15)}2 i (cosl2Im{B)10(8, 1m{8). 6.)

—sin[2Im{}]S1(5, Im{B}, @))] } (2.59)

Ahora observemos las gréaficas para varios valores de § y ver como evo-
luciona el sistema.
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Figura 2.28: Grafica de la funcién Q(«,[)ny para el sistema no enredado
|U),; considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Re{a} = 0 = Re{f} para valores de
§=0,1,2,3,4,6,8, 10.
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= El tercer caso corresponde a la condicién Im{a} = 0 = Re{5} la que
produce nuevamente que Re{f¢*} = Im{B} y Im{B¢*} = Im{G}. La
funcién @ correspondiente es:

1 1 p-[Re{a}]? o-[Im{8})?
Q(a,B)ng = Z(1+e*4L5(8)) ’ [1+ Re{a}]?

o-22Im{B} [((Im{B} -1)2+1]°
0!

e-2Imi5)

(Im{B} -1)2+1]°
+cos[2Im{5}]5:1(, Im{ﬁ},@))]

(Im{By -1+ 1
~sin[2Im{8}]51 (6. Im{ﬁ},¢c>)] } (2.60)

e-2Im{5}
+l1 = (cosl2m{BY1S0(5. Im {5}, 60)

En este caso las graficas correspondientes son:
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Figura 2.29: Gréfica de la funcién Q(«,f)ny para el sistema no
|U),; considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Im{a} = 0 = Re{f} para
§=0,1,2.3,4,6,8, 10.
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= Finalmente se tiene que Re{a} = 0 = Im{f} la que produce nueva-
mente que Re{f¢*} = Im{B} y Im{B¢*} = -Im{B}. La funciéon Q

correspondiente es:

_1 elimi{a]? o-[Re{B)2

Qs Bg = (147 L)) [1+ (Im{a})’]

-2 2Re{B} [(Re{B} -1)2+1]°
0!

e—2Re{B}
X{l[ <Sln[2R6{6}]Sﬂ(5a R6{6}7¢C)

e

(Re{B}-1)2+1]°
—cos[2Re{B}]S1(0, Re{S}, ¢c)):|

(Re{p}-1)2+1]°
+sin[2Re{8}]S1(5, Re{ﬁ},d)c))] } (2.61)

e—2Re{B}
+l1 = (cosl2Re{8Y150(6. Re{5}, 60)

Las graficas correspondientes a este caso se muestran a continuacion:
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Figura 2.30: Grafica de la funcién Q(«,[)ny para el sistema no enredado
|U),; considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Re{a} = 0 = Im{f} para valores de

§=0,1,2,3,4,6,8, 10.
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Como se nota en las graficas al ir aumentando el valor de ¢ la funcién
Q se divide y «desplaza» sobre los ejes verticales que es donde se estan con-
siderando las componentes de la variable 3. Esta variable corresponde a los
valores de los elementos diagonales |5) del operador de densidad correspon-
diente a la representacién de los estados de niimero desplazado.

Sistema enredado

En el caso del siguiente sistema enredado:

1
NG (10)110, @), +[1)110,=¢),) (2.62)

la funcién de Husimi obtenida es dada en la siguiente forma:

¥)

1

Q(a, B)ge = éQo(Of)Qo(ﬁ)e

P 1% | 2Im{Be*}] + Im{a} sin 2Im{ 36" }]) So(0
+ 5 | (Rela} cos[20m {50} + Im{a} sin2Im{56°}])S0(5, 6.0)

+(Re{a}sin[2Im{B¢*}] - Im{a}cos[2]m{ﬁ¢*}])51(6,ﬂ,gb))]

EEE ( Re{a}cos[Q]m{ng*}]+]m{a}sin2]m{6¢*}])51(5,6,gzﬁ)

(
[ o-2Re{B¢*}
s

Re{a}sin[2Im{B¢*}] - Im{a} cos[2[m{5¢*}])50(6,5,gb))] }
(2.63)

Donde los elementos que conforman la funcién @) ya fueron definidos con
anterioridad.

= En analogia al sistema no enredado se inicia con la condicién Im{a} =
0 =Im{SB} que ocasiona que Re{f¢*} = Re{B} y Im{B¢*} = —Re{S}.

Teniendo en consecuencia la siguiente funcion:
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1@—[(Re{a})2] e—[(Re{B})1?] 2Re() [(Re{B}-1)2+1]° )
2 s s 0!

{ Re{oz}e‘QRe{B} (005[236{5}]50(57 Re{5}7¢c)

[(Re{B}-1)>+1]
—sin[2Im{3}]51(9, Re{ﬁ}aﬁbc))

Q(av B)de =

1+

2

elte{a}-2Re{p}

[(Re{B} -1)*+1]°

+

( cos[2Re{3}]51(0, Re{S}, b¢)

+sin[2Im{ 6"} S0 (5, Rewwc))] } (2.64)

Las graficas correspondientes a este caso son:
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Figura 2.31: Gréfica de la funcion Q(«,)ng para el sistema enredado |¥),,
considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Im{a} = Im{S} = 0 para valores de ¢ =

0,1,2,3,4,6,8, 10.




56 Capitulo 2: Funcién @

» El segundo caso corresponde a Re{a} = 0 = Re{}. En este caso se
tiene Re{B¢*} = Im{B} y Im{B¢*} = Im{B} por lo que la funciéon Q
toma la forma:

le*[(lm{a})ﬂ e-LUm{B)]?] 20m(5) [(Im{B} -1)2+1]° )

Q(a>ﬁ)de = 9 ju T ]

1+ Im{a}e (o) sin[2Im{B}]S0(0, Im{5}, ¢c)
[(Im{By - 12+ 1] S

—cos[2Im{}]51(d, Im{5}, ¢c))]

Im{a}e2im{B}
| ey -z ap | IR ) 0

+sin[27m{8*}]51 (5, fm{ﬁm))] } (2.65)

Las graficas correspondientes para este caso son:
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Figura 2.32: Gréfica de la funcion Q(«,)ng para el sistema enredado |¥),,
considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Re{a} = Re{B} = 0 para valores de ¢ =

0,1,2,3,4,6,8, 10.
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» El tercer caso corresponde a la condicién Im{a} = 0 = Re{5} la que
produce nuevamente que Re{B¢*} = Im{B} y Im{B¢*} = Im{G}. La
funcién @ correspondiente es:

Q(Oé, B)de =

le*[(Re{a})"’] e-LUIm{B)]?] 20m(5) [(Im{B} -1)2+1]° )
2 0 T 0!

+ Re{a}e_zlm{ﬁ} cos{zim m
“1[wmm—W+w( 21m{5)10(5 Im{ 5}, )

+sin[2Im{5}]51(d, Im{53}, ¢c))]

. Re{a}e2Im{p}
[

(Im{3} -1+ 11 ( cos[2m{8}11(6, Im{8}, ¢.)

~sin[27m{8*}]S0 (5, fm{ﬁ},cbc))] } (2.66)

Las graficas correspondientes para este caso son:
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Figura 2.33: Gréfica de la funcion Q(«,)ng para el sistema enredado |¥),,
considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Im{a} = Re{B} = 0 para valores de § =
0,1,2,3,4,6,8, 10.
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» Finalmente se tiene que Re{a} = 0 = Im{f3} la que produce nueva-

mente que Re{f¢*} = Im{B} v Im{f¢*} = —Re{f}. La funciéon Q
correspondiente es:

le*[(lm{a})ﬂ e-L(Re{8})1?] J2Re(5) [(Re{B}-1)2+1]° )
2 T T 0!

1+ Im{aje?Reld) sin[2Re{S}]50(d, Re{B}, b.)
[(Re{B) - 1)? + 1] R

Q(Oé, B)de =

2

—cos[2Re{S}]S1(0, Re{S}, Cbc))

[ Im{a}e2Rels}
il

(Re(d} — 172+ 1] ( cos[2Re{8}1S0(3, Re {5}, 6c)

+sin[2Re{ 36" }151 (6. Re{ﬁ},d)c))] } (2.67)

Las graficas correspondientes para este caso son:
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Figura 2.34: Gréfica de la funcion Q(«,3)ng para el sistema enredado |¥),,
considerando Re{¢} = 1 = Im{¢}, Re{a} = Re{B} = 0 para valores de ¢ =

0,1,2,3,4,6,8, 10.
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En este caso ademés de dividirse sobre el eje vertical, como en el caso de
un estado no enredado, la funcién Q se separa sobre el eje horizontal el cudl
se asocial a la base de elementos diagonales |a) asociados a la parte del
operador de densidad que representa a los estados de nimero. Al respecto, el
comportamiento en el eje vertical puede asociarse a los valores que adquiere
0 en los estados de niimero desplazado mientras que el comportamiento en
el eje horizontal puede considerarse como una detecciéon del entrelazamiento
cuantico de los estados de ntimero con los estados de niimero desplazado pues
un comportamiento similar se observa en el estado entrelazado compuesto por
estados de ntimero y coherentes.

Lo analizado en este capitulo permite mostrar que la funcion Q puede
usarse como una herramienta para analizar estados cuanticos entrelazados ya
que en el espacio fase se observa un comportamiento distintivo pues la grafica
de la funcién tiende a separarse como en la figura [2.15| o totalmente como en
las figuras 6[2.23} y en algunos casos hasta en tres partes [2.31] Aunado
a lo anterior la funcién de Husimi permite observar un desplazamiento en
aquellos casos donde el sistema bipartito contiene estados de ntimero des-
plazado. Finalmente es importante sefialar que esta funcién es de variables
separables cuando no existe enredamiento cuantico.




Funcion de Husimi para una cavidad
optomecanica

%@{N este capitulo se usa la funcién ) para analizar la evolucion en el
&) espacio fase del sistema cuantico correspondiente a la cavidad opto-
mecanica. En una primera parte de este capitulo se introduce una definicién
de la funcién de Husimi para un sistema tripartito la cual involucra tres
variables complejas, por lo que se introducen las condiciones necesarias pa-
ra poder representarla graficamente. Una vez hecho lo anterior se procede a
calcular dicha funcién para el estado inicial observando su correspondiente
comportamiento en el espacio fase. Finalmente se realiza el anélisis del estado
final obtenido por la dindmica de la cavidad, iniciando por su comportamien-
to temporal para luego hacer lo mismo en el espacio fase; en esta parte del
trabajo se consideraran tanto el acoplamiento fuerte como el débil.

3.1. Funcién de Husimi para una cavidad op-
tomecanica

3.1.1. Estado inicial y final para una cavidad opto-
mecanica

Antes de iniciar plenamente con la funcién de Husimi para un sistema
tripartito es conveniente recordar la siguiente informacién. El estado inicial
no enredado que representa al sistema esta dado por:

63
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), = 500+ 11,00}, + [1)15), (3)

donde los primeros los estados |0), y |1), representan a los modos del campo
(i = 1,2) mientras que el resonador es representado por el ultimos término, es
decir, el estado coherente |3). La evolucién temporal del sistema se obtiene
aplicando el operador de evolucién temporal,

U(t)=ent, (3.2)
al estado inicial |¥), como se indica en la siguiente expresién:

(1)) = U(0)),,. (3.3)

El Hamiltoniano correspondiente a este sistema esta dado por:

H = hwlcﬂ&l + hu@&;dg + hmeTB + h(gldiél + 92&12-&2)(6 + ET), (34)

donde a; y &ZT (¢ =1,2) son los operadores de aniquilacién y creacién respec-
tivamente para los modos del campo, mientras tanto b y bt juegan el mismo
papel para el resonador mecanico; w; y w,, son las frecuencias de los modos
electromagnético y mecanico; y finalmente g; es la constante i-ésima de aco-
plamiento optomecéanica correspondiente a un modo. Como resultado de la
evolucion temporal del sistema se obtiene el siguiente estado final,

() §l|o>1(|o>2|ﬁ'>+c2|1>2m<m,k>|ﬁ',k>)
+er[1), ([0), 31 (m, )|, k)

S _ !
+C2|1>262F1h 9192M2(m7k)M1(n71) (Z|+ ll') |B,7 k+ l))](35)

donde por simplicidad fueron hechas las siguientes definiciones:

_ S & (m\ (Fa(t)gih)™ e

R ] e e I
m=0 k=0 m:
¢; = o-iwit Fa(hg; B JF1 (Dh2g7 (3.7)

a\o
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con j = 1,2. Las funciones Fi(t), F»(t) y F3(t) son las siguientes:

e~twmt — gt —1

Fl(t) h2w2 9 (38)
e—iwmt _ 1

Bt = (3.9)
1 _ 6iwmt

Como se observa el estado cuantico inicial no enredado se transforma a un
estado cuantico enredado a causa de la evolucion temporal del sistema es
por lo tanto necesario analizar el enredamiento cuantico generado y el com-
portamiento correspondiente en el espacio fase, para esto se usara la funcién

Q.

3.1.2. Funcién Q para un sistema tripartito

En el capitulo anterior el andlisis en el espacio fase para sistemas
bipartitos fué realizado con la definicién propuesta por [48] y [49], es decir,

Q(a, f)12 = Wﬂ)

en donde |a, 5) = |ar),|3), son los estados coherentes asociados a la diagonal
de la matriz de densidad para los sistemas 1 y 2 respectivamente.

El caso de un sistema tripartito requiere considerar un tercer siste-
ma extra, por lo que resulta en cierta manera natural ampliar la definicién
anterior incluyendo ahora una base extra representada también por estados
coherentes para incluir el nuevo sistema, como resultado de este razonamiento
se tiene la siguiente definicion:

(3.11)

(a7U7V|ﬁcav|aaMal/>
7T3

Q(aa,ual/)cav = s (312)

donde peqy = [W)(V| corresponde al operador de densidad del sistema total
v la, i, v) = |u)|v)sla); son los correspondientes estados coherentes en el
espacio de fase de cada sistema. Se tiene por lo tanto, que |a) mapea el
comportamiento correspondiente del espejo, mientras que los kets |1), y |v),
mapean el comportamiento de los modos de cavidad. En consecuencia la
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funcién Q(«, p1,V)car depende de tres variables complejas (una para cada
sistema) por lo que para poder obtener representaciones graficas se tendran
que considerar casos en donde alguna de las variables se mantendra constante
dejando libre el par restante, en efecto, dichos casos son los siguientes:

= =constante.
s p=constante.

= p=constante.

Atn con las elecciones anteriores hay demasiadas variables que hacen
que la visualizacion en el espacio de fase no sea posible. Por lo tanto para re-
mediar esta situacién, solo las componentes reales de las variables a utilizar en
cada caso se tendran en cuenta. Ademas, como se hizo en el capitulo anterior,
el valor del estado coherente (asociado al resonador mecanico) sera conside-
rado como constante, es decir, Re{f} = 2 = Im{f}. Estas consideraciones
seran aplicadas en la graficacién de la funcién de Husimi tanto para el estado
inicial como el final.

3.1.3. Funcion Q para el estado inicial

El estado inicial del sistema, como se indico lineas arriba, es el siguien-
te:

V)i = %(|0>1+|1)1)(|0>2+|1>2)|ﬁ>7 (3.13)

usando la definicién [3.12] se obtiene la siguiente funcién Q:

Qo) = 1Qula - OQul L+ af QL +of,  (314)

donde

Qo) = e [(RelyP+(m{)?) (3.15)
T

Similarmente para Qo(v) y Qo(a - f3).

La expresién analitica de esta funcion hereda el comportamiento del
sistema para el cual fue calculada porque puede ser factorizada, es decir,
escrita como el producto de funciones que dependen cada una de la varia-
ble de espacio de fase correspondiente a cada sistema individual. Mas tarde
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se observara la contraparte para el sistema cudnticamente enredado. Pase-
mos ahora a observar el comportamiento grafico de dicha funcién para los
diferentes casos mencionados.

= [niciemos considerando el caso a = cte y observemos su comportamien-
to. Se tiene Re{a} =1 =Im{a}, Re{f} =2=Im{B} y Im{p} =0 =
Im{v}. El eje x corresponde a la parte real de p mientras que el eje y
corresponde a la parte real de v

3.0x1073
25x1073
2.0x1073
15x1073
1.0x107%
50x107*

O = N W A~

Real v

-1

-3-2-10 1 2 3
Real p

Figura 3.1: Gréfica de la funcién Q(«, i, ), para el sistema no enredado |¥),, =
(1[0); +61[1)1)(72[0)5 + 62[1)5)[B), con Re{a} =1=TIm{a}, Re{f}=1=1Im{B}y
Im{u} =0=Im{v}

» El segundo caso corresponde a v = cte, es decir, Re{v} =1 = Im{v},
Re{B} = 2 = Im{B} y Im{u} = 0 = Im{a}. Nuevamente el eje x
corresponde a la parte real de p pero ahora el eje y corresponde a la
parte real de a.

4
3 16x107*
2 5 m1.2x107¢
1 B B
0 ¢ B8.0x10

-1 40x107°

-2

-3-2-10 1 2 3
Real p

Figura 3.2: Gréfica de la funcién Q(«, i, ), para el sistema no enredado |¥),, =
(7110); +01[1);1)(72[0)4 + d2[1)5)[B), con Re{v} =1 =Im{v}, Re{B} =2 =Im{f}y
Im{p}=0=Im{a}
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» Finalmente tenemos el ultimo caso en donde pu = cte, es decir, Re{u} =
1 =1Im{u}, Re{B} =2=1Im{B} y Im{r} =0 =Im{a}. En este caso
el el eje |z corresponde a la parte real de v y el eje y corresponde a la
parte real de «

Real a

2
-3-2-10 1 2 3
Real v

Figura 3.3: Gréfica de la funciéon Q(«, p,v)i, para el sistema no enredado
(W) = (7110); +61[1)1) (72[0) +02[1),)[8), conp = cte, es decir, Re{p} =1 = Im{pu},
Re{f}=2=Im{p} y Im{v} =0=Im{a}

Cabe senalar que debido a que Q(a, i, v) pertenece a tres diferentes
subespacios se tiene un espacio dimensional de 6 variables lo que se presenta
en las graficas anteriores es un mapeo de dicho espacio a un espacio tridi-
mensional con el propdsito de visualizar la compleja estructura del espacio
original de mayor dimensién. Por ejemplo, en el caso a = cte, se toma el
subespacio asociado al espejo como constante y se analiza sélo en el com-
portamiento de los modos de cavidad representados por las variables p y v.
Esta misma division del estudio del espacio por partes sera considerado para
el estado final resultante anexando la variable temporal. Dicho anélisis de
subespacios seré llevado a cabo también en el caso de la funcién Q (v, p, v, t)
anexando el comportamiento temporal al estudio.
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3.1.4. Funcion Q para el estado final

El estado final resultante de la dindmica de la cavidad es el siguiente:
1 —
W) = 5[101(10)18) + ), Tam, )5 )

cs[1), ([0}, (m. )13, )

o |
vea[1), €209 T (m, k) I (n, 1) (Z'+zl') |ﬁ’,k+l})].

(3.16)

La funcién Q resultante de la definicion [3.12] para este estado esta dada como:

2

1 !
Q(a, p,v,t) = ZQO(M)QO(V)QO(C“_B M1+Q2+Q (1 + Q2€2F1g1g2h2) (3.17)
con Q1 y Q> las funciones siguientes:
Qi(p,a,t) = cypuxef2ohe’ (3.18)
Q2(V7 «, t) = CGU* €F292ha*7 (319)

en donde ¢y, ¢, F} y F5 ya han sido definidas con anterioridad. A diferencia
de la funcién Q(«, i, ) ésta no puede separarse en un producto de funciones
en el que cada una de ellas depende de una sola variable. No obstante lo
anterior, esta funcién en el momento ¢ = 0 se convierte en la funcién [3.14]

El analisis de la funcion se dividira en dos partes segin los valores
asignados a la constante de acoplamiento escalada, k, tomandose los valores
k=1/2y k=1 que pertenecen al régimen de acoplamiento débil y fuerte res-
pectivamente. En cada régimen se comenzara analizando el comportamiento
temporal para luego realizar lo mismo en el espacio fase. Para realizar el
analisis se usard un tiempo escalado por la frecuencia mecanica w,,, es decir,
t" = t/wy,,; recordemos que se esta aplicando las condicién w; = wy = w para
lo cual asignaremos valores para las frecuencias de w = 106 y w,, = 10® en
consecuencia r = 1013,

El comportamiento temporal se obtiene fijando las demas variables y
dejando Unicamente el tiempo como variable mientras que para el espacio
fase se tomaran nuevamente los casos:
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= =constante.
s py=constante.

= p=constante,

a diferencia del caso del estado inicial estas condiciones en el espacio fa-
se tienen una dependencia temporal por lo que se usaran los valores t =
0,7, 2w, 3m, 4w, 5,67, 7 para realizar el andalisis a tiempos fijos. Es impor-
tante senalar que estos valores seran indicados por lineas verticales en las
graficas temporales para poder tener una mejor visualizacién.

Acoplamiento débil g = =k = %

Como se indicé lineas anteriores se inicia con el analisis en el régimen
de acoplamiento débil iniciando con la parte temporal del comportamiento
de para luego pasar al espacio fase. En la etapa del espacio fase se inicia
con las graficas en 3 dimensiones usando inicamente las componentes reales
de las variables usadas a tiempos determinados de tiempo para luego realizar
lo mismo usando graficas de contorno permitiendo una mejor visualizacion.

= Se tiene el caso a = constante con las condiciones Re{3} =2 =Im{f}y
Im{p} =0=Im{r}. Adicionalmente para el comportamiento temporal

se considera Re{pu} =0= Re{v}.
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Figura 3.4: Gréfica en funcién del tiempo de la funciéon Q(a, p,v,t) i para el
estado enredado |V (t)) con Re{a} =1 =Im{a}, Re{f} =2 =Im{B}, Re{u} =
0=Re{v}y Im{u}=0=Im{v}.
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Figura 3.5: Gréafica de la funcion Q(«,u,v,t) para los tiempos t =
0,,2m, 3,47, 5m,6m, Tr escalados por wy,, = 10%. Con Re{a} = 1 = Im{a},
Re{B}=2=Im{B), y Im{u} =0=Im{v}.
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Figura 3.6: Grafica de la funcion Q(«,pu,v,t) para los tiempos t =
0,7, 27, 3m, 47, 5,67, 7 escalados por w,, = 103. Con Re{a} = 1 = Im{a},
Re{B} =2=Im{B}, y Im{u} =0=Im{v}.
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» El segundo caso, v = constante con Re{r} =1 =Im{v}, Re{8} =2 =
Im{B} y Im{p} =0 =Im{a} y para el comportamiento temporal se
considera ademas Re{u} =1 = Re{a}.
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Figura 3.7: Gréfica en funcién del tiempo de la funcion Q(a, p,v,t)in para el
estado enredado |¥(t)) con Re{v} =1 = Im{v}, Re{B} =2 =Im{B}, Re{u} =
1=Re{a}y Im{u}=0=Im{a}.
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Figura 3.8: Grafica de la funcion Q(«,p,v,t) para los tiempos ¢
0, 7,2, 3,47, 5, 6m, Tr escalados por w, = 103. Con Re{v} = 1 = Im{v},

Re{f}=2=1Im{B} y Im{u} =0=Im{a}.
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Figura 3.9: Gréafica de la funcion Q(«,u,v,t) para los tiempos ¢ =
0,7, 2m,3m, 47, 5,67, 7 escalados por w, = 103. Con Re{v} = 1 = Im{v},
Re{B}=2=Im{B}y Im{p}=0=Im{a}.
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» Finalmente para el caso u = constante; con Re{u} = 1 = Im{u},
Re{p} =2 =Im{B} y Im{v} = 0 = Im{a}. Para realizar la grafica
temporal se considera también Re{r} =1= Re{a}.
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Figura 3.10: Grafica temporal de la funcién Q(«, p,v,t) i, para el estado en-
redado |¥(t)) con p = cte, i.e. Re{u} = 1 = Im{u}, Re{B} = 2 = Im{S},
Re{v} =1=Re{a} y Im{v} =0=Im{a}.
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Figura 3.11: Grafica de la funcion Q(a,p,v,t) para los tiempos t

0,,2m, 3,47, 57,61, Tr escalados por w, = 103. Con Re{u} = 1 = Im{u},

Re{f} =2=Im{B} y Im{r} =0=Im{a}.
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Figura 3.12: Gréfica de la funcion Q(a,p,v,t) para los tiempos t =

0,7, 27, 3m, 47, 5,67, 7 escalados por wy,, = 103. Con Re{u} = 1 = Im{u},

Re{B}=2=Im{B} y Im{v} =0=Im{a}.
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Como se pudo observar la funcién Q(«, u,v,t) tiene un periodo de
471 por lo que es valido suponer que a partir del inicio de la dinamica del
sistema surge enredamiento cuantico el cual colapsa al tiempo t = 47 para
luego resurgir e iniciar nuevamente este proceso. El comportamiento en el
espacio fase muestra que existe un enredamiento cuantico en algunos valores
de tiempo pues la grafica se divide en formas similares a como sucedi6 en los
casos de estados entrelazados del capitulo anterior.

Acoplamiento fuerte g=w,, > k=1

Ahora corresponde el turno al régimen de acoplamiento fuerte para lo
cual se seguird el mismo orden del caso débil.

= Se inicia nuevamente con « = constante con las condiciones Re{} =2 =
Im{B} y Im{u} =0=Im{r}. Adicionalmente para el comportamiento
temporal se considera Re{u} =0= Re{v}.
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Figura 3.13: Gréfica temporal de la funcién Q(«, i, v, t) para el estado enredado
[U(t)) con Re{a} =1 = Im{a}, Re{f} =1 = Im{B}, Re{u} = 0 = Re{v} y
Im{u} =0=Im{v}.
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Figura 3.14: Gréfica de la funcion Q(a,pu,v,t) para los tiempos ¢
0,7, 2m,3m, 47, 5,67, 77,8 escalados por el factor wy, = 103. Con Re{a} =1

Im{a}, Re{} =1=Im{8} y Im{u} = 0= Im{v}
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Figura 3.15: Gréafica de la funcion Q(a,p,v,t) para los tiempos t
0, 7,27, 37,47, 57,67, 7,87 escalados por el factor w,y,
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» El segundo caso v = constante con Re{v} =1 = Im{v}, Re{B} =2 =
Im{B} y Im{u} =0 =Im{a} y para el comportamiento temporal se
considera ademas Re{u} =1= Re{a}.
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Figura 3.16: Grafica temporal de la funcién Q(«, i, v,t) para el estado enredado
|U(t)) con Re{v} =1 = Im{v}, Re{B} = 2 = Im{B}, Re{u} = 1 = Re{a} y
Im{p} =0=Im{a}.
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Figura 3.17: Grafica de la funcion Q(a,p,v,t) para los tiempos t

0,7, 2m, 3w, 4m, 5,67, 7w, 87 escalados por el factor wy,, = 103. Con Re{v} = 1
Im{v}, Re{f} =2=Im{B} y Im{p} =0=Im{a}.
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Figura 3.18: Gréfica de la funcién Q(a,pu,v,t) para los tiempos

0,7, 27, 3w, 4x, 5,61, 7w, 87 escalados por el factor w,, = 10%. Con Re{v} =1

Im{v}, Re{B}=2=Im{B} y Im{p}=0=Im{a}.
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» Finalmente el caso p = constante; con Re{u} =1 = Im{u}, Re{S} =
2=Im{B} y Im{r} =0=Im{a}. Para realizar la grafica temporal se

considera también Re{r} =1= Re{a}.
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Figura 3.19: Grafica temporal de la funcién Q(«, i, v, t) para el estado enredado
|U(t)) con pu=cte,i.e. Re{u} =1=Im{u}, Re{B} =2=Im{B}, Re{r} =1= Re{a}
y Im{v} =0=Im{a}.
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Figura 3.20: Gréfica de la funcion Q(a,pu,v,t) para los tiempos ¢

0,7, 27, 3m, 4m, 5,61, 7w, 8w escalados por el factor w,, = 103.Con Re{u} = 1
Im{p}, Re{f} =2=Im{B} y Im{r}=0=Im{a}.

(9]



Capitulo 3: Funciéon de Husimi para una cavidad optomecanica 87
30x107° 1.x1073
-3
- e . ~ §8.x10™
= B20x10 5
? . o HBe.x10
e §15x10 o
10x10-2 4.x10™
50x10°4 2.x107
Real y Real p
30x107° 1.x1073
-3
- e . ~ §8.x10™
= B20x10 5
? . o HBe.x10
e §15x10 o
10x10-2 4.x10™
50x10°4 2.x107
Real y Real p
3.0x1073 1.x1072
-3
- e . ~ §8.x10™
= B20x10 5
? . o H§e.x10
e §15x10 o
10x10-2 4.x10™
50x10°4 2.x107
Real y Real p
3.0x107° 1.x1073
-3
- 25"103 N 8."1074
< B2.0x10 5
3 . ¢ fe.x10
x §15x10 o
1.0x 1072 4.%107¢
50x 107 2.x107
4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4
Real y Real p
Figura 3.21: Gréafica de la funcion Q(a,p,v,t) para los tiempos t =

0,7, 2m,3m, 47, 5,67, 7m, 8 escalados por el factor wy, = 103. Con Re{u} = 1

Im{p}, Re{f} =2=Im{B} y Im{r} =0=Im{a}.
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En este régimen de acoplamiento fuerte, la funcién Q(«, u, v, t) mues-
tra un periodo temporal de ¢t = 27. Esto implica que el comportamiento
del enredamiento cuantico de colapsos y resurgimientos temporales ocurre
de forma similar al caso del acoplamiento débil solo que en un tiempo me-
nor. En el caso del espacio fase nuevamente se tienen graficas que muestran
entrelazamiento cuantico para algunos valores temporales.

La definicién propuesta de la funcién Q para un sistema tripartito y
su consecuente aplicacién como herramienta de analisis de estados cuanticos
ha probado tanto su utilidad como su alcance, pues ha permitido obtener
resultados relevantes gracias al estudio cualitativo hecho en el espacio fase
correspondiente. El primero de estos resultados recae directamente sobre el
comportamiento temporal del enredamiento cuantico pues se ha podido con-
cluir que presenta colapsos y resurgimientos segun el sistema evoluciona a
través del tiempo. En este contexto, un segundo resultado indica que el pe-
riodo temporal mencionado esta determinado directamente por el valor de la
constante de acoplamiento escalada, k. Aunado a lo anterior, en el espacio
fase ha sido posible encontrar valores del tiempo en los cuales la grafica de la
funcion de Husimi distingue enredamiento cuantico presentado en el sistema,
lo cual en algunos subespacios (fijando una variable) del sistema se hace mas
notorio.

Aun cuando los resultados obtenidos en este capitulo son significati-
vos es necesario probar que efectivamente la funcién Q propuesta describe
adecuadamente las caracteristicas del enredamiento cuantico. Con el obje-
tivo de realizar esta veririficacién, en el siguiente capitulo se emplearan las
desigualdades de Van Loock-Furusawa en el estado final de la cavidad, estas
desigualdases han probado su utilidad para examinar enredamiento cuantico
tanto en sistemas bipartitos como tripartitos [38].




Desigualdades de Van Loock Furusawa para
una cavidad optomecanica

%@{N este capitulo se utilizardn las desigualdades de Van Loock Furusawa
&) con el objetivo de verificar los resultados obtenidos con la funciéon Q en
el sistema tripartito. En una primera etapa se da un breve repaso de las cua-
lidades del enredamiento tripartito para luego introducir las desigualdades
de Van Loock Furusawa. En una segunda etapa se calculan dichas desigual-
dades para el estado final procediendo a realizar el anélisis nuevamente en los
casos del régimen de acoplamiento débil y fuerte. Finalmente se comparan
los resultados obtenidos con aquellos resultantes de la funcion Q.

4.1. Enredamiento en tres sistemas cuanticos

La cuantificacién del enredamiento cuantico en sistemas tripartitos es
mas complejo que sistemas bipartitos y ademas presenta caracteristicas que
estos ultimos no poseen. Por ejemplo, si un sistema 1 se enreda al méaximo con
un sistema 2 entonces no puede entrelazarse simultdneamente con un tercer
sistema [9]. Asimismo, si el sistema 1 no estd enredado al maximo con otro
sistema puede compartir una cantidad de enredamiento con un tercer sistema
a través de la igualdad Cf(%) = C%, + C%; + T1a3, donde Cy es la concurrencia
entre el sistema 1 y el sistema 2; Ci3 es la concurrencia entre el sistema 1 y el
sistema 3; y Cy(23) es la concurrencia entre el sistema 1 con el par de sistemas
(23) considerados como uno solo. El término 74p¢ indica el enredamiento
residual [9], una propiedad colectiva de los tres sistemas. En consecuencia, el

39
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entrelazamiento entre el sistema 1 con el sistema en conjunto(23), es decir,
Ci(23) se da a través de tres componentes: el entrelazamiento con 2 (C%),
el entrelazamiento con 3 (C%;) y un entrelazamiento general entre los tres
sistemas 7qs3.

Aunado a esto,W. Diir. et. al. [35] demostraron que tres qubits pueden
entrelazarse sélo de dos maneras no equivalentes. Inicialmente, demostraron
que dos estados [¢) v |¢) son equivalentes bajo operaciones estocésticas lo-
cales y de comunicacién clasica (SLOCC por sus siglas en inglés) si existe
un operador local invertible que transforman uno en el otro, es decir, si
) = A1 ® B ® C-1|¢). En una segunda etapa, muestran que las SLOCC
dividen el entrelazamiento de sistemas tripartitos con variables discretas en
seis clases no equivalentes: i) la clase A : B : C, ii) la clase A : BC, iii) la
clase B : AC, iv) la clase C' : AB, v) la clase W, y finalmente, vi) la clase
GHZ. La primera clase no posee entrelazamiento, mientras que, las clases
dos a cuatro lo poseen unicamente entre dos qubits, en tanto que, las dos
ultimas clases tiene un auténtico entrelazamiento de tres qubits. En este sen-
tido cabe mencionar que exite una clasificacion alternativa para el caso de
sistemas con tres variables continuas, la cual se restringe a estados gausianos
de tres modos G. Giedke et al. [36} B37].

Por otra parte, en el estudio del entrelazamiento cuantico para siste-
mas con variables continuas Lu-Ming Duan y otros [33; B8] propusieron en
el caso de sistemas bipartitos las siguientes desigualdades:

V(Xi+ X))+ V(Y- Y;) > 4,

V(X - X))+ V(Y;+Y;) 2 4, (4.1)
donde V(X;) corresponde a la varianza; mientras que X; = a; + al y Y; =
—i(dﬁ&j son operadores. La violacion de cualquiera de estas desigualdades es
una confirmacion de enredamiento cuantico genuino. Es conveniente senalar
que se ha seguido la convenciéon dada por M.K. Olsen [3§].

Para el caso tripartito a partir del trabajo realizado por Peter van
Loock y Akira Furusawa [32] han sido obtenidas las siguientes desigualdades
[38]:

Vie = V(Xl _XQ) +V(}A/1 +3A/2 +93Y/3) >4,

Vis = V(Xl—X3)+V(?1+92§A/2+%)Z4,
Vag = V(Xy—=X3)+ V(g Vi +Yo+V3)>4 (4.2)

a\o
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una vez mas se ha utilizado la convencién que aparece en la referencia [3§].
La violacion de cualquiera de dos desigualdades es una confirmacién de en-
redamiento cudntico. Las contantes g; son obtenidas de la siguiente forma:

V(N Ye) + V(V1,Y3)

g1 =

V(Y1)
L VOLT) V(LT
V(Y2)
V(Y1,Y3) + V(Y Y
g3 = - ( 1, 3)+A (27 3) (43)
V(Y3)

donde V (A, B) = ((AB + BA)/2) - (A)(B) es la covarianza.

Hay una divergencia adicional en la teoria del entrelazamiento en
cuanto a si el entrelazamiento se produce o no en variables discretas-discretas
(DD-entanglement), variables continuas-continuas (CC-entanglement) o en
variables continuas-discretas (DC-entanglement) [39]. En cuanto al enreda-
miento de variables continuas-discretas (DC-entanglemen) también llamado
enredamiento hibrido [39], van Loock et. al. han demostrado que para el caso
tripartito donde hay dos subsistemas discretos y uno continuo, el espacio de
Hilbert original H7 ® HE ® HS se comporta como un espacio de Hilbert
discreto 7-[;?1 ® 7-[(?2 ® HC%@ 4, 139 Por lo tanto, para este caso particular es
posible utilizar medidas de enredamiento discretas-discretas [39].

Con el fin de calcular las desigualdades de Van Loock se han calculado
los valores promedio siguientes:

(X)) = %e—ész(tV(cos[wlt+g(t)h29f)]

+cos[wt + £(t)h2g? +2§(t)h2glgg)]), (4.4)

<X2) - %e—éngz(tﬂ(COS[th +§(t)h2g§)]
+cos[wsyt + £()h2g3 +2§(t)h29192)]), (4.5)
(X3) = %[2(3' +37) + hgr + g2) (Fa(t) + F5 (1))], (4.6)
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(Y1) = —%e—élwmf(sin[wlt+§(t)h293)]
vsinfunt + E(RGE + 26 (D)W%0102)]). (47

(Vo) = —%e—élgath(t)lg(sin[wzt +E(H)h?g3)]
+sinf[wyt + £(t)h2gs +2§(t)h2g1g2)]), (4.8)

(V) = —5[208" = 8") + h(gr + ) (Fa(t) = F5 (1)),
(4.9)
donde la funciones Fy(t) y &(t) son las siguientes:
e—iwmt -1

Fy(t) = P (4.10)

(1) = sin[w};ﬂ; wmt7 (4.11)

ademas se calcularon los valores promedio del cuadrado de los operadores:

(R2)=(77) = (X2) = (1) =2, (112)

(R3) = L[4+ 1208+ 57 + h(B(D) + F ()P
(gt + BF) + F5 (O] (113)

(%) = Z[4-[205' ~5) + h(B(1) ~ F5 ()]
(e + RF) - F (D1 (114)

En el caso de nuestro sistema en particular se tiene el incumplimiento
de la desigualdad Vis es una condicién suficiente para asegurar la insepara-
bilidad de los modos de las cavidades, y es un criterio para el éxito de la
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realizacion de un protocolo cuantico entre estos modos. El caso de la vio-
lacién de la desigualdad Vi3 corresponde al enredamiento entre el modo 1
del campo y el resonador mecanico, mientras que la desigualdad V;3 hace lo
propio con el modo 2 del campo y el resonador.

Antes de pasar al analisis del sistema usando las graficas de las de-
sigualdades de van Loock-Furusawa es necesario tomar en cuenta que con el
propdsito de realizar una comparacion directa con los resultados obtenidos
por la funcién Q se usara nuevamente la condicion wy = ws = w, y los valores
de las frecuencias w = 1016 y w,,, = 103 para los campos y el resonador mecani-
co respectivamente, asimismo se consideran los casos en los que la constante
de acoplamiento escalada toma los valores k = 1/2 y k = 1. Ademaés, se usara el
tiempo escalado por la frecuencia del mecanica ¢ = t/w,,. Finalmente, se ha
indicado con una linea horizontal el valor 4 que corresponde al valor inferior
de las desigualdades 4.2| para visualizar eficazmente aquellas zonas que al
estar debajo de esta linea incumplen la desigualdad correspondiente.

4.1.1. Acoplamiento débil g == =k = %

Se inicia en el régimen de acoplamiento débil con k = %, la gréaficas
de la desigualdades Via, Viz y Vas estén dadas en las figuras N
respectivamente.

Figura 4.1: Desigualdad Vj5 para el estado |¥(¢)) en el acoplamiento débil k = %
con el tiempo escalado ¢ = t/wy,.
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Figura 4.2: Desigualdad Vi3 para el estado|¥(¢)) en el acoplamiento débil k = %
con el tiempo escalado t = t/wp,.

Figura 4.3: Desigualdad Va3 para el estado|¥(t)) en el acoplamiento débil k = %
con el tiempo escalado t = t/wp,.

En las figuras v [£.3] se observa una violacién de las tres de-
sigualdades de Van Loock-Furusawa por lo que, en efecto, se tiene un en-
redamiento cuantico del sistema, pues se cumple que al menos dos de las
desigualdades son violadas.
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4.1.2. Acoplamiento fuerte g=w,, > k=1

Anélogamente al caso anterior se obtuvieron las graficas de las de-
sigualdades [4.2] pero ahora usando k = 1 obteniéndose las graficas y
4.5 mostradas a continuacion.

5_
5L
S,
s

2_I 1 1

0 = Zn

W Wiy

t

Figura 4.4: Desigualdad V12 para el estado |[U(¢)) en el acoplamiento fuerte k = 1
con el tiempo escalado ¢ = t/wy,.

14}
12}
10}
£ s

6t
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2

Figura 4.5: Desigualdad Vi3 para el estado |U(¢)) en el acoplamiento fuertek = 1
con el tiempo escalado ¢ = t/wy,.
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Figura 4.6: Desigualdad Va3 para el estado |U(¢)) en el acoplamiento fuertek = 1
con el tiempo escalado t = t/wp,.

Nuevamente se observa que existe una violacién de las desigualdades por
lo que concluye que existe un entrelazamiento cuantico genuino.

A partir del comportamiento de todas las graficas para los casos k =
1/2 y k =1, ha sido posible obtener los siguientes resultados generales:

= La similitud de las graficas para las desigualdades Vi3 y Va3 es debido
a que matematicamente son equivalentes, esto era de esperarse pues se
igualo la frecuencia de los modos del campo.

= Las graficas muestran en una primera etapa que una vez iniciada la
dindmica del sistema las desigualdades adquieren casi instantaneamen-
te el valor maximo de violacion para luego mantenerse oscilando rapi-
damente entre diferentes valores de cumplimiento-incumplimiento de
la desigualdad. En una segunda etapa los valores de las desigualdades
salen del estado de cumplimiento-incumplimiento par pasar a una zona
donde no existen valores que violen dicha desigualdad. Finalmente los
valores de la desigualdad vuelven a entrar a una zona de cumplimiento-
incumplimiento para iniciar nuevamente este proceso después de un
valor de tiempo.

= El valor del periodo para el comportamiento descrito anteriormente
corresponde a 47 para el caso k =1/2 y de 27 para el caso k = 1. Este
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comportamiento periédico concuerda perfectamente con el observado
por las graficas de la funcion Q para los mismos valores de la constante
de acoplamiento escalada, k.







Conclusiones

°I@w:( N este trabajo de tesis se ha realizado el estudio de la dindmica de un
§ &) sistema optomecanico mediante el andlisis del enredamiento tripartito
en el espacio fase. Los resultados obtenidos son los siguientes:

= Se hallaron las condiciones en las que la componente mecanica se des-
enreda totalmente del resto del sistema, dejando la existencia del en-
trelazamiento inicamente entre los modos de campo. También fueron
encontrados los requisitos para que el enredamiento desaparezca total-
mente llegando incluso a obtenerse nuevamente el estado inicial.

= Se utilizé la funcién de Husimi para realizar un anélisis cualitativo del
entrelazamiento en el espacio de fase. Esto permitié visualizar el com-
portamiento temporal del enredamiento cuéntico, en donde, se pudo
concluir la presencia de colapsos y resurgimientos periddicos. En es-
te contexto, el periodo temporal esta determinado por el valor de la
constante de acoplamiento escalada, k.

= El enredamiento cuantico generado por la dinamica del sistema fue
certificado mediante el uso de las desigualdades de Van Loock-Furusawa
reforzando de esta manera los resultados obtenidos por la funciéon Q,
esto fue producto de la comparacion de las graficas asociadas tanto a
la funciéon de Husimi como a las desigualdades mencionadas.

En conclusion, se ha demostrado que el uso de la funcion Q puede
considerarse como una herramienta muy util y fiable para el andlisis cualita-
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tivo de la dinamica del entrelazamiento en un sistema tripartito. El analisis
realizado en este trabajo corresponde a un caso en el que se ha demostrado
que la funcién QQ mapea la caracteristica mateméatica del entrelazamiento,
es decir, la condicion matematica de que los estados entrelazados no pue-
den ser factorizados, ademés se ha determinado que la funciéon de Husimi
mapea satisfactoriamente algunas caracteristicas de las desigualdades de van
Loock-Furusawa. Esto abre la posibilidad de usar el espacio fase para mapear
el comportamiento del enredamiento en sistemas tripartitos. La perspectivas
de este trabajo contemplan analizar otro sistema optomecéanico bajo este mis-
mo contexto asi como realizar un analisis adicional para una mejor compren-
sion del como la funcion () representa el comportamiento del entrelazamiento
de los sistemas tripartitos.
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