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2.11. Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e1 =

1
√

2 (∣0⟩1∣1⟩2 + ∣1⟩1∣0⟩2) considerando Im{α} = 0 = Im{β}. . . . . . 30
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2.22. Gráfica de la funciónQ(α,β)ng para el estado no enredado ∣Ψ⟩ng =
1
2 (1 + e

−2∣φ∣2
)

−
1
2
(∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣φ⟩2 + ∣−φ⟩2) considerandoRe{φ} = 1 =

Im{φ} y Re{α} = 0 = Im{β}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Resumen

S
e estudia la dinámica de una cavidad optomecánica en donde el enreda-
miento cuántico resultante es analizado en el espacio fase mediante la

función Q o de Husimi. Dicho estudio toma en cuenta la interacción entre dos
modos del campo electromagnético al interior de la cavidad con un espejo
acoplado a un resonador mecánico. En una primera etapa, mediante el uso del
método de factorización del operador de evolución temporal se encuentra que
el estado inicial tripartito evoluciona a un estado enredado cuánticamente.
En una segunda etapa se introduce a la función Q como una herramienta en
el estudio del enredamiento de sistemas cuánticos permitiendo aśı encontrar
colapsos y resurgimientos temporales del enredamiento cuántico del sistema.
Finalmente las desigualdades de Van Loock-Furusawa son utilizadas para
verificar que la función Q describe apropiadamente el comportamiento del
enredamiento cuántico del sistema.
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Introducción

L
a inexistencia de una ĺınea divisoria clara entre el reino cuántico, gober-
nado por la ecuación de Schrödinger, y el reino clásico, gobernado por

las leyes de Newton, [1] ha hecho posible aplicar el formalismo de la mecáni-
ca cuántica a sistemas considerados f́ısicamente clásicos. Esta libertad en la
aplicación de las leyes cuánticas permitió sentar las bases de la optomecánica
cuántica, cuyas ideas subyacentes se remontan al estudio de los detectores
de ondas gravitacionales en las décadas de 1970 y 1980 [3; 4] desarrollando-
se hasta ser un área activa y bastante amplia de investigación involucrando
diversas subáreas [2]. El avance en esta área, tanto en el ámbito experimen-
tal como teórico, ha permitido comprender y ampliar el conocimiento que
se tiene acerca de cualidades pertenecientes al régimen cuántico siendo una
de estas el enredamiento (ó entrelazamiento) cuántico, cuya existencia fue
mencionada por Schrödinger desde 1935 [5].

La importancia del estudio del entrelazamiento cuántico en los siste-
mas recae en las implicaciones que tiene directamente en el desarrollo de la
f́ısica cuántica [6] aśı como sus aplicaciones potenciales en el campo de la in-
formación y computación cuánticas [7]. Dicho enredamiento se puede dividir
en dos grupos: en el primero se consideran dos sistemas involucrados (siste-
ma bipartito) mientras que, en el segundo grupo se involucran tres (sistema
tripartito) o más sistemas. Hasta donde se conoce en la literatura, la cuanti-
ficación del entrelazamiento para sistemas bipartitos con variables discretas
se ha desarrollado satisfactoriamente hasta el punto en donde las medidas
de entrelazamiento son bien comprendidas, tanto para estados puros como
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xvi Introducción

estados mixtos siendo, por ejemplo, la concurrencia una de estas [8]. Sin em-
bargo para el segundo grupo de sistemas se tiene un panorama totalmente
diferente pues el estudio de las propiedades aśı como la cuantificación del
entrelazamiento cuántico se vuelve más complejo ya que no existe todav́ıa
una teoŕıa satisfactoria, especialmente en el caso de los estados mixtos. No
obstante lo anterior, se han alcanzado avances importantes en este rubro [9],
si bien es cierto, cuando se consideran variables continuas la complejidad
aumenta considerablemente.

Aunado a esto, una de las primeras consideraciones sobre el entrela-
zamiento de tres sistemas fue que si al tener un sistema 1 enredado con un
sistema 2 se podŕıa compartir el enredamiento de este par hacia un tercer
sistema. Esta suposición sirvió para la introducción del concepto de entre-
lazamiento residual y de una medida de entrelazamiento respectiva para un
sistema tripartito[9], esta medida asigna una cantidad máxima de enreda-
miento para los estado GHZ(∣GHZ⟩ = (∣000⟩ + ∣111⟩)/

√
2) mientras que pa-

radójicamente para los estados W (∣W ⟩ = (∣001⟩ + ∣010⟩ + ∣100⟩)/
√

3) asigna
un valor de cero. Esto es una muestra de la complejidad y los problemas
que surgen al trasladar las medidas de entrelazamiento desarrolladas para
sistemas bipartitos a sistemas tripartitos.

Al mismo tiempo, de igual importancia es la generación de entrelaza-
miento cuántico en nuevos sistemas pues es un área activa e importante de
estudio, especialmente en sistemas que pertenecen a escalas mesoscópicas y
microscópicas. Es aqúı donde el trabajo realizado por C. Law [10] en el análi-
sis la interacción del campo electromagnético con un espejo móvil acoplado
a un resonador mecánico juega un papel fundamental pues al hacer uso del
formalismo de la mecánica cuántica en este sistema optomecánico creó un
punto de partida que ha permitido proponer la obtención de entrelazamiento
cuántico no solo en otros sistemas optomecánicos [11; 12; 13] sino ademas en
sistemas electromecánicos [13]. En este contexto, se han analizado diferentes
tipos de sistemas, tales como: dos espejos móviles[15], dos cavidades separa-
das espacialmente [16], dos cavidades en un interferómetro de Mach-Zhender
[17], también la generación de estados no clásicos se ha estudiado [18; 19; 20].
En estos casos diversas herramientas se han usado en la caracterización del
entrelazamiento cuántico, por ejemplo: entroṕıa no lineal, negatividad, fun-
ción de Wigner, etc.

Retomando el caso de la generación de estados cuánticos, se tiene que
Bose et al. [18] estudiaron la generación de estados no clásicos tanto para
el campo electromagnético como en el espejo, en este analisis se tiene la
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Introducción xvii

posibilidad de crear el llamado estado gato de Schrödinger en el espejo. En
una primera etapa, el sistema comprende un modo de la cavidad y un espejo
móvil, es aqui donde se predice la creación de enredamiento cuántico y su
desaparición al tiempo t = 2π para este sistema. Además, muestran cómo
para el caso del espejo la función de Wigner al tiempo t = 2π se asemeja a
la función de Wigner para el tiempo t = 0 [18], es decir, cuando no existe
entrelazamiento. En una segunda etapa, estudian la dinámica de dos modos
de la cavidad y un único espejo móvil, representados por estados coherentes,
encontrando que dichos modos se enredan con el espejo y se desenredan de
este para el tiempo t = 2π. Cabe señalar que la capacidad en la producción
de estados no clásicos está relacionada con el parámetro k = g/wm [18] que
involucra la constante de acoplamiento optomecánico g y la frecuencia de
oscilación espejo wm.

Considerando lo anterior llama la atención, como señalaron Hao et al.
[29] y Liu et al. [30], que los trabajos en estos sistemas optomecánicos se han
centrado tradicionalmente en los reǵımenes en los que no se tiene en cuenta la
naturaleza intŕınseca no lineal del acoplamiento optomecánico. Por ejemplo,
en un trabajo reciente de Asjad et al [31], donde el sistema consta de dos
modos de campo de la cavidad y un espejo móvil, los autores propusieron la
generación de una compuerta cuántica de fase utilizando la aproximación en
la que (â†â)2 = â†â, es decir, se modifica el componente Kerr.

Si bien es cierto, que existe un gran avance teórico la optomecánica
cuántica también ha tenido en el ámbito experimental grandes logros tales
como: la creación de estados cuánticos con el control y manipulación del sis-
tema mecánico [21]; enfriamiento de un resonador mecánico hasta llegar a su
estado cuántico base, esto representó un gran avance que se logró hace casi
diez años cuando distintos grupos alrededor del mundo completaron esta ta-
rea [22; 23; 24] y la producción de una superposición de estados cuánticos en
un resonador mecánico, analizado por Kleckner et al. [25]. Además, median-
te el uso de un circuito electromecánico se pudo generar experimentalmente
un estado enredado entre un oscilador mecánico y un campo de microon-
das propagandose [26]. Sumado a lo anterior, se ha logrado la obtención de
correlaciones no clásicas entre fotones y fonones de un resonador mecánico
junto con un protocolo cuántico de información implicando la inicialización
del resonador en su estado base y la generación y recuperación de las corre-
laciones no clásicas [27]. Recientemente, la retroacción cuántica responsable
de la obtención de muchos efectos cuánticos en los sistemas optomecánicos
cuánticos a logrado ser medida a temperatura ambiente [28].
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xviii Introducción

En este trabajo de doctorado se realiza un análisis de la dinámica
de una cavidad optomecánica considerando dos modos y un espejo móvil
además de la inclusión de la no linealidad del acoplamiento optomecáni-
co (efecto Kerr) en la evolución temporal de este sistema. Como resultado
de dicha evolución temporal se obtiene un sistema tripartito con entrela-
zamiento cuántico para el cuál se propone la función de de Husimi como
herramienta para estudiar cualitativamente en el espacio fase dicho entrela-
zamiento llegándose a encontrar un comportamiento temporal de colapsos
y resurgimientos. Con el fin de verificar que la función de Husimi describe
apropiadamente el comportamiento del enredamiento cuántico del sistema
las desigualdades de Van Loock-Furusawa son utilizadas.

La estructura del trabajo es la siguiente: En el primer caṕıtulo se
describe el sistema optomecánico y sus caracteŕısticas para luego calcular la
dinámica del sistema y obtener el estado final, el cual presenta enredamiento
cuántico. En el caṕıtulo 2 se calcula la función Q para diferentes sistemas
bipartitos encontrándose que sirve como herramienta para analizar el entre-
lazamiento cuántico en el espacio fase. En el tercer caṕıtulo se calcula la
función Q para el sistema de la cavidad y obtener información acerca del
comportamiento temporal del entrelazamiento cuántico. En el caṕıtulo 4 se
introducen las desigualdades de Van Loock Furusawa para constatar los re-
sultados obtenidos por la función Q. Finalmente las conclusiones referentes
al trabajo son presentadas.

c
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1
Cavidades optomecánicas

E
n este caṕıtulo se estudia la dinámica de una cavidad optomecánica a
partir del análisis del fenómeno de presión de radiación el cual juega

un papel primordial en la comprensión de la interacción del campo electro-
magnético con la componente mecánica del sistema por lo que se discute
detalladamente. A ráız del estudio de dicho fenómeno surgen los elemen-
tos necesarios para obtener el Hamiltoniano encontrado por Law [10] y del
cual partieron Asjad, et. al. [31] para proponer el Hamiltoniano utilizados por
ellos. Una vez realizado este estudio se prosigue a calcular la evolución tempo-
ral del sistema, inicialmente no enredado, aplicando el operador de evolución
y el método de factorización propuesto por P. C. Garćıa. y L. M. Arévalo
en [34] obteniendo un estado final enredado cuánticamente con propiedades
temporales de interés.

1.1. Cavidad optomecánica
El sistema considerado es una cavidad optomecánica unidimensional

formada por dos espejos perfectamente reflejantes entre los cuales existe un
campo electromagnético. Uno de estos espejos es libre de moverse y esta
bajo la influencia de un potencial mecánico V (q) ya que este se encuentra
acoplado a un resorte aśı como bajo la acción del campo electromagnético
mediante el fenómeno de presión de radiación en tanto que el segundo espejo
permanece fijo; las posiciones de los espejos móvil e inmóvil son x = q(t) y
x = 0 respectivamente. El sistema descrito previamente es mostrado en la

1



2 Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas

figura 1.1.

x = 0 x(t) = q(t)

Y

X

Espejo fijo Espejo movible
Onda electromagnética

Figura 1.1: Cavidad optomecánica.

El estudio de la dinámica de este sistema será detallado en las siguien-
tes ĺıneas partiendo del análisis clásico del campo electromagnético al interior
de la cavidad para después analizar expĺıcitamente su interacción con el es-
pejo móvil y aśı junto al potencial mecánico involucrado obtener finalmente
la ecuación de movimiento fundamental en el estudio realizado por Law [10].

1.1.1. Campo electromagnético en el interior de la ca-
vidad

El campo electromagnético en el interior de la cavidad se considera
propagándose en la dirección X con sus partes eléctrica y magnética sobres
las direcciones Z y Y respectivamente. Además por simplicidad se considera
una única dependencia espacial, todo lo considerado anteriormente se indica
a continuación:

E⃗(x, t) = E(x, t)k̂, (1.1)

B⃗(x, t) = B(x, t)ĵ. (1.2)

Por otro lado, como se sabe, la dinámica del campo electromagnético está des-
crita por las ecuaciones de Maxwell las cuales son:
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Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas 3

∇ ⋅ E⃗ = ρ

ε0
, (1.3)

∇ ⋅ B⃗ = 0, (1.4)

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
, (1.5)

∇× B⃗ = µ0J⃗ + µ0ε0
∂E⃗

∂t
. (1.6)

Dichas ecuaciones conviene expresarlas en términos del potencial vectorial
A⃗(r⃗, t) y el potencial escalar V (r⃗, t) para lo cual se requiere utilizar las defi-
niciones correspondientes:

E⃗ = −∇V − ∂A⃗
∂t
, (1.7)

B⃗ = ∇ × A⃗. (1.8)

Con las definiciones 1.7 y 1.8 las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse de
la siguiente manera:

∇2V + ∂

∂t
(∇ ⋅ A⃗) = ρ

ε0
, (1.9)

(∇2A⃗ − µ0ε0
∂2A⃗

∂t2
) −∇(∇ ⋅ A⃗ + µ0ε0

∂V

∂t
) = −µ0J⃗ . (1.10)

Con lo que se tiene una forma mas compacta para describir la dinámica del
campo electromagnético en términos de los potenciales vectorial y escalar.
Dichos potenciales no están definidos de manera única debido a la libertad
en la elección de norma y en este caso conviene elegir aquella en donde se
cumple la condición ∇⋅A⃗ = 0 (norma de Coulomb) la cual trae como resultado
que las expresiones anteriores adquieren la siguiente forma:

∇2V = ρ

ε0
, (1.11)

∇2A⃗ − µ0ε0
∂2A⃗

∂t2
− µ0ε0∇(∂V

∂t
) = −µ0J⃗ . (1.12)
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4 Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas

La solución a la ecuación 1.11 ya es conocida 1 y esta dada como:

V (r⃗, t) = 1
4πε0

∫
ρ(r⃗′, t)
r

dτ ′. (1.13)

La ventaja en la elección de la norma de Coulomb ahora resulta clara
pues dentro de la cavidad se tiene una densidad de carga igual a cero, ρ = 0,
dando como consecuencia un potencial escalar nulo, es decir, V (r⃗, t) = 0.
Considerando los resultados anteriores y el hecho de que tampoco existe una
densidad de corriente (J⃗ = 0) la ecuación 1.12 adquiere la forma de una
ecuación de onda:

∇2A⃗ = 1
c2
∂2A⃗

∂t2
, (1.14)

donde c = (µ0ε0)−1/2 corresponde a la velocidad de la luz en el vaćıo. Además
si se considera una polarización lineal y la dependencia espacial del campo
electromagnético la ecuación 1.14 se reduce a una ecuación de onda escalar:

∂2A

∂2x
= ∂

2A

∂t2
, (1.15)

donde se considera por simplicidad c = 1. Esta ecuación de onda contiene la
dinámica del campo electromagnético dentro de la cavidad en términos del
potencial vectorial.

Finalmente cabe mencionar que al no tener un potencial escalar es
posible que a partir de las identidades 1.7 y 1.8 el campo electromagnético
en el interior de la cavidad pueda ser escrito únicamente en términos del
potencial vectorial como se indica en el siguiente conjunto de ecuaciones:

A⃗(x, t) = Ak̂, (1.16)

E⃗(x, t) = Ek̂ = −∂A(x, t)
∂t

k̂, (1.17)

B⃗(x, t) = ∇ × A⃗ = −∂A(x, t)
∂x

ĵ = Bĵ. (1.18)

Estos resultados serán de utilidad en el análisis realizado en la siguiente
sección.

1véase por ejemplo D. J. Griffiths y R. Collegue. (1999), Introduction to Electrodyna-
mics, (pp. 83-84), New Jersey, Prentice Hall
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Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas 5

1.1.2. Análisis del espejo móvil
La dinámica del espejo móvil es el siguiente paso en el estudio de

la cavidad optomecánica por lo que es necesario en principio encontrar la
ecuación del movimiento de este. Dicha ecuación debe considerar las fuer-
zas aplicadas, las cuales corresponden al resonador mecánico caracterizado
por potencial V (q) y a la fuerza generada por el campo electromagnético
en su interacción con el espejo, esta última conocida como presión de radia-
ción. Considerando lo escrito previamente se puede escribir una ecuación de
movimiento en principio genérica para el espejo móvil:

mq̈ = Fmec + Fem, (1.19)
donde m corresponde a la masa del espejo, q a la posición instantánea y
los términos Fmec y Fem corresponden a las fuerzas de origen mecánico y
electromagnético respectivamente. Dado que se conoce el potencial asociado
al resonador mecánico es posible reescribir la ecuación de movimiento anterior
como:

mq̈ = −∂V (q)
∂q

+ Fem. (1.20)

Como se observa la componente mecánica de la fuerza total sobre el espejo es
obtenida directamente del potencial V (q), sin embargo, en el caso de la parte
electromagnética, Fem, su obtención requiere de un análisis mas detallado el
cuál será expuesto en las siguientes ĺıneas.

La fuerza que ejerce el campo electromagnético sobre el espejo móvil
es originada por el llamado fenómeno de presión de radiación. La explicación
de dicho fenómeno parte de la expresión para la fuerza de Lorentz:

f⃗ = 1
2
(σE⃗ + K⃗ × B⃗) , (1.21)

donde f⃗ es la fuerza por unidad de área sobre la superficie, σ la densidad de
carga superficial, K⃗ la densidad de corriente superficial; E⃗ y B⃗ son los campos
justo fuera de la superficie. El factor de 1/2 indica que se está tomando el
valor promedio de los campos y las densidades de carga y corriente; esto
debido a que tan pronto como cruzan adentro del espejo su valor se vuelve
nulo.

En el caso de la cavidad los campos E⃗ y B⃗ ya son conocidos (ecuaciones
1.17 y 1.18 respectivamente) aśı que la obtención de σ y K⃗ se realizará a
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6 Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas

continuación mediante la aplicación de las condiciones de frontera apropiadas
que a su vez pueden ser deducidas a partir de las ecuaciones de Maxwell en
su forma integral. La densidad de carga superficial σ se deduce considerando
la ecuación 1.22 y la frontera entre dos medios considerada en la figura 1.2.

∮
S
D⃗ ⋅ da⃗ = Qfenc . (1.22)

σ

n̂

D⃗1

1

2D⃗2

Figura 1.2: Campo D⃗ entre la frontera de dos medios.

Tomando en cuenta la superficie gaussiana en forma de caja contenida
en ambos medios, los valores del campo de desplazamiento eléctrico para cada
medio (D⃗1 y D⃗2) y un vector normal unitario n̂ a la superficie de la tapa de
la caja se tiene que es posible obtener la siguiente relación:

D⃗1 ⋅ a⃗ − D⃗2 ⋅ a⃗ = σa, (1.23)

donde el flujo lateral de la caja ha sido despreciado pues al acercar las tapas
de la cajas este tiende a cero. Como a corresponde al área de las tapas de la
caja se puede escribir a⃗ = an̂ resultando aśı en la condición de continuidad:

D⃗1 ⋅ n̂ − D⃗2 ⋅ n̂ = σ. (1.24)

Aplicando un razonamiento análogo a la ecuación

∮
S
B⃗ ⋅ da⃗ = 0, (1.25)

se obtiene la condición de continuidad correspondiente al campo magnético:

\
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B⃗1 ⋅ n̂ − B⃗2 ⋅ n̂ = 0. (1.26)

Las condiciones de frontera obtenidas anteriormente describen el com-
portamiento de las componentes perpendiculares de los campos en la frontera
entre dos medios. Ahora pasemos al caso de la densidad de carga superficial,
la cual se obtiene a partir de la condición de continuidad 1.24 considerando
que en el interior de la cavidad el vector de desplazamiento esta dado como:

D⃗1 = ε1E⃗1 = ε0Ek̂, (1.27)

en tanto que dentro del espejo no existe campo eléctrico teniendo como con-
secuencia un vector de desplazamiento nulo, es decir,

D⃗2 = ε2E⃗2 = 0. (1.28)

Considerando la figura 1.1 el vector unitario perpendicular a la superficie
esta representado como n̂ = −î. por lo que se tiene que:

D⃗1 ⋅ n̂ − D⃗2 ⋅ n̂ = ε0E⃗k̂ ⋅ (−î) − 0 ⋅ (−î) = σ⇒ 0 = σ, (1.29)

es decir, una densidad de carga superficial inexistente.
La conclusión inmediata del resultado anterior es que la fuerza ejercida

sobre el espejo proviene totalmente de la componente magnética del campo y
la densidad de corriente superficial llevando a que la ecuación 1.21 sea escrita
como:

f⃗ = 1
2
(K⃗ × B⃗) . (1.30)

La obtención de la densidad superficial de corriente es realizada to-
mando en cuenta la ecuación 1.31 y un circuito que atraviesa la frontera entre
dos medios como se muestra en la figura 1.3,

∮
P
H⃗ ⋅ dl⃗ = Ifenc +

d

dt ∫S
D⃗ ⋅ da⃗ (1.31)
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n̂

1

2

K⃗f

L⃗

Figura 1.3: Campo H⃗ entre la frontera de dos medios.

Conforme el tamaño del circuito se haga mas pequeño y el circuito
colapse hacia la interfase entre los medios el flujo producido por el campo
D⃗ desaparecerá siendo posible despreciar este termino en la ecuación 1.31 y
concentrarse en la aportación del campo H⃗ y la corriente Ifenc . Tomando en
cuenta el lado izquierdo de 1.31 junto a los campos H⃗1 y H⃗2 pertenecientes
a cada medio se tiene que:

∮
P
H⃗ ⋅ dl⃗ = H⃗1 ⋅ L⃗ − H⃗2 ⋅ L⃗, (1.32)

donde L⃗ corresponde al vector de longitud del circuito. Las contribuciones
laterales del circuito se han despreciado pues no generarán una aportación
cuando circuito colapse hacia la frontera de los medios. Por otro lado, la
corriente es expresada mediante una densidad de corriente superficial como
se muestra a continuación:

Ifenc = ∫ K⃗f ⋅ dl⃗, (1.33)

siendo la magnitud de dl⃗ un segmento del circuito por donde atraviesa la
corriente superficial y cuya dirección apunta perpendicular a la superficie que
encierra, en el sentido dado por el lazo de Ampere. Es conveniente reexpresar
dl⃗ en términos de L⃗ y el vector normal a la frontera de los medios, n̂; tomando
de referencia la figura 1.3 es posible escribir
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dl⃗ = dl n̂ × L⃗
∣n̂ × L⃗∣

= dl n̂ × L⃗
∣n̂∣∣L⃗∣

= dl n̂ × L⃗
L⃗∣

= dl ( n̂ × L⃗
L

) , (1.34)

siendo L = ∣L⃗∣ la longitud de un lado del circuito. Sustituyendo ahora el
resultado dado en 1.34 en la ecuación 1.33 se tiene:

Ifenc = ∫ K⃗f ⋅ dl (
n̂ × L⃗
L

) = K⃗f ⋅ (
n̂ × L⃗
L

)∫ dl = K⃗f ⋅ (
n̂ × L⃗
L

)L = K⃗f ⋅ (n̂× L⃗),

(1.35)
usando ahora la identidad

A⃗ ⋅ (B⃗ × C⃗) = (A⃗ × B⃗) ⋅ C⃗, (1.36)

al último término de la expresión anterior la corriente adquiere la forma

Ifenc = (K⃗f × n̂) ⋅ L⃗. (1.37)

insertando este valor en la expresión de la corriente dada por la ecuación 1.33
e igualando con 1.32 se llega a la condición de continuidad buscada, es decir,

H⃗1 ⋅ L⃗ − H⃗2 ⋅ L⃗ = (K⃗f × n̂) ⋅ L⃗, (1.38)

eliminando el término L⃗ resulta en una expresión más conveniente:

K⃗f × n̂ = H⃗ ∣∣

1 − H⃗
∣∣

2, (1.39)

la cuál, como se indica, se cumple sobre las componentes paralelas a la su-
perficie de la frontera en consideración. Realizando un razonamiento análogo
en siguiente ecuación:

∮
P
E⃗ ⋅ dl⃗ = − d

dt ∫S
B⃗ ⋅ da⃗; (1.40)

la última condición de continuidad es obtenida:

E⃗
∣∣

1 − E⃗
∣∣

2 = 0. (1.41)

La ecuación 1.39 nos da la relación entre el campo de intensidad
magnético H⃗ y la densidad de corriente superficial k⃗f . Dentro del espejo
se cumple H⃗2 = 0 mientras que en el resto de la cavidad H⃗1 = B⃗1/µ0 por estar

\



10 Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas

en el vaćıo. Considerando los datos anteriores la condición de continuidad
resulta en:

B⃗

µ0
= K⃗f × n̂. (1.42)

Esta expresión permite obtener expĺıcitamente la densidad de corriente rea-
lizando el siguiente producto:

n̂ × B⃗

µ0
= n̂ × (K⃗f × n̂) ⇒ K⃗f = n̂ ×

B⃗

µ0
, (1.43)

donde fue usada la identidad

A⃗ × (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ ⋅ C⃗) − C⃗(A⃗ ⋅ B⃗). (1.44)

La obtención de la densidad de corriente en términos del campo magnéti-
co hace posible realizar la siguiente simplificación en la ecuación 1.30:

f⃗ = 1
2
(K⃗ × B⃗) = 1

2 (n̂ × B⃗

µ0
) × B⃗ = − 1

2µ0
∣B⃗∣2n̂, (1.45)

en la obtención del ultimo término se usó nuevamente 1.44. Como c = 1
(unidades naturales) implica que µ0 = 1 y n̂ = −î; la expresión final para la
fuerza aplicada al espejo adquiere la forma:

f⃗ = 1
2 ∣B⃗∣2î (1.46)

donde el valor campo magnético es sobre la superficie del espejo, x = q(t).
Escribiendo el campo magnético en términos del potencial vectorial A⃗ la
expresión anterior queda como:

f⃗ = 1
2 ∣∂A(x, t)

∂x
∣
2
î. (1.47)

Este último resultado y el hecho de que la fuerza se dirige sobre la
dirección x hace posible escribir la ecuación de movimiento 1.20en términos
ya conocidos, es decir,

mq̈ = −∂V (q)
∂q

+ 1
2 ∣∂A(x, t)

∂x
∣
2
, (1.48)

\
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esta ecuación es fundamental para el trabajo realizado por Law en la obten-
ción de la formulación Hamiltoniana [10]. La importancia de este trabajo ra-
dica en las implicaciones que tuvo, pues dio una justificación teórica formal al
uso de sistemas optomecánicos como un nuevo camino para una comprensión
más profunda de la mecánica cuántica tanto para sus bases fundamentales
como sus cualidades, siendo el entrelazamiento cuántico una de estas.

1.2. Generación de un estado enredado en
una cavidad optomecánica

El sistema, como se dijo al inicio de este caṕıtulo, consta de dos es-
pejos, uno fijo y el otro móvil acoplado a un resonador mecánico; además
dentro de la cavidad formada por los espejos hay dos modos del campo elec-
tromagnético (MCE) que por el efecto de la presión de radiación interactúan
con el resonador mecánico, el Hamiltoniano correspondiente a este sistema
está dado por [31]:

Ĥ = h̵ω1â
†
1â1 + h̵ω2â

†
2â2 + h̵ωmb̂†b̂ + h̵(g1â

†
1â1 + g2â

†
2â2)(b̂ + b̂†), (1.49)

donde âi y â†
i (i = 1,2) son los operadores de aniquilación y creación de los

MCE respectivamente, mientras tanto b̂ y b̂† juegan el mismo papel para el re-
sonador mecánico; ωi y ωm son las frecuencias de los modos electromagnético
y mecánico y finalmente gi es la constante i-ésima de acoplamiento opto-
mecánica correspondiente a un modo. Los operadores anteriores obedecen
las siguientes relaciones de conmutación

[âi, â†
i ] = [b̂, b̂†] = 1, [âi, âj] = [â†

i , â
†
j] = 0. (1.50)

Observe que el Hamiltoniano está principalmente dividido en dos par-
tes: los tres primeros términos corresponden a la parte libre, es decir, los
modos libres, mientras que el último al término de interacción entre el reso-
nador mecánico y el MCE. El estado inicial no enredado que representa al
sistema esta dado por:

∣Ψ⟩in =
1
2(∣0⟩1 + ∣1⟩1)(∣0⟩2 + ∣1⟩2)∣β⟩, (1.51)

\



12 Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas

donde los primeros dos factores corresponden a los MCE formados por los
kets ∣0⟩i y ∣1⟩i correspondientes al espacio de Fock mientras que el resonador
esta representado por el últimos término, estos es, el estado coherente ∣β⟩.

Cabe señalar que los estados coherentes fueron introducidos por Schrödin-
ger y utilizados por Glauber [40; 41; 42] y Sudarshan [43]en sus estudios sobre
la cuantización de los campos electromagnéticos, dando aśı origen a la óptica
cuántica. Dichos estados (coherentes) se suelen definir como eigenestados del
operador de aniquilación, es decir:

b̂∣β⟩ = β∣β⟩. (1.52)

donde β es un número complejo. Este estado está representado en la base de
Fock en la siguiente forma [44]:

∣β⟩ = e− 1
2 ∣β∣

2
∞

∑
n=0

βn√
n!

∣n⟩. (1.53)

1.2.1. Factorización del operador de evolución tempo-
ral del sistema

La dinámica del sistema para un hamiltoniano independiente del tiem-
po puede obtenerse a partir de la aplicación directa del operador de evolución
al estado inicial. Esta aplicación en general no es sencilla, ya que la factoriza-
ción del operador de evolución temporal suele ser una tarea complicada. Sin
embargo, para lograrlo, se usará el método revisado por P. C. Garćıa Quijas
y L. M. Arévalo Aguilar [34]. En resumen, la evolución temporal del sistema
expresado se obtiene aplicando el operador de evolución temporal

Û(t) = e− it
h̵
Ĥ , (1.54)

al estado inicial ∣Ψ⟩in como se indica en la siguiente expresión:

∣Ψ(t)⟩ = Û(t)∣Ψ⟩in. (1.55)

Para aplicar el operador de evolución temporal es necesario factori-
zarlo por lo que para proporcionar claridad y comprensión el método de
factorización será seguido paso a paso en las siguientes ĺıneas. Para esto es
conveniente reescribir el Hamiltonianno de la ecuación 1.49 en la siguiente
forma:

\
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Ĥ = ξ(Â + B̂ + Ĉ + D̂), (1.56)

donde las siguientes definiciones han sido hechas,

ξ = −it
h̵
, (1.57)

Â = h̵ω1â
†
1â1, (1.58)

B̂ = h̵ω2â
†
2â2, (1.59)

Ĉ = h̵ωmb̂
†b̂, (1.60)

D̂ = h̵(g1â
†
1â1 + g2â

†
2â2)(b̂ + b̂†). (1.61)

De las definiciones anteriores surgen las siguientes relaciones de conmutación:

[Â, B̂] = [Â, Ĉ] = [Â, D̂] = [B̂, Ĉ] = [B̂, D̂] = 0. (1.62)

Considerando lo escritos ĺıneas arriba es posible escribir el operador de evo-
lución temporal de la siguiente forma:

Û(t) = eξ(Â+B̂+Ĉ+D̂). (1.63)

Ahora, usando las relaciones de conmutación y la conocida fórmula de Baker-
Camber-Hausdorff se obtiene la siguiente expresión:

Û(t) = eξÂeξB̂eξ(Ĉ+D̂). (1.64)

Ya que el último factor en 1.64 involucra los operadores Ĉ y D̂ es necesario
hallar la relación de conmutación entre ellos, la cual esta dada por la expresión
ulterior:

[Ĉ, D̂] = h̵ωmk̂(b̂† − b̂) = Ê, (1.65)

donde el operador k̂ = d1Â + d2B̂ y las constantes di = gi/ωi han sido defini-
dos para simplicidad del cálculo. Tomando en cuenta el resultado en 1.65 el
método de factorización dado en [34] puede ser aplicado ya que [Ĉ, D̂] ≠ 0.
Para realizar esto se definen las siguientes funciones:

F̂ (ξ) = eξ(Ĉ+D̂), (1.66)

F̂ (ξ) = ef0(ξ)k̂2
ef1(ξ)[Ĉ,D̂]ef2(ξ)D̂ef3(ξ)Ĉ , (1.67)

\



14 Caṕıtulo 1: Cavidades optomecánicas

la primera es una función auxiliar mientras que la segunda corresponde a
la factorización propuesta. Estas definiciones pertenecen al primer paso del
método.

El segundo paso consiste en diferenciar (1.66) y (1.67) con respecto al
parámetro ξ para obtener en el primer caso

d

dξ
F (ξ) = (Ĉ + D̂)eξ(Ĉ+D̂) = (Ĉ + D̂)F (ξ), (1.68)

mientras que en el segundo

d

dξ
F (ξ) = df0(ξ)

dξ
k̂2ef0(ξ)k̂2

ef1(ξ)[Ĉ,D̂]ef2(ξ)D̂ef3(ξ)Ĉ

+df1(ξ)
dξ

ef0(ξ)k̂2[Ĉ, D̂]ef1(ξ)[Ĉ,D̂]ef2(ξ)D̂ef3(ξ)Ĉ

+df2(ξ)
dξ

ef0(ξ)k̂2
ef1(ξ)[Ĉ,D̂]D̂ef2(ξ)D̂ef3(ξ)Ĉ

+df3(ξ)
dξ

ef0(ξ)k̂2
ef1(ξ)[Ĉ,D̂]ef2(ξ)D̂Ĉef3(ξ)Ĉ . (1.69)

Es necesario mover a la derecha la función F (ξ), como en la ecuación (1.68)
y para realizarlo, se deben hacer uso de las siguientes relaciones (ver [50])

eξÂB̂ = (eξÂB̂e−ξÂ)eξÂ, (1.70)

eγÂB̂e−γÂ = B̂ + γ[Â, B̂] + γ
2

2! [Â, [Â, B̂]] + . . . , (1.71)

después de un poco de álgebra y con la ayuda de las siguientes relaciones de
conmutación:

[Ĉ, Ê] = h̵2ω2
mD̂, (1.72)

[D̂, Ê] = 2h̵ωmk̂2. (1.73)

la ecuación (1.69) se convierte en:

\
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d

dξ
F (ξ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

df3(ξ)
dξ

Ĉ + (df2(ξ)
dξ

− h̵2ω2
mf1(ξ)

df3(ξ)
dξ

)D̂

⎛
⎝
df1(ξ)
dξ

− f2(ξ)
df3(ξ)
dξ

⎞
⎠
Ê

⎛
⎝
df0(ξ)
dξ

− 2h̵ωmf1(ξ)
df2(ξ)
dξ

+ h̵2ω3
mf

2
1 (ξ)

−h̵ωmf 2
2 (ξ)

df3(ξ)
dξ

⎞
⎠
k̂2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
F (ξ). (1.74)

El tercer paso consiste en comparar los coeficientes de (1.68) y (1.74), aśı al
realizar la comparación se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales

df3(ξ)
dξ

= 1

df2(ξ)
dξ

− h̵2ω2
mf1(ξ)

df3(ξ)
dξ

= 1

df1(ξ)
dξ

− f2(ξ)
df3(ξ)
dξ

= 0,

df0(ξ)
dξ

− 2h̵ωmf1(ξ)
df2(ξ)
dξ

+ h̵2ω3
mf

2
1 (ξ) − h̵ωmf 2

2 (ξ)
df3(ξ)
dξ

= 0. (1.75)

Las condición inicial F (0) = 1 implica que f0(0) = f1(0) = f2(0) = f3(0) = 0,
esto permite resolver el sistema de ecuaciones diferenciales obteniendo las
siguientes soluciones:

f0(ξ) = sinh(h̵ωmξ) cosh(h̵ωmξ) − h̵ωmξ
h̵2ω2

m

, (1.76)

f1(ξ) = cosh(h̵ωmξ) − 1
h̵2ω2

m

, (1.77)

f2(ξ) = sinh(h̵ωmξ)
h̵ωm

, (1.78)

f3(ξ) = ξ, (1.79)

\
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en consecuencia el operador Û(t) queda expresado como:

Û(t) = eξÂeξB̂ef0(ξ)k̂2
ef1(ξ)[Ĉ,D̂]ef2(ξ)D̂ef3(ξ)Ĉ , (1.80)

Dado que el operador de la evolución temporal expresado en (1.80) se apli-
cará al estado inicial, es necesario tener una expresión más práctica y simple;
para ello, los términos ef1(ξ)[Ĉ,D̂] y ef2(ξ)D̂ se factorizarán usando de nuevo
este método. Realizando el álgebra correspondiente, la expresión final para
Û(t) viene dada por

Û(t) = eξÂeξB̂eF1k̂2
eF2k̂b̂†

eF3k̂b̂eξĈ , (1.81)
donde k̂ hab́ıa sido definido como k̂ = d1Â+ d2B̂ siendo F1(ξ), F2(ξ) y F3(ξ)
las siguientes funciones:

F1(ξ) = f0(ξ) −
1
2
[f 2

1 (ξ)h̵2ω2
m

+2h̵ωmf1f2 − f 2
2 (ξ)], (1.82)

F2(ξ) = f1(ξ)h̵ωm + f2(ξ), (1.83)
F2(ξ) = −f1(ξ)h̵ωm + f2(ξ). (1.84)

Estas funciones después de sustituir ξ = −it/h̵ y con algo de álgebra toman
las formas ulteriores:

F1(t) = e−iωmt − iωmt − 1
h̵2ω2

m

, (1.85)

F2(t) = e−iωmt − 1
h̵ωm

, (1.86)

F3(t) = 1 − eiωmt

h̵ωm
. (1.87)

Con estos últimos resultados, el operador Û(t) puede ser finalmente aplicado
al estado dado por 3.1.

1.2.2. Estado final del sistema
El estado final del sistema, como se dijo anteriormente, se obtiene

aplicando el operador de evolución temporal al estado inicial del sistema, es
decir, ∣Ψ(t)⟩ = Û(t)∣Ψ⟩in, con esto se obtiene lo siguiente:

\
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∣Ψ(t)⟩ = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∣0⟩1(∣0⟩2∣β′⟩ + c2∣1⟩2M2(m,k)∣β′, k⟩)

+c1∣1⟩1(∣0⟩2M1(m,k)∣β′, k⟩

+c2∣1⟩2e
2F1h̵2g1g2M2(m,k)M1(n, l)

√
(k + l)!
k! ⋅ l! ∣β′, k + l⟩)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

(1.88)

donde β′ = βe−iωmt y ∣β′, k⟩ = D̂(β′)∣k⟩ es un estado de número desplazado [45]
mientras que D̂(β′) = eβ′b̂†

−β′∗b̂ corresponde al operador de desplazamiento
[41; 43].

Las definiciones cj y M j(m,k) fueron hechas por simplicidad y están
dadas como:

M j(m,k) =
∞

∑
m=0

m

∑
k=0

(m
k
)
(F2(t)gjh̵)m

m! (β′∗)m−k
√
k! (1.89)

cj = e−iωjteF3(t)h̵gjβ
′

eF1(t)h̵2g2
j . (1.90)

con j = 1,2. Las funciones F1(t), F2(t)y F3(t) ya han sido definidas en las
ecuaciones (1.85), (1.86) y (1.87) respectivamente.

El estado final resultante 1.88 es un estado cuánticamente entrelazado
pues no puede separarse en productos de estados individuales asociados a
cada componente del sistema como en el caso del estado inicial 3.1. Sin
embargo, en el tiempo t = 0 este estado final se transforma en el estado
inicial.

Por otro lado, como puede verse, hay una periodicidad en el tiempo
para las funciones F2(t) y F3(t) que afecta en el comportamiento del sistema
por lo que es de interés observar el comportamiento temporal para múltiplos
del valor t = 2π/ωm. Aśı pues, considerando lo mencionado anteriormente se
toman en cuenta los siguientes valores del tiempo:

ts =
2πs
ωm

, (1.91)

donde los valores s = 0,1,2, ... corresponden a números enteros, bajo estos
valores se cumple que

\
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F2(ts) = F3(ts) = 0, (1.92)

como consecuencia de lo anterior el estado final toma la siguiente forma:

∣Ψ(ts)⟩ = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∣0⟩1(∣0⟩2 + e−i2πsr2e−i2πsk

2
2 ∣1⟩2)

+e−i2πsr1e−i2πsk
2
1 ∣1⟩1(∣0⟩2 + e−i2πsr2e−i2πsk

2
2e−i2πsk1k2 ∣1⟩2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∣β⟩.

(1.93)

Se observa que en estos valores de tiempo ts el entrelazamiento cuántico se
produce únicamente entre los modos de campo dejando el modo mecánico
totalmente separado de estos. En este resultado se han hecho las siguientes
definiciones: rj = ωj/ωm es la razón entre la frecuencia de un modo del campo
y la frecuencia mecánica mientras que kj = gj/ωm es la llamada constante
escalada de acoplamiento.

Es conveniente hacer un breve paréntesis y hacer notar de la importan-
cia de la constante kj, pues es usada en la literatura para indicar la intensidad
del acoplamiento creado por el fenómeno de presión de radiación. El rango de
valores de esta constante permite dividir en dos grupos de interés de estudio
los sistemas optomecánicos: el régimen de acoplamiento fuerte para k ≳ 1
y el régimen de acoplamiento débil con k < 1. La importancia de esta divi-
sión recae en que algunas propiedades cuánticas (como el enredamiento [15])
difieren si se considera un régimen o el otro. Inclusive aun estando en un mis-
mo régimen pueden obtenerse estados finales diferentes tan solo cambiando
valores espećıficos de k [18].

Continuando con el estado 1.93 obtenido para valores de tiempo ts se
tiene que por comodidad en el estudio a realizar se considerarán las siguientes
condiciones:

ω1 = ω2 = ω⇒ r1 = r2 = r, (1.94)

g1 = g2⇒ k1 = k2 = k, (1.95)

aśı el estado cuántico resultante toma la siguiente forma:

\
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∣Ψ(ts)⟩ = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∣0⟩1(∣0⟩2 + e−i2πsre−i2πsk

2 ∣1⟩2)

+e−i2πsre−i2πsk2 ∣1⟩1(∣0⟩2 + e−i2πsre−i4πsk
2 ∣1⟩2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∣β⟩.

(1.96)

Se puede ver a partir de este resultado que cuando el valor de la constante de
acoplamiento pertenece régimen de acoplamiento fuerte, es decir, en la Ec.
(1.95) k1 = k2 = k = 1, el entrelazamiento cuántico desaparece completamente
como se muestra a continuación:

∣Ψ(ts)⟩ =
1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(∣0⟩1 + e−i2πsr∣1⟩1)(∣0⟩2 + e−i2πsr∣1⟩2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∣β⟩. (1.97)

El estudio correspondiente para este sistema resultante en el espacio de fase
se llevará a cabo en el caṕıtulo de la función de Husimi en una cavidad
optomecánica considerando los valores k = 1 y k = 1/2. Mientras tanto, en el
caṕıtulo de las desigualdades de los van Loock se analizará el entrelazamiento
cuántico para este sistema.

c

\





2
Función Q

E
n este caṕıtulo se introduce el uso de la función Q (o de Husimi) como
una herramienta para analizar una variedad de estados cuánticos me-

diante su comportamiento en el espacio fase. Esto es el punto de partida para
poder utilizar dicha función en la caracterización del estado final obtenido
en la dinámica de la cavidad. En una primera etapa se inicia por estados
de un solo sistema aplicando la definición estándar en la literatura para esta
función [44]. En una segunda etapa, se analizan sistemas bipartitos, tanto
enredados como no enredados, introduciendo la definición propuesta por K.
Banaszek y K. Wódkiewicz [48] por un lado y de S. Mancini, V.I. Man’ko
y P. Tombesi [49] por otro. Como en este caso la definición involucra dos
variables complejas se tiene un obstáculo para realizar una representación
gráfica total del sistema por lo que es necesario dividir el estudio en casos
donde se considere solo una componente(real o imaginaria) de cada variable.

2.1. Función Q para un solo sistema cuántico
La función Q, o de Husimi, es una descripción de la matriz de densidad
de un sistema a través de sus elementos diagonales en una base de estados
coherentes[44]. Su definición es la siguiente:

Q(α) = ⟨α∣ρ̂∣α⟩
π

, (2.1)

donde ∣α⟩ es un estado coherente y ρ̂ corresponde al operador de densidad
del sistema. Además cumple con la condición de normalización

21
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∫ Q(α)d2α = 1. (2.2)

Esta función sirve como una herramienta para analizar el compor-
tamiento en el espacio fase de un sistema cuántico, para ejemplificarlo se
considera los siguientes sistemas: un estado coherente y un estado de núme-
ro. Cabe señalar que se tiene una variable compleja α por lo que el eje X
corresponderá a la parte real de α mientras que el eje Y corresponderá a la
componente imaginaria.

2.1.1. Función Q para un estado coherente
El estado coherente ∣β⟩, tiene un operador de densidad de la siguiente

forma:
ρ̂ = ∣β⟩⟨β∣, (2.3)

por lo que la función de Husimi correspondiente esta dada por:

Q(α) = 1
π
∣⟨α∣∣β⟩∣2 = 1

π
exp(−∣α − β∣2), (2.4)

Su comportamiento en el espacio fase se muestra en la siguiente figura

Figura 2.1: Gráfica de la función Q para un estado coherente.

2.1.2. Función Q para un estado de número
El estado de número ∣n⟩, tiene el siguiente operador de densidad:

ρ̂ = ∣n⟩⟨n∣, (2.5)

aśı la función Q toma la siguiente forma:

\
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Q(α) = 1
π
∣⟨α∣∣n⟩∣2 = 1

π
exp(−∣α∣2) ∣α∣

2n

n! , (2.6)

donde se uso:

∣α⟩ = e− 1
2 ∣α∣

2
∞

∑
n=0

αn√
n!

∣n⟩. (2.7)

La gráfica correspondiente se muestra a continuación.

Figura 2.2: Gráfica de las función Q para un estado de número.

La función Q resulta una herramienta muy útil para analizar estados
cuánticos en el espacio fase debido a que su definición hace mas fácil su cálculo
respecto a otras funciones tales como: la función de Wigner y la función P;
esta simplicidad de cálculo a hecho posible su aplicación a sistemas bipartitos
para el estudio de algunas propiedades de los sistemas cuánticos, [48; 49].

2.2. Función Q para dos sistemas
El uso de la función Q en sistemas bipartitos en principio no es posible

usando la definición dada en 2.1 sin embargo usando las propuesta dadas por
K. Banaszek, K. Wódkiewicz [48] y S. Mancini, et. al. [49] es posible aplicar
esta función a los sistemas mencionados. La definición correspondiente es la
siguiente:

Q(α,β)12 =
⟨α,β∣ρ̂12∣β,α⟩

π2 , (2.8)

donde ∣α,β⟩ = ∣α⟩1∣β⟩2 contiene a las bases correspondientes de los estados
coherentes asociados a los sistemas 1 y 2 respectivamente. Como se observa,

\



24 Caṕıtulo 2: Función Q

esta definición sigue siendo una representación de un sistema a través de
los elementos diagonales de la matriz de densidad considerando ahora dos
sistemas.

En la siguiente parte de este trabajo se analizarán sistemas biparti-
tos mediante la definición 3.11 para lo cual se considerarán enredados y no
enredados cuánticamente. Además se considerarán que dichos estados están
formados por estados de número ∣n⟩, estados coherentes ∣α⟩ y por estados
de número desplazados ∣α,n⟩. Antes de proseguir es importante señalar que
en este caso la función Q(α,β)12 contiene dos variables complejas por lo que
para poder hacer una gráfica será necesario tomar una componente, real o
imaginaria, de cada variable dejando las demás componentes constantes, esto
permitirá obtener mayor información de cada sistema.

2.2.1. Sistemas formados por estados de número
Los primeros estados bipartitos a analizar corresponden a aquellos

formados por estados de número ∣n⟩ pertenecientes al espacio de Fock, en
los cuales serán considerados únicamente los primeros dos estado, es decir,
∣0⟩, ∣1⟩.

Primer estado no enredado

El primer estado no enredado a considerar es el siguiente:

∣Ψ⟩ne1 =
1√
2
∣0⟩1 (∣0⟩2 + ∣1⟩2) (2.9)

cuya función de Husimi viene dada por

Q(α,β)ne1 =
1
2Q0(α)Q0(β)[(1 +Re{β})2 + (Im{β})2] (2.10)

donde

Q0(α) =
1
π
e−[(Re{α})

2
+(Im{α})2

] (2.11)

y similarmente para Q0(β). Como se dijo con anterioridad se tomarán en
cuenta varios casos dependiendo las componentes a considerar de cada varia-
ble dejando las otras fijas, estos casos se muestran a continuación.

\
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El primer caso lo tenemos considerando las partes reales considerando
Re{α} y Re{β}, es decir, se tiene que Im{α} = Im{β} = 0. La condición
anterior provoca que la función (2.10) adquiera la siguiente forma:

Q(α,β)ne1 =
1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Re{β}]
2

π
[1 +Re{β}]2. (2.12)

La gráfica para este caso se muestra a continuación:

Figura 2.3: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne1 =
1
√

2
∣0⟩1 (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Im{α} = Im{β} = 0.

En el segundo caso se consideran únicamente las partes imaginarias de
α y β tomando en cuenta la condición Re{α} = 0 = Re{β} la función
de Husimi resulta en:

Q(α,β)ne1 =
1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Im{β}]2

π
[1 + (Im{β})2]. (2.13)

La gráfica obtenida es la siguiente:

\
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Figura 2.4: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne1 =
1
√

2
∣0⟩1 (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Re{α} = 0 = Re{β}.

En el tercer caso se inicia con la condición Im{α} = 0 = Re{β} y en
este caso la función Q obtenida es:

Q(α,β)ne1 =
1
2
e−[Re{α})]

2

π

e−[Im{β}]2

π
[1 + (Im{β})2]. (2.14)

La gráfica correspondiente en este caso es:

Figura 2.5: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne1 =
1
√

2
∣0⟩1 (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Im{α} = 0 = Re{β}.

Finalmente el caso correspondiente a la condición Re{α} = 0 = Im{β}
lleva a una función de Husimi de la forma:

Q(α,β)ne1 =
1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Re{β}]
2

π
[1 +Re{β}]2. (2.15)

\
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en cuyo caso la gráfica es dada como se muestra a continuación.

Figura 2.6: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne1 =
1
√

2
∣0⟩1 (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Re{α} = 0 = Im{β}.

Segundo estado no enredado

Se continua con otro estado no enredado también formado por estados
de número:

∣Ψ⟩ne2 =
1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣0⟩2 + ∣1⟩2) , (2.16)

el cual, tiene asociada la función Q:

Q(α,β)ne2 =
1
4Q0(α)[(1+Re{α})2+(Im{α})2]Q0(β)[(1+Re{β})2+(Im{β})2].

(2.17)
Nuevamente mostraremos varias gráficas en donde se consideran diferentes
partes reales e imaginarias para α y β.

Iniciamos con la condición Im{α} = Im{β} = 0 la cuál hace que la
función Q tome la forma:

Q(α,β)ne2 =
1
4
e−[Re{α}]

2

π
[1+(Re{α})2]e

−[Re{β}]2

π
[1+(Re{β})2]. (2.18)

En este caso tenemos que la gráfica correspondiente es:

\
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Figura 2.7: Gráfica de la función Q(α,β)ne2 = para el estado no enredado
∣Ψ⟩ne2 =

1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Im{α} = Im{β} = 0.

En el caso de la condición Re{α} = 0 = Re{β} la función de Husimi
resulta en:

Q(α,β)ne2 =
1
4
e−[Im{α}]2

π
[1 + (Im{α})2]e

−[(Im{β}]2

π
[1 + (Im{β})2].

(2.19)
La gráfica obtenida es la siguiente:

Figura 2.8: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne2 =
1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Re{α} = 0 = Re{β}.

La condición Im{α} = 0 = Re{β} produce una función Q dada como:

Q(α,β)ne2 =
1
4
e−[Re{α}]

2

π
[1 +Re{α}]2 e

−[Im{β}]2

π
[1 + (Im{β})2]. (2.20)

\
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La gráfica obtenida es la siguiente:

Figura 2.9: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne2 =
1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Im{α} = 0 = Re{β}.

Por otro lado la condición Re{α} = 0 = Im{β} da lugar a la siguiente
función de Husimi:

Q(α,β)ne2 =
1
4
e−[Im{α}]2

π
[1 + (Im{α})2]e

−[Re{β}]2

π
[1 +Re{β}]2. (2.21)

La gráfica obtenida es la siguiente:

Figura 2.10: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado no enredado ∣Ψ⟩ne2 =
1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣0⟩2 + ∣1⟩2) considerando Re{α} = 0 = Im{β}.

Primer estado enredado

Los casos anteriores corresponden a estados cuánticos no enredados
por lo que ahora toca el turno de estados cuánticos que presentan un enre-

\
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damiento. Se inicia considerando el siguiente estado:

∣Ψ⟩e1 =
1√
2
(∣0⟩1∣1⟩2 + ∣1⟩1∣0⟩2) (2.22)

cuya función Q correspondiente viene dada como:

Q(α,β)e1 =
1
2Q0(α)Q0(β)[(Re{α} +Re{β})2 + (Im{α} + Im{β})2] (2.23)

Similarmente a los casos anteriores se inicia con la condición Im{α} =
0 = Im{β} la cual produce la siguiente función asociada:

Q(α,β)e1 =
1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Re{β}]
2

π
[Re{α} +Re{β}]2 (2.24)

la gráfica de esta función se muestra a continuación:

Figura 2.11: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e1 =
1

√

2 (∣0⟩1∣1⟩2 + ∣1⟩1∣0⟩2) considerando Im{α} = 0 = Im{β}.

Anulando ahora las partes reales, es decir, Re{α} = 0 = Re{β} se tiene
ahora la función Q dada como:

Q(α,β)e1 =
1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Im{β}]2

π
[Im{α} + Im{β}]2 (2.25)

en donde la gráfica es:

\



Caṕıtulo 2: Función Q 31

Figura 2.12: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e1 =
1

√

2 (∣0⟩1∣1⟩2 + ∣1⟩1∣0⟩2) considerando Re{α} = 0 = Re{β}.

Si se considera ahora Im{α} = 0 = Re{β} vemos que la función de
Husimi adquiere las siguiente forma:

Q(α,β)e1 =
1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Im{β}]2

π
[(Re{α})2 + (Im{β})2]. (2.26)

En este caso la gráfica correspondiente es:

Figura 2.13: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e1 =
1

√

2 (∣0⟩1∣1⟩2 + ∣1⟩1∣0⟩2) considerando Im{α} = 0 = Re{β}.

Finalmente para este estado cuántico enredado se tiene la condición
opuesta al caso anterior, es decir, Re{α} = 0 = Im{β}, en este caso la
función Q es dada como:

\
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Q(α,β)e1 =
1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Re{β}]
2

π
[(Im{α})2 + (Re{β})2]. (2.27)

La gráfica es en este caso:

Figura 2.14: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e1 =
1

√

2 (∣0⟩1∣1⟩2 + ∣1⟩1∣0⟩2) considerando Re{α} = 0 = Im{β}.

Segundo estado enredado

Consideremos ahora un segundo estado cuántico enredado de la si-
guiente forma:

∣Ψ⟩e2 =
1√
2
(∣0⟩1∣0⟩2 + ∣1⟩1∣1⟩2) (2.28)

En este caso la función Q correspondiente es:

Q(α,β)e2 = 1
2Q0(α)Q0(β)[(1 +Re{α}Re{β} − Im{α}Im{β})2

+(Re{α}Im{β} + Im{α}Re{β})2] (2.29)

Iniciemos nuevamente con la condición Im{α} = 0 = Im{β} que a su
vez hace que la función de Husimi tome la forma:

Q(α,β)e2 =
1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Re{β}]
2

π
[1 +Re{α}Re{β}]2. (2.30)

Se tiene aśı la gráfica correspondiente:

\



Caṕıtulo 2: Función Q 33

Figura 2.15: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e2 =
1

√

2 (∣0⟩1∣0⟩2 + ∣1⟩1∣1⟩2) considerando Im{α} = 0 = Im{β}.

Pasemos ahora a considerar únicamente las partes imaginarias; para
esto se aplica Re{α} = 0 = Re{β} lo que hace que se tenga una función
Q dada como:

Q(α,β)e2 =
1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Im{β}]2

π
[1 − Im{α}Im{β}]2. (2.31)

En este caso se tiene la siguiente gráfica:

Figura 2.16: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e2 =
1

√

2 (∣0⟩1∣0⟩2 + ∣1⟩1∣1⟩2) considerando Re{α} = 0 = Re{β}.

Tomando ahora la condición Im{α} = 0 = Re{β} vemos que la función
de Husimi adquiere las siguiente forma:

Q(α,β)e2 =
1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Im{β}]2

π
[1 + (Re{α}Im{β})2]. (2.32)

\
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La gráfica en este caso es:

Figura 2.17: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e2 =
1

√

2 (∣0⟩1∣0⟩2 + ∣1⟩1∣1⟩2) considerando Im{α} = 0 = Re{β}.

Finalmente se toma la condición Re{α} = 0 = Im{β} y se observa que
la función Q toma la forma:

Q(α,β)e2 =
1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Re{β}]
2

π
[1 + (Im{α}Re{β})2]. (2.33)

La gráfica en este último caso es:

Figura 2.18: Gráfica de la función Q(α,β)ne1 para el estado enredado ∣Ψ⟩e2 =
1

√

2 (∣0⟩1∣0⟩2 + ∣1⟩1∣1⟩2) considerando Re{α} = 0 = Im{β}.

Los estados considerados hasta el momento muestran una diferencia en la
función Q para estados no enredados ya que la función es de variables sepa-
rables caso contrario al caso de un estado enredado donde la función no puede

\
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separarse. En el caso de las gráficas en aquellos casos donde se consideran las
componentes reales de cada variable se nota una diferencia entre un estado
entrelazado y uno no entrelazado. En efecto, en uno de los estados enredados
se observa una total separación de la función Q en dos partes mientras que
en otro parece que tienden a separarse sin hacerlo plenamente, lo anterior no
sucede en los estados no enredados.

2.2.2. Sistemas formados por estados de número y cohe-
rentes

En esta parte del trabajo se analizaran las funciones Q correspondientes a
estados enredados y no enredados formados por estados de numero ∣0⟩1, ∣1⟩1;
y estados coherentes ∣φ⟩2, ∣−φ⟩2 donde el valor φ se tomara constante (φc) con
los siguientes valores en sus componentes: Re{φ} = 1 = Im{φ}. Similarmente
a los casos anteriores se iniciará estudiando un estado no enredado para
finalizar con un estado enredado.

Estado no enredado

El estado bipartito a considerar es el siguiente:

∣Ψ⟩ng =
1
2
(1 + e−2∣φ∣2)

−
1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣φ⟩2 + ∣−φ⟩2) (2.34)

cuya función Q correspondiente viene dada como:

Q(α,β)ng = 1
4Q0(α)[(1 +Re{α})2 + (Im{α})2]sech(∣φ∣2)

2 Q0(β) ×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1 + e−2Re{βφ∗}( cos[2Im{βφ∗}])]

2

+[e−2Re{βφ∗}( sin[2Im{βφ∗}])]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.35)

Donde para ser más expĺıcitos se tiene que:

Re{βφ∗} = Re{β}Re{φ} + Im{β}Im{φ}, (2.36)

Im{βφ∗} = Im{β}Re{φ} −Re{β}Im{φ}, (2.37)

\
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mientras que:

Q0(α) =
e−[(Re{α})

2
+(Im{α})2

]

π
, (2.38)

y análogamente para Q0(β).
El siguiente paso consiste en representar la función de Husimi en forma

gráfica para observar su comportamiento, para esto se se hará una combina-
ción de las partes reales e imaginarias como se hizo en los estados anteriores.

Se inicia con la condición Im{α} = 0 = Im{β} la cual produce la si-
guiente función asociada:

Q(α,β)ng = 1
4
e−[Re{α}]

2

π
[(1 +Re{α})2]sech(∣φ∣2)

2
e−[Re{β}]

2

π
×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[e−2Re{β}Re{φ}( sin[2Re{β}Im{φ}])]

2

+[1 + e−2Re{β}Re{φ}( cos[2Re{β}Im{φ}])]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.39)

la gráfica de esta función se muestra a continuación:

Figura 2.19: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el estado no enredado ∣Ψ⟩ng =
1
2 (1 + e

−2∣φ∣2
)

−
1
2
(∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣φ⟩2 + ∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y

Im{α} = Im{β} = 0.

\
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Anulando ahora las partes reales, es decir, Re{α} = 0 = Re{β} se tiene
ahora la función Q dada como:

Q(α,β)ng = 1
4
e−[Im{α}]2

π
[1 + (Im{α})2]sech(∣φ∣2)

2
e−[Im{β}]2

π
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[e−2Im{β}Im{φ}( sin[2Im{β}Re{φ}])]

2

+[1 + e−2Im{β}Im{φ}( cos[2Im{β}Re{φ}])]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.(2.40)

en donde la gráfica es:

Figura 2.20: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el estado no enredado ∣Ψ⟩ng =
1
2 (1 + e

−2∣φ∣2
)

−
1
2
(∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣φ⟩2 + ∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y

Re{α} = Re{β} = 0.

Si se considera ahora Im{α} = 0 = Re{β} vemos que la función de
Husimi adquiere las siguiente forma:

Q(α,β)ng = 1
4
e−[Re{α}]

2

π
[(1 +Re{α})2]sech(∣φ∣2)

2
e−[Im{β}]2

π
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[e−2Im{β}Im{φ}( sin[2Im{β}Re{φ}])]

2

+[1 + e−2Im{β}Im{φ}( cos[2Im{β}Re{φ}])]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.(2.41)

\
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En este caso la gráfica correspondiente es:

Figura 2.21: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el estado no enredado ∣Ψ⟩ng =
1
2 (1 + e

−2∣φ∣2
)

−
1
2
(∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣φ⟩2 + ∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y

Im{α} = 0 = Re{β}.

Finalmente para este estado cuántico enredado se tiene la condición
opuesta al caso anterior, es decir, Re{α} = 0 = Im{β}, en este caso la
función Q es dada como:

Q(α,β)ng = 1
4
e−[Im{α}]2

π
[1 + (Im{α})2]sech(∣φ∣2)

2
e−[Re{β}]

2

π
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[e−2Re{β}Re{φ}( sin[2Re{β}Im{φ}])]

2

+[1 + e−2Re{β}Re{φ}( cos[2Re{β}Im{φ}])]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.42)

donde la gráfica correspondiente es:

\
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Figura 2.22: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el estado no enredado ∣Ψ⟩ng =
1
2 (1 + e

−2∣φ∣2
)

−
1
2
(∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣φ⟩2 + ∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y

Re{α} = 0 = Im{β}.

Estado enredado

El caso de un estado enredado se presenta a continuación,

∣Ψ⟩nc =
1√
2
(∣0⟩1∣φ⟩2 + ∣1⟩1∣−φ⟩2) , (2.43)

siendo ∣0⟩1 y ∣1⟩1 estados de número mientras que ∣φ⟩2 y ∣−φ⟩2 corresponden
a estados coherentes. La función de Husimi resultante para este sistema es
la siguiente:

Q(α,β)nc = 1
2Q0(α)Q0(β)e−∣φ∣

2
e2Re{β∗φ} ×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1 + e−2Re{β∗φ}(Re{α} cos[2Im{β∗φ}] − Im{α} sin[2Im{β∗φ}])]

2

+[e−2Re{β∗φ}(Re{α} sin[2Im{β∗φ}] + Im{α} cos[2Im{β∗φ}])]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

(2.44)

Donde para ser más expĺıcitos se tiene que:

Re{β∗φ} = Re{β}Re{φ} + Im{β}Im{φ}, (2.45)

Im{β∗φ} = Re{β}Im{φ} − Im{β}Re{φ}, (2.46)

\
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mientras que:

Q0(α) =
e−[(Re{α})

2
+(Im{α})2

]

π
, (2.47)

y similarmente para Q0(β).
El orden de las gráficas será el mismo, es decir, por pares de las com-

ponentes reales o imaginarias de las variables involucradas.

El primer caso lo tenemos considerando las partes reales considerando
Re{α} y Re{β}, es decir, se tiene que Im{α} = Im{β} = 0. La condición
anterior provoca que la función (2.44) adquiera la siguiente forma:

Q(α,β)nc = 1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Re{β}]
2

π
e−∣φ∣

2
e2Re{β}Re{φ}

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1 + e−2Re{β}Re{φ}Re{α} cos[2Re{β}Im{φ}]]

2

.

+[e−2Re{β}Re{φ}Re{α} sin[2Re{β}Im{φ}]]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.48)

La gráfica para este caso se muestra a continuación:

Figura 2.23: Gráfica de la función Q(α,β)nc para el estado enredado ∣Ψ⟩nc =
1
√

2
(∣0⟩1∣φ⟩2 + ∣1⟩1∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y Im{α} = Im{β} = 0.

En el segundo caso se consideran únicamente las partes imaginarias de
α y β tomando en cuenta la condición Re{α} = 0 = Re{β} la función
de Husimi resulta en:

\



Caṕıtulo 2: Función Q 41

Q(α,β)nc = 1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Im{β}]2

π
e−∣φ∣

2
e2Im{β}Im{φ}

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1 + e−2Im{β}Im{φ}Im{α} sin[2Im{β}Re{φ}]]

2

.

+[e−2Im{β}Im{φ}Im{α} cos[2Im{β}Re{φ}]]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.(2.49)

La gráfica obtenida es la siguiente:

Figura 2.24: Gráfica de la función Q(α,β)nc para el estado enredado ∣Ψ⟩nc =
1
√

2
(∣0⟩1∣φ⟩2 + ∣1⟩1∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y Re{α} = 0 = Re{β}.

En el tercer caso se inicia con la condición Im{α} = 0 = Re{β} y en
este caso la función Q obtenida es:

Q(α,β)nc = 1
2
e−[Re{α}]

2

π

e−[Im{β}]2

π
e−∣φ∣

2
e2Im{β}Im{φ}

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1 + e−2Im{β}Im{φ}Re{α} cos[2Im{β}Re{φ}]]

2

.

+[e−2Im{β}Im{φ}Re{α} sin[2Im{β}Re{φ}]]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

(2.50)

\
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La gráfica correspondiente en este caso es:

Figura 2.25: Gráfica de la función Q(α,β)nc para el estado enredado ∣Ψ⟩nc =
1
√

2
(∣0⟩1∣φ⟩2 + ∣1⟩1∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y Im{α} = 0 = Re{β}.

Finalmente el caso correspondiente a la condición Re{α} = 0 = Im{β}
lleva a una función de Husimi de la forma:

Q(α,β)nc = 1
2
e−[Im{α}]2

π

e−[Re{β}]
2

π
e−∣φ∣

2
e2Re{β}Re{φ}

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1 − e−2Re{β}Re{φ}Im{α} sin[2Re{β}Im{φ}]]

2

.

+[e−2Re{β}Re{φ}Im{α} cos[2Re{β}Im{φ}]]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

(2.51)

en cuyo caso la gráfica es dada como se muestra a continuación.

\
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Figura 2.26: Gráfica de la función Q(α,β)nc para el estado enredado ∣Ψ⟩nc =
1
√

2
(∣0⟩1∣φ⟩2 + ∣1⟩1∣−φ⟩2) considerando Re{φ} = 1 = Im{φ} y Re{α} = 0 = Im{β}.

Como se puede ver nuevamente la función Q tiene un comportamien-
to diferente dependiendo si el estado presenta entrelazamiento cuántico o no.
En el caso de un estado no enredado la función es de variables separables y
gráficamente no presenta una separación en los casos de las componentes con-
sideradas. En contraste al caso de un estado enredado en donde las gráficas
en todos los casos presentan una separación y la función no es de variables
separables.

2.2.3. Sistemas formados por estados de número y es-
tados de número desplazado

Se analizarán las funciones Q correspondientes a sistemas bipartitos
(enredados y no enredados) formados por estados de numero ∣0⟩1, ∣1⟩1; y esta-
dos de número desplazado ∣δ, φ⟩2, ∣δ,−φ⟩2, nuevamente se considerará Re{φ} =
1 = Im{φ}, es decir, φc = 1+i. Siguiendo el orden usado en los casos anteriores
se comienza estudiando un sistema no enredado para después finalizar con
un sistema enredado.

Sistema no enredado

Se inicia con el siguiente sistema bipartito, no enredado:

∣Ψ⟩nd =
1
2
(1 + e−2∣φ∣2Lδ(∣2φ∣2))

−
1
2 (∣0⟩1 + ∣1⟩1) (∣δ, φ⟩2 + ∣δ,−φ⟩2) , (2.52)

\
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en donde Lδ(∣2φ∣2) corresponde al polinomio de Legendre de grado δ. Para
este sistema se tiene la siguiente función Q:

Q(α,β)ng = 1
4
(1 + e−2∣φ∣2Lδ(∣2φ∣2))

−
1
2 Q0(α)∣α + 1∣2Q0(β)e−∣φ∣

2 ×

e2Re{βφ∗} ∣β − φ∣2δ
δ!

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[e

−2Re{βφ∗}

∣β − φ∣2δ
( sin[2Im{βφ∗}]S0(δ, β, φ)

+ cos[2Im{βφ∗}]S1(δ, β, φ))]
2

+[1 + e
−2Re{βφ∗}

∣β − φ∣2δ
( cos[2Im{βφ∗}]S0(δ, β, φ)

− sin[2Im{βφ∗}]S1(δ, β, φ))]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.53)

Donde se tiene:

Re{βφ∗} = Re{β}Re{φ} + Im{β}Im{φ}, (2.54)

Im{βφ∗} = Im{β}Re{φ} −Re{β}Im{φ}, (2.55)

Q0(α) =
1
π
e−[(Re{α})

2
+(Im{α})2

], (2.56)

y similarmente para Q0(β). Además por simplicidad se definió

Sn(δ, β, φ) =
δ

∑
m=0

( δ

2m + n
)(−1)m+n (∣β∣2 − ∣φ∣2)δ−(2m+n) (Im{βφ∗})2m+n.

(2.57)
En este último caso se tiene que n = 0,1.

Nuevamente la función de Husimi se calculará en diferentes casos y se
graficará en cada uno de estos.

Se inicia considerando Im{α} = 0 = Im{β} por lo que Re{βφ∗} =
Re{β} y Im{βφ∗} = −Re{β}. Aunado a esto se tiene que recordar que
φc implica que Re{φ} = 1 = Im{φ} por lo que se tiene la siguiente
función Q:

\
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Q(α,β)ng = 1
4
(1 + e−4Lδ(8))

−
1
2 e

−[Re{α}]2

π
[1 +Re{α}]2 e

−[Re{β}]2

π

e−2e2Re{β} [(Re{β} − 1)2 + 1]δ
δ! ×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[ e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ ( sin[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

− cos[2Re{β}]S1(δ,Re{β}, φc))]
2

+[1 + e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ ( cos[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

+ sin[2Re{β}]S1(δ,Re{β}, φc))]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.58)

El siguiente paso consiste en realizar las gráficas y ver como evoluciona
el sistema para diferentes valores de δ, en este caso se se tomarán los
valores δ = 0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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Figura 2.27: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema no enredado
∣Ψ⟩nd considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Im{α} = Im{β} = 0 para valores de
δ = 0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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El segundo caso corresponde a Re{α} = 0 = Re{β}. En este caso se
tiene Re{βφ∗} = Im{β} y Im{βφ∗} = Im{β} por lo que la función Q
toma la forma:

Q(α,β)ng = 1
4
(1 + e−4Lδ(8))

−
1
2 e

−[Im{α}]2

π
[1 + (Im{α})2]e

−[Im{β}]2

π

e−2e2Im{β} [(Im{β} − 1)2 + 1]δ
δ! ×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[ e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ ( sin[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

+ cos[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc))]
2

+[1 + e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ ( cos[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

− sin[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc))]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.59)

Ahora observemos las gráficas para varios valores de δ y ver como evo-
luciona el sistema.

\
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Figura 2.28: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema no enredado
∣Ψ⟩nd considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Re{α} = 0 = Re{β} para valores de
δ = 0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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El tercer caso corresponde a la condición Im{α} = 0 = Re{β} la que
produce nuevamente que Re{βφ∗} = Im{β} y Im{βφ∗} = Im{β}. La
función Q correspondiente es:

Q(α,β)ng = 1
4
(1 + e−4Lδ(8))

−
1
2 e

−[Re{α}]2

π
[1 +Re{α}]2 e

−[Im{β}]2

π

e−2e2Im{β} [(Im{β} − 1)2 + 1]δ
δ!

×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[ e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ ( sin[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

+ cos[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc))]
2

+[1 + e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ ( cos[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

− sin[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc))]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.60)

En este caso las gráficas correspondientes son:

\
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Figura 2.29: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema no enredado
∣Ψ⟩nd considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Im{α} = 0 = Re{β} para valores de
δ = 0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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Finalmente se tiene que Re{α} = 0 = Im{β} la que produce nueva-
mente que Re{βφ∗} = Im{β} y Im{βφ∗} = −Im{β}. La función Q
correspondiente es:

Q(α,β)ng = 1
4
(1 + e−4Lδ(8))

−
1
2 e

−[Im{α}]2

π
[1 + (Im{α})2]e

−[Re{β}]2

π

e−2e2Re{β} [(Re{β} − 1)2 + 1]δ
δ!

×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[ e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ ( sin[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

− cos[2Re{β}]S1(δ,Re{β}, φc))]
2

+[1 + e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ ( cos[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

+ sin[2Re{β}]S1(δ,Re{β}, φc))]
2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.61)

Las gráficas correspondientes a este caso se muestran a continuación:

\



52 Caṕıtulo 2: Función Q

Figura 2.30: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema no enredado
∣Ψ⟩nd considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Re{α} = 0 = Im{β} para valores de
δ = 0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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Como se nota en las gráficas al ir aumentando el valor de δ la función
Q se divide y ((desplaza)) sobre los ejes verticales que es donde se están con-
siderando las componentes de la variable β. Esta variable corresponde a los
valores de los elementos diagonales ∣β⟩ del operador de densidad correspon-
diente a la representación de los estados de número desplazado.

Sistema enredado

En el caso del siguiente sistema enredado:

∣Ψ⟩de =
1√
2
(∣0⟩1∣δ, φ⟩2 + ∣1⟩1∣δ,−φ⟩2) , (2.62)

la función de Husimi obtenida es dada en la siguiente forma:

Q(α,β)de = 1
2Q0(α)Q0(β)e2Re{βφ∗} ∣β − φ∣2δ

δ! ×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 + e

−2Re{βφ∗}

∣β − φ∣2δ
⎛
⎝
(Re{α} cos[2Im{βφ∗}] + Im{α} sin 2Im{βφ∗}])S0(δ, β, φ)

+(Re{α} sin[2Im{βφ∗}] − Im{α} cos[2Im{βφ∗}])S1(δ, β, φ)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

e−2Re{βφ∗}

∣β − φ∣2δ
⎛
⎝
(Re{α} cos[2Im{βφ∗}] + Im{α} sin 2Im{βφ∗}])S1(δ, β, φ)

−(Re{α} sin[2Im{βφ∗}] − Im{α} cos[2Im{βφ∗}])S0(δ, β, φ)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

(2.63)

Donde los elementos que conforman la función Q ya fueron definidos con
anterioridad.

En analoǵıa al sistema no enredado se inicia con la condición Im{α} =
0 = Im{β} que ocasiona que Re{βφ∗} = Re{β} y Im{βφ∗} = −Re{β}.
Teniendo en consecuencia la siguiente función:

\
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Q(α,β)de = 1
2
e−[(Re{α})

2
]

π

e−[(Re{β})]
2
]

π
e2Re{β} [(Re{β} − 1)2 + 1]δ

δ! ×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 + Re{α}e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

cos[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

− sin[2Im{β}]S1(δ,Re{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

eRe{α}−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

cos[2Re{β}]S1(δ,Re{β}, φc)

+ sin[2Im{βφ∗}]S0(δ,Re{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.64)

Las gráficas correspondientes a este caso son:

\
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Figura 2.31: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema enredado ∣Ψ⟩de
considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Im{α} = Im{β} = 0 para valores de δ =

0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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El segundo caso corresponde a Re{α} = 0 = Re{β}. En este caso se
tiene Re{βφ∗} = Im{β} y Im{βφ∗} = Im{β} por lo que la función Q
toma la forma:

Q(α,β)de = 1
2
e−[(Im{α})2

]

π

e−[(Im{β})]2
]

π
e2Im{β} [(Im{β} − 1)2 + 1]δ

δ! ×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 + Im{α}e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

sin[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

− cos[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Im{α}e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

cos[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

+ sin[2Im{βφ∗}]S1(δ, Im{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.65)

Las gráficas correspondientes para este caso son:

\
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Figura 2.32: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema enredado ∣Ψ⟩de
considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Re{α} = Re{β} = 0 para valores de δ =

0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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El tercer caso corresponde a la condición Im{α} = 0 = Re{β} la que
produce nuevamente que Re{βφ∗} = Im{β} y Im{βφ∗} = Im{β}. La
función Q correspondiente es:

Q(α,β)de = 1
2
e−[(Re{α})

2
]

π

e−[(Im{β})]2
]

π
e2Im{β} [(Im{β} − 1)2 + 1]δ

δ! ×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 + Re{α}e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

cos[2Im{β}]S0(δ, Im{β}, φc)

+ sin[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Re{α}e−2Im{β}

[(Im{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

cos[2Im{β}]S1(δ, Im{β}, φc)

− sin[2Im{βφ∗}]S0(δ, Im{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.66)

Las gráficas correspondientes para este caso son:

\
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Figura 2.33: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema enredado ∣Ψ⟩de
considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Im{α} = Re{β} = 0 para valores de δ =

0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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Finalmente se tiene que Re{α} = 0 = Im{β} la que produce nueva-
mente que Re{βφ∗} = Im{β} y Im{βφ∗} = −Re{β}. La función Q
correspondiente es:

Q(α,β)de = 1
2
e−[(Im{α})2

]

π

e−[(Re{β})]
2
]

π
e2Re{β} [(Re{β} − 1)2 + 1]δ

δ! ×
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 + Im{α}e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

sin[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

− cos[2Re{β}]S1(δ,Re{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Im{α}e−2Re{β}

[(Re{β} − 1)2 + 1]δ
⎛
⎝

cos[2Re{β}]S0(δ,Re{β}, φc)

+ sin[2Re{βφ∗}]S1(δ,Re{β}, φc)
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (2.67)

Las gráficas correspondientes para este caso son:

\
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Figura 2.34: Gráfica de la función Q(α,β)ng para el sistema enredado ∣Ψ⟩de
considerando Re{φ} = 1 = Im{φ}, Re{α} = Re{β} = 0 para valores de δ =

0,1,2,3,4,6,8,10.

\
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En este caso además de dividirse sobre el eje vertical, como en el caso de
un estado no enredado, la función Q se separa sobre el eje horizontal el cuál
se asocial a la base de elementos diagonales ∣α⟩ asociados a la parte del
operador de densidad que representa a los estados de número. Al respecto, el
comportamiento en el eje vertical puede asociarse a los valores que adquiere
δ en los estados de número desplazado mientras que el comportamiento en
el eje horizontal puede considerarse como una detección del entrelazamiento
cuántico de los estados de número con los estados de número desplazado pues
un comportamiento similar se observa en el estado entrelazado compuesto por
estados de número y coherentes.

Lo analizado en este caṕıtulo permite mostrar que la función Q puede
usarse como una herramienta para analizar estados cuánticos entrelazados ya
que en el espacio fase se observa un comportamiento distintivo pues la gráfica
de la función tiende a separarse como en la figura 2.15 o totalmente como en
las figuras 2.11 ó 2.23; y en algunos casos hasta en tres partes 2.31. Aunado
a lo anterior la función de Husimi permite observar un desplazamiento en
aquellos casos donde el sistema bipartito contiene estados de número des-
plazado. Finalmente es importante señalar que esta función es de variables
separables cuando no existe enredamiento cuántico.

c

\



3
Función de Husimi para una cavidad

optomecánica

E
n este capitulo se usa la función Q para analizar la evolución en el
espacio fase del sistema cuántico correspondiente a la cavidad opto-

mecánica. En una primera parte de este caṕıtulo se introduce una definición
de la función de Husimi para un sistema tripartito la cual involucra tres
variables complejas, por lo que se introducen las condiciones necesarias pa-
ra poder representarla gráficamente. Una vez hecho lo anterior se procede a
calcular dicha función para el estado inicial observando su correspondiente
comportamiento en el espacio fase. Finalmente se realiza el análisis del estado
final obtenido por la dinámica de la cavidad, iniciando por su comportamien-
to temporal para luego hacer lo mismo en el espacio fase; en esta parte del
trabajo se considerarán tanto el acoplamiento fuerte como el débil.

3.1. Función de Husimi para una cavidad op-
tomecánica

3.1.1. Estado inicial y final para una cavidad opto-
mecánica

Antes de iniciar plenamente con la función de Husimi para un sistema
tripartito es conveniente recordar la siguiente información. El estado inicial
no enredado que representa al sistema esta dado por:
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∣Ψ⟩in =
1
2(∣0⟩1 + ∣1⟩1)(∣0⟩2 + ∣1⟩2)∣β⟩, (3.1)

donde los primeros los estados ∣0⟩i y ∣1⟩i representan a los modos del campo
(i = 1,2) mientras que el resonador es representado por el últimos término, es
decir, el estado coherente ∣β⟩. La evolución temporal del sistema se obtiene
aplicando el operador de evolución temporal,

Û(t) = e− it
h̵
Ĥ , (3.2)

al estado inicial ∣Ψ⟩in como se indica en la siguiente expresión:

∣Ψ(t)⟩ = Û(t)∣Ψ⟩in. (3.3)
El Hamiltoniano correspondiente a este sistema está dado por:

Ĥ = h̵ω1â
†
1â1 + h̵ω2â

†
2â2 + h̵ωmb̂†b̂ + h̵(g1â

†
1â1 + g2â

†
2â2)(b̂ + b̂†), (3.4)

donde âi y â†
i (i = 1,2) son los operadores de aniquilación y creación respec-

tivamente para los modos del campo, mientras tanto b̂ y b̂† juegan el mismo
papel para el resonador mecánico; ωi y ωm son las frecuencias de los modos
electromagnético y mecánico; y finalmente gi es la constante i-ésima de aco-
plamiento optomecánica correspondiente a un modo. Como resultado de la
evolución temporal del sistema se obtiene el siguiente estado final,

∣Ψ(t)⟩ = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∣0⟩1(∣0⟩2∣β′⟩ + c2∣1⟩2M2(m,k)∣β′, k⟩)

+c1∣1⟩1(∣0⟩2M1(m,k)∣β′, k⟩

+c2∣1⟩2e
2F1h̵2g1g2M2(m,k)M1(n, l)

√
(k + l)!
k! ⋅ l! ∣β′, k + l⟩)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.(3.5)

donde por simplicidad fueron hechas las siguientes definiciones:

M j(m,k) =
∞

∑
m=0

m

∑
k=0

(m
k
)
(F2(t)gjh̵)m

m! (β′∗)m−k
√
k! (3.6)

cj = e−iωjteF3(t)h̵gjβ
′

eF1(t)h̵2g2
j . (3.7)
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con j = 1,2. Las funciones F1(t), F2(t) y F3(t) son las siguientes:

F1(t) = e−iωmt − iωmt − 1
h̵2ω2

m

, (3.8)

F2(t) = e−iωmt − 1
h̵ωm

, (3.9)

F3(t) = 1 − eiωmt

h̵ωm
. (3.10)

Como se observa el estado cuántico inicial no enredado se transforma a un
estado cuántico enredado a causa de la evolución temporal del sistema es
por lo tanto necesario analizar el enredamiento cuántico generado y el com-
portamiento correspondiente en el espacio fase, para esto se usará la función
Q.

3.1.2. Función Q para un sistema tripartito
En el capitulo anterior el análisis en el espacio fase para sistemas

bipartitos fué realizado con la definición propuesta por [48] y [49], es decir,

Q(α,β)12 =
⟨α,β∣ρ̂12∣β,α⟩

π2 , (3.11)

en donde ∣α,β⟩ = ∣α⟩1∣β⟩2 son los estados coherentes asociados a la diagonal
de la matriz de densidad para los sistemas 1 y 2 respectivamente.

El caso de un sistema tripartito requiere considerar un tercer siste-
ma extra, por lo que resulta en cierta manera natural ampliar la definición
anterior incluyendo ahora una base extra representada también por estados
coherentes para incluir el nuevo sistema, como resultado de este razonamiento
se tiene la siguiente definición:

Q(α,µ, ν)cav =
⟨α,µ, ν∣ρ̂cav ∣α,µ, ν⟩

π3 , (3.12)

donde ρ̂cav = ∣Ψ⟩⟨Ψ∣ corresponde al operador de densidad del sistema total
y ∣α,µ, ν⟩ = ∣µ⟩1∣ν⟩2∣α⟩3 son los correspondientes estados coherentes en el
espacio de fase de cada sistema. Se tiene por lo tanto, que ∣α⟩ mapea el
comportamiento correspondiente del espejo, mientras que los kets ∣µ⟩1 y ∣ν⟩2
mapean el comportamiento de los modos de cavidad. En consecuencia la

\
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función Q(α,µ, ν)cav depende de tres variables complejas (una para cada
sistema) por lo que para poder obtener representaciones gráficas se tendrán
que considerar casos en donde alguna de las variables se mantendrá constante
dejando libre el par restante, en efecto, dichos casos son los siguientes:

α=constante.

ν=constante.

µ=constante.

Aún con las elecciones anteriores hay demasiadas variables que hacen
que la visualización en el espacio de fase no sea posible. Por lo tanto para re-
mediar esta situación, sólo las componentes reales de las variables a utilizar en
cada caso se tendrán en cuenta. Además, como se hizo en el caṕıtulo anterior,
el valor del estado coherente (asociado al resonador mecánico) será conside-
rado como constante, es decir, Re{β} = 2 = Im{β}. Estas consideraciones
serán aplicadas en la graficación de la función de Husimi tanto para el estado
inicial como el final.

3.1.3. Función Q para el estado inicial
El estado inicial del sistema, como se indico ĺıneas arriba, es el siguien-

te:

∣Ψ⟩in =
1
2(∣0⟩1 + ∣1⟩1)(∣0⟩2 + ∣1⟩2)∣β⟩, (3.13)

usando la definición 3.12 se obtiene la siguiente función Q:

Q(α,µ, ν) = 1
4Q0(α − β)Q0(µ)∣1 + µ∣

2
Q0(ν)∣1 + ν∣

2
, (3.14)

donde
Q0(µ) =

1
π
e−[(Re{µ})

2
+(Im{µ})2

]. (3.15)

Similarmente para Q0(ν) y Q0(α − β).
La expresión anaĺıtica de esta función hereda el comportamiento del

sistema para el cual fue calculada porque puede ser factorizada, es decir,
escrita como el producto de funciones que dependen cada una de la varia-
ble de espacio de fase correspondiente a cada sistema individual. Más tarde

\
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se observará la contraparte para el sistema cuánticamente enredado. Pase-
mos ahora a observar el comportamiento gráfico de dicha función para los
diferentes casos mencionados.

Iniciemos considerando el caso α = cte y observemos su comportamien-
to. Se tiene Re{α} = 1 = Im{α}, Re{β} = 2 = Im{β} y Im{µ} = 0 =
Im{ν}. El eje x corresponde a la parte real de µ mientras que el eje y
corresponde a la parte real de ν

Figura 3.1: Gráfica de la función Q(α,µ, ν)in para el sistema no enredado ∣Ψ⟩in =
(γ1∣0⟩1 + δ1∣1⟩1)(γ2∣0⟩2 + δ2∣1⟩2)∣β⟩, con Re{α} = 1 = Im{α}, Re{β} = 1 = Im{β} y
Im{µ} = 0 = Im{ν}

El segundo caso corresponde a ν = cte, es decir, Re{ν} = 1 = Im{ν},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α}. Nuevamente el eje x
corresponde a la parte real de µ pero ahora el eje y corresponde a la
parte real de α.

Figura 3.2: Gráfica de la función Q(α,µ, ν)in para el sistema no enredado ∣Ψ⟩in =
(γ1∣0⟩1 + δ1∣1⟩1)(γ2∣0⟩2 + δ2∣1⟩2)∣β⟩, con Re{ν} = 1 = Im{ν}, Re{β} = 2 = Im{β} y
Im{µ} = 0 = Im{α}

\
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Finalmente tenemos el último caso en donde µ = cte, es decir, Re{µ} =
1 = Im{µ}, Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}. En este caso
el el eje ]x corresponde a la parte real de ν y el eje y corresponde a la
parte real de α

Figura 3.3: Gráfica de la función Q(α,µ, ν)in para el sistema no enredado
∣Ψ⟩in = (γ1∣0⟩1+δ1∣1⟩1)(γ2∣0⟩2+δ2∣1⟩2)∣β⟩, conµ = cte, es decir, Re{µ} = 1 = Im{µ},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}

Cabe señalar que debido a que Q(α,µ, ν) pertenece a tres diferentes
subespacios se tiene un espacio dimensional de 6 variables lo que se presenta
en las gráficas anteriores es un mapeo de dicho espacio a un espacio tridi-
mensional con el propósito de visualizar la compleja estructura del espacio
original de mayor dimensión. Por ejemplo, en el caso α = cte, se toma el
subespacio asociado al espejo como constante y se analiza sólo en el com-
portamiento de los modos de cavidad representados por las variables µ y ν.
Esta misma división del estudio del espacio por partes será considerado para
el estado final resultante anexando la variable temporal. Dicho análisis de
subespacios será llevado a cabo también en el caso de la función Q(α,µ, ν, t)
anexando el comportamiento temporal al estudio.

\
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3.1.4. Función Q para el estado final
El estado final resultante de la dinámica de la cavidad es el siguiente:

∣Ψ(t)⟩ = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∣0⟩1(∣0⟩2∣β′⟩ + c2∣1⟩2M2(m,k)∣β′, k⟩)

+c1∣1⟩1(∣0⟩2M1(m,k)∣β′, k⟩

+c2∣1⟩2e
2F1h̵2g1g2M2(m,k)M1(n, l)

√
(k + l)!
k! ⋅ l! ∣β′, k + l⟩)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

(3.16)

La función Q resultante de la definición 3.12 para este estado esta dada como:

Q(α,µ, ν, t) = 1
4Q0(µ)Q0(ν)Q0(α−β′)

RRRRRRRRRRR
1+Q2+Q1 (1 +Q2e

2F1g1g2h̵2)
RRRRRRRRRRR

2

(3.17)

con Q1 y Q2 las funciones siguientes:

Q1(µ,α, t) = c1µ ∗ eF2g1h̵α∗ , (3.18)
Q2(ν,α, t) = c2ν ∗ eF2g2h̵α∗ , (3.19)

en donde c1, c2, F1 y F2 ya han sido definidas con anterioridad. A diferencia
de la función Q(α,µ, ν) ésta no puede separarse en un producto de funciones
en el que cada una de ellas depende de una sola variable. No obstante lo
anterior, esta función en el momento t = 0 se convierte en la función 3.14.

El análisis de la función 3.17 se dividirá en dos partes según los valores
asignados a la constante de acoplamiento escalada, k, tomándose los valores
k = 1/2 y k = 1 que pertenecen al régimen de acoplamiento débil y fuerte res-
pectivamente. En cada régimen se comenzará analizando el comportamiento
temporal para luego realizar lo mismo en el espacio fase. Para realizar el
análisis se usará un tiempo escalado por la frecuencia mecánica ωm, es decir,
t′ = t/ωm; recordemos que se esta aplicando las condición ω1 = ω2 = ω para
lo cual asignaremos valores para las frecuencias de ω = 1016 y ωm = 103 en
consecuencia r = 1013.

El comportamiento temporal se obtiene fijando las demás variables y
dejando únicamente el tiempo como variable mientras que para el espacio
fase se tomarán nuevamente los casos:

\
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α=constante.

ν=constante.

µ=constante,
a diferencia del caso del estado inicial estas condiciones en el espacio fa-
se tienen una dependencia temporal por lo que se usarán los valores t =
0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π para realizar el análisis a tiempos fijos. Es impor-
tante señalar que estos valores serán indicados por ĺıneas verticales en las
gráficas temporales para poder tener una mejor visualización.

Acoplamiento débil g = ωm

2 ⇒ k = 1
2

Como se indicó lineas anteriores se inicia con el análisis en el régimen
de acoplamiento débil iniciando con la parte temporal del comportamiento
de 3.17 para luego pasar al espacio fase. En la etapa del espacio fase se inicia
con las gráficas en 3 dimensiones usando únicamente las componentes reales
de las variables usadas a tiempos determinados de tiempo para luego realizar
lo mismo usando gráficas de contorno permitiendo una mejor visualización.

Se tiene el caso α = constante con las condiciones Re{β} = 2 = Im{β} y
Im{µ} = 0 = Im{ν}. Adicionalmente para el comportamiento temporal
se considera Re{µ} = 0 = Re{ν}.

Figura 3.4: Gráfica en función del tiempo de la función Q(α,µ, ν, t)fin para el
estado enredado ∣Ψ(t)⟩ con Re{α} = 1 = Im{α}, Re{β} = 2 = Im{β}, Re{µ} =
0 = Re{ν} y Im{µ} = 0 = Im{ν}.

\
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Figura 3.5: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π escalados por ωm = 103. Con Re{α} = 1 = Im{α},
Re{β} = 2 = Im{β}, y Im{µ} = 0 = Im{ν}.

\
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Figura 3.6: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π escalados por ωm = 103. Con Re{α} = 1 = Im{α},
Re{β} = 2 = Im{β}, y Im{µ} = 0 = Im{ν}.

\
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El segundo caso, ν = constante con Re{ν} = 1 = Im{ν}, Re{β} = 2 =
Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α} y para el comportamiento temporal se
considera ademas Re{µ} = 1 = Re{α}.

Figura 3.7: Gráfica en función del tiempo de la función Q(α,µ, ν, t)fin para el
estado enredado ∣Ψ(t)⟩ con Re{ν} = 1 = Im{ν}, Re{β} = 2 = Im{β}, Re{µ} =
1 = Re{α} y Im{µ} = 0 = Im{α}.

\
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Figura 3.8: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π escalados por ωm = 103. Con Re{ν} = 1 = Im{ν},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α}.

\
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Figura 3.9: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π escalados por ωm = 103. Con Re{ν} = 1 = Im{ν},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α}.

\
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Finalmente para el caso µ = constante; con Re{µ} = 1 = Im{µ},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}. Para realizar la gráfica
temporal se considera también Re{ν} = 1 = Re{α}.

Figura 3.10: Gráfica temporal de la función Q(α,µ, ν, t)fin para el estado en-
redado ∣Ψ(t)⟩ con µ = cte, i.e. Re{µ} = 1 = Im{µ}, Re{β} = 2 = Im{β},
Re{ν} = 1 = Re{α} y Im{ν} = 0 = Im{α}.

\
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Figura 3.11: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π escalados por ωm = 103. Con Re{µ} = 1 = Im{µ},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}.

\
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Figura 3.12: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π escalados por ωm = 103. Con Re{µ} = 1 = Im{µ},
Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}.

\
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Como se pudo observar la función Q(α,µ, ν, t) tiene un periodo de
4π por lo que es válido suponer que a partir del inicio de la dinámica del
sistema surge enredamiento cuántico el cual colapsa al tiempo t = 4π para
luego resurgir e iniciar nuevamente este proceso. El comportamiento en el
espacio fase muestra que existe un enredamiento cuántico en algunos valores
de tiempo pues la gráfica se divide en formas similares a como sucedió en los
casos de estados entrelazados del capitulo anterior.

Acoplamiento fuerte g = ωm⇒ k = 1

Ahora corresponde el turno al régimen de acoplamiento fuerte para lo
cuál se seguirá el mismo orden del caso débil.

Se inicia nuevamente con α = constante con las condiciones Re{β} = 2 =
Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{ν}. Adicionalmente para el comportamiento
temporal se considera Re{µ} = 0 = Re{ν}.

Figura 3.13: Gráfica temporal de la función Q(α,µ, ν, t) para el estado enredado
∣Ψ(t)⟩ con Re{α} = 1 = Im{α}, Re{β} = 1 = Im{β}, Re{µ} = 0 = Re{ν} y
Im{µ} = 0 = Im{ν}.

\
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Figura 3.14: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π,8π escalados por el factor ωm = 103. Con Re{α} = 1 =
Im{α}, Re{β} = 1 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{ν}

\
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Figura 3.15: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π,8π escalados por el factor ωm = 103. Con Re{α} = 1 =
Im{α}, Re{β} = 1 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{ν}

\
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El segundo caso ν = constante con Re{ν} = 1 = Im{ν}, Re{β} = 2 =
Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α} y para el comportamiento temporal se
considera ademas Re{µ} = 1 = Re{α}.

Figura 3.16: Gráfica temporal de la función Q(α,µ, ν, t) para el estado enredado
∣Ψ(t)⟩ con Re{ν} = 1 = Im{ν}, Re{β} = 2 = Im{β}, Re{µ} = 1 = Re{α} y
Im{µ} = 0 = Im{α}.

\
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Figura 3.17: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π,8π escalados por el factor ωm = 103. Con Re{ν} = 1 =
Im{ν}, Re{β} = 2 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α}.

\
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Figura 3.18: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π,8π escalados por el factor ωm = 103. Con Re{ν} = 1 =
Im{ν}, Re{β} = 2 = Im{β} y Im{µ} = 0 = Im{α}.

\
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Finalmente el caso µ = constante; con Re{µ} = 1 = Im{µ}, Re{β} =
2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}. Para realizar la gráfica temporal se
considera también Re{ν} = 1 = Re{α}.

Figura 3.19: Gráfica temporal de la función Q(α,µ, ν, t) para el estado enredado
∣Ψ(t)⟩ con µ = cte, i.e. Re{µ} = 1 = Im{µ}, Re{β} = 2 = Im{β}, Re{ν} = 1 = Re{α}
y Im{ν} = 0 = Im{α}.
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Figura 3.20: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π,8π escalados por el factor ωm = 103.Con Re{µ} = 1 =
Im{µ}, Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}.
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Figura 3.21: Gráfica de la función Q(α,µ, ν, t) para los tiempos t =

0, π,2π,3π,4π,5π,6π,7π,8π escalados por el factor ωm = 103. Con Re{µ} = 1 =
Im{µ}, Re{β} = 2 = Im{β} y Im{ν} = 0 = Im{α}.

\
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En este régimen de acoplamiento fuerte, la función Q(α,µ, ν, t) mues-
tra un periodo temporal de t = 2π. Esto implica que el comportamiento
del enredamiento cuántico de colapsos y resurgimientos temporales ocurre
de forma similar al caso del acoplamiento débil solo que en un tiempo me-
nor. En el caso del espacio fase nuevamente se tienen gráficas que muestran
entrelazamiento cuántico para algunos valores temporales.

La definición propuesta de la función Q para un sistema tripartito y
su consecuente aplicación como herramienta de análisis de estados cuánticos
ha probado tanto su utilidad como su alcance, pues ha permitido obtener
resultados relevantes gracias al estudio cualitativo hecho en el espacio fase
correspondiente. El primero de estos resultados recae directamente sobre el
comportamiento temporal del enredamiento cuántico pues se ha podido con-
cluir que presenta colapsos y resurgimientos según el sistema evoluciona a
través del tiempo. En este contexto, un segundo resultado indica que el pe-
riodo temporal mencionado esta determinado directamente por el valor de la
constante de acoplamiento escalada, k. Aunado a lo anterior, en el espacio
fase ha sido posible encontrar valores del tiempo en los cuales la gráfica de la
función de Husimi distingue enredamiento cuántico presentado en el sistema,
lo cual en algunos subespacios (fijando una variable) del sistema se hace mas
notorio.

Aun cuando los resultados obtenidos en este caṕıtulo son significati-
vos es necesario probar que efectivamente la función Q propuesta describe
adecuadamente las caracteŕısticas del enredamiento cuántico. Con el obje-
tivo de realizar esta veririficación, en el siguiente caṕıtulo se emplearán las
desigualdades de Van Loock-Furusawa en el estado final de la cavidad, estas
desigualdases han probado su utilidad para examinar enredamiento cuántico
tanto en sistemas bipartitos como tripartitos [38].

c
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4
Desigualdades de Van Loock Furusawa para

una cavidad optomecánica

E
n este caṕıtulo se utilizarán las desigualdades de Van Loock Furusawa
con el objetivo de verificar los resultados obtenidos con la función Q en

el sistema tripartito. En una primera etapa se da un breve repaso de las cua-
lidades del enredamiento tripartito para luego introducir las desigualdades
de Van Loock Furusawa. En una segunda etapa se calculan dichas desigual-
dades para el estado final procediendo a realizar el análisis nuevamente en los
casos del régimen de acoplamiento débil y fuerte. Finalmente se comparan
los resultados obtenidos con aquellos resultantes de la función Q.

4.1. Enredamiento en tres sistemas cuánticos
La cuantificación del enredamiento cuántico en sistemas tripartitos es

mas complejo que sistemas bipartitos y además presenta caracteŕısticas que
estos últimos no poseen. Por ejemplo, si un sistema 1 se enreda al máximo con
un sistema 2 entonces no puede entrelazarse simultáneamente con un tercer
sistema [9]. Asimismo, si el sistema 1 no está enredado al máximo con otro
sistema puede compartir una cantidad de enredamiento con un tercer sistema
a través de la igualdad C2

1(23) = C2
12 + C2

13 + τ123, donde C12 es la concurrencia
entre el sistema 1 y el sistema 2; C13 es la concurrencia entre el sistema 1 y el
sistema 3; y C1(23) es la concurrencia entre el sistema 1 con el par de sistemas
(23) considerados como uno solo. El término τABC indica el enredamiento
residual [9], una propiedad colectiva de los tres sistemas. En consecuencia, el
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entrelazamiento entre el sistema 1 con el sistema en conjunto(23), es decir,
C1(23) se da a través de tres componentes: el entrelazamiento con 2 (C2

12),
el entrelazamiento con 3 (C2

13) y un entrelazamiento general entre los tres
sistemas τ123.

Aunado a esto,W. Dür. et. al. [35] demostraron que tres qubits pueden
entrelazarse sólo de dos maneras no equivalentes. Inicialmente, demostraron
que dos estados ∣ψ⟩ y ∣φ⟩ son equivalentes bajo operaciones estocásticas lo-
cales y de comunicación clásica (SLOCC por sus siglas en inglés) si existe
un operador local invertible que transforman uno en el otro, es decir, si
∣ψ⟩ = Â−1 ⊗ B̂−1 ⊗ Ĉ−1∣φ⟩. En una segunda etapa, muestran que las SLOCC
dividen el entrelazamiento de sistemas tripartitos con variables discretas en
seis clases no equivalentes: i) la clase A ∶ B ∶ C, ii) la clase A ∶ BC, iii) la
clase B ∶ AC, iv) la clase C ∶ AB, v) la clase W , y finalmente, vi) la clase
GHZ. La primera clase no posee entrelazamiento, mientras que, las clases
dos a cuatro lo poseen únicamente entre dos qubits, en tanto que, las dos
últimas clases tiene un auténtico entrelazamiento de tres qubits. En este sen-
tido cabe mencionar que exite una clasificación alternativa para el caso de
sistemas con tres variables continuas, la cual se restringe a estados gausianos
de tres modos G. Giedke et al. [36; 37].

Por otra parte, en el estudio del entrelazamiento cuántico para siste-
mas con variables continuas Lu-Ming Duan y otros [33; 38] propusieron en
el caso de sistemas bipartitos las siguientes desigualdades:

V (X̂i + X̂j) + V (Ŷi − Ŷj) ≥ 4,
V (X̂i − X̂j) + V (Ŷi + Ŷj) ≥ 4, (4.1)

donde V (X̂i) corresponde a la varianza; mientras que X̂i = âi + â†
i y Ŷi =

−i(âi+â†
i son operadores. La violación de cualquiera de estas desigualdades es

una confirmación de enredamiento cuántico genuino. Es conveniente señalar
que se ha seguido la convención dada por M.K. Olsen [38].

Para el caso tripartito a partir del trabajo realizado por Peter van
Loock y Akira Furusawa [32] han sido obtenidas las siguientes desigualdades
[38]:

V12 = V (X̂1 − X̂2) + V (Ŷ1 + Ŷ2 + g3Ŷ3) ≥ 4,
V13 = V (X̂1 − X̂3) + V (Ŷ1 + g2Ŷ2 + Ŷ3) ≥ 4,
V23 = V (X̂2 − X̂3) + V (g1Ŷ1 + Ŷ2 + Ŷ3) ≥ 4 (4.2)

\
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una vez más se ha utilizado la convención que aparece en la referencia [38].
La violación de cualquiera de dos desigualdades es una confirmación de en-
redamiento cuántico. Las contantes gj son obtenidas de la siguiente forma:

g1 = −V (Ŷ1, Ŷ2) + V (Ŷ1, Ŷ3)
V (Ŷ1)

g2 = −V (Ŷ1, Ŷ2) + V (Ŷ2, Ŷ3)
V (Ŷ2)

g3 = −V (Ŷ1, Ŷ3) + V (Ŷ2, Ŷ3)
V (Ŷ3)

(4.3)

donde V (Â, B̂) = ⟨(ÂB̂ + B̂Â)/2⟩ − ⟨Â⟩⟨B̂⟩ es la covarianza.
Hay una divergencia adicional en la teoŕıa del entrelazamiento en

cuanto a si el entrelazamiento se produce o no en variables discretas-discretas
(DD-entanglement), variables continuas-continuas (CC-entanglement) o en
variables continuas-discretas (DC-entanglement) [39]. En cuanto al enreda-
miento de variables continuas-discretas (DC-entanglemen) también llamado
enredamiento h́ıbrido [39], van Loock et. al. han demostrado que para el caso
tripartito donde hay dos subsistemas discretos y uno continuo, el espacio de
Hilbert original HAd1

⊗ HBd2
⊗ HC

∞
se comporta como un espacio de Hilbert

discreto HAd1
⊗ HBd2

⊗ HCd1⊗d2
[39] Por lo tanto, para este caso particular es

posible utilizar medidas de enredamiento discretas-discretas [39].
Con el fin de calcular las desigualdades de Van Loock se han calculado

los valores promedio siguientes:

⟨X̂1⟩ = 1
2e

−
1
2 ∣g1h̵F2(t)∣2( cos[w1t + ξ(t)h̵2g2

1)]

+ cos[w1t + ξ(t)h̵2g2
1 + 2ξ(t)h̵2g1g2)]), (4.4)

⟨X̂2⟩ = 1
2e

−
1
2 ∣g2h̵F2(t)∣2( cos[w2t + ξ(t)h̵2g2

2)]

+ cos[w2t + ξ(t)h̵2g2
2 + 2ξ(t)h̵2g1g2)]), (4.5)

⟨X̂3⟩ = 1
2
[2(β′ + β′∗) + h̵(g1 + g2)(F2(t) + F ∗

2 (t))], (4.6)

\
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⟨Ŷ1⟩ = −1
2e

−
1
2 ∣g1h̵F2(t)∣2( sin[w1t + ξ(t)h̵2g2

1)]

+ sin[w1t + ξ(t)h̵2g2
1 + 2ξ(t)h̵2g1g2)]), (4.7)

⟨Ŷ2⟩ = −1
2e

−
1
2 ∣g2h̵F2(t)∣2( sin[w2t + ξ(t)h̵2g2

2)]

+ sin[w2t + ξ(t)h̵2g2
2 + 2ξ(t)h̵2g1g2)]), (4.8)

⟨Ŷ3⟩ = − i2
[2(β′ − β′∗) + h̵(g1 + g2)(F2(t) − F ∗

2 (t))],

(4.9)

donde la funciones F2(t) y ξ(t) son las siguientes:

F2(t) =
e−iωmt − 1
h̵ωm

(4.10)

ξ(t) = sin[ωmt] + ωmt
h̵2ω2

m

, (4.11)

además se calcularon los valores promedio del cuadrado de los operadores:

⟨X̂2
1 ⟩ = ⟨Ŷ 2

1 ⟩ = ⟨X̂2
2 ⟩ = ⟨Ŷ 2

2 ⟩ = 2, (4.12)

⟨X̂2
3 ⟩ = 1

4
[4 + [2(β′ + β′∗) + h̵(F2(t) + F ∗

2 (t))]2

+h̵2(g2
1 + g2

2)[F2(t) + F ∗

2 (t)]2], (4.13)

⟨Ŷ 2
3 ⟩ = 1

4
[4 − [2(β′ − β′∗) + h̵(F2(t) − F ∗

2 (t))]2

−h̵2(g2
1 + g2

2)[F2(t) − F ∗

2 (t)]2]. (4.14)

En el caso de nuestro sistema en particular se tiene el incumplimiento
de la desigualdad V12 es una condición suficiente para asegurar la insepara-
bilidad de los modos de las cavidades, y es un criterio para el éxito de la
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realización de un protocolo cuántico entre estos modos. El caso de la vio-
lación de la desigualdad V13 corresponde al enredamiento entre el modo 1
del campo y el resonador mecánico, mientras que la desigualdad V13 hace lo
propio con el modo 2 del campo y el resonador.

Antes de pasar al análisis del sistema usando las gráficas de las de-
sigualdades de van Loock-Furusawa es necesario tomar en cuenta que con el
propósito de realizar una comparación directa con los resultados obtenidos
por la función Q se usará nuevamente la condición ω1 = ω2 = ω, y los valores
de las frecuencias ω = 1016 y ωm = 103 para los campos y el resonador mecáni-
co respectivamente, asimismo se consideran los casos en los que la constante
de acoplamiento escalada toma los valores k = 1/2 y k = 1. Además, se usará el
tiempo escalado por la frecuencia del mecánica t = t/ωm. Finalmente, se ha
indicado con una ĺınea horizontal el valor 4 que corresponde al valor inferior
de las desigualdades 4.2 para visualizar eficazmente aquellas zonas que al
estar debajo de esta ĺınea incumplen la desigualdad correspondiente.

4.1.1. Acoplamiento débil g = ωm

2 ⇒ k = 1
2

Se inicia en el régimen de acoplamiento débil con k = 1
2 , la gráficas

de la desigualdades V12, V13 y V23 están dadas en las figuras 4.1, 4.2 y 4.3,
respectivamente.

Figura 4.1: Desigualdad V12 para el estado ∣Ψ(t)⟩ en el acoplamiento débil k = 1
2

con el tiempo escalado t = t/ωm.

\
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Figura 4.2: Desigualdad V13 para el estado∣Ψ(t)⟩ en el acoplamiento débil k = 1
2

con el tiempo escalado t = t/ωm.

Figura 4.3: Desigualdad V23 para el estado∣Ψ(t)⟩ en el acoplamiento débil k = 1
2

con el tiempo escalado t = t/ωm.

En las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se observa una violación de las tres de-
sigualdades de Van Loock-Furusawa por lo que, en efecto, se tiene un en-
redamiento cuántico del sistema, pues se cumple que al menos dos de las
desigualdades son violadas.

\
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4.1.2. Acoplamiento fuerte g = ωm⇒ k = 1
Análogamente al caso anterior se obtuvieron las gráficas de las de-

sigualdades 4.2 pero ahora usando k = 1 obteniéndose las gráficas 4.4, 4.5 y
4.5 mostradas a continuación.

Figura 4.4: Desigualdad V12 para el estado ∣Ψ(t)⟩ en el acoplamiento fuerte k = 1
con el tiempo escalado t = t/ωm.

Figura 4.5: Desigualdad V13 para el estado ∣Ψ(t)⟩ en el acoplamiento fuertek = 1
con el tiempo escalado t = t/ωm.
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Figura 4.6: Desigualdad V23 para el estado ∣Ψ(t)⟩ en el acoplamiento fuertek = 1
con el tiempo escalado t = t/ωm.

Nuevamente se observa que existe una violación de las desigualdades 4.2 por
lo que concluye que existe un entrelazamiento cuántico genuino.

A partir del comportamiento de todas las gráficas para los casos k =
1/2 y k = 1, ha sido posible obtener los siguientes resultados generales:

La similitud de las gráficas para las desigualdades V13 y V23 es debido
a que matemáticamente son equivalentes, esto era de esperarse pues se
igualo la frecuencia de los modos del campo.

Las gráficas muestran en una primera etapa que una vez iniciada la
dinámica del sistema las desigualdades adquieren casi instantáneamen-
te el valor máximo de violación para luego mantenerse oscilando rápi-
damente entre diferentes valores de cumplimiento-incumplimiento de
la desigualdad. En una segunda etapa los valores de las desigualdades
salen del estado de cumplimiento-incumplimiento par pasar a una zona
donde no existen valores que violen dicha desigualdad. Finalmente los
valores de la desigualdad vuelven a entrar a una zona de cumplimiento-
incumplimiento para iniciar nuevamente este proceso después de un
valor de tiempo.

El valor del periodo para el comportamiento descrito anteriormente
corresponde a 4π para el caso k = 1/2 y de 2π para el caso k = 1. Este
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comportamiento periódico concuerda perfectamente con el observado
por las gráficas de la función Q para los mismos valores de la constante
de acoplamiento escalada, k.

c
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Conclusiones

E
n este trabajo de tesis se ha realizado el estudio de la dinámica de un
sistema optomecánico mediante el análisis del enredamiento tripartito

en el espacio fase. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Se hallaron las condiciones en las que la componente mecánica se des-
enreda totalmente del resto del sistema, dejando la existencia del en-
trelazamiento únicamente entre los modos de campo. También fueron
encontrados los requisitos para que el enredamiento desaparezca total-
mente llegando incluso a obtenerse nuevamente el estado inicial.

Se utilizó la función de Husimi para realizar un análisis cualitativo del
entrelazamiento en el espacio de fase. Esto permitió visualizar el com-
portamiento temporal del enredamiento cuántico, en donde, se pudo
concluir la presencia de colapsos y resurgimientos periódicos. En es-
te contexto, el periodo temporal esta determinado por el valor de la
constante de acoplamiento escalada, k.

El enredamiento cuántico generado por la dinámica del sistema fue
certificado mediante el uso de las desigualdades de Van Loock-Furusawa
reforzando de esta manera los resultados obtenidos por la función Q,
esto fue producto de la comparación de las gráficas asociadas tanto a
la función de Husimi como a las desigualdades mencionadas.

En conclusión, se ha demostrado que el uso de la función Q puede
considerarse como una herramienta muy útil y fiable para el análisis cualita-
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tivo de la dinámica del entrelazamiento en un sistema tripartito. El análisis
realizado en este trabajo corresponde a un caso en el que se ha demostrado
que la función Q mapea la caracteŕıstica matemática del entrelazamiento,
es decir, la condición matemática de que los estados entrelazados no pue-
den ser factorizados, además se ha determinado que la función de Husimi
mapea satisfactoriamente algunas caracteŕısticas de las desigualdades de van
Loock-Furusawa. Esto abre la posibilidad de usar el espacio fase para mapear
el comportamiento del enredamiento en sistemas tripartitos. La perspectivas
de este trabajo contemplan analizar otro sistema optomecánico bajo este mis-
mo contexto aśı como realizar un análisis adicional para una mejor compren-
sión del cómo la función Q representa el comportamiento del entrelazamiento
de los sistemas tripartitos.

c
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