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Introduccion

De acuerdo a la Organizacién Mundial de la Salud (OMS) la principal cau-
sa de muerte en todo el mundo son las enfermedades del sistema circulatorio
costéandole la vida a una de cada tres personas (OMS, 2018)). Ademsds, se predi-
ce que esta situacién no cambiara en el futuro, pues de 18 millones de personas
que fallecen por esta razon cada ano, se prevé que esta cifra se incremente para
2030 en cerca de 23,6 millones de personas, segiin tendencias epidemiolégicas
de la |JOMS) (2018)). Otro dato estadistico de la OMS que resulta destacable,
es que el 80 % de las defunciones por esta causa se producen en los paises de
ingresos bajos y medianos; sélo en México, segin el Instituto Nacional de Es-
tadistica y Geografia (INEGI), se sabe que en 2005 murieron por enfermedades
cardiovasculares 166 mil 934 mexicanos, lo cual representa un 25.5% de todas
las muertes registradas; por encima inclusive de diabetes mellitus y los tumores

malignos (INEGI, [2017)).

La comprensién de los mecanismos involucrados en la circulacién sanguinea
representa y ha representado uno de los retos mas grandes a estudiar. Sin em-
bargo, la tarea es compleja en el sentido que no es moral ni ético experimentar
con seres humanos, razén por la cual el procedimiento general para predecir

el comportamiento del sistema cardiovascular es la modelaciéon; que consiste

XVII



en construir o utilizar un sustito del mismo que lo imite estructural o fun-
cionalmente. En la actualidad el modelado matemético y numérico del sistema
cardiovascular se lleva a cabo en dos vertientes principales: modelos de parame-
tros distribuidos o modelos de pardmetros agrupados (Laleg-Kirati et al., 2015}
Ottesen et all [2009). La primera vertiente permite simulaciones tridimensio-
nales complejas capaces de proporcionar suficientes detalles del campo de flujo
sanguineo para extraer datos locales tales como tensiones de cizallamiento en
la pared arterial (Wall Shear Stress [WSS]). La segunda considera descripcio-
nes menos detalladas capaces de brindar informacién util de la hemodinamica
cardiovascular a un razonable costo computacional, sobre todo en el marco del

diagnéstico en la unidad de cuidados intensivos.

La originalidad de este proyecto de investigacién consiste en proponer un
modelo matematico de parametros agrupados que refleje el conocimiento actual
sobre la circulacién sanguinea de un sujeto en posicién supina y que permita la
extraccion de senales hemodindmicas. De manera que mediante la solucién de
problemas directos e inversos asociados a dicho modelo, se puedan entender los
mecanismos generadores de anomalias cardiovasculares tales como hipertensién
e hipotension, variabilidad de la frecuencia cardiaca, esclerosis, problemas rela-
cionados con la variacién de la resistencia venosa y arterial, soplos diastélicos y
sistolicos y el efecto de la posicién del cuerpo en la estabilizacion de la presién

arterial.

Ademas, el diseno de este modelo debe permitir la obtencién del diagrama
de presion-volumen del ventriculo izquierdo, ya que con base a este diagrama
se demostrard la existencia de las fases presentes en el ciclo cardiaco, entendido
este 1iltimo como la secuencia de acontecimientos mecanicos y eléctricos que se

repiten en cada latido cardiaco para llevar a cabo la perfusion sanguinea. Més



ain, en los ultimos anos ha aumentado el interés por el comportamiento de la
curva presién-volumen, sobretodo en Unidad de Cuidados Intensivos, Urgencias
y Emergencias, por ser considerado un “estdndar de oro” para la evaluacién

cardiaca de un paciente (Ochagavia et al.l |[2014)).

Cabe senalar que hacer un estudio del sistema cardiovascular, desde un
punto de vista matematico y computacional, abre el cauce a la investigacién

interdisciplinaria.

Objetivo y limites

El propédsito de este estudio es determinar un conjunto de condiciones ini-
ciales que reproduzcan las fases del ciclo cardiaco con un modelo matemético
del sistema cardiovascular de un sujeto en posicién supina. Para alcanzar este
objetivo, es necesario primero elegir o disenar un modelo del sistema cardiovas-
cular que reproduzca numéricamente soluciones que correspondan a actividad
periodica del sistema cardiovascular, cuando se supone que la pulsacion del
corazén tiene una frecuencia constante, es decir, cuando no se considera la

variabilidad de la frecuencia cardiaca.

Una vez logrado estos objetivos, se tendra una base sélida para dar conti-
nuidad a esta investigacién y asi centrarse en el problema de demostrar teéri-
camente la existencia, unicidad y estabilidad de una solucién peridédica; que
corresponde al hecho de que las cuatro fases se repitan periddicamente. Desde
el punto de vista clinico, esto permitird justificar que el pulso de la presién ar-

teriaﬂ que se calcula a partir de la solucién periddica sera una medida efectiva

1La presién arterial es la fuerza que el corazén, por su efecto impelente, y los vasos
arteriales, por su elasticidad, ejercen sobre la sangre para hacerla circular. Por su parte, el
pulso de la presién arterial en el adulto, se define como la diferencia de dos cifras: la maxima
y la minima (Max/min), donde la mdxima es la presién sistélica y la minima, la diastélica



de esta medicién. Otro resultado que se pretende alcanzar con este trabajo es
analizar teéricamente la presién arterial media, que es la fuerza responsable del

flujo promedio de la sangre a un 6rgano.

Hacer una estudio con todo el rigor matematico sobre la existencia, unici-
dad y estabilidad de soluciones periédicas en modelos de sistemas fisioldgicos,
requiere el uso de herramientas y resultados del anélisis no lineal. Por ello se
ha preferido limitar la investigacién a la justificacién numérica de la existencia
de soluciones periddicas y solamente establecer la metodologia para dar una

demostracion tedrica de este resultado.

Método de investigaciéon

El método seguido, tiene tres momentos: primero, es la determinacion de
un modelo conveniente para la investigacién; segundo, es la determinacién de
las condiciones iniciales que reproducen las fases cardiacas con este modelo
en especifico; y tercero, es la prueba rigurosa de la existencia de soluciones
periddicas en el sentido matematico. Para este tercer momento se propone la

siguiente metodologia.

1. Definir matemaéaticamente las fases cardiacas para el modelo elegido.

2. Proponer una simplificacién del modelo elegido que considere sélo los
casos fisiolégicos del estado de las védlvulas al cual denominaremos Modelo

fisiolégico asociado al modelo elegido (ModFis).

3. Definir la aplicacién de Poincaré asociada al problema de Cauchy dado

por las ecuaciones del modelo ModFis y la condicién inicial V0.

(Espino Vela, [1977)).



4. Verificar que la aplicacién de Poincaré propuesta es continua.

5. Utilizar el teorema de Brouwer, el cual establece: Si A es un subconjunto
cerrado, acotado y convexo de R™, entonces cada funcion continua G :
A — A tieme un punto fijo, para concluir la existencia de soluciones

periddicas del modelo ModFis.

Ademas de la anterior propuesta, también se verd que el mismo método uti-
lizado para comprobar numéricamente la existencia de una solucién periédica
para el modelo del sistema cardiovascular, puede servir para dar una demos-

tracion tedrica de dicho resultado.

Estructura basica

Los hilos conductores que se seguiran para comprender mejor el presente
trabajo son: el ciclo cardiaco como la secuencia de acontecimientos mecanicos
y eléctricos que se repiten en cada latido cardiaco y los modelos matematicos

de pardmetros agrupados, topicos que son abordados en el primer capitulo.

El segundo capitulo estd dirigido a determinar un modelo apropiado para
realizar esta investigacién, para lo cual se considera un modelo creado por los

autores y dos modelos previamente descritos en la literatura.

En el tercer capitulo, se investiga bajo qué condiciones el modelo elegido
describe la existencia de las cuatro fases cardiacas. Esto conduce a mostrar “una
especie de periodicidad fisiolégica en el comportamiento de Qa0 (t) v Qumi(t) en
el intervalo de 0 a T7”7. Quo(t) y @mi(t) denotan los flujos sanguineos a través de
las valvulas adrtica y mitral, respectivamente, y T— es la duracién promedio

de un latido cardiaco.






Capitulo 1

Modelos matematicos de

circulacién sanguinea

Para efectos de esta investigacién, en este capitulo se establecera el concep-
to de ciclo cardiaco en términos de cuatro fases cardiacas: contraccién isovo-
lumétrica, eyeccién ventricular, relajacién isovolumétrica y llenado ventricular.
Ademas, se contrastaran las dos vertientes para el modelado matemaético de la
dinamica del sistema cardiovascular: los modelos de parametros distribuidos y

los modelos de parametros agrupados.



CAPITULO 1 MODELOS MATEMATICOS DE CIRCULACION
SANGUINEA

1.1. Anatomia y fisiologia del sistema cardio-

vascular

Definiendo al Sistema Cardiovascular, en condiciones normales, como un
conjunto integrado por: el corazén, misculo hueco situado en el térax que se
halla dividido en cuatro cavidades, dos auriculas (derecha e izquierda) y dos
ventriculos (derecho e izquierdo); los vasos sanguineos, red compleja de con-
ductos, que por su estructura y propiedades diferentes se clasifican en venas,
arterias y capilares, y la sangre. Paralelamente se integra a este sistema, el con-
junto de relaciones estructurales y funcionales que se establecen entre dichas
componentes para llevar a cabo la circulaciéon sanguinea. Precisamente estas

relaciones permiten construir los modelos.

Anatémicamente el corazon, que aparece en la Figura[L.1] posee dos tabi-
ques musculares alineados que lo dividen en dos partes, derecha e izquierda,
cada una de las cuales estd compuesta por una auricula que comunica con
el ventriculo correspondiente por un orificio provisto de una vélvula (vélvula
mitral en el corazén derecho y tricispide en el izquierdo). También existe co-
municacion del corazén con los vasos sanguineos; las auriculas se contintian con
las venas y los ventriculos con las arterias. En el corazén existen otras valvu-
las denominadas sigmoideas: la valvula adrtica que se ubica entre el ventriculo
izquierdo y la arteria aorta; y la valvula pulmonar que esta entre el ventriculo

derecho y la arteria pulmonar.

Desde una perspectiva mecanica cada mitad del corazén actia como una

bomba pulséatil acoplada a la otra: la derecha, impulsa sangre desoxigenada
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Figura 1.1: Camaras cardiacas y sentido del flujo sanguineo en ellas. Imagen
tomada de Guyton y Hall (2006) p. 104.

a los pulmones, y la izquierda, propulsa sangre oxigenada a los tejidos. Es
en este sentido que se consideran dos partes del corazén y se distinguen dos

circulaciones:

= la circulacion sistémica o periférica que comprende: el ventriculo izquier-
do, la aorta y todas las arterias que de ella se originan, los capilares y las

venas que conducen la sangre a la auricula derecha;

= la circulacion pulmonar que comprende: el ventriculo derecho, la arteria
pulmonar y sus ramas, los capilares pulmonares, las venas pulmonares y

la auricula izquierda.

Resulta importante destacar la participacién de las cuatro valvulas cardiacas

para este propdsito, pues éstas aseguran una circulacién en sentido unico.




CAPITULO 1 MODELOS MATEMATICOS DE CIRCULACION
SANGUINEA

1.2. Ciclo cardiaco

Guyton y Hall (2006]) definen a los eventos cardiacos que ocurren desde
el inicio de un latido hasta el inicio del siguiente como un ciclo cardiaco. Un
ciclo cardiaco consiste de un periodo de relajaciéon, llamado didstole ventricular,
durante el cual los ventriculos se llenan de un volumen de sangre procedente de
las auriculas; seguido por un periodo de contraccién, llamado sistole ventricular,

en donde los ventriculos ejectan ese mismo volumen de sangre a las arterias.

Para comprender mejor como funciona el corazén, en el area de medicina
y fisiologfa, se plantea un diagrama de Wiggers (vea Figura [1.2]), que no es
otra cosa que una gréafica compilada de las presiones sanguineas, los volime-
nes sanguineos, los eventos eléctricos (electrocardigrama), los sonidos cardiacos
(fonocardiograma) y las aberturas y cierres de las vélvulas cardiacas asociadas
con un latido cardfaco como funcién del tiempo. Observe de la Figurdl.2] que
las escalas verticales en el lado izquierdo (rojo) de las gréficas son para el lado
izquierdo del corazén; mientras las escalas verticales en el lado derecho de las
graficas (azul) son para el lado derecho del corazén. Esto hace referencia al he-
cho de que la descripcién fisiolégica de los acontecimientos que tienen lugar en
la parte derecha e izquierda del corazdn son procesos analogos cualitativamente

aunque se diferencian en escala (Petterson y Bronzinol [2008]).

Siguiendo con este enfoque, a continuacién se describird como circula la
sangre en la parte izquierda del corazon y entre paréntesis se asociara con el ente
analogo de la parte derecha. Para estas descripcién, es importante considerar

que el estado inicial de las vélvulas es: abierto para la valvula mitral (trictispide)




1.2. CICLO CARDIACO
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Figura 1.2: Eventos y terminologia asociada con un ciclo cardiaco en un perro
normal. En la grafica de la presiéon ventricular, el punto A indica la cerradura
de la valvula mitral y trictispide (las vdlvulas auriculo-ventriculares); el punto
B indica la apertura de la valvula adrtica y pulmonar; el punto C indica la
cerradura de la valvula adértica y pulmonar; y el punto D indica la apertura de
la vélvula mitral y tricispide. Imagen tomada de VeterianKey.com! (2016))
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Haciendo referencia a la Figura se definen las etiquetas A, B, C y D
respecto a los cambios de presién en la auricula izquierda (derecha), ventriculo

izquierdo (derecho) y la arteria aorta (pulmonar).

= Punto A. Cuando la presiéon ventricular iguala a la presién atrial y la
presion ventricular es menor que la presién adrtica (pulmonar). Como la
presién ventricular comienza a incrementarse, hay un reflujo momenténeo
de sangre a través de la valvula mitral (tricispide), lo cual ocasiona que
la valvula se cierre. El cese repentino de este reflujo causa una turbulencia
y vibracién momentanea, provocando el Primer sonido cardiaco, “lub”,

lo cual marca el inicio de la sistole ventricular.

= Punto B. Cuando la presién ventricular alcanza la presién minima aérti-
ca (pulmonar), clinicamente este valor recibe el nombre de presidn diastdli-
ca. La vélvula aértica (pulmonar) cambia al estado abierto y comienza la

eyeccién de sangre a la aorta (arteria pulmonar).

= Punto C. Cuando la presién ventricular cae a valores por debajo de la
presién adrtica (pulmonar). En este punto existe un reflujo momenténeo
de sangre a través de la vélvula adrtica (pulmonar), lo cual provoca que la
valvula se cierre. El cese repentino de este reflujo causa una turbulencia
y vibracién momentéanea, provocando el Segundo sonido cardiaco, “dub”,

lo cual senala el fin de la sistole y el inicio de la diastole.

s Punto D. Cuando la presién ventricular alcanza (y cae justo debajo)
el nivel de la presién atrial. En este punto las presiones incrementadas
moderadamente que se han desarrollado en la auricula provocan que la

vélvula mitral (tricispide) se abra y el llenado ventricular comienza.

= Punto A’. Cuando la presién ventricular es igual a la presion atrial,
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es decir, este punto marca el comienzo de la sistole ventricular para el

siguiente latido.

Con base en lo anterior, a continuacién se describird como el proceso de
contraccién y relajaciéon peridédica del corazén puede ser dividido en cuatro

fases:
Contraccién isovolumétricall

Describe los eventos hemodindmicos que ocurren entre los puntos A y B.
Durante este periodo, no ocurren variaciones en el volumen ventricular debido
a que las védlvulas adrtica (pulmonar) y mitral (tricispide) se mantienen ce-
rradas. Ademds, durante este periodo la tension en el musculo ventricular se
incrementa, pero ocurre poco o ningin acortamiento de las fibras musculares.
En otras palabras, esta fase describe el tiempo en el que los ventriculos estan

contraidos pero no hay vaciado.
Eyeccion ventricular

Describe los eventos hemodinamicos que ocurren entre los puntos By C y
obtiene su nombre debido a que durante este periodo la sangre es expulsada
hacia la aorta (arteria pulmonar). El flujo de sangre es rdpido al principio,
eyeccién rapida, y lento al final, eyeccion lenta. Durante la eyeccién répida,
el volumen de sangre que atraviesa la valvula adrtica (pulmonar) es mayor
de lo que puede fluir a través de la aorta (arteria pulmonar), lo que provoca
que tanto la presién adrtica (pulmonar) como la intraventricular continden
aumentando hasta un valor maximo, denominado presién sistélica. Una vez
alcanzado este valor méaximo, el flujo de sangre disminuye paulatinamente,

generando un declive en el volumen expulsado y en la presién ventricular.

Hsovolumétrico se deriva de iso (lo mismo) y volumétrico (volumen).
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Relajacion isovolumétrica

Describe los eventos hemodindamicos que ocurren entre los puntos C y D.
En este periodo el musculo ventricular se estd relajando, provocando que la
presién intraventricular caiga rapidamente. Sin embargo, las valvulas adrtica
(pulmonar) y mitral (trictispide) se mantienen cerradas lo cual provoca que
el volumen de sangre dentro del ventriculo no cambie. En otras palabras, este
periodo comprende la relajacién del misculo ventricular durante la cual no hay

llenado.
Llenado ventricular

Describe los eventos hemodindmicos que existen entre los puntos D y A’.
Como en las fases anteriores la vélvula mitral (tricispide) estuvo cerrada, las
auriculas acumularon grandes cantidades de sangre proveniente de las venas.
Entonces, tan pronto como la vdlvula mitral (tricispide) se abre, la sangre fluya
rapidamente a los ventriculos. Esto es llamado llenado rdpido de los ventriculos.
Posteriormente continta el llenado, sélo con la sangre procedente de las venas
que pasa a través de la auricula directamente a los ventriculos. En la Figura
1.2 se puede observar que el gradiente de presién es pequeno lo que caracteriza
un llenado lento. A esta fase media de la didstole se le conoce como diastasis.
Cerca del final de la didstole ventricular, la auricula izquierda (derecha) se con-
trae impulsando sangre hacia el ventriculo izquierdo (derecho); completando el
llenado ventricular para comenzar de nuevo el ciclo. La contracciéon auricular
no es esencial para el funcionamiento del corazén; ya que, éste tiene una capa-
ciada de bombear entre un 300 y 400 % maés de lo que el organismo necesita y la
funcién de las auriculas como bombas sélo contribuyen en aumentar la eficacia

del bombeo ventricular hasta un 25 % (Guyton y Hall, 2006).
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Fases del ciclo cardiaco | Vélvulas AV | Vélvulas sigmoideas
Contraccién isovolumétrica cerrado cerrado
Eyeccién ventricular cerrado abierto
Relajacién isovolumétrica cerrado cerrado
Llenado ventricular abierto cerrado

Cuadro 1.1: Las vélvulas AV son aquellas valvulas ubicadas entre auricula y
ventriculo (vélvulas mitral y trictispide). Las vdlvulas sigmoides son aquellas
ubicadas en el tracto de salida del correspondiente ventriculo (valvulas adrtica
y pulmonar).

En resumen se considera que el ciclo cardiaco puede ser dividido en dos
periodos: la sistole ventricular, que comprende las fases de contraccién iso-
volumétrica y eyeccién ventricular; y la diastole ventricular, que comprende
las fases de relajacion isovolumétrica y llenado ventricular. El estado de las
valvulas en condiciones normales durante cada fase cardiaca se describe en
el Cuadro Note que las valvulas adértica (pulmonar) y mitral (tricispide)

nunca estan abiertas al mismo tiempo.

Otros hechos relacionados con el ciclo cardiaco que seran ttiles para enten-
der muchas de las hipdtesis consideradas a lo largo de esta tesis se establecen

a continuacién.

H1. Hay vélvulas en una sola direccién entre las auriculas y los ventriculos
(valvulas A-V'), y hay vélvulas en una direccién en los tractos de salida

de ambos ventriculos (vdlvulas sigmoideas).

H2. El corazén bombea sangre por medio de relajarse y llenarse con sangre,

y después contraerse y eyectar parte de ese volumen sanguineo.

H3. La presién adrtica es pulsatil, de igual forma, la presién en la arteria

pulmonar es también pulsatil.
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H4.

Hb5.

H6.

H7.

HS.

H9.

H10.

HI11.

H12.

Hi1s.

H14.

Los valores aproximados de la presién sistdlica adrtica y la presién diastoli-
ca aortica son 120 mmHg y 80 mmHg, respectivamente. Los valores de la

presién atrial izquierda varian entre 0 y 100 mmHg.

Hay pequenas pulsaciones en la presién atrial. Dado que no hay valvulas
entre las venas y la auricula, estos cambios en la presién atrial tienen
lugar también en las grandes venas (pulmonares en el izquierdo y vena

cava en el derecho).

La presion ventricular izquierda es mas baja al final de la didstole que al

inicio de la diastole.

La presién adrtica alcanza su nivel minimo y méximo durante la sistole

ventricular.

La presion ventricular izquierda excede la presion atrial izquierda durante

la sistole.

El volumen ventricular diastdlico ﬁnaﬂ es mas grande que el volumen

sistélico finalPl
El llenado ventricular solo ocurre durante la didstole ventricular.

El volumen sanguineo contenido en cada cuerpo humano es una cantidad

constante.
El volumen sanguineo siempre es considerado una magnitud positiva.
La resistencia pulmonar es mucho menor que la resistencia sistémica.

La complianza pulmonar es mayor que la sistémica.

2El volumen de sangre en el ventriculo al final de la didstole
3El volumen de sangre en el ventriculo al final de la sfstole
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1.2.1. Funcién cardiaca

El desempeno del corazén es indicado por la funcién cardiaca. Tres de
los méas importantes indicadores son el diagrama de presion-volumen, el gasto

cardiaco y, la precarga y postcarga.

Diagrama de presién-volumen

El diagrama de presién-volumen (PV) es utilizado para explicar el bombeo
mecanico del ventriculo. Dos principales medidas que se pueden obtener a partir
de este diagrama son la relacién volumen-presién al final de la sistole (End
Systolic Pressure-Volume Relationship, ESPV R por sus siglas en inglés) y la
relacién volumen-presion al final de la didstole (End Diastolic Pressure-Volume
Relationship, EDPV R por sus siglas en inglés), los cuales definen el valor
maximo y el valor minimo del ciclo cardiaco, respectivamente. La EDPV R es
una medida de la distensién maxima del ventriculo, mientras que la ESPV R es
una medida de la contractilidad maxima del ventriculo. Observe que la Figura

[I.3] presenta las cuatro fases cardiacas.

Gasto cardiaco

El gasto cardiaco (Cardiac Output, CO por sus siglas en inglés) es definido
como la cantidad de sangre bombeada por el ventriculo izquierdo a la aorta, en
litros por minuto. Si se define al volumen de eyeccién (Stroke Volume, SV por
sus siglas en inglés) como el volumen de sangre eyectado por el ventriculo du-

rante un ciclo cardiaco, entonces la relacién que existe entre ambas cantidades

11
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Figura 1.3: Diagrama esqueméatico de la relacién presiéon-volumen del

ventriculo. Imagen tomada de |Spelde (2008)), pag. 5.

es
CO =SV x HR,

donde HR es la frecuencia cardfaca (Heart Rate, palabra en inglés), es decir,

cuantos latidos se dan en un minuto.

Precarga y postcarga

La precarga y postcarga indican el estado del ventriculo antes y después de
la contraccion, respectivamente. La precarga es una medida de la longitud de
la fibra muscular, inmediatamente antes de la contracciéon ventricular, mientras
la postcarga es una medida del estrés que requiere el musculo cardiaco para

eyectar sangre del ventriculo.
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1.3. Modelos de parametros agrupados

Debido a la complejidad de las interacciones circulatorias, en la actuali-
dad existen dos aproximaciones principales para modelar matemaéticamente la
dindmica del sistema cardiovascular: modelos de parametros distribuidos y mo-
delos de parametros agrupados (Laleg-Kirati et al.l 2015} |Ottesen et al., 2009).
Los modelos de parametros distribuidos estan representados matematicamen-
te por sistemas de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs), lo cual permite
considerar dependencia espacial y temporal en el modelo. Esta aproximacién
modela al sistema cardiovascular en gran detalle, por ejemplo incorporando geo-
metrias muy complejas para el corazon, lo que ha hecho imprescindible utilizar

el método del elemento finito para poder resolverlos.

Algunos ejemplo de modelos de pardametros distribuidos son el modelo que
describe los patrones de velocidad en el corazén y el modelo que describe el

flujo y la presién en las grandes venas de |Ottesen et al.| (2009).

Por otra parte, los modelos de pardmetros agrupados ignoran la dependen-
cia espacial, al considerar las variables de interés (flujo, volumen, diferencias
de presién) como funciones del tiempo solamente. Este tipo de modelos estén
representados por ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) con un ntme-
ro finito de pardmetros. En el caso concreto del sistema cardiovascular esta
aproximacién permite dividirlo en segmentos donde los pardmetros se puedan
concentrar en un bloque, es por esta razén, que también este tipo de modelos

se denominan modelos de compartimentos.

Algunas aplicaciones que han tenido los modelos de parametros agrupados
son la determinacién del volumen sanguineo estresado (Pironet et al., |2015b)),

la simulacién de la adaptacién cardiovascular al estrés ortostéatico (Heldt et al.,

13
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[2002; [Heldt y Mark, 2005) y el control en el sentido fisiolégico de dispositivos

de asistencia ventricular izquierda (LVADs por las siglas del término en inglés

Left Ventricular Assist Devices) (Wu et al. 2007; Ferreira et al., |2005).

Los modelos de parametros distribuidos permiten encontrar resultados muy
precisos a micro escala lo cual los hace muy poderosos teéricamente, sin embar-
go, tienen la desventaja de que no es facil acceder a la informacién requerida

a priori para un paciente especifico y que el costo computacional es alto para

el uso clinico, impidiendo obtener resultados inmediatos (Smith et al [2004).

Por ejemplo, en la unidad de cuidados intensivos donde el tiempo de respues-

ta en tiempo real (< 5 min) es requerido (Hann et al. [2010), los modelos de

parametros agrupados son mas utilizados, ya que solventan las dos desventajas

mencionadas para los modelos distribuidos (Laleg-Kirati et al., 2015).

En esta investigacién, se consideran solamente modelos de pardametros agru-
pados, debido a que el fin clinico que se busca alcanzar esta dirigido a la mo-
nitorizacion hemodinémiceﬁ de pacientes criticos, es decir, al estudio de la la
circulacién sanguinea de un sujeto en posicién supina (acostado) y que permita
la extraccién de senales hemodindmicas en un tiempo real (< 5 min). Por este
motivo en los siguientes apartados solamente se hara referencia a este tipo de

modelos.

4La monitorizacién hemodindmica es una herramienta 1til en urgencias, emergencias y
cuidados criticos, que permite a médicos, enfermeras y técnicos obtener informacién acerca
de la fisiopatologia cardiocirculatoria, lo cual les ayuda a realizar el diagnéstico y a guiar la
terapéutica en las situaciones de inestabilidad hemodindmica. En particular, la extraccién de
informacién 1util de senales hemodindmicas como el diagrama de presién-volumen ha sido de
especial interés para la evaluacién de la funcién ventricular sistélica y diastdlica.
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1.3.1. Configuracién de los modelos de parametros agru-

pados

Los modelos de parametros agrupados de la circulacién sanguinea estian
configurados como una red que consta primordialmente de cuatro tipos de
compartimentos o modulos: cdmara, tubos elasticos, tubos rigidos y valvulas.
Las cdmaras cardiacas (que sirven para simular a los ventriculos y las auriculas)
y los tubos eldsticos (que sirven para modelar los grandes vasos sanguineos)
permiten almacenar y distribuir volumen sanguineo debido a las propiedades
elasticas de sus paredes. Por otra parte, se definen a los tubos rigidos como
aquellos compartimentos que presentan una fuerte oposicién al flujo de sangre
(se utilizan para modelar los capilares). Finalmente, las védlvulas que se abren
y cierran en respuesta a las diferencias de presion entre los compartimentos
elasticos adyacentes son esenciales para que la sangre fluya en forma efectiva
en el sentido correcto. Esto es, las valvulas son aquellos compartimentos que

impiden el reflujo de sangre.

Basados en referencias como Hoppensteadt y Peskin| (1992)); |Ottesen et al.
(2009) y [Keener y Sneyd, (2009bl), a continuacién se dardn una serie de defini-
ciones importantes para plantear los modelos de parametros agrupados para la

circulacién sanguinea.

Definicién 1. El volumen Vepamper(t) de sangre en una cdmara se determina

como la funcion

Pchamber (t)

Vchamber(t) = I N R (t)

+ Vu,chambem (11)

donde Ecpamper ¢ [0,00) = R es una funcidon que imita la relacidn de presidn y

volumen dentro de la cdmara, Pepamper(t) €s la presidn en el compartimento y

15
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Vu,chamber €l volumen no estresado de sangre en la cdmara (V,,, por las siglas

en inglés de Unstressed Volume). E|

Definicién 2. El volumen Vi (t) de sangre en un tubo eldstico se determina

como la funcion

V;fube (t) = CtubePtube(t> + Vu,tubez (12)

donde Ciype €s la medida de distension en el tubo, Prype(t) es la presion en el
compartimento, y Vi tuve denota el volumen de sangre no estresado en el tubo

eldstico.

Debido a las propiedades elasticas de estos compartimentos, es posible que
el compartimento pueda almacenar mas volumen de sangre. Este volumen extra
es referido como volumen estresado V; (V;, por las siglas en inglés de Stressed
Volume), ya que provoca el estiramiento de las paredes y crea la presién de
distensién. Teniendo en cuenta que el volumen de sangre en un compartimento
elastico es igual a la suma del volumen no estresado y estresado en él, es decir,

Vs = V=V, es posible reescribir (|1.1)) y (1.2 en términos del volumen estresado

como sigue
Pchamber(t)
‘/scamertzi; 1.3
ol ’ ( ) Echamber(t) ( )
Vs,tube (t) - Ctubeptube (t) (14)

Definicién 3. Fl flujo de sangre a través de un tubo rigido se define como la
funcion
APtube

) 1.5
Rtube ( )

Qtube =

donde AP denota la diferencia de presion de los compartimentos eldsticos

5Volumen no estresado se refiere al volumen sanguineo que no crea estrés a través de las
paredes del compartimento porque solamente se llena su forma natural
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(cdmaras y/o tubos eldsticos) adyacentes y R denota la resistencia contra el

flujo sanguineo.

Definicién 4. El flujo sanguineo a través de las vdlvulas se determina como
la funcidn

Qvalve = @valveH(@valve)a (16)

donde Qyaive = % y H es la funcion de salto unitario estandar de Heavi-

side definida por H(t) =0 parat <0y H(t) =1 para t > 0.

Note que cuando la vélvula se encuentra cerrada, la resistencia R en el
respectivo compartimento es infinito y entonces el flujo de sangre en el com-
partimento es cero. Mientras que si la valvula estd abierta entonces el flujo
de sangre en el compartimento es positivo. Estos dos hechos se reflejan con la

ecuacién ([1.6). En efecto,

07 si Q\valve(t) S 0

valve —

Q'Ualvea Si Qvalve(t) > 0

Los modelos de pardmetros concentrados también pueden ser construidos
con base en analogias con circuitos eléctricos, en donde la presion, el volumen
y el flujo sanguineo son descritos como voltaje, carga y flujo a la intensidad
de corriente. En estos modelos, las cdmaras seran denotadas como capacito-
res variables, los tubos eldsticos como capacitores fijos, los tubos rigidos como
resistores eléctricos y una vdlvula como una combinacién diodo-resistor (vea

Figura . Tales analogias son resumidas en el Cuadro
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A~

—ANN—

| =

Resistor

Resistor variable

Inductor constante

Capacitor constante

N Capacitor variable
'—N—< Diodo
% Tierra

Cuadro 1.2: Elementos eléctricos del modelo de circulaciéon. Imagen generada
por los autores con el paquete de liatex CircuiTikz.

Parametros Cardiovasculares

Anadlogos en Circuitos Eléctricos

P=presién (mm de Hg.)
V=volumen (ml)
Q = ¥ =flujo (ml/seg)

Y =
C = xp=compliancia
(ml/mm Hg.)

R = AL —resistencia vascular

(mm Hg - s/ml)

E=voltaje (volt)

g=carga (culombios)

1= %:intensidad (amperios)
C = £=capacitancia
(faradios)

R = Z—resistencia eléctrica

=

(ohmibs)

Cuadro 1.3: Analogias entre Parametros Cardiovasculares y Circuitos Eléctri-
Cos.
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1.3.2. Algunos ejemplos

A continuacién se da una breve descripcion de algunos modelos de parame-

tros concentrados.

En las Figuras y se representan ejemplos de modelos con

seis compartimentos eldsticos completamente descritos en las investigaciones

de Defares et al| (1965); Smith et al| (2004); Revie et al| (2013); Pironet et
(2015b). Estos modelos consideran a la circulacién sanguinea como una

red compuesta por los siguientes compartimentos: 2 cadmaras para modelar el
ventriculo izquierdo y el ventriculo derecho; 4 tubos elédsticos para representar
los grandes vasos sanguineos de la circulacion sistémica y los grandes vasos
sanguineos de la circulacién pulmonar; 2 tubos rigidos para representar los
capilares sistémicos y los capilares pulmonares, pequenos vasos sanguineos que
conectan las arterias con las venas en ambas circulaciones; 4 valvulas para
representar las cuatro valvulas cardiacas. Es decir, la dindmica del sistema
cardiovascular en estos modelos se simula considerando a los dos ventriculos

conectados a las circulaciones sistémica y pulmonar.

El modelo propuesto por Defares et al. es uno de los pioneros en introducir
componentes de circuitos eléctricos a la representacion de la hemodindmica de
la circulacién sanguinea. De la representacién eléctrica del modelo, los autores

desarrollan una computadora analdégica de circuitos eléctricos para simular la

hemodindmica en tiempo real (Defares et all [1965). Mds atin, el desarrollo de

simuladores cardivasculares como el software CVSim ha sido basado en este

modelo (Heldt y Mark, 2010)).
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ey JESS

——

Figura 1.4: Diagrama del modelo por compartimentos propuesto por |De-
fares et al. (1965)). Los capacitores denotan las propiedades de compliancia
de las arterias periféricas (Cs), de las venas periféricas (Cg), de las arterias
pulmonares(C3), de las venas pulmonares (Cs), del ventriculo izquierdo (Ch)
y del ventriculo derecho (Cjy). Los resistores Rs y Rg denotan resistencia al
flujo en los capilares sistémicos y los capilares pulmonares, respectivamente.
Las combinaciones de diodo-resistor: Ry — D1, Ry — Do, Ry— Dy y Rs— D5 re-
presentan las valvulas adrtica, mitral, pulmonar y tricuspide, respectivamente.
Imagen tomada de Defares et al.|(1965)), pag. 72.

Por su parte, los modelos de [Smith et al.| (2004); Revie et al.| (2013)) intro-
ducen inductores para simular los efectos inerciales que hay cuando la sangre
atraviesa grandes cambios en su velocidad, por ejemplo cuando el volumen san-
guineo es eyectado de los ventriculos o de las auriculas, es decir, cuando atravie-
san las védlvulas cardiacas. Ambos modelos incluyen la interaccién ventricular
directa a través del modelado del tabique inter ventricular y el pericardio, es
por este motivo, que ambos diagramas utilizan dos rectas paralelas que conec-
tan ambos ventriculos para sefialar esta interaccién, ademéas de que consideran

funciones de elasticidad periddicas.
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La propuesta de Pironet et al. es una simplificacién del modelo de [Smith
et al| (2004), la cual omite los efectos inerciales y la interaccién ventricular
directa. Este modelo ha sido validado contra datos de animales y los parametros
para sujetos especificos pueden ser identificados usando informacién obtenida
con mediciones disponibles tipicamente en las unidades de cuidados intensivos

(Revie et al., |2013]).

E.ve — Erv ___E.pa
Zaa = =S
/ \ P.ra R.tc // v Lpv Rpv / N\
[ s : \ =4 ' P.pa
( Pve \ g B | P.rv LA A ( Vpa }
\ Ve |/ o A V.rv /, G . V.p /
\I,/ N \\1/
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%‘(/T% Interagtion ai\ila
<0 4 l e}
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{ P.ao \—Nw’\/\ﬂ/w“”mﬂ e )—Kﬁf\M\/‘»—O—{ Cpu j
\ V.ao &av N V.lv Y, T \ Vpu
: : N /
\‘,‘ J// P N

Figura 1.5: Andlogo eléctrico del modelo de [Smith et al.| (2004)) que contiene
dos ventriculos, la circulacién pulmonar y sistémica y que acopla la interaccién
ventricular. Los capacitores denotan las propiedades de compliancia de la aorta
(Cuo), de la vena cava (C,.), de las arterias pulmonares(Cl,), de las venas pul-
monares (Cp,), del ventriculo izquierdo (Cj,) y del ventriculo derecho (C..).
Los resistores Rqys y [ipu denotan resistencia al flujo en los capilares sistémi-
cos y los capilares pulmonares, respectivamente. Las combinaciones de diodo-
resistor: R, — D v Ric — Dy representan a las valvulas auriculo-ventriculares
(mitral y tricispide, respectivamente). Las combinaciones de inductor-diodo-
resistor: Lgy, — Ray — Doy ¥ Lint — Rint — Dt representan las vélvulas ubicadas
en el tracto de salida de los ventriculos (aértica y pulmonar, respectivamente).
Imagen tomada de [Smith et al.| (2004)), pdg. 132.

Los trabajos de|Ferreira et al.|(2005); |[Pironet et al.| (2015b)) son ejemplos de

modelos con tres compartimentos elasticos. Estos modelos simulan la circula-
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cién sanguinea como una red compuesta por los siguientes compartimentos: una
camara para modelar el ventriculo izquierdo; dos tubos elasticos para represen-
tar los grandes vasos sanguineos de la circulacién sistémica (arteria aorta y vena
cava ) y un tubo rigido para representar los capilares sistémicos y 2 vélvulas
para representar las dos véalvulas cardiacas ubicadas a la entrada y salida del
ventriculo izquierdo. Haciendo referencia a las Figuras y se encuentra
que la tnica diferencia existente entre ambos diagramas es que

(2005) considera la inercia de sangre en la aorta.

Systemic Circulation

Figura 1.6: Diagrama del modelo propuesto por |Revie et al,| (|2013I) que con-
tiene dos ventriculos, la circulacién pulmonar y sistémica implementado como
un circuito RLC. Para el significado de los simbolos vea Cuadro Las com-
binaciones de inductor-diodo-resistor: Ly, — Rev — Dav, Lt — Rmt — Dot
Lpy — Rpy — Dpy ¥ Litc — Ric — Dy representan las valvulas adrtica, mitral,
pulmonar y tricispide, respectivamente. Imagen tomada de [Revie et al.| (2013),
pag. 77.
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Figura 1.7: Analogo eléctrico del sistema cardiovascular considerado por
ronet et al| (2015b). Los capacitores denotan las propiedades de compliancia
de las arterias periféricas (Cy,), de las venas periféricas (Cs,), de las arterias
pulmonares(Clq), de las venas pulmonares (Cy, ), del ventriculo izquierdo (Cj,)
y del ventriculo derecho (C}.,). Los resistores R y R,, denotan resistencia al flu-
jo en los capilares sistémicos y los capilares pulmonares, respectivamente. Las
combinaciones de diodo-resistor: Roo —Dao, Rmi— Dmi, Rpy —Dpu Y Rir — Dy
representan las valvulas adrtica, mitral, pulmonar y tricispide, respectivamen-
te. Imagen generada por los autores con el paquete de latex CircuiTikz.

Figura 1.8: Analogo eléctrico del modelo de Ferreira et al. (2005) que contiene
el ventriculo izquierdo y la circulacién sistémica implementada como un circuito
RLC con dos diodos. Los capacitores denotan las propiedades de compliancia
de la aorta (Cs5), de la vena cava (Cs) y del ventriculo izquierdo (Cy). El resistor
R, denota la resistencia al flujo en los capilares sistémicos. La valvula adrtica
es representada por una combinacion de resistor-diodo-resistor-inductor: Rz —
Dy — Ry — L y la valvula mitral por el diodo-resistor: Ry — D;. Imagen tomada
de [Ferreira et al. (2005), pdg. 898.
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R,
AVAYAY
Rmi Rao
CS?J :: __ Cl?) :: Csa

Figura 1.9: Andlogo eléctrico del modelo de|Pironet et al.|(2015al) que contiene
el ventriculo izquierdo y la circulacién sistémica implementada como un circuito
RC con dos diodos. Los capacitores denotan las propiedades de compliancia de
la aorta (Cy,), de la vena cava (Cy,) y del ventriculo izquierdo (Cj,). El resistor
R, denota la resistencia al flujo en los capilares sistémicos. Las valvulas adrtica
y mitral son representadas por una combinacién de resistor-diodo: Ry, — Do ¥
R,; — Dy, respectivamente. Imagen generada por los autores con el paquete
de latex CircuiTikz.
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Capitulo 2

Determinacion de un
modelo conveniente para la

investigacion

Para estudiar la existencia de una solucién periédica en un modelo para
el sistema cardiovascular, el primer paso es determinar el modelo que se utili-
zard para conseguir dicho objetivo. En este capitulo se analizaran tres modelos
de parametros agrupados y basado en este andlisis se tomara la decisién de que

modelo elegir.

La primera propuesta a estudiar es el modelo desarrollado en la tesis presen-
tada por |[Hernandez-Ramirez| (2014)) para obtener el grado de Maestra en Cien-
cias Matemaéticas en la Benemérita Universidad Autonéma de Puebla, México.

Las otras dos propuestas, descritas a grandes rasgos en el capitulo anterior, son
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los modelos que aparecen en los trabajos de Antoine Pironet y colaboradores
que llevan por titulos Model-based computation of total stressed blood volume
from a preload reduction manouevre publicado en la revista “Mathematical
Biosciences” y Model-based stressed blood volume is an index of fluid respon-
siweness presentado en el 9th IFAC Symposium on “Biological and Medical

Systems” celebrado en Berlin, Alemania, 2015.
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2.1. UN MODELO SIMPLE DEL SISTEMA CARDIOVASCULAR

2.1. Un modelo simple del sistema cardiovascu-

lar

2.1.1. Descripcién general

En la tesis de Maestria de Hernandez-Ramirez (2014]) se presenté un modelo
de 6 compartimentos eldsticos conectados por resistores en serie, el cual intenta
simular la hemodindmica esencial del CVS incluyendo el corazén y la circulacién

sistémica y pulmonar.

Figura 2.1: Anédlogo eléctrico del modelo del sistema cardiovascular propues-
to en [Hernandez-Ramirez (2014)). Los capacitores denotan las propiedades de
compliancia de las arterias periféricas (Cs,), de las venas periféricas (Cs,), de
las arterias pulmonares(C),), de las venas pulmonares (C),). Las fuentes de
voltaje denotan las diferencias de presién del ventriculo izquierdo (§;,) y del
ventriculo derecho (§,,). Los resistores R, y R, denotan resistencia al flujo en
los capilares sistémicos y los capilares pulmonares, respectivamente.

27
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2.1.2. Notacién y parametros
Variable | Descripcion
Vs Volumen sanguineo contenido en la circulacion periférica.
Vi Volumen sanguineo contenido en la circulaciéon pulmonar.
Qs Flujo en los capilares sistémicos.
Qp Flujo en los capilares pulmonares.

Cuadro 2.1: Tabla de variables de estado del modelo simple de CVS.

Pardmetro | Definicién Unidades
Csa Compliancia de las grandes arterias sistémicas. ml/mmHg
Cso Compliancia de las grandes venas sistémicas.

Cpa Compliancia de las grandes arterias pulmonares.
Chpo Compliancia de las las grandes venas pulmonares.
Ry Resistencia en los capilares sistémicos. mmHg s/ ml
R, Resistencia en los capilares pulmonares.
T Periodo cardiaco S
SBV Volumen sanguineo estresado total ml

Cuadro 2.2: Pardmetros del modelo simple de CVS.

2.1.3.

Modelo matematico

Aplicando la ley de corriente de Kirchhoff en el nodo A, ubicado entre la

parte izquierda del corazén y el capacitor que representa a las venas pulmo-

nares, se obtiene la siguiente relacién para el balance del flujo sanguineo entre
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ambas circulaciones: Qp = Q.

Luego tiene sentido emplear la ley de voltajes de Kirchhoff, 1a cual establece
que el voltaje a través de un circuito cerrado debe ser igual a las caidas de

voltaje en el mismo, esto es

1 1 1 1
AP:QPRP+QSR5+UP<C +C )+vs(c+c ):£CI+€CD~
pv pba SV sa

Poniendo v = v, y por la hipétesis H11 (vedse Seccién pag. 9), se tiene
que vs = V, — v, donde V,, es una constante positiva. Entonces, v, = —v’ y se
obtiene que el modelo para el volumen sanguineo contenido en la circulaciéon

pulmonar es
1

1 V.
")+ =—=v(t) = = - = 2.1
v()+RCU() R(ﬁ()[-i—fCD Cs>7 (2.1)
donde R = R, — R; es la resistencia total del sistema, Cs = C5qCsy/Csq + Ciso
la compliancia de la rama sistémica, Cp = CpoCpy/Cpa + Cpy la compliancia

de la rama pulmonar y C = C,C;s/(Cs — C)) la compliancia total del sistema.

Para la pulsacién del corazén, se usan funciones que describen las diferen-
cias de presién producidas por la acciéon del bombeo del ventriculo izquierdo y

derecho, denotadas por o1 v &op, respectivamente.

2.1.4. Andlisis tedrico del modelo

Suponiendo que £y es una senal periédica de periodo T'y {op = Ppq €s una
senal constante. Entonces, se puede afirmar que el problema de Cauchy asociado

al modelo tiene solucién tinica. En el teorema2.1.1lse da la demostracién de este
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hecho. Ademds, cabe sefialar que en el Apéndice[A] se plantea una metodologia
para abordar el andlisis de este modelo simple del C'VS considerando una fuente

no periddica.

Teorema 2.1.1. Sea V)7 el volumen inicial de sangre en la rama pulmonar.

Sea Ecr la funcion definida por

n

Eor(t) = \f \F Z (agcosw(t — ¢) — brsinwg(t — ¢))
an 41
+—=—=cosw(t — c), (2.2)
Vn
donde wy, = w, w =TT yyr = ar +iby son los coeficientes o pesos que

resultan de transformar la senal discreta de n muestras pares uniformemente
espaciadas en el tiempo [c,d) con T = d — ¢, por medio de la Transformada

Rdpida de Fourier (FFT). Entonces el problema de Cauchy

V() + goo(t) = fi(t),
fit) =% (bcr(t) + Ppa — &) (2.3)
v(0) =V},

tiene como tnica solucion a v : RT — R,

wf3

0= (R0~ 7E ) MO+ T 2w+ Buasa®) 20

+‘§j% (ya () sin(we) + ys (t)cos(we)) + Ve 7o,

donde wy, = %_1), w = %% y para cada entero k € {2,...,n/2}, Ay y By
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denotan los valores constantes

Ay - Yk (agsin(wgc) — brcos(wgc)) ,

()" +w?

1
By =

=—— (agcos(wic) + brsin(wgc)) ,
5 + RCw?

con funciones yi, Yok, Y3k, Ya, Ys definidas de la siguiente forma:

yi(t) = RC(1 — e~ 7e),

Yo (t) = e~ 7o — cos(wit) + f)ifsin(wkt),

ys i (t) = cos(wit) + RCwysin(wyt) — e~ 7o,

ya(t) = ——%— (e_T% — cos(wt) + %sin(wt)) )
(Re) +w?

ys(t) = W (cos(wt) + RCwsin(wt) — e_%> .

Demostracion. Tomando la transformada de Laplace del problema de Cauchy

definido por (2.3)), se obtiene la siguiente ecuacién algebraica

(V) = Voh+ s V(s) = Fls),

donde V(s) y F(s) denotan las transformadas de Laplace de las funciones v()

y f1(t), respectivamente. Con lo cual se obtiene

1
Vis) = <s + Rlc) (F(s) + V7). (2.5)
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Al considerar que la funcién &¢; es periddica de periodo T', se sigue

Llécr(t)] = /Ecz e *tdt
y, por lo tanto,

n T
Lléer(t)] :17 e Stdt + — Z /coswk (t —c)e *tdt

cn
21
Q
: -
O\q

n T T
2 d aﬁ_’,l
- =2 b / sinwy,(t — c)e”"dt + — /COSw(t —c)e *dt |,
n n
\F ; f /

T
/Cosonr(t —0) o5t :8(1 —e=5T) (c amc n ai . Ozﬂ'C) ’

T ser(%)? T T srtT
T
) s+ (F)° 8

Por hipétesis n es un nimero par, asi se cumple

w3

Lléci(t)] = (\/25> " i = [ak (%sm(wkc) + cos(wkc))
k=2

— b (—cos(wkc) - Sm(w’“@)} * % (i>

+a\g/%1 <w—i$2> (gsm(wc) +COS(“C)>'

Por la ecuacién (2.5) y lo realizado anteriormente se sigue que la transfor-
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mada de Laplace de v(t), denotada por V(s), es

w3

V)= (o~ o+ o) )+ R 2 (Araale) + BiYoa(s)

(2.6)
+‘;’\+ﬁ1 (Ya(s)sin(we) + Ys(s)cos(we)) + V) (8 + ng) B )
donde
Yi(s) = (s+ ) () = RO (2 - ),

—1 1 2+ 2 1
Yo r(s) = (s—l— Rilc) ((Rch—)i-w;k) - s+1,%c - 2+w2 + 2+w2’

_ 1 w2
}%,k(s)ZS(SJF%) 1(RC+RC k): 2+w2 + RC — 1

2 2 2 1
s +wk +w S+RC

B 131 . 1 Jiies
Yi(s) = (s + 7o) (ﬁfwz) = (%;ﬂwz (s+% et szii,2>’

R

_ 1\ s _ 1 1
Y5(s) - (S + W) <52+w2) T F5+RCw? ( 2+w2 + ROG 2+w2 - H—T) ’

RC

Dado que se busca obtener una solucién del volumen pulmonar total depen-
diente del tiempo, se calcula la transformada inversa de Laplace de la ecuacién
(2.6). Finalmente, se obtiene la expresién (2.4)) aplicando la transformada in-

versa de Laplace y el resultado usando la linealidad del operador £~ 1.

Una consecuencia inmediata de las hipétesis H3 y H4 es que el pardametro
RC' es mayor que cero. Considerando lo anterior, la solucién del problema de

Cauchy (2.3]) se descompone en dos partes: una respuesta temporal denomina-
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da transitoria, por estar relacionada con la condicién inicial y que se obtiene
agrupando los términos que tengan como factor comin 6_%; y, una respuesta
en estado estable, que expresa el comportamiento del circuito después de que
la respuesta transitoria ha desaparecido. La respuesta transitoria tiende a ex-
tinguirse, en el sentido que para valores del tiempo mayores a 57 = 5RC, este

término es menor que uno porciento de la condicién inicial.

La interpretacion que se da para circuitos eléctricos RC de este hecho es:
que el capacitor inicialmente excitado estd completamente descargado después
de este tiempo, en ausencia de fuentes de voltaje externas (Alexander y Sadiku,
2009). Dado que este modelo se encuentra basado en analogias con circuitos
eléctricos (vea apartado , lo verdaderamente importante para este estudio
no es la solucién al problema , sino la respuesta en estado estable. Lue-
go, se puede suponer que el volumen total de sangre contenido en la circulacién

pulmonar es igual a la expresion

N3

] t
v(t) {Ak (smwk — coswyt | + By (coswyt + Rkasinwkt)}

2
- Ryn &~ RCwy,
V.

a > an 41 sinwt
+<——|—Pa>C’—|— E {( —wcoswt)
VO Ry ((L)2+w2> RC

RC

. n coswt 4 wsinwt
stnwe wsinwt | coswel ,
RC
donde para cada entero k € {2,...,n/2}, Ay y By denotan los valores cons-
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tantes

Ap :% (arsin(wrc) — brcos(wyc)),
(me)” +wi
1
By, =—4———— (axcos(wyc) + bysin(wic)) .
5 + RCw?

2.1.5. Discusién y conclusiones

Como consecuencia inmediata del teorema y lo hecho anteriormente
se demuestra que el modelo con fuente de presién periddica definida por
tiene una tnica solucién periédica. Otro resultado tedrico obtenido fue el
analisis del modelo cuando la fuente de presién no es periddica, especifi-
camente, esta fuente se considera como la senal que se obtiene al interpolar
la solucién discreta de un modelo de variabilidad cardiovascular propuesto por

Cavalcanti y Belardinelli (1996)E|

Debido a la falta de multidisciplinaridad en este trabajo de tesis, no fue
posible para los autores de este trabajo llevar a cabo la validacién del modelo,
por tal razén se optd por descartar esta propuesta y mejor considerar otro
modelo existente, validado contra datos experimentales, simple y de poco costo

computacional. En la siguiente seccién se describira este modelo.

1La variabilidad cardiovascular se refiere a que la duracién entre un latido y otro no es
una cantidad constante.
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2.2. Modelo de seis compartimentos elasticos

2.2.1. Descripcién general

El modelo de la circulacién sanguinea total, que propone |[Pironet et al.

(2015b)), considera los siguientes compartimentos:

» 2 cdmaras para modelar el ventriculo izquierdo (denotado por lv) y el
ventriculo derecho (denotado por rv). El volumen en estos compartimen-

tos esta dado por

Py
s,k = ) k l ) ’ 2.
Vs.k A € {lv,rv} (2.7)

donde Ey, : [0,00) = Ry E,, : [0,00) — R son funciones de clase C*,
las cuales imitan la relacion de la presién intra-ventricular y el volumen

intra-ventricular en la respectiva camara.

= 4 tubos elasticos para representar los grandes vasos sanguineos de la cir-
culacién sistémica (arteria aorta denotado por sa, y vena cava denotado
por sv) y los grandes vasos sanguineos de la circulacién pulmonar (arte-
rias pulmonares denotado por pa y vena pulmonar denotado por pv). El

volumen en los grandes vasos sanguineos se define como
Vij =C;P;, j € {sa, sv,pa,pv}, (2.8)

donde C; es una constante positiva.

= 2 tubos rigidos para representar los capilares sistémicos (denotado por s)
y los capilares pulmonares (denotado por p), pequeios vasos sanguineos

que conectan las arterias con las venas en ambas circulaciones. El flujo
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sanguineo a nivel capilar estd modelado por

AP

Q= i = {50, (29)

donde R; es una constante positiva.

4 valvulas para representar la valvula aértica (localizada entre el ventri-
culo izquierdo y la aorta, denotado por ao), valvula mitral (localiza-
da entre el atrio izquierdo y el ventriculo izquierdo, denotado por mi),
tricispide (localizada entre el atrio derecho y el ventriculo derecho, de-
notado por tr) y pulmonar (localizada entre el ventriculo derecho y la
arteria pulmonar, denotado por pu). El flujo de sangre a través de la

valvula respectiva estda dada por la funcion

. AP, (AP,
Qi =QiH(Q;) = i H( i

) , © = {mi, ao, tr, pu}, (2.10)

donde R; es una constante positiva.

Un diagrama esquematico de este modelo se observa en la Figura (vedse

Pag. 21).

2.2.2. Modelo matematico

A fin de obtener el modelo de |Pironet et al.|(2015b), el cual estd dado para

el vector de estado V = [V; su, Vs .rvs Vs,pas Vs,pvs Vs ivs Vs,sa)- ES necesario aplicar

las primera ley de Kirchhoff al circuito mostrado en la Figura[[.7] Aplicando la

primera ley de Kirchhoff o ley de conservacién de corriente, que establece que

la suma algebraica de las corrientes que entran a un nodd? es igual a la suma

2Un nodo es el punto de conexién entre dos o més ramas.
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de las corrientes que salen de él, se obtiene:

Qs =Qsv + Qur,
Qur =Qrv + Qpu,
Qpu =CQpa + Qp,

Qp =Qpv + Qmi;
Qmi =Q1v + Qao,
Qao =Qsa + Qs.

Usando que el flujo sanguineo en los compartimentos elasticos es igual

a la derivada del volumen contenido en él, esto es, Qr = VS,k para k =

{lv,rv, sa, sv, pa,pv} v la ecuacién (1.6)), se sigue que

Vaso =Qs — QurH(Qur), (2.11)
Vo =QurH(Qrr) — QpuH (Qpu). (2.12)
Ve pa =QpuH (Qpu) — Qp, (2.13)
Vipw =Qp = Qui H(Qmi), (2.14)
Vo =QmiH(Qmi) = QuoH (Quo), (2.15)
Visa =QaoH(Qao) — Qs (2.16)

De la Figura se observa que las diferencias de presion de los compartimentos
elasticos estan definidas como AP; = Py, — Psy, APy = Psy — Pryy, APy, =
P’rv _Ppaa APp :Ppa_va7 Apmi :va_]Dl'u yAPao :P)lv_Psa- Usando
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estas definiciones y las ecuaciones ([2.7)-(2.10)), se sigue inmediatamente que

A~ E v‘/s v EU t ‘/S v
Qs = Lo~ BrollVete. (2.17)
N Ev t Vs v EsaVe sa
Qo = (t) ‘JR LY (2.18)
Esavs sa Esv‘/s sV
Qs = R =, (2.19)
Ay Esv‘/s sv Erv (t)‘/s rv
.= ’ iy 2.20
¢ R, (2.20)
-~ Ervt srv_Ea s,pa
qu = ( )V’ L v 2z ) (221)
R,
E Ve — Epo Vs
Qp _ paVs,paR pv‘/;,pv. (222)
P

Finalmente, sustituyendo las expresiones anteriores en el sistema ([2.11))-

([2.16) se obtiene:

y ‘/s sa Vs sv 1 H(@tr) H(@t?“)
V; sv — : - : e Erv t Vvs rvT 5 2.23
' CsaRs Csv (Rs * Rtr * ( ) ' Rtr ( )
y H(@tr) H(@pu) H(@tr) H<@pu)
‘/s rv :Vs sv Vs a - Er'u t ‘/3 v )
' ’ Rtrcsv + P Rpuc’pa ( ) ’ Rtr * Rpu
(2.24)
y Vs v V:s a H( 9 u) 1 H(@ u)
Vi pa = e = L Y Epy(t)Vs rvipz 2.25
5P Opv Rp Cpa ( Rpu + Rp) + ( ) s Rpu ( )
y ‘/s a ‘/3 v 1 H(@mz) H(@mz)
Vepy = — =82 | — 4 —=T En()Vsjo—ps—, 2.26
? CPGRP va (Rp - Rmi ) T ( ) ! Rmz ( )
y H(@ao) H(@mz) H(@mz) H(@ao)
Vs v:Vssa +‘/; vi_Evt‘/sv + )
! ’ Raocsa P Rmicpv ! ( ) ! Rmi Rao
(2.27)
) Vs sa H(@ao) 1 VS sv H(@ao)
Vs.sa = — — + = |+ — + Ep, () Vs jp————. 2.28
’ Csa ( Rao Rs> Colt, T POV (228)
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Para la pulsacién del corazén, los autores consideran funciones periédicas

que describen la elastancia de los ventriculos, Ey, k = {lv, rv}, definidas por

7\ 2
Ei(t) =Epaz.k €Xp l—Wk <t mod T — 2) , (2.29)

donde T' denota el periodo cardiaco, mientras Enaz.10 ¥ Emaz,ro denotan la

elastancia final sistdlica de los ventriculos izquierdo y derecho, respectivamente.

A partir de este momento, se denomina modelo de 6 compartimentos eldsti-
cos reducido al sistema (2.11))-(2.16) o simplemente como modelo de 6 compar-
timentos eldsticos al sistema dado por las ecuaciones (2.23))-(2.28)).

2.2.3. Notacién y parametros

En las tablas y se enuncian las notaciones que se utilizan en este
trabajo para las variables de estado y los pardmetros del modelo de 6 com-
partimentos eldsticos, respectivamente. En la tabla se presentan nueve con-
figuraciones de pardmetros para siete puercos (numerados 1-7) obtenidas por
Pironet et al|(2015b) El método que utilizan para asignar estos valores consiste
en resolver un problema de identificacion de pardametros. Este problema consis-
te en determinar los parametros para los cuales se minimiza la medida del error
entre la salida del modelo y un conjunto correspondiente a las observaciones.
La solucién depende del siguiente procedimiento de tres pasos. Primero, los
valores nominales son asignados a los parametros del modelo. Segundo, algu-
nos parametros son seleccionados ejecutando un andlisis de sensibilidad sobre
el vector de error, el cual estd asociado al vector de pardametros. Tercero, los
parametros més sensibles son identificados resolviendo un problema de norma

minima con un algoritmo iterativo.
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Basado en este procedimiento, los autores han encontrado que los cinco
pardmetros a los cuales el vector de error es mas sensible son SBV, Es,, Epq, Rs
y R, y han asignado un valor éptimo para ellos. Cabe senalar que los autores
solamente realizan el problema de identificacién de pardametros para once de
los dieciséis parametros, ya que el periodo cardiaco, la elasticidad de los dos
ventriculos y los pardametros de anchura han sido excluidos a priori. Sin em-
bargo, con un andlisis de sensibilidad de primer orden de un punto nominal de
los parametros, los autores de esta tesis han probado que el periodo cardiaco
(T') junto con el volumen sanguineo estresado (SBV) son los dos pardmetros
con funciones de sensibilidad con los valores més elevados (ve Apéndice [Bfpara

mas detalles).

Variable | Descripcién
Vs, Volumen sanguineo estresado contenido en el ventriculo izquierdo.
Vs,sa Volumen sanguineo estresado contenido en las grandes arterias sistémicas (aorta).
Vis.sv Volumen sanguineo estresado contenido en las grandes venas sistémicas (vena cava).
Vs Volumen sanguineo estresado contenido en el ventriculo derecho.
Vs pa Volumen sanguineo estresado contenido en las grandes arterias pulmonares.
Vi pv Volumen sanguineo estresado contenido en las grandes venas pulmonares .
Py, Presién en el ventriculo izquierdo.
Py, Presién en las grandes arterias sistémicas (aorta).
Py, Presién en las grandes venas sistémicas (vena cava).
P, Presién en el ventriculo derecho.
Py Presion en las grandes arterias pulmonares.
Py, Presién en las grandes venas pulmonares .
Qumi Flujo de sangre a través de la valvula mitral.
Quao Flujo a través de la vélvula adrtica.
Qtr Flujo a través de la vélvula tricispide.
Qpu Flujo a través de la vélvula pulmonar.

Cuadro 2.3: Tabla de variables de estado del modelo de 6 compartimentos.
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Pardmetro | Definicién Unidades
Eymaz Elastancia del ventriculo izquierdo. mmHg/ml
Ey, Elastancia de las grandes arterias sistémicas.
FEq, Elastancia de las grandes venas sistémicas.
Ervmaz Elastancia del ventriculo derecho.
Epa Elastancia de las grandes arterias pulmonares.
B, Elastancia de las las grandes venas pulmonares.
R Resistencia en los capilares sistémicos. mmHg s/ ml
R, Resistencia en los capilares pulmonares.
R Resistencia en la valvula mitral.
Rao Resistencia en la valvula adrtica.
Ry, Resistencia en la valvula tricispide.
Ry Resistencia en valvula pulmonar.
Wi Pardmetro de la funciéon Gaussiana Ej, s2
Wio Pardmetro de la funcién Gaussiana E,,,
T Periodo cardiaco S
SBV Volumen sanguineo estresado total ml

Cuadro 2.4: Parametros del modelo de 6 compartimentos elasticos.
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Pardmetro | Puerco 1 | Puerco 1 | Puerco 2 | Puerco 3 | Puerco 3 | Puerco 4 | Puerco 5 | Puerco 6 | Puerco 7
Peso 35 35 31 29 29 31 32.5 30 25
Wi 66.9 63.6 68.9 8.7 61.9 53.5 95.8 49.2 12.1
Wiy 117 104 239 55.1 53.1 76 238 76.4 17.1

T 0.589 0.59 0.474 0.621 0.615 0.597 0.643 0.621 1.45
Ep, 2.99 3.14 1.3 3.85 1.74 1.81 4.12 1.33 2.29
Ey 2.18 1.6 1.84 3.21 2.33 1.47 2.84 1.53 1.41
Eg, 0.00629 | 0.00629 | 0.0071 0.00759 | 0.00759 | 0.0071 0.00677 | 0.00733 | 0.0088
Epy 0.406 0.431 0.433 0.434 0.402 0.425 0.375 0.395 0.581
Rpni 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05
Rao 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
Ry, 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
Ry 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03
SBV 1120 1120 990 927 927 990 1040 960 799
Ega 2.19 2.04 1.03 2.32 1.97 2.2 1.61 2.73 2.25
Epa 0.632 0.726 0.699 0.682 0.76 0.775 0.974 1.44 1.56
R, 3.29 3.17 1.69 3.52 3.02 3.31 2 2.18 5.45
R, 0.4 0.417 0.256 0.14 0.113 0.243 0.263 0.392 1.12

Cuadro 2.5: Valores nominales y optimizados para los parametros del modelo
de 6 compartimentos eldsticos tomados de |Pironet et al.| (2015b).

2.2.4. Analisis descriptivo de las curvas solucién del mo-

delo

El objetivo de este apartado es evidenciar numéricamente que el modelo de 6
compartimentos eldsticos tiene soluciones periédicas, asumiendo una frecuencia
2

fija del bombeo del corazén .

Para realizar las simulaciones de este apartado, se consideraron 9 configu-
raciones de parametros reportados por |Pironet et al. (2015b) y que aparecen
en la tabla Tales configuraciones corresponden a 7 cerdos (numerados del
1-7), para los cerdos 1 y 3 se llevaron a cabo dos procesos diferentes de iden-

tificacién de parametros, motivo por el cual en las etiquetas de las gréficas se
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encontrard Puerco 1-1, Puerco 1-2, Puerco 3-1 y Puerco 3-2. Un breve resu-
men acerca de la asignacién de estos valores, puede encontrarse en el apartado

anterior (vea subseccién [2.2.3)).

Utilizando el método de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45), se resuelve el sis-
tema (2.23)-(2.29) con condicién inicial V), = 80,V?,, = SBV —770,V? =

s,pa

90, VY, = 100,V = 200,V?,, = 300. Obteniendo como salida del sistema
las curvas del volumen sanguineo contenido en cada uno de los seis comparti-
mentos elasticos, los frentes de onda de presion en éstos y los diagramas pre-
sién-volumen de ambos ventriculos. En la Figura [2.2] se presentan los frentes
de onda de las curvas de presion de la circulacién periférica para las nueve con-
figuraciones de datos, nétese que este comportamiento aparenta ser periddico
en todas las simulaciones, sin embargo, si se observa la curva presiéon-volumen
para el ventriculo izquierdo de las configuraciones Puerco 2 y Puerco 6 muestra

cierta discrepancia con el concepto de periodicidad, en el sentido que algunos

ciclos cardiacos al menos parecen seguir trazos “ligeramente” distintos.

Para evitar que este andlisis se centre en un argumento visual, se determina-
ron la media aritmética y la desviacién estandar (DE) del conjunto de todos los
tiempos transcurridos entre el pico ¢ y el pico ¢ + 1 de 1000 muestras discretas
obtenidas para cada una de las seis curvas de presion sanguinea y, se verifico si
el periodo de la funcién normalizada de elastancia (T') se encuentra en el rango

media + DE. Los resultados de este proceso se resumen en las tablas
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Puerco 1 Puerco 1-2 Puerco 2

Puerco 3-1 Puerco 3-2 Puerco 4

D D |

Puerco 5 Puerco 6 Puerco 7

Figura 2.2: Simulaciones del modelo de 6 compartimentos eldsticos de Pironet|
usando los pardametros de la tabla Arriba: ciclos presion-
volumen de ambos ventriculos. arriba: frentes de onda de las curvas de presiones
para la circulacién periférica. Linea azul: Ciclo PV del ventriculo derecho, linea
roja: ciclo PV del ventriculo izquierdo, linea negra: presion intraventricular
izquierda (Py,), linea roja: presién adrtica (Ps,), linea azul: presién venosa
periférica (Ps,). Gréficas generadas por los autores con Matlab 2018.
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Observe que para el puerco nimero 2 las funciones de elastancia ventricular
son de periodo T" = 0.474. Mientras que los “casi periodos” de las curvas de
frente de ondas de presion Psq, Pgy, Ppa;, Ppy, Pw y Proy se localizan en un
rango de 0.4582 + 0.0505, 0.4568 + 0.0626, 0.4589 + 0.0484, 0.4575 + 0.0636,
0.4697 + 0.0376 y 0.4696 £ 0.0384, respectivamente. Debido a que T' = 0.474
se encuentra en los seis intervalos anteriores, se afirma con una proporcién
de 1 que las soluciones del modelo son “casi-periédicas” para el puerco 2. La
misma proporcién se obtiene para las dos configuraciones del puerco 1 y los
puercos 4, 5 y 6. En cuanto al puerco nimero 3 la proporciéon de que esté en
el intervalo deseado para las seis curvas solucién es de 0.83 para la primera
medicién y 0.5 para la segunda. Por su parte, la proporciéon de éxito para el
puerco 7 es de tan sélo 0.33. Finalmente, puesto que 7 de las 9 configuraciones
de parametros parecen seguir un comportamiento “cuasi periédico” es plausible
suponer la existencia de soluciones periédicas para configuraciones fisiolégicas
de los pardametros del modelo. Sin embargo, una prueba rigurosa de este hecho
debe realizarse. En la siguiente subseccion, se plantea cual es la metodologia

propuesta para conseguir este resultado tedrico.

2.2.5. Limitantes para definir el ciclo cardiaco

En este apartado se presentaran las principales probleméticas que se tuvie-
ron para definir tedricamente las fases del ciclo cardiaco para el modelo de seis
compartimentos elasticos. Para llevar a cabo esta discusién, se analizardn las
simulaciones de los frentes de onda del flujo sanguineo de las cuatro vélvulas
cardiacas (vea Figura , en busca de un patrén que describa el orden de
apertura y cerradura de las valvulas. Ya que como se recordara del apartado

[I:2] son éstas las que delimitan las fases cardiacas.
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Casi periodo de Ps, Casi periodo de Py, Casi periodo de P,
Puerco 1 | 0.5741 + 0.0603 0.5847 + 0.0356 0.5694 + 0.0572
Puerco 1-2 | 0.6204 & 0.1018 0.6086 + 0.0863 0.6183 + 0.0815
Puerco 2 | 0.4582 4 0.0505 0.4568 + 0.0626 0.4697 + 0.0376
Puerco 3 | 0.6815 & 0.0759 0.6775 4 0.0678 0.6818 4 0.058
Puerco 3-2 | 0.6664 + 0.0648 0.6664 £ 0.0687 0.6671 £ 0.0496
Puerco 4 | 0.604 £ 0.0231 0.6133 £+ 0.0667 0.6048 + 0.0238
Puerco 5 | 0.6278 &+ 0.101 0.6324 + 0.0773 0.6269 + 0.0949
Puerco 6 | 0.6257 4+ 0.0211 0.6272 4+ 0.0228 0.6268 + 0.0335
Puerco 7 | 1.5446 + 0.0934 1.4879 + 0.1077 1.5465 &+ 0.0947

Cuadro 2.6: Casi periodos de las curvas de presiones para la circulaciéon
sistémica del modelo de 6 compartimentos eldsticos. Obtenidos como la me-
dia aritmética + DE de todos los tiempos transcurridos entre el pico ¢ y el pico
i+ 1 de 1000 muestras discretas de la senal de presién adrtica Ps, (columna 1),
presion venosa sistémica Py, (columna 2) y presién intraventricular izquierda
Py, (columna 3).

Casi periodo de P,, Casi periodo de P,, Casi periodo de P,

Puerco 1 0.5731 £ 0.051 0.5845 + 0.0437 0.5675 £ 0.0915
Puerco 1-2 | 0.6213 £ 0.093 0.6056 £ 0.0935 0.6114 £ 0.0714
Puerco 2 | 0.4589 + 0.0484 0.4575 + 0.0636 0.4696 + 0.0384
Puerco 3 | 0.6826 + 0.0719 0.6771 £ 0.0717 0.6886 =+ 0.0898
Puerco 3-2 | 0.6667 + 0.0431 0.6664 + 0.0703 0.6644 £ 0.0426
Puerco 4 | 0.6048 + 0.0233 0.6149 + 0.0713 0.6054 £ 0.0288
Puerco 5 | 0.6281 + 0.104 0.633 + 0.0731 0.6265 £ 0.0932
Puerco 6 | 0.626 + 0.0284 0.6274 £ 0.0251 0.628 + 0.0528

Puerco 7 | 1.5482 + 0.0839 1.4879 + 0.1025 1.5488 + 0.0868

Cuadro 2.7: Casi periodos de las curvas de presiones para la circulacién pul-
monar del modelo de 6 compartimentos elasticos. Obtenidos como la media
aritmética + DE de todos los tiempos transcurridos entre el pico ¢ y el pico
i+ 1 de 1000 muestras discretas de la senal de presién de la arteria pulmo-
nar P,, (columna 1), presién venosa pulmonar P,, y presién intraventricular
derecha P,,.
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Para clarificar esta discusién, se planteara una sucesién donde cada elemento
estd conformado por cuatro digitos, los cuales representan compuertas légicas,
que toman valores 0 y 1, para denotar el estado abierto (1) o el estado cerrado
(0). La primera compuerta representa el estado de la védlvula trictispide; la
segunda, el estado de la valvula pulmonar; la tercera, el estado de la vélvula

mitral y la cuarta, el estado de la valvula adrtica.

AN RARAL AN

Puerco 1-1 Puerco 1-2 Puerco 2

=
=
;2
—

O
me 9 e ) e )

Puerco 3-1 Puerco 3-2 Puerco 4

Al I
VATV i

Puerco 5 Puerco 6 Puerco 7

e @)

Figura 2.3: Frentes de onda del flujo sanguineo en las 4 vélvulas cardiacas
usando los pardmetros de la tabla 2.5 Linea roja: flujo a través de la vdlvula
tricispice (Qyr), linea verde: flujo a través de la valvula pulmonar (Q,.), linea
azul: flujo a través de la vélvula mitral (Q,,;), linea magenta: flujo a través de
la valvula adrtica (Qq,). Graficas generadas por los autores con Matlab 2018.
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Observando la Figura|2.3|se presentan al menos los siguientes dos patrones

de comportamiento:

Patrén 1. { 0101, 0000, 1000, 1010, 1000, 0000, 0101, ... },

Patrén 2. { 0101, 0000, 1000, 1010, 0100, 0101, ... }.

Ya que el comportamiento del flujo sanguineo en las cuatro vélvulas cardiacas
para el puerco 1-1, puerco 1-2 y puerco 1-3 sigue el patrén 1. Mientras, para el
puerco 3-1 y 3-2 se presenta el patrén 2. Con base en la muestra, esto implica

que no es posible dar una descripcion general del ciclo cardiaco.

Considerando que el objetivo a largo plazo de este trabajo es demostrar
la existencia de soluciones periédicas siguiendo la metodologia propuesta en
la introduccion de este trabajo. Se obtiene que no es posible aplicar el primer
paso. Lo cual conllevaria a omitir la btisqueda del modelo fisiolégico asociado
al modelo de 6 compartimentos eldsticos (ModFis) y considerar una variante
de esta metodologia. La cual consiste en no realizar los pasos 1 y 2; cambiar

el paso 3 por buscar una aplicacién de Poincaré asociado al modelo original

(12.23)-(2.29) y después, llevar a cabo los pasos 4 y 5.

Pensando en aplicar esta nueva metodologia, se reescribe el modelo original
de la siguiente manera:

av.

donde V(t) - [Vs,sva V;,rv» ‘/;,paa Vvs,pva Vvs,lv» ‘/;,saa ]T - [Vla ‘/27 V37 Vzh V5a VG]T y

el término de F estd definido como
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AV Qi €0, Qao <0, Qi <0, Qpu <0,
AV, Qumi <0, Quo <0, Qur <0, Qpu >0,
A3V, Qumi €0, Qao <0, Qur >0, Qpu <0,
AV, Qi <0, Qao >0, Qi <0, Qpu <0,
A5V Qi >0, Quo <0, Qi <0, Qpu <0,
AV,  Qmi <0, Quo <0, Qs >0, @pu > 0,
A7Ve Qi €0, Qao >0, Qi <0, Qpu >0,
AV, Qumi >0, Quo <0, Qur <0, Qpu >0,
F(V(t) = R R R ~
AV Qi £0, Quao >0, Qi >0, Qpy <0,
10V, Qi >0, Qao <0, Q> 0, Qpu <0,
AV, Qi >0, Qao >0, Qi <0, Qpu <0,
A1V, Qi <0, Qao >0, Qi >0, @pu >0,
A3V Qi >0, Quo <0, Qur >0, Qpu >0,
A1V, Qumi >0, Qoo >0, Qur <0, Qpu >0,
A5V, Qmi >0, Qao >0, Qi > 0, Qpu <0,
A6V, Qumi > 0, Qao >0, Qur >0, Qpy > 0,
Note que la matriz A; con i € {1,...,16} se construye considerando el sistema

de ecuaciones (2.23)-(2.29)), la definicién de funcién de Heaviside y el signo de las

funciones Q\mu @ao, @tr y @pu definidas por las ecuaciones (2.17)),(2.18]),(2.20]),
(2.21)). Por ejemplo, suponiendo el caso @tr(t) <0, @mi(t) <0, @ao(t) <0y
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@pu(t) < 0, entonces la matriz A; se define como

—(RsCs)™ 0 0 0 0 (RsCso)™!
0 0 0 0 0 0
00 (RCG) (RCGu) 00
ne 0 0 (RCu) —(RCp) 0 0
0 0 0 0 0
(RsCsy)™* 0 0 0 0 —(RsCsa)™?

Analizando esta reformulacién, se muestra que el modelo de 6 compartimen-
tos elasticos considera estados de las valvulas que no corresponden a ninguna
simulacién basada en los datos experimentales (vea Figura . En el sentido
que hay estados de las valvulas descritos en la reformulacién del modelo que no
corresponden a ninguno de los frentes de onda del flujo sanguineo en las cuatro
valvulas que aparecen en la Figura [2.3] Por ejemplo, en ningtn tiempo las cua-
tro valvulas estan abiertas simultamente (@mi >0, @ao > 0, @tr > 0, @pu >
0). Lo que significa que este modelo refleja situaciones mucho més generales
que las necesarias para simular el comportamiento de las fases cardiacas, lo

que en definitiva dificulta la aplicacién de esta segunda metodologia.

2.2.6. Discusién y conclusiones

A primera vista el modelo de seis compartimentos eldsticos de (Pironet ef
al.,|2015b) previamente descrito por Smith et al.|(2004), es bueno en el sentido
que ha sido validado en diferentes experimentos con animales, los pardme-

tros del modelo son relativamente ficiles de obtener y que parece reflejar
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Figura 2.4: Frentes de onda del flujo sanguineo en las valvulas que se localizan
a la entrada y salida del ventriculo izquierdo. Linea azul: flujo a través de la
vélvula mitral (Q,;), linea magenta: flujo a través de la valvula adrtica (Qao)-
Gréficas generadas por los autores con Matlab 2018.
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una dindmica periddica de las curvas de salida del sistema (como se eviden-
ci6 numéricamente en la Subseccién . Sin embargo, las dos metodologias
propuestas en la anterior subseccién para estudir el problema teérico de la
existencia de soluciones periédicas o no puede ser aplicado o no parece ser tan

sencillo de aplicar.

Sin embargo, un resultado importante que se obtiene de este mismo anélisis,
es que si sélo se grafican el flujo sanguineo a través de las valvulas mitral y
adrtica para las soluciones de este mismo modelo (vea Figura . Entonces
si es posible observar un patrén general del estado las valvulas para las nueve
configuraciones de pardmetros. Mas aun este comportamiento es congruente con
la definicién de las cuatro fases cardiacas: contraccién isovolumétrica, eyeccion

ventricular, relajacion isovolumétrica y llenado ventricular, de acuerdo a la

Tabla [l

Es a partir de este resultado, que resulta conveniente considerar modelos con
sélo dos valvuales. En particular, se estudiara el modelo de tres compartimentos

elasticos de [Pironet et al.| (2015a)).
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2.3. Modelo de tres compartimentos elasticos

2.3.1. Descripcién general

Este modelo describe la circulacién sanguinea considerando los siguientes

compartimentos:

» 1 cdmara para modelar el ventriculo izquierdo (denotado por lv). El vo-

lumen de sangre en el ventriculo izquierdo estda dado por
Vs i :Elj,l(t)Plva (2.31)

donde E}, : [0,00) — R es una funcién invertible de clase C, la cual imita

la relacién de la presion intra-ventricular y el volumen intra-ventricular.

= 2 tubos eldsticos para representar la arteria aorta denotado por sa, y la
vena cava denotado por sv. El volumen en estos compartimentos se define

CcOomo
Vi =CjPj, j € {sa, sv}, (2.32)

donde C; es una constante positiva.

= 1 tubo rigido para representar los capilares sistémicos (denotado por s).

El flujo sanguineo a nivel capilar estd modelado por

Qs = , (2.33)

donde R; es una constante positiva.

= 2 vélvulas para representar la vélvula adrtica (localizada entre el ventri-
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culo izquierdo y la aorta, denotado por ao) y la valvula mitral (localizada
entre el atrio izquierdo y el ventriculo izquierdo, denotado por mi). El

flujo de sangre a través de la valvula respectiva estd dada por la funcién

0 = AP,-H (APZ-

T, z, ) , i ={mi,ao}, (2.34)

donde R; es una constante positiva.

2.3.2. Modelo matematico

Se procede igual que en el ejemplo anterior. Primero aplicando la ley de

conservacion de corriente a los tres nodos del circuito dado en la Figura (|1.9)

Ql'u :sz - Qam
Qsa :an - Q57
Qs’u :Qs - sz

Como Qf = Vsk para k = {lv, sa, sv} y usando la ecuacién (|1.6)) se implica

que

‘./s,lv :@mzH(@mz) - @aoH(an)a (235)
‘./s,sa :@aoH(éao) - Qsa (236)
‘./57.911 :Qs - @mzH(sz) (237)

De la Figura[I.9]se observa que las diferencias de presion de los compartimentos
elasticos estan definidas como APs; = Py, — Psyy, APy = Psy — Py vy AP, =
Py, — Ps,. Usando estas definiciones y las ecuaciones (2.31))-(2.34)), se sigue
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inmediatamente que

A _Esv‘/sv - Elu(t)v;,lv
sz - Rmz’ ’
@ 7Elv (t)‘/s,lv - EsaVsa
ao — Rao )
Esa‘/sa - Esv‘/sv
Qs = z :

Sustituyendo las anteriores expresiones en (3.1)-(3.3]) se obtiene el siguiente

sistema

y H Ami H Aao Esa ’\
Vvs,lv = - Elv(t) ( E%Q - ) + E%Q )> Vs,lv + R H(an)‘/s,sa

ES’U

H Ami ‘/;svz 2.38
S H @iV (235)

_|_

: H(Q Eea . A~ E E
Vs,sa :Elv(t) ;QCLO) Vs,lv - (Rsa H(an) + sa) Vs,sa + = ‘/s,sm (239)

y H Ami Esa Esv Esv A
Voo =) 8@y oy By ( > 4 ,H(Qm—)) Vasor (2:40)

Para la pulsacién del corazén, los autores consideran una funcion periédica

que describe la elastancia del ventriculo izquierdo, Ej,, definida por

T 2
Epo(t) =Epmag.i0 €Xp [—le (t mod T — 2) ] : (2.41)

donde 7" denota el periodo cardfaco, mientras E,,q4. 1, denota la elastancia final

sistolica del ventriculo izquierdo y derecho, respectivamente.

A partir de este momento, se utiliza el término modelo de 8 compartimentos
eldsticos reducido para referir al sistema dado por (2.35))-(2.37) o como modelo
de 8 compartimentos eldsticos al sistema dado por las ecuaciones ([2.38))-(2.40)).
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2.3.3. Notacién y parametros

Variable | Descripcion
Vv Volumen sanguineo estresado contenido en el ventriculo izquierdo.
Vs.sa Volumen sanguineo estresado contenido en las grandes arterias sistémicas (aorta).
Vi,sv Volumen sanguineo estresado contenido en las grandes venas sistémicas (cava).
Py Presién en el ventriculo izquierdo.
Py, Presién en las grandes arterias sistémicas (aorta).
Py, Presién en el resto de la circulacion.
Qmi Flujo de sangre a través de la vélvula mitral.
Quao Flujo a través de la vélvula adrtica.
Qs Flujo en los capilares sistémicos.

Cuadro 2.8: Tabla de variables de estado del modelo de 3 compartimentos.

Symbol  Value Unit Description
Wi 80 52 Width of elastance function
T 0.6 S Heart period
SBV 1500 ml Stressed blood volume
Eiy max 2 mm Hg / ml End-systolic elastance of the left ventricle
FEyo 2.5 mm Hg / ml Mean elastance of the systemic arteries
Eyy 0.01 mm Hg / ml Mean elastance of the systemic venous
R 2.5 mm Hg s/ ml Mean resistance at systemic capillary section
Ry 0.05 mm Hgs/ ml Resistance in the mitral valve
Reao 0.04 mm Hgs/ ml Resistance in the aortic valv

Cuadro 2.9: Valores normales de los parametros para el modelo de tres
compartimentos eldsticos.
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2.3.4. Evidencia numérica de la periodicidad

El objetivo de esta seccién es evidenciar de manera numeérica que el modelo
de tres compartimentos elasticos de Pironet et al. tiene soluciones periédicas,
asumiendo una frecuencia fija del bombeo del corazén 2% Para ello se propo-
ne encontrar la condicién inicial que satisfaga que la distancia entre solucién

del modelo de 3 compartimento elésticos evaluada en la condicién inicial y la

condicién final sea minima.

considerar el siguiente problema de optimizacién

. 1 2
LI J(Vo) = 5 (V(T) = Vo) (2.42)
sujeto a V — F(V) =0,V (0) = Vp, (2.43)

donde K = {X ¢ R? : 0 < X; < SBV, i = 1,2,3}, y SBV > 0 denota
la cantidad total de volumen estresado sanguineo. Asociado al problema de
Cauchy

1%
E = F(t, V), 0 S tv V(tO) = V07 (244)
donde V(t) = [Vs v, Vs.sa, Vs.so] T = [V1, Va, V3]T y el término F estd definido

como

AV, Qui(V) <0, Quo(V) <0,

A3V, Qumi(V) <0, Quo(V) >0,
FV(t) = - R (2.45)
A3Va sz(v) > 0» an(v) é 07

AV, Qmi(V) >0, Quo(V) > 0.
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Las matrices de coeficientes son:

0 0 0
Al = 0 —EQRl E3R1 )
0 EsR; —-E3R

—FE1(t)Rs E>Rs 0
Ay=| E|(t)Ry —FEx(Ri+Ry) FEsRy |
0 Ey Ry —E3R,
—Ei()Rs 0 B3R
A = 0 —EsRy B3Ry ;

Ei(t)Rs  E;R1 —E3(R1+ R3),

—F (t)(RQ —+ Rg) FEsRs F3R3
Ay = FEy (t)Rg _EQ(Rl + Rg) E3Ry )
Ey (t)Rg EyRy —F3 (Rl + Rg),

El = Elm E2 = Esa, ES = Esv, Rl = 1/R57 R2 = 1/Rao and RS = 1/-Rm'L

Note que, el sistema (2.44)-(2.45)) es una reformulacién del modelo ([2.38))-
(2.40)), el cual se obtiene por la presencia de las funciones de Heaviside.

Lagragiano y sistema de optimalidad

Para obtener evidencia numérica de que para una frecuencia fija del bombeo
del corazén 2%, hay una solucién periédica de (2.44)-(2-45), se considera el
problema (2.42))-(2.43]). Como la minimizacién de la funcién de costo J es hecha

bajo la restriccién que la trayectoria V' (t) es solucién del problema directo

V-F(V)=0, V(0)=¢, (2.46)
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entonces el procedimiento que se usa para identificar el éptimo deseado es

considerar el Lagrangiano asociado al problema con restricciones, definido por

LEVY) = J(EV) + / Yt < —F(V)) (2.47)

donde el vector de multiplicadores de Lagrange Y es una funcién del tiempo.

Note que el Lagrangiano tiene la propiedad que, para todo (&, V), sup L(§,V;Y) =
Y

J(&, V), si (€, V) satisface la restriccién (2.46]) y +o0o de otra manera. Entonces

rgngl J(&,V) es equivalente a resolver

infsup L(&,V;Y).
Inf sup (€ )

En otras palabras, en vez de buscar el 6ptimo de la funcién de costo J, el
objetivo es encontrar un punto silla (£, V*;Y™*) del Lagrangiano. En el caso
convexo, la existencia de un punto silla para L es garantizado si las condiciones

de Karush-Kuhn-Tucker se satisfacen.

Integrando por partes, y usando la condicién inicial V(0) = &, se puede

reescribir el Lagrangiano como sigue

LEV;Y) =J(6,V) + Y(T) - V(T) — Y(0) - € — L/ v ‘/ Y. F(V

Calculando la derivada con respecto a V:

1

L&V +¢;Y) =L V;Y) + (V(T) =€+ Y(T)) - ¢(T) + §¢2(T)

—A 6 / F(V +6) - F(V))
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Usando la férmula de Taylor de primer orden para el campo vectorial F':
F(V+¢)=FV)+VF(V) ¢+ 0(¢?), donde VF(V) es la matriz Jacobiana

en V. Entonces,

L&V +65Y) =L(E ViY) + (V(T) = €+ Y (1) - (T) + 563(T)

T gy T g 2
7/0 E'(z’*/o Y~(VF(V)~¢)*/O Y- 0(¢7))

Luego que,

T
dy
VVLEVY) 0= (VD) - €+ V(D) o1 - [ (G + (TR0 Y )0
0
En el 6ptimo, se satisface que Vy L(&*,V* Y*) - ¢ es nulo, cualquiera sea la
funcién ¢. Dado que uno es libre de elegir ¢(t) en cualquier instante ¢, se deduce

que en cada instante de tiempo %, se tiene

ay .
= = ~[(VEW)"-Y, (2.48)

bajo la condicién final Y(T') = £ — V(T'). La ecuacién (2.48)) es llamada ecua-
ciéon adjunta. Esta ecuacién se resuelve de un modo hacia atras en el tiempo,

comenzando desde la condicién final.

Usando la expresiéon para el Lagrangiano la cual aparece al comienzo de

esta apartado, es posible obtener la derivada con respecto a &:
VeL(§,V,Y) = =Y (0) + & = V(T).

Como, el punto silla de L debe ser minimo en relacién a &, se sigue V¢ L = 0,

y se puede deducir la condicién de optimalidad Y (0) = £ — V(7).
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Resultados numéricos

En esta parte se presentan los resultados de las simulaciones numéricas para
la solucién del problema de optimizacién sujeto a . El sistema de
optimalidad ha sido resuelto numéricamente con el software MatLab 9.1.0 (The
Mathworks, Inc.), en particular haciendo uso de la funcién fmincon. Simbolos,
valores, unidades, y la descripcion de los parametros de entrada son presentados

en 2.9

La simulacién comienza corriendo el programa descrito por el Algoritmo
el cual permite encontrar una prediccién inicial para el resolver el problema
de minimizacién a través de fmincon. Se llama una prediccién inicial a aquella
condicion inicial que “parece” generar una solucién periddica, en el sentido
que considerando dos senales contiguas y del mismo tamano de la solucién, su
distancia es menor que cierta tolerancia, denotada como TOL. El primer paso
de este algoritmo es resolver numéricamente el problema directo con una
condicién inicial £ € K = {X € R® : 0 < X; < SBV, i = 1,2,3} hasta
la iteracién N + 1, donde N es un numero natural. En los siguientes pasos,
se resuelve nuevamente el problema directo pero considerando como condicién
inicial el estado final de las variables estado en la iteracién N + 1. Como se
tienen dos soluciones del problema directo, se mide la distancia entre las senales
considerando la norma euclidea y se verifica si se cumple ser menor a TOL. Si
es cierto entonces el valor final de la segunda corrida sera considerada como la
prediccion inicial buscada. Si la respuesta es negativa, se realizara este mismo

proceso iterativamente.
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Algoritmo 1 Algoritmo de la funcién ForwardProblem1st.m
INPUT: parameters W, FEs,, Es, Ep, T, Rs, Raqo, Rmi, T'; initial condition

Vb; tolerance tol; integers N and flag = 1;

1: Obtain the approximation W = [W,, Wi, Wpa] to [Viw, Vsa, Via] at the
N+1 values of t, by solving the forward problem with initial condition
Vo.

2: while flag =1 do

3:  Save the value of W in the variable WPest,

4: Set Vo =W(N +1).

5:  Obtain the approximation W to [Viy, Via, Vpe] at the N + 1 values of ¢.

6:  if ||Wh, — WE™|| < tol, ||Wya — WESS|| < tol, and ||W,,, — WESt|| < tol

then
7 flag =10
8 end if
9: end while

10: Set Vy = W(N +1).

OUTPUT: V;

Como segunda parte de esta simulacién, se invoca a la funcién fmincon.
Dicha funcién requiere la predicciéon inicial calculada por el Algoritmo [I] la
funcién de costo , la cual es calculada usando la resolucién del problema
directo . Ademas, se ha incluido el gradiente en la funcién objetivo para
aumentar la rapidez en los cdlculos (vea Algoritmo . Note que el gradiente es
calculado usando el modelo adjunto (2.48)). En efecto, si el modelo restringido

se satisface, J(§) = L(&,V;Y) y consecuentemente

VeJ(§) = VeL(E V (1), Y (1) + Vv L(E, V (1), Y (1) - VV(£),
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donde VV () es la matriz Jacobiana de V' en £. Entonces, note que

Ve (§) = VeL(E V3 Y) = =Y(0) + £ = V(T).

Utilizando como punto inicial Vyyess = (127.3,87.8,1115.7). fmincon reali-
za 8 iteraciones para encontrar que el minimo local que satisface la restriccién
es Vinin = (96.4,64.4,1117.7). Note que usando este valor para correr el pro-
blema directo, es posible obtener una soluciéon periddica para el modelo de
tres compartimentos elasticos, como se puede observar en la Figura En las
Figuras y puede apreciarse que los frentes de onda de presiéon en los
tres compartimentos elasticos y el flujo en ambas valvulas son también curvas

periodicas.

Algoritmo 2 Algoritmo para escribir la funcién CostFunction.m
INPUT: parameters W, Es,, Fsy, Ep, T, Rs, Rao, Rimi, T; integers N and

flag = 1; initial condition Vj and tolerance tol.

1: Obtain the approximation W = [Wi,, We, Wpa] to [Viy, Vaa, Vpa] at the
N+1 values of t, by solving the forward problem with initial condition
£

2: Obtain the times t;, in which a change of cardiac phase occurs.

3: Set Vy =V (ty) =W(N +1).

4: Define J(€) = L (V4 — €)°

5: Solve the system of differential equations for the final condition
Y(ty) =€6-V,.

6: Set Yy = Y (to).

7: Define VJ(§) = =Y (to) + & — Vi

OUTPUT: J(¢), V.J(€).
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Figura 2.5: Gréaficas de la solucion del modelo de 3 compartimentos elédsti-
cos de [Pironet et alf (2015a) usando como condicién inicial Vo = Vi =

(96.4,64.4,1117.7) y los pardmetros in silico de la Tabla Gréficas genera-
das por los autores con Matlab 2018.
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Figura 2.6: Frentes de onda de presion en los tres compartimentos elasticos de

Pironet et al (20154) usando los pardmetros in silico de la Tabla [2.9] Gréficas
generadas por los autores con Matlab 2018.
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Figura 2.7: Frentes de onda de flujo en ambas valvulas elasticos de
(2015a)) usando los pardmetros de la Tabla Graficas generadas por

los autores con Matlab 2018.

Siguiendo, exactamente el mismo procedimiento para las configuraciones de
pardmetros dadas en la Tabla [2.5 se obtienen las Figuras con lo cual
se puede afirmar que existe suficiente evidencia numérica para determinar la
existencia de soluciones periddicas del modelo de 3 compartimentos elasticos.
M4s atin en la Figura[2.11] donde se presenta la gréfica de presién-volumen del
sistema se pueden observar las cuatro fases cardiacas y es posible mediante el
mismo algoritmo determinar los tiempos en los que inicia y termina cada fase

cardiaca.
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Figura 2.8: Gréficas de la solucién del modelo de 3 compartimentos elasticos
de [Pironet et al] (2015a) usando los pardmetros que aparecen en la tabla [2.5]
Gréficas generadas por los autores con Matlab 2018.
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Figura 2.9: Flujos de volumen sanguineo a través de las valvulas mitral y
adrtica del modelo de 3 compartimentos eldsticos de [Pironet et al.| (2015a)
usando los pardmetros que aparecen en la tabla[2.5] Graficas generadas por los
autores con Matlab 2018.
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Figura 2.10: Frentes de ondas de presién del modelo de 3 compartimentos
eldsticos de |Pironet et al| (2015a) usando los pardmetros que aparecen en la
tabla Gréficas generadas por los autores con Matlab 2018.
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Figura 2.11: Diagramas de presién-volumen para el modelo de 3 comparti-
mentos eldsticos de [Pironet et al.| (2015al) usando los pardmetros que aparecen
en la tabla. Gréficas generadas por los autores con Matlab 2018.
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2.3.5. Metodologia propuesta para la prueba tedrica de

existencia de soluciones periodicas

La metodologia propuesta para la prueba tedrica de existencia de soluciones
periddicas del modelo de tres compartimentos eldsticos se enumera a continua-

cién.

1. Definir matematicamente las fases cardiacas para el modelo de tres com-

partimentos elasticos.

2. Proponer una simplificaciéon del modelo original que considere sélo los
casos fisioldgicos del estado de las valvulas al cual se denominara Modelo

fisiolégico asociado al modelo de 3 compartimentos eldsticos (ModFis3C).

3. Definir la aplicaciéon de Poincaré asociado al problema de Cauchy dado

VO, Vo).

por las ecuaciones del modelo ModFis3C y la condicién inicial (V2 500 Vsl

,8a

4. Verificar que la aplicacién de Poincaré propuesta es continua.

5. Utilizar el teorema de Brouwerf’] para concluir la existencia de soluciones

periddicas del modelo ModFis3C.

La idea de este apartado es mostrar la viabilidad de aplicar el paso 1 y 2

de la anterior metodologia.

Basado en las graficas del flujo sanguineo a través de la valvula mitral y
adrtica, se observa que las cuatro fases cardiacas pueden ser definidas matemati-

camente para este modelo.

3El teorema de Brouwer establece: Si A es un subconjunto cerrado, acotado y convexo
de R™, entonces cada funcidn continua G : A — A tiene un punto fijo.
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Ciclo cardiaco para el modelo de tres compartimentos elasticos

En términos del modelo de tres compartimentos elasticos los autores definen

a continuacién matematicamente las fases cardiacas descritas en la Seccion

Primeramente, se asume que el punto A ocurre en el tiempo ¢t = 0, es decir,

el inicio de la fase de contraccién isovolumétrica ocurre en el tiempo ¢t = 0.

De acuerdo a la descripcién fisiolégica del punto A y como se puede observar

en la Figura [2.12] en este punto se satisface que la presién atrial y la presién
P,,—P

ventricular son iguales, luego @, = =%~ = 0. Por otra parte, también
me

de esta figura se observa que la presién adrtica debe ser mayor que la presién

ventricular, y esto se traduce en que Qq, = % < 0. Es bajo estas ideas

que se establece la siguiente definicion.
Definicién 5 (Condicién inicial de tipo A). Una condicidn inicial de tipo A
es una triada ordenada de numeros reales positivos que satisfacen las siguien-

tes condiciones: VA = V(0) = (VA VA

s,lv? ,sa)

stlsv% VA + Vsjj‘sa + stlsv = V;N

s,lv
Qmi(VA) =0, Q,,(VA) <0 y Quo(VA) < 0, donde V, denota la cantidad de
volumen sanguineo estresado en una persona, que hasta el momento ha sido

denotada como SBV .

Segundo, se define la fase de contraccién isovolumétrica como sigue.

Definicién 6 (Fase de Contraccién Isovolumétrica). Cuando existe Ty > 0
tal que en el intervalo [0,Tp], se satisface que en t = 0 ocurre el inicio de la

contraccion isovolumétrica y ademds se satisfacen las siguientes condiciones:
. an(TO) = O;

1. Q\mi(t) <0 para todo 0 <t <Tp,

114, @ao(t) <0 para todo 0<t<T.
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Figura 2.12: Grafica de las presiones sanguineas en la auricula izquierda,
ventriculo izquierdo y arteria aorta. En el circulo rojo, se enmarca el inicio de
la fase de contraccién isovolumétrica.

Note que esta definicién corresponde al comportamiento normal fisiolégico
que describe la fase de contraccién isovolumétrica (vea Figura[2.13), ya que en
el tiempo t = Ty la presién ventricular alcanza el valor de la presiéon adrtica,
es decir, Qq0(Tp) = 0. Por otra parte, la presién ventricular es mayor que la
presién atrial durante esta fase y como aproximadamente la presién atrial es
igual a la presién venosa central, entonces es necesario que @mi (t) < 0. Ademds
antes del tiempo t = Ty, es decir, al final de la contraccién isovolumétrica, la
presion ventricular es menor que la presion adrtica y es por eso que se considera

la condicién (iii) en la Definicién [6]

En tercer lugar, se establece la definicion de fase de eyeccién ventricular

para el modelo de tres compartimentos elasticos.

Definicién 7 (Fase de Eyeccién Ventricular). Cuando existe Ty > Ty tal que

en el intervalo [Ty, T1], se cumple:

i. C,2\(10(1ﬁ0) = @aO(Tl) = 07
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Figura 2.13: Gréfica de las presiones sanguineas en la auricula izquierda,
ventriculo izquierdo y arteria aorta. En el rectangulo rojo, se enmarca la fase
de contraccion isovolumétrica.

1. @mi(t) <0, para todo Ty <t < Ty,

114, @ao(t) >0, para todo Ty <t <Tj.

Bajo esta definicién, la fase de eyeccién ventricular ocurre entre los tiempos
t =Ty y t =T, que es cuando la presién adrtica y ventricular tienen el mismo
valor. La condicién (iz) de la definicién anterior garantiza que la vélvula mitral
estd cerrada durante esta fase, ya que Qmi = Qs (£)H (Qmi(t)) = 0, para todo
t € [Ty, T1] vy por lo tanto no hay flujo a través de la misma. Sin embargo, la
condicién (iii) refleja la salida de sangre del ventriculo izquierdo a la arteria
aorta, ya que por definicién Q,, = @ao(t)H(@,w(t)) = @ao(t) = P’}%ﬁfm > 0,
para todo t € (Tp,T1). Considerando la Figura se puede observar que
pese a que la diferencia de presion en el ventriculo izquierdo y la arteria aorta
no siempre es negativo de acuerdo al diagrama de Wiegers considerado, si se
corresponde en cuanto a la duracién de esta fase, que estd comprendida entre

la apertura y cerradura de la valvula adrtica.
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Figura 2.14: Grafica de las presiones sanguineas en la auricula izquierda,
ventriculo izquierdo y arteria aorta. En el rectangulo rojo, se enmarca la fase
de eyeccién ventricular.

En cuarto lugar, se define la fase de relajacion isovolumétrica que se com-
porta de manera andloga a la fase de contraccién isovolumétrica, ya que en
estas dos fases las valvulas estan cerradas, lo iinico que cambia en esta defini-
cion es el intervalo de tiempo en el cual ocurre, ya que como se puede observar
en la Figura [2.15] est4 fase ocurre cuando la véalvula adrtica se cierra y finaliza
cuando la valvula mitral se abre, a diferencia de la fase de contraccién isovo-
lumétrica que ocurre cuando la valvula mitral se cierra y finaliza cuando la

valvula adrtica se abre.

Definicién 8 (Fase de relajacién isovolumétrica). Cuando existe Ty > Ty tal

que en el intervalo [Ty, Ts], se cumple:
i Quo(T1) = Qui(T2) =0,
1. @mi(t) <0, para todo Ty <t < Ty,

144. @ao(t) <0, para todo Ty <t <Ts.
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Figura 2.15: Gréfica de las presiones sanguineas en la auricula izquierda,
ventriculo izquierdo y arteria aorta. En el rectangulo rojo, se enmarca la fase
de relajacion isovolumétrica.

Finalmente, se establece la definicién de la fase de llenado ventricular, que
es la ultima fase en el ciclo cardiaco de acuerdo a las definiciones anteriores. Es
por este motivo que esta fase comienza en el tiempo t = Ty, tiempo en el que
finaliza la fase de relajacién isovolumétrica, y termina en el tiempo ¢t = T, que

denota la duracién de un ciclo cardiaco.

Definicién 9 (Fase de Llenado Ventricular). Cuando en el intervalo [To,T],

se cumple:

i Qmi(T2) = Qmi(T) =0,
1. @mi(t) >0, para todo To <t <T,
114 @ao(t) <0, para todo Tp <t <T.
Haciendo referencia a la Figura [2.16] se nota que la presién ventricular es

menor que la presién adrtica y la presién atrial, lo cual implica, que la presiéon

ventricular es menor que la presiéon aodrtica y la presion venosa central. Estas
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Figura 2.16: Grafica de las presiones sanguineas en la auricula izquierda,
ventriculo izquierdo y arteria aorta. En el rectangulo rojo, se enmarca la fase
de llenado ventricular.

condiciones se corresponden con los reactivos (i7) y (i) de la definicién [0} Més
aun, estas condiciones garantizan el hecho de que hay flujo sanguineo a través
de la valvula mitral y no lo hay a través de la valvula adrtica. En otras palabras,
la Definicién [0 describe que el corazén se estd llenando de sangre durante el

intervalo [Ty, T'.

2.3.6. Discusién y conclusiones

Al proponer un problema de minimizacién, se ha encontrado evidencia
numérica que la soluciéon del sistema no lineal tiene un comportamiento pe-
riédico. Més aun, para cierta configuracién fisiolégica de pardametros es posible

encontrar la condicién inicial que genera dicha solucién periddica.

Otra implicacién que se observa de la Figura [2.11] tomando en cuenta que
los puntos de colores representan el cambio de la matriz de coeficientes, es

que el modelo fisiolégico asociado al modelo de 3 compartimentos eldsticos
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CAPITULO 2 DETERMINACION DE UN MODELO CONVENIEN TE
PARA LA INVESTIGACION

(ModFis3C) se puede plantear como

v

- =GtV), 0<t, V() =n, (2.49)

donde

AV, tel0,ty),

AQM te [tl,tg),
G, V) = (2.50)

A3‘/7 te [t37T)a

T1,T> y T3 cumplen las definiciones respectivamente. A partir de

este punto se efectuara el andlisis tedérico considerando un modelo de tres com-

partimentos eldsticos de tipo [Pironet et al| (2015a)). En el siguiente capitulo,

el objetivo serd demostrar de manera tedrica la existencia de estos intervalos
de tiempo, es decir, se busca determinar las condiciones necesarias y/o sufi-
cientes que deben satisfacer las condiciones iniciales para que el modelo de tres

compartimentos eldsticos reproduzca las cuatro fases cardiacas.
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Capitulo 3

Demostracion de la
existencia de las fases

cardiacas

El objetivo de esta seccién es verificar bajo qué condiciones es posible re-
producir las fases cardiacas con un modelo de 3 compartimentos elasticos de

tipo [Pironet et al.|(2015a) descrito por las ecuaciones siguientes:

Vvs,lv :@mzH(@mz) - @aoH(@aa)a (31)
‘./s,sa :@aoH(@ao) - Q57 (32)
Vs,sv :QS - QWMH(@HM) (33)
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CAPITULO 3 DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA DE LAS FASES

CARDIACAS
o bien
y H(@mz) H(@ao) Esa Ay
‘/s v = Ev t ‘/5 v H ao ‘/s sa
! : ( ) < Rm7 * Rao ! * Rao (Q ) ’
Esv A
+R 4H(Qmi)‘/s,sva (34)
y H(@ao) Esa A Esa
‘/s sa =FE vt ‘/s v o ao Vs sa
=BTy (B Q) + 22 .
Esv
7‘/‘5 SV 35
V., (35)
. H(@mz) (Esv Esv )
‘/ssv:Evt ‘/;v_ — + H mi ‘/ssv
’ ! ( ) mi ! Rs Rmz (Q ) '
Es
+?:%,saa (36)
V(t) =Vi1u(t) + Vi salt) + Vi,su(t). (3.7)
donde
~ Psv - I:)lv Esv‘/s sv Elv(t)Vs lv
mi = = : —, 3.8
-~ -Plv - Psa Elv (t)‘/‘s,lv - Esa‘/s,sa
an = R - R , (39)
Psa _Psv Esa‘/s sa _Esv‘/s sV
o= = : 2 3.10
Q T . (3.10)
0,sit<0
H(t) = (3.11)
1, sit>0.

Ademas este modelo, considera como funcién de elastancia Ey,, la funcién des-

crita bajo siguiente definicion:

Definicién 10 (Funcién de elastancia). Sean T > 0 y Tpear < % Se dice que
una funcion Ey,(t) real periddica de periodo T continua en R y continuamen-
te derivable en el intervalo (0,T) es una funcion de elastancia si cumple las

siguientes propiedades:
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i. La funcidn Ey, es estrictamente creciente en [0, Tpeak),

ii. La funcidn Ey, es estrictamente decreciente en [Tpeak, ],

B Vi,
211. Elv(O) = VA‘ — = EZU(QTpeak);

s,lv

iv. Fe- (K1 —e ) +VA)) < Eu(t) < %ﬂ, site (0,7),

s,lv s,lv

Eoo VA
V. Elv (Tpeak) = VA =2 )

s,lv

A A
1 EeaVsa=Eso Vs A A A
donde f = - (Esa + Es), K = === y (V/,, Ve Vi) es una

condicion inicial del tipo A.

Por el significado de los simbolos (vea Cuadro|2.8]). Observe que este modelo
es una generalizacién del modelo de tres compartimentos descrito en el apartado

2.3

Antes de comenzar con el desarrollo de este capitulo, se presenta una simpli-
ficacion del modelo generalizado de 3 compartimentos eldsticos de tipo |Pironet

(2015a)). Para ello note que si se suman las ecuaciones (3.1)-(3.3) se ob-

tiene

d
n (Vs,lv + Vvs,sa + Vvs,sv) =0.

st ‘-/ssa Vssv:
dv T Vssa + Vs, a

Pero esto implica que la suma de los volimenes V 1, Vi sq ¥ Vs, sv Se mantiene
constante durante todo el tiempo. Considerando que V,, denota la cantidad de

volumen sanguineo estresado en una persona, entonces

Vp = ‘/s,lv + Vs,sa + Vvs,sv- (312)
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CAPITULO 3 DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA DE LAS FASES
CARDIACAS

Por (3.12)), se sigue que
‘/s,sv :V;) - Vs,l'u - ‘/s,sa- (313)

Omitiendo la ecuacién diferencial de V5, y substituyendo (3.13) en las ecua-

ciones restantes se obtiene una reducciéon de este modelo,

y — H(Q\ml) H(@ao) Esa o
%,lv - - Elv (t) ( Rmi + Rao V;,h; + RaOH(an)V:e,sa
Esv AN
+R H(sz)(v:n - ‘/s,l'u - V:e,sa)a (314)
’ — H(QGO) Esa A Esa ES’U
‘/;,sa —Elv(t) Rao ‘/;,lv (RGOH(an) + Rs ) V;sa + R—S(Vp
_Vs,lv - ‘/s,sa)- (315)

o bien en términos de los flujos sanguineos

"/s,lv :Q\mzH(Q\mz) - Q\aoH(@ao)v (316)

‘./s,sa :éjaoH(@ao) - st (317)

donde Q\mi = ﬁ(Esv(Vp - Vvs,lv - Vvs,sa) - Elv(t)‘/:e,lv) y QS = ]%S (Esa‘/s,sa -

Esv(vp - Vs,lv - Vs,sa))-
Ademas de esta simplificacién, para los lemas y teoremas que se estableceran

en los siguientes subsecciones es conveniente proponer algunas definiciones.

Basados en la definicion [5| que se plantea en el apartado para una
condicion inicial del tipo A, asociada al inicio de la fase de contraccién isovo-
lumétrica y que corresponde a la etiqueta A de la Figura [[.2] Se determinan
a continuacién las otras definiciones matematicas para las etiquetas B, C y

D que corresponden al inicio de las fases de eyeccién ventricular, relajacién
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isovolumétrica y llenado ventricular, respectivamente.

Definicién 11 (Condicién inicial de tipo B). Una condicidn inicial de tipo B
es una triada ordenada de nimeros reales positivos VB = (VS Tos Vfia, Vf ) que
satisfacen las siguientes condiciones: Quo(VE) =0, Qly(VE) > 0, Qumi(VB) <

Yy V —l—Vﬁa—l—VsB =V, donde V), denota la cantidad de volumen sanguineo

estresado en una persona.

Definicién 12 (Condicién inicial de tipo C'). Una condicion inicial de tipo C
es una triada ordenada de niimeros reales positivos VC = (VS Tos Vscsa7 VS ) que
satisfacen las siguientes condiciones: Quo(VE) =0, Q. (V) <0, Qmi(VE) <

yV, lv—I—VS(’;a—i—V;C =V, donde V), denota la cantidad de volumen sanguineo

estresado en una persona.

Definicién 13 (Condicién inicial de tipo D). Una condicidn inicial de tipo D

es una triada ordenada de nimeros reales positivos VP = (Vs Tos Vstaa VS ») que

satisfacen las siguientes condiciones: Quo(VP) < 0, Qi (VP) =0, Q;m-(VD) >
yV

. lv+vs,Dsa+‘/s,st = Vp, donde V,, denota la cantidad de volumen sanguineo

estresado en una persona.
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CAPITULO 3 DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA DE LAS FASES
CARDIACAS

3.1. Reproduccién de la fase de contraccion iso-

volumétrica

Lemma 3.1.1. Considerando el sistema de ecuaciones diferenciales

‘/s,lv :07 (3.18)
"/s,sa = - Qsa (319)
‘./s,sv :st (320)
con condicion inicial v = (Vi 1u(t0), Vs,sa(t0)s Vs,s0(t0)) = (Ui, Usa, Usv) que

satisface @mi(v) =0y @ao(v) < 0, o bien @mi(v) <0y @ao(v) = 0. Entonces

las funciones @ao(t) Yy Q\mi(t) toman las expresiones

1

Quolt) = 7 [Ego - K (77 — ™) — Byuuga + By (t)vro] (3.21)
ao
~ 1
Qumi(t) = o [Eso - K (7P — e ") + Egyvse — Epy(t)vi] (3.22)
donde K = % ypB= }% (Esaq + Esy) son constantes positivas.

Demostracién. Véase la prueba en la seccién de apéndices. O

Teorema 3.1.2. Sea T > 0 y Ey,(t) una funcién de elastancia en [0,T] pa-
ra el modelo de tres compartimentos eldsticos. Entonces para cada condicion
inicial A existe To € (0,T) tal que el intervalo [0,Ty] corresponde a la fase de

contraccion isovolumétrica (segin la deﬁmcio’n@

Demostracion. Puesto que se considera una condicion inicial del tipo A, dada
por la definicién |5 se sabe que Q\mi(VA) =0, @;m-(VA) <0y QGU(VA) < 0.

Pero esto implica que al menos en una vecindad del instante inicial se debe
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3.1. REPRODUCCION DE LA FASE DE CONTRACCION
ISOVOLUMETRICA

tener que el modelo de tres compartimentos eldsticos es igual al sistema (3.18)-
(3-20)) con condicién inicial V(0) = VA = (VA VA, VA,). Luego, por el lema

s,lvy Vs,sar Vs,sv

B:1:1] se sabe que al menos en una vecindad del instante inicial

~ 1

Qao(t) = = [Bsa - K (1—e ) — Eso VA, + Ei(6) V] (3.23)
ao
A A EsavsAsa_ESUv;i‘sv e
con Rao, Esa, Ve, Vi, K = — Yy [ constantes positivas.

De la propiedad (v) de la funcién de elastancia, se tiene que

Epy (Tpear) VA, — EsaVE, = 0. (3.24)

s,lv saVs sa

Ademsds, se conoce que la funcién g(t) = K (1 — e‘Bt) es estrictamente crecien-

te, lo cual implica que
0=9(0) < 9(Tpear)- (3.25)

Sumando (3.24) y (3.25) se obtiene que @ao (Tpear) > 0, ademds por asumir
una condicién inicial de contraccién isovolumétrica, QQO(O) < 0. Aplicando el

teorema de valor intermedio se garantiza la existencia de Ty € (0, Tpeqr) tal

que @ao(TQ) =0.

Note que la funcién @ao(t) es estrictamente creciente en [0, Tpeqx], por ser
E, estrictamente creciente en este intervalo. Como Q\ao(O) < 0 entonces nece-

sariamente Qqo(t) < 0, para todo t € (0,Tp).
También, por definicién de funcién de elastancia se cumple que

Ky,
VA

s,lv

(K(1—e )+ VLA,) < Ew(t)
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CAPITULO 3 DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA DE LAS FASES

CARDIACAS
,para t € (0, Tpear) y cOmo por lema se tiene que
Qui(t) = Rim [Egw - K (1—e %) + B, Vi, — Ew(t)Va,] . (3.26)
Luego que @mi(t) <0,sit € (0, Theak)-
O

Lemma 3.1.3. V4 = (VA VA VA

lvr Vsas 8731}) es una condicion inicial de tipo A, si

y solo si,

E,E
o< VA <V salvsy , 3.27
s,lv p EsaEsv + Elv (O)Esa + Elv (O)Esv ( )
Elv 0
Vso,sa :‘/P — ‘/3174“} <1 + _E‘()) 5 (328)
Elv(o)
S o
5 (VA <0 (3.30)

donde VSAlv es un valor constante que denota la cantidad de volumen sanguineo

estresado contenido en el ventriculo izquierdo en el instante inicial.

Demostracién. Véase la prueba en la seccién de apéndices. O

Lemma 3.1.4. Sea K4 el conjunto definido por

Ev Ev
ICA{<V,VPV<1+ é“”), g(o)v) :ogvgvp-KE},

— EioEsy - .
donde Kg = FoFou B (0 F T E0)Foy Entonces la solucion del sistema (3.4))-

(3.7) con condicion inicial VA = V(0) = (VA,, VA, VA,) € Ka en el inter-

s,lvy Vs,sa’ Vs,sv

valo (0,Ty], donde Ty estd definido en el lema satisface ser positiva.
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3.1. REPRODUCCION DE LA FASE DE CONTRACCION
ISOVOLUMETRICA

Demostracién. Véase la prueba en la seccién de apéndices. O

Note que V(To) = (Vs,10(T0)s Vs,sa(T0), Vs,50(T0)) es una triada de nimeros
reales positivos por el lema anterior. Mas ain, de la prueba del lema se

sabe que

V9JU(T0) :stlqn (331)
Visa(To) =K (7770 — 1) + VA, (3.32)
Vaso(To) =K (1= e™70) + V7, (3.33)

y del teorema que Qao(V(TH)) = 0y Qmi(V(Tp)) < 0. Ademés, si se
suman las entradas de V(Tp) se tiene que Vi 1,(T0) + Vi.sa(T0) + Vs s0(To) =
VA +VA +VA

s,lv s,sa s,8vV

derivada de (3.23)) es igual a

= V. Finalmente, se estudiard el signo de @&O(V(To)). La

1
7 [Baa - Ke™7T0 + B}, (To) Vi),

s,lv

Q.o (To) =

y es positiva, porque por la propiedad (i) de la definicién de funcién de elastan-
cia, EJ,(t) > 0 para todo t € [0, Tpeqr] y como Tj se encuentra en este intervalo
se sigue inmediatamente que Q’,,(Tp) > 0. En conclusién, la condicién final
V(Tp) es una condicién inicial del tipo B. Por lo tanto existe un intervalo

[To, Ty + 6] donde se cumplen las condiciones

Quo(t) >0V Ty <t <Ty+6

Qumi(t) < 0,Y Ty <t < Ty + 6.

Note que la segunda condicién se obtiene de la continuidad de @ml(t) (ver
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(3.26))) en Ty y el hecho que @mi (Th) < 0. Es por este motivo que a partir de

t = Ty, se considera el sistema

Vs,lv = @ao: (3'34)
Vs,sa :Q\ao - Qsa (335)
‘-/s,sv :Qs~ (336)

3.2. Reproduccion de la fase de eyeccion ven-

tricular

Lemma 3.2.1. Considerando el sistema de ecuaciones diferenciales (3.34)-
(3-36) con condicion inicial v = (Viy, Vsa, Usw) = (V1w (t0)s Vs,sa(t0)s Vs, sv(to))
que satisface @ao(to) = 0. Entonces, para todo tiempo t > to, Vs 1,(t) ¥ Vs sa(t)

toman las expresiones

(to—t))\l (to—t))\z E (t )
€ € lv\to — _
Vs iw(t) =010 — ( (to—=t)A1 _ ,(to t)>\2)
Lo (t) =vi v( N o T R 6 e

t
(T—t) A2 (T—t)\1 E
v € € sa (T—t)A1
B, _ (
+Rao/ Z(T)( o N Rao \
to

e(to*t))q e(to*t))\l

- e<T*t>A2)) Vos(7)dr +V, +Vp7( — - > . (3.37)
2 1
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3.2. REPRODUCCION DE LA FASE DE EYECCION VENTRICULAR

Rao Ep(t (to—t) A2 (to—t) M1
) () B (s
sa sa

t

3 e ( (T=t)A (T—t)A ) eT=Dr2 r=Hh
Ev e 1 2 _
+Ra0 : <T) (Esa ‘ ‘ * A1 Ay

to

Rao — —_
Voo (1) + Vpy 2 (om0 — elto=02: ) (3.38)

sa

/'72 _ 4EsaEsv

Las constantes positivas \1, Ao y 7y estdn definidas por A\ = % % - ,

rrl_
1 1 /02 gEsaFsy — Mo _ B Esq Es,
)\2 - 2"7 + 2 n 4 aoRs ’ ’y - )\Z_Al y 77 - Rao + Rs + Rs '

Demostracion. Véase la prueba en la seccién de apéndices. O

Teorema 3.2.2. Sean T > 0, Ty el tiempo final de la fase de contraccion
isovolumétrica y Ep,(t) una funcion de elastancia en [0,T] para el modelo de
tres compartimentos eldsticos. Entonces para cada condicion inicial B tal que
VE = V(Ty), existe Ty € (Ty,T) tal que el intervalo [Ty, Th] corresponde a la

fase de eyeccidn ventricular (segin la definicidn @

Demostracion. Suponiendo que no existe Ty > Tg tal que @ao(Tl) = 0. Enton-

ces @ao(t) > 0, Vi > Ty. Bajo esta hipdtesis se tiene:

Esa‘/s salt Eu t V:q v(t
Rao Rao
y Elv (t)Vs lv Esv
V;'sa = Vi _‘/s v) — Vtssaa 3.40
; Rao + Rs ( p N ) 77 5 ( )
Vi1w <0, (3.41)

usando la definicién (3.9), la ecuacion (3.15)) y la expresion (3.34]), respectiva-

mente. Observe que 7 = —g” + —%“ + —%“.
ao s s
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De la ecuacién (3.41]), se deduce que Vs, es decreciente. Luego que
V() < Vaao(To) = Vi, = Vi, (3.42)

y esto a su vez implica

&

Sv

Vo < == (Vp = Vauw(1)), (3.43)

donde Vo =V, — VA

ERDN

Sustituyendo (3.39) y (3.43) en (3.40) se obtiene

) Vesa < Visa- (3.44)

ES’U ESG + ES’U
vV, — [ =82 Y
R, ° ( R,

Multiplicando ambos lados de (3.44]) por eBt=T0) se llega a que

ES'U — d —
VQRieﬂ(t To) - o |:VS’5a(t)e/3(t To):|
S

e integrando ambos lados de Ty a t

WL E
‘/s,sa(TO) - EQﬁ (eﬁ(tiTO) - 1) < Vs,sa(t)eﬁ(tiTO)

o bien

VaEsy

Ve sa(Tt e—B(t—TO) +
aa(T0) Esa + Esy

(1= e0)) < V(). (3.45)

De la férmula integral para V; 4,(t), dada por la ecuacién (3.38)), se tiene
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que

Voo T) = Vi (2 (€ -1) +

Ey, Esqy

donde A1, A2 y 7y son constantes positivas definidas en Lema [3.2.1

De (3.46) se tiene que Vs 54(Tp) > 0 y de (3.45) se concluye que

0< Vs,sa(t)v vt > To;

y también que

Vi,sa(To)e PET0) < Vo (8).

Considerando la ecuacién para Vs, (t) en (Tp, 00)

ESll
Rao Rao

Vi ea(t).

De (3.47) y (3.49) se deduce que

E(t)

0<V,w(t
G(t) + R..

Vs iw(t), Vt > Tp.

y multiplicando por ¢ Foo fEl“(T)dT, se tiene

d
0< 2 [x/sJU(t)eRio

fElv(t)dt] VisT
dt » Ve > do

e integrando de Tp a t y usando (3.42) se obtiene

VAE() < Vap(t) < VA

s,lv s,lvs

Elv (TO)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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A
Vs,sv

donde £(t) = eFao™r (BeoTo=Esat) o | gon positivas.

Por otra parte, denotando por

VA E(Tp)
Y A s,lp w40
Ki=— 1|V -V, + =

! A1 < slv P RyoAo ’

VA B (To)

gl A s,lv L0

Ko=— (VA —V LS

277 ( LR N W

Y Esq
Ky=— 1-
3 Rao)\l ( Rao)\Q) ’

Y Esa
Ky = 1-
: Rao)\2 < Rao)\1> ’

se puede reescribir la forma integral (3.37) como

t
Vetal) =Fone®) + [ Bu0)Vers(r) (Kac™ O+ Kael™ %) ar

To

Frua(t) =K eT070% 4 Kootz 4y (3.51)

Considerando la expresion (3.50) se obtiene que

t t
/ 70N By, (1)VA,£(r)dr < / el ON By (7)Va o (7)dr
To To

t
< / TN, (T)V;f‘lvdT,
To

donde i € {1,2}. Utilizando esta tltima desigualdad y la ecuacién (3.51)) se
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implica que
Foug(t) + Gauz(t) < Vi 1u(t) < Fouw(t) + Housz(t), YVt > To, (3.52)
donde

t
Goue = [ BV, (el ™% + Kyelr=0%) ar,
To

¢
Haus :/Elv(T)Vflv (K:se(T_t))‘1 + K46(T_t))‘2) dr.

To
Derivando las funciones F,, v Gauz Se obtiene que

Fauz(t) = - -Kvl)\le(T(Jit)k1 - K2>\26(T07t)>‘27

Crau (1) =Vilho Eno (0E(8) (K + K1) = Vi Eno (To)&(Ty) (KseTom0M 4 KyeTom0%2)

s,lv

(To—t)As - Vi Bio (To)
Usando que A < Ae'™0™Y%, Vi > Tp, si A <0y —KiA — Kpdg = —=p——

se implica que
*Kl)\l — KQ)\Q < 7K1)\16(T07t))\1 — KQ)\QQ(Toit))\Q

y puesto que stllv’ E;,(To) y Rao son constantes positivas, se concluye que
Frue > 0, Vt > Ty. Por otra parte, se analiza el signo de la funcién G o
Primero, utilizando que Ae(To—DX < A Vit > Ty, si A > 0y K3 + K, =

—% < 0 entonces

0 < —(Ks 4 K;) < —(KszeT=0M 4 [, e(To=Az), (3.53)
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Segundo, es ficil verificar usando la definicién de € y Ej, que se cumple

0 <&(t) < &(Ty), VEt>To, v (3.54)

0< Elv(t) < Elv(T()), vt >T —Tp. (355)

Finalmente, de (3.53)-(3.55) se obtiene
_stllvg(t)Elv (t)(K?) + K4) < _V;‘lvg(t)Elv(t)(K3€(T07t)>\l + K4€(T07t))\2)'

De esta tltima, expresién se deduce que Gaup > 0, VEt > T — T,

Por lo expuesto anteriormente Fam + Gam > 0, Vt > T — Ty, pero esto
implica que F,u; + Gauz €s una funcién creciente a partir del tiempo T —
To vy Vs1v es una funciéon decreciente segiin ecuacién , lo que implica
necesariamente que Vs y(t) < Fauz(t) + Gaug(t), para algin tiempo mayor
T — Ty. Lo cual es una contradicciéon a la ecuacién . Y por lo tanto,
3Ty > Ty tal que Qq0(T1) = 0.

Lemma 3.2.3. Sea Kp el conjunto definido por
Kg={Ve R3 : V es una condicién inicial del tipo B, i =1, 2,3}.
Entonces la solucion del sistema — con condicion inicial
VP = (Vi Vi Vis,) € K

en el intervalo (Tp,T1), donde Ty y 11 estdn definidos en el teorema

satisface ser positiva.
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Demostracién. Vedse la prueba en la seccién de apéndices. O

3.3. Reproduccion de la fase de relajacion iso-

volumétrica

Teorema 3.3.1. Sean T > 0, T el tiempo final de la fase de eyeccion ven-
tricular y Ep,(t) una funcidn de elastancia en [0,T] para el modelo de tres
compartimentos eldsticos. Entonces para cada condicion inicial del tipo C tal
que VC = V(Ty) existe Ty € (Ty,T) tal que el intervalo [Ty, Ty] corresponde a

la fase de relajacion isovolumétrica (segin la deﬁm’cio’n@

Demostracion. Puesto que se considera una condicion inicial del tipo C, dada
por la deﬁnicién se sabe que @ao(Vc) =0, QQO(VC) <0y @mi(Vc) < 0.
Pero esto implica que al menos en una vecindad de esta condicién inicial se
debe tener que el modelo de tres compartimentos elasticos es igual al sistema
(3-18)-(3-20) con condicién inicial V(Ty) = V¢ = (VS%U,VS?SG,‘Q?SU). Luego,

por el lema |3.1.1| se sabe al menos en una vecindad de 77,

1

Qmi(t) = 75— [Eg - K (71 — ™) + B, VS, — Ew(t)VE,],  (3.56)
mt
c c
con Ry, Eoy,VE,,, ngm K= % y B constantes positivas.

Puesto la fase de eyeccién ocurre en el intervalo [Ty, T1] y se sabe que V; 4, es

decreciente durante esta fase, se concluye facilmente que Vs 1, (T1) < Vs.10(T0)

y usando que Vs 5, (Th) = ngv, Vs.iw(To) = Vﬁv y Vflv = Vs’f‘lv se llega a que
Ve < Vi (3.57)
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Por otro lado, de la propiedad (ii) de la funcién de elastancia, se tiene que

E,VA

S,8vV

— By (2T pear) VA, = 0, (3.58)

s,lv

ademds usando que 77 > Tjeqr junto con las propiedades (iil) y (v), de esta

misma definicién, se obtiene

ESllesAsa
s,lv
sz . A~ C . EsaVSCSQ ;
La hipdtesis que Quo(V®) = 0 equivale a que Ey,(T1) = VCY , asi que

sustituyendo en (3.59) se tiene ‘/sAl'uVsC;a VE Vi v de VsczstAsa
ViVl

s,lv sa’

luego por transitividad V Vscsa < V'SJUV’MG7 pero esto implica que

C A
Vs sa Vvs,sa'

(3.60)

Puesto que Vs sy =V, — V10 — Vi 5 ¥ usando las expresiones (3.57)-(3.60) se

obtiene que

A C
V:s,su < Vvs,sv'

(3.61)

Si se multiplica (3.57) por —E,(2Tpear) ¥ (3.61) por Ey,, v se suman ambas

desigualdades resultantes se obtiene

Esv‘/s Elv(QTpeak)V:;qlv < ES’U‘/S?;'U - Elv(QTpeak)V’s%U

,SU

Sustituyendo (3.58) en la ecuacién anterior se implica que

0< ESUV

5,8V

Elv (2Tpeak:)vc

ERDN

(3.62)
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Ademsds, se sabe que la funcién g(t) = K (e’ﬁTl — e*Bt) es estrictamente

creciente, lo cual implica que
0=9(0) < 9(2Tpeqk)- (3.63)

Sumando (3.62)) y (3.63)) se obtiene que @mi (Tpear) > 0, ademds por asumir
una condicién inicial del tipo C, @mi (Th) < 0. Aplicando el teorema de valor

intermedio se garantiza la existencia de T5 € (T4, 2T peqr) tal que Q\mi(Tg) =0.

Note que la funcién @mi(t) es estrictamente creciente en [17, 2T }eqk), POT SET
E, estrictamente decreciente en este intervalo. Como @mi (Th) < 0, entonces

@mi(t) < 0, para todo t € (T1,T»).

Finalmente resta analizar el signo de @ao(t), sit € (T1,T). Por definicién

de funcién de elastancia, especificamente propiedad (vi), se cumple que

E.,Ke Pt

s,lv

parat € (0,T) y por lema se tiene que

! [Eyo - K (77T —e7PY) — B, VE,, + En(t)VS

R s,s8a s,l'u] . (365)

@ao(t) =
Por otro lado, utilizando ([3.57) se implica que

EsaK —pt EsaK —pt EsaK Bt — =T Esa
< = (evc ‘ )+VC Ke Tt (3.66)

s,lv s,lv s,lv s,lv
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CARDIACAS
y evaluando en t =T se tiene
Visa(To)e P10 < v, (Ty) = VE,,
donde Vs 5, (Tp) = K (e‘BTO — 1) + Vs‘fsa, segun . Entonces
Ke T 4 e Ah=Toya — K) <V,
Puesto que sta - K = 2ESUVS‘T‘SU, K y la funcién exponencial son positivas,
de la anterior expresién se obtiene que
Ke P < v, (3.67)
De m, m y (3.67)), se sigue que
Eu(t) < EsaK(e_ﬂ;— e~ PT1) N 52(1 ‘[S?Sa. (3.68)

s,lv s,lv

para todo t > T7, y de esta ultima expresién se implica facilmente que @ao <0,

site (Tl,TQ).

Lemma 3.3.2. Sea K¢ el conjunto definido por
Ko ={V €R?:V es una condicion inicial del tipo C, i =1,2,3}.
Entonces la solucidn del sistema (3.4)-(3.7)) con condicion inicial

Ve =5, VEVE)) € Ko

s,lvr Vs,sar Vs, sv
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en el intervalo (T1,T), donde Ty y T estdn definidos en el teorema m

satisface ser positiva.

Demostracion. Vedse la prueba en la seccién de apéndices. O

3.4. Reproduccion de la fase de llenado ventri-

cular

El objetivo de esta ultima seccién es demostrar la existencia de la fase
de llenado ventricular considerando como punto de partida, la condicién final
de la fase de relajacién isovolumétrica. Note que la condicién final V (T) =
(Vaw(T2), Vs sa(T2), Vs s0(T2)) es una triada de nimeros reales positivos por el

lema Maés atn, de la prueba del lema [3.1.1] se sabe que

Vio(T2) =V, (3.69)
Visa(To) =K (e P12 —e=#1) 4 vE, | (3.70)
VS,S’U(T2) =K (e_BTl - 6_5T2) + Vvs?sm (371)

y del teorema m que Qmi(V(Ty)) = 0y Quo(V(T3)) < 0. Ademés, si se
suman las entradas de V(T%) se tiene que Vi ;,(T2) + Vi sa(T2) + Vs 50(T2) =
VG, +VEC,, +VE, =V, Finalmente, se verificard el signo de Q' .(V(T3). La

s,lv s,sa S,8V

derivada de (3.56) es igual a

Rl - [Esv : Kﬂeiﬁt - El,v(t)vs?l’v} ’

Q)

3

=
I

y es positiva, ya que por propiedad (ii) de la definicién de funcién de elastancia,

E/ (t) <0 para todo t € [Tpear, T| y puesto que [T1,T»] estd contenido en este
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rango se sigue inmediatamente que Q\;m(Tg) > 0. En conclusién, la condicién
final V' (T3) es una condicién inicial del tipo D. Por lo tanto existe un intervalo

[T2,T5 + 0] donde se cumplen las condiciones

Qumit) >0V Ty <t <Ty+6

Quo(t) <OV Ty <t < Ty +36.

Note que la segunda condicién se obtiene de la continuidad de @ao(t) (ver
(3.65))) en Ty y el hecho que @ao(Tg) < 0. Es por este motivo que a partir de

t = T5, se considera el sistema

‘./s,lv :@mia (372)
‘./s,sa = - QS7 (373)
f/s,sv :Qs - @mi~ (374)

Ahora bien, vea que el sistema (3.72))-(3.74)) es equivalente al sistema ((3.34])-
(3.36]) si se cambia @mi = *@ao ¥ Vi.sa = —Vs,sv. Bajo estos cambios se puede

demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1. Sean T > 0, Ty el tiempo final de la fase de relajacion iso-
volumétrica y Ej,(t) una funcion de elastancia en [0,T) para el modelo de tres
compartimentos eldsticos. Entonces para cada condicion inicial del tipo D que
satisfaga VP = V(Ty) existe Ty € (Ty, T] tal que el intervalo [Ty, T3] corres-

ponde a la fase de llenado ventricular (segin la definicién @
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Lemma 3.4.2. Sea Kp el conjunto definido por
Kp ={V €R?:V es una condicién inicial del tipo D, i =1,2,3}.
Entonces la solucidon del sistema (3.4)-(3.7) con condicion inicial

VP =Wh, VE.. VP, eKp

s,lvr Vs;sar Vs, sv

en el intervalo (Ty,T53), donde Ty y T5 estdn definidos en el teorema m

satisface ser positiva.

Demostracion. Véase la prueba en la seccién de apéndices. O

3.5. Resumen y conclusiones

En definitiva, lo que se ha probado en las anteriores secciones se puede

resumir en el siguiente resultado.

Teorema 3.5.1. Sea T > 0 y Ey,(t) una funcidn de elastancia en [0,T] de
acuerdo a la definicion[I0 para el modelo de tres compartimentos eldsticos. En-
tonces para cada condicion inicial de contraccion isovolumétrica existen tiempos

Ty, Tv, Ty y T3, tales que 0 < Ty < Ty < Ty < T3 < T y ademds cumplen que:

» el intervalo [0,Ty] corresponde a la fase de contraccion isovolumétrica

(segin la definicion @;

w el intervalo [Ty, Ty] corresponde a la fase de eyeccion ventricular (segin

la definicion @;
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v el intervalo [T1,Ts] corresponde a la fase de relajacion isovolumétrica

(segin la definicion|[8); y

w el intervalo [To, T] corresponde a la fase de llenado ventricular (segin la

definicion @

El anterior resultado, permite afirmar que bajo la definiciéon analitica de
funcién de elastancia propuesta en este trabajo y asumiendo el conjunto de con-
diciones iniciales adecuadas, el modelo de 8 compartimentos eldsticos descrito
por las ecuaciones — reproduce las cuatro fases cardiacas: contraccién
isovolumétrica, eyeccién ventricular, relajacién isovolumétrica y llenado ventri-
cular. Més atin se ha establecido que bajo los mismos supuestos la solucién de

este modelo tiene soluciones positivas.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo

futuro

Conclusiones

Lo expuesto a lo largo de este trabajo permite arribar a las siguientes con-

clusiones:

1. En cuanto a la determinacién de un modelo conveniente para la
investigacion.
Dado que las aplicaciones futuras de este trabajo estan dirigidas al estudio
de mecanismos generadores de anomalias cardiovasculares de pacientes en
la unidad de cuidados intensivos y al estudio tedrico de las mediciones
de pulso de la presion arterial y la presion arterial media, este trabajo se

limité a la revision bibliografica de modelos de parametros concentrados.
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En particular, en el capitulo 2, se estudiaron tres modelos de este tipo y
a continuacién se establecen las conclusiones de los andlisis realizados en

este trabajo.

a) Se demostré que el modelo (2.3) con fuente de presién periddica

definida por (2.2), propuesto por Herndndez-Ramirez (2014), tiene

una tdnica solucién periddica definida en el teorema [2.1.1

b) Se evidencié numéricamente la existencia de soluciones casi periédi-

cas del modelo (2.23)-(2.28) con funcién de elastancia (2.29), pro-

puesto por Pironet et al.| (2015b). Esta conclusién se obtuvo después

de realizar un analisis descriptivo de las curvas de presién de los seis
compartimentos eldsticos para una muestra de 9 configuraciones de

parémetrosEl

¢) Se planted una simplificacién del modelo de [Pironet et al.| (2015b)),

buscando introducir el parametro de volumen sanguineo estresado
a las ecuaciones de este y poder realizar un andlisis de sensibilidad
que no excluyera ningin parametro, a diferencia de lo hecho por los
autores originales. Como resultado de este analisis se mostrdé que
dos parametros, el latido cardiaco y el volumen sanguineo estresa-
do, tienen un mayor efecto en la ejecucién del modelo. Detalles de

este andlisis aparecen en el Apéndice [B] o en la referencia original

[Herndndez-Ramirez et al.| (2016).

d) Se discutié porque no es posible aplicar la metodologia descrita en la

introduccién de este trabajo para la prueba tedrica de la existencia

de soluciones periédicas del modelo |Pironet et al. (2015b)).

!Los datos experimentales fueron obtenidos de [Pironet et al.| (2015b), en donde se sefiale
que fueron realizados con la aprobacién del Comité de Etica de la Facultad de Medicina de
la Universidad de Liege.
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e) Se demostré numéricamente que el modelo ([2.38])-(2.40) con funcién
de elastancia (2.29)), propuesto por [Pironet et al.| (2015a) tiene so-

luciones periddicas, resolviendo el problema de optimizacién (2.42))-

(2.43) asociado al problema de Cauchy (2.44))-(2.45)). Cabe sefialar

que el problema de Cauchy es una re-formulacién del modelo origi-

nal de Pironet et al| (2015a), que permitié a los autores determinar

los tiempos de duracion de cada fase cardiaca.

f) Se definié mateméticamente las fases cardiacas para el modelo de

3 compartimentos eldsticos de [Pironet et al| (20154), lo que permi-

tié aplicar el paso 1 de la metodologia para la prueba tedrica de la

existencia de soluciones periédicas.

Las afirmaciones recién enunciadas, ademads del conocimiento previo que
se tiene de los modelos de tres y seis compartimentos elasticos de Pironet
et al., ha permitido determinar que un modelo conveniente para esta

investigacion es el modelo (2.38)-(2.40) con funcién de elastancia dada

por la definicién Observe que el modelo propuesto por los autores de

este trabajo es una generalizacién del modelo de [Pironet et al| (2015a)).

. En cuanto a la determinacién de condiciones iniciales que re-

producen las fases cardiacas.

En el capitulo 3 se realizé la demostracion tedrica que permite determi-
nar un conjunto de condiciones iniciales que reproducen las cuatro fases
cardiacas: contraccién isovolumétrica, eyeccién ventricular, relajacion iso-

volumétrica y llenado ventricular, con un modelo de tres compartimentos

eldsticos de tipo [Pironet et al. (2015b)).
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Lineas de trabajo futuro

La primera linea de continuaciéon de este trabajo de investigacién es la
demostracion tedrica de la existencia, unicidad y estabilidad de una solucién

periddica del modelo de tipo [Pironet et al.| (2015b|) definido por las ecuaciones

(2.38)-(2.40) v , utilizando la metodologia propuesta en el apartado

Recordando lo realizado en la tercera seccién del Capitulo 2, el modelo de

8 compartimentos eldsticos ha sido reescrito como

awv

E - F(t,V), 0 < tv V(tO) = VOv

donde V(t) = [Vs v, Vs.sa, Vs.so] T = [V1, Va, V3]T y el término F estd definido

como

AV, Qui(V) <0, Quo(V) <0,
AQ‘/7 @ml(v) S 07 Q\ao(v) > 07

A3V, Qmi(V) >0, Quo(V) <0,

AV, Qumi(V) > 0. Quo(V) > 0.
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Las matrices de coeficientes son

0 0 0
Al = 0 —E2 R1 E3R1 )
0 EsR; —-E3R

*El (t)RQ EQRQ 0
Ay = Eq (t)RQ _E2<R1 + Rg) FEsRy ,
0 Ey Ry —E3R,
—FE1(t)Rs 0 FEsRs
As = 0 — By Ry B3Ry )

El(t)Rg E2R1 *Eg(Rl + Rg),

—Ey(t)(R2 + R3) E>Rs E3R3
A4 = E1 (t)RQ —EQ(Rl + RQ) E3R1 5
Ei(t)Rs E>Ry —E5(R1 + Rs),

E, = En, By = Ey, E3 = Eg,, R1 = 1/Rs, Ry = 1/Ry, and R3 = 1/R,;.
El anterior modelo es muy general, tanto asi que refleja situaciones que no
son fisiolégicamente posibles considerando a la poblacién promedio, como es el
hecho que @mi(V) y @aO(V) > 0 sean positivas al mismo tiempo, es decir, que
la valvula mitral y adrtica se encuentre abiertas al mismo tiempo. Sin embargo,
bajo el conjunto de condiciones iniciales propuestas en esta tesis y si se toman
los T; que corresponden ademaés a la solucién periddica, entonces el modelo de

8 compartimentos eldsticos se simplifica a un sistema del tipo siguiente:
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% = G(t,V), 0<t, V(0) =, (4.1)

donde

AV, te€]0,Tp),

A2‘/, te [T07T1)7
Gt V) = (4.2)
A1V, te [T17T2),

A3V, te[ly,Ts).

Donde Ty, T1, To, T5 < T estdn definidos por los teoremas ((3.1.2)),(3.2.2)),(3.3.1)

y B41).
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Apéndice A

Modelo de variabilidad

cardiovascular

En la seccion se ha considerado el caso de una fuente de presién pe-
riédica, situacion que no se corrobora con la realidad; ya que se sabe que atn
bajo condiciones de reposo la duracion entre un latido y otro es una cantidad
variable en un corazoén sano, lo cual provoca que la presién muestre variabilidad
entre latidos (Cavalcanti y Belardinelli (1996)); Lerma et al.| (2004)). Esta idea
se puede concentrar en la definicién de sensibilidad barorrefleja, que es una
medida de los cambios en la duracién del latido cardiaco debido a los cambios
en la presién sanguinea a través del sistema barorreflejo (TenVordee y Kingmal,
2000). En la literatura existen diversos modelos de sensibilidad barorrefleja,
como el modelo computacional de [TenVordee y Kingmal (2000) en el cual in-
corporan el control neuronal del latido cardiaco y la actividad vasomotora, la

hemodinamica latido a latido y las interacciones simpato-vagales.
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Para los fines de este trabajo se considera al modelo de variabilidad car-
diovascular propuesto por |Cavalcanti y Belardinelli (1996)), el cual pese a su
simplicidad es capaz de predecir la variabilidad observada en el latido cardia-
co y la presién sanguinea. Este modelo incorpora el control barorreflejo a un

Windkessel de tres elementos y corresponde al sistema de ecuaciones siguiente:

d]j;t(t) — wR.Q(t) — Py(t)], con w = Rslcsa’ (A1)
P(t) = Py(t) + rQ(t); (4.2)
Q) = (4.3)
T(P)=T,+ 1?7;%13 con > T, — T; (A4)
V(P) = Vinaa con P > P; (CBb5)

- 1+6(P%—1)_K’

donde 7 denota la resistencia aértica; R, la resistencia periférica y Cyq, la

compliancia sistémica arterial.

La ecuacién modela la dindmica de la presién arterial media evaluada
entre la salida del corazén izquierdo en la raiz de la aorta y el regreso de la
sangre al corazdn en la entrada a la aurfcula derecha por la vena cava P(t), que
es la fuerza responsable para el flujo promedio de sangre a un érgano (Abel y
McCutcheon, [1979)). Por su parte, la ecuacién gobierna la dindmica de la
presién arterial media menos una ligera caida de presion debido a la resistencia
de la aorta Ps(t). Derivado de negar la naturaleza pulsétil de la bomba cardiaca,
se describe el flujo sanguineo en el corazén, Q(t), como la razén entre las
componentes medias del volumen de eyeccién, V(t) y el latido cardiaco, T'(t).

El tiempo de retardo 7, aparece al considerar el periodo latente involucrado en
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el reflejo barorreceptor. Los pardmetros «, [3, k y -y corresponden a los rangos

de la region lineal y las pendientes de las funciones logisticas.

Con base en lo anterior, se propone como modelo para el PBV a la ecuacién

diferencial ordinaria siguiente:

v'(t) + %v(t) = fo, (A.5)

donde la funcién fo(t) = % (§c1(t) + Ppa — &%), con &cr(t) = P(t) igual a la

presién arterial media, es decir, a la solucién del modelo de variabilidad car-

diovascular propuesto por (Cavalcanti y Belardinelli (1996)) y la sefial constante

Ecp(t) = Py, es igual a la presién arterial pulmonar media evaluada entre la
salida del corazén derecho en la raiz de las arterias pulmonares y el regreso de

la sangre al corazon en la entrada a la auricula izquierda por la vena pulmonar.

Analizando la influencia del tiempo de retardo en el control barorreflejo

de la presién arterial media con el modelo de control cardiovascular y para

una configuracién de pardmetros determinada, |Cavalcanti y Belardinelli (1996)

afirman que la dindmica del modelo es: caética, si 7 € (2, 3); oscilatoria, cuando

7 €(0.6,2) y convergente a un estado estable, si 7 €(0,0.5) (Figura|A.1)).
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Figura A.1: Simulaciones de los frentes de onda de la presién aértica media
cuando el tiempo de retardo estd en la regién cadtica (7 =2.5s, onda magenta),
en la regién oscilatoria (7 =1s, curva azul) y regién convergente a un estado fijo
(7 =0s, onda cian). Los pardmetros utilizados para estas gréficas fueron esti-
madas por [Cavalcanti y Belardinelli| (1996) Gréficas generadas por los autores
con Matlab 2018..

Lerma et al| (2004) estudiaron la estabilidad del sistema (A.1)) a (CB5)),

con lo cual determinaron cualitativamente como la solucién del modelo cambia
cuando dos de los tres puntos estacionarios tienden a separarse o a juntarse
y cuando el tiempo de retardo varia en las condiciones fisioldgicas de sujetos

sanos y pacientes con CRF. Para los fines de este trabajo es necesario conocer

la solucién explicita del modelo de |Cavalcanti y Belardinelli (1996), ya que es

ésta la sefial de entrada del modelo (A.5)) (funcién &cy(t)). Sin embargo, el
sistema de ecuaciones (A.1l)) a (CB5) no tiene una solucién analitica, y por lo
tanto se considera utilizar una cuasi-solucién obtenida mediante la aplicacién

del siguiente algoritmo.
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Algoritmo 3 Programa que calcula el volumen promedio contenido en la circulacién
pulmonar teniendo como entrada una senal discreta de presién arterial media.

1:

10:
11:

12:

13:

Considerar el modelo de |Cavalcanti y Belardinelli| (1996 definido por las ecua-

ciones a .

: Re-escribir el sistema de ecuaciones (A.1) a (CB5) como una ecuacién diferencial

de retardo neutral (NDDE- Neutral Delay Differential Equation) de la forma

y'(t) = fty(t), y(t — 1),y (t = 7). (A.6)

Solucionar la ecuacién anterior para un 7 fijo empleando el método desarrollado
por [Shampine, (2008]), el cual estd basado en la idea de aproximar la solucién de
una NDDE con la solucién de una ecuacién diferencial de retardo (DDE).

Interpolar la senal discreta obtenida en el paso (2) mediante splines ctibicos.

: Obtener una senal discreta uniformemente espaciada de la senal continua obte-

nida en el paso anterior.
Identificar los puntos minimos de la senal discreta.
Guardar en una variable n la cantidad de minimos que tiene la senal.
Segmentar la senal discreta obtenida en el paso anterior entre minimo y minimo,
se denomina a cada uno de los trozos de la senal como ventanas.
for i = 0 hasta n — 1 do
Transformar la sefial contenida en una ventana mediante FFT.
Resolver el problema de Cauchy , donde f1(t) es una funcién periddica.
En la cual los coeficientes ax y by corresponden a la parte real e imaginaria de
la senal transformada.
Obtener el volumen promedio sanguineo contenido en la circulacién pulmonar
en un periodo.

end for
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Figura A.2: Tlustraciones para los pasos 3, 4, 5 y 6 del algoritmo Los
pardametros utilizados para estas graficas fueron estimados por Cavalcanti and
Belardinelli (1996). Ilustraciones generados por los autores con Matlab 2018.

Resultados

Con el objetivo de estudiar la influencia del pardmetro de retardo, 7, al vo-
lumen contenido en la circulacién pulmonar se consideran como caso de estudio

a un sujeto sano y a un paciente con falla renal créonica. Dos diferentes conjun-

tos de pardmetros reproducen mediante el modelo de |Cavalcanti y Belardinelli

(1996) la variabilidad de la presién arterial media (funcién £¢;) en condiciones
normales y patoldgicas (Figurasy respectivamente). Los pardmetros

para ambos grupos fueron extraidos de [Lerma et al| (2004) y se enlistan en el
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cuadro donde el tinico dato que no se cosidera igual es el valor de 7, ya
que en vez de emplear 7 = 6s para pacientes con CRF se toma como 5.5 s.
Es importante senalar que [Lerma et al.| (2004) reportan no haber encontrado
informacion acerca del valor exacto del retardo barorreflejo en pacientes con
CRF, sin embargo, encontraron una disminucién en la sensibilidad barorrefleja,
lo cual consideraron como una condicién que prolonga el tiempo de respuesta

barorrefleja.

Cuadro A.1: Parametros utilizados para las simulaciones del modelo barorre-
flejo.

Parameter Healthy CRF Units

R, 999 1078.5 (mmHg s/L)
r 42.7 71.25 (mmHg s/L)
Cs 9331E-7 85312E-8 (L/mmHg)
T, 0.664 0527 (s)
T, 1.212  0.906 (s)

P, 85.6 93 (mmHg)

o 31 31

0% 6.7E13  6.7E13

Viae ~ S6E-3  B559E-4 (L)

P, 25 25 (mmHg)

8 72 72

k 7 7

T 2.5 5.5 (3)

Cabe recordar que los pardmetros del circuito RC' son Cy, Cp, Rs, Ry, Ppa y
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V,. En|Lerma et al|(2004) se referencian los valores de los pardmetros Cs y R,
el pardmetro V,, se retoma del trabajo de|Stéphan et al. (2001]) considerando dos
valores: 3.35 L en estado de hipovolemiaﬂy 4.089 L en estado de no-hipovolemia.
El resto de los parametros son constantes para los dos grupos, con valores
R,=107.14 (mmHg s/L), C,=0.0186 (L/mmHg) y P,,=15 (mmHg)ﬂ Con lo
cual es suficiente para obtener las graficas del volumen sanguino promedio

contenido en la circulacién pulmonar.

La presién arterial media en sujetos sanos se encuentra en un rango de
73-100 mmHg mientras que para pacientes con CRF estd dentro del intervalo

64-103 mmHg.

El caso de pacientes con CRF se considera en dos estadios, hipovolémicos
y no hipovolémicos. Mientras que para los sujetos sanos el tnico valor para el
pardmetro V, es el de no-hipovolemia. Por ello es que en la Figura se
presentan dos graficas del volumen promedio sanguineo contenido en la circu-
lacién pulmonar para pacientes con CRF y en la Figura [A:3D] sélo una. Como
se observa en estas dos figuras, el valor de v promedio es mayor en sujetos
sanos, se encuentra en un rango de 0.11-0.125 L, luego disminuye un poco en
pacientes con CRF y en estado no-hipovolémico, sus valores se encuentran en-
tre 0.09-0.12 L y finalmente sus valores mas bajos estan en pacientes con CRF

e hipovolémicos pues se encuentran entre 0.06-0.08 L.

En este apartado se ha presentado un modelo relativamente simple que
es capaz de predecir la variabilidad observada en la presiéon sanguinea a la
salida del corazén (Lerma et al. 2004). La sefial obtenida con este modelo de

regulacién de la presién sanguinea, actiia como la fuente del circuito eléctrico

1Hypovolemia means diminished blood volume
2Valores tomados de [Keener y Sneyd| (2009a)); |Guyton y Hall (2006
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INPUT: Mean Arterial Pressure OUTPUT: Mean of pulmonary blood volume
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Figura A.3: Frentes de onda de la presiéon media y del volumen sanguineo
pulmonar medio. La grafica localizada en la esquina superior izquierda es la
entrada del circuito RC' cuando el tiempo de retardo es 7 = 2.5s y su salida
es la grafica mostrada en la esquina superior derecha. En la esquina inferior
izquierda, se muestra la entrada del sistema cuando 7 = 5.5s. En la esquina
inferior derecha, dos gréficas se muestran, una roja para los pacientes con FRC
en estado no hipovolémico y en azul en condiciones hipovolémicas. [lustraciones
generadas por los autores con Matlab 2018.

analogo al sistema cardiovascular, que a su vez se ha propuesto para estudiar
la dindmica de volumen sanguineo en la circulaciéon pulmonar. El principal

resultado obtenido con esta investigacién, es que se plantea una metodologia
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para acoplar senales discretas de presiéon sanguinea para determinar el volumen
sanguineo pulmonar. Lo cual permite considerar un nuevo enfoque para estudiar
esta problematica, haciendo uso de los modelos existentes de variabilidad del

latido cardiaco e inclusive de senales de presion.

La evaluacién de los voliimenes de sangre en el sistema circulatorio, se puede
llevar a cabo mediante la deteccion en diferentes sitios de un agente de contraste
de ultrasonido inyectado en bolo y el uso de ecocardiografia de contraste (Mis-
chi et all 2004) o resonancia magnética cardiovascular (Kanski et all 2013]).
Lamentablemente, el seguimiento de la hemodindmica pulmonar del paciente
mediante estas técnicas no es todavia una préactica habitual, ya sea porque el
especialista que atiende al paciente critico estd, en general, poco familiarizado
con esta monitorizacién o porque no todas las unidades de cuidados intensivos

cuentan con la tecnologia suficiente para su correcta aplicacién.

La estimacién del volumen circulante en el paciente con CRF es importante
porque el exceso de volumen (principalmente liquido) que es removido durante
la hemodialisis produce un reto al sistema cardiovascular (Daugirdas|, 2001) y la
cafda stibita de presion arterial (hipotensién) puede comprometer la estabilidad
cardiovascular. Aunque los cambios en volumen circulatorio en general (y de
volumen pulmonar en particular) suelen ser bien tolerados por los pacientes,
la hipovolemia relativa y transitoria que ocasiona la hemodidlisis puede causar
hipo-perfusién e isquemia en diversos tejidos como corazén (Burton et al., 2009))
y cerebro (Prohovnik et al., [2007). En este trabajo se propone una manera de
estimar el PBV en codiciones de estabilidad cardiovascular, y se contrastan
como ejemplo los pardmetros de un control sano contra un paciente con CRF
en condiciones de normovolemia y otro en CRF con hipovolemia. El modelo

predice menor PBV en CRF que en sujeos sanos y ain menor en el paciente
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con hipovolemia, a pesar de que se conserva cierta variabilidad latido a latido
en el PBV (Figura [A.3)). Estas predicciones deberdn corroborarse con datos
de pacientes y sujetos sanos en futuros trabajos. Otro aspecto importante por
abordar en futuros trabajos es la evaluacién de la PBV en situaciones donde

no haya estabilidad hemodindmica (como la hipotension).
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Apéndice B

Analisis de sensibilidad

Un anélisis de sensibilidad es usado para determinar que tan “sensible” un
modelo es a cambios en el valor de los parametros del modelo y a cambios en la
estructura del modelo. La sensibilidad de parametros consiste en evaluar como
un cambio en los paramétros causa un cambio en el comportamiento dinamico
de las variables de salida. En este apartado, el objetivo es realizar un anélisis de
sensibilidad a los pardmetros del modelo dindmico de 6 compartimentos elasti-
cos. Este analisis muestra que dos parametros del modelo, el latido cardiaco
y el volumen sanguineo estresado, tienen un mayor efecto en la ejecucion del
modelo, ya que las variables de estado presentaron funciones de sensibilidad

con los valores més elevados.
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Introducciéon

El modelo de 6 compartimentos eldsticos simplificado depende de dieciséis
parametros: volumen sanguineo estresado, seis resistencias, seis elastancias, el
periodo cardiaco y dos valores para la anchura de las funciones gaussianas que
aparecen en la definicién de los ventriculos. Muchos de estos pardametros repre-
sentan cantidades muy dificiles o inclusive imposibles de medir, lo cual con lleva
a tener que utilizar estimadores. Esto ocasiona cierta incertidumbre acerca de
si los valores dados a los parametros en realidad producen que las variables
de estado del modelo se comporten de acuerdo a observaciones fisiologicas. Un
andlisis de sensibilidad ayuda a crear confianza en el modelo, ya que permite
experimentar con una amplia gama de valores ofreciendo una perspectiva acer-
ca del comportamiento hemodindmico del sistema cardiovascular a situaciones
extremas y en muchas ocasiones este tipo de andlisis permite conocer que ni-
vel de aproximacién es necesario para un parametro para hacer el modelo lo

suficientemente 1til y valido.

Pironet et al. han resuelto un problema de identificacién de parametros para
once de los dieciséis parametros ya que el periodo cardiaco, la elasticidad de
los dos ventriculos y los parametros de anchura han sido excluidos a priori.
Como resultado de este trabajo, los autores han podido estimar un valor para
el volumen sanguineo estresado, el cual es un determinante importante de la
respuesta a fluidos, en el sentido que este término clasifica a los pacientes entre
los que responden y no responden a la terapia de fluidos [Pironet et al.| (2015b]).
Miés adn, se ha demostrado que en humanos la capacidad para mejorar el gasto
cardiaco en respuesta a la infusién de fluidos y el volumen sanguineo estresado
son inversamente proporcionales bajo el supuesto de paro en la circulacién del

antebrazo Maas et al.| (2012)).
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En este trabajo el enfoque que se siguié fue realizar un analisis de sensi-
bilidad de primer orden alrededor de un punto nominal de los pardmetros, lo
cual implica resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales adicionales a las
del modelo, dichas ecuaciones son obtenidas al diferenciar el conjunto de ecua-
ciones de estado con respecto al vector de parametros, bajo el supuesto que el
vector de variables de estado depende de los pardmetros. También otro punto
a enfatizar es que no se utiliza el modelo de 6 compartimentos elasticos dado
por las ecuaciones — sino el modelo simplificado —, el cual
cabe senalar es una propuesta que se realizé pensando en no excluir ningun

parametro del modelo original, a diferencia de lo hecho por Pironet et al.

Simplificacién del modelo de 6 compartimentos

elasticos

Se sabe que el modelo de seis compartimentos eldsticos estd dado por (2.23))-

(2.28) o bien en su forma reducida por (2.11)-(2.16)). Ahora bien, note que si
se suman las ecuaciones (2.11))-(2.16)) se obtiene que

VSJU + VS7SU, + Vs,sv + ‘-/;77‘1.1 + v:s,pa + Vs,pv =0.

es decir,

d

% (%,lv + Vs,sa + V:e,sv + %,rv + Vs,pa + V;;,pv) =0.

Pero esto implica que la suma de los volimenes Vs 1o, Vs sa, Vs rvs Vipas Vipo

y Vi,sv se mantiene constante durante todo el tiempo. Considerando que V,,
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denota la cantidad de volumen sanguineo estresado en una persona, entonces

Vp = Vs,l'u + Vs,sa + Vvs,sv + Vs,rv + Vvs,pa + V:s,pv- (Bl)

Por (B.1)), se sigue que

Vs,s’u :Vp - Vvs,l'u - Vs,rv - Vvs,sa - ‘/s,pa - ‘/;,pv- (B2)

Finalmente, omitiendo la ecuacién diferencial de Vs, y substituyendo (B.2)

en las ecuaciones restantes se obtiene una simplificacién de este modelo,

Veiw = — B Vi (Hgﬁ") + Hg:")> + Vi sa I;i%”j + Vi I;fgp U)
(B.3)
Veosa =Vas (Elv ngo) - csiRs> Vi (g(i) oy C;RS> ,
o BBV = Vers = Vaga = Vi) (B.4)
o (0 £ 8028
- gf%:j) + gf%: (SBV = Viiy = Visa = V) » (B.5)
Vapa =ErsVaro H;Q;Z“) - ‘g: (ng“) + ;p) + c‘fﬁp’ (B.6)
Vepo =EioVa1o ng‘) + C‘;a”];p - ‘2’5 (}%,, + Hgim)> . (B.7)
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o bien en términos de los flujos sanguineos como

Viro =QurH (Qrr) = QpuH (Qpu), (B-8)
Vipa =Qput(Qpu) — Q. (B.9)
Vo =Qp — Qi H (Qmi), (B.10)
Veto =QuiH(Qmi) — QuoH (Qao), (B.11)
Visa =QaoH (Qao) — Qs (B.12)
donde los términos @tr y Qs se re-definen como @tr = R%T(ESU(VP — Vv —

Vs,rv - Vs,sa - Vs,pa - Vs,p'u) - Eers,rv) y Qs = %S(Esa%,sa - Esv(vp - ‘/s,l'u -
V:e,rv - Vs,sa - Vvs,pa - ‘/;,pv))~

Metodologia para el andlisis de sensibilidad

Primero que nada se considera el modelo simplificado 1] en la

forma

N (AL@ 8 0]
donde el vector de pardmetros p estd dado por p = [Wiy, Wy, T, SBV, Epas ivs
Bz vy Esar Esvs Epay Epy, Rs, Rpy Rint, Rav, Ric, va] v el vector de variables
de estado es V' = [Vs v, Vs.sas Vs.rvs Vs,pas Vs pu]. Aqui f depende de forma

implicita y explicita del vector de pardmetros p.

Sea p° el vector de pardmetros con valores nominales. Diferenciando las

ecuaciones de estado respecto al vector de parametros p y después cambiando
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el orden de diferenciacién, se tiene que

dov _ajov os
dtop OV op Op’

de donde resultan las ecuaciones de sensibilidad:

_ avitp?). ; :
donde S;;(t) = op 5 L€ {1,...,5} 7 € {1,...,16} son las funciones de

sensibilidad.

Las funciones de sensibilidad permiten estudiar la influencia de los parame-
tros del modelo en la salida del mismo. Sin embargo, estas funciones no son
cantidades adimensionales, razén por la que es dificil comparar la sensibilidad
para distintos pardametros. Con la finalidad de evitar esto, la sensibilidad rela-
tiva es considerada. Las funciones de sensibilidad relativa son calculadas con la

ecuacion

0 0
N 2 ()
Sij(t) = ) op; (B.13)

donde i€ {1,...,5}je{1,...,16}.

Usando diferenciaciéon automatica estas funciones de sensibilidad relativa
son calculadas exactamente. A fin de determinar los parametros que mas afec-
tan la dinamica del modelo y dado que las funciones de sensibilidad varian con
el tiempo, entonces la integral del valor absoluto de las sensibilidades relativas

en el periodo [0,t¢] del estado i con respecto al parametro j,

ty
Iy = [ iyl (B.14)
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es calculado, donde ¢¢ es el punto de tiempo final. En la practica, esta integral

es aproximada con el método del trapecio.

Resultados

En este trabajo todas las simulaciones han sido realizadas asumiendo al
cerdo numero 2 con 31.0 kg, volumen sanguineo estresado de 990 ml y cuyos
pardmetros para el modelo son reportados por [Pironet et al.| (2015b)), detalles
acerca de la asignacién de estos valores puede ser encontrados en la referen-
cia original. Los parametros relacionados con las funciones de elastancia son
el periodo cardiaco, la anchura de la funcién, la elastancia al final de la sisto-
le del ventriculo izquierdo y derecho con los siguientes valores T' = 0.474 (s),
Wi, = 68.9, Wyy = 239 (5?), Frmaziv = 1.3 Y Emazro = 1.84 (mm Hg/ml),
respectivamente. La resistencia en los capilares sistémicos, capilares pulmona-
res, valvula adrtica, vilvula pulmonar, valvula mitral y véalvula triciispide son
R, =1.69, R, = 0.256, Ry, = 0.04, R,, = 0.03, R,y = 0.05 y Ry = 0.04 (mm
Hg s/ml). Finalmente, la elastancia en los compartimentos relacionados con las
arterias y las venas de ambas circulaciones son F,;, = 1.03, E,, = 0.00710,

Ep, =0.699, E,, = 0.433 (mm Hg/ml).

El cddigo para resolver estos modelos fue completamente desarrollado y
escrito en Octave y hace uso del paquete myAD de Martin Fink, el cual provee
de un marco tedérico completo para ejecutar la diferenciacién automaética en el

ambiente de Octave.

La Figura [B.I] muestra la validacién mediante simulacién del modelo redu-
cido contra la formulacién original. En particular, la Figura (a) muestra

los frentes de onda de presién de la circulacién periférica usando el modelo de
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CAP{TULO B ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Pironet et al. y la Figura (b) muestra los mismos frentes de onda usando
la versién simplificada de este modelo. Una presién media arterial (referente
a la circulacién periférica) de 60 mm Hg o mds grande indica una adecua-
da perfusion de los tejidos. De los valores minimo y méximo de la curva de
presion adrtica (linea discontinua), se obtienen que para las anteriores simu-
laciones este valor es 102 mm Hg. También son presentados los ciclos de pre-
sién-volumen de ambos ventriculos usando el modelo de Pironet et al. (Figura
(¢)) v la versién simplificada de este modelo (Figura (d)). La presién
intra-ventricular en ambas simulaciones estd en el rango de 0-50 y 0-120 (mm

Hg) para el ventriculo derecho e izquierdo, respectivamente.

Dado que el modelo simplificado tiene cinco variables de estado y die-
ciséis parametros. Hay ochenta funciones de sensibilidad relativa S;;, ¢ €
{1,...,5} j € {1,...,16}. Debido a la extensién de este trabajo, en la Tabla
[B-1] se resumen los valores de la integral del valor absoluto de las sensibilidades
relativas calculadas con . El anAdlisis de sensibilidad alrededor del vector
de pardmetros nominales p = [68.9, 239, 0.474,990, 1.3, 1.84, 1.03,0.0710, 0.699,
0.433,1.69,0.256,0.05,0.04,0.04, 0.03] de la versién reducida muestra que el pe-
riodo cardiaco (T) es el pardmetro mds sensible para todas las variables de
estado (Note que los valores I3, Iss, Is3, 143 € I53 son los mds grandes por
columna de la Tabla . En segundo y tercer lugar aparecen los valores de I;;
relacionados con la sensibilidad relativa de la variable de estado ¢ € {1,...,5}
v la elastancia del compartimento ¢, es decir, un pardmetro muy sensible para
cada compartimento es el relacionado con las propiedades de elasticidad del res-
pectivo compartimento. De manera alternada el volumen sanguineo estresado

aparece en segundo y tercer lugar.

La Figura [B.2] muestra los frentes de onda de V;, usando los valores nomi-
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Cuadro B.1: Valores para la integral del valor absoluto de las sensibilidades
relativas.

1;; i 1 2 3 4 5
i 2 Via Vi Vi Vio Vi
1 Wi 3.2823 14.7651 27.5285 4.4656 7.6817
2 Wia 5.1989 6.5559 6.1118 5.3763 9.0972
3 T 293.5285 576.0204 606.0967 349.3209 981.7219
4 SBV 19.3250 22.8469 21.6789 19.6447 24.1578
5 Ep, 2.4921 3.1688 3.6778 20.7309 2.9383
6 E., 0.4076 0.8474 0.4478 0.4043 20.2093
7 F, 22.5017 2.9541 3.2713 4.0641 2.8110
8 Ey, 11.9153 14.2128 13.4559 12.1294 15.0483
9 Ep 1.0760 24.7842 0.9760 1.0859 3.6289
10 Ep, 1.0555 1.8552 22.9095 1.1959 1.3454
11 R 18.1934 0.7841 3.2550 13.7335 2.7022
12 R, 1.1640 9.4063 1.3112 1.1849 5.2503
13 Ry 1.3771 5.9197 11.1448 1.4349 3.0740
14 R, 0.2073 0.0968 0.2933 0.9907 0.0439
15 Ry, 9.7370 12.3486 11.5693 10.0734 13.0519
16 Ry, 0.1743 0.3028 0.2266 0.1796 1.8917
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Pressure (mmHg)
Pressure (mmHg)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 03 04 05 06 07 08 09 1 11
time (s) time (s)

(a) (b)

Pressure (mmHg)
2
Pressure (mmHg)
3

60 80 60 80
Volume (ml) Volume (mi)

(c) (d)

Figura B.1: Simulaciones de los frentes de onda de la circulacién periférica
usando el modelo de Pironet et al. (a) y la forma reducida de este modelo
(b). Linea continua: presién intraventricular izquierda (P, ), linea disconti-
nua: presion adrtica (Ps,), linea punteada: presién venosa periférica (Ps,). Ci-
clos presién volumen de ambos ventriculos usando el modelo de Pironet et al.
(c)y la forma reducida (d). Linea continua: ventriculo derecho, linea punteada:
ventriculo izquierdo. Iméagenes generadas por los autores con Octave.
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nales, aumentando el diez por ciento del valor nominal para Ty aumentando
el diez por ciento para el valor nominal para R,. Es importante senalar que T’

es el pardmetro més sensible y I, es el pardmetro més insensible para V.

‘./s,lu _ ElUVSylv (H(sz) + H(an)) + V.3£ﬂH(an) LV H(sz)

R’mi Rao Raocsa spY le va ’

vga%M<EwH«%a 1 )vgm(H“%”+ Lo, >’

Reo  CuR, CsaRao ' CsaRs ' CuuR,
+@;Jﬂw—mw—%m—mwx
Voo = Vo () | EollQ) | Q) (1)
. H H 1 )
= I) Yo (1), 1)
Vepv =B Vi1 Hg?:l) + c‘*f;%p - VCS,:;U (;p + Hgi:”) .

120

115F

110+

Volume (ml)
. N
5 5
S 3

©
a

©
S

@
&

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
time (s)

Figura B.2: Frente de onda para Vi, usando Linea continua: parametros no-
minales, linea discontinua: T' = 0.5214, linea punteada: R, = 0.2816. Imégener
generadas por los autores con Octave.
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El anélisis de sensibilidad de la versién simplificada es explorada. Este andli-
sis muestra que dos parametros, el periodo cardiaco y el volumen sanguineo
estresado, tienen el mayor efecto en la ejecucion del modelo dado que la clasifi-
cacién normalizada de las cinco variables de estado asociadas con estos pardme-
tros tienen algunos de los valores mas altos. Otros autores han mostrado que las
duraciones de los latidos son variables atin bajo condiciones sinusoidales cau-
sando variabilidad de la presién entre latidos |Cavalcanti y Belardinelli| (1996));
Lerma et al.[(2004]), el anterior hecho parece corroborar que el periodo cardiaco
es un parametro muy sensible. De acuerdo a Pironet et al., el latido cardiaco
no altera de manera importante el problema de identificaciéon de parametros
por lo cual ellos no llevan a cabo un anélisis de sensibilidad considerando este

parametro.

Los resultados obtenidos en la tesis sugieren que la versiéon simplificada
puede ser validada. Sin embargo, una prueba rigurosa de este hecho excede el
alcance de esta tesis y debe abordarse en una investigacion futura. También
como trabajo futuro, el modelo simplificado puede ser acoplado con el modelo
baroreflejo, con el principal objetivo de resolver un problema de control asociado

con la terapia de fluidos.

132



Apéndice C

Pruebas y resultados del

Capitulo 3

Lemma C.0.2. VA = (VA VA VA ) es una condicion de inicial de tipo

s,lvy Vs,sa’r ¥ s,sv

A, si y sdlo si,

EFE
0< VA, <V, - il , C.1
silv P EsaEsv + Elv(O)Esa + EIU(O)ESU ( )
Ey,
Vo == Vi (14 52 (€2
Ey (0) A

Vo, = % C.3

ENCL Esv s,lv ( )

@;m?(VA) < 07 (04)
donde VS‘)“ZU es un valor constante que denota la cantidad de volumen sanguineo

estresado contenido en el ventriculo izquierdo en el instante inicial.
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Demostracion. Obviamente ((C.3) es un numero positivo y la positividad de
(C.2) es una consecuencia de ((C.1]). Suponiendo V' es una condicién inicial de
tipo A entonces VA = (VA VA VA

s,lvr Vs,sar Vs, sv

De (i) se tiene que Ey, VY, — E;,(0)V0, = 0. Entonces VA, = Ze@y4

$,8v s,lv 5,5V Esy s,lv’

esto se ha probado en (C.1)).

) satisface (i), (ii) y (iii) de la definicién

De (111) se sabe que st}sa = ‘/10 - VS‘,AI’U - Vtsésv y de " Vvs?sa = Vp -V

s,lv
EE(O) V;‘lv =V, - V;‘f‘lv (1 — Egi(o)> . Asf se cumple (C.3)).

Por (ii) se sigue que ElU(O)VS‘?lU — Esa‘/;flsa < 0 y sustituyendo (C.3)), en-
tonces (Fi,(0) + Egsq + %ﬁ(m)vﬁv
(C.2).

— FE,,Vp, < 0. Finalmente, se ha probado

Por otra parte, suponiendo una condicién V4 = (V;‘lm Vs‘,“sa, Vs‘,“sv) tal que

satisface las ecuaciones (C.1)-(C.3). Sumando las entradas de V° se tiene que
Vi, + Vi + Vi

s,lv s,sa 8,5V

VA satisface (iii) de la definicién

= Vi+ V= VA, (14 559) + ZeOVA =V, Bsto e

Se sabe que Qi (VA) = %M(Esvvsﬁu - EZU(O)VS‘?ZU), sustituyendo (C.3)),
se sigue que @mi(VA) = R%m' (Esv (Egsio) VA ) — E,(0)VA

s,lv s,lv

)) = 0. Entonces
VA cumple (i) de la definicién

De (C1) se implica que VA, E,(0) By, < (Vp YA _yA ng)) EsuEsy

s,lv s,lv
y sustituyendo (C.2) se tiene V3 Ey,(0)Es, < VO, ,FsqEs,. Entonces VA, E;,(0)—

s,s5a s,lv

VA Es. < 0. Dividiendo esta tltima expresién por R,, se obtiene (ii) de la

s,sa

definicién [
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Lemma C.0.3. Considerando el sistema de ecuaciones diferenciales

Vis,10 =0, (C.5)
‘./s,sa = - QS7 (06)
‘./s,sv :Qs~ (07)

con condicion inicial v = (V10 (T0), Vs,5a(T0), Vs,50(10)) = (Viy; Usas Usy) que
satisface Qumi(v) = 0y Quo(v) < 0, 0 bien Qmi(v) <0 y Quo(v) = 0. Entonces

las funciones @ao(t) Yy @mi (t) toman las expresiones

—_

CTjao@) = R [Esa . K (e_ﬁTO - e_ﬂt) - Esavsa + Elv(t)vlv} 9 (C8>
Oumilt) = Rl (B K (77T — e79) 4 Byvny — Bu(tyon],  (C9)

me

donde K = Bsalsa—Povew o 3 — I%s

BT (Esq + Esy) son constantes positivas.

Demostracion. Como la funcién V; ;, evaluada en el tiempo inicial T es vy,
se sigue de la ecuacién que Vi y(t) = vy, para todo tiempo ¢ mayor
que el instante inicial. De y se tiene que para toda t se cumple
que Vi sa(t) + Vs su(t) = Va, con Va = v, + vs. Entonces si se multiplica
por % y (C.7) por % y si se restan ambas ecuaciones se llega a que
0=

(Fsa + Es)Qs = —PBQs, de donde se concluye que

Qs (t) :Qge_ﬂta (ClO)
1
QS :F (Esavsa - Esvvsv) .
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Pero entonces si se sustituye la expresion (C.10]) en (C.6])-(C.7) se tiene que:

Visa = —Q% Pt (C.11)

Viso = Qe Pt (C.12)

De ((C.11)) se obtiene

0
‘/s,sa(t) = Jeiﬁt + Cl,

y de (C.12)
0

‘/;,sv(t) = _?Se_ﬁt + CQ~

Finalmente, se llega a que

Vs,lv(t) =Vl (013)
7‘/s,sa(t) =K (eiﬁt - eiﬁTo) + VUsa, (C14)
Visu(t) =K (7770 — 7P 4 vy, (C.15)

— Esqvsa—FEsyVsy : 2) 2) i 4
donde K = iy Entonces de las expresiones Q.n; ¥ Qa0 €n funcién

de V;,hw Vs,sa y Vvs,sva dadas en " y " se tiene que

CTjao(z‘;) :Rl [Elv(t)vlv - EsaK (e_ﬁt - e_BTO) - EsaUsa] 3
~ 1
Qmi(t) :R ] [ES’UK (67ﬁTO - eiﬁt) + EspUsy — Elv(t)vlv] .

De lo anterior se concluyen las expresiones finales (C.8) y (C.9). Resta probar
que K > 0. Para ello se utiliza que Rmi@mi + Raoéao + RsQs = 0. Suponien-

do que @mi(v) =0y @ao(v) < 0 se implica que Q4(v) = —%S" @ao(v) > 0.

136



Mientras, si se asume que @ao(v) =0, @mi(v) < 0, se implica que Qs(v) =

7= @mi(v) > 0. En cualquier caso, por definiciéon , se concluye que

FsuvVsy — Egyvg, > 0y por lo tanto K es una constante positiva.

Lemma C.0.4. Sea K4 el conjunto definido por

Ev E’UO
/CA:{(V,V,,—V(H é“”), JZE( )V):O<V<VP-KE},

donde Kg =

EsaFsy e y _
BBt hL (0B T EL 0B, - Lntonces la solucidn del sistema (13-4)

(13.7) con condicidon inicial n = (Vs‘f‘lv, sta,

Vs’j‘sv) € K4 en el intervalo (0,Tp),

donde Ty estd definido en el teorema[3.1.9, satisface ser positiva.

Demostracion. Por el teorema sit € [0,Tp) entonces la solucién en este
intervalo satisface que Qu0(7T0) =0, Qmi < 0 para todo 0 <t < Ty y Qa0 <0
para todo 0 < t < Tp. Lo cual implica que el sistema (3.4)-(3.6) es equivalen-
te al sistema — para todo t € (0,7p). Més atin, por el lema
las funciones Vi, (t), Vs sa(t) ¥ Vs,s0(t) toman las expresiones —.

Puesto que las constantes V7, VSSU,RS, Q% Eyq, B, y la funcién 1 — e Pt son

positivas, entonces se deduce la positividad de V5, (¢) v Vs s0(t).

Por otra parte, las condiciones @Q,,; < 0y Qg0 < 0 también implican que
Ests,sv(t) < Elv(t)‘/l < Esa‘/;,sa(t) (C16)

para todo 0 < t < Tp. Entonces V; 4, estd acotada inferiormente por la funcién
positiva g(t) = E. 1 Ey,(t)V1 y se concluye que Vj 4, tiene que ser positivo en

el intervalo (0, Tp).

137
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O
Lemma C.0.5. Considerando el sistema de ecuaciones diferenciales
s lv = anv (C17)
S sa QG/O QS7 (C18)
Vs,so =@s, (C.19)
con condicién inicial v = (Ui, Vsa, Usv) = (Vsiw(to), Vs,sa(to), Vs,su(to)) que

satisface @ao(to) = 0. Entonces, para todo tiempo t > to, Vsiu(t) y Vs sa(t)

toman las expresiones siguientes:

(to—t) A1 (to—t) A2 B (t
e e _ _
Viw(t) =Uw’7< VR W + 7 lv)(\lo)\)z (e(to A1 _ elto t)’\2)>
t
(T—t) A2 (T—t)M\1 E
Y € e sa ( (r—t)A1
Ep, —
+Ra,o{/ ! (T) < )\2 )\1 + Rao)\lAQ ¢
0
(to—t))q (tg—t))q
TNV, po(r)dr + Vy + Vo ( e . (C.20)
’ A2 A1

~—

oy @( the (to—t)>q) I Elv(to) e(to—t)Az B e(to—t))q
v E Esa )\1 )\2

(T—t) A2 e(‘r—t))\l
E(r ( (r—t)A1 _ (T—tm) ¢ _
ao / : ( ‘ * )\1 )\2

Vato(T )dT+Vp7]; ( (to—t) —e(to_t))‘z). (C.21)

sa

V:s,sa(t

Las constantes positivas \1, Ao y 7y estdn definidas por A\ = %n—%
R VRS SVUAES s e v i A Al el
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Demostracion. Considerando la versién reducida del sistema (C.17))-(C.19)) (Ver

(3.14)-(3.15))) en su forma matricial:

d [Vaw®) | _[(En@t) |1 0] |0 —g=
dt Vs,sa(t) Rao L 10 %:) n
Vau®] [ 0
wl) + , (C.22)
Vesat)] | B2Vo
dondenz%‘:—i—%:—F%?y
ES(I
a= |V T
o
. Entonces (C.22)) se escribe de la forma
d V;:,lv t V;:,lv t Ev t -1 0 V;,lv t 0
o Vo] | [Voa®] _ ) ],
Visa(t) Vi,sa(t) a |1 0| |Visa(t) By,
(C.23)
de donde se concluye que
d ( Vanl®) ) _ Eu(t) [—1 o] [n®] | ar] 0
dt R ”
Visal(t) 1 0] [Vesa(t) TV
(C.24)
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Integrando de tg a t > ¢y a cada lado se tiene

t
V;, v t V;, v t 1 -1 0
eAt l ( ) :eAtg l ( O) 4 = /EIU(T)eAT
Vs,sa(t) Vs,sa(tO) a0 to 1 0
Vs iw(T E,, 0
#(7) dr + V,A7H (et — efto) . (C.25)
Vesal7) R 1

A

Multiplicando a cada lado por e~ se llega finalmente a

t
Viiw(t) _ Alto—D) Vi (to) +R1 /Eh,(T)eA(T’t) -1 0
‘/s,sa (t) Vv& sa (to) “e t

) 0 L

VYSJU<T) dT+ Esv

Vs,sa(T) R,

0
V,A"! (12 - eA“O*t)) . (C.26)

0 T 0
Se puede calcular A~! resolviendo la ecuacion algebraica A = ,
1 Y 1
0 sea
ESU.
- R Yy :Oa
ES’U + Esa + ES(I + ESU 1
x =
R, " \Rw "R, "R)VT
es decir, y =0z = ER—;U, sustituyendo en ((C.26]) queda finalmente
Vst Vit / 10
SO _edomy | Venlto)| ] [Eeer |
‘/s,sa (t) ‘/s,sa (tO) a0 to 1 0
Vit 0
S P v, (I2 - eA(tO_t)> . (C.27)
Vs,5a(T) 1
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Para calcular la exponencial de t A, se necesita determinar los valores propios

de A. Como el polinomio caracteristico de A es

entonces las raices estan dadas por Ay = %n —
1 2 _ gEsaEso
CRVA/ R S e et Note que

EsBs _ (E E>2 L 2B | 2BwBa | B

sa
RooR, RoR. | R R

S

n—4

Rao RS

y por lo tanto A\; y A2 son raices reales. El hecho que \s es positiva es evidente
y usando que np = |n| = /12 > y/n? — 4% se puede probar que \; también

es positiva.

Ademas,
tA= P(tB)P~!
, donde
A 0 Viy Vi,
0 X | A
: Uhy . .
siendo ~| el vector propio correspondiente a A;.
Vy

Luego se calculan estos vectores propios resolviendo los sistemas de ecua-

x x
ciones algebraicos A =\ . Es facil ver que ambos vectores propios

Y Y
son:
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_ Esa _ Esa
Ra())\l y Rao)\2
1 1
y por lo tanto,
_ B _ _FEs _Reo _ 1
P= RaoA1 RaoA2 p-1_ Esa A2
1 1 ' Tme L
Esa A1
, donde
y= )\1)\2 o EsaEsv
B /\2 — )\1 N 2
ESG/ ES’U EECL ES'UESG/ Egﬂ/
Rao (Rao - RS) +2RaoRs +2 R? + R?
. es una cantidad positiva y finalmente
t/\l
e 0
e =p p!
0 et
et etr2 Esq tA1 (2%
— &— e —e
:’y B )\1 )\2 RaoAl):iQ( . ) (0.28)
ao (oA 2\
oy (e Z—e 1) pralnliew
. . . . . _1 O
Si se multiplica la matriz (C.28) evaluada en (7 —t) por la matriz
1 0
N -1 0 )
que aparece en (C.26)), queda eA(7—*) es igual a
1 0
(T—=t)x2 (T—t)Xq FEaa —H)\ —H)A
N e Rt (7m0 —elrm%2) 0 (C.29)
g: (e(Tft)/\1 _ e(‘rft))\z) + e(T;V‘? _ e(’;:)xl 0
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Por otra parte,

1 e(to—t)A1 . e(to—t)A2
pAlto—t) = AL A2 (C.30)
0 Ig:: (e(to—t)Az _ e(to—t))\l) .
. Vs,lv(t) .
Sustituyendo (C.29) y (C.30) en (C.27) queda es igual a
Vs,sa(t)

(tg—t) A2 (tg—t) A1 t

Voot V, + Vpy ( e )

BA(toit) ’ <O) + P P A2 M + R"Y /Elv(T)
stsa(to) VD’Y%ZZ (e(to_t)AI _ e(to—t)kz) ao

(T—=t)x2 (r=t)\1 E (r— _
e _ e T—t)A1 _ (T—t)A2
( e TR o vl G € )) Vaio(7)

(% (e(r=0%1 _ e(r=tx2) 4 =t emtm) Vs oa(7)

A1 A2

Del hecho que @ao(to) = 0 se tiene que Ej,(t0)Vsiv(to) = FsaVs,sa(to) ¥

por lo tanto Vi, (tg) = &éigt())‘/;’lv (to), de lo cual se deduce que

o | Ve w(to) B 1
eAlto=t) = Viw(to)e o) 1y (to)
V;’,sa(to) LEvvsao
Visio(t
, donde V; 1, (tg) = vip, 0 sea eAto=?) siw(fo) es igual a

‘/;,sa(to)

e(to—t)A1 . e(to—t)A2 Ey,(to) (e(to—t)kl _ e(to—t)/\z)
A1 Az RaoA1A2

Rao (,tha _ (to—t)As Eiy(to) (elto=Hr2  elto-BM
G € )+ N Xz :

Uty (C.32)

sa

Finalmente de (C.31) y (C.32) se obtienen las expresiones integrales para
Vato(t) ¥ Vasa(t) dadas en (C20)-([C21).
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O

Lemma C.0.6. Sea Kp el conjunto definido por
Kp ={V eR®:V es una condicién inicial del tipo B, i =1,2,3}.
Entonces la solucion del sistema (3.4)-(3.7)) con condicidn inicial

VB = (B VB VB )eKkp

s,lvy Vs,;sar Vs, sv

en el intervalo (To,T1), donde Ty y Ty estdn definidos en el teorema

satisface ser positiva.

Demostracion. Por teorema se sabe que la eyeccién ventricular ocurre en
el periodo [Ty, T1] y por la ecuacién (3.47) se tiene que V; 44(t) es positiva en

esta fase.

Ademsds, se conoce que el sistema ((3.4)-(3.7) es equivalente al sistema (C.17))-
(C.19), para todo ¢ € [Ty, T1]. Considerando a este ultimo sistema en su versién

extendida se tiene que:

7Elv (t) E

‘./s,lv = Rao ‘/s,lv + RZZ Vs,sa

y Elv(t) (Esa Esa) Esv

V; sa — ‘/s, v + V:e,sa + 7Vvs,s’uv
" Ree " \Ra R R,

- Ej E;q

‘/s,sv = - ?:%,sv + ?:%,sa-

Reescribiendo la primera y tercera ecuacién del sistema anterior en términos
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de V; 54(t), se tiene

t

E 1 1
V;,lu :Rsae s [ Eip(t)dt szsa(s)eiRao fEh,(s)dsds7
ao
0
t
Esa Esq Esq
— SV t SV
‘/57511 :R .e Rs ‘/s,sa(s)e Iis SdS.
mi
0

Entonces, Vi, and V; 4, son también positivas para todo t € [Ty, T3], porque

Vs, sa €s positiva.

Lemma C.0.7. Sea K¢ el conjunto definido por
Ko ={V eR?:V es una condicion inicial del tipo C, i =1,2,3}.
Entonces la solucion del sistema (3.4)-(3.7) con condicion inicial

C _ C C
Ve = (VS,l’LﬂVS,SaM

V&) € Ke

en el intervalo (Ty,T), donde Ty y T estdn definidos en el teorema m

satisface ser positiva.

Demostracion. Para t € [T1,Tz) la dindmica de las variables de estado esta da-
da por — con condicién inicial V¢ = V(T}). Recuerde que este vector
de condiciones iniciales es positivo por el anterior lema. Usando practicamente
los mismos argumentos que para la otra fase isovolimica, se concluye que la

solucién permanece positiva en este intervalo. O
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Lemma C.0.8. Sea Kp el conjunto definido por
Kp ={V €R?:V es una condicién inicial del tipo D, i =1,2,3}.
Entonces la solucion del sistema - con condicion inicial
VP = (Vi Vi Vidw) € Kp

en el intervalo (T3,T3), donde Ty y T5 estdn definidos en el teorema m

satisface ser positiva.

Demostracidn. Se sabe que la fase de llenado ocurre en el periodo [T, T] y que

durante esta fase el sistema (3.4)-(3.7) es equivalente al sistema (3.72))-(3.74)).

Por definicién de fase de llenado se cumple que para todo ¢ € [Ty, T, se sa-
tisface que @mi >0y @ao < 0. Entonces, se satisface que Eq, Vs 50 > Epy(t) Vs 10
y Esa‘/s,sa > Elv(t)Vs,lv-

Usando la ecuacion , se sigue VSJU > 0. Entonces V, es estricta-
mente creciente durante la fase de llenado. Como la condicién inicial para el
sistema ha sido probada que es positiva, entonces V ;, permanece positiva en
[T5, T3]. Finalmente, V 5 y Vs,s» también tienen que ser positivas, porque estas
funciones satisfacen Vs s, > ¢1 and V54 > g2, donde g; and g son funciones

positivas definidas por g1 = E;' i, (t)Vsio ¥ 92 = B3, Epw (t) Vs 1o O
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