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RESUMEN

En la primera parte de la presente tesis se realiza una revisién del Algoritmo de Dirac. En
la segunda parte se lleva a cabo dicho algoritmo en dos sistemas singulares de particulas
puntuales, luego se analiza lo que ocurre si llevamos a cabo el algortimo agrengédndole a
tales sistemas términos de frontera: el primero es la derivada total respecto al tiempo de
una funcién que depende de las coordenadas generalizadas, el segundo es la derivada
total de una funcién Fi(q') + F»(t) y el tercero es la derivada total respecto al tiempo de
una funcién que depende de forma abitraria de las coordenadas y el tiempo. Se analizan
estos casos para determinar si cualquier término de frontera que se le sume al Lagran-
giano que describe el sistema es adamisible, es decir, si no cambiard la dindmica del
sistema.

Palabras clave: Algoritmo de Dirac; términos de frontera: sistemas singulares.



INTRODUCCION

En Mecanica Clésica a nivel licenciatura se estudian sistemas en los cuales es posible pa-
sar de la formulaciéon Lagragiana a la Hamiltoniana usando la transformada de Legendre.
Para realizar esta transicion es necesario poder despejar las velocidades (de la definiciéon
de momento) y expresarlas en términos de las coordenadas y los momentos, los casos en
los que no es posible hacer esto se les conoce como sistermas singulares. Dichos sistemas
surgen con frencuencia en la fisica, por ejemplo la mayoria de las teorias de campo asf
como todas las fuerzas fundamentales de la naturaleza: electromagnética, débil, fuerte y
gravitacional corresponden a sistemas singurales.

A mediados del sigo XX, los sistemas singulares comenzaron a estudiarse. Durante la
década de los 50’s Peter Gabriel Bergmann y sus colaboradores mostraron la conexién
que existe entre las constricciones (revisaremos a detalle este concepto en el capitulo 1),
y las propiedades de invarianza que hay en estos sistemas. Posteriormente, durante la
década de los 60’s, Paul Dirac desarroll6 un método para analizar sistemas singulares
con un namero finito de grados de libertad, el cual trata de forma autoconsistente a las
constricciones. Este trabajo realizado por Dirac tenia como finalidad ser el paso inicial
para la cuantizacién de sistemas singulares, por ejemplo en teoria cudntica de campos
o en la cuantizacién candnica de gravedad cudntica de lazos. Sin embargo, la utilidad
del algoritmo no se limita a dicho propdsito, pues en general permite estudiar sistemas
singulares obteniendo sus constricciones que pueden ser de primera o segunda clase,
con las cuales construimos las transformaciones de norma y el paréntesis de Dirac res-
pectivamente, asi mismo podemos determinar su ntimero de grados de libertad y sus
simetrias cldsicas. Algunos ejemplos que corresponden a sistemas de tipo singular son el
Lagrangiano de Maxwell, la Teoria de Yang-Mills, supersimetria, entre otros.

Lo anterior nos brinda la motivacién necesaria para la realizacién del presente traba-
jo, el cual se concentra precisamente en el estudio del Algoritmo de Dirac bajo ciertas
condiciones que se detallaran a continuacién. De la mecdnica cldsica sabemos que dos
Lagrangianos que difieren sélo por la derivada total respecto al tiempo de una funcién
que puede depender de las coordenadas canénicas y el tiempo se relacionan por medio
de una transformacién canénica y mds atn, las ecuaciones de Euler-Lagrange de ambos
Lagrangianos serdn exactamente las mismas. Por lo anterior, podemos esperar que si su-
mamos la derivada total ya mencionada al Lagrangiano que describe nuestro sistema, al
aplicar el algoritmo de Dirac sus caracteristicas escenciales como las transformaciones
de norma, el niimero de grados de libertad, etc. serdn equivalentes o bien iguales a lo
que se halla cuando no se agrega ningtin término. En esta tesis verificaremos la conjetura
anterior en dos sistemas singulares sencillos.

En teoria de campos se necesita tener un principio de accién bien definido, es decir, que
la accién sea finita y diferenciable (lo segundo es necesario para obtener las ecuaciones
de Euler-Lagrange). En algunos casos, cuando la regién del espacio tiempo que estamos
considerando tiene frontera, se vuelve necesario agregar un término de frontera (cf. [3])
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(que en principio no cambiard la dindmica del sistema). Una derivada total con las carac-
teristicas que se mencionan en el parrafo anterior es, de hecho, en teoria de campos un
término de frontera. Por lo que el trabajo propuesto en esta tesis, aunque restringido a
sistemas puntuales, sirve como un acercamiento al estudio de los términos de frontera
en teorias de campo.

Ahora damos una breve descripcién de la estructura de esta tesis. En la primera parte
de este texto se lleva a cabo una revisién del algoritmo de Dirac, esto se ha desarrollado
basandonos en el trabajo de tesis previo [9], asi como en los textos [2] y [8]. Esto sera de
utilidad para aquellos lectores que no estén familiarizados con este método, el cual es el
eje principal de este trabajo.

A lo largo de la segunda parte de esta tesis se presentan dos capitulos que corresponden
a los sistemas que llamamos: Sistema A y Sistema B, dicha distincién se debe a que cada
uno de ellos corresponde a un Lagrangiano diferente, a su vez, para cada sistema se
desarrollan cuatro casos distintos los cuales se detallan enseguida.

En el Caso 0 se aplica el algoritmo de Dirac sin agregar ningtin término, se consider6
pertinente incluir este caso para poder realizar las comparaciones necesarias entre éste y
lo que se encontr6 al agregar la derivada total, asimismo les permitira al familizarse con
el método a los lectores que saben poco o nada de p él.

En el Caso 1 se le suma al Lagrangiano la derivada total de una funcién que depende
s6lo de las coordenadas generalizadas, este caso permite ver con claridad las diferencias
y similitudes con el Caso 0. El caso 1 es el més sencillo de los que se trabajan y ademas
es el que ocurre generalmente en la teorfa de campos, donde los términos que se agregan
no suelen depender explicitamente de las coordenadas (cf. [3]).

El Caso 2 es un paso intermedio, pues presenta un Lagrangiano al cual se le ha sumado
la derivada total con respecto al tiempo de una funcién que depende tanto de las coorde-
nadas candnicas como del tiempo, pero no de forma arbitraria, sino que separa la funcién
en: una parte dependiente de las q' y otra que depende solamente de t. Se dice que es
un paso intermedio, pues permite ver lo que ocurre cuando ya interviene el tiempo, pero
bajo condiciones especificas.

Finalmente, el Caso 3 es el caso més general, en éste ya sumamos la derivada total de una
funcién que depende de las coordenadas canénicas y el tiempo, sin exigirle (en principio)
ninguna condicién particular. Este tltimo caso nos arroja resultados no esperados, pues
como veremos, hay cambios importantes en distintos puntos del Algoritmo lo cual cam-
bia el resto del desarrollo y por consiguiente, modifica el nimero de grados de libertad
del sistema.
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Matriz Hessiana

Nulidad de una matriz
Constricciones n-arias

Superficie de constricciones primarias
Rango de una matriz

Imagen de una matriz
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Igualdad débil

Hamiltoniano canénico

Hamiltoniano total
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Multiplicadores de Lagrange

Interseccion de todas las superficies de constricciones
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ALGORITMO DE DIRAC PARA SISTEMAS
SINGULARES

A lo largo de este capitulo haremos una revisién del algoritmo de Dirac, pues la finali-
dad de este trabajo es ver cémo se modifica este algoritmo cuando agregamos términos
de frontera a la Lagrangiana. Presentaremos conceptos, definiciones y resultados que
son necesarios para poder comprender el algoritmo. Un andlisis mas detallado de este
contenido puede consultarse en [2, Capitulo 5], [8, Capitulo 1] y [9, Capitulo 1].

Constricciones primarias

En mecénica Hamiltoniana las ecuaciones de movimiento son un sistema de 2N ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de primer orden, con N el niimero de grados de libertad. Por
otro lado, en mecdnica Lagrangiana para definir completamente la evolucion del sistema
mecénico es necesario resolver un sistema de N ecuaciones diferenciales de segundo or-
den, lo cual puede resultar mas complicado que resolver el sistema de 2N ecuaciones
de primer orden correspondiente en la formulacion Hamiltoniana. Por esta razén, en
muchas ocasiones es ventajoso analizar los sistemas fisicos a través de la mecénica Ha-
miltoniana. A nivel licenciatura suele estudiarse un tipo de sistemas llamados sistemas
requlares, en los cuales se obtiene la funcién Hamiltoniana aplicando una transformada
de Legendre a una funcién Lagrangiana. Para hacer esa transicién es necesario despejar
todas las velocidades de la definicién de momento, la cual es:

L
Pii= aa_qi’ dondei=1,..., N, (1)

siendo N es el niimero de coordenadas generalizadas q', asi como del ntimero de mo-
mentos generalizados p;i. Una vez que ya tenemos expresadas las velocidades en funcién
de los momentos y las coordenadas canénicas podemos construir el Hamiltoniano.

Partiendo de las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtiene que:

oL d <6L

— = 5q

oqt  dt ) =0, dondei=1,...,N. (2)

Para Lagrangianas que no dependen explicitamente del tiempo, esto es L(q', q'), y ha-
ciendo uso de la regla de la cadena, tenemos que:

oL 2L . 2L .
- ———— ) — =4’ =0,
oq* 0gJoqt 0¢g’oqt
oL . oL %L

— — § = — L
T 3gioqtt T aqt oqiagi G)
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Podemos ver que despejar las aceleraciones §’ de la ecuacién (3), de manera que queden
determinadas a un tiempo dado por las coordenadas y las velocidades, es posible si y
s6lo si la matriz Hessiana dada por:

32L %L afL
og'q"  02glg? ag'gN
32L 92L 92L 92L
(Hi') = —— ) = 2g29"  09g%g® 77 09g%gM ’ 4)
] 0704 : AR
321 2L 2L
ogNg!  oqNg? aqMNgN
es invertible, lo cual equivale a que:
det (Hij) = 0. (5)

Por definicién, un sistema se dice regular cuando se satisface la ecuacion (5), pues si esto
ocurre es posible expresar todas las velocidades, qi, en funcién de los momentos, pi, y
las coordenadas, q*. En el caso en que det(Hji;) = 0, no todas las velocidades podran
expresarse en funcién de los momentos y las coordenadas canénicas, en otras palabras
los momentos (1) no son todos independientes. Los sistemas en los que ocurre esto se
denominan sistemas singulares, a lo largo de este trabajo nos centraremos precisamente en
ellos.

En el caso en que no podamos despejar las velocidades como funcién de p; y q* ten-
dremos una cantidad, M, de relaciones entre los momentos y las coordenadas que se
obtienen a partir de la definicién de momento, a las que denominamos constricciones pri-
marias. De esta manera, dada py, := fu(qi,pa) conp =1,...,Mya=M+1,..,N,
las constricciones primarias se expresan como:

Gt pi) =pu—fulg'ypa) =0. (6)

Utilizaremos M’ para denotar al total de las constricciones primarias independientes.
Asi mismo, para indicar que estamos tratando con constricciones primarias se hace uso
del superindice 1.

Para saber la cantidad de constricciones primarias independientes M’ que hallaremos,
partimos de la matriz Hessiana, la cual es una matriz cuadrada NxN. Debido a que la
nulidad v(H;;) puede interpretarse como el ntiimero de constricciones primarias inde-
pendientes, es decir M’ = v(Hj;), podemos escribir la siguiente ecuacién:

p(Hi;) = N —v(Hy)
— N-M/,
=M’ = N-—p(Hy), (7)

donde p(Hjj) denota el rango de la matriz Hessiana.

Superficie de constricciones primarias X;

La superficie de constricciones primarias £1, se encuentra en el espacio fase y estd definida
como la interseccién de hipersuperficies que quedan determinadas por las constricciones
primarias.



1.3 IGUALDAD DEBIL E IGUALDAD FUERTE

Ya que tenemos M’ constricciones primarias independientes la dimensién de la superficie
de constricciones primarias X1 es:

dim(Z;) = 2N — M/, (8)

donde 2N corresponde a las N coordenadas generalizadas q' y a los N momentos gene-
ralizados pj, es decir, a la dimensién del espacio fase.

pi

Figura 1: Superficie de constricciones primarias.

lgualdad débil e igualdad fuerte

Una funcién F(q',p;) es débilmente cero si hace cero tinicamente sobre la superficie de
constricciones primarias, es decir:

Flgpi)| =0, (9)
R

lo que denotaremos en lo sucesivo como:
i I
F(q', pi) = 0. (10)

Ademéds, de forma general, se dird que dos funciones F(q',pi) y G(q',pi) seran iguales

1. % T . .
débilmente (lo cual denotaremos como F = G), o que coincidirdn en la superficie de
constricciones primarias, si cumplen que’:

2 G o F—G=c*(q,p)bl, (11)

Es importante recalcar que no sélo hallaremos constricciones primarias, en muchos textos suele definirse
la igualdad débil sobre la interseccién de todas las constricciones halladas, y no sélo en la superficie de
constricciones primarias.
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donde c* son M funciones de los momentos y las coordenadas candnicas. En otras pala-
bras, la diferencia entre F y G es igual a una combinacién lineal de las constricciones.

Por otra parte, si la funciéon F(q',p;) y todas sus primeras derivadas respecto a los mo-
mentos y las coordenadas se hacen cero sobre la superficie X, entonces diremos que
F(q', pi) es fuertemente cero, esto es:

i i L oF £, ,z; OF
Flap) =0 F(@hp) 20 y —-=0=

ot a—pia (12)

utilizaremos el simbolo usual de igualdad, esto es F(q',p;) = 02

Si la funcién F(q', p;) es igual a cero sobre todo el espacio fase, las condiciones anteriores
se cumpliradn diremos que la funcién es fuertemente cero y utilizaremos el simbolo usual
de igualdad, esto es F(q*,pi) = 0.

Condicion de reqularidad

La definiciéon de constricciones primarias da cabida a ambigiiedades, ya que pueden
escogerse varias formas equivalentes para escribir las constricciones, de modo que se

mantenga la igualdad a cero en Ij. Por ejemplo, ¢! = py = puede ser escrito de

forma equivalente como (p1)? b 06 p1 b 0, escrito de estas tres formas diferentes
p1 es débilmente cero, asi que, en principio podriamos elegir cualquiera de ellas como
constriccion. A través de la condicion de regularidad evitaremos tales ambigiiedades, asi
mismo, podremos garantizar que las constricciones sean independientes entre si y que
éstas generan la superficie de constricciones.

Enunciamos la condicién de regularidad de la siguiene forma:

Las constricciones independientes d)L, deben ser tales que la matriz jacobiana

o),

oa, po) (3)

J(bl) =
es de rango constante p(](¢L/)) = M sobre toda superficie de constricciones
primarias Xi.

Es necesario tomar en cuenta que antes de calcular la matriz Jacobiana se deben separar
las constricciones primarias en dependientes cb:_l e independientes d)ll,, pues es con las
constricciones independientes con las que nos quedaremos. Sin embargo, en los ejemplos
que veremos posteriormente todas nuestras constricciones primarias serdan independien-
tes desde el comienzo, por lo que no se hard distincién entre (])L y (I)L,.

Otra manera de expresar la condicién sobre la matriz jacobiana es: Las funciones d)ll, son
las primeras M’ coordenadas de un nuevo sistema regular de coordenadas en una vecindad de la
superficie de constricciones.

2 Sif(qi,t) es igual a cero sobre todo el espacio fase trivialmente se cumplirdn las condiciones (12).



1.5 ALGUNOS RESULTADOS UTILES

Algunos resultados Utiles

Para las constricciones que cumplen con las condiciones de regularidad, los siguientes
resultados conocidos serdn de utilidad en las secciones siguientes?:

Teorema 1. Si una funcion suave G definida en el espacio fase se anula en la superficie de cons-
tricciones X1, entonces G = ghd], para algunas funciones g*(q*, pi).

Teorema 2. Si \idq' + vidp; = O para variaciones 5q' y dp; tangentes en la superficie de
constricciones primarias Xy, entonces:

0 1
7\1 = uu adc)]l:’
o]
v = U”ﬁ» (14)

para algiin u* que depende en general de las coordenadas de espacio fase. Estas igualdades se
cumplen sobre la superficie de constricciones primarias.

LIoN , .
Teorema 3. Los vectores ¢ proporcionan una base de vectores para el niicleo de la
R opi(q,p(q,9))
%L

q,p
matriz Hessiana S

Hamiltoniano Candnico Hy y Hamiltoniano Total Hy
Introducimos al Hamiltoniano Candnico Hy dado por:

Ho == g'pi — L(q%, 4, (15)

el cual puede considerarse como una funcién de las coordenadas generalizadas y de las
velocidades, Hy = Ho(q!, pi(qt, g')), donde el lado derecho de la ecuacién (15) nos indica
que ¢' s6lo entra en Hy como combinaciéon de los momentos p;(qt, ¢'). Este hecho queda
claro cuando realizamos la variacién de Hy de donde obtenemos que:
iy s oL . oL
OHo = q'dpi+8q'pi— 5qla—qi — 5qla—qi

| oL
= q'opi— 5qla—qi> (16)

Aqui, vemos que Hy es una funcién de q' y p;. Sin embargo, hay que notar que 5p; puede
ser expresado como combinacién lineal de §¢* y 8q* debido a la definicién de momento.

Notemos que en la ecuacion (16) 6p; no es totalmente independiente pero debe preservar
a las constricciones primarias. De este modo Hy s6lo esta bien definida sobre ;. Es por
ello que, para poder extender a Hy fuera de ¥; agregamos una combinacién lineal de

Las demostraciones del Teorema 1 y Teorema 2 se encuentran desarrolladas en [8, Theorem 1.1,Theorem
1.2 (pag 8)] y del Teorema 3 en [9, Teorema 2 (pag 9-10)].
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las constricciones primarias. A este nuevo Hamiltoniano lo denominamos Hamiltoniano
total*, y se define como:

Hr:=Ho+ u”d):u (17)
donde ut son multiplicadores de Lagrange indeterminados. Cabe sefialar que el Hamil-

toniano total contiene la informacién de las constricciones primarias.

Por otra parte, como Hy = Ho(qt, pi), la variacién de éste también se puede escribir como:

oH oH
=~ 8P+ o

OH .
°” opy oq*

5q", (18)

igualando las ecuaciones (16) y (18) obtenemos:

oH, oHo . y oL _ .
O0sp+ S0 gt = gopi — ——5qt
apl 6p1 + aql q q pl aql q )
oHp oL ; OHy
-+ — ) 0q" —q' ) op; = 0.

Haciendo uso del Teorema 2 podemos escribir:

1

1
— a—Ll aH? u”a(b’:. (21)
0q* |4 aq* |, aq

Si conocemos a p; y los pardmetros ut, a partir de la ecuacién (20) podemos determinar
qi. Por otro lado, si las constricciones son independientes sus gradientes aq>L/ op; en la
superficie de constricciones también lo son; entonces para dos conjuntos distintos de u"
no obtendremos la misma velocidad. Esto quiere decir que también podemos despejar a
las u* de la ecuacién (20), de modo que dependeran de las coordenadas y las velocidades.

Definimos la transformada de Legendre del espacio de configuraciéon (cuyos puntos es-
tan etiquetados localmente por (q,q)) a la subvariedad definida por las constricciones
primarias de puntos (q,p, u) mediante:

¢ = q
oL L
Pi = a—qi(ql,qlh
uwt = ut(qhqY, (22)

esta transformacion entre espacios que tienen dimension 2N, es invertible, debido a que:

¢ = q
. dH, IO
T S u H
q ops M op;i’
: >
bL(ah,p) =2 0, (23)

4 También se le llama Hamiltoniano primario, ya que contiene sélo la informacién de las contricciones
primarias.



1.6 HAMILTONIANO CANONICO Hpy Y HAMILTONIANO TOTAL Hy

donde las ecuaciones (22) son las inversas de las ecuaciones (23) y viceversa.

Podemos ver con mds detalle la transformada de Legendre enseguida. A partir de las
ecuaciones (15) y (17), tenemos que:

L(g% 4" = q'pild’, 4') —Ho(q', pild, 4Y) —uM(qh g by (g, pildt 4Y), (24)
el diferencial del lado derecho de la ecuaciéon (24) es:
dL = pidg’ +q'dpi — dHo(q',pila', ¢%) —ut(q', g ddy(qh, pild’, 41)
—Cl)L(ql’Pi(ql» ql))duu(qla ql)

= pidd'+q'dpi — Z‘;qui - aa‘g(’ dpi —u"(q', ") (aa;'l::‘dqi + aap“ dm)
—u(qpilgl, 4Y) (%L(;:L dq'+ g—?dqi>
— (b ohtatp Gy ) aat+ (qi— T qi)?f;f) ap:
¥ (—aa'jlf (), qni;‘;% ~oLd, qi)?;;f) dq’. (23)
Por el lado izquierdo de la ecuacién (24) el diferencial resulta:
dL = :—qLidqi + ,(%dqi, (26)

luego, al comparar la ecuacién (25) con la ecuacioén (26) obtenemos las siguientes relacio-
nes:

OL Mo i 0P g dut
o~ g u(cl,q)aqi $.(q'pi) g (27)
oL 1, i out
g Pi—d)u(qapi)a—qi, (28)
. M, o)
0 = gt— — M 1’-1 H. 2
4~ o (q cl)api (29)

I .
Ahora, tomamos en cuenta que (bL = 0 y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange
obtenemos como resultado las siguientes ecuaciones:

C_ 0L g OHy g 0k
PiTogd - g u(q,q)aqi,
o &
a_qi = Pi
. dH, .. )
L e i ~1 H
q op; +ut(q', q%) op.” (30)

Son estas ecuaciones las que relacionan el espacio de configuraciéon con el espacio fase,
cuando la matriz Hessiana (4) no es invertible, con el costo de tener que introducir los
multiplicadores de Lagrange, u".
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Principio de accion del Hamiltoniano Total

Haciendo uso de la definicién de momento y las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos
escribir las ecuaciones (20) y (21) de la siguiente forma:

: Glat ad)]
o _’_uu u) 1
q ap; ap; (31)
. OHp a‘bL
Pi = — aq1 —ut aq“ (32)
>
¢, = 0. (33)

Otra forma de llegar a éstas, es a través del principio variacional, con la accién correspon-
diente al Hamiltoniano Total:

. Bt
Stlq, pi, ut :J (q'pi —Hr)dt =0, (34)
to
para variaciones arbitrarias §q', 5p; y duM con 5qt(tg) = dpi(ty) = 0.

Ahora, es importante recordar que: Dadas dos funciones F(q Lpi) y G (g%, pi) en el
espacio fase, el paréntesis de Poisson esta definido como:

oF 0G oF 0G

{F)G}:: aq‘ apl - apiaqi) (35)
y tiene las siguientes propiedades:
{F, «G 4+ BR} = «{F, G} + B{F, R}, (Linealidad)
{F, G} = —{G, F}, (Antisimetria)
{F, GR} = {F, G}R + G{F, R}, (Regla del producto)
{F, G}}, R} + {{R, F}, G} + {{G, R}, F} = 0. (Identidad de Jacobi)
De esta forma las ecuaciones (31) y (32) pueden expresarse también como:
' ={q", Ho} + uM{q", b}, (36)
pi = {pi, Ho} + u{pi, b, ). (37)

De manera general para una funcién arbitraria F( qt,pi) enel espacio fase, su evolucién
a través del parametro t puede expresarse también por medio del paréntesis de Poisson,
haciendo uso de la regla de la cadena y de las ecuaciones (31) y (32), esto es:

dF  dF
dt  0qt s

1 1
_ OF [aHg +upad>u L 9F (_3Hg _uuad)%‘
oqt \ 0pi opi opi aq* 0q'

1 1
_ (aF oH,  oF aHO) o ( OF 00, oF a%)

oF |

F: Pi

dq' dpi  0q' Ap;
= {F,Ho} +u™{F, ¢} }. (38)

9qi dp;  9q' dp; B

10
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Esta forma de expresar la evolucién de una funcién sera conveniente en muchos casos.
Sin embargo, hay otra manera de escribir la ecuacién (38):

F = {FHo}+u"{F,¢})

= {F,Ho}+{F, u*d\} — {F,ut}d, (39)
= {F,Hr}—{F,u"}d} (40)
2 F, Hyl. (41)

En la antepentltima igualdad se us6 la regla del producto del paréntesis de Poisson, en

la pendltima la linealidad y en la dltima que cl):L =)

Condiciones de Consistencia

En sistemas cldsicos en los que existen ligaduras, no se espera que éstas varien en el
tiempo, por ejemplo, en el sistema de un péndulo simple, la longitud de la cuerda no
cambiard en ningin momento. De manera semejante a las constricciones les exigiremos
que se conserven en el tiempo, pues son las constriciones las que definen a la superficie
de constricciones donde esta restringida nuestra dinamica y no queremos que X7 cambie
de un momento a otro. Tal requerimiento de consistencia se expresa del siguiente modo:

, z
by = (g, Hob +u{dy, d31 =0, (42)
donde pu,v =1, ..., M’, es decir, los indices corren sobre el niimero total de constriccio-
nes primarias independientes. Definimos las cantidades:
hy, = {d):u Hol, (43)
Puv = {d):u d)L}» (44)
por lo que, podemos expresar las ecuaciones (42) de la siguiente manera:
. z
b =hu+uPuy 2 0. (45)

Para analizar a detalle la ecuacién (45), serd conveniente expresarla en su forma matri-
cial, donde h = (h,) (vector columna), P = (P ) (matriz MxM) y u = (u") (vector
columna), es decir:

b
h+Pu= 0, (46)
asf mismo, si P es invertible definimos su matriz inversa como P~! = (PVH).

A partir de la ecuacién (46) obtendremos los siguientes casos:

z T
cAso I: Sih ;é] Oy det(P) 7—2 0, entonces:
h 2 —Pu,
=P 'h 2 —p Py
-.—P7h LI (47)

11
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Lo cual también puede expresarse como:

™M

w2 —PVHh,. (48)
Esto nos dice que podemos determinar los multiplicadores de Lagrange siempre
que P sea invertible y que al menos uno de los paréntesis de Poisson entre las
constricciones primarias y Hy sea débilmente distinto de cero.

b
cAso I1: Sih ;A] Oy det(P) b 0, entonces:

I

Pu —h. (49)

Como det(P) ) es claro que nucl(P) # {0}, donde nucl(P) es el ntcleo
de P por lo tanto existe algtn vector v # 0 tal que Pv = 0. Ademds, como P es
antisimétrica entonces P' = —P, asi la ecuacion (49) implica que:

h 2 Plu,
= ht 2 u'p.

Entonces multiplicando ambos lados por el vector v € nucl(P):

z
htv = u'(Pv),
z
= h'v = u'0 =0,
z
= h'v=0
z
~.vth = 0. (50)
Ahora, para saber cudntos vectores nulos conformaran el nicleo de P, basta con
utilizar la siguiente ecuacién:

v(P) =M —p(P), (51)

donde p(P) y v(P) son el rango y la nulidad de la matriz P. Si «« = 1, ..., v(p)
podemos escribir la ecuacién (50) como:

De este resultado obtendremos una nueva generacion de constricciones, lo que de-
tallaremos en la siguiente seccién de este capitulo.

caso 1n: Sih 2o y det(P) 21 0. Tenemos que la ecuacion (45) se reduce en su forma

12

matricial a: .
Pu = 0. (53)

z
Como det(P) & 0, tendremos que u € nucl(P), donde algtin u #1 0, por lo
tanto el sistema de ecuaciones homogéneas para los multiplicadores de Lagrange
ut tendra soluciones no triviales. Como resultado de lo anterior obtendremos una
cantidad p(P) de multiplicadores de Lagrange que podremos determinar sobre la
superficie de constricciones primarias.



1.9 OBTENCION DE CONSTRICCIONES SECUNDARIAS, TERCIARIAS Y DE GENERACIONES
SUPERIORES

|
CASO IV: Sih o Oy det(P) # 0, entonces de:

Pu =0 (54)

. . .. .. . D .
se puede ver que para este caso sélo existe la solucién trivial, es decir u = 0. Asi, se
sigue de la ecuacién (17) que los términos multiplicados por u" serdn débilmente

.. b3
cero, por consiguiente Hy := Hy + uuclylL = Ho.

Obtencion de Constricciones Secundarias, Terciarias y de ge-
neraciones superiores

Cuando las ecuaciones (52) no sean idénticamente cero, obtendremos una nueva genera-
ciéon de constricciones llamadas constricciones secundarias que expresaremos como:

q)ff:‘o, donde p=1,...,K < M. (55)

Vemos que d)fL tiene un superindice 2 que sefiala que pertenece a la segunda generaciéon
de constricciones halladas.

Este nuevo conjunto de constricciones definird una nueva superficie denominada su-
perficie de constricciones secundarias y que denotaremos como X;. La evoluciéon del sis-
tema quedard restringida a la interseccion de las superficies L1 y X, es decir sobre
L1 NX; =: Iy, Esta superficie tendrd una dimensiéon dim(Zi2) = 2N — M’ — K,
tomando en cuenta que hay M’ constricciones primarias independientes y K constriccio-
nes secundarias independientes (supondremos por simplicidad que no hay redundancia
en las constricciones secundarias).

A las constricciones secundarias también se le exigira consistencia sobre la superficie de
constricciones primarias, es decir:

b2 = (b2, Hol + w {2, d11 2 0. (56)

Ademés, tanto las constricciones primarias como secundarias deberan ser consistentes
sobre 1. Para poder expresar adecuadamente esto, serd conveniente modificar la no-
tacion usada en las constricciones hasta el momento. Se seguira haciendo distincién entre
las constricciones primarias y secundarias cuando sea conveniente, pero de no ser nece-
sario, agruparemos todas las constricciones halladas de modo que queden expresadas
como ¢ conk =1,..., M' M’ +1,...M’ + K, luego:

Lin

¢K:{¢K>HO}+uV{¢Ka¢V} 0 0. (57)

La comprobacion de la consistencia sobre la superficie £, no nos proporciona nuevas
constricciones, a lo més nos brindard informacién sobre los multiplicadores de Lagrange.
Por otra parte, en las relaciones de consistencia sobre la superficie X aplicadas a las
constricciones secundarias se hard uso de los casos analizados en la subsecciéon anterior.

13
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Si ocurre el Caso II hallaremos una tercera generaciéon de constricciones llamadas cons-

tricciones terciarias: ¢3 & 0, donde 1T < T < «, que definen la superficie de constricciones
terciarias X 3. Después aplicaremos las condiciones de consistencia sobre X1, X1, y asi
como la interseccion de las superficies X1, £, y £3, es decir 21 N X, N X3 1= L1q2n3°.
Esto puede arrojarnos constricciones cuaternarias o relaciones para los multiplicadores
de Lagrange.

No es usual hallar constricciones de generaciones posteriores (incluso cuaternarias), sin
embargo de existir pueden encontrarse mediante un proceso similar al descrito en los
parrafos anteriores. Dicho proceso se detiene cuando ya no arroja nuevas constricciones.

Al final hallaremos un ntimero finito | de constricciones. Una vez que se han encontrado
todas las constricciones que arroja el método aplicamos la condicién de consistencia
sobre la interseccién de todas las superficies de constricciones halladas, es decir sobre
L:=ZXnn , dondenes la altima generacion de constricciones. Asi mismo, podemos dejar
de hacer dlsthlon entre las generaciones de constricciones, por lo cual las denotaremos
como:

L
$p=0,conp=1,..,]J. (58)
Por otra parte, con las | constricciones se construira la matriz:

{d1, P} {d1, b2} ... {P1, by}

W) = (b oa]) = {d)z,:cb]} {(bz,:(bz} {Cbz,:d)]} . (59)

(b, 01 (B d2) .en gy dy)

Supondremos que la matriz W tiene un rango constante sobre la superficie, en una sec-
cién posterior se verd por qué esta propiedad es necesaria.

\%%

Restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange

A partir de las condiciones de consistencia sobre todas las constricciones halladas (depen-
diendo de los casos I, I, Il y IV), podemos obtener restricciones sobre los multiplicadores de
Lagrange. Para esto consideramos:

{dvy Ho} + 1y, b1} = 0, (60)

como un sistema de ] ecuaciones lineales no homogeneas con R < ] multiplicadores ut
desconocidos con coeficientes que son funciones de q' y p;. Estas ecuaciones deben tener
soluciones, de otro modo el sistema de ecuaciones descrito por la Lagragiana del sistema
fisico seria inconsistente.

La solucién general de estas ecuaciones es de la forma:

ut E UMV (61)

Este paso se realiza por completez, ya que es necesario que las constricciones sean consistentes también
en estas intersecciones, sin embargo es la condicion de consistencia en L7 la que usualmente proporciona
nuevas constricciones.

14
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donde U" es una solucién particular del sistema de ecuaciones no homogéneo (60) y V*
la solucion general del sistema de ecuaciones homogéneo asociado:

b
Vb, ) = 0. (62)
Notemos que la solucién mds general de (60) es una combinacién lineal de soluciones
linealmente independientes V}, por lo tanto la ecuacion (61) se puede escribir como:

pX
wt E UM eV, (63)

en términos de los coeficientes v¢, los cuales son arbitarios en el espacio fase. Con es-
to tendremos una parte de los multiplicadores que serd arbitraria (vV{) y otra que si
podemos determinar (U").

Caso reducible y caso irreducible

Si las constricciones ¢7 = no son independientes, diremos son reducibles (o redundantes
J

y al caso en que estas aparecen le llamaremos caso reducible. Por el contrario, si todas las

constricciones son independientes, diremos que éste es el caso irreducible.

Ignorando las constricciones dependientes no perderemos informacién, por lo que pode-
mos suponer que siempre existe un caso localmente irreducible sin embargo, la separaciéon
de constricciones en dependientes e independientes podria resultar complicada de reali-
zar.

Los ejemplos que se desarrollan en el siguiente capitulo son irreducibles, sin embargo en
teorias de campo, por ejemplo en las teorias BF si encontramos el caso reductible.

Hamiltoniano H’

El hamiltoniano total se podréd expresar de una nueva forma:

Hr = Ho+u"d)
= Ho+ (U* +v*VE) ),
1 1
= Ho+ U d, +VvIVED,,. (64)

El Hamiltoniano H’ serd definido como:
H' == Ho + U, (65)

es decir, aquella parte del Hamiltoniano total que tiene los multiplicadores de Lagrange
que estan determinados. De este modo:

Hr = H' +v2d}, (66)

donde ¢} := Vid].
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Funciones de Primera Clase y de Segunda Clase

Una funcién F(ql,p;) de primera clase serd aquella cuyos paréntesis de Poisson con las |
constricciones halladas sean débilmente cero®, es decir:

z
{F, dut 20, donde u=1,...,J. (67)
En contraste, una funcién F(qt, p;) sera de segqunda clase si al menos uno de los paréntesis

de Poisson de la funcién con alguna de las contricciones halladas no es débilmente cero.

Una propiedad de esta definicion es que el paréntesis de Poisson entre dos funciones de
primera clase, es también de primera clase, esto se demuestra como sigue. Sean F y G
dos constricciones de primera clase, entonces:

{Fad)u} - fﬁ(bu»
{G, du} ga P, (68)

y usando de la identidad de Jacobi:

{{F) G}) (bu} = {F>{G) d)u}} - {G>{F) q)u}}
= {F> fg(bu}_{G»gﬁ‘bu}
— {F> fg}d)u + fE{E cbu}

—[G, gtby — gMG, by} 2 0. (69)

En la pentltima igualdad hay que notar que ya sabemos que F y G son de primera clase

o - b 1
y que hay términos en los que las constricciones ¢, = 0 aparecen multiplicando, por lo
que tales términos son débilmente cero.

Se puede demostrar que H’ es de primera clase, como se ve enseguida:

0 2 (¢, Hol+ 1 {dby, 1}
= {dyu, Hot + Wby, &)+ V¥{by, ¢l)
2 (¢ Hol + W by, d1}
= {du, Hot +{dp, WL} —{dy, UVId]
I

{dy, Hot +{dy, W1}
{dy, H}. (70)

En la primera igualdad de la ecuacién (70), comenzamos con la ecuacién (60), tomamos
en cuenta la igualdad (61), luego hacemos uso de la ecuacion (62), después usamos la
propiedad del producto de los paréntesis de Poisson, posteriomente la propiedad de
linealidad de éstos y finalmente la definicién de H'.

Si la igualdad es fuertemente cero con respecto a todas las constricciones también se considera de primera
clase.
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Constricciones de primera y segunda clase

Las constricciones son funciones a las que podemos aplicar la definiciéon de funciones de
primera y de segunda clase, de la cual se habl6 en la secciéon anterior. Se dird entonces
que una constriccién es de primera clase si todos los paréntesis Poisson de tal constricciéon
con ella misma y con el resto de las constricciones halladas son débilmente cero, es decir:

La constriccion &; es de primera clase si y sélo si

(b, b} 20, paratodov =1,...], (71)

Yy la denotaremos como .

Una constriccién es de segunda clase si al menos uno de sus paréntesis de Poisson con
alguna de las constricciones halladas es débilmente distinto de cero, es decir:

La constriccion &; es de sequnda clase si y sélo si

B
dve{l,..,]}, tal que{di, oy} # 0, (72)

Yy la denotaremos como X «.

Separacion de constricciones de primera clase y de sequnda clase

Como ya habifamos mencionado, es necesario exigir que W tenga rango p(W) constante
sobre X;. Esto se debe a que el rango estd asociado al nimero de constricciones de
primera clase que ha arrojado el método, si p(W) no fuese constante tampoco la cantidad
de constriciones de primera clase (ni de segunda clase) lo seria.

Recordemos la definiciéon de la matriz W:

W = ({d)u) (bv})) (73)

vemos que sus entradas se conforman por todos los paréntesis de Poisson entre la tota-
lidad de las constricciones halladas. Cuando aparezcan constricciones de segunda clase
algunas de las entradas de la matriz no se anularan en la superficie de constricciones X;.
Sin embargo, esta separacion de constricciones no siempre es inmediata, enseguida se
verd una manera de realizar tal separacion.

Mediante el siguiente teorema tendremos una forma de separar adecuadamente las cons-
tricciones.

. > . .. .
Teorema 4. Si det(W,,y) =1 0 entonces existe al menos una constriccion de primera clase ¢-.

., . z ..
Demostracién. Si det(W) 2 0, podemos encontrar al menos un vector no trivial x con

I s .
componentes x* para los cuales x*W,,, 2 0 6 x*{¢,,, b} = 0. Por otra parte, el paréntesis

de Poisson de la constriccion x*¢,, con todas las otras constriciones y ella misma es:

X"y, by} = (X, byIdby + Xy, By} 2 0. (74)

. L. 1o: X L. s
El primer término es débilmente cero pues ¢, = 0 y el segundo término es débilmente
cero por hipétesis. Por lo tanto x*¢,, es de primera clase. O
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Vemos entonces que redefiniendo las constricciones ¢, uno puede usar la constriccion
x"d,, como constriccion de primera clase de una superficie de constricciones equivalente.
Como v* estd en el nicleo de W, al encontrar la base de este niicleo podremos deter-
minar una o mds constricciones de primera clase, de hecho, tendremos tantas como la
dimensién del niicleo de W. De esta manera podremos expresar a las constricciones de
primera clase como:

Yo =xbd, donde a=1,..,v(W)yu=1,.,]. (75)

Teorema 5. Si hay v(W) < ] constricciones de primera clase, entonces existen p(W) constriccio-
nes de segunda clase ¢,

Demostraciéon. Dado que W es una matriz cuadrada | x J, v(W) + p(W) = J, con v(W)
y (W) la nulidad y el rango de la matriz W respectivamente. Sabemos que hay ] cons-
tricciones, entonces si no todas las constricciones son de primera clase, tendremos un
numero par de constricciones secundarias. Tenemos que v(W) < ], es decir | — v(W) > 2,
de aqui que, p(W) > 2, entonces existe una base de la imagen de W con al menos un
elemento.

Considérese 3 una base de la imagen de W, que denotamos como Im(W), entonces:
B ={y,} CImW)={y:y = Wz} donde a = 1,..., p(W).

Por otro lado, supongamos que Wy 2 0 entonces Y, € nucl(W), pero nucl(W)N

5

Im(W) = {0}, en consecuencia y,, b 0 lo que es una contradiccion pues 0 ¢ f.

1 1
Por lo tanto Wy, # 0, que escrito en términos de sus componentes es y*{¢p,, ¢y} # 0

para algan v € {1,...,J}.

Ahora, el paréntesis de Poisson de la combinacién lineal de constricciones y*¢,,, donde
y* son las componentes de algtin vector en (3, con todas las otras constriciones y ella
misma es:

X
{Uud)u» oy =1{y", d)v}cbu + Uu{d)u» ¢} # 0. (76)

el primer término de la primera igualdad es débilmente cero, pues ¢, = 0 sin embar-

z
go, para algin v € {1,..,,J} se cumplira que y*{dy, dv} 7; 0. Por lo tanto habra p(W)
constricciones de segunda clase y*,,. O

A partir de la demostraciéon del Teorema 5 podemos decir que redefiniendo ¢, uno
puede usar la constriccién y* ¢, como constriccién de segunda clase de una superficie de
constricciones equivalente. Como y* estd en la base de la imagen de W hallaremos p(W)
constricciones de seguda clase. Asi podremos expresar a las constricciones de segunda
clase como:

Xo = yttccbu donde o =1,...,p(W) yu= [Py (77)

18



1.14 CONSTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

Una vez separadas las constricciones, la matriz formada por los paréntesis de Poisson de
las constricciones de primera y segunda clase W' es:

W=

{y1,v1} {Y1,Y(g-w) } {y1,x1} (Y1, Xw}
{y2,v1} {v2vg-w } {y2,x1} {v2, Xw}
{Yg-wpy1} Yo yg-wt {vg-wexat o {vgowxw}
{x1,v1} X1, vg-w } {x1,x1} {x1, xw}
{X(w—l)ﬂ/]} T {X(wq)n/(yw)} {X(wq)ﬁm} e {X(w4)>xw}
{Xw»> Y1} {Xw> Y(j-w) } {xw» X1} {Xws X}

donde w es el rango de la matriz W, ] es el niimero total de constricciones y

(Cap) = (X X1,

y (78)

(79)

es una matriz antisimétrica e invertible. La matriz (Cyp) debe ser de dimensién par, pues
al ser antisimétrica, si su dimensién fuese impar su determinante seria cero y no seria

invertible”.

El acomodo de las constricciones para W’ es de la siguiente manera:

Ya X«

Yo (O 0 )
xp \0 (Cpa)

(81)

De esta forma hemos logrado separar las constricciones de primera y segunda clase.

Enlistamos algunos hechos que podemos afirmar sobre las constricciones de primera y

de segunda clase. Sean a y a.? las entradas constantes de dos matrices cuadradas, tales

que det(al) #0 y det(aoﬁ) # 0, se cumple que:

1. Ninguna combinacién lineal de constricciones de segunda clase es de primera clase,

es decir que x,, = a(xﬁxﬁ son de segunda clase.

2. Cualquer combinacién lineal de constricciones de primera clase es de primera clase,

esto es que v/, = ayyp son de primera clase.

3. Cualquier combinacién lineal que de como resultado una constriccién de segunda
clase debe tener al menos una componente de segunda clase, lo cual se puede

p

expresar como X, = 0y Xp + aVq, es de segunda clase.

7 Esto se demuestra en seguida. Sea A una matriz antisimétrica y n € IN:

det(A) = det(A")
= det(—A) (por antisimétria) (80)
= (=1)"det(A)
= —det(A) (sin es impar)
= 2det(A) = 0,
= det(A) = O.

Por lo tanto A no es invertible.
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4. Si sumamos una combinacion de los productos de pares de constriciones de segun-
da clase a cualquier constricciéon de primera clase, tendremos como resultado una
constriccion de primera clase, dicho de otra forma vy, = vq + tﬁ‘ﬁxaxﬁ es de primera
clase.

Es féacil ver que estas afirmaciones son ciertas realizando los parentesis de Poisson con
todas las constricciones de primera y segunda clase. A partir de ellas podemos ver que la
separacién de constricciones (81) no es tnica, sino que se preserva bajo las redefiniciones:

Ya = alY¥by Xa = aPxp + aVa, (82)

con det(al) # 0 y det(af ) # 0.Y también podemos agregar cuadrados de constricciones
de segunda clase sin cambiar la propiedad de primera clase:

Ya = Ya+ thXaXB' (83)

Superficie de constricciones de primera clase X, y superficie de constric-
ciones de segunda clase X,

Introducimos dos nuevas superficies de constricciones que toman en cuenta la clasifica-
cién de constricciones en primera y segunda clase. Definimos a la superficie de constric-
ciones de primera clase £, (que se encuentra en el espacio fase) como la interseccion de
hipersuperficies en las que las constricciones de primera clase se encuentran determina-
das.

De manera semejante, la superficie de constricciones de segunda clase L (que también
se encuentra en el espacio fase) se define como la interseccién de hipersuperficies en las
que las constricciones de segunda clase estdn determinadas.

Transformaciones de norma

En la ecuaciéon (66) podemos ver que habrd multiplicadores de Lagrange v® en el Hamil-
toniano total que estdn indeterminados, de hecho habrd tantos de ellos como constric-
ciones primarias de primera clase ¢4. Esto nos dice que tendremos multiplicadores de
Lagrange arbitrarios en las ecuaciones de movimiento y sus soluciones, por lo que no
podremos determinar de manera tnica las variables (q(t),p(t)) con los valores iniciales
dados (q(0),p(0)). Sin embargo, el estado fisico estd completamente determinado por los
valores iniciales, entonces tendremos un conjunto de variables canénicas representado un
mismo estado fisico. Es necesario definir qué conjunto de (q',p;) corresponden al mismo
estado fisico.

Tomemos a las variables canénicas al tiempo t; y consideremos t; = t; + 6t, donde &t es
un intervalo pequefio de tiempo. Sea F(t) una variable dindmica que podemos expresar
como:

F(t) = F(ty) + %F(to)(t —ty) + %?(to)(t — 1)+ %F(g)(to)(t —t5)° +...

= F(to) + Fto)(8t) + %FB) (to)(8t)% + ]gif(to)(ét)3 + ...
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donde 6t =t —ty.

Luego, queddndonos en primer orden:

F(t) = F(to) + F(to)(5t)
S F(ty) + {F, Hy)ot
= Flto) + ({F, H'} +{F,vedp L))ot
= F(to) + ({(F, H}+{F,vidlL +v{F dihst
= Flto) + ({F, H} +v{F,vadbL)). (84)

Considerando que otra evolucién de F’ solo difiere de F por los coeficientes v®’s que
denotaremos como v® para F y v/ para F/, tenemos que:

F(to) —F'(to) = ©oF
= F(to) + ({F, H'} +vo{F, ¢}t
—F(to) — ({F,H} +v"*{F, o115t
= St(v*—V'YF, !}
= e dl) (85)

donde e(qt, pi, t) := 5t(v® — V'), el cual es un ntmero pequefio y arbitrario. Llegamos a
la conclusién de todas las constricciones primarias de primera clase generan transforma-
ciones no fisicas, a las que denonimanos transformaciones de norma, las cuales no cambian
el estado fisico del sistema.

Una afirmacién importante es que el paréntesis de Poisson de dos constricciones prima-
rias de primera clase también genera transformaciones de norma®, es decir:

SF = e n°{F{da, Pv}} + O(e?) + O(n?). (86)

Como ¢4 y ¢p son de primera clase, los paréntesis de Poisson {¢q, $p} son fuertemente
iguales a una combinacién lineal de constricciones de primera clase. Se puede esperar que
tal combinacién lineal incluya constricciones de primera clase de generaciones superiores
a las primarias. En consecuencia las constricciones secundarias, terciarias, etc. de primera
clase generan transformaciones de norma. Esto no nos permite concluir que todas las
constricciones de primera clase (de todas las generaciones) generan transformaciones
de norma, sin embargo, Dirac supuso que ésto si ocurria, a lo cual se le conoce como
conjetura de Dirac. En este trabajo tomaremos como vélida esta conjetura.

Paréntesis de Dirac

Como hemos visto todas las constricciones de primera clase dan lugar a las transformacio-
nes de norma, las constricciones de segunda clase, por su parte, no generan transforma-
ciones con ningutn significado fisico. Sin embargo, con las segundas podemos construir
el paréntesis de Dirac al cual definimos como:

{Fa G}D = {Fa G} - {F> ch}C(xﬁ{XB) G}) (87)

8 Esto se puede demostrar aplicando 4 veces de manera sucesiva una transformacién de norma sobre F,
despreciando O(e™) y O(n™), paran > 2.
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donde C*P son las entradas de la matriz inversa de (C ), la cual como ya se dijo antes
es invertible.

Por la forma en que esta definido el paréntesis de Dirac éste hereda de las propiedades
de linealidad, antisimetria, regla del producto e identidad de Jacobi del paréntesis de
Poisson, es decir:

{F, G + BR}p = «{F, G}p + B{F, R}p, (Linealidad)
{F, Glp = —{G, Flp, (Antisimetria) (88)
{F, GR}p = {F, G}pR + G{F Rp, (Regla del producto)
{F, G}p, Rlp +{{R, F}p, G} + {{G, R}p, F}p = 0. (Identidad de Jacobi)
Ademas, el paréntesis de Dirac también cumple con lo siguiente:
{xw,FIp = 0, para cualquier F. (89)
{F,G}p L {F, G}, para G de primera clase y F arbitrario. (90)
{R,{F, Glp}p z {R,{F, G}}, para Fy G de primera clase y R arbitrario. (91)

Usando la propiedad (90) podemos ver que la ecuacién (85) se puede expresar como:
px
Flto) — F'(to) = e*{F, bo)o.

Adicionalmente, el paréntesis de Dirac cumple con esta caracteristica:
{F,F}p =0 para cualquier funcién, (92)
la cual es una consecuencia de la propiedad de antisimetria y se demuestra enseguida:

{FFlp = —{KFhp,
={KFp+{KFp = 0,
=2{KFFp = 0
~A{KRFlp = 0. (93)

En los paréntesis de Dirac la informacién relacionada con las constricciones de segunda
clase ya estd incorporada, no ocurriendo asi con los paréntesis de Poisson. Las ecuaciones
de la teoria en lo subsecuente estardn formuladas en términos de los paréntesis de Dirac
y cuando trabajemos con ellos podremos fijar las constricciones de segunda clase como
fuertemente cero antes de evaluar a este paréntesis modificado.

Hamiltoniano extendido Hg y principio de accion extendido

St
Hasta ahora hemos considerado la evolucion generada por Hr, en la cual s6lo tendremos
tantas transformaciones de norma como constricciones primarias de primera clase. Este

Hamiltoniano no incluye la informacién de las constricciones de generaciones posteriores
a la primaria ni la clasificacién de primera y segunda clase. Debido a que la evolucién
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mas general posible tiene que admitir las transformaciones de norma generadas por
todas las constricciones de primera clase, es necesario definir el Hamiltoniano extendido:

He == Ho + Wy, (94)

donde la suma corre sobre todas las constricciones halladas en el método antes del pro-
ceso de separacion de constricciones.

Sabemos que la clasificacién de constricciones de primera y segunda clase es importante
(pues las constricciones de primera clase estan relacionadas con las transformaciones de
norma y las constricciones de segunda clase nos permiten construir los paréntesis de
Dirac), por lo que es conveniente expresar Hg tomandola en cuenta, es decir:

He == Hp + V/a'Ya + u/I(X)(ou (95)

donde v/ y u”*9. son los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las constric-
ciones de primera y segunda clase respectivamente.

Los multiplicadores v/ no estdn determinados a diferencia de los multiplicadores u”*
para los que podemos encontrar una expresion analizando para las constricciones de
segunda clase la condicién de consistencia sobre la interseccién de todas las superficies
de constricciones:

> .
0 = X« ={Xa He}

= {Xo, Ho+V"Pvp +u"Pxp}

™

X Hot + (X V0¥ + X, P X}
Xy Hot V"2 {xa Yo b + {Xao VO Yo + 1P {xa Xp )+ X WP Ixp
{Xoc» Ho} + u//B{Xoo X(x}- (96)

Ahora para despejar u”P hay que recordar que (Cyp) = ({Xar Xp}), ya que esta matriz es
invertible existe una matriz (C*P) tal que:

C*PCpy = 85

™

De este modo, a partir de la ecuacién (96) tenemos que:
b
U«”BC(XB = —{Xa, Holy
entonces,

WP Cop = u"Ps) = —C"{xa, Hol

w £ CY%{yy, Hol.

Finalmente, sabemos que la matriz (C,g) es antisimétrica por lo que su inversa también
lo es, entonces C*¥ = —CY%, por lo tanto:

)N
u/’Y = COW{X(X) H0}> (97)

que es la expresion que estabamos buscando.

Los apostrofes utilizados en estos multiplicadores s6lo se usan para indicar que éstos no son los mismos
que los usandos antes de la separacién de constricciones, es decir, ut* No se debe confundir con la notacién
de Lagrange para derivadas, la cual no usamos en esta tesis.
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El Hamiltoniano de primera clase H

Como vimos antes, el Hamiltoniano total puede escribirse como Hy = H' + vacbll, donde
H’ es un Hamiltoniano de primera clase que por definicion sélo incluye a las constriccio-
nes primarias de segunda clase. Ahora definiremos un nuevo Hamiltoniano de primera
clase que tome en cuenta las constricciones de segunda clase de todas las generaciones,
al cual denotaremos como H y que esta dado por:

H := Ho + A%Xa. (98)

Al igual que expresamos Hrt en términos de H’ buscaremos una forma de poder escribir
He en relacién a H. Partimos de la ecuacion He := Hp + v/%yq + u”%x« y agregamos
del lado derecho de la ecuacién los términos A%y, — A%x« = 0, es decir:

He = Ho+v"%va+u""Xa+ Ao — A0
= Ho+A"a+v"%a+ (1" = A%)xa. (99)

En la dltima expresion ya se encuentra presente H, por lo que, definiendo u’* := u'"'* —

A% podemos escribir el hamiltoniano extendido de la siguiente manera:
He = H+v"%yq +u'a, (100)

como deseabamos.

Asimismo, podemos determinar el valor de u’* aplicando la condicién de consistencia a
las constricciones de segunda clase, igual que lo hicimos con u”’%, es decir:

0o L

Xo = {Xa, He}

{Xoy H+V"%yq +u'Pxp}

{Xao H} + {Xa, V¥ a} + (X, u'P x5}

{Xo» H} 9" X0, Ya) + (X, Vv + 0P {Xa, xp} + {xer P Ixp
uP{xa, xp}

u'PCyp, (101)

(1™

como se dijo antes (Cp) es invertible, por lo que podemos despejar u’P:
0=0-C"ZuPCreCop =u'Ps) =u,

. - z
ademds, recordando como hemos definido 1.’ encontramos que 0 = u”’* — A%, enton-
ces:

no X A%

u (102)

Tomando en cuenta esta igualdad, podemos escribir la ecuacién (97) de la siguiente for-
ma: c
A= COW{XYa HO}> (103)

lo cual resulta conveniente al llevar a cabo el algoritmo de Dirac.
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Por otra parte como hemos dicho H es un Hamiltoniano de primera clase, esto se ve
enseguida. Sean ¢, todas las constricciones de primera y segunda clase, por completez
les exigimos cumplir la condicién de consistencia en L1, por lo que podemos escribir:

0 2 G ={dw Hol + v/, Ya) + 1" Dy, Xa}
2 Py, Hot + 1" (P, Xod)
= {(bu»HO}+{¢u>u//“Xa}_{d)uau//“}Xa

1

{d)u> Ho} + {d)u» u//“Xa}
{d)u)H}) (104)

con lo que queda comprobada nuestra afirmacion.

Principio de accion extendido y transformaciones de norma

Ahora que hemos definido el Hamiltoniano extendido podemos escribir el principio de
accion extendido como:

. ty .
SE[ql’pi»v/a»u/(x] - J (qlpi_HE)dt
t
6
= J (q'pi —H—v % ¢ —u'*x4)dt, (105)
to

a través del cual podemos hallar las ecuaciones de movimiento haciendo uso del principio
variacional.

Por otra parte, el principio de acciéon extendido es invariante ante las transformaciones
de norma de las variables p;, q', v/® y u’®. Las transformaciones para las primeras dos
variables estan dadas por:

SF=TF—F = e“{F,va}, (106)

donde los paramétros de norma ¢¢, para este caso en particular, s6lo dependen del
tiempo. Ademads, para que se cumpla la invarianza, las transformaciones de norma de
los multiplicadores de Lagrange deben estar dadas por:

Sv/¢ = &% 4P CLo +u/*ePC, — Ve, (107)

su'® = VICECTISCBXG_sbv{;‘BXB_}_u/BEbC%B_ (108)

¢

Los coeficientes que acompafian los términos en las ecuaciones (107) y (108) provienen
del 4lgebra de las constricciones de primera, segunda clase y H, la cual es:

Yay Yo} = Cohve + Txaxsp,

Yo, Xa) = Cg(be"‘CEaXB»

{H,va} = Vvo+ VEPxaxs,

{H,xa} = V&ve+ VExs, (109)

en el primer y tercer paréntesis pueden aparecer términos cuadraticos de constricciones
de segunda clase debido a que, como ya se dijo, tanto H como y, son de primera clase.
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Por otro lado, hay que mencionar que S¢ puede ser totalmente invariante ante trans-
formaciones de norma, es decir 5:Sg = S£[q' + 8cql, pi + 8epi, VIO + 8ev/d u/* +
Seu'*] — Selqt, pi, v/, u'*] = 0, o bien ser invariante médulo un término de frontera,
estoes 8:Sg = S¢[qt+8cqt, pi+8epi, VO + 8V WX+ 8 .u'* —Selqt, pi, v/, u'Y]
M (t), donde M esta dado por:

0
M) = et (G- va ) (110)
1

de esta forma, expresaremos la variaciéon de la accién como 6Sg = M (t;) — M(to).

Conteo de grados de libertad

Para realizar el conteo de grados de libertad partirmos de la dimensiéon del espacio
fase, que estd dada por 2N, que es la cantidad de variables canénicas (q', p;i), a éste
debemos restarle el ntiimero total de constricciones arrojadas por el algoritmo. Debido a
la redundancia que existe en los estados asociados por las transformaciones de norma, es
necesario sustraer una segunda vez a las constricciones de primera clase'’, esta operaciéon
nos brinda como resultado el doble del namero de grados de libertad. Lo anteriormente
dicho se expresa mediante la siguiente ecuacion:

) Numero de grados \ Ntmero total de
x de libertad ~\ variables canénicas

B ( Numero original de ) (111)

constricciones de segunda clase

I Ntmero de constricciones
de primera clase

Ahora, denotando el namero de grados fisicos como 1, al ntiimero de constriciones de
segunda clase originales como ( y al namero total de constricciones de primera clase
como & podemos escribir la ecuacién anterior como:

n=5[2N-2C-¢&]. (112)

N —

10 Esta doble substraccion se debe a lo que se conoce como fijacién de norma, una revisién detallada de este
concepto puede encontrase en [8, pags: 27-28]
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Parte Il

Resultados: Algoritmo de Dirac para
sistemas singulares con un término de
frontera

27






En la Parte I de esta tesis se llevé a cabo la revisiéon del algortimo de Dirac, en esta
segunda parte nosotros analizaremos qué cambios ocurren en el desarrollo de este algo-
ritmo al agregar distintos términos de frontera a Lagrangianos que describen sistemas
singulares. Como sabemos, sumar la derivada total respecto al tiempo de una funcién
arbitraria de las coordenadas y el tiempo a un Lagrangiano no cambia sus ecuaciones
de movimiento. Para sistemas regulares agregar este término de frontera no cambia la
dindmica del sistema. Buscamos saber si algo semejante ocurre para sistemas singula-
res, es decir, saber si cualquier término de frontera que le sea agregado al Lagrangiano
de un sistema singular no modificard las constricciones de primera y segunda clase, el
numero de grados de libertad, las tranformaciones de norma (y en consencuencia sus
simetrias de norma), etc. Para ello, en el segundo capitulo presentamos el Sistema A
que corresponde al Lagrangiano L(q%, q') = q'g® + q?q3, mientras que en el capitu-
lo tres nos centramos en el estudio del Sistema B que es descrito por el Lagrangiano
Lia% ") = (4" +4%)a’ + 3(4%)%

Ambos capitulos cuentan con cuatro secciones en las que analizamos cuatro casos distin-
tos:

caso 0. Aqui se aplica el algoritmo de Dirac al Lagrangiano sin agregar ningtin término
de frontera. Esto nos ayudard a ver las similitudes y diferencias que existen entre
los casos con términos de frontera y sin ellos.

cAso 1. Agregamos la derivada total de una funcién que depende sélo de las coorde-
nadas, este caso permite ver con claridad las diferencias y similitudes que hay en
relacion al Caso 0. Es el mds simple y el que usualmente se presenta en teorias de
campo.

cAso 2. Este es un paso intermedio, aqui sumamos al Lagrangiano una derivada total
con respecto al tiempo de una funcién que depende no sélo de las coordenadas,
sino también del tiempo: & (Fi(q') + F2(t)).

cAso 3. En este ultimo caso el término de frontera es, en pricipio, completamente arbi-
trario. En él analizamos los cambios debidos a esta arbitrariedad.

Desarollamos estos casos para saber qué términos de frontera conservardn la dindmica
del sistema singular original, ya que, por ejemplo en teoria de campos, como se menciona
en la introduccién, los sistemas que surgen generalmente son singulares y en muchos
casos es necesario emplear términos de frontera.
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Z SISTEMA A: L(q%, %) = 143 + q%q?

Caso 0: Sin término de frontera

Consideremos el Lagrangiano L(ql, g*) = ¢'¢® + q%q> cuyo principio de accién es:

. 4 . t
&mwmwunzj u¢n%ﬂﬁ:j [4'a* + g”q’ldt, (113)
to to
coni=1,23.
La variacién de esta accion es:
) ) rt
8Silat(t), a'(t)] = | 8la'a* +q*q’ldt

Jto
rtq
Jt
f"f] d d
-3 1 - 1 3 35,2 2¢.3
= —d —d o o t
ks [Cl dtq+q dtq+q q-+q q}d
rtq
= | [-6°q" +q°8¢° +(q” — 4")5q°]dt

Jto

t
d 13, 301
-+‘[ glatsa sl at

to

t
= J [~4°5q" + ¢°5q” + (¢° — 4')5q’]dt
t

0

+(q'8q> + ¢%5q")

tH
W (114)

y haciendo uso del principio de minima accién 8S; = 0, lo cual debe cumplirse para
. : Tt . .
cualquier 8q" con 0q'[;} = 0, obtenemos las ecuaciones de movimiento:

éq] : _q3 =0,
6qz . q3 - O)
5> : q*=4q'. (115)

31



sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

Ahora calculamos los momentos a partir de la ecuacién (1), estos son:

oL 3
p1 o= a—(.]]:qa (116)
oL
P2 = a—qz:O> (117)
oL r
p3 = a_quq' (118)
De la ecuacién (4), la matriz Hessiana esta dada por:
0 0 1
(Hy)=10 0 0 |, (119)
100

por lo que det (Hy) = 0. Ahora, dado que N = 3 y p(H;;) = 2, de la ecuacién (7)
obtenemos que M’ = 1, es decir s6lo hallaremos una constriccién primaria independiente,
por consiguiente dim(X;) = 5 (ver la ecuacién (8)). Esta constricciéon que proviene del
momento (117) es:

pX
b1 :=p2 = 0. (120)

Ya que hemos obtenido nuestra constriccién primaria podemos calcular la matriz Jaco-
biana:
T(oh) = (3 gi S el i o)
oq"  9g® 9q> O9p1  Op2 Op3
= (000010). (121)
Debido a que p (] (d)D) = 1 es constante sobre toda la superficie de constricciones pri-

marias X1 se cumple la condicién de regularidad, por lo que podemos continuar con el
procedimiento.

Siguiendo con el algoritmo determinamos el Hamiltoniano canénico mediante la ecua-
cion (15):
Ho = a'pi+a@’pr+¢’ps—a'a’ — g’
= 4'a*+¢*(0) +psp1 —4'¢’ — ¢’
= psp1—q°¢’, (122)
donde hemos usado la definicién de momento para eliminar las velocidades, de modo
que Hp queda en términos de los momentos y las coordenadas canénicas. Asi, a partir de
la ecuacioén (17) el Hamiltoniano candnico total esta dado por:
Hr = p3p1—q*q® +u' o
= p3p1—q°¢’ +ulp. (123)
Nosotros podriamos hallar las ecuaciones de movimiento mediante las ecuaciones (31) y
(32) o bien a través de la accién total, para este sistema lo haremos mediante la segunda

forma. Partimos de St:
t

Stlq,piy ]l = J [qtps — Hyldt
to
t
= J [d'p1 + a*p2 + ¢°p3s — P3p1 + q°q° —u'paldt. (124)

to
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2.1 CASO 0: SIN TERMINO DE FRONTERA

Variamos esta accién y obtenemos que:

. rt
8Stlqh, pi,utl = | 8lg'p1+4*pa+a°ps —psp1 +4°q° —u'paldt

Jto

r-t-l

= [p15g" +q'8p1 +p284” + 4*5p2 +p3da” + 4>5p3
Jto

—p1dp3 —p3dp1 + q36q2 + qZZSq3 —pzZSu1 —u! opoldt
rty

= [p15q" + (q°> —p2)8q* + (q

Jto

+(g% —u")8p2 + (47 —p1)8ps —padulldt

2 —p3)8q% + (—p3 +¢")opy

dt

t
d
+J [(P15q1+P25q2+P35q3) dt
to

t
= J [=p18q" + (q® —P2)89% + (g2 —P3)59° + (—p3 + ¢')op1
to

+(g2 —u)dp2 + (4> —p1)0p3 —p2ou'ldt
+ (p18q" +p259% +p38q?)],. . (125)

De forma analoga al caso anterior, usamos el principio de minima accién y obtenemos las siguien-
tes ecuaciones de movimiento:

q e P3,
@ 2,
g° & P1,
p1 2o
P2 e q’
ps = dh (126)

y que p2 z 0, algo que ya sabiamos de la definicién de momento.

Para continuar con el procedimiento aplicamos la condicién de consistencia a la constriccion
primaria que hallamos:

b} = (@1, Ho} + 1 {0}, 01} = p2,p3p1 — 42} +u' (0) = ¢* 2 0.

Asi, hemos obtenido una constriccién secundaria ¢ = q> = 0 a la que también aplicamos la
condiciéon de consistencia sobre la superficie X1:

: b
b1 = {97, Ho} +u' {07, 01} = {a°, p3p1 — a* ¢’} +u'{a’, p2} =p1 2 0,
asi como en la intereseccién de superficies L1nq;:

o1 = (@h Hol+u' (o, o) +u(od, o)
= {@%pap1 — a2+ u g, pad+ud(0) = py 20,

. o z
por lo que hemos hallado una constriccién terciaria ¢p3 =p; = 0.
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A la dltima constriccion hallada también le aplicamos la condicién de consistencia en Z:

d)? :{¢?>HO}+LL1{¢?)¢}} :{php?)p] - q2q3}+u1{p1ap2} é 0)

sobre X1n32:

&7 = (03, Hol + w103, 01} + w203, 03} = (p1,pap1 — a2} +ulpr,pa) +w(pa, 7)) E2 O,

Y1n2m3,

y en
i3 3 T3 41 2743 42 3r43 431 Z102n3
¢7 = {p7, Ho} +u {d7, o1} +u{d7, 7} +w’{d7, b7} =" 0.
Esto dltimo no nos ofrece informacién nueva, ni constricciones cuaternarias. En total hemos ha-
llado tres constricciones que enlistamos a continuacién:

b1 = p2 & 0,
b3 = pi =, (127)

Ahora determinamos los multiplicadores de Lagrange, primero encontramos la solucién particu-
lar del sistema de ecuaciones (60):

{¢1,Ho} + U b1, 01} = {p2,p3p1 — g} +U'(0) = ¢* +U'(0) 20,
{2, Hol + U2, 1} = {q°,p3p1 —q?q> 1+ U {q?, p2} = p1 + U (0)
{$3, Hot + U {3, 1} = {p1,p3p1 —q*q’}+ U {py,pat =0+ U'(0) =

o,

0,

y encontramos la soluciéon general del sistema de ecuaciones homogéneo asociado:

Vipn,el) = V)0
Vips, ¢} = V'(0) 20,
Vi, d]) = V() Zo.

Esto nos dice que u! estd indeterminado por lo que, de la ecuacién (65):
Hr:=Ho+u'¢j = (p3p1 —q?q°) +u'pa = H' +u'py, (128)

de lo cual se sigue que H’ = Hp. Demostraremos posteriormente que H’ es de primera clase.

Continuando con el procedimiento, es necesario calcular la matriz W usando la ecuacién (59):

0 00
w=|00 0|, (129)
0 00

por la forma de W podemos ver que todas las constricciones encontradas son de primera clase,
una consecuencia de esto es que no habra paréntesis de Dirac para este Lagrangiano.

Enlistamos las constricciones de primera clase:

Y1 =p2 =
s
Y2 = q3 = O)
s
y3=p1 = 0. (130)

34



2.1 CASO 0: SIN TERMINO DE FRONTERA

El proceso de separacién de constricciones puede causar que las constricciones de primera y
segunda clase que se obtengan no sean las exactamente las constricciones ¢,, encontradas inicial-
mente sino una combinacién lineal de ellas. Como podemos ver en este ejemplo no ha sido asi,
sin embargo para mostrar que H’ es de primera clase hemos esperado hasta ahora, pues los pa-
réntesis de Poisson se deben realizar con las constricciones de primera y segunda clase halladas.
Ahora que las hemos encontrado podemos calcular:
b
{H',v1} = {psp1—a’q*,p2} =—¢° = =2 =0,
L
H\v2) = {psp1—a’a® q*) = —p1 = —v3 =0,
{H',vs} = {psp1—a’a’p2} =0, (131)

por lo tanto, tal como esperabamos H' es de primera clase.

Por otro lado, para poder construir el principio de accién extendido es necesario conocer primero
al Hamiltoniano extendido, el cual hallamos a partir de la ecuacién (100), de este modo Hg = H+
V8 +u %y = H+v'Tpy +v/2g3 +v"3pq, donde H := Hpy + u”"%xs = Ho pues no obtuvimos
constricciones de segunda clase, de este modo el principio de accién extendido es:

. (b

Selqh, pi,v'4 = [q'pi — Hgldt

Ut

.

= | [@'p1+4*p2+d°ps—Ho—v''p2—v"2q* —v" pildt
Ut

.

= | W@'pi+a®p2+a’ps—pips —v/'p2—v?q® —v7pildt.

Jto

Para ver si Sg es invariante ante transformaciones de norma comenzamos por calcular las trans-
formaciones de los momentos y de las coordenadas candnicas:

5cq" = e'{q, i} +e2q', vl + €3, v3)
e'{q',pat+eXq’, g’ +e3q' pit = €7,

5.9 = e'{q%,yii+ e val+e¥q,vs)
= e'{q%pa+ e’ 't + et pr) = €,
5eq° e'{q’, vi}+e*{a’, v+ e2(a’, v3)
'’ p2)+e*{a®, *1+ e¥{a%, pi) = 0,
Sep1 = &'{p1,vi}+eXpr,v2)+eXpr,v3}
e'{p1,p2}+eX{p1, 41+ {p1, p1} =0,
5:p2 = &e'{p2,vi}+eXpa, val+e{pa,v3}
e'{p2,p2}+ eX{p2, 4} + e3{p2, p1} =0,
5e:p3 = e'{p3, vit+e{ps, val+e{p3, vl
= e'{p3,p2}+eXps, 41+ 3 {p3, p1} = €. (132)

Debido a que también ocuparemos las transformaciones de norma de las velocidades ' las halla-
mos a partir de las variaciones de q*, es decir:

. d
5eq! = aéeq] &3,
d
5 2 - —5 2 1
e at eq €,
. d
6£q3 = aéeqs =0. (133)
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Para determinar las transformaciones de norma de u’® haremos uso de la ecuacién (107), para lo
cual calculamos el dlgebra de las restricciones (109):

Yo, Yo = 0,

H,y1} = pips—q24,p2l=—q> =—v2 =0,

Hyal = fpips—a?a®,q®t =—p1 = —v3 20,
M3} = pips—a®q’pil=0. (134)

Ya que no tenemos constricciones de segunda clase, los coeficientes que acompafan a los términos
lineales de los paréntesis entre las constricciones de primera y de segunda clase, asi como los que
resultan de los paréntesis de Poisson entre las constricciones de segunda clase y H en (109) son
iguales a cero, esto nos da como resultado que V# = V3 = —1 y el resto de los coeficientes son
cero. Con esta informacién y la ecuacion (107) se obtiene que:

\),1 -1

= £ y
V2 o= 24l
Vi3 = el (135)

Ahora corroboramos que S{:_ = Sg + 0¢Sg como sigue:

ty
Sg = J [(q"+&)p1+(a* +ep2+ @ (p3+ %) —pilpz+€7) + (q* +¢')g’
to
T+ pr— (V2 4+ 2+ NP — (V3 + 3+ e2)prldt
t
— Se| et ettiar
to
t d
= S +J —[—¢e*q’]dt, (136)
t, dt
entonces:
5S¢ = Jtl 4 e2g3at (137)
E — to dt q ) 37
por consiguiente M(t) = —e?q>. Podemos comparar este resultado con lo que se obtiene de la
ecuacion (110):
0Y1 0Y1 Y1
M(t) = &' _
(t) e (ap]m o, P2 T p, P Y
av2 dv2 72 >
2
+€ + + -
(am P1 apzpz ap3P3 Y2
av3 dv3 dv3 >
+e? ( + + —
P P1 apzpz ap3P3 Y3
0 0 0
_ 1 (9P2 P2 P2
= £ (amm + apzszr ap3P3 Pz>
9q® oq3 9g> )
2 3
+€ + + -
(am P1 apzpz ap3p3 q
op1 op1 op1 )
3
+e + + -
<ap1 DT op P2 M aps P2 !
= e (p2—p2)+e2(0—q*) + > (p1—p1)
= ¢, (138)
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2.2 CASO 1: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(q')

A partir de la acciéon extendido también encontramos las siguientes ecuaciones de movimiento:

p1 = 0,

P2 = g

ps = q*—v7?

q1 é P3 +V13v

qz z vn’

@ = pr (139)

Finalmente, realizamos el conteo de grados de libertad a partir de la ecuacién (112):

1 1
n=52N-20-¢& =5[203)-203) -0 =0. (140)
Podemos ahora decir que el sistema A sin términos de frontera arrojé tres constricciones de
primera clase y que posee cero grados de libertad locales. En este sentido podemos considerar al

sistema descrito por el Lagrangiano L(qt, ') = ¢' 4> + q2q> como una teorfa topoldgica.

Caso 1: Sistema A mas un término de frontera que proviene
de F(q')

En este caso veremos qué cambios ocurren en el Algortimo de Dirac cuando le sumamos al
Sistema A una derivada total con respecto al tiempo de la funcién F(q').

Comenzamos considerando el Lagrangiano:

U d_ . d_ .
i1y _ 41.3 2.3, 1) el i
L(a%4)=4'4"+q°q" + Flg") =L+ Fla), (141)
las ecuaciones de movimiento para este Lagrangiano serdn las mismas que para el Sistema A
Caso 0, es decir las ecuaciones (115) (en la ecuacién (314) del apéndice A se puede consultar un

desarollo detallado que justifica esta igualdad).

Por otra parte, los momentos si se verdn modificados, para hallarlos hacemos uso de la definiciéon
de momento’ y tenemos que:

o oL  9F(qY) _ .3 OF(qY

p1 = aq]"" aq] _q + aq1 ) (142)
_ oL  OF(qt oF(qt

B, = . OF(a%) _ 9F(q’) (143)

0¢2 9q2 9q2 ’
_ oL  F(qY) .,  OF(qY)

P3 = 55t o S 9t g (144)

1 Para ver con mayor presicién como se llega a este resultado podemos consultar la ecuacién (317) del
apéndice A.
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

A partir de la ecuacion (4) podemos determinar la matriz Hessiana, la cual estd dada por:

0 01

(Fij)={ 00 0|, (145)
1 00

en consecuencia det (Hij) = 0. Debido a que la matriz Hessiana es de tamafio 3x3 y tiene rango
dos su nulidad es igual a uno, sélo hay una constriccién primaria independiente al igual que en el
Sistema A Caso 0 (ver la ecuacién (7)). Esto da como resultado que dim(%Z;) =5, lo cual coincide
con la dimensién de la superficie de constricciones primarias de L. Nuestra constriccion primaria
proviene del momento P, y es:

-1 OF(qY
¢1::p2 - aqz 0. (146)

[ug

Usando la ecuacién (13) obtenemos que la matriz Jacobiana correspondiente estd dada por:

) — 9%F(q') o?F(q') _ 2%F(q')
I(d)p.) - ( _aqlaqz 1— anan _aqsaqz 010 ) (147)

Notemos que en esta matriz las segundas derivadas parciales de F(q') nos daran funciones de q*

es decir:
:

J(84) = (fi(a) f2a") f3(q) 0 1 0). (148)
Aunque estas funciones pueden cambiar en distintos puntos del espacio fase no aumentaran el
nimero de filas linealmente independientes de la matriz, y por consiguiente tampoco el rango
de la matriz, asi mismo no pueden eliminar la quinta entrada, por lo que la tinica columna
independiente no se vera afectada. Podemos decir de hecho que, debido a que 1 es constante, el
rango de la matriz también lo serd, y no sélo eso, sino que es idéntico al de la matriz Jacobiana

—1 —
del Sistema A Caso 0, es decir que p (] (cbu)) = 1 es constante sobre ¥ 1. Ya que la condicién de

regularidad se cumple podemos continuar con el Algoritmo.

Ahora determinemos el Hamiltoniano canénico usando la ecuacion (15):

Ho =

—L

'Ul

gt

_ d

q' P1+4%* P2 +4> P3 —q' 4> —q°q ——F(q)
1

5 (9F(qY) 3 (.1 OF(qYH 1. OF(qY) .
2 3 1 o132 .3 i
)+q (aqz >+q <q +76q3 ) 474" —a7a" — = i d
= —q°q>

q

_ OF oF(qt
- <p‘ - a(q‘)> (=T ) o 49

donde hemos utilizado la definicion de momento para eliminar las velocidades y que asi Hg
quede en términos de los momentos y las coordenadas candnicas.

Encontramos el Hamiltoniano canénico total a partir de la ecuacion (17):

Ht = Ho ﬁCTD
_ OF(q*

OF(q! _ OF(q"
= () (o) e (e 5)
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usando éste podemos escribir la accién total con la que hallamos las ecuaciones de movimiento:

. t . _
St g4 Pyt = J 4" Ps — Firldt
to
RN _ _ _ aF(qi)> < 6F(qi))
1 .2 .3
= Py +a2 Py +a> P — (D1 — Ps —
Lo[q TraT P2 AR (1 3 MY
_ OF(qt
+q?qP—u' (Pz— a(qqz)ﬂ dt. (151)

Calculando la variacién de esta accién obtenemos que:

t
851 = J (P18 +q'8P1 + P2 84° + 4782 + P3 83 + §>5P3
t

0

_ dF(qY)\ /. OF(qYH _ dF(qY) _ dF(qY)
—s (=) (7 =g )—(vs—mé(m— )
+q25q3+q36q2—u]6<_2 oF(q >—5 < ﬂ

Y

B TP CU aF() | g Lt 9@
B "ToqTogd T 6q‘ T 3qTaq’ q aq]aq q

- 9d%F(qY) ql) 0°F(qY) (- F(q!) _1 9%F(qY) 2
( pz+aqza 3 q' ) 0q23q’ <p3 g3 >+q u aqzaq2>6q
aZF ) ql) 0%F(qY) /.  9F(qH > 1 0%F(qY) 3
*( METER 3( ) 3q30q’ <p3_ 2q3 >+q u aq3aq2>5q
1 (CI ) = .3 = aF(qi) =
+ <q ( - )) 5P + (q —u )5192 + (q - <p1 ) ) P
_ oF(qY) _ _ _ _ t
- (Pz — aqqz )fm‘] dt+ [P1 89"+ P2 897+ P3 +8¢°]| . (152)

Mediante el principio de minima accién encontramos las ecuaciones de movimiento:

.1 &1 = OF(q")
¢ 2 oa,
PE 6F(q1)
. = ZF 1 ZF i B i 2 i
5on 0 SO (@Y o (e,

aq1aq 1 aq1aq1 ag3 9q'0q?

= 2 2 i i 2 i
, & qd4 0°F(q') (o OF(q")\ , 9°F(q') (- OF(q")\ 6 _1 9°F(q")
P2 4 gy <p1 aq" ) "aq2aqt \P* T ag7 ) T aq7aq?
-5 o, 0%F(qY) (- OF(q')\ , 9%*F(q') (- 9OF(qY)) , _1 9%F(q)
P; = +aq3aq3 P aq’ +aq3aq1 P3 0¢3 +u 2q30q2’ (153)
y que s 25 2o

Vemos que no todas las ecuaciones de movimiento halladas para el caso anterior son exactamente
las mismas que las que acabamos de encontrar, este cambio ocurre de forma significativa para Py,
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pues hay varios términos extra relacionados con la funcién F(q'). Para ' y g3 si obtuvimos lo
mismo, podemos hacer esto evidente notando lo siguiente:
_ .3, OF(qY) oF(q") - OF(qY)
_ 43 _ 5. _
P = q- + d q 1 P11+ 0 q 1 =P P1

oOF(q') oF(q') _ OF(qY
dq =p3+ RE = p3 =P3 — .

(154)

P3 = q‘+

(155)

En el caso de ? debemos saber qué ocurre con el multiplicador de Lagrange o (lo cual haremos
més adelante) para poder decir si se obtuvo lo mismo que en el Sistema A Caso 0 donde u' result6
indeterminado. Sin embargo se puede esperar que las ecuaciones de movimiento sigan siendo
las mismas para toda ¢'. Ademads, hay que sefialar que cuando F(q') = 0 todas las ecuaciones
coincidirdn con lo que hallamos cuando no agregamos ningtn término de frontera al Sistema A,
esto nos dice que el procedimiento se estd haciendo de manera correcta.

Continuando con el algoritmo es necesario que apliquemos la condicién de consistencia a la
constricciéon que hemos hallado, es decir:

T

b1 = {0}, For+u' (1,1}
= OF(qY) (o OF(qY) (- 0dF(qY)
) ()]
- ¢ 2o,

2 5
entonces ¢;= g3 =

Aplicamos la condicién de consistencia en esta constriccién secundaria en % 1:

— (&7, Hol+ ' (&7, P1}
_ dF(qY)) (. OF(q _ F(q!
_{qs’ (p‘ - a(:g)> <p3_ a((qi))_qzqg}”] {qg’pz_ a;qz)}

aq!

y luego en la interseccién de las superficies £1n2, para comprobar que estamos realizando el
algoritmo correctamente:

by = 167 ok u' (@7, 611+ 0 (07, 61) |
{2 ) e g
= P _ag;q:) 102,
De esta forma la constriccion terciaria que hallamos es cT)?:]% —%‘ﬂi) é 0, a la cual también

aplicamos la condicién de consistencia sobre £ :

by = (@), Foltw {d),d1)

_OF(qY (- OF(qV)\ (. OF(q})
- {m g ’<p3_ 30 ><p1 g >_q2q3}

. {15] _OF(eY) o aF(ql)} L), (156)
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sobre la superficie £1n3:

-3

ol

{¢1,Ho}+u {¢1>¢1}+ {¢1>¢1}
_ dF(qY) /. dF(qY)\ /. 9F(qH
- ) 25 o)

1 [ QF(qY - _aF(qi) o2 _0F(gY) 3] siee
+1 {P1 aq! y P2 aq! P o T 0,

y sobre L1n2n3:

=3 5
b1 = {b3, Hol+ @' (&3, d1 )1+ 0 (03, d3)+ W {03, 931 7127 0, (157)

De esto tdltimo no hemos obtenido nueva informacién, por lo que hemos terminado de encontrar
constricciones y podemos enlistar las tres constricciones halladas:

1 . _ dF(gY

_2 _

b1 = d=q> =

3 _ _  0F(qY &

b1 = $3=Py —a(qq]) £o. (158)

Ahora buscamos una solucién particular del sistema de ecuaciones (60):

B Ho U {1, 81) = ¢+ 1 (0 2o,

0 YL 1 OF .
{¢2,Ho}+u1{¢2,¢}} - P “3qT T £

@3 Hol+ U (b3, 81} = 0+ (0) Z0,

. —1 s .
lo que nos dice que U estd indeterminado.

También buscamos la solucion general del sistema de ecuaciones homogéneo asociado:

Vienel = v 20,
Vool = V0 2o,
Vil = V)20,

podemos ver que V' también queda indeterminado, entonces al igual que en el Sistema A Caso 0

el multiplicador de Lagrange o' queda indeterminado, y podemos escribir al Hamiltoniano total
como:

Ht = Ho 11(13:
_OF oF(qt _ 0F(qt
() () e )
_ oF(qt
- 7 +d (pz— a(qq2)>’ (159)

_/ . .. —/ .
donde H =Ho. Del mismo modo que lo hicimos antes mostraremos que H es de primera clase
después de determinar las constricciones de primera y segunda clase.
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Calculamos la matriz W:

0 00

W = 00 0|, (160)
0 00

las entradas de ésta son las mismas que las de la matriz W del Sistema A Caso 0 (ecuacion (129)),

esto nos dice que al igual que en el caso anterior todas las constricciones que hallamos son de
primera clase:

_ _ oF(qY) 5
Y'I — pz aqz _0)
‘?2 = q3 é )
.~  0F(qY) s
Y3 = Pi 45577——0 (161)
Ahora ya podemos mostrar que A’ es de primera clase:
—/ _ — aF(ql) — aF(ql) 2 3 — aF(ql)
{H )‘Yl} = {(p] - aq] ><p3_ aq3 —qq )pZ_ aqz
o _OF(qY) (5 OF(@Y)Y) 5 3 3
{H )YZ} - {<p1 aq] ><p3 aq3 99,4
_0F(qY) 5
o (o OF(@Y (- OF(Y\ 5 3 OF(@Y) _
v = {(p -2 (5 -2 e -2 0 a6

En efecto, ha ocurrido lo que esperabamos.

Continuando con el algoritmo a partir de la definicién de Hamiltoniano extendido Hg=H + 19,

—12 - — — . .. .
+ VY2, donde H:=Hp pues no obtuvimos constricciones de segunda clase, tenemos que el prin-
cipio de accién extendido es:

Se lqh v = J 4¢Py — Aeldt

tq . .
I Sy _ 0F(q") (5. 9F(q")

_ 1 2 35, _ _
= Jt [q P1 +9° P2 +q7 P3 (Pl dq] ) (P3 s

0

2.3 5 _aF(qi) o2 3 i3 o _aF(qi)
+q q v <p2 aqz vV ( v P1 aq] dt.

Veremos que Sg sea invariante ante transformaciones de norma, las cuales calculamos enseguida:

6£q] = Sa{q1>Ya}: 53)
6£q2 = Ea{qzaYa} = 51,
6£q3 = Ea{qsaya} =0,

1aZF(qi) L¢3 aZF(qi)
3q'0q? aq'oq"’
1aZF(qi) ¢3 azF(qi)
0q20q? 9q20q"’
0*F(q")  39%F(q")
0q30q? 9q30q'’

Se 1 = eYP1,val=¢

de P2 = eYP2,val=c¢

(163)

5 P3 = %P3, val =+
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2.2 CASO 1: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(q')

De las transformaciones de norma de q* obtenemos:

beq' = &,
beq? = &,
5.4° = 0, (164)

en el caso de las parciales de F(q') con respecto a q', tenemos que:

OF(q))\ _ 0%F(qY), 1, O°F(q"). »  0*F(q"), 3

6( oqt ) = agtaq T ag2aqn T Fagraqt

i 2 i 2 i 2 i

5, (OFlaD) _ 974 5, 97F(q) 4, 37F(q)

aqt aq1aq1 anaq1 aq3aq1
azF(qi) 3 aZF(qi) 1

= aq1aqi£ + anaqie . (165)

(0)

. —/ .z Z
Para hallar las transformaciones de norma de ' ocuparemos la ecuacién (107), calcular el dlge-
bra de constricciones (109):

Yo, Yo} = 0,
V) = —¢*=-72=0,
_ _ oF _ 5
{H,Y2} = —Pq +W =—-73=0,
{F{)T/3} = 0. (166)
Entonces V# = —1 = V5 y el resto de los coeficientes son cero, por lo tanto a partir de las
ecuaciones (107) se obtiene que:
5. v = &
d¢ v = éz+£1,
5. 97 = 3462 (167)

Ya que hemos encontrado las transformaciones de norma de todas las variables que forman parte
de la accién extendido ya podemos ver que ésta es invariante ante transformaciones de norma, es

decir que §/E=§E +d¢ Sk:

t
2 2
—/ o .1 .3 — 1 aF 3 aF
Sg = [ [(q +s)<P1 +e aq1aq2+£ 5q72q"

o%F 3 O%F
+¢€
0q20q? 0q29q’
0%F
2, .3
aqiaq? ¢ TE aqzaq1>
(5, 4 0%F L2 0’F  OF N d%F 2 0%F 5 +£1i
! 9q'0q? aq'aq'  9q’ 9q'0q? 9q'9q’! 3 0q30q?
02F oF 92F 02F
2 2 .3 N 2, 11,3
3q%0q" © 0q® ©aqlag® © aq26q3>'+(q tela
10%F(qY) | 30°F(qY) _ oF(q') ! 0%F(qY) 3 9%F(q!)
0q20q? 9q29q’ 9q? 0q20q? 9q29q’

+(g*+¢") (152 +e!

+q3<ﬁ3+f‘

+€

—('" +e" <f>z +e
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

10°F(q") | 30%F(q)  9F(q!)
9q'0q? 9q'oq’ aq!

—(@"? e+ e - (V7 et ) <f’1 +e

9’F(q') _ 49%F(q")
3 1
“aqlaqT ° aqzacﬂﬂ at

"t . ) . .
~ .10F(q") 0%F(q") 4 3?F(q') .y . .30F(qh) | .

. 1 1 i 3 i 3 _ _

= Sg+ t {a an + & aqiaqzq + & 7aqiaqi + & 6q1 £°q £q
Jto
* d oF(qh) oF(qh)

_ oz d | 40F(q") 5 3 30F(q"

= Sg+ | s [s 3q2 £°q° +¢ aq ]dt. (168)
Jito

6SE:J‘:O1 {%] dt

10F _ 2,3
aiqz —&7q + ¢
que se obtiene de la ecuacién (110), esto es:

_ 0Y1 _ 0Y71 _ 0Y1 _
M) = ¢ <1p1 +1Pz+]P3—Y1>

3aF

Por consiguiente, M (t) = ¢ y asi podemos comparar este resultado con lo

0Py 0P2 0P3
+az<2;2p ggzpz—ngjps—Yz)
+e3 (ZZ% +2ij +SZS Ps—Ys)
= £1i;z_€2q3+83:;" (169)

Las ecuaciones provenientes del Hamiltoniano extendido son:

-5 _ OF(qY) , 1, .3\ 0*F(qY)
o <<p3 o0 )" TV ) aqiaq
5L 3 _ o OF(qY)) | 1 9%F(q 5! azF(Q)
P2 +<<p3 T AR 6q28q o aq26q3’
L 2 2 _ OF(qY)Y | 1 0°F(q) _ _6F(q) ] 90°F(q)
Ps = q°—V +<<P3 PE +v v aq36q1+ P1 aq’ +Vv +V FRERER
. 5 = OF(q") _13
1 £
v <p3_6q3>+v’
¢ =
3 £ (5 _OF(qY)
3 £
q° = <P1 - dq’ ) (170)
El dultimo paso a seguir es realizar el conteo de grados de libertad a partir de la ecuacién (112):
1 1
=52N-20-8 = 5[2(3)-2(3) —0] =0. (171)

De lo que hemos desarrollado hasta ahora podemos ver que al agregar el término de frontera
%F(qi) al Sistema A no cambiamos cosas escenciales como la cantidad de constricciones de
primera clase (que nos dan las transformaciones de norma) y de segunda clase, asi como el
numero de grados de libertad. En particular si el nimero de grados de libertad fuese distinto
nos indicaria que no estamos tratanto con el mismo sistema fisico que en el caso sin término de
frontera.
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2.3 CASO 2: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t) =
Fi(q") + Fa(t)

Caso 2: Sistema A mas un término de frontera que proviene
de F(q't) = Fi(q") + Fa(t)

En el siguiente desarrollo veremos lo que ocurre cuando al Lagrangiano del Sistema A le suma-
mos la derivada total de la funcién F(qt,t) = F1(q') + F2(t), observaremos qué diferencias surgen
al aplicar el algoritmo de Dirac y las compararemos con el Caso 0 y el Caso 1 de este mismo
sistema.

Partimos del Lagrangiano:

. L d . d .

Llahaht=4'¢’+a%c’ + - (Fila) +F2(t) =L+ (F(q) +Ra(t) . (172)
Al igual que en el caso anterior las ecuaciones de movimiento serdn las mismas que las que
obtenemos para el Lagrangiano del Sistema A Caso 0. Por otro lado, los momentos tendran
la misma forma que los encontrados en el Sistema A caso 1 (ya que tanto F(q') y Fi(q') son
funciones que s6lo dependen de las coordenadas canénicas) y son:

. . dF(d
Py o= P+ a‘(g?) (173)
_ OF(qY

Py = e (174)
. OF4 ('

Py o= q'+ 61(52) (175)

A partir de la ecuacion (4) hallamos la matriz Hessiana:

0 0 1
(Hij)(o 0 0), (176)

100

por lo tanto su determinante es cero. Encontramos que Hj; es igual a las matrices halladas en los
dos casos anteriores, entonces N = 3 y p(Hij) = 2 asi M’ = N —p(Hyj) = 1, es decir habrd una
constriccion primaria independiente que podemos obtener del momento P>:

dF1(qY)
9q?

[l

0, (177)

1
$1:=P2 —

y al haber sélo una constriccién primaria independiente dim(%;) = 5.

Como siguiente paso calculamos la matriz Jacobiana:

) — 9%F (q") 9%Fi(q') _2%Fi(q")
I(d)“) N (_ aT0q? |~ dafoqr agoar O 1 0 )’
1
podemos ver que p (] (d)u)) = 1 es constante sobre toda la superficie de constricciones primarias

Y1 por lo tanto cumple la condicién de regularidad, esto nos dice que podemos continuar con el
algoritmo. Notemos también que desde la matriz Hessiana hasta este punto todo coincide con lo
hallado en el Sistema A caso 1.
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

Ahora calculamos el Hamiltoniano canénico a partir de la ecuacioén (15):
Ho =
TP+ P2 47 P3 —4'¢’ — g%’ — — (Fi(q") + F2 (1)
(.3, OF(qY)Y | 2 (OF(qY) | 3 (.1, OFi(gD) g,
_ a4l 43 1 2 3( A1 13
2

3 OFi(dY) 5 AR (b)

- og 77 ot
4 (1)
= ¢’q' —q’q’ — =~
(s OFi@)\ (o OFi(gY)\ 5 5 OF(t)
= <P1 oq! P3 R q-q FY (178)

hemos usado la definicién de momento para eliminar las velocidades, por lo que Hp queda en
términos de los momentos, las coordenadas canénicas y el tiempo (esta variable proviene de la
parcial con respecto al tiempo de F,(t)).

Ya que hemos encontrado el Hamiltoniano canénico podemos escribir el Hamiltoniano total:

Hr = H _ud)
. aF1 2 3_6F2(t)
- ( >< aq3 ) T
(P - q;‘ ) (179)

Con el Hamiltoniano total hallamos la accién total y a partir de ella las ecuaciones de movimiento:

. o _
St [q, Py, t,uM] = J [q" Pi — Hyldt

to
t .
_ _ oF1(qY) (-, 9Fi(qY)
= Jv {q P1 +4% P2 +4° P3 P1+—5—— aq’ ) (Ps + e
0
oF2(t _ F
+ q2q3+§t( I ( )] (180)

Variamos la accién total y obtenemos:

t
o — .1 i = ) LD e = .3 . 3=
St = J {m 0" +4q P17 +P284°+q°0P2 +P309° +q4°8P3
to

_ F(qY) [~  9dFi(qY) _ 0F(qY) _ 0F(qY)
o(m ) () - (T e (-5

23, 352 1¢(s  OF(q}) OF2(t) . 1 (- 9Fi(qY)
+9°8q° + g éq —u 5<P2 342 +0——— m —ou Py — 32 dt

t . . . . )
B - %Fi(qY) (- OF(qY) 0%Fi(qY) (- 9Fi(qY) _1 9%F1(qY) 1
R J:[ Kp‘+ 9703 (m aq’ )+ 9q0q’ <p3 aq3 >+u aq1aq2)6q
0

- 0%Fi(qY) (- OF 3%F1(qY) [~ OF1(qY) 3, 41 3%F1(qh) 2
* <p2+ 0q20¢3 (p ’c>c|>+ 0q22q’ ( gl )+q Y 3202 )6

- %Fi(qY) [~ 9Fi(qY) %F1(qY) (- OF(qYH) 2, 4 3%F1(qh) 3
* (_p3+ 0930¢3 <p1 IETE >+ 0q33q’ (p3_ 2g3 )+q MTELTE: )6q
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2.3 CASO 2: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t) =
Fi(q') + Fa(t)

: _ OFi(qY) = 3 1) <n . _ 0Fi(qY) =
+<q‘—<p3— a‘q;‘ ))m+(q3—u‘)6pz+<q3—(m— a‘q? ))5193

_ o OFi(qY) o1 = 1, = 2, = 31
+ (Pz ) ark {m 5q"+ Py 5q2+ P3 +5q Hto.

(181)

Esta altima igualdad tiene la misma forma que encontramos al final de la ecuacién (152)?, por lo
que las ecuaciones de movimiento halladas en el Sistema A caso 1y las que resultan de usar el
principio de minima accién en la ecuacion (181) son iguales, es decir:

1L = _aFl(qi)

¢ = o,

.3 I = _8F1(qi)

SRS 0%F1(qY) 5 COFi(gY)) | 9°FilqY) (- OFi(qY) o 9%F1(qY)

! 3q'9q° g’ dq'9q’ ERE 3q'9q¢2"’

5, o 3+62F1(qi) _ OFi(qY)) | 9*Fi(qY) (o 9Fi(qY)) | -1 9%FilqY)

2 = 4 dgq2og® "' oq’ dq2oq’ \"° ag3 9q29q?’
S5 5 0%Fi(qY) (o dFi(qh)) | 9%Fi(qY) (o dFi(qY)\ , 1 9%Fi(qY)

Ps. = a4+ 3g39g> \'' oq’ dg3aq’ \"° ag3 Tt 9g39q? (182)

Por otra parte debemos aplicar la condicién de consistencia a la constriccién primaria que encon-
tramos:

3 X

(g

0. A esta nueva constriccion le

aFaTé‘ﬂl) 1 y lo hacemos también

_ -2 -2 1 .22 -1 2 =2 -2 _ iy ¥
sobre 1112 esto es by = {®}, Hol+ @' {7, &)+ 1w’ {7, b1} =Py —aFa‘c(,? L 5122 0. De esto hemos
obtenido la constriccion terciaria:

asi hemos obtenido una constriccién secundaria ¢p3 = q

aplicamos la condicién de consistencia en ¥ 1, es decir ¢, =P1 —

23 dFi(qY) g
¢1_p1 aq] -

0. (183)

Realizamos un proceso similiar a lo anterior, aplicando la condicién consistencia, en consecuencia:

-3 _

3 _ 1.3 =1,z
d)] :{¢1)H0}+u {¢])¢1} = 0)
verificamos lo que ocurre en £1q3:

-3 _ 2 L )
&y = (&7, Rok+ ' (&7, 611+ W By, b1} =20,

y también sobre 1n2n3:

-3

—1 —2 -3 >
b1 = {dF, Holt T {7, b1+ T {7, b7+ T {7, b7} =7 0. (184)
2 Es dtil para llegar a este resultado tomar en cuenta lo siguiente: Sea G(t) = aFaz,Et) entonces 6G(t) = 0.
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

Ya que no obtuvimos mds constricciones y tampoco informacién sobre el multiplicador de La-
grange hemos terminado el proceso de hallar constricciones y las enlistamos sin hacer distinciéon
entre primaria, secundaria y terciaria:

T _ 0F(qY) £

CI) = p — — 0)
1 2 aqz

(T)Z = q3 = )

: ~ OFi(qY) £

En vista de que estas constricciones son semejantes a las del Sistema A caso 1 la solucién general
de la ecuacion (60) (con la cual hallamos los multiplicadores de Lagrange) es la misma, por
lo tanto T’ queda indeterminado. Ahora que sabemos esto podemos escribir Hy incluyendo al
hamiltoniano H:

_ (- dF(qY)) [~ OFi(qY 23 OF(t) 1 (/- 0Fi(qY
Ht = <p3 - aq3 P1 aq] q-q ot tu P2 aqz

_ _ Fi(qt
= A+ (pz—agq(ﬁ)>, (186)

por lo tanto A'=Fo.

. . . — !/
Con las constricciones halladas calculamos la matriz W :

00 0
w =00 o0].
00 0

. . . .
Podemos ver que W coincide con la de los dos casos anteriores del Sistema A y de ella se sigue
que todas las constricciones que hallamos también son de primera clase:

o 0OK(qY =
Y1 = P2 3q? =0, (187)
V2 = ¢* =0, (188)
o o OR(qY =
Y3 = Pj aq] =0. (189)

—/ .
Ahora mostramos que H es de primera clase:

A7) = {(f’1 i (ql)> <133 _9h (q‘)> —q%q® — anm»f’z _9h (ql)}

9q! aq3 ot 2q?
o _ _6F1(qi) _ _6F1(qi) 2.3 OR(t) 3
{H )YZ} - {(pl aq] > (p3 aq3 q-q ot »q
_ OF; (gt _
= —Pi+ 61(? ) _v2,
q
o B _ oF1(qY) ~ _6F1(qi) 2 3_6F2(t) . _aF1(qi) -
{H )Y3} = {(pl - aq1 P3 aq3 q-q ot yP1 aq] =0. (190)

en efecto, lo que esperabamos queda comprobado.
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2.3 CASO 2: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t) =
Fi(q') + Fa(t)

Por otro lado, a partir la ecuacién (100) obtenemos el Hamiltoniano extendido:

]:lE = ]:lO + 7_\0()_(0( + \_)/a’}_/a + a/(XX“
(- 0Fi(qY)) [~ OFi(qY) 2 3 OF2(t)
- <p‘ A I
1 (- OFi(qY) 2 3,3 (- OF(qY)
+Vv (pz— 2q2 +V°q°+V (P — 2 , (191)
y con la ecuacién (98) encontramos que:
A:=Ho + A" Xa=Ho - (192)
Asi, usando el Hg podemos escribir:
— s b s —
Se g4 Py, V] o= J [q" Py — Heldt
to

t . .
e a2 3o _ OFi(qY) (5 9Fi(q")
_ 1 2 3 _ 9 _
= Jt [q P1+9” P2 +q7 P3 <P1 g ) (Ps g3

0

OF2(t) 1 (.  OFi(q" _
a2 + ;t( ) < _ ’(;(gg )>_vz ¢
3 (5 9OFi(qY)
—v (m— o )]dt (193)

La siguiente parte del algoritmo es verificar que el principio de accién extendido es invariante
ante transformaciones de norma, por lo que debemos calcularlas para cada variable de Sg:

6£q] = 53,
(‘qu2 = 51,
5:q° = 0
eq y
_ 32F1(qY) 02Fi(qY)
1 14 3 1.9
0: P71 = ¢ aq1aq2 +¢ aq1aq1 ,
_ 02F;(ql) 0%F;(q')
1 14 3 119
deP2 = ¢ 0q20q? ¢ 9q20q’’
_ 3%F1(qh) 3%F1(qt)
5 — 2 1 3
e P3 £+ ¢ 6q36q2 € 6q36q"
5eq' = &3,
5cq2 = &,
5£q3 = 0. (194)

En el caso de las parciales de Fy (qi) con respecto a q' tenemos:

5 (OF1(a)) _ 9°Fil(q)) 5 *Fi(qh)
€ oqt 9q'oqt dq20qt "’

y para la parcial respecto al tiempo de F,(t):

oF, (t) B
b (20) -
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

. . —/ . 2 .
Con el fin hallar las tranformaciones de norma de v'® necesitamos encontrar los paréntesis de
Poisson (109):

Yoy Yol = 0,
H,Y1} = =72,
{H)?Z} = - ‘?3)
{H,v3} = o (195)
Entonces V7 = V5 = —1 y el resto de los coeficientes son cero, por lo tanto:
v = ¢,
O¢ v o= 24 el
5. v = 342 (196)

. . . s _ &
Ya que hemos obtenido las transformaciones de norma que necesitamos corroboramos que Sg=Sg
+6¢ Sg, es decir:

t
28 (4 2F (41
<! _ 1, 23\ (5. ,.107F1(q") | 307F(q)
Sg = {(q +¢& ) (P] +€ aq]aqz +e aq]aq]
0
+(-2+é1) By el 62F1(qi)+5352F1(qi)
d 27" 9q%0q2 T 0q0q]
_ 9%F1(qY) 9%F1(qY)
-3 1 19 2.,.3 19
+q (Ps +€ 39302 +e"+¢ 7aq2aq1 )
_(p, 40 CFila) | 2071l OFi(a) 1 27Fi(aY) 5 0%Fa(ql) (L 1 9%Fi(a))
9q'0q? 9q'aq’ 2q! 9q'0q? 9q'9q’! 0q30q2
9%Fi(qY dF1(qY) 9%Fi(qY) 9%Fi(qY)
207M(q 2 9milq) 3 1q7) 4 119 2, . 1\.3
i 9q30q’ e oq3 ¢ 9q'dq3 ¢ 6q26q3)+(q +elg
_an(t)

0%Fi(qY) | 30%Fi(q})  OFi(qh)  19%Fi(qh)  ;0%F (qi))

IS S Y 1
S )<p2 TE g0z | © 9q?aq’ | 0q2 © 0q20qZ © 0q20q’

ot
9°Fi(qY 3 0%Fi(q") dFi(qY)
9q'0q? 9q'aq! aq’!

—(? 42+ g — (v 482+ (131 +e!

26 (4 26 (4
_30°hi(gY) 407 )ﬂ dt

3q10q"  © 0q2aq’
t
i i
< d [1aF](q)—szq3+53aF1(q)]dt.

= SET @& [ a2 aq!
to

(197)

10F1(q") azq3 4¢3 OF (

Se puede ver de la tltima igualdad que M (t) = ¢ 32 aq?i), que es lo mismo

que encontramos en el Sistema A Caso 1.

Finalmente, debido a que hemos encontrado la misma cantidad de constricciones de primera y
segunda clase que en todos los casos desarrollados hasta ahora, es claro que:

n=0, (198)
es decir que el nimero de grados de libertad para el sistema A Caso 2 también es cero.

Al realizar el algoritmo de Dirac nos damos cuenta que la parte de la funcién que depende sélo
del tiempo, en el término de frontera que hemos agregado al Sistema A, cambi6 resultados que
no modifican el sistema fisico original y al igual que en caso anterior las constricciones de primera
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2.4 CASO 3: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t)

clase y el nimero de grados de libertad son iguales a lo que se encuentra cuando no agregamos
ningtin término de frontera.

Caso 3: Sistema A mas un término de frontera que proviene
de F(q',t)

En este dltimo caso del Sistema A sumanos al Lagrangiano L la derivada total con respecto al
tiempo de una funcién abitraria que depende de las coordenadas candnicas y el tiempo. Halla-
remos las diferencias que existen en el desarollo del algoritmo de Dirac comparado con los tres
primeros casos.

El Lagrangiano con el que trabajaremos es:

R d._ . o d_ .
L(gha ) =4q"¢>+q°q> + Flaht =L(a'aY) + £ Fa't) (199)

Como ya sabemos las ecuaciones de movimiento serdn iguales que las del caso sin término de
frontera. Por otro lado los momentos son:

_ oF(qt,t

Py o= 4 éj]] )) (200)
_ OF(q', t)

pz = W) (201)
_ oF(qt, t

R R (202)

La matriz Hessiana de este caso no es diferente a la encontrada en los anteriores:

0 01
(]:lij) =100 0|, (203)
100

por lo que tendremos una superficie de constricciones primarias de dimensién 5 y sélo una
constriccion primaria, a partir del momento (201) encontramos tal constriccion:

1 _  OFi(qLt) =
R (204)
q
Para continuar calculamos la matriz Jacobiana:
i) 0?F(q',t) a%F(qht) _ 2%F(q,t)
I(‘bu) - ( - aq1aq2 1— anBqZ - aanqZ 1 O O ) (205)

Al igual que en los casos 0, 1 y 2 del sistema A, el rango de la matriz Jacobiana es igual a 1y
es constante en toda la superficie de constricciones primarias. En vista de que se cumple con la
condicién de regularidad continuamos con el algoritmo.

El Hamiltoniano canénico queda como:

W) (f’s W) B INLICEL) (206)

HO:<p] aq] aq3 T Aar

ot
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

A partir de la definicién de Ht que:

_ _ _ 9F(q4t) oF(qh, t
HT:(p1— )( q ) qzcﬁ—i(;'t )
1 (5 OF(qht)
+ <P2 aq : (207)
con el cual construimos el principio de accién total:
t! .
_ _ _ _ _ 0F(q4t _ 0F(q4t
St = q' P1 +42 P2 +¢> P53 — (P1 —7(0'{) P3 — (q3 ) +q%q®
ko 9q 9q
aF(qi)t) =1 [ 5 aF(qi>t)
— 1) o dt. (208)
Variando St y haciendo uso del principio de minima accién se obtienen las ecuaciones:
S D S OF(q, 1)
q 3= aq3 y
¢ = o,
.3 &1 = _aF(qi>t)
-5, 0%F(qh,t) (- OF(qht)\ | 9*F(qht) [ OF(qit)
P = 34! P1 — 1 Tag1 (P37~ 3 ’
q'og’ 9q 9q9q 9q
1 %F(qt t)+62F(qi,t)
0q'0q? oq'ot ’
. 2 i 2F (i
S5 3, O°F(ghY) (o dF(qht)\ | 9%F(qht) (o OF(qht)
P2 = q°+ 3q20q3 b1 g’ + 99204’ b3 — BErE
=1 azF(qi)t) azF(qi)t)
T Bgzaqr T Taqrat
_ 2F( gl i 2F( gt i
= 21 2, 0 F(q ) [ _aF(q yt) 0 F(q t) (= _aF(q , t)
Ps = 9@ Mo ) T agsagT PP T age (209)
2F( gl 2F( gt
Lo OHELY | OHaLY
0g°0q 0qg-ot

Podemos notar que son semejantes a las encontradas en los Casos 1y 2 del Sistema A, pero al

depender F(qt,t) tanto de las coordenadas canénicas como del tiempo, los términos

estan presentes’.

92F(q',t)
dqiot St

Continuando con el algoritmo, es necesario aplicar la condicién de consistencia a la constricciéon

primaria hallada, con lo que encontramos una constriccion secundaria:

(210)

= 0y es por esto que en las ecuaciones de movimiento

2 5 0%F(q4Lt) s,
=q°+ ———"-=0.
Y de aplicar la condicién de consistencia de la constricciéon secundaria se obtiene:
-2 _ OF(qLt) |, (- OF(qL 1) °F(q4,t)
Oro= P TP T o ) aqTaqot
3%F(q') _ d%(F1(gh)+Fa(t))
3 Podemos notar que 3qot = 0 _ ]aqiat Z
de casos 1y 2 del sistema A %F(q,t) _ 0
y dqiot o
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2.4 CASO 3: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t)

(g
o

+(_ aF(th)) 0°F(q,t) 1 9°F(qh, 1) (211)

P1="3q7 ) aqPaqrat " dqZaqlat

Un resultado igual se encontrard al aplicar la condicién de consistencia en la interseccién de
superficies £1~2. Aqui podemos ver que ya comienzan a surgir cambios significativos pues si
93F(qi,t) . . .. _1
2q20q%0t # 0, entonces a partir de (211) se puede determinar el multiplicador de Lagrange @,
es por eso que podemos enlistar lo siguiente:

T = oF4 (qift) L
b1 =Pz _T =0,
: CRICEI:
3 ) >
= _—— 0
5. 4 OF(aht) (5 dF(qht)) 9°F(qht) (5 dF(qht))) 9°F(qi,t)
15 —P1+ 3q" _( 3 — 9q° ) d9q'0q2ot <p1 T g ) 9q30q2ot
= 03F(a",0) - (1)
0q29q2ot
Con esta informacion podemos escribir el Hamiltoniano total como:
— o = aF(qi)t) = aF(qi)t) 2.3 aF(qi)t)
Ht = <P1 aq! P3 R q-9 ot
D aF(qi)t) D aF(qivt) asF(qivt) D aF(qu) a3F(qi)t) D aF(qi)t}
[p] T (p3 ST ) 3qToq?at <p1 T og ) 6q3aq26t} <p2 —ag? >
B 9O3F(qi,t)
0q%0q?ot
—/
- . (213)
Continuando con el algoritmo calculamos la matriz W:
0 _ 9°F(q'yt)
y 3q%dq2ot
W=1 % qi0) ‘ 0 K : (214)
0q29qg2ot
3 i —
Para despejar @' hemos exigido que % # 0 por lo tanto p (W) = 2 es constante en toda la

superficie de constricciones, ademds det W# 0. Por otra parte, haber determinado un multiplica-
dor de Lagrange nos dice que tendremos al menos dos constricciones de segunda clase, y ya que
s6lo hemos hallado dos constricciones ninguna de ellas es de primera clase. También podemos
verificar esto mediante la separacion de constricciones a partir de la matriz W:

a3F(qiat) 1 _
0, T 9qZoq2ot x z 0
93F(qi,t) 0 x2 = o)’
0q%dq?ot

de donde se sigue que x' Z0Zx2, por lo tanto el vector nulo es:

0
X z 0 (215)
0

Esto concuerda con lo que habiamos dicho, no hay constricciones de primera clase, enlistamos las
de segunda clase:

dF1(qtt)
9q?

(I~
o

X1 =P2—
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

_ 02F(qt, t)
_ 43 ’
X2 =4+ 520

[I~
e

Otra cosa que también debemos notar es que W= (Cq«p), la cual ocuparemos para construir el

principio de accion extendido.
Por otra parte, ahora que ya hemos separado las constricciones realizamos los siguientes parénte-

sis de Poisson:

oo o (OFELYY [/ 9F@LDY [ *F(gL,t)
HoX ==X+ (’aqzaqzat> [(pr 00> ) \9q70q%0¢%0t

d3F(qh,t)  9%F(qht) _ OF(q4t) 3*F(qt,t)
- ) " <p1 B > (6q36q26q26t

0q'0q20t 0q20q20q2at aq!
3F(qht)\ 0*F(qi,t) 5
" <1 " 0q26q36t> anananatﬂ =0 (216)

(217)

I
o

(L0 [ 93F(ght)  93F(qit
0g-<0qg-ot 0g°0qg<0t 0q'0q<ot

. =/ .
con esto queda confirmado que H es de primera clase.

El siguiente paso en el algoritmo es encontrar la acciéon extendido, por lo que necesitaremos deter-

minar primero A® a partir de la ecuaciéon A% & CY*{Xy, Ho}, por ello calculamos los siguientes

paréntesis de Poisson:
_ 92F(qh, t)
- g3 )

C . (- 0F(qhL1)\ 9F(qh 1) O°F(q, 1) (5 dF(qht)
X2, Hol = <p3 FRE >6q16q26t+ " ogaqzar ) P T agr )

y obtenemos la matriz inversa de (Cyp ), es decir:

3F(4t —1
~op, 0q29q2ot
(C)= O3 (qrt) | ! ; . (218)
_<aq2aqzat)
Con lo anterior tenemos que:
(OGN [, OF@h ) 0*F(gh 1)
N 9q2dq2ot 9q3 0q'dq20t
s _OF(ah,t) 0°F(q", 1)
+<p‘ 3¢ ' aqZoqat
2 (3F(qLt)\ ' [ 5 9%F(qLt)
A= <aqzaq2at T g ) (219)

A partir de la ecuacién (98) ya podemos escribir al Hamiltoniano H:

- 1 g 2o (5 aF(qi)t) = aF(qi)t) 2.3 aF(qi)t)
F:=Ho+A X1 + A X2= <P1 o P3 =53 q At

(@S [( (5, OF(@h D)) 0*F(g' 1)
3q20q2ot > 3q3 ) aqToaqlat
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2.4 CASO 3: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t)

_ OF(q4,t) o°F(q',t) _ OF(q4t)
*(p]_ oq] >('+aqzaq3at>> (pz_ o2 )
02F(qh, 1)\ °
—<q3— aqgat )] (220)

En vista de que el Hamiltoniano extendido se define como He:=Ho +v'%ya+u" %« =Ho +A%X & =
H pues en el desarrollo del método no hemos encontrado constricciones de primera clase. Con
esto ya podemos escribir el principio de accién extendido:

t
. A a2e 3 _ OF(qh1) (- OF(qhLt) OF(q', 1)
_ 1 2 35 _ ) B ) 2 3, 9F(qht)
Sg = Jt {q P1 +9° P2 +4° P3 <P1 aq’ )(Ps e +4q7q” + ot
0

(OGO (5 9Flah 1)) 0%F(g )
3q20q20t 7 3g® ) 9qToaq2at
_ dF(dLt) 0°F(q't) _ 0F(q4,1)
+(p‘_ 0’ )(”aqzacﬁat P2 g
O2F(qH 1)\’
_ 3_ 2 "UHoH
(0 Poair) | [ (221

De variar el principio de accién extendido y usar el principio de minima accién obtenemos las
ecuaciones de movimiento:

. . 1 . .
1 £ (5 OF(qht) 0°F(q', t) _ OF(q', t) 0°F(q, t)
¢ = <p3 o) T\ aqZaq2ot [, 1+ Sq2oqeot )
¢ =,
3z (o OF(qLt)) |, (9°F(qLt)\ ' 2°F(qLt) [ OF(qit)
3 X o ) ) ) . y
T = <p1 g )'+ (aqlaqzat aq0q2ot \"2 7 a2 )
50 L 0%F(q't) (- OF(qht)\ | 9%*F(q',t) (- OF(q4t) +aZF(qi,t)
' 7 T3qToq] g3 3q'9q3 dq’ dq' ot
P AR AP Y I S A AR (D
020420t T g0t 0q20q20t)  9q0q20q2ot
03F(a', 1)\ [(_O%F(q',1) %F(a ) | (o OF(qht)) 2'F(q)1)
0q20q2ot 0q'0q3 9q'oq2ot 2q3 dq'0q'og2ot
_ gLy () PFLYY | 3'F(@LY (o OF(gL U (5 OF(dht)
3q'0q" 3g20q3dt) ' 9q10q20q3dt \' ' aq" 27 g2
_ g OF@LY FeLY) o (s 9%F(qh,0)) °F(dh,Y)
0q20q20t 0q'dq? 0g20t /) 0q'0q2ot]’
5 L g3y OfFaLY (o OF(ah Y | 0%F(ahY) (o F(aL ) L 9%F(gh 1)
2 3g20q’ g3 3q2og® "' aq! dq2ot

(PR 0T (s 0REL 0T ] (9%F(eh )T a'F(gh )
0q20q2ot T g2t 0q20q20t ) 9q20q20q2at
0%(q, 1)\ [(_0%F(a',t) °F(qht) (o OF(aht)) 2%F(ght)
0q20q2ot 0q20q3 9q'0q2ot 3 2q3 9q'0q20q20ot
0°F(q', t) 03F(qh, t) o'F(qht) [ OF(qht) _ - OF(qh,t)
- a1 \ 1T 35353 T 397342043 P1— 1 P2 — 2
0gq-0q 0gq-0qg~0t 0gq-0g“0q~dt 0q 0q

_l’_
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sisTEMA A: L(qY, qi) = q1¢3 + q%q°

_1 9°F(q,t) 9°F(qh, t) 5 0%F(dh,t) 2°F(qh,t)
—1 +2 — )
0q20q20t 0q2%9q? 0q20t / 0q20q2ot
2 O%F(aht) (5 OF(aL U L 9%F(aht) (5 OF(aL 1)) | 9%F(a' Y
3g30q’ g3 3¢30¢> "' dq’ dg3at

(PR 0T (s 0REL 0T ] (9%F(gh )T a'F(gh )
0q20q20t T g2t 0q20q20t ) 9q30q20q20t
0%(q',0)\ ' [(_0%F(at) 0%F(qht) | (o OF(qh1)) 0'F(q)t)
0q20qg20ot 0g39qg3 09q'og2ot 3 aq3 0q'0qg20q30t

0%F(ql,t 03F(ql,t 04F(qt,t _ OF(qi,t _ 0F(qi,t

QALY () OFaLUY OGN (o OFaL Y (, oF(ah )
9q30q dq20q30t 0q30q20q30t aq

_ 1 O°Fld', 1) 9%F(g' ) 5 0*F(qh, 1) 2°F(qh,t)
0q20q20t 0q30q? 0g20t ) 0q30q2ot]’

|
(™M

_l’_

9q?

(222)

A partir de estas ecuaciones se pueden recuperar las ecuaciones de Euler-Lagrange, que como
hemos dicho, son las mismas para todos los casos del sistema A. Hay que mencionar que éstas ya
no dependen del multiplicador de Lagrange ', las hemos expresado de este modo tinicamente
para que sea notoria la semejanza que tiene con las ecuaciones halladas a partir del Hamiltoniano
total, es decir (209).

Ahora hacemos el conteo de grados de libertad:

n= 0N 20— = 102(3) - 2(0) 2 =2, (223)

este resultado nos indica que agregar la derivada total con respecto al tiempo de una funcién
arbitraria F(q',t) cambia el sistema con el que estamos tratando, pues este no posee los mismos
grados de libertad que los del sistema descrito por el lagrangiano L.

9%F(q%,t)

2q20q20t = 0, si esto ocurre de la ecuacién (211) obtendremos una constriccion

Otro caso es que
terciaria:

5} _ p, _OFlaLY (o OF(@L D) O°F(ghY)
- 9qg3 9q'dqg2ot

_ 3F(qh 1) 2%F(qh1) 1

! (p‘ aq’ > 2q30qt

(224)
Aplicando la condicién de consistencia obtenemos una constriccién cuaternaria:

. 2 . . 2 .
o) (5 _ OF(q4, ) d*F(qt,t) e _ OF(q%, t) 0*F(qh,t)
Y 0¢30g30q2at ' \'° ag3 9q'0q'dq20t

_ OF(qhY) (5 OF(qL, )\ 0*F(q4t)

2 <p‘ 3q’ ) <p3 3q> ) 3qTaq?oq3at
asF(qiat) azF(qift) 2 azF(qiat) agF(qift)

+ (1 + aq3aq26t> aq'ot + ( + dg30t > 9q'0q2ot’

(225)

Al aplicar la condicién de consistencia a esta tiltima ya no hallamos nuevas constricciones pero si
se puede hallar un multiplicador de Lagrange. Hemos obtenido un total de 4 constricciones, se
puede averiguar cuantas de ellas son de primera clase y de segunda clase utilizando el Teorema 4
y el Teorema 5, de hecho se encuentra que todas las constricciones son de segunda clase, por lo
que al hacer el conteo de grados de liberad se obtiene:

n= %[6—2(0) —4] =2. (226)
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2.4 CASO 3: SISTEMA A MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t)

Este resultado no coincide con el nimero de grados de libertad del sistema sin término de frontera,
£ s . 92F(qi,t)
por lo tanto no nos bastara con exigir que m = 0. Podemos suponer que debemos exigir

otra condicién a la funcién F(q',t), de manera que esta seleccién nos proporcione resultados
equivalentes a los hallados en los casos anteriores del Sistema A.

Si comparamos la constriccién secundaria encontrada en este caso, con la hallada en los Casos 1
y 2 respetivamente, notamos una diferencia importante:

0%F(q', t)
0q2ot

g

-2
(I)] = q3 0) (227)

d aZF(qi)t)
como podemaos ver 3q%ot

2 i
2 an(zq a’tt) = 0 podemos escribir:

no aparece en la constriccién secundaria de los dos casos anteriores.

Si exigimos que

=q 2o (228)

Al aplicar la condicién de consistencia a esta constriccion hallamos:

+3 - OF(qLt) s
3 ’ 1
=p; ——2—= =0 22
(I)] P aq3 ( 9)
Y aplicando la condicién de consistencia a esta constriccion terciaria obtenemos:
4 0%F(qht) £
4 y 1

Si el proceso de aplicar consistencia a las constricciones se repite tres veces mas encontraremos lo
siguiente:

i _ dF(qht)\ AF(qht _ dF(qht)\ OF(qht) s
d)?:(p3_ 2()?13 )) aq‘(gq1a)t+(p]_ 2()(311 )) aq1(gq3a)téo’
6 (5 OF(qLD)) 9'F(qht)
B = (1 "5 ) saroatoatt
+(]5] _aF(qt)> <ﬁ3_6F(qi,t))[ 'F(g'ht) |, A'F(qhD) }
2q! aq3 9q'0q30q30t  9q'dq'oq'ot
+a3F(qi,t) 0%F(qt,t)  93F(qh,t) 92F(qt,t) £,
9q'oq'ot oq'ot 0q'oq'ot 09g30t ’
o (- OF(qL1))’  2°F(qLt) _ 3F(qL1)\®  9°F(qht)
%= (p oq ) 0q'0q'0q30q30t <p3_ 0¢3 ) 0q'0q'9q'dq30t

an 9 (5. F@ ) [, 3°Fd\y) 0°F(q', 1)
( )(ps_ 33 ) [aq]@q‘aqsaq%ﬁaq‘aq‘aq1aq3at]

an 9\ (5, 9Fld,t) 0°F(q'ht)  ,  9°F(q,t)
( ) <p3_ 33 )[aqwq]aq%q%t aq‘aq‘aq1aq3at]
+(ﬁ1_aF(q>t)>[ 0'F(q',t) 0°F(qh,t) | 9'F(qL,t) 9%F(q4,1)

2q! 0q'0q'oqg3ot oq'ot 0q'0q30q30t 0q30t
d3F(qht) [ 03F(qh,t)  093F(qi,t) _ 0F(q4,t) 04F(qt,t) 9%F(qi,t)
+aq‘aq3at <6q1aq‘at aq3aq3at>]+<p3_ 2g3 )[aq‘aq‘aq1at dq'ot

0*F(qL,t)  %F(qh,t) | (3F(gL,1)\* | [*F(q,, 1)’

9q'0q'0qg30ot 0q30t * <6q1aq‘at> * <aq‘aq3at> '

(231)
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A partir de que se obtienen 7 constricciones para un sistema en el que hay un total de 6 variables
canodnicas, al hacer el conteo de grados de libertad hallaremos resultados negativos, esto se puede
ver de la ecuaciéon n = %[ZN —2(— &] tomando en cuenta siempre que obtengamos constricciones
de segunda clase hallaremos una cantidad par de ellas. Ademds podemos suponer si continua-
mos el proceso de hallar constricciones este continuara infinitamente. En consecuencia pedir que
% = 0 resulta insuficiente, adicionalmente exigiremos que % = 0. De esta forma las
constricciones halladas son:

_ OF(qit)

T b

¢ = P2 o2 =0,

I 5

¢y = q3 =Y

- o OF(qht) £

= — 12 =0, 232

d3 P15 (232)
Vemos que estas constricciones tienen una forma semejante a las de los casos 1y 2 y los resultados
ubsecuentes que hallamos para ellos también los encontraremos al exigir que m =0
s q p g q dqTot y

2 i _ _ _
% = 0 es decir: Todas las constricciones halladas son de primera clase, H/:Ho, H/ es
efectivamente de primera clase, Sg es invariante ante transformaciones excepto por M (t) =
el 62‘7(531) —e?q3 + 538%7(5?1) y el total de grados de libertad es cero.

Al desarrollar el Algoritmo de Dirac para este tltimo caso podemos ver que, para evitar que el
numero de grados de libertad del sistema cambie al agregarle un término de frontera, es nece-
sario que tal término cumpla con algunas exigencias, es decir que no puede ser completamente
abitrario.
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2.5 COMPARACION DE LOS CASOS DEL SISTEMA A

Comparacion de los Casos del Sistema A

Resultados comparados con el sistema A sin término de frontera

L [
Caracteristicas Caso 0 Caso 1 Caso 2 Caso 3 2°F(ghy) 0
9q29q2dt
P I -1 dF(qb) I3 -1 OF 1) 5 -1 dF(qt Z
Constricciones ol =p, Zo, $1=P> _‘ra(q‘* ) o, $1=P> —‘Z*a];q ) %1 $1=P> _ﬁiéz ) 2o,
s - _ o
2_ 34 2 T _2 T 2 02F(qt,1) I3
¢i=a’ =0 bi=q3 2o, di=q3 = o, $i=q?+ 2T o,
3= e =3 dF(q'Y) I3 -3 dF1(ql) 1
$7 =p; 0. $y=p1 7#0(11‘4 ) 21 o $y=p1 ﬁf;q 10
.. L i 5 _ (i) 3
Constricciones de | v; =p> 0, Vi=p, —aFa‘qqz ) Eo, V1=p, ﬁgq(g ) Zo, Ninguna
rimera clase 3% - 5 - 5
I3 Y2 = ;0, yz=q3§0, . Yr=q3 éo, )
=p1 = T dF(qY) £ 5._5. _QFj(qY) £
Y3 =p1=0 Y3=P; a(qq1)=0 Y3=P1 — 6]q$ =0
. . s 5
Constricciones de | Ninguna. Ninguna. Ninguna. X1=P> 7”5‘; > Lo,
segunda clase >’<2:q3+32”§i‘” £,
9q2at )
Tranformaciones 5gq;:£?, cq! :5?, £q1 =3, Ninguna
de norma Seql =¢, Seq2=cel, sea’ 2 _ ¢l
5{q5:0’ eq> =0, , ) aq =0, 2
dep1 =0, 5. _ ¢12°F(q") 1092F;(aY)
3:p2 =0, eP1= e SaTaq2 BeP1=e 5aToq2
5 —e? 3092F(qY) 22F;(qh)
seal - 3] T R Ticrat
, :
5eq2 =¢l 5 1092F(qh) _ 32F, (q1)
5?33:0,) 5e P2 2q2aq 8e Pa=e! 592042
sev/l =el, 3322(‘“1‘, o3 02Fy(ah)
v/2 g2 1 9q<0oq )
S e e 5. Ba 24 o102F(at) SRS
€ . ePa=et+e So3o 0 55p3752+e176 e
392F(ah) 02F (niy
te7 S 35T 3 1aY)
d9q30gq +e 3q30qT1
Seq) = &3, seql = &3,
deqt=¢", q2 1
5.a3 -0 deqf =¢",
4™ 5.9 =0,
S¢ V/Z:éz, ; 5. v/ l=¢!
eV, ,
gEY/3:§3+E ’ S 7/2=é2+51\
Eva;:i)+£ PETTRS g 5ev/3=e3 1 €2, ,
5. (2FLabh)) _ 22r(aY) aF (qb)) _ 22F; (a1
s( qt ) 3213‘11 55< ;qi = aq{aq e3
22F
+95ader o2F(ah) s
9q<dqlt
Grados de 0 0 0 2
libertad

Figura 2: Tabla comparativa del Sistema A.

En esta tabla podemos ver condensadas las diferencias y similitudes mdas importantes que exis-

ten con respecto al caso sin término de frontera. Resulta claro que los casos 1y2no presentan

6F1( la

. . e epe . P . — aF _
diferencias significativas, mds atin, tomando en cuenta que p; =P; — y Pi =Pi —
dindmica del sistema original no cambia, lo cual no ocurre con el caso 3, en el que las transforma—

ciones de norma ya no surgen y el nimero de grados de libertad aumenta.
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3 SISTEMA B:
Lq' g!) = (4" +d2)q® +3(43)?

Caso 0: Sin término de frontera

El Lagrangiano de este segundo sistema es L(ql,q') = (' + ¢%)q> + %(q3)2, a partir de él se
obtienen las ecuaciones de movimiento 4*> = 0y q' + g% — > = 0 (aunque aparentemente s6-
lo obtenemos dos ecuaciones, esto se debe a que la primera se halla dos veces), asi como los

momentos:

oL 3

P1 = 76(']] =q7, (233)
_ oL _ 3

P2 = aqz =q, (234)
oL 3

P3i=ga5 = 4" (235)

Podemos ver que este sistema es singular pues su matriz Hessiana obtenida a partir de la ecuaciéon

(4), es decir:
0 00
(Hy)=1| 0 0 0 |, (236)
0 0 1

tiene un determinante igual a cero. También observamos que p (Hij) =1y N = 3, con esta
informacién y la ecuacion M’ = N — p(Hj;) ya podemos saber que encontraremos M’ = 2 cons-
tricciones primarias independientes, las cuales se obtienen a partir de los momentos (233) y (234).
Estas son:

bl = pr—q*> 20, (237)

¢y = pa—q>=2o0. (238)

g

Las constricciones primarias definen a X1 y a partir ecuacion (8) vemos que dim(Z;) = 4. Conti-
nuando con el Algoritmo, calculamos la matriz Jacobiana:

00 -1 100
](¢:L):<O 0 =1 0 1 0) (239)

Se puede ver que p (] (d)L)) = 2 es constante sobre toda la superficie de constricciones primarias

por lo tanto se cumple la condicién regularidad de este modo podemos seguir con el procedi-
miento.

A partir de la ecuacion (15) obtenemos el Hamiltoniano canénico Hy = %(p 3)? y con él usando la

ecuacion (17) obtenemos que el Hamiltoniano total es Hr = %(pg)z +u'(p1—q3) +u?(p2 — q3).
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Este dltimo Hamiltoniano contiene la informacién de las constricciones primarias, a partir de él
se pueden hallar las ecuaciones de movimiento a través de las ecuaciones (31) y (32), éstas son:

' 2
¢ 2
@ =2 ps,
P2
p? =0,
p3 ELINETLIYES (240)

Aplicando la condicién de consistencia a las constriciones primarias que hemos encontrado sélo
obtenemos:

¢? =—ps 2 0. (241)

Aplicamos nuevamente la condicién de consistencia, en esta ecuacién ya no hallaremos més cons-

1

.. , I . .
tricciones pero sf que u' = —u?. Enlistamos todas las constricciones que hemos hallado:

b1 = ¢i=p1—q> =0 (242)
b2 = b3=p2—9q> =20, (243)
o3 = ¢F=-ps 20 (244)

Ahora, partiendo de la ecuacién (60) veremos que el multiplicador de Lagrange u? queda indeter-
minado, es por ello que a partir de la ecuacién (17) encontramos que Hy = %(p 3)2+ul(pr—p2) =
H’ +u'(p7 —p2) y por lo tanto H’ = Ho.

Ahora, de la ecuacién (59) obtenemos la matriz:

debido a que det(W) = 0 y que p(W) = 2 sabemos que hay dos constricciones de segunda clase
y una de primera clase. Realizamos la separacién de constricciones usando la matriz W mediante
el Teorema 4 y el Teorema 5 y hallamos:

s
Yi = p1—p2=0,
X1 = P1=20>+p2 =0,
s
X2 = —p3=0. (246)

Ahora que ya tenemos constricciones de primera clase y de segunda clase a partir de la ecuacién
(78) podemos calcular la matriz:

0O 0 0
w=[o0 o0 2], (247)
0 -2 0

en ella podemos identificar la matriz (Cp) que estd dada por:

Ca)=( 5 5 ) (248)
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Vemos que esta tltima tiene las caracteristicas que deseamos, es decir es antisimétrica, de tamafio
par y de rango constante sobre ;.

Por otro lado, ya que hemos encontrado las constricciones de primera y de segunda clase pode-
mos realizar los paréntesis de Poisson entre H' y estas constricciones:

{H/)Y1} = {;(P.%)zaP] _pZ} :Oa

1
{H')x1} = {2(p3)2,p1 —2q° +Pz} =2p3 =—2x3 =0,
, 1
{H )XZ} - {2(]93)2)_]93} = O) (249)

asi queda comprobado que H’ es de primera clase.

Ahora debemos calcular He y H por lo que primero hallamos a partir de la ecuacién (103) que
Al =0y A2 = —p3. Utilizando la ecuacién (98) tenemos que H = %(p3)2 y usando la definicién
de Hamiltoniano extendido encontramos que Hg = %(pg)z +v1 (p1 —p2) +u (p1 —2q3 +p2) +
u'2(—p3). Con estos Hamiltonianos ya podemos escribir el principio de accién extendido:

t
SE3_J [4'p1 +d%p2+¢%ps —H—vTy1 —u/Txy —uZxoldt

to

t 3
:J [q1P1+quz+q3P3—§(P3)2—V”(P1—Pz)—u”(m—2q3+P2)+u’2P3]dt- (250)
to

El siguiente paso es corroborar que Sg sea invariante ante las transformaciones de norma que se
obtienen de la definicién (106) y las ecuaciones (107) y (108), las cuales enlistamos enseguida:

égq] — 81) éep] — O, 6£q] — £1) 65\)/] — E])
§eq?> =—¢!, Sepr =0, 8.4°=—¢', Su*=0.
6£q3 = O) 6€p3 = O) 6£q3 = O)

Con ellas comprobamos que Sg = S{ — 8¢Sg, es decir:
t 1
s{z:J (4" +&"p1+(a% — " )p2+ @%ps + 5(p3)* — (v 1) (p1—p2) —u" (p1 +p2 - 20°)
to
+u'?(p3)]dt = Sg; (251)

podemos ver que §.Sg = 0 y por tanto M(t) = 0, una forma de verificar que esto es correcto es
usar la ecuacion (110) mediante la cual efectivamente se llega al mismo resultado.

Asi mismo, a partir de la accién extendido hallamos las ecuaciones de movimiento:

p1 = 0,

pr = 0,

ps = 2u',

ql z v”+u”,

qz z _v/1+u/1)

@ = 3pst+u (252)
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(253)

Lo siguiente que debemos hacer es el conteo de grados de libertad, debido a que tenemos un
sistema con tres coordenadas canénicas con sus respectivos momentos canénicos, una constricciéon
de primera clase y dos de segunda clase, usando la ecuacién (112) obtenemos que:

n=oON- 208 = 12(3) -2 ~2) = 1. (254)

Finalmente, ya que en este caso si encontramos constricciones de segunda clase podemos expresar
el paréntesis de Dirac definido en la ecuacion (87) obtenemos:

1 1
[ABlp ={A,B)+ 5{A,p1 —20° +p2}—p3, B} — 5{A, —p3}ip1 —20° +p2, B (255)

En particular calculamos el paréntesis de Dirac para las variables canénicas originales:

1 3 !
{a,9°lp = 2
1
2 3 _ !
{a5,9°lp = >
{q]>p1}D = 1)
{q*>,p2lp = 1, (256)

y el resto de los paréntesis son fuertemente iguales a cero, nos damos cuenta de que (q*,pi) no
son variables canénicas con respecto al paréntesis de Dirac.

En resumen, para el sistema B sin términos de frontera hallaremos que: tiene tres constricciones
una de primera clase y dos de segunda clase, su accién extendido es invariante ante transforma-
ciones de norma y posee sélo un grado de libertad.

Caso 1: Sistema B mas un término de frontera que proviene
de F(q')

En este caso desarrollamos el Algorimo de Dirac para el Lagrangiano L (q,q') = (4" +¢?)q°> +

. dF (gt . .. . .
%(q3)2 + é,? ), cuyas ecuaciones de movimiento son las mismas que para el caso anterior, es

decir: —¢3 =0y q' +@? — §> = 0. A partir de la definicién de momento tenemos que:

_ 3 OF(qY)
Pr=ai+ =5 (257)
_ 3 0F(qY
P2i=q” + aqz ) (258)
=~ .3 aF(qi)
P3i= 47+ =5 3 (259)
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Utilizando la ecuacion (4) hallamos la matriz Hessiana:

(260)

o O O
— O O

0
(Hy) = | ©
0

Vemos que el determinante de esta matriz es igual a cero, por lo que este sistema es singular,
también obtenemos que p (Flij) = 1y N= 3, en consencuencia tendremos ]\_/l/: 2 constricciones
primarias independientes que se obtienen de las ecuaciones (257) y (258) y son:

-1 = 5 OF(qY) =
e R raay (261)
1 _ OF(q) =
2 = Pa—aP— S Ho, (262)
q
las cuales definen el espacio de constricciones primarias que tiene dim(Z;) =4.
El siguiente paso en el algoritmo es calcular la matriz Jacobiana:
» . B R Qe
J<¢“> - ggF?qq) ggF(aqq) 1 SSF(aqql) 01 0 /" (263)
T 9q'9q2Z < 9q?3qZ ' 9q30q2

_1
Se tiene que p (] (d) u)) = 2 es constante sobre toda la superficie de constricciones por lo tanto
se cumple la condicién de regularidad asi podemos continuar con el algortimo.

De la ecuacién (15), tenemos que el Hamiltoniano canénico estd dado por:

L2
I 1/ 9F(qY)
Ho= =( 3)2:<p _ ))
0 q 5\ P3 YE

y mediante la ecuacion (17) hallamos que el Hamiltoniano total es:

. 2 . .
_ 1/_ oF(q") 1 (= oF(qY) 3 2 (= oF(q") 3
HT=2<P3— 0q3 > +u <p1 —ﬁ—q +u | P2 — 3q2 —q -

Con este tltimo Hamiltoniano encontramos las siguientes ecuaciones de movimiento:

¢! =2 ul,
¢ 2
.2 I o aF(qi)
q = P3——=3
aq3
KR _ dF(qY) 9%*F(qY) | 1 9%*F(q") | _» 9%F(qY)
p= <p3— 3> FPERES FriR 19q2’
0q 0q'dq 0q'0dq 0q'dq
=2 5, [ OF(q')) 9°F(q") | 1 9°F(q}) | _» 9*F(q!)
boo <p 0¢% ) 2q%0¢> " " dq'aq? " 3q70q?’
=35, (o OF(qY)\9*F(qY) _1( . ¥F(qYH\ _2( , 0%F(qH)
Po= (p3 9q3 ) 9q30q3 v ] 9g39q’! v ] 0q30q2 /)’ (264)

Ahora, aplicando la condicién de consistencia a las constricciones primarias encontramos tnica-
mente una constriccién secundaria que es:

2 _ QOF(q*
$rE —Ps + a(qqs). (265)
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_2
Aplicamos la condicién de consistencia a ¢ y hallamos que:

-2 1
¢y =—u —u =0,
ey . _1Z —2 .
esto no nos ofrece una constriccién nueva, pero nos dice que ' = — U”, algo semejante ocurre
al aplicar la condicién de consistencia sobre £1,. De este modo ya hemos obtenido todas las
constricciones posibles:

. o 0F(qY) 51

b= PG a0 (266)

—_ _ OF(qt

b, = P2— a(qz)—cﬁéO, (267)
q

. _ OF(qY =

b3 = —P3+ e = 0. (268)

_1}2_

Mediante las restricciones en los multiplicadores de Lagrange hallamos que —u @* donde @

queda indeterminado, con esto podemos escribir el Hamiltoniano total como:

OF(q") | 9F(qY
P2+ 8 ), (269)

Ht :H/ +1_L] (f’] —

con H/:HO.

Por otra parte, a partir de la ecuaciéon (59) obtenemos:

0 0 1
N o o 1],
~1 -1 0

notemos que esta matriz W y la del sistema B caso 0 son iguales, por lo que la cantidad de cons-
triciones de segunda clase y de primera clase serd la misma que para caso anterior. Es necesario
que ahora realicemos la separacién de constricciones haciendo uso del Teorema 4 y el Teorema 5,
con los cuales encontramos:

o _ o OF(gYH _ | OF(qY) x

Yi = P aq’ P2 + aq! =0, (270)
o _ 5 OF(@) 3 o OF(qY) x

X1 = Py aq! 2q°+ P2 2q? =0, (271)
_ _ OF(qt

X = —Ps+ a(qqs)io. (272)

. -1/ . . .
Calculamos la matriz W' con las constricciones separadas en primera y segunda clase:

0 0 0
w =0 o 2
0 —2 0

De W' hallamos que la matriz (Cg«) estd dada por:

@a)=(50) @79)

la cual es antisimétrica, de tamarfio par y constante sobre £; tal como deseamos.
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_/ ., . ..
Por otro lado mostramos que H es una funcién de primera clase usando las constricciones de
primera y segunda clase:

w7 = {; (p3 _E)I;)(qq;))Z’]D1 _a];(qq]i)_pz +a};(qii)} o
A%} = {; <f,3 _ag(qq;)>2)ﬁ] _ag(qq]i) 243+, _ag((ﬂi)}
—2 <f>3 _ag(qﬁ)) — oo,

con esto queda confirmada nuestra afirmacién.

Continuando con el procedimiento calculamos el Hamiltoniano extendido, el cual se define
como He:=H + v'“Vq + 1'*Xy donde H:=Hp + 0'*Xa, por lo que primero calculamos los

nuevos multiplicadores de Lagrange a partir de la ecuacién ATECHP {Xp,Ho)J, los cuales son

1 2 - 9F(qt - S oF(qh)? S oF(qh)?
}\:Oy}\:—P3+a(qu).DeestaformaH:%(Pg,—a(qu)> yHE:%(Pg—a(q%)> +
= F(qh) & dF(q* —1 (5 dF(q = dF(qt _ 2 = dF(q*

v (p1 - a(qq] Py + a(qqz)> + 1 (p1 —%—Zq% P2 —7a(qqz)> + (— Ps + a(qq3)>, en

consecuencia el principio de accién extendido es:

t L2 . .
_ _ _ 3 /_ oF(qt _ oF(q* _ oF(q*
S, ::J [q1p1 +qu2+q3p3_<p3_ (q)) o (m_ @) g, (q))
t

. 2 aq3 aq 9q?
(5 9FqY) 5 ~ 9F(qY)
(P] 3q’ 29°+ P2 ¢
_ _ OF(q!
+u’? <P3 — a(qq3 )>] dt. (275)

Veamos que la accién extendido es invariante ante las transformaciones de norma de qt, Py, u® y
—/
v'%, las cuales son:

— 2F(q')  9%F(qt . ) _n_ .
6Eq]:‘d/ 68 p]:£] <ag1%qq1)_ag1%qq2)>/ 6qu1:£]/ 66 vl 281/
2 1 = _ .1(0°F(q") 09<F(q') 22 =
6£q =—¢', d¢Pr=c¢ <agzaq1 _agzaq2>’ 5£q =—¢, b1 foz o L
3_ = _ .1(9°F(q"Y) 097F(q') 23 oF(q')\ _ .1 (09°F(q") 09°F(qY)
0:q°=0, O P3= <6q36q1_6q36q2>’ 2:q7=0 6( dqt >_£ (6q]aqi_5qiaqz)'

Ahora comprobamos que EE:§{:_ —8, Sg, esto es:

t . . . .
o _ 0?F(q') 92F(qY) _ 3%F(qh) 9%F(qY)
. -1 1 1 . 22 .1 1 .
>t '_Jt [(q e )<p1+£ <6q1aq‘ aq‘aq2>>+(q ¢) (p2+£ (aq‘aq2 6q26q2>>

0

_ 92F(qY)  9%F(qY)
3 1 _
o <p3 i <6q‘6q3 aq3aq2>>
3 (5.1 (9%Fa) 9%F(q)) OF(q}) (9%F(q) 0%F(g))\
2\7? 9q30q' 0q30q? 2q3 9q'0q3 0q30q?

(e <ﬁ1 el (azF(qi) B azF(qi)) _OF(dY) <62F(qi) B 62F(qi)>
dq'oq' 09q'og? aq! dq'oq' 0q'dg?
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_p, o (OF@Y) _2%F(a)) | OF(a) i (9%F(a’) 9%F(q')
0q'0gq? 0q20g? 0q? 0q'0g? 09q%0g?
(- 0%F(qh)  9%F(q})\ 9F(qYH) 02F(q})  9%F(qY)
=11 1 . o 1
u <P1 +e <aq1aq] aq16q2> g’ € <6q‘6q 2470 2>
0’F(q') 9°F(q") 9F(q") ] 0’F(q')  9°F(qY)
9q'0q? 0q%0q? 9q? 9q'0q? 0q%0q?

o <_ - <a2F(qi)_aZF(qi)> 9@ <aZF(qi)_a2F(qi)>>] "

—2q°+ Py +¢' (

0q'og3® 0qg30g? aq3 9q'0q®> 0q30q?
t . .
_ 5% d [ 4 (0F(q") 0F(q")
~ oo gt (-2 (279

9F(qhH) aF(q

3q! 32 ) algo que se puede corroborar mediante la

luego, podemos ver que M (t) = ¢ (
ecuacion (110).

Ademds encontramos las ecuaciones de movimiento provenientes de la accién extendido, las

cuales son:

- 32F(q}) 32F(qt)  92F(q})
z 12 q n q) q
P <<p ) h >E>c|‘f>0|3ij <aq‘aq‘ 6q20q‘>

o aZF(q ) 9%F(q)
6q‘6q 0q20q’
I 3°F(qt) 0°F(q')  9%F(qY)
z B 2 1 .
P2 = ( ( 6q3 ) b >6q26q3+v (fiq‘aq2 6q26q2>
3%F(qh) F(q')
i <6q16q2+6q26q )
-5 q 2\ 9°F(qY) |, (9°F(q}) 2*F(qY)
Ps = < < q > h >6q36q TV \3qTaq® ~ 9q20
02F(q 9%F(qt
+u (a 1( g—i_ Z(q.’?)
q'dq> 0q-0q
+2u/1,
q1 ; —i—fL”
qz ; —V”—I—ﬁ”
. 2 — aF(qi) _n2
3 =
@ = 3<p3— i >+u | (277)

Lo siguiente consistird en realizar el conteo de grados de libertad. Tenemos un sistema con tres
coordenadas candénicas con sus respectivos momentos canénicos, una constriccién de primera
clase y dos de segunda clase asi, usando la ecuacion (112) obtenemos que:

= JON- 20— = 2(3) - 21) -2 =1. (278)

Por otro lado, puesto que hemos obtenido constricciones de segunda clase podemos expresar el
paréntesis de Dirac a partir de la ecuacion (87) como:

1 dF(qh) .  9F(qt 34
[ABlp = {A,B}+2{A Py — a(qq Vi, - a;i)—2q3}{—p3+ a((;),B}
oF(q")

_ OF(qY) - dF(qY) 3
{A P3+aq }{m g T2 g 29°,B ¢, (279)

1
2
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3.3 CASO 2: SISTEMA B MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t) =
Fi(q') + Fa(t)

. . L, . .. — 2F (gt
en particular, para las variables canénicas originales encontramos que {q',P1}p = 1+ %g q](aq q 3,

_ aZF i _ aZF i aZF i . A
(a3, P2o = 1+ 350503, {a®,Palp = —3 (aq1(aqq3) + aqz%qqg) esto nos dice que (q,P;) no son

variables canénicas con respecto al paréntesis de Dirac.

A lo largo de este desarrollo pudimos ver que existen semejanzas entre el caso 0 (es decir sin
término de fontera) y lo encontrado al agregar la derivada de una funcién que sélo depende de
las coordenadas canodnicas, por ejemplo, posee la misma cantidad de constricciones primarias y
secundarias asi como el mismo ntimero de grados de libertad.

Caso 2: Sistema B mdas un término de frontera que proviene
de F(q',t) = Fi(q") + Fa(t)

Partimos del Lagrangiano L (g%, g%, t) = (4" +4%)q> + $(g3)* + w

de movimiento son las mismas que en el caso 0 y el caso 1 sistema B. De la definicién de momento

cuyas ecuaciones

obtenemos que:

_ oF1(q)
3 1
Pr=at+ =5 (280)
_ oF1(q)
_ 3 1
P2i=q° + aqz ) (281)
3 OF1(qY)
3 1
3 q + aq3 . (282)

Usando la ecuacion (4) hallamos la matriz Hessiana:

0 00
(Hij)(o 0 0), (283)

0 0 1

cuyo determinante es cero por lo que, al igual que en los casos anteriores, el sistema es singular.
_ _ —/ . . . . . .

Ya que p (Hij) = 1y N= 3, hallaremos M = 2 constricciones primarias independientes, las cuales

son:

1 _ oF; (qt
b = pi—q* - B, (284)
_1 _ oF1 (gt
b, = P2—q>— a‘;‘j)é (285)

Estas constricciones definen ¥; cuya dimension es 4. Para continuar el algorimo calculamos la
matriz Jacobiana:

1 82F11(q‘]) 62F21(q:) aZF;(ql) 1 0 0
1 _ dq'o 0q%0 9q30
I<¢H) _32?:](31) _52%1“41) _]_52%1“4) 01 0 (286)
9q'aq? 0q%9q? 0q39q?
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-1
Vemos que p (] (cl)u>) = 2 es constante sobre toda la superficie de constricciones por lo tanto se
cumple las condicién de regularidad y de este modo podemos continuar con el A]goritmo.

aﬁ(qi))Z OFs 1

3q° y de la ecua-

De la definicién de Hamiltoniano canénico hallamos Ho= % (]5 3 —
G} oq!
_ i
2 (Pz - aFa‘f]E‘ ) q3) ath . A partir del Hamiltoniano total encontramos las mismas ecua-
ciones de movimiento en el caso anterior, es decir:

i\ 2 _
cién (17) obtenemos que el Hamiltoniano total es ]:[T:% (]53 —L(g‘;”) —|—111 (p —M — q3)

¢! 2

¢t 2 o

2 = o OFi(qY)

1oz (o0 OFi(gY)) 9°FilgY) | 1 9°FilqY) | 2 9°Fi(q)

Poo= P EE 9q'og3 v 9q'dq’ v 0q'0q2”’

22 5, (o OFi(qY) *Fi(qY) | 1 9%Fi(qY) | _2 9%Fi(q})

Pos <p3 03 ) 0q?a¢> ' " dqTaqz | 9qZag?’

235, (0 OFi(qY)) *Fi(qY) 1 [ . 9*Fi(dY)\ 2 , 0*Filq)

po= <p3 aq3 9g30q3 v ] 9q39q’! v 1 0q30q? - (287)

Aplicando la condicién de consistencia a las constricciones primarias encontramos una constric-

. . T2% 157 -2
ci6n secundaria ¢ = — p3 +20114) ( y repitiendo el procedimiento s6lo obtenemos que i’ = — 1",

este resultado concuerda con lo que se obtiene usando las condiciones de consistencia de los mul-
tiplicadores de Lagrange. Adicionalmente, de esto tltimo hallamos que 1’ esta indeterminado,

por lo que podemos escribir el Hamiltoniano total como Ht = % (133 _agé;ﬂ) ) an( Ly o
= dFi(qY) 5, OF(qt -/ = dFi(q oF -
<p1 _%_ P2 +$> donde H'= 3 <p3 N a‘é‘;' )) B éét) =Ho.

Ahora que hemos terminado el proceso de encontrar constricciones las enlistamos:

- = aF](qi) 3 X
b= b2 g S, (288)
- _ oF:(qt
b, = Pr— a‘(g)—qg'iO, (289)
q
- dF(qY) =
b3 = —P3 RTE =0. (290)
Calculamos la matriz W:
0o 0 1
W = o o0 1|,

ya que esta matriz tiene rango 2 obtendremos dos constricciones de segunda clase y una de
primera clase que se obtienen usando el Teorema 4 y el Teorema 5 y son las mismas que para el
caso 1 del sistema B, es decir:

_ _ OFi(qY) _ 9F(q*
1(q)p+1(q)£

Y] — p] - O) (291)

aq! 2 aq!
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3.3 CASO 2: SISTEMA B MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(qi,t) =
Fi(q') + Fa(t)

. _ OFi(qY), o OF(dY) ) 5x
e — — —2 e
X1 Pr=%g P2 q° =0, (292)
_ _ OF(q*
X2 = —P3+ a](fj)io. (293)
q
Asi la matriz W' es:
0 0 0
vio= (0 o 2],
0 -2 0
entonces (Cpy) estd dada por:
_ 0 2
(CB‘X) - < -2 0 >> (294)

la cual es antisimétrica, de tamafio par y constante sobre £ tal como queremos.

_/ .. . .. .
Ahora, mostramos H es una funcién de primera clase usando las constricciones de primera y
segunda clase:

W = {;( )
{ 1 ( aF1(qi)>2 OF2(t) _  dF(q) _ 6F1(qi)}
P3 — -

ot ' aq! 2T g2

_OR(t) o OFi(a) aﬁ(qi)}zo

{H/)X1} = _2q3_|_ Py —

ot ' g dq’

— %320,

i 1/ 9y ° _ i
{H,X2} = {2 (Ps —aFg(gg )> - ath(t),—Ps +6Fa1(5(31 )} =0, (295)

por lo tanto nuestra afirmacion es correcta.

El siguiente paso en el procedimiento es calcular el Hamiltoniano extendido a partir de la de-

finicion He:=H + v'*Vq + 1'*X« donde A:=Ho + A" Xa, por lo que necesitamos los multi-
. -1 -2 _

plicadores A = 0 y A= — P3 4 ohilg

que obtenemos de la ecuacion (103). Por lo tanto H=

2q3
i\ 2 _ _
3 (Ps —25alg)" OBy — 3 (y 20I90)T Rl y1 (5, OF1gh 5, OIg)
+u' (]51 _ang 2q3+ p, 20 (g ) ) u'? ( P3 +aFgé3 ) Asi el principio de accién ex-
tendido es:
t .
= 1 .1 = .2 = .3 = 3 /(- aF](ql) 2 an(t)
Se = q P1+9°P2+q7 P3 ) P3 + e s
to
_ OFi(qY) _ OF(qY))  _n (5 OFi(q) _ dFi(qY)
n 119 119 q 3 q
_ _ _ _ 2 _
v (Pl aq! P2+ 0q2 +u (P aq! q°+ P2 02
_ OF(q}
ra (p -2 (296)

Ahora comprobaremos que el principio de accién extendido es invariante ante las transformacio-
i — —/
nes de norma de g%, py, V" y '™
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= 0%Fi(q})  9%Fi(qt . . o,
6£q1 = 51) d¢ P1= 81 < aq112§31) o aq112§32)> y 6£q1 = 51) O¢ V= 81)
= 9%Fi(qh)  9%Fy(qt : : _
6£qz = _€1> d¢ P2= ¢! < aqga(j : aq£é32)> y 6£q2 = _€]> Oe %= 0,
= o%F 9%Fy (gt .

oF,(t AFi(qh)\ _ 1 (9*Fi(qY)  9%Fi(qH)
6( ot >_0 6( aqt >_€ <i3‘1|‘6qi - 6qiaq2>’

es decir que SE:§/E —&8¢ SE.

t . .
. _ 3%Fi(qY)  9%Fi(qY)
— ST a1 1 1q7) 14
S = Jt [(q +¢!) <P1 +e (aq1aq1 Sa1aq? >)

0

_ 32T (qY)  92F4(qY) _ 32T (ql) 32T (qY)
22 a1 1 1q7) 14 -3 1 1q7) 19
(a7 =¢) (pz e <’00|‘60|2 0q%0q? )) i <p3 e (aq‘6q3 0q30q? ))
. PRi(a)  O%Fi(a)) ORi(a) 4 (2%Rila)  0PRi(al))\" OFa(Y
dq'og3 0q30q? 2q3 dq'og3 0q30q? ot
_ 0%Fi(qY)  9%Fi(qY) oF1(qY) %F1(qlY)  9%F(qY)
1 1q7) 119 _omlqy) 1q7) 119
Vi) <p1 e ('()cﬂaq1 6q‘6q2> dq! _E <6q16q1 ac|‘6c|2>
5, o (OFild)  @%Falal)) | OFiq) |y (9%Falal)  0%Fi(a)
2 0q'0q?  09q?%0q? 9q? 9q'dq?  9q?0q?
2 i 2 i i 2 i 2 i
oo (= 1 (9°Fi(q) 9°Fi(q")) OFi(q") ; (9°Fi(q') 9°Fi(q')
b <p1 e (aq‘aq‘ 0q19q?2 o7 © \aq'aq” ~ 2q'oq?
0’Fi(q') 9*Fi(q")\ dFi(q") ; (2%Filq') 9*Fi(q))
9q'0q? 0q20q? 9q? 9q'0q? 0q20q?

2 (_ Py ¢! <62F1(qi) B 62F1(qi)> N dF1(qY) L <62F1(qi) B 62F1(qi)>>] dt

3
2
= (v

~2q°+ Py +¢' (

9q'og3 0q30q? aq3 9q'0q3 0g30q?
t . .
_ <& d [y (9F(q") 0dFi(q")
= §S¢ +L P |:£ < aq] aqz dt. (297)
0

Vemos que Sg es invariante ante transformaciones de norma hasta el término de frontera M (t) =
el 9F1(q')  dFi(qh)
2q" 292 /-

Ahora, hemos obtenido la misma cantidad de constricciones de primera y segunda clase que
en el caso anterior y este sistema también tiene tres coordenadas canénicas con tres momentos
canodnicos, por lo tanto obtendremos el mismo ntimero de grados de libertad, es decir quen = 1.

Finalmente escribimos el paréntesis de Dirac a partir de la ecuacién (87), es decir:

{ABlp = {A,B}Jr;{Ap _a“(qluﬁz_aﬂég”_zqs}{_ﬁﬁawa))B}

aq! 6} aq3
1 Fi(q') OFi(qY) , 5 BF(dY) , 3
A, — — — —2q°,B 8
2{ Py 12 e }{m ot TPy q°,B ¢, (298)
en particular para las variables canénicas originales encontramos que {q',P1}p = 1+ %a;;]‘é?q? ,
2 2
{q%,P2)p = ;aa;aqs Ad3,P3lp = =3 (aa(;'ég )4 aasz‘éq3 > Otros de los paréntesis son dis-

tintos de cero, pero bastan estos ejemplos para darnos cuenta de que (q*,P;) no son variables
canodnicas con respecto al paréntesis de Dirac.
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3.4 CASO 3: SISTEMA B MAS UN TERMINO DE FRONTERA QUE PROVIENE DE F(q',t)

Los resultados que obtuvimos para este caso y el caso 1 del sistema B son casi los mismos, pues
a pesar de que existe un término que depende del tiempo, al presentarse de forma aditiva, en la
mayoria de los casos desaparece, por ejemplo: en los momentos, en las constricciones de todas las
generaciones, en las constricciones de primera y segunda clase, en las ecuaciones de movimiento
y en las transformaciones de norma.

Caso 3: Sistema B mdas un término de frontera que proviene
de F(q', )

Para este caso el Lagrangiano con el cual trabajaremos es [= (¢' + q%)q> + %(q3)2 + %;’t),

cuyas ecuaciones de movimiento son —§3 =0y ¢! + g2, que son las mismas que para todos los
casos anteriores del sistema B. Asimismo a partir de la definiciéon de momento se obtiene que:

_ oF(qi,t)
_ 3 )
P1 = q°+ g (299)
_ oF(q, t)
_ 3 )
I T (300)
_ oF(qi,t)
3
P3 2 3 (301)
La matriz Hessiana que se obtiene de este Lagrangiano usando la ecuacién (4) es:
0 00
(Hy)=[0 0 0 |. (302)
0 0 1

Podemos ver que la matriz es la misma que se obtuvo en los tres casos anteriores, esto nos dice
que este sistema también es singular. Ademds de lo anterior obtendremos M’ = 2 constricciones
primaria y que la superficie de constricciones ¥; tiene dimension igual a 4. La constricciones
primarias proviene de los momentos (299) y (300) son:

-1 — 3 aF(qi»t)

— py g3 Y m
(b] = P1—q aq] 0, (303)
1 _ OF(qi,t) £
b, = P2—q°— ’((3?]2 ) 4 0. (304)

El siguiente paso en el algoritmo es calcular la siguiente matriz Jacobiana:

azF(qi)t} azF(qi)t) . 7aZF(qivt) ‘l O O
] (13‘ _ 3q10q" 3q10q? 3q1 043
)= 9%F(qht)  9%F(qi,t) _1_82F(q1,t) 01 0 )
0q'oq? 0q29q? 0q29q3

la cual tiene rango igual a 2 que es constante en cualquier punto de X, por lo que se cumple la
condicién de regularidad y podemos continuar el proceso.
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Ahora, a partir de la definicion de Hamiltoniano canénico y sustituyendo los momentos po-

i 2 i
aFéZg”) — aF(i?t’t), y a partir de la ecuacién (17) hallamos el

. 2 . ) '
_ oF(qt, oF(qt, _1 = dF(qt, ) _ OF(qt,
Fir= 3 (Ps —"50) = et u (P - = 20 ) ¢ @ (P2 —¢P — L ). Ya que
hemos obtenido Hy podemos hallar las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones (36)
y (37), las cuales son:

demos escribir Ho= % (]53 —

q1 é ﬁ1)
G 2 o

s - OF(ght
4 2P, (q )
5 & an t)) °F(g',t) | 3%F(gh,t) 1 9%F(q't) o 9%F(qh,1)
L aq1'c)q3 dq'ot 3q'0q" 3q10q2
=5 (o an 1)\ 02F(qi,t) azF(qi,t) 1 0%F(q4,t)  _, 9%F(qh,t)
P2 = (p )anaq 920t | aqZaq' | 0q2aq?’
. an t)\ 9%F(q',t) | 9?F(q4t) | 1 0%F(q', t)
Py = ( @ > aogs | agrar T T agrag

aZF(q t)
+ 1 (1+ RYERIE ) (305)

Continuamos con el algoritmo aplicando la condicién de consistencia a las constricciones (303) y

1 _ i i 5
(304), de lo cual obtenemos dos constricciones de secundarias: ¢,= — (P 3 — aFég 3‘t)) + ag éﬁ' a’: )
_2 _ i ig) 5 . . . .
0y o= — (p3 —aFég ;t)) + ag ;‘3 a):) £ 0. Ahora aplicamos la condicién de consistencia a estas

constricciones, es decir:

. 3F(qt i 3E(qt 3E( gt

, = 0 F(q)t) f’g—aF(q )t) +111 0 F(qat)_] +112 0 F(q>t)_]
dq'og30ot aq3 dq'oq'ot dq'oqg2ot
22 9°F(qht) (o OF(qL1)\ , 1 (9°F(q'1) > (9°F(q4t)
2= 3q7aq7ot (p 9q3 >+u <6q16q26t_]>+u (ananat_]>

A partir de estas dos ecuaciones podemos despejar los multiplicadores de Lagrange o' y w?, estos

dice que al menos hallaremos dos constricciones de segunda clase. Podemos conocer el total de
constricciones de primera y segunda clase calculando la matriz W y su rango, es decir:

- l-
[|E
o

-

g

0. (306)

93F(qt,t) 93F(qi,t)
0 0 1— ag1aq1at 1— 6916q26t
0 0 - aq‘a‘jﬁ:’;)t 1- aqzac(‘]z;l
W=1 93pqiy 1 PFaLY 0 0Flaht) o,y |- (397)
agla q'ot 6916 qot ) ) 0q%29qg3dt 09q'og30ot
Flq't) 1 2°F(q%t) ¢ 9°F(qh,t) _ 9°F(q',t) 0
0q'oq?ot 0q29q2ot 0q'9qg39t 09q?dq30t

Al reducir esta matriz se llega a que su rango es igual a cuatro, por lo tanto todas las constricciones
son obtenidas son de segunda clase. Con esta informacién y usando la ecuacién (112) llegamos a
que el nimero de grados de libertad del sistema es:

1
n=502(3)-2(0) -4 =1. (308)
En este caso hemos obtenido el mismo ntimero de grados de libertad que para todos los casos
anteriores del sistema B, sin embargo, en vista de que todas las constricciones halladas son de
segunda clase al agregar a L el término de frontera M ya no estamos obteniendo simetrias de
norma. Lo anterior nos dice si agregamos un término de frontera arbitrario cambiamos la teoria.
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3.5 COMPARACION DE LOS CASOS DEL SISTEMA B

Comparacion de los Casos del Sistema B

Resultados comparados con el sistema A sin término de frontera
Caracteristicas Caso 0 Caso 1 Caso 2 Caso 3
.. b 1 dF(qt b 1 9F 1 (qY) ] ST aF(ql,t) X3
Constricciones ol =p;—q3 - 0, | $r=p; —%—cﬁ o, $r=p1 — L 3%, $1=p1 —q3—% 1 o,
T ) - . - A
dl=pr—q3 o0 1 aF(ql g 1 2Fy(qb) g 1 dF(qi,t) £1
; P2 g] ’ 472:1’2*75(:2 ) —q3 2o, $b2=P2 77542 —q3 2o, $o2=P2 *qsfiéiz e 0,
b7 =—-p3 = 0. 5 i 5 i) 5 i
3 _ _ dF(qt) Z1 _2 _ dF1(ql) I =2 5 dF(q',t)
b= Py + 0L o, PT=-P3 + 21 o, bi=—(Ps 5
aF(qt,t) 1
+ dqTot 0,
52_ (5, _2F(a't)
br= (P3 aq3
aF(qt,0) I3
e O
. . _ _ = 1 _ _ 1 .
Constricciones de | v; =pj —pa2 =0. Y1=P 7ara(qq ) Yq1=p aFa“:q ) Ninguna.
primera clase Cp, £ OFaD) T Cp, 4 0F1laD £
2q? g :
.. _ _ i _ _ F i _ _ i 5
Constricciones de | x; =p; —2q3 X1=P1 7% %1=p; -2 ;;f ) X1 =P ,qS,%]»t) Lo,
z . .
segunda clase +p2 =0 _ aF(qb) _ aFq(qY o OF(qi.t)
z 5 _ _ i
-2¢* =0, ~2q3 2o, ) X3:7(p3 *%)
< dF(ql) £ - aF; (Y £ .
X2==P3+ a(qq3 =o. X2=—"P +—;(§ L 2o oF(qt,t) L,
q T oqter O
e (5. _2F(ab0)
Xa= (P3 243 )
oF(qt,t)
+ e O
Tranformaciones seql =¢l, seql =¢l, deql =€, Ninguna.
de norma 8eq? =—¢!, seq2=—¢', 5cq2 =—¢!,
5:q% =0, seq% =0, 5:q3 =0, 3
depy =0, 5 1(22F(qb) 5 1(9%F1(aY)
> 5 = cPp=
5ep2 =0, e P 2qToql beP1=c { GaTaqT
§sp%:0,1 _92F(qYH ~02Fy(ab)
ge'zzé 3 2aqloq2 )’ 3a12qZ )°
0eql = —¢7, s 5,1 (22Fat) S 1 (2%F1(aY)
beq’::O?] de Pa=c¢ (aqlaql SePa=c¢ 2q20q
T —9%Fal) _02F(ah)
883/2 0 2q22q2 )7 3q22q2 )
€ = U 2 i 2
5._ .1 [0°F(q") = 1 (9%Fi(q")
de P3=¢ (aq3aq1 de P3=c¢ (aq3aq1
_22F(a) 22F; (gh)
2gq30q2 ) ~aq30q2 )
P | . .
551_]275_»] Seql =¢l,
deqt=—¢', 5c.q% =—¢,
6sq31:0, 5.3 =0,
6eﬁ/']:é‘, seul=¢l,
5e v/ =0, 5. v'1=o0,
5. v'2=0, 5e v/2=0,
5£(aF(q_l)>:51(a2ﬁ(q‘) 5. (2F1tab _ 1 (22F1(ab)
oqt 9q70q" € gt dqloqglt
_2%F(dY) 22F; (a1)
dqtaq2 )° - dqtoq?2 ’
OF, (t)
se (253 ) =0
Grados de liber- | 1 1 1 1
tad

Figura 3: Tabla comparativa del Sistema B.

En estre cuadro comparativo podemos ver que los casos 1y 2 mantienen la dindmica del sistema
original, es decir del caso 0, mientras que el caso 3, a pesar de que tiene el mismo ntiimero de
grados de libertad que los casos anteriores, no arroj6 constricciones de primera clase, por lo que
ya no obtuvimos simetrias de norma.
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CONCLUSIONES

Al comenzar este trabajo supusimos que si agregdbamos un término de frontera, de caracteristicas
arbitrarias a un Lagrangiano, no cambiaria la dindmica original del sistema.

En los casos 1y 2 de los Sistemas A y B que estudiamos, la dindmica no cambio, sin embargo,
si impusimos condiciones a los términos de frontera que sumamos. La variable temporal no
apareci6 o bien permaneci6 aislada, estas caracteristicas hicieron posible que la dindmica fuese la
misma que cuando no agregamos dichos términos.

El caso més interesante de analizar en ambos sistemas fue el caso 3, pues en éste se pudo ver
con claridad que la hipétesis no se satisfizo: hubo alteraciones en la cantidad de constricciones
halladas, se determiné una mayor o menor cantidad de multiplicadores de Lagrange, lo que di6é
como resultado que cambiase el nimero de constricciones de primera y segunda clase, por lo que
también se modificaron las simetrias de norma y/o el ntimero de grados de libertad del sistema.

Para cada sistema los cambios en la dindmica fueron distintos, es decir, se presentaron en dife-
rentes puntos del desarollo del algoritmo, lo cual indica que cada sistema amitird un término de
frontera particular, en otras palabras, no cualquier término es permisible.

Hasta este punto no obtuvimos un método general para determinar qué debemos exigir a los
términos de frontera dependiendo de la Lagrangiana que se estd estudiando, de tal forma que
la evolucién del sistema no cambie. Se espera continuar con este trabajo para lograr esta meta,
pues serd herramienta ttil en investigaciones en las que se utilizan tales términos, como es el caso

de teoria de campos donde éstos pueden ser necesarios para tener un principio de accién bien
definido.
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A APENDICE: CONCEPTOS FiSICOS

Principio variacional lagrangiano

El movimiento de un sistema mecanico de un tiempo t¢ a t; es tal que la accién:

1%

St [q'(t)] =J L(q% g' t)dt; dondei=1,..,N, (309)

t

es estacionario o extremal (mdximo o minimo) bajo variaciones 5q*(t). Es decir que 58Sy = 0.

Considerando una familia de curvas que pasan por los puntos (to,q°) y (t1,q") en el espacio de

configuracién, tales que q(t, ) = q*(t) + an*(t), donde o y n'(t) son pardmetros que distinguen
la deformacién arbitraria de la trayectoria q*(t). La funcién n'(t) sélo tiene como restricciones
que para toda i: n*(tg) = 0 =n'(t1), ya que todas las trayectorias pasan por los puntos (to,q°) y
(t1,q"), y debe ser diferenciable.

Figura 4: Trayectorias posibles en el espacio de configuracion.

Luego, la variacion de q'(t) serfa:

gt () —q'(t)

q*(t, o) — q'(t,0)
q*(t) + om*(t) — q*(t)
= oam'(t)

= 8q'(to) =0=25q"(t)

5qi(t) =

Por lo tanto S| = (%) 0= 0.
xX=

Al establecer lo anterior, podemos escribir la accién de la siguiente forma:

t . .
St () =J L(q*(t, ), 4¥(t, ), )dt, (310)

to
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entonces:
dS¢
do

rty

8§ =

=0

aL oqt
~ o >dt
aq ox I

(52
_ (t L qt aL 9%qt it
Ji ql 0« aqi 00t w0

oL 3qt d <6L.> d i) dt‘ Lo agt["
o o 0q' Ox [y w0

3q* o 4t

rty L i
- ( d(@ﬁ))ﬁq dt = 0.
Jio oqt  dt \ 9q o s

En la primera igualdad se ha utilizado la conmutatividad de los operadores derivada e integral
puesto que las variables « y t son independientes, en la segunda igualdad se usa la forma dife-
rencial de la velocidad, para la tercera se hace uso de la integraciéon por partes, para la cuarta

note que 3 i ni(t), y es tal que, evaluada en los limites, es cero. Finalmente, esta igualdad debe
cumphrse para cualquler n'(t), por lo tanto:

oL d (/oL .

y éstas se conocen como las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Demostraremos que las ecuaciones de movimiento de un Lagrangiano:

L(q% qY), (312)

son las mismas que las del Lagrangiano:

= Ly, A
:L(q »q )+ th(q )t)v (313)

para una funcién arbitraria F(q', t).
Partimos del principio de accién de L:

t

. ) o d_ .

St [ql(t))ql] = J |:I—(ql3ql)+th(qlat):| dt
to

dondei=1,2,..,N

La variacion virtual de esta accién es:

5 la'(0,q0) = 3 [L(qhqmdF(q%ﬂ] at

to dt
t d
[dt (q t)] dt

t1 . .
_ 5J [L(ql,ql)]dt+6J
to to
= 5S¢+ 8F(qh, 1),
OF(q', t)

= 8S.+ —12—-5qt
Lt gt q

t

, (314)

to
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A2 MOMENTO DE UN LAGRANGIANO AL QUE LE SUMAMOS LA DERIVADA TOTAL DE UNA
FUNCION F(q’, t)

hacemos uso del principio de minima accién 6 Sy= 0 con 6qilt(‘) = 0dondei=1,2,3, al aplicarlo
el primer término nos arroja las ecuaciones de movimiento (311) y el segundo término se hace
cero, tal como esperabamos.

Este resultado es utilizado en los casos de esta tesis en los que se agregan términos de frontera.

Momento de un Lagrangiano al que le sumamos la derivada
total de una funcién F(q’, t)

Sabemos que la definicién de momento es:

L
pl‘_a

- 1
i (315)

algo que mencionamos en el primer capitulo de este trabajo. Para el Lagrangiano [= L(q%, ') +
%F(qi, t), tendremos que:

_ oL
pj == an
_ 2,2 (e
dg) 3 dt
_ aL_I_a(aF(qi,t).i aF(qi,t)>
o) g \ gt ot
oL d2F(qh,t) ; OF(q),t)dqt  9%F(q,1)
T 9q | 9gidqt dqt 3 = ogidt
oL dF(qht
= anJrg)qu) (316)

A partir de este resultado encontramos que si al Lagrangiano le sumamos la derivada total de
una funcién F(q!) entonces el momento es:

_ 3L dF(qY)
Pi= s o

mientras que si la funcién es de tipo F(t), los momentos de L y [ son los mismos.
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B APENDICE: CONCEPTOS
MATEMATICOS

En este apéndice daremos un breve repaso de conceptos de dlgebra lineal, con la intencién de
enunciar el teorema de la dimensién y un par de corolarios para matrices. En lo sucesivo, consi-
dérese siempre a V como un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K, si m y n son
enteros mayores o iguales que uno, los elementos de K™ y K™ seran vistos como vectores colum-
na, se representardn en negritas y la expresion: matriz rectangular m x n, se usara para referirnos
a una matriz con coeficientes en el campo K de m filas y n columnas.

Conceptos basicos sobre matrices

Definicién 6. Sea A una matriz rectangular m x n. Un vector v € K™ anula a la matriz A si ocurre
que Av = 0. Definimos:

(i) El niicleo de la matriz como el conjunto de todos los vectores que anulan a A, esto es:

nuclA ={ve K": Av =o}

(ii) La imagen de la matriz como el subconjunto de K™ formado al multiplicar a la matriz A
por cada uno de los vectores de K™, es decir:

ImA={weK™:w=AvconveK"}
Definicién 7. Sea V un espacio vectorial, U C V se dird un subespacio vectorial de V si U es
cerrado bajo suma y producto por un escalar, esto es:
e Para todos uy,u; € U se tiene que uj +uy € U.
e Para todo u € Uy para todo k € K se sigue que ku € U.
Definicién 8. Sea V un espacio vectorial, dados vi,v2,...,vy, € V.

e u € V es una combinacién lineal de vi,va,...,vn si existen ki,k2,...,kn € K, tales que
u=kivi+kvy+---+knvn.

® V1,V2,...,Vy son linealmente independientes si cada vez que k1vy +kava +---+knvn =0,
entonces k1 =k, =--- =k, =0.

e Un subconjunto 3 de V genera a V si todo vector en V es combinacion lineal de los elementos
de 3.

e Un subconjunto 3 de V es una base para V si éste genera a V y todos sus vectores son
linealmente independientes.

» Si 3 es una base para V, entonces la dimensién de V es el niimero de elementos que tiene

B.
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Los siguientes resultados son bien conocidos y por tanto sus demostraciones se omiten. (cf. [7,
Capitulo 4], [1, Capitulos 4 y 5]).

Teorema 9. Sean V un espacio vectorial y A una matriz m x n.
(i) Existe una base (3 para V.
(ii) El niicleo y la imagen de una matriz, son subespacios de K™ y K™ respectivamente.
(iii) Si U es un subespacio de V' y la dimensién de U coincide con la de V, entonces U = V.

El concepto de dimensién de un espacio vectorial es de suma importancia en el dlgebra lineal,
algunos ejemplos de espacios de dimensién finita, pueden ser R? y IR3, los cuales tienen por bases
canénicas a los conjuntos 3, = {(1,0),(0,1)}y B3 ={(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} respectivamente y
en consecuencia son de dimensién 2 y 3 respectivamente. Ademds, en virtud del Teorema 9, existe
una base para el ntcleo e imagen de una matriz, asi introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 10. Sea A una matriz rectangular m x n. Definimos:
(i) La nulidad de A como la dimensién del ntcleo de A y se denota por v(A).

(ii) El rango de A como la dimensién de la imagen de A y se denota por p(A).

01 2 X
Ejemplo 11. Sean A= | 0 3 3 |yv=| y | entonces:
0 45 z
01 2 X
Av=[ 0 3 3 y | = (y+2z,3y+3z,4y +5z)
0 45 z

si v € nucl A entonces (y +2z,3y+3z,4y + 52) = (0,0,0), tras igualar las coordenadas y resolver
el sistema de ecuaciones se conlcuye que y = z = 0, mientras que x es una variable libre (no esta
determinada), entonces todo vector de la forma (x,0,0) donde x es un ntmero real arbitrario,
anula a la matriz A, més aun, (x,0,0) = x(1,0,0), luego los vectores que anulan a la matriz son
una combinancion lineal del vector (1,0, 0) y es claro que la tinica forma de que x(1,0,0) = (0,0, 0)
es cuando x = 0, asi, el conjunto Bnyct = {(1,0,0)} es una base para el nucl A y se sigue de lo
anterior que v(A) = dimnucl A =1, por otro lado:

(y+ 22,3y + 3z,4y + 5z) = (y,3y,4y) + (2z,3z,5z)
=y(1,3,4) +2(2,3,5)
aqui es claro que todo vector que proviene del producto de A con un vector columna es una
combinacién lineal de los vectores (1,3,4) y (2,3,5), y nuevamente, la tnica forma que esta

combinacién sea el vector cero es cuando y = z = 0, por lo tanto son linealmente independientes
y asi, Bim =1{(1,3,4)(2,3,5)} es una base para la imagen de la matriz A, por lo tanto p(A) = 2.

Teorema de la dimension
Recordemos que dos matrices A y B son equivalentes por filas si existe una sucesiéon Eq, Ez,...,E;

de operaciones elementales entre filas de modo que (E4E; - --E;)A = B, entiéndase por operacio-
nes elementales entre filas:
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(i) Intercambio en la posicién de 2 filas.
(ii) Multiplicacion de una fila por un escalar.
(iif) La suma de una fila con un miiltiplo escalar de otra.

Definicién 12. Diremos que una matriz R es la forma escalonada reducida por filas de una matriz A
si A es equivalente por filas a R y si R satisface:

1. Todas la filas compuestas por ceros estdn en la parte inferior de la matriz.

2. El primer ntimero distinto de cero que aparece (de izquierda a derecha) en cada filaes 1y
se le llama pivote.

3. Si una fila esta por debajo de otra, su pivote aparece mds a la derecha que el pivote de la
fila anterior.

Definicién 13. Sea A una matriz m x n.

1. SiR esla forma reducida de la matriz A, el espacio fila de la matriz A es el espacio vectorial
formado por las filas distintas de cero en R.

2. Si S es la forma reducida de At, el espacio columna es el espacio vectorial formado por las
columnas distintas de cero en S*t.

012
Ejemplo 14. Considérese lamatrizA = [ 0 3 3 | yapliquemos algunas operaciones por filas:
0 45
01 2 01 2 01 2
A~1 033 |~100 3 ]~|00 -1
0 00 00 0 00 0
01 2
LamatrizR=| 0 0 —1 | eslaforma escalonada reducida por filas de la matriz A siguiendo
00 0

un procedimiento andlogo al Ejemplo 11 podemos concluir que v(R) =1y p(R) = 2 coincidiendo
con la nulidad y rango de la matriz A.

Lema 15. Sea A una matriz y R su forma escalonada reducida por filas, entonces v(R) = v(A) y p(R) =
p(A), mds min p(R) coincide con su niimero de filas distintas de cero y v(R) coincide con su niimero de
filas compuestas por ceros.

Teorema 16. [1, Teorema 5,pdg 218] Sea A una matriz m x n. Entonces el espacio fila y columna de la
matriz A tienen la misma dimension.

Demostracién. (cf. [1, pags 221 y 222]) O
Lema 17. Sea A una matrizn x n. Si v(A) = n, entonces p(A) =0y A es la matriz nula.

Demostracion. Supéngase que v(A) = n, entonces la dimension del niicleo de A coincide con
la dimensién del espacio vectorial K™ y por (iii) del Teorema 9 tenemos que nuclA = K", es
decir, cualquier vector de K™ multiplicado por A es el vector nulo, entonces por la Definicion 6 la
imagen de A consta tinicamente del vector o, entonces, la dimensién de la imagen debe ser cero,
es decir p(A) = 0.
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Si la matriz A no es la matriz nula, al menos una entrada aj; # 0, digamos que a;; = 1 para
algunos iy j, intercambiando filas, tenemos que A es equivalente por filas a la matriz:

00 -1 -+ 0
00 0o --- 0
: . (318)
00 -0 --- 0
no resulta dificil demostrar que si multiplicamos esta matriz equivalente con A por un vector
v=(1,1,...,1,...,1) el producto no puede ser cero, contradiciendo lo anterior, por lo tanto A es
la matriz nula. ]

Teorema 18 (de la dimensién). Sea A una matriz m x n. Entonces v(A) + p(A) = n.
Demostracion. (cf. [1, pags 223 y 224]) ]

Corolario 19. Sea A una matrizn x n. Si v(A) < n entonces la matriz no es la matriz nula y p(A) > 1.
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