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Introduccion

Los procesos de decision o control Markovianos modelan sistemas dindamicos esto-
casticos, es decir, sistemas cuya evolucién esta sujeta a factores aleatorios y que
puede modificarse por medio de la seleccién de ciertas variables de decisiéon o de
control, dichos procesos son muy dtiles en areas como economia donde son usados
para optimizar problemas de crecimiento econémico [6]. El problema de control
optimo consiste en encontrar una politica que optimice el criterio de rendimiento, el
cual, en este caso serd el criterio de costo total esperado, una politica es una regla
mediante la cual se elige una accién en cada punto de observacion del proceso. Una
manera de resolver un proceso de decision de Markov es basdndose en el principio
de optimalidad de Bellman conocido como programaciéon dinamica.

Bellman [5] usa el nombre “proceso de decision Markoviano” para referirse a
un programa dindmico cuyo mecanismo de evolucién es aleatorio y satisface una
propiedad markoviana o de pérdida de memoria. El propdsito del presente trabajo
es dar una introduccién breve y elemental a esta clase de procesos considerando
modelos con espacio de estados finitos.

En el primer capitulo se presentan conceptos basicos de procesos estocdsticos y un
pequeilo problema de inventario, en el segundo capitulo se da una breve introduc-
cién a la programacion dindmica y con ello se prueba el teorema principal de la
tesis, conocido como el teorema de la programacion dindmica, para posteriormente
extender el problema de inventario del primer capitulo y ejemplificar el teorema
probado. En el tercer y ultimo capitulo se exponen problemas de paro éptimo con
una introduccién y el desarollo de dos de estos, asimismo se presentan los pseudoco-
digos de cada uno de ellos y simulaciones realizadas en Python. En los anexos se
encuentra el cédigo fuente de cada problema del que se realizé una simulacion.
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Programacion Dinamica

En 1953 Richard Bellman propone la programacién dindmica como un método de
optimizacién para resolver problemas en procesos de decisién en multiples pasos,
sin embargo, actualmente es mas amplia la cantidad de usos que esta puede tener
en problemas tanto practicos como teoricos. Este capitulo es la médula del trabajo
de tesis, en el se presentan dos secciones. La primera seccion (Seccién 1.1) contiene
definiciones y notaciones de uso comun y recurrentes a lo largo de la tesis, en
la segunda seccion se encuentra un ejemplo, el cual sera referido en el siguiente
capitulo.

1.1 Preliminares

Para la comprensién del trabajo es necesario conocer conceptos bdsicos de procesos
estocasticos, en este capitulo se presentan conceptos o nociones que seran de utilidad,
sin suponer que han sido conocidos anteriormente. y posteriormente conceptos
fundamentales de programacién dinamica.

Definicion 1.1. (i) Un proceso estocdstico es una sucesion de variables aleatorias
{X;: t € T} definidas en un espacio de probabbilidad (2, F,P), donde T es un
conjunto de indices y X el rango comun de las variables aleatorias (v.a.) a los
cuales se les denomina espacio tiempo y espacio de estados, respectivamente.

(ii) Un proceso de Markov se define como un proceso estocdstico que cumple la
siguiente propiedad: para xg,1,...,Tn_1,Z,y € X yn >1,

P(Xpr1 =y Xo=20,X1=21,....,.Xp=2) =P (Xpy1 =yl X, =2).
Sea {X;: t=0,1,2,...} un proceso de Markov homogéneo definido en un espacio

de probabilidad (2, F,P) y con espacio de estados X C Z. Se supone que X tiene
una distribucién conocida g, es decir,

mo(y) =P(Xo=y), y € X,

donde 7y se denomina distribucién inicial.
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Notacion 1.2. En muchas aplicaciones de las cadenas de Markov el estado inicial es
conocido, por ejemplo, suponga que Xo = x € X, en este caso mo(x) = 1,y se dird que
la distribucion de X se concentra en el estado x.

Notacion 1.3. Sean z,y € X, se denota la transicion en un paso de x a y del proceso
estocdstico por:
Pmy = P(Xl = y|X0 = .’L')

Definicidn 1.4. Sea ¢ : X — R™ la funcidn de costo en un paso y {X;} un proceso
de Markov.

(i) La funcién de valor que caracteriza al costo total esperado hasta un horizonte
T € Z*, se define como:

T —

—_

Vr(z) = E, [ c(Xt)] ,reX.

t=

(ii) Para 0 <t < T — 1, la funcion de valor truncado que caracteriza al costo total
esperado hasta la etapa t es:

Vi(z) = E, [Xt: c(Xn)] ,x e X. (1.1

Notacion 1.5. Para t = 0 en (ii) de la Definicion 1.4, para todo x € X

Vo(z) = E[e(Xo)|Xo = 7]

= c(x).

Para la demostracién del proximo teorema serd necesaria tener presente la siguiente
identidad:
E[X] = E[E[X|Y]] = Y E[X[Y = yP(Y =y). (1.2)
y

Teorema 1.6. La funcion de valor truncado V; en (1.1) con 1 <t < T — 1 satisface:

Vi(z) = e(x) + Ex[Vi—1(X1)). (1.3)
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Demostracién. Seax € X yte {1,2,...,T — 1}, fijos. Usando (i7) de la Definicién
1.4 y propiedades de esperanza condicional (1.2),

Vi(x) = e(x)+E;

= () + Y E | e(Xa)[Xo =2, X = y] P.(X1 = y)
yesS Ln=1

= clx)+ > EY C(Xn)‘XO =X = y} P (X1 =)
yesS Ln=1

Usando la propiedad de Markov y un cambio de varible k¥ = n — 1 se siguen las
identidades,

t—1
Vi(z) = c(z)+ ) Ey [Z C(Xk:)] P2(X1=1y)

yes k=0
= () + Y Ey[Vi1(X1)] Po(X1 = p) (1.4)
yeS

Por lo tanto, usando la definicién de esperanza y como x y ¢ son arbitrarios el
resultado se sigue. [ |

1.2 Ejemplo de inventario

Para reafirmar lo establecido tanto en el Teorema 1.6 como en las definiciones que
le preceden, a continuacién se muestra un ejemplo de un problema de inventario
donde se desea conocer el costo total esperado hasta cierta etapa establecida. Para
facilitar el entendimiento de dicho ejemplo se presentan resultados obtenidos en
Python.

Ejemplo 1.7. Consideremos X, el stock de un inventario al tiempo t, el cual sigue la
dindmica:
X1 = (X — &)t t=0,1,... (1.5)

donde &, representa la demanda en el periodo t, suponemos que la sucesién {&;} esta
conformada por variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid).
Se considera que el almacén tiene una capacidad finita M, de esta manera, el espacio de
estadoses X = {0,1,2,..., M}, sila demanda excede la cantidad de producto existente,
se paga una penalizacion y no hay pedidos pendientes.

Se establece:

1.2 Ejemplo de inventario
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» ), = Costo de almacenaje por unidad.
= p = Costo de penalizacion (deuda de producto).

En este caso consideraremos la siguiente funcién de costo, sin olvidar que para todo
. —b b
a, b € R, max{a, b} = %, de esta manera,

c(x) = E[hmax{0,z — &} + pméx{0, —x + £}

_ h.Ex[m—x\;x—f}+p.Ex[\x—§r2+s—x}

= 3 [Ealle— ol + o~ Eulel] + £ - [Eulle — ol + Eale) — ]
= (%32) @+ (52 Elle - a1, (1.6)

donde el operador esperanza, E, es con respecto a la variable aleatoria &.

Se requiere el costo descontado total esperado de la Definicion 1.4 para 6 etapas, bajo
las condiciones: M =5, h =3, p =15, por lo que X = {0,1,2,3,4,5} y la distribucién
de la demanda estd dada en la Tabla 1.1.

d |0 1 2 3 4 5

P;10(101/01]03]03]|0.2
Tabla 1.1: Distribucién de la demanda

Haciendo uso del Teorema 1.6 para 6 etapas, se presenta el Pseudocddigo 1 para este
problema con espacio de estados X = {0,1,...,5}y con la distribucién de & de la Tabla
1.1, para esta distribucion, el valor esperado es 3.4. Para hacer uso de la ecuacion (1.6)
es necesario considerar la esperanza E[|¢ — x|], la cual estard representada por value2,
en el cual, cada una de sus entradas significa el valor de x en la diferencia, es decir,
en la entrada 2, se tiene E[|{ — 2|] ¥ E[¢] = value. Debido a la Notacién 1.5 se tiene
Vo(z) = ¢(x), para toda = € X, por lo que se ejecutan las lineas 22 y 23.

Capitulo 1 Programacion Dinamica



Pseudocddigo 1 Stock de un inventario (a)

27:
28:
29:
30:

: procedure FUNTION (XI,X,x,bef)
sum=0
for y in X do
a=x-y
if 0 <a < 5 then
sum =sum+ bef[y]*XI[a]

return (sum)

procedure cosT(XI,x,value,value2)
h=3
pP=5
Cl= h%’ -(x-value)
C2="1P (x-value2[x])

return(C1+C2)

: N=6

: X=[0,1,...,M]

: XI=1[0,0.1,0.1,0.3,0.3,0.2]

: value=3.4

: value2=[3.4,2.4,1.6,1.0,1.0,1.6]

: for xin X do
V[x]=COST(XI,x,value,value2)

: fortin (1,...,N) do
bef=copyvector(V)
for x in X do

write("Num. etapa: ", t)
print("V: ", V)

V[x]=COST(XI,x,value,value2) + FUNTION (XI,X,x,bef)

1.2 Ejemplo de inventario
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Implementando el pseudocddigo en Python, se obtiene la siguiente Tabla.

Vo(z) | Vi(z) | Va(z) | Va(z | Va(z) V()
17 | 17 17 17 17 17
12 | 13.7 | 13.7 | 13.7 13.7 13.7

7.8 10.7 | 10.87 10.87 10.87 10.87
4.4 11.4 | 11.94 | 11.957 | 11.957 11.957
3.4 | 13.32 | 14.828 | 14.891 | 14.8927 | 14.8927

4.8 | 14.92 18 18.2478 | 18.2558 | 18.25597
Tabla 1.2

N RhR|WIN=RO|X

Notacion 1.8. Obsérvese que el estado 0 corresponde a un estado absorbente, es
decir; si para algin k > 1, X, = 0, P, — casi seguramente (c.s) entonces, X, =
0, P, — c.s, Vn > k. Este tipo de comportamiento no ocurre en la prdctica, en este caso
al modelo (1.5) puede ser modificado del modo siguiente:

X1 = (X + A4 — &), 1.7)

donde A; es una variable de control la cual representa los productos solicitados en el
stock al tiempo t. De este modo (1.7) se denomina proceso de control de Markov para el

modelo de inventarios propuestos. En lo subsecuente se presenta la teoria general.

Capitulo 1 Programacion Dinamica



Teorema de la Programacion
Dinamica (PD)

La programacién dindmica es una técnica simple, pero poderosa, que ha demostrado
ser muy util para la resolucién de problemas de decision multietdpicos. La idea
fundamental que subyace en el método de la programacién dindmica es el principio
del invariante encajado, segtin el cual un problema dificil de resolver, esta encajado
en una clase de problemas mds simples de resolver, lo que permite encontrar una
solucién al problema original, en la segunda seccién (Seccidn 2.2) esta enfocada en
enunciar y demostrar el Teorema de la Programacion Dindmica 2.5, el cual provee
un algoritmo para encontrar una funcién de valor y una politica éptima.

2.1 Introduccion

Definicion 2.1. Un modelo de control de Markov se define de acuerdo a las siguientes
componentes:
(X, A {A(z):z € X}, F,c) (2.1)

donde, X es un conjunto numerable denominado el espacio de estados; A es un conjunto
numerable denominado el conjunto de acciones o controles; A(x) C A el conjunto de
acciones admisibles para cada estado = € X; F : Kx H — X la dindmica del sistema
esta dada por

X1 = F( Xy, A, &), Xo=2,t=0,1,2,... (2.2)

donde K = {(z,a) : x € X,a € A(z)}y H = Rango(&); ¢ : K — R representa la
funcion de costo, la cual se supone conocida.

Para introducir el concepto de politica, considérese un modelo de control de Markov
y defina H;, el espacio de las historias observadas del proceso de control hasta el
tiempo ¢, como

Hy = X,
Hy = KxHgg,
parat = 1,2,...,T. Un elemento h; de H; llamado ¢t—historia es un vector de la

forma

(x0, a0, T1,a1, ..., Te—1,Q4—1, %),
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donde (z;,a;) € Kparai=0,...,t —1yx; € X. Obsérvese que, para cada ¢, H; es
un subespacio de H; := (X x A)" x X yHy := X.

Definicién 2.2. Una politica aleatorizada o simplemente politica es una sucesion
m={m,t=0,1,2,...,T — 1} de probabilidades de transicion definidas sobre A, dada
la historia del proceso H; y satisface que: m(A(xz¢|hi)) = 1 para toda hy € Hyy t =
0,1,2,...,T.

Definicion 2.3. Se definen II como el conjunto de posibles politicas y como criterio de
rendimiento el costo total acumulado con horizonte finito con la politica = € II, como:

N—-1
J(m,x) :=E] | > o(Xp, &) +en(Xn) |, z € X. (2.3)
t=0

Donde EJ representa el valor esperado cuando se utiliza la politica m dado el estado
inicial xo = x ¥y ¢y : X — R la funcion de costo en la etapa final.

El problema del control de interés es minimizar el criterio de rendimiento de hori-

zonte finito.

Notacion 2.4. Se denota a J* la funcion de valores, es decir,

J () = inf{J(r,x): mell}, Vo € X. 2.4

El problema de control es encontrar una politica 7* € II tal que
J(r*,z) = J*(x), Vo € X. (2.5)
Para la siguiente seccidn sera necesario tener presente las siguientes identidades:

E [E[X|V1]|Ya] = E [E[X|Y2]|Y1] = E[X|Y1]. (2.6)

Capitulo 2 Teorema de la Programacion Dinamica (PD)



2.2 Teorema de PD

Teorema 2.5. Sean Jy, Ji,...,JJy funciones en X definidas (hacia atrds, desde t=N
hasta t=0) por

In(z) = en(x) 2.7)
yparat=N—-1,N—2,...,0.
Ji(z) :== gun c(z,a) + Z Jir1 (WP (X1 =y| Xe =2, Ar = a) |, (2.8)
(z) Jex
Ay es la variable de control, para minimizar suponemos que para cadat =0,..., N —1,

existen selectores f, € Ft.q. fi(x) € A(x) alcanza el minimo en (2.8) Vx € X yt =
0,....,N—1,

Ji(x) = c(@, fi(x)) + O Jea1(y)P(Xes1 = y| Xy = 2, A = fi(x)). (2.9)
yeX
Entonces, la politica (determinista markoviana) =* = { fo, ..., fn—1} es la éptima, y

la funcidn de valor J* es igual a Jy, i.e.
J*(x) = Jo(z) = J(7*,x), Vo € X. (2.10)

Demostracién. Sea m = {m;} una politica arbitraria y C;(r, z) corresponde al costo
total esperado del tiempo ¢ al tiempo NN, dado el estado X; = x en el tiempo ¢, i.e. si
t=0,1,...,N —1,

N—-1

Cy(m,x) :=E" Z co(Xn,an) + CN(XN)‘X,: = x] (2.11)
n=t

Cn(m,z) :=E" [en(XN)| XN = 2] = en(2). (2.12)

Si se usa la politica 7w y X; = z, ndtese que por (2.3) y (2.11)

J(m,z) = Co(m, x). (2.13)

2.2 Teoremade PD
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Afirmacion 2.6. Paratodox € X yt=0,...,N,

Cy(m,x) > Ji(x). (2.14)
Donde la igualdad se cumple si m = 7*, es decir,

Cy(m*,x) = Jy(x). (2.15)
La prueba de la Afirmacién 2.6 se realizara por induccion hacia atras. Con ¢t = N en

(2.12) y (2.7), resulta Cn (7, z) = Jy(z) = en ().
Ahora como hipétesis de induccidn, se asume que para algint = N —1,...,0,

Ct+1(7T,.%') > Jt_t,_l(l'), Tz e X. (216)

De esta manera,

TN—1
Ct(ﬂ',x) = E” Z c(anAn) + CN(XN) X = 1’)‘|
L n=t
r N-1
= ]Eﬂ' C(Xta At) + Z C(Xn,An) + CN(XN) Xt = f]f)]
L n=t+1
r N-1
= E™|E" lc(Xt,At) + Z o(Xn, Ap) + cN(XN)‘XtH =y, A = a)] ‘Xt = x} .
L n=t+1
N-1
Sea = Z c¢(Xn, Ap) + en(Xn) y resolviendo el valor esperado externo,
n=t+1
Cy(myz) = Y |E” {C(XtyAt) + 5’Xt+1 =y, A= a} Xt = :B] - (At = a| X = x)
a€A L
= Y |c(z,a) +ET {B‘Xz%l =y, Ay = a] X = 33] -y (A = a| Xy = )
ac€A L
= Z c(x,a) + E™ |ET [B‘prl = y] Xi=x, A = CL‘|‘| (A = a| Xy = z).
a€A L

2.17)

Notar que E™ {B X1 = y} = Cy4+1(m,y), por lo que calculando el valor esperado
de (2.17), se obtiene

Ci(m,x) = Z {c(:c,a) + Z Cop(my)P(Xpp1 =y| Xy =2, 4y = a)| - m(A; = a|X; = x).

acA yeX

(2.18)

10 Capitulo 2 Teorema de la Programacién Dindmica (PD)



Teniendo en cuenta la hipétesis de induccion (2.16) y (2.18) se sigue que

Cy(m,z) > Z c(z,a) + Z Jir1(Y)P (X4 = y|Xt =z, Ay =a)| (A = a|Xt = ).

acA yeX
(2.19)
Con o = ¢(z,a) + Z Ji+1(y)P(Xe41 = y|X; = 2, A; = a), se obtienen las siguientes
yeX
desigualdades
Cy(m,x) > Z [1/1{1(113 ()] - m(Ar = a| X = ) (2.20)
acA
= [min (@) - Y- mi(4, = al X, = )

a€A

Notar que Z m (A; = a| Xy = z) = 1, lo cual conduce a
a€A

Cy(m,z) > IfI}l(lI; [c(m,a) + Z Jir1(Y)P( X1 = y|Xt =x, A = a)]
z yeX

Por lo que queda demostrado (2.14). Para probar (2.15) se realiza el mismo pro-
cedimiento hasta (2.19) pues en la hipétesis de induccién habria de suponerse la
igualdad, con lo cual

Cy(r™,x) = Z [c(m,a) + Z Jer1(y)P(Xep1 = y| Xy =2, A4 = a) | - m(Ar = a| Xy = )

acA yeX

(2.21)

En (2.20) se da la igualdad pues la politica es 7*, utilizando el mismo « se siguen
las siguientes igualdades

Ci(n*,z) = ) lmin (04)] (A = a| Xy = 1)

acA A)

:[mmﬁ.zmmﬁw&=@

A) acA

= gl(ﬁ)l [C(ﬂfaa) + Y Ji(y)P(Xep = y| Xy = 2, Ay = a)
r yeX

= Jt(x),

Por lo que se concluye la prueba de la Afirmacién 2.6.

2.2 Teorema de PD 11
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Recordando (2.12), J(7,z) = Cy(, z) para cualquier politica 7, entre ellas 7*, por
lo que
J(r*,x) = Co(m*, x), (2.22)

ademads, haciendo uso de (2.15) cont = 0, Cy(7*, x) = Jo(x), asi
J(r*,x) = Jo(x). (2.23)
Para demostrar la otra igualdad de (2.10), es necesario tener presente la definicién
J*(x) = inf{J(m, ) : m € 1T},

con esto ocurre que, para toda «, J*(x) < J(m,x), en particular para 7* y por (2.23)

J*(x) < Jo(z). (2.24)

Parat =0en (2.13) y (2.14), J(m,z) = Co(m, x), Co(m,z) > Jo(z) respectivamente,
se obtiene

J(m,x) > Jo(x),
se sigue que Jy(z) es cota inferior del conjunto {J(m,z) : = € II}, entonces por
definicién de J*,

J*(z) > Jo(z), (2.25)

haciendo uso de (2.24) y (2.25) se llega a la conclusiéon de que J*(z) = Jy(z),
obteniendo asi las igualdades deseadas

J () = Jo(z) = J (7", x). (2.26)

Capitulo 2 Teorema de la Programacion Dinamica (PD)



2.3 Aplicaciones

Ejemplo 2.7. Retomando el Ejemplo 1.7, la variable de accion A; denota la cantidad
pedida al principio del periodo t, en este caso la dindmica del sistema esta dado por la

siguiente ecuacion en diferencias:
X1 = (X + A= &), (2.27)

Se agrega un costo de produccion, b, por lo que la funcion de costo queda de la siguiente

manera:
C(Xt, At, ft) == bAt + h HlEiX{O, Xt + At - €t+1} —{—pméX{O, —Xt - At + §t+1} (228)

Se toma la distribucion de la demanda dada en el Ejemplo 1.7, asi como la capacidad
de el almacén, M=5, por lo que X ={0,1,2,3,4,5}y A(z) = {0,1,...,5—z}Vz € X,

donde X representa el espacio de estados, en este ejemplo se tomard h = 2y p = 10.

Para ejemplificar el Teorema 2.5, se toma N = 6, el costo terminal, cy(z) = 0,Vx € X
y b =5, de esta manera, se desea calcular:

A(z) e

Ji(r) = min [c(:v,a) + Z Ji1(Y)P( X1 = y| Xe =2, Ay = a)] ,re X (2.29)

parat={5,4,3,2,1,0}.

Siguiendo la idea del ejemplo anterior:

c(r,a)=b-a+ <h2p) (x +a—E[§]) + (h;mn) (Eflz +a—&]).

2.3 Aplicaciones
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A continuacién se muestra el Pseudocdédigo 2 referente al ejemplo visto, este consta de
dos partes, en la primera se observan las funciones a las cuales se les dard uso en la
siguiente pdgina donde se encuentra el cédigo principal.

Pseudocddigo 2 Stock de un inventario (b)

1: procedure FUNTION (aux,XI,X,x,a)

2 sum=0
3 for yin X do
4 Xi=x+a-y
5 if 0 < xi <M then
6: sum =sum+ aux[y]*XI[xi]
7 return (sum)
8:
9: procedure SUMA (XI,x,a,M)
10: sum=0
11: for s in (0,....M-1) do
12: sum= sum+ |x+a-s|- XI[s]
13: return(sum)
14:
15: procedure cosT(XI,x,a,expxi,M)
16: b=5
17: h=2
18: p=10
19: Cl=b-a

20: C2= %-()H a-expxi)
21:  C3="1P.SUMA(XI,x,a,M)
22: return(C1+C2+C3)

14 Capitulo 2 Teorema de la Programacién Dindmica (PD)
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N=6
X=[0,1,...,M]
X1=1[0,0.1,0.1,0.3,0.3,0.2]
exp=3.4
print("Tabla de costos: ")
tabl=[M+1,M+1]
for x in X do
for ain (0,...,M-x) do
tab1[x,a] =Costo(XI,x,a,espxi,M)

print(tabl)

: J=[M+1]

: tabl=[]

: for x in X do

C=[(M+1)-x]

for ain (0,...,M-x) do
C[a]=Costo(X1,x,a,espxi,M)
posminima=argmin(C)
J[x]=C[posminima]

: print("t: ",N-1)
: print("J=",J)
: for tin (N-2,...,0) do

aux=copy(J)
for xin X do C=[ ]
for a in (0,...,M) do

C[a]=Costo(XL,x,a,espxi,M) +Sumatoria(aux,XI,X,x,a)

posminima=argmin(C)
J[x]=C[posminima]
print("t: ",N-1)
print("J=",J)

2.3 Aplicaciones
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En la Tabla 2.1 se muestran los costos generados, dependiendo del nivel de inventario
actual y los productos pedidos en acciones admisibles, recuérdese que la capacidad
mdxima de el almacén es 5, por ejemplo, si x=3, el conjunto de acciones admisibles es
A(x) = {0, 1,2}, el resto de las acciones no son admitidas y estdn representadas por

«©

ol 1| 2] 3| 4] s
X

0 | 34 | 29 | 252226232282
1 | 24 [202]17.6]| 186|232 -
2 | 152|126 | 136|182 - ;
3 | 76 | 86 | 132 - i i
4 | 36| 82 | - i i i
5 | 32 | - i i ; ;

Tabla 2.1: Costos

En la etapa 5, se obtiene:

x| a=0|a=1|a=2|a=3|a=4|a=5| Js(x) | s
0| 34 29 | 25.2 226 |23.6 | 282 | 226 |3
1] 24 |20.2|17.6| 18.6 | 23.2 - 17.6 | 2
2152|126 | 13.6 | 18.2 - - 126 | 1
3| 76 | 86 |13.2 - - - 76 |0
4| 3.6 | 82 - - - - 36 |0
5| 3.2 - - - - - 3.2 |0

Tabla 2.2: Valores para t=5.

Para t = 4:
x| a=0 | a=1 | a=2 | a=3 | a=4 | a=5| Jy(z) | s
0| 34 |31.26|29.22| 32.4 | 37.68 | 42.9 | 29.22 | 2
1] 26.26 | 24.22 | 27.4 | 32.68 | 37.9 - 2422 |1
2119.22 | 224 | 27.68 | 32.9 - - 19.22 | 0
3| 174 | 22.68 | 27.9 - - - 174 | 0
4|17.68 | 22.9 - - - - 17.68 | 0
5] 179 - - - - - 179 | 0

Tabla 2.3: Valores para t=4.

16 Capitulo 2 Teorema de la Programacién Dindmica (PD)



Parat = 3:

x| a=0 a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 Jo(z) | s
0 34. 31.922 | 30.544 | 35.71 | 43.294 | 50.584 | 30.544 | 2
1| 26.922 | 25.544 | 30.71 | 38.294 | 45.584 - 25.544 | 1
2 120.544 | 25.71 | 33.294 | 40.584 - - 20.544 | O
3| 20.71 | 28.294 | 35.584 - - - 20.71 | O
4 | 23.294 | 30.584 - - - - 23.294 | 0
5| 25.584 - - - - - 25.584 | 0
Tabla 2.4: Valores para t=3.
Parat = 2:
x| a=0 a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 Jo(x) | s
0 34 32.054 | 30.809 | 36.372 | 44.552 | 52.536 | 30.809 | 2
1| 27.054 | 25.809 | 31.372 | 39.552 | 47.536 - 25.809 | 1
2 | 20.809 | 26.372 | 34.552 | 42.536 - - 20.809 | O
3 |21.372 | 29.552 | 37.536 - - - 21.372 | 0
4 | 24.552 | 32.536 - - - - 24.552 | 0
5] 27.536 - - - - - 27.536 | 0
Tabla 2.5: Valores para t=2.
Parat=1:
x| a=0 a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 Jo(x) | s
0 34 32.081 | 30.862 | 36.504 | 44.803 | 52.939 | 30.862 | 2
1| 27.081 | 25.862 | 31.504 | 39.803 | 47.939 - 25.862 | 1
2 | 20.862 | 26.504 | 34.803 | 42.939 - - 20.862 | 0
3| 21.504 | 29.803 | 37.939 - - - 21.504 | 0
4 | 24.803 | 32.939 - - - - 24803 | 0
5] 27.939 - - - - - 27.939 | 0

Tabla 2.6: Valores para t=1.

2.3 Aplicaciones
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De esta manera obtenemos los valores hasta t = 0, con lo que se obtiene la Tabla 2.7

x| a=0 a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 | Jo(x) |s
0 34 32.086 | 30.872 | 36.531 | 44.854 | 53.02 | 30.872 | 2
1| 27.086 | 25.872 | 31.531 | 39.854 | 48.02 - 25872 | 1
2| 20.872 | 26.531 | 34.854 | 43.02 - - 20.872 | 0
3| 21.531 | 29.854 | 38.02 - - - 21.531 | O
4 | 24.854 | 33.02 - - - - 24.854 | 0
5| 28.02 - - - - - 28.02 | 0

Tabla 2.7: Valores para t=0.

Donde “s” representa lo que debe producirse.

De este modo, gracias al Teorema de PD 2.5 y haciendo uso de las tablas podemos
concluir que la estrategia éptima es:

0 st >3 0 st x>2
f5(£5): 7ft: )t:O)17"'747
3—x st x<2 2—x s1 o x<?2
x=0,1,...,5. Para obtenerla obsérvese la Tabla 2.2, con ¢t = 5, dénde los valores

de z iguales a 0,1y 2, y los valores de s asignados a los mismos, al ser sumados
indican la cantidad de stock que debe mantenerse. Es decir cuando =z = 0,1,2
deben producirse 3, 2, 1 respectivamente de tal modo que se mantenga en 3 el stock.
Mientras para x = 3,4, 5, no debe producirse nada.

Capitulo 2 Teorema de la Programacion Dinamica (PD)



Problemas de Paro Optimo

En este capitulo se presentan dos problemas de paro dptimo, los cuales son resueltos
via programacién dindmica. Esto expone el hecho de que el presente capitulo es el
punto central de la tesis, razoén por la cual son aplicados aqui los conceptos antes
enunciados. En la Seccién 3.2 se presenta el problema de aceptar la mejor oferta,
también conocido como el problema de la secretaria [3,4]. Este es un problema
conocido con una gran cantidad de variantes, que ha sido de gran interés desde los
afios cincuenta. Aunque su origen no es certero, la primera solucién al problema
estandar, el cual es objeto de estudio en ésta seccién, fue dada en 1961, pero en
1963 Dynkin [4] realizé una solucién al problema usando Programacién Dindmica.
En esta seccion se presenta la solucién al problema, se realizan simulaciones del
mismo y se presenta el pseudocodigo para realizar dichas simulaciones. En la Seccién
3.3 se presenta el problema de cubrir distintos tipos de vacantes, para el cual son
necesarias diversas nociones que son introducidas en la misma seccion. El problema,
aunque poco conocido, es util para identificar la diversidad de maneras que hay para
trabajar la Programacion Dindmica, dotando de un ejemplo dénde los estados no son
triviales. De igual manera en esta seccidn se incluyen simulaciones y pseudocdodigos
para realizar las mismas.

3.1 Estudio de problemas de paro ¢ptimo via
programacion dinamica

En este capitulo se asumird un espacio de estados contable y un espacio de acciones
finito. De esta manera se supondra que cuando una accién «a es elegida, entonces
se incurre en un costo esperado no negativo C(i,a) > 0. El objetivo es minimizar
el costo total esperado, pues esto es equivalente al rendimiento total esperado de
un problema que tiene una funcién de recompensa R(i,a) = [-C(i,a)| la cual es no
positiva.

Para alguna politica 7, sea

Vi(i) = E™ [i C( X, an)| Xo = Z]
n=0
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Ademas, sea
V(i) = inf V (i),

y la politica 7* serd llamada 6ptima si
Ve (i) = V(i),i > 0.

Es posible que V(i) sea infinito, en tal caso todas las politicas serian éptimas. Este
modelo solo es de interés si V(i) < oo para algunos valores de i.

Notacion 3.1. Si el proceso esta en el estado i, en el tiempo n y la accion a es elegida
entonces el siguiente estado del sistema se elige de acuerdo con las probabilidades de
transicion Pj;(a).

Si X, denota el estado del proceso al tiempo n'y a, la accion elegida en ese momento,
entonces es equivalente afirmar que:

]P{Xn+l :j‘XOaQOalealv e 7XTL = iaan = CL} = RJ(G’)

Teorema 3.2. La ecuacion de optimalidad

V(i) =min |Cli,a) + Y Py(@)V ()

El principal resultado tedrico de la programacién dindmica negativa es que la politica
determinada por la ecuacién de optimalidad es 6ptima.

Teorema 3.3. Sea f una politica estacionaria definida por
C(i, f(0) + Y _ Py (f())V(j) = min[C(i,a) + Y Pii(a)V(5)],i = 0.
J J

Entonces

La prueba del teorema anterior se encuentra en [1]. Ahora se supondra que cuando
una accion a es elegida en el estado ¢, entonces un costo esperado no negativo
C(i,a) > 0, es incurrido. El objetivo es minimizar el costo total esperado incurrido,
esto equivale al rendimiento total esperado para un problema que tiene una funcién

Capitulo 3 Problemas de Paro Optimo



de recompensa R(i,a) = [-C(i,a)] el cual es no positivo. Para cualquier politica ,
sea .
v;u)zzmﬂl§:cx)@“anﬂxb::4.

n=0
Como C(i,a) > 0, V(i) esta bien definida. Antes de continuar, se debe introducir
un poco acerca de los problemas de paro 6ptimo, se considera el siguiente modelo:
cuando se esta en el estado 7, es posible tomar la decisiéon de detener el proceso,
recibir la recompensa R(i) y el proceso termina, o elegir pagar C(i) y continuar,
entonces el siguiente estado serd j con probabilidad P;;. Suponiendo que C(i) y R(¢)
son no negativos. Diciendo que el proceso va al estado oo cuando se elige la accién
de paro, entonces, se tiene un proceso de desicion de 2 acciones, donde la accién de
paro es representada por la primera de ellas.
Con estas consideraciones se presentan las siguientes ecuaciones correspondientes
a la probabilidad de transicién y los costos que ocurren segun las acciones 1y 2,
dependiendo el caso. C(i,1) = —R(i), pues la recompensa terminal es represen-
tada como un costo negativo. Bajo este contexto se tiene: P, (1) = 1, C(i,2) =
C(1), P;j(2) = Pij, Pxooco(a) =1, C(oo,a) =0.

Este proceso no encaja en el marco de la programacion dindmica negativa (ver

definicién en [1]) pues no todos los costos son no negativos. Para transformar el
proceso en uno que se ajuste a las condiciones necesarias, se asume lo siguiente:

Suposicion 3.4.

a) inf;C(i) >0

b) sup;R(i) < oc.
Bajo estas condiciones, sea R := sup;R(i) y considérese un problema relativo, en el
cual, cuando se esta en el estado i, se puede elegir parar, y recibir la recompensa
terminal R(i) — R (o equivalentemente pagar un costo R — R(i) > 0), o continuar

pagando un costo C(7) para avanzar hacia j > 0 con probabilidad P;;.

Para cualquier politica 7, considérese V. y V., como las funciones de costo esperado
para el problema original y el problema relativo, respectivamente.

Nétese que para cualquier politica = que pare con probabilidad 1, se cumple:

Vi(i) = Vi(i) + R, i =0,1,2,...

3.1 Estudio de problemas de paro 6ptimo via programacion dindmica
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Ademas estas son las tnicas politicas que es necesario considerar, debido a que, por
Suposicién (a), cualquier politica que no se detenga con probabilidad 1, satisface:

V(i) = Vi (i) = o0.

Asi, cualquier politica que sea éptima para el proceso original, es 6ptima para el
proceso relativo y viceversa. Por lo cual el proceso relativo es un proceso de desicién
de Markov con costos no negativos, en consecuencia, por resultado previo, existe
una politica éptima y la funcién de costo éptimo V satisface:

V(i) = min ,1e X.

R — R(i),C(i) + Z PV (j)
J

Ademas, la pélitica que elige las acciones minimizadoras es éptima por que V(i) =
V(i) — R(i), véase que,

V(i) = min|—R(i),C(i)+ Y_P;V(j)|,i€ X (3.1)
J
y la politica asi determinada es 6ptima.
Sea Vp(i) = —R(i), y paran > 1,
Vo(i) = min | —R(i),C(i) + ) B-]-Vn_l(j)] i€ X. (3.2)
J

Recuérdese que V,, (i) representa el costo total minimo esperado en el que se incurre,
si se comienza en el estado i y es permitido un maximo de n etapas antes de
detenerse, desde esta interpretacion se puede ver que V,,(i) > V,,41(4) > V (3), asi

lim V(i) > V(4) (3.3)

y se dice que el proceso es estable si lim,,_,, V,,(7) = V (7).

Proposicidn 3.5. Bajo las condiciones

a) O :=inf; C(i) > 0,

b) R :=sup; R(i) < 400,

Se tiene que para todo n 'y toda i,
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Demostracion. Sea f una politica 6ptima y sea T el tiempo aleatorio en el cual f
se detiene. Ademas, sea f, la politica que elige la misma accién que f al tiempo
0,1,...,n — 1 pero que se detiene al tiempo n (si no se ha detenido previamente),
donde S denota el costo total,

V(i) = V(i) = B/ (S|T < n) - P(T < n) +E/(S|T > n)-P(T > n) (3.4)

V(i) < Vi, (i) = B (S|T < n) - P(T < n) +E(S|T > n) - P(T > n).

De esta manera
Vali) = V(i) < [Ef (ST > n) — E/(SIT > n)| - B(T' > n) < (R~ C) - B(T > n)
Para obtener una cota en IP(7" > n), haciendo uso de (3.4) se obtiene:

~RG@)>V(@E) > —R-P(T<n)+[-R+(n+1)-C]-P(T>n)
= —R+(n+1)-C-P(T >n)

entonces

y el resultado se sigue. [ |

Observacion 3.6. Bajo las condiciones de la proposicion anterior se cumple

R - C)(R - R(i))
(n+1)C ’

Vali) - V(i) <
haciendo n — oo en ambos lados de la desigualdad, se obtiene:

’ ‘ 1 (R=O)(R-R(3))

(R=C)(R—=R(3))
C

notar que no depende de n, entonces:

y haciendo uso de (3.3) nh—>Holo V(i) = V (4), es decir, cuando se cumplen las condiciones
a) y b) el proceso es estable.

Para ver que no todos los problemas de paro son estables considérese el siguiente
ejemplo.

3.1 Estudio de problemas de paro 6ptimo via programacion dindmica
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Ejemplo 3.7. Problema de paro no estable.

Sea el espacio de estados, el conjunto de todos los enteros y sea: C(i) = 0, R(i) =
i, Piy1 = % = P, 1. Luego Vy(i) = —i, y puede probarse que V,, (i) = —i, sin
embargo, hasta que el problema se detenga, el estado cambia de acuerdo a una caminata
aleatoria simétrica, pero tal cadena de Markov es recurrente nula y por lo tanto, se
sabe que, con probabilidad 1, cualquier estado N dado eventualmente serd alcanzado.
Por lo que, si se comienza en el estado i, se puede garantizar una recompensa final de
N, usando la politica de detenerse cuando el proceso entra a N. Como es cierto para
toda N, se puede notar que V (i) = —oc. Ast, este problema de paro, el cual no satisface
a) y b), no es estable.

La siguiente teoria sera utilizada en la Seccién 3.3.

Sea
B = { : —R(i) < O(i) - ZPinu)} = { L R(i) > Y PyR(j) - ca)}.
j=0 j=0

La politica que se detiene la primera vez que el proceso entra a un estado en B es
llamada, la politica de anticipacién de una etapa (one-stage look-ahead policy).

Definicion 3.8. Un conjunto de estados B, es cerrado si para cualesquiera i € By
J ¢ B se satisface que P;; = 0.

Se probara un resultado tal que si B es un conjunto cerrado de estados, entonces,
bajo el supuesto de estabilidad y la politica de una etapa es 6ptima.

Teorema 3.9. Si el proceso es estable y si P;j; = 0 para i € B, j ¢ B, entonces la
politica dptima se detiene en i si y solo si i € B.

Demostracién. Se mostrara por induccién sobre n que V,,(i) = —R(i), Vi € ByVn >
0. Por (3.2), Vp(i) = —R(i). Suponiendo que se cumple para n — 1, entonces para
i€ B,
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Va(i) = min —R(i);C(i)+ZPijVn_1(j)]
§=0

= min |—-R(i); C(i) + Z P;jVi—1(j) | (pues B es cerrado)
jEB

= min |—R(i); C(i) — Y _ P;R(j)| (hip. de inducci6n)
jEB

= min |—R(i); C(i) _ZPin(j)
=0

Como i € B, —R(i) < C(i) — ZRjR(j), de esta manera V,,(i) = —R(i), Vi €
=0

J
By Vn > 0. Utilizando hipdtesis de estabilidad,

V(i) = lim V(i)
= Mg R
= _R(Z)7
se obtiene V(i) = —R(i), i« € B. Ahora para i ¢ B la politica que continua por

exactamente una etapa y se detiene, tiene un costo esperado
C(i) = Y_ PyR(j),
j=0
el cual es estrictamente menor que —R(7) (pues i ¢ B), es decir,
C(i) = > PyR(j) < —R(i). (3.5)
j=0

Por otro lado por (3.2), para cada j, V,,(j) < —R(j), asi
lim V,(j) < lim —R(j).

n—o0 n—o0

Dado que el proceso es estable V' (j) < —R(j), con lo cual se obtiene:
Y PV(j) < =) PjR())
j=0 §=0

Ci)+ 3 PV ()
=0

IN

C(i) = >_ PyR(j),
j=0

haciendo uso de (3.1) y (3.5), implica V(i) < —R(%).

3.1 Estudio de problemas de paro éptimo via programacion dindmica
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En resumen,

V(i) = —R(i), i € B
V(i) < —R(i), i ¢ B,

es decir, si ¢ € B la accién sugerida por la politica es detenerse, en caso contrario la

accion es continuar. | |

3.2 Aceptando la mejor oferta

Suponga que se presentan n ofertas en orden secuencial, con n > 1, donde los n!
ordenes son igualmente probables, la tinica informacién con la que se cuenta en cada
etapa es el rango relativo de la oferta actual en comparacion con las anteriores. Al
momento que se presenta una oferta, se puede decidir si se rechaza, y se continua el
proceso, o es aceptada, y el proceso termina. El objetivo es maximizar la probabilidad

de seleccionar la mejor oferta.
Se definen:

i es una oferta candidato, si su valor es mayor o igual que el de las ofertas

anteriores.
» V(i) = Probabilidad de elegir la mejor oferta en la posicion i.

» P(i) = Probabilidad de que, si la i-ésima oferta es aceptada ésta sea la mejor
de todas.

= H(i) = Probabilidad de obtener la mejor oferta cuando la i-ésima oferta es

rechazada.
De acuerdo a la ecuacién de programacién dindmica (2.8) se obtiene:
» V(i) = méax[P(i), H(:)]

» P(i) = P(la oferta i-ésima es la mejor de todas| la oferta i-ésima es la mejor

. . 1
de las primeras i) = —.
n

@.\»—A‘S |

= H(i) = 75 V(i+ 1)+ 77 H(i + 1).
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Es posible ver las igualdades anteriores, ya que, si la oferta i es rechazada, la oferta
i + 1 puede ser aceptada o rechazada.

La probabilidad de que la oferta i + 1 sea mayor que las anteriores es 1%1 y la
probabilidad de ganar dado ese evento es, por definicién, V (i + 1).

La probabilidad de que la oferta i + 1 no sea mayor que sus antecesoras es

1
i+1 i+1

pero, dado que no es mayor que las anteriores, obtenemos la mejor oferta con
probabilidad 0 si la aceptamos, por lo que se debe rechazar la oferta i + 1 y la
probabilidad de obtener la mejor oferta dado que fue rechazada la i + 1 es por
definicién H (i + 1).

V' y H son ecuaciones recursivas y para determinarlas hay una condicion inicial,

H(n) = 0 pues la probabilidad de obtener la mejor oferta dado que rechazamos la
ultima y V(n) = 1, por como esta definida se debe elegir el mdximo entre 1 y 0.

Para ver la forma recursiva de H, se evalia en la pentltima etapa:

n—1

Hn-1) =

Il
A N3 | —R3 |
3
S|
—_
~—
N
3
| | =
[—
N~

Entonces,
n—1n-1 1
Vin—-1) = A .
(n ) max{ — n—l}
n— 1
= 1. —
s
_ n—1
B n
Paran — 2:
1 n—2
Hn-2) = — - V(n-1 -H(n—1
(=2 = —=V@-1)+— Hn-1)

() (=)=
- (%) ) () )
N nn (ni2+nil>'

3.2 Aceptando la mejor oferta
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Lo cual implica

n—2 n—2 1 1
Vin—2) = m4
(n=2) max{ n ' n (n—2+n—1>}

i
H(G) = — -
(4) - -
m=1
n—1
1 1
Vi) = — max{ 1, }
n m
m=1
n—1
Observacion 3.10. Cuando Z — > 1, las ofertas son rechazadas, pues V(i) = H (i)
m
=1
n—1 " n—1
y cuando Z — < 1 se considera la opcion de aceptar la oferta. Ademds Z — es una
m=1 " m=i """
funcién decreciente, siempre que n > 2,
n—1 n—1
1 1
dYo—>1y Y =<1
m=1 m=n—1
De aqui se deriva la existencia de j < n tal que:
n—1 n—1
1 1
Yoo —<1<> —.
~m m
m=j5+1 m=j
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H es una funcion decreciente después de pasar j por lo cual, después de este se
debe aceptar la oferta con mayor o igual valor al médximo de las anteriores.

Recuérdese que el estudio se hace sobre las ofertas candidato, i.e., lo que conviene
es rechazar las primeras ofertas candidato hasta la oferta j y como H decrece, se
acepta la siguiente oferta candidato. Resta encontrar el momento j,

. n—1
. J 1
H = . — 3.6
G) = 3 mZ:jm (3.6)
9 n—1
R l/ ldx
n Jj T
J <n—1)
= =.log -
n J
~~ l-log (n) 3.7)
n J

En (3.6) la suma se aproxima por sumas de Riemman a una integral, mientras que
en (3.7) es posible hacer la aproximacién ya que la funcién logaritmo crece con
distancias pequeias.

Por otro lado, si

g9(z) = % -log (Z) ,

g'(z) = % -log (n) -1

i n

se tiene que:

. n n
igualando a cero, log () =1, entonces z = —.
X e

La estrategia éptima es rechazar las primeras — ofertas y después aceptar la primer
(&

1
oferta candidato que aparezca, la probabilidad de obtener la mejor de todas sera —,
e
puesg|(— ) =-.
€ €

Recuérdese que, g aproxima a H, i.e., la probabilidad de obtener la mejor oferta
1

. n
dado que se dejan pasar — es —.
€ (&

A continuacidén se muestra el Pseudocddigo 3 para realizar la simulacién del proble-
ma, considerando N como el ntimero total de ofertas presentadas.
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Pseudocddigo 3 Aceptando la mejor oferta

1: N =100
2: j =int(N/e)
3: best =0

4: aur =0

5: for k in (1,100) do

6: ofertalk] =randint(1, 100)
7: if ofertalk] > best then

8: best = ofertalk]
9: if £ > j and aux == 0 then
10: if ofertalk] > best then
11: chosen = ofertalk]
12: write("La oferta elegida es: ")
13: write(chosen)
14: aux =1

15: write("La mejor oferta es: ")
16: write(best)

Realizando simulaciones en Python, se generan cien ofertas en orden aleatorio,
dentro de un rango de 0 a 100, de las cuales una oferta es elegida siguiendo la
estrategia anterior, sin embargo, en algunos casos, puede presentarse una oferta mas
alta, después de ya haber elegido alguna otra. El nimero de ofertas rechazadas para
este ejemplo es de 100 = 36, en la Figura 3.1 se muestra como la oferta elegida fue
de 99, teniendo que ela mejor oferta fue de 100.

La mejor oferta

140 - —— ofertas
1204 Oferta elegida  Mejor oferta
© 100
£
2
Is}
w 80 A
°
(=3
2 60
>
40 4
201
2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 160
num. oferta
Figura 3.1
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Se realizaron cincuenta simulaciones de cien ofertas cada una. En cada simulacion
se comparo la oferta elegida con la mejor de dicha simulacidn, si estas coinciden se
dice que la diferencia entre ellas es cero, de otra manera, se grafica la discrepancia
entre ellas y al final de esto se obtiene que el porcentaje de coincidencia fue de 62 %,
lo cual se muestra en la Figura 3.2

Gréfica comparativa

Coincidencia: 62%

Discrepancia

0 U_IPy 2 20.0%...0.
0 10 20 30 40 50
Simulacién
Figura 3.2

Seguido de esto, para las siguientes simulaciones, se conserva la idea anterior, donde
la diferencia es el niimero de ofertas que son rechazadas antes de elegir la oferta
candidato, en la primera grafica de izquierda a derecha de la Figura 3.3 se rechazan
las primeras 20 ofertas, donde el porcentaje de coincidencia fue de 40 %, para la
segunda grafica de la Figura 3.3 se rechazan las primeras 80 ofertas y se obtiene un
26 % de coincidencia.

Grafica comparativa Gréfica comparativa

~
I=}

Coincidencia: 40% Coincidencia: 26%

u -3
=3 o

Discrepancia
Discrepancia
B
o

N
o

N w
=] =]

=
o

-

15

o

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Simulacién Simulacién

Figura 3.3

Puede observarse de las simulaciones como el porcentaje de coincidencia entre la
mejor oferta y la oferta elegida de una simulacién es claramente superior al seguir
la politica dada por la solucién del problema, comprobando asi el hecho ya conocido
de que esta es la politica 6ptima. Mas aun, la Figura 3.2 y la Figura 3.3 ponen en
evidencia que la discrepancia entre oferta elegida y mejor oferta de una simulacion
es mucho mayor al seguir una politica diferente a la 6ptima, suceso que refuta mas la
teoria. Se ve de esta forma, como resolver un problema via programaciéon dindmica
y como se verifica empiricamente.

3.2 Aceptando la mejor oferta

31



32

3.3 Cubriendo distintos tipos de vacantes

Un entrevistador es contratado por una empresa, donde hay N tipos de puestos
disponibles, cada vez que se entrevista a un candidato, independientemente de
los entrevistados con anterioridad, aplicara para el puesto i con probabilidad P,
parai = 1,...,N. En cada etapa la empresa puede decidir pagar un costo C' al
entrevistador, al cual solo le es posible entrevistar a lo mds a un candidato en dicha
etapa o decidir no hacerlo. Si decide pagar el costo, puede llegar un candidato en
busca de empleo con probabilidad «, si decide no continuar pagando al entrevistador,
la empresa recibe la recompensa terminal R(n) generada por los n tipos de puestos
cubiertos. Ahora se determinara la politica éptima.

El estado en cualquier momento es el conjunto X de los distintos puestos que han
sido cubiertos. La politica de anticipacién de una etapa se detendria en X si X € B,
| X | es la cardinalidad de X (el nimero de elementos en X).

B = {X:R(X|) > ExR(X1) - C}

— {X:R(]X]) ZQZRR(|X1+1)+aZP,-R(\X|)+(1—a)R(\X\)—C}.

igX ieX

Se denota F al evento donde un candidato es entrevistado y ese puesto ya esta
ocupado, es decir, ese puesto se encuentra en X y E; donde un candidato que aplica
para el puesto i es entrevistado, de esta manera:

Y. B = P( E)

i€ X iceX
= P(E)
= 1-P(E°
= 1-T( U E)
¢ X
i¢X

entonces

B = {X  R(IX|) > o) PrIX[+1)+aR(| X)) [1—23} + R(|X]) — aR(|X|) - C
i¢X igX

- {X :R(X| > a Y BR(X|+1) - aR(X]) . P+ R(X]) - c} .
igX igX
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Es posible reescribir a B como:

B :{anﬂmx+n_mmn

- {X:R¢m+1y4mxbs B }

donde P(X) = > P
3%

Ahora, suponiendo que R(n) es una funcién céncava, se probard que R(n+1) — R(n)
decrece en n, sea g(n) = R(n + 1) — R(n), quiere probarse que g es decreciente,
donde las siguientes desigualdades son equivalentes,

IN

g(n+1) g9(n)
R(n+2)—R(n+1) < R(n+1)—R(n)

R(n+2)+ R(n) < 2R(n+1),
por suposicion R es cdncava, es decir, para todo z, y € dom(R) yt € [0,1],
Rtz + (1 —t)y) > tR(x) + (1 —t)R(y).

Sean x = n, y:n—i—lyt:%,

Rin+1) = R(zn+g(n+2)

1 1
> §R(n) + ER(n +2),

entonces
R(n)+ R(n+2) <2R(n+1),

de esta manera g es decreciente.

Para demostrar que la politica es 6ptima se hara uso del Teorema 3.9, para lo cual es
necesario probar el siguiente lema.

Lema 3.11. El proceso es estable y el conjunto B es cerrado.

Demostracidn. La condicién a)in fix|C(|X|) > 0se cumple, ya que parai = 1,...,N,C(i) =
C, positiva, de esta manera inf)x|C(| X|) = C.

La condicién b)sup x| R(|X|) < oo se cumple, ya que al existir una cantidad finita de
recompensas, sup|x|R(|X|) = max x| R(|X]). Asi, por la Observacion 3.6 el proceso

es estable. Resta ver que B es un conjunto cerrado, para ello, sea X € B, X' ¢ B,
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se quiere probar que Py x/ = 0, suponiendo que esto no ocurre hay que notar que
XCXoX ¢ X'.Si X X', entonces existe i € X tal que i ¢ X', en consecuencia
Pxx = 0, esto debido a que si en el conjunto X se tiene el puesto del tipo i, por
la naturaleza del problema, no es posible despedir empleados, es decir, desocupar
puestos, por esto no es posible trasladarse de X a X'.

Entonces X C X', més aun, X & X' puesto que X € B mientras que el otro no. Dado

que X € B,cumple R(|X|+ 1) — R(|X]|) < PC('X)’ se sabe que R(| X |+ 1) — R(|X])
«

decrece y por la contencién | X| < |X’|, por consiguiente
R(IX'[+1) = R(X']) < R(IX| + 1) — R(IX]). (3.8)

Cabe sefialar que X’ tiene a lo mas N elementos y haciendo uso de la contencién
propia X tiene alo mas N —1 elementos, por tanto, existe j ¢ X entonces P(X) > Pj,
en otras palabras, la suma de las probabilidades de entrevistar a un candidato que
aplique para un puesto que no este en X serd mayor igual a la probabilidad de
entrevistar a un candidato que aplique para un puesto disponible. Si P(X’) = 0,

aP(X)R(X'| +1) + [1 = aP(X")| R(X']) - C = R(X'|) - C < R(X']),

lo cual es la condicién para pertenecer a B, pero por hipétesis X’ ¢ B, asi se afirma

que P(X) # 0, P(X’) # 0. Recordando, P(X) = > P, = » P, de igual manera
i¢X iexe
para X', ademds X'® C X°¢, esto es una consecuencia de X C X', de ahi que:

P(X) = > B
i¢X
— ZH

1€X¢

= > B+R

ieX’e

g X/
= P(X)+R

entonces
P(X) - P(X') =R,

con R = Z P; y R > 0 pues es suma de probabilidades, esto implica que
iGXC\X,C

P(X) = P(X'),

entonces
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en sintesis o o
— < — . (3.9
aP(X) aP(X')

Haciendo uso de (3.8) y (3.9) se obtiene

C
R(IX'|+1) — R(X'|) < — ,
(X141) = RIX) <
lo cual es una contradiccién pues X’ ¢ B. En conclusién B es cerrado. [ |

Por consecuencia del lema anterior, la politica es 6ptima cuando R es concava.

Al igual que en la seccién anterior, se presenta el Pseudocddigo 4 para realizar
una simulacién de este problema, usando como funcién céncava a: 10 — (% — 3)2,
considerando 50 puestos diferentes y con una probabilidad de que alguien llegue en
busca de empleo de 0.7.

Pseudocddigo 4 Cubriendo distintos tipos de vacantes

1: procedure REWARD (X)
2 y=50—(%-7)?
return y

3

4:

5: procedure STOP(type,X,C,alpha,sum1)
6:  funtionl =REWARD(|X|)

7 funtion2 =REWARD(|X+1|)

8 Pbar =suma(type)-suml

9 if (Pbar # 0) then

10: if (funtion2 — funtionl < ﬁ) then
11: return 1

12: else

13: return 0

14: else

15: return 1

16:

17: procedure FIND(u,alpha,N)
18: for k in(1,N) do

19: if (=Lhalpha ) o kalphay thep
20: return k
21:

3.3 Cubriendo distintos tipos de vacantes

35



N =50
alpha = 0.7
C=05 > Se define un costo para continuar
X =[]
suml =0
i=N+1
flag =10
for kin (1, N) do
typelk] = 1/N

Y N TR N

— =
= O

: while (k < 80 and flag == 0) do

12: u = random/(0, 1)

13: if (u < alpha) then

14: i=FIND(u,alpha,N)

15: if (i ¢ X) then

16: addito X

17: suml = suml + type]i]

18: aux=STOP(type, X, C, alpha, sum1)
19: if (aur == 1 and flag == 0) then
20: flag =1

21: chose = | X|

22: safek =k

23: rew =REWARD(|X|)-C

24: write("La cardinalidad de X es:")
25: write(|X|)

26: write("Num. de iteraciones:")
27: write(k)

28: write(Recompensa: ")

29: write(REWARD(|X|)-C)

30: C=C+05
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Haciendo uso del pseudocddigo anterior, se realizaron simulaciones en Python, con
N = 50 puestos disponibles en alguna empresa, una distribucién uniforme para los
diferentes tipos de empleos, una probabilidad o = 0.7 de que un candidato llegue
en busca de empleo y un costo por etapa C' = 0.5.

Distintos tipos. Distintos tipos.

30 | —e— recompensa —e— recompensa

—e— elegido —— elegido

10

Recompensa final
Recompensa final

v T T T T T
0 10 20 30 40 o] 10 20 30 40
Cardinalidad Cardinalidad

Figura 3.4

En la Figura 3.4 se muestra en color azul claro las diferentes recompensas finales
obtenidas cuando la cardinalidad de X varia, pues cada que X crece, un puesto
mas ha sido cubierto. La empresa genera una ganancia dependiendo del nimero de
puestos cubiertos, a esta le restamos el costo acumulado, el cual es k£(0.5) donde & es
el nimero de etapas que han transcurrido desde el inicio del proceso hasta el puesto
cubierto mas reciente. La linea punteada roja, representa nuestra eleccién basada en
la politica vista previamente, la linea punteada azul indica la mayor recompensa de
toda la simulacién, cuando ambas lineas coinciden solo es visible la linea roja.

En estds simulaciones puede observarse como la recompensa terminal estd intima-
mente relacionada con la funcidén de recompensa, obteniendo con ello una vision mas
clara del porque la funcién de recompensa debe ser céncava para que la estrategia
sea Optima. Para realizar dichas simulaciones, la probabilidad P, fue elegida con una
variable uniforme, sin embargo, en los cédigos utilizados para este fin, es posible
utilizar otra distribucion.

3.3 Cubriendo distintos tipos de vacantes

37






Conclusion

En este trabajo de tesis se abordo la teoria de procesos de decision de Markov, se tra-
bajaron problemas a tiempo discreto, con horizonte finito. El criterio de rendimiento
utilizado para evaluar la calidad de las politicas fue el costo total esperado, este es
presentado en el Capitulo 1.

La teoria de procesos de decisién de Markov fue presentada en el Capitulo 2,
ademas se provee una técnica de solucién para los problemas de control 6ptimo
que consisten en encontrar una politica que optimice el criterio de rendimiento, lo
cual se ejemplifico en el ejemplo de inventario, donde las estrategias éptimas fueron
caracterizadas usando el teorema de la programacion dindmica.

En el capitulo 3, se presentaron los problemas de paro 6ptimo, los cuales son
resueltos via programacion dinamica, asimismo se presentaron dos ejemplos de
dichos problemas, en el primer ejemplo, Aceptando la mejor oferta, se mostro la
manera para llegar a la politica éptima y se enuncio6 dicha politica, haciendo uso
del pseudocédigo se realizaron simulaciones para mostrar de manera numeérica los
resultados, lo cual permite resolver el problema para un nimero mayor de estados,
el mismo procedimiento se sigui6 para el segundo problema.

Algunos problemas cuyo andlisis posterior puede ser realizado, a consecuencia de
este trabajo son los siguientes:

i. Plantear y resolver el ejemplo de vacantes para un niumero mayor de acciones,
estados y periodos.

ii. Estudiar otros métodos de solucion a parte de la programacion dindmica.
iii. Investigar acerca de un conjunto de datos para aplicar la teoria desarrollada.

iv. Modelar usando problemas de decisién de Markov problemas de aplicacion

cotidiana y dar una solucion.






Anexos

Anexo 1

import numpy as np
from random import random

def matriz(M,V,x):
for i in np.arange(0,6,1):
M[i,x]=V[i,0]
return M

def Costo(XI,x,espxi,exp2):
h=3
p=5

Cl=((h—p)/2)*x(x—espxi)
C2=((h+p)/2)+xexp2[x,0]
return (C1+C2)

def Sumatoria(aux,XI,X,x):

sumatoria=0
for y in X:
a=x—y
if(0O<=a<=(len(XI)-1)):
sumatoria =sumatoria+ aux[y,0]xXI[a,0]
return sumatoria

M=5

X=np.arange (0 ,M+1,1) #espacio de estados
print ("El_espacio_de_estados_es:")

print (X)
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N=int (input(" N ?_"))#numero de etapas

XI=np.array ([[0],[0.17,[0.17,[0.31,[0.37,[0.211)
espxi=3.4
exp2=np.array ([[3.4],[2.4],[1.6],[1.0],[1.0],[1.6]1])

V=np.zeros ((M+1,1)) #representa V_0O
for x in X:
V[x,0]=Costo (XI,x, espxi,exp2)

aux=np.zeros ((M+1,1))
Menp. zeros ((M+1,N))
M=matriz (M,V,0)

for t in np.arange(1,N,1):
for x in X:

V[x,0]=(Sumatoria (aux, XI ,X,x)+Costo (XI,x, espxi,exp2))
M=matriz (M,V, t)#organiza los V_t en una matriz
print("V_es: ")
print (V)

print (M)
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Anexo 2

import numpy as np

from random import randint
import math

N=100#de ofertas

ele=0

best=0

ban=0

j=int (N/math.exp (1))
pre=np.zeros ((1,j))
post=np.zeros ((1,N-j))

#hay 100 ofertas pues arange llega hasta N-1
for k in np.arange(O,N,1):

if (k<j):
#se genera la oferta i de 0 a 100
pre[0,k]=randint(1,100)

else:
post[0,k—j]l=randint(1,100)

#determina la mayor oferta presentada

if (int(np.amax(pre))>int(np.amax(post))):
best=int (np.amax(pre))

else:
best=int (np.amax(post))

#para determinar que oferta que se elige
#solo es necesario recorrer post,
#pues la mayor oferta de pre es la oferta
#candidato hasta ese momento
bigpre=int (np.amax(pre))
print (bigpre)
elegida=0
for k in np.arange(0O,N-j,1):
if (k==(0N-j —1)):
elegida=post[0,k]

if (post[0,k]>=bigpre):

3.3 Cubriendo distintos tipos de vacantes
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elegida=post[0,k]
break

print ("pre=",pre)
print("post=_",post)

print ("the_best=_",best)
print("elegida=_",elegida)
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Anexo 3

import numpy as np
import random
import math

import matplotlib.pyplot as plt

def recompensa(x):
y=0(x/4) =7)x*2
return (50-y)

def paro(pi,S,alpha,sumS):
C=0.5#C es fijo

funl=recompensa(len(S))
fun2=recompensa(len(S)+1)
Pbarra=np.sum(pi)—sumsS
num=alphaxPbarra
beta=fun2—funl

if (Pbarra!=0):
if (beta<=(C/num)):

return 1#debe de pararse

else:
return 0
else:
return 1# pues si

def buscar(u,alpha,N):
for k in np.arange(1,N+1):

la suma es cero debe detenerse

if ((u>=((k—1)~alpha)/N)and (u<(k+alpha/N))):

return k

N=50

X=np.arange (1,N+1,1)

print ("ESPACIO_DE_ESTADOS\n")
print (X)#espacio de estados

C=0
alpha=0.7

3.3 Cubriendo distintos tipos de vacantes
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print("alpha=_")
print (alpha)

pi=np.zeros ((1,N+1))#hacemos 31 espacios para dejar el primero vacio
#se tienen tipos del 1 hasta N
#la primera entrada es con k=0

for k in np.arange(1,N+1):
pi[0,k] = 1/N

S=[]

rew=[]#servira para graficar

rew . append (recompensa(len(S)) —0.5)

#la recompensa cuando la cardinalidad es cero

aux=0

ban=0

#esta suma acumulara cada probabilidad del tipo de empleo que fue cubierto
sumS=0

i=N+1

elegido=0

safek=0

tope=101

ganancia=0

k=0

while (k<tope):
C=C+0.5
u=random .random ()

#simulacion bernoulli
if (u<=alpha):
i=buscar (u, alpha ,N)

if (S.count(i)==0):
S.append (i)
sumS=sumS+pi [0, 1]
aux=paro (pi,S,alpha,sumS)

if (aux==1 and ban==0):

ban=1
elegido=len (S)
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print(S)
sakek=k
recom=recompensa(len(S))—C

rew . append (recompensa (len(S))—C)
k=k+1

print("elegido=_",elegido)
print("recom: " ,recom)
print("rewl8: " ,rew[18])
print("rewl19: " ,;rew[19])
print("rew20: " ,rew[20])
ejeX=np.arange (0,len(S)+1,1)

plt.plot(ejeX,rew, 'c—o’ ,label="recompensa’)
plt.plot(elegido ,recom, 'r—o’,label="elegido ’)
plt.plot([elegido,elegido],[np.min(rew) ,recom], ’'r—")

if (np.max(rew)>recom):
plt.plot(rew.index (np.max(rew)) ,np.max(rew), ’b—o’)
plt.plot([rew.index (np.max(rew)) ,rew.index (np.max(rew))],[np.min(rew.

plt.ylabel (’Recompensa,_final ’)
plt.xlabel (’Cardinalidad_de_S’)
plt.title ("Simple_Plot")
plt.legend ()

plt.show()
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