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Introduccion

A inicios del siglo XX, la formalizacién de la Topologia General se
consolidé tras la presentacién de diversas propuestas, entre las cuales
destaca la otorgada por Hausdorff en [Haul4] de la cual se deriva actual-
mente el axioma de separacion Ts y que ulteriormente se complementd
con la introduccién de una jerarquia completa de axiomas de Separacién
(T, regularidad, normalidad, etc.)

La importancia de estos axiomas radica en su capacidad de distin-
guir topolégicamente entre puntos y conjuntos, lo cual es inviable bajo
las condiciones minimas de la definicién general de topologia, tal es el
caso topologia trivial sobre un conjunto X con més de un elemento. Al
imponer estas condiciones, es posible garantizar la existencia de suficien-
tes conjuntos abiertos para validar teoremas esenciales, como la unicidad
de limites o la igualdad de extensiones de funciones continuas, propieda-
des que son fundamentales en el estudio del anélisis matemaético.

Con el paso del tiempo, en la década de los 30 del siglo pasado, se
comenzé a relacionar los espacios topoldgicos con las reticulas distribu-
tivas [[] Ejemplo de esto es encontrado en las célebres publicaciones de
M. Stone [Sto36], [Sto37], de las cuales se desprende el actualmente co-
nocido Teorema de Representaciéon de Stone para Algebras Booleanas,
donde se expresa que cada algebra booleana B tiene un espacio topolégi-
co asociado S(B) llamado espacio de Stone.

Posteriormente en [Sto38] Stone consigue una generalizacién del teo-
rema anteriormente mencionando, donde provee una representacién de
reticulas distributivas, no necesariamente booleanas, via espacios cohe-
rentes, igualmente llamados espacios espectrales ﬂ

1Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado, en el cual para cada par de
elementos existe un supremo y un infimo.

2Un espacio espectral X es aquel que es compacto, Tp, sobrio, y en el cual el
conjunto de sus subconjuntos compactos y abiertos es cerrado bajo intersecciones
finitas y es base de los subconjuntos abiertos de X
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De aqui se observa la diferencia de que una reticula distributiva sea
booleana o no, pues por una parte los espacios de Stone son topoldgica-
mente Hausdorff, mientras que los coherentes no lo son necesariamente.
Esto ultimo motiva la intuicién de poder hablar de axiomas de separa-
cién en términos de reticulas.

La formalizacién de esta intuicién culminé con el desarrollo de la To-
pologfa sin Puntos, donde el concepto central es el de locale. En [Isb72],
Isbell observa que las algebras de Heyting pueden emerger como una ge-
neralizacién de las topologias via su reticula de conjuntos abiertos. Esto
denota nuevamente el aspecto algebraico de los espacios topolégicos, so-
lo que, en este caso, no resulta ser necesario que este tipo de reticulas
tengan el cardcter ”booleano”.

Borceaux menciona en [Bor94] que un algebra de Heyting L es un
locale, es decir una reticula completa que satisface la siguiente propiedad

(\/A) nb=\/{anblae A}

para cualquier subconjunto A C L y cualquier b € L, propiedad la
cual es satisfecha por la reticula de abiertos Q(X) de cualquier espacio
topoldgico X, permitiendo estudiar la topologia a través de su estructura
algebraica, lo cual permite, en cierta forma, tener una mayor cantidad
de "espacios” que antes.

Con esto en mente, es posible asignar a cada espacio topologico X
una reticula, considerando meramente la reticula de conjuntos abiertos
Q(X). Por otro lado, es posible construir a partir de un locale L un espa-
cio topoldgico como sigue: se considera el conjunto de elementos primos
peL E|, con la topologfa formada por los abiertos X, := {p : a £ p}.

Al ver los locales como espacios topolégicos generalizados, se espera
que extiendan conceptos como compacidad, subespacios y, crucialmente,
los axiomas de separacién. Sin embargo, la naturaleza puramente alge-
braica de los locales hace que la traduccion de estas ideas no siempre
sea directa ni intuitiva. La mayor dificultad que surge con los axiomas
de separacién que dependen explicitamente de los puntos. Por ejemplo,
la traduccién literal del axioma Ty ({z} = {z}) al lenguaje de locales —
que establece que cada elemento primo es mdzimo |[PP21]— resulta ser
dependiente al concepto de punto. De igual modo, la version locale del
axioma T, admite una variedad de definiciones no equivalentes [PP21],

3un elemento p € L es primo si para cualesquiera a,b € L tales que a Ab < p

entonces a <pob<p
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lo que ha motivado el surgimiento de "nuevos” axiomas de separacién en
este contexto, como los conceptos subfit y fit, que estdn intrinsecamente
ligados a las propiedades algebraicas de los marcos pero que provienen
de propiedades topoldgicas, reflejando la importancia de la reticula de
abiertos de cada espacio topoldgico.

En este contexto de abstraccién y desarrollo conceptual, el objetivo
principal de la presente tesis es realizar un estudio sistematico y detalla-
do de los axiomas de separacion en topologia sin puntos.

Si bien el marco tedrico se apoya en la literatura canénica reciente
[PP21], la contribucién de esta tesis es esencialmente doble y se orien-
ta a la clarificacién y profundizacién de la teoria para la comunidad
académica hispanohablante:

1. Rigurosidad demostrativa: Se ofrecen demostraciones detalladas y
autocontenidas para los principales teoremas que definen y relacio-
nan los axiomas de separacién en topologia sin puntos, buscando
una exposicion coherente y clara.

2. Anélisis aplicado: Se complementa la teoria mediante el andlisis
de ejemplos clasicos de la topologia con el enfoque libre de pun-
tos, ilustrando las sutiles distinciones que emergen al abandonar la
nociéon de punto.

Aunado a que se presta énfasis en los espacios espectrales provenien-
tes de anillos puesto a que estos no presentan una riqueza en los axiomas
clasicos, pero satisfacen algunos de estos axiomas nuevos.

La tesis se estructura de la siguiente manera:

1. El capitulo 1 presenta los preliminares algebraicos, estableciendo
el lenguaje de reticulas, filtros, conexiones de Galois y algebras de
Heyting.

2. El capitulo 2 introduce la Topologia sin puntos, definiendo formal-
mente los conceptos de marcos y locales, la nocién de puntos y
espectro, y la estructura de sublocales.

3. El capitulo 3 constituye el nicleo de este trabajo, donde se definen
y analizan en profundidad los axiomas de separacién en el con-
texto de locales, estudiando las equivalencias y propiedades de las
versiones T7, Hausdorff, regularidad y normalidad.
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Capitulo 1

Preliminares

Un espacio topoldgico es una un objeto matemaético construido me-
diante un conjunto de puntos y de subconjuntos abiertos, pero, siguiendo
a [Bor94], en algun sentido, los subconjuntos abiertos son més esenciales
que los puntos dado que la reticula de subconjuntos abiertos usualmente
caracteriza al conjunto de puntos.

La topologia sin puntos es un campo que redefine el estudio de es-
pacio topolégico, haciendo uso de estructuras algebraicas, en particular,
fundamentando esta teorfa en el objeto llamado marco [PP11]. La nocién
de marco demanda un entendimiento de sus propiedades tanto algebrai-
cas como de orden.

Por ello, esta seccién es dedicada a explorar las nociones elementales
de la teoria de reticulas que son indispensables para el estudio y com-
prensién de los marcos. Con esto, se busca sentar las bases para una
mejor comprension de la naturaleza de los espacios topoldgicos desde
una perspectiva libre de puntos.

1.1. Reticulas

Sea X un conjunto, z,y € X y R C X x X una relacién. Denotamos
por xRy si y solo si (z,y) € R. Decimos que R es un orden si y solo si:

1) Para todo x € R, zRx (reflexividad),

2) para todo z,y,x € R, si xRy, yRz, entonces xRz (transitividad).

Si ademas se cumple que:

3) Paratodo x,y,z € R, si xRy y yRx entonces x = y (anti-simetria).
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diremos que R es un orden parcial.

Si R es un orden parcial, denotaremos a xRy por x < y y diremos
que el par(X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Si (X,<) y (Y,<’) son dos conjuntos parcialmente ordenados, una
funcién ¢ : X — Y es llamada mondtona si, para cada z,y € X tales
que x < y entonces, p(z) <’ ¢(y) Es un isomorfismo si tiene inversa e
igual es monotona.

Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces (X, <')
donde

<y &= y<z

es igualmente un conjunto parcialmente ordenado. Este sera denota-
do por (X, <)°P y serd llamado el conjunto parcialmente ordenado dual.

Denotaremos simplemente por X a (X, <) cuando se sobreentienda
el contexto.

A continuacién algunos ejemplos de conjuntos parcialmente ordena-
dos.

Ejemplo 1.1.1. Sea X un conjunto arbitrario, considerando al conjunto
potencia P(X) con el orden de contencion tenemos que el par (P(X), C)
es un conjunto parcialmente ordenado.

Ademds, si X tiene alguna estructura algebraica, el conjunto de sub-
estructuras con el orden de contencion es un conjunto parcialmente or-
denado.

Ejemplo 1.1.2. El ejemplo que compete a esta tesis es el siguiente: Sea
(X, 7) un espacio topologico, tal como en el ejemplo anterior, si dotamos
a T con el orden de contencion es un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo 1.1.3. Sea Z el conjunto de los enteros, con el orden usual
(Z,<) es un conjunto parcialmente ordenado.

Por otro lado, si nos restringimos solamente a los enteros positivos
77t bajo la divisibilidad, es un conjunto parcialmente ordenado. Es decir,
parax, y €L, x <y < xly.

Para un elemento x € X definimos

el ={y:y<a}yat={y:z<y}
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A x| lo llamamos ideal principal y a z1 filtro principal.

Por otro lado, para un subconjunto M C X,

Ml =|Jzl:ze M}y Mt =|J{at:xe M}

Un elemento = € X es maximo si 21 = {x}, de manera andloga es mini-
mo si x| = {z}.

Diremos que x € X es una cota inferior de un subconjunto M C X si
Vm € M, x < m y diremos que es cota superior si Vm € M, m < x. Al
conjunto de cotas inferiores lo denotaremos por IbM = ({zl|z € M}
mientras que al de cotas superiores = ubM = ({zz € M}.

Definicién 1.1.4. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, M C
X. Un elemento x € X es llamado supremo de M si:

1. xeub M,

2. stz € ub M entonces x < z.

Se denotard al supremo de M mediante \/ M. En el caso de que
x € M N M1 diremos que x es el mayor elemento de M.

Andlogamente y € X es llamado infimo de M si:

1.yelb M,

2. si z € lb M entonces z < y.

Se denotard al infimo de M mediante )\ M. En el caso de que y €
M N IM diremos que y es el menor elemento de M.

Dado un conjunto parcialmente ordenado X y M C X, en caso de
existir el supremo de M, por antisimetria, es inico. Este comportamiento
es andlogo al infimo de M. Si X tiene un menor elemento se denotara
por 0, en caso de tener un elemento mayor se denotara por 1. Ademas,
observemos que

0=\0=AX
1=\/x=A0

Definicién 1.1.5. Sea X un conjunto parcialmente ordenado, es llama-
do:
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AN—semirreticula si para cada a, b € X existe a \'b,
V—semirreticula si para cada a, b € X existe a \V b,
N—semirreticula acotada si es A—semirreticula y existe 1,
V—semirreticula acotada si es V—semirreticula y existe 0,

reticula si es A—semarreticula y V—semirreticula,

S S v =

reticula acotada si es N—semirreticula acotada y V—semirreticula
acotada,

7. reticula completa si para cada subconjunto existe su supremo e infi-
mo.

Algunos ejemplos son los siguientes

Ejemplo 1.1.6. Retomando el ejemplo el par (P(X),<C) es una
reticula completa donde la union toma el rol de supremo, la interseccion
toma el rol de infimo.

Un ejemplo particular cuando X = {x,y, z} es el siguiente plasmado
en un diagrama de Hasse.

{z,y,2}

{z,y} {z,z} {y, 2}

{x} {z}

0

Ejemplo 1.1.7. Retomando al ejemplo en[I.1.9y tal como el conjunto
potencia, el conjunto parcialmente ordenado (1, <) es una reticula donde
el infimo es dado por interseccion y el supremo por la union.

Caso particular es el siguiente: consideremos

X = {x,y,z} T= {(b’ {x},{y},{x,y},{y,z},{x,y,z}},

tenemos el siguiente diagrama de Hasse:
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{z,y,2}

{z,y} {y, 2}

{z} {v}

Ejemplo 1.1.8. Retomando el ejemplo de notamos que (Z,|) es
reticula donde el infimo es dado por el mdzrimo comun divisor y el su-
premo por el minimo comun mailtiplo, sin embargo no existe el elemento
1.

Por otro lado si nos restringimos al conjunto {1,2,3} notamos que
no es reticula.

Notemos que para que un conjunto parcialmente ordenado sea reticu-
la completa, basta que para cada subconjunto exista su supremo.

Teorema 1.1.9. Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Si para
todo A C X, existe su supremo, entonces X es una reticula completa.

Demostracion. En efecto, sea M C X, llamemos N al conjunto de sus
cotas inferiores y a = \/ M, obviamente para cada m € M, m es elemento
de las cotas superiores de N luego, a < m, en consecuencia a € N. Asi a
es el mayor elemento en las cotas inferiores de M, es decir, es el infimo
de M. O

Ejemplo 1.1.10. Notemos que en el ejemplo[1.1.7 el supremo arbitrario
es dado por la unidn arbitraria, asi que por el resultado anterior (7, C)
es reticula completa.

Si bien, podemos considerar las reticulas como conjuntos ordenados
de cierto tipo, uno puede tomar una perspectiva algebraica. Para esto
seguiremos a [DP02].

Sea L una reticula, podemos definir operaciones binarias de la si-
guiente formas:
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V:LxL—L
(a,b) = a Vb :=sup{a, b}

Es decir, a cada par de elementos en L, se asigna su supremo. Anélo-
gamente

AN:LxL—L
(a,b) — a A b= inf{a,b}
Con esto, tenemos el siguiente resultado
Lema 1.1.11. Sea L una reticula, a,b € L entonces son equivalentes:
. a<b
. aVb=1»
1. aNb=a

Demostracion. Si a < b, entonces por definicién a V b = sup{a,b} = b,
de esta forma 4. implica 7i.. De manera analoga ¢. implica #ii.

Por otro lado, si asumimos que a V b = b entonces b es cota superior
de {a,b}, por lo tanto a < b, asf ii. implica i.. Con un razonamiento
similar 44¢. implica i. O

Teorema 1.1.12. Sea L una reticula. Entonces N\ y V satisfacen para
cada a,b,c € L

(avb)Ve=aV (bVc) (1.1)
aVb=bVa (1.2)
aVa=a (1.3)
aV(anb)=a (1.4)
aV0=a (1.5)
(anb)Ahe=an(bAc) (1.6)
aNb=bAa (1.7)
ahNa=a (1.8)
aN(aVbd)=a (1.9)
aNl=a (1.10)

Demostracion. Basta mostrar las primeras cinco ecuaciones pues las si-
guientes se siguen por dualidad.
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(1.1) Queremos mostrar que sup{(a V b),c} = sup{a, (b V ¢)}. Para esto
basta ver que

{lavb), e}t ={a, (bV )}t

En efecto, x € {(aVb),c}tsiysolosi,z >aVbyx <csiy solo
siz € {aVbityax>csiysolosiz>a, x >b, x> csiy solo
siz>a, € {bVcltsiysolosiaz >a, & >bVesiy solosi
x € {a, (bV c)}1. Luego cerrando bajo infimos tenemos

(avb)ve= A({(avbelt) = AN{a,bvel t) =av (bVeo).

(1.2) Se sigue de

a Vb =sup{a,b} =sup{b,a} =bVa

(1.3) Es trivial.

(1.4) Como a € {a,(aAD)}T, ya>a,a>aAb, ycomo es la minima
cota superior a V (a Ab) = a

(1.5) Es trivial.
O

En el siguiente resultado observamos que dadas dos operaciones bi-
narias cualesquier que cumplan las ecuaciones anteriores, podemos recu-
perar un orden.

Teorema 1.1.13. Sea X un conjunto, 0,1 € X y A,V operaciones de-
finidas en X tal que se cumplan las ecuaciones antes mostradas. Si de-
finimos <C X x X por

a<b < aAb=a,
entonces (X, <) es una reticula.

Demostracion. Es evidente que a < a pues a A a = a. Se sigue que si
a<byb<centoncesaAb=aybAc=bentonces aAc= (aAb)Ac=
aN(bAc)=aAb=a delo que se tiene que a < ¢. Ahora supongamos
que a < by b < a entonces se tiene que a Ab=a y b A a = b entonces
a=aANb=0bAa=">porlo tanto a = b. Todo lo anterior demuestra que
< es un orden parcial.
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Ahora consideramos a, b € X y definimos inf{a, b} = aAby sup{a,b} =
a V b. Demostremos que se obtiene una buena definicién. Notemos que
aNb<ayaAb<bestopues (aANb)Aa=aA(bNa)=aA(aNb) =
(aAa) Ab=aAb, de manera andloga para (a Ab) Ab=aAb. Seace X
tal que ¢ < a y ¢ < b entonces notemos que
chN(anb)=(cha)\NbcAb=c

por lo tanto ¢ < a A b,es decir a A b es infimo de {a,b}. De manera
analoga para mostrar el supremo. O

Siguiendo el aspecto algebraico, dados L, M reticulas, una funcién
¢ : L - M es llamada morfismo de reticulas si preserva infimos y
supremos, esto es,

plaVb)=p(a)Vepb)
p(aAb) = p(a) A p(b)

Para cada a,b € L. Es llamada isomorfismo de reticulas si tiene in-
versa de reticulas.

A continuacién introduciremos el concepto de reticula distributiva,
la cual nos servira como antesala a la introduccién de marcos.

Definicién 1.1.14. Sea X una reticula, decimos que X es una reticula
distributiva si y solo si para todo a,b,c € X se cumple

aV((bnAc)=(aAb)V (aAc).

Ademas, (X,<) es una reticula modular si para todo a,b,c € X se
cumple que:

st a < c entonces aV (bAc)=(aVDb)Ac.
Lema 1.1.15. Toda reticula distributiva es modular.

Demostracion. Sea (X, <) una reticula distributiva y a,b, ¢ € X tal que
a < ¢, entonces tenemos que

aV{Are)y=(aVb)A(aVe)=(aVb)Ac
O

Proposicion 1.1.16. Una reticula L es distributiva si y solo si se cum-
ple la siguiente igualdad

aAN(dVe)=(aAb)V(aAc)
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Demostracion. Si L es distributiva entonces tenemos

(anbd)V(anc)=((anb)Va)A((aAb)Ve)=
aN((aVe)A(dVe)=(an(aVe)A(bVe) =

an(bVec).
Por otro lado, si asumimos la condicién tenemos
(avb)A(aVe)=(aN(aVe)V(bA(aVe)) =
aV((bAha)V(bAe)=(aV(anb)V (bAc)=
aV(bAc)
O

Introducimos las siguientes dos reticulas para dar caracterizaciones
de reticulas modulares y distributivas.

Primeramente, tenemos la reticula

Afirmamos que no es modular. En efecto, basta considerar

zV(aAy)=zVb=z<y=cAy=(cVa)Ay
Esto motiva el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.17. Una reticula L es modular si y solo si no contiene
una subreticula isomorfa a la reticula Cs

Demostracion. Supongamos que L es modular. Entonces, toda subreticu-
la de L es también modular. Dado que C5 no es modular (como se mues-
tra en el ejemplo anterior), L no puede contener una subreticula isomorfa
a C5 .
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Por otro lado, supongamos que L no es modular. Entonces, existen
u,v,w € L tales que u < w pero

uV (vAw) < (uVo)Aw.

Definamos los siguientes elementos:

b=vAw,
r=uV(vAw),
a=wv,
y=(uVov)Aw,
c=uVu.

Afirmamos que el conjunto {b, z, a,y, c} forma una subreticula de L iso-
morfa a Cs.
Veamos las siguientes relaciones de orden

s b<aporqueb=vAw<v=a.
= b <z porque v Aw < .
» g <cporque v <uVov=c

sz <gyporqueu <wyvAw<w,luegox =uV (vAw) <w,y
también = < u V v, por lo que z < (uV v) A w = y. Por hipdtesis,
T <.

» y<cporquey=(uVv)Aw<uVov=c
s b<yporqueb=vAw< (uVv)Aw=y.
Ahora veamos lo siguiente.
= @ y x son incomparables.

e Sia <z, entonces v < uV (v Aw). Como u < w, se sigue

que v < w, luego v A w = v. Entonces x = u V v. Pero
y=(uVv)Aw=uVwv (pues uVv < w), por lo que x =y,
contradiccion.

e Sixz <a,entonces uV (vAw) <wv. Luegou<vyvAw< .
Como u < w, se tiene u < v A w, luego x = v A w. Ademas,
y=(uVv)Aw=vAw (pues u Vv =wv), por lo que x =y,
contradiccién.

= ¢y y son incomparables.
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e Sia <y, entonces v < (uVv) Aw, luego v < w, por lo que
vAw=wv. Entonces z =uVv. Yy=(uVv) \w=uVuv, asi
que x = y, contradiccion.

e Siy < a, entonces (uV v) Aw < v. Luego y < v Aw (pues
y <w). Pero v Aw < z <y, por lo que y < z, contradiciendo
T <y.

Ahora calculando infimos y supremos.
s aANz=vA(uV@WAw)=vAw=h.

e Dado que u <wy vAw < w, se tiene uV (v Aw) < w, luego
vA(uV (vAw)) <vAw.

o Ademds, v Aw <vyvAw < uV (wAw), luego v Aw <
v A (uV (vAw)).

e Por tanto, igualdad.
maVzez=vV(uV@wAw)=uVv=c(puesvAw <v).

sa Ay =vA((uVv)Aw)= WA uVV)Aw=vAw=>b (pues
v<uVo).

maVy=ovV((uVv)Aw)=uVov=c

e Note que u < (uVv) Aw (yaque u <wyu<uVuv), luego
uVo <oV ((uVv)Aw).

e Ademis, ((uV v) Aw) < uVw, luego vV ((u Vo) Aw) <
vV (uVo)=uVo.

e Por tanto, igualdad.
= 2 Ay ==z (pues z < y).
= zVy=y (pues x < y).
Estas relaciones muestran que la subreticula generada por {b, z, a, y, c}

es isomorfa a Cs. Por lo tanto, si L no es modular, contiene una subreticu-
la isomorfa a Cf. O

Lema 1.1.18. Una reticula modular es distributiva si y solo si se satis-
face la siguiente igualdad

(anb)V(ance)V(bAce)=(aVD)A(aVe)A(bVe)
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Demostracion. Si L es distributiva tenemos

(avbd)A(aVvVe)ADbVe)=(aV(bA(aVe))A(bVe)=
(an(bVe))V(bA(aVe)) = ((anb)V(anc)V(bAc))Ac = (anb)V(aAc)V(bAc)

Por otro lado, tenemos

(avb)Ac= ((aVb)A(aVe)A(bVe))Ae= ((anb)V(anc)V (bAc))Ac

Pero por hipétesis L es modular y ademds (aAc)V (bAc) < ¢ entonces

((anb)V(anc)V(bAc))Ae = (anc)V (bAc)V (anbAc) = (ane)V (bAc)
Por lo tanto L es distributiva. O

Para dar una caracterizacion de las reticulas distributivas andloga a
las reticulas modulares introducimos la siguiente reticula

la cual no es distributiva pues notamos lo siguiente.

(anz)V(any)=b<ahc=aA(zVy)
Entonces obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.19. Una reticula L es distributiva si y solo si no contiene
una subreticula isomorfa a Cs o D3

Demostracion. Supongamos que L es distributiva. Entonces L es modu-
lar; por lo que no puede contener una subreticula isomorfa a C5, ya que
Cs no es modular. Ademads, si L contuviera una subreticula isomorfa a
M3, entonces para los elementos de M3 la propiedad distributiva fallaria,
lo que contradice la hipétesis. Asi, L no contiene Mj3.

Supongamos que L no es distributiva. Consideramos dos casos:
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1. Si L no es modular, entonces por el teorema de caracterizaciéon de
reticulas modulares, L contiene una subreticula isomorfa a Cf.

2. Si L es modular pero no distributiva, entonces existen elementos
a,b,c € L tales que

z=(@Ab)V(anc)V(bAc)<y=(aVb A(aVe)A(bVc).
Definimos
u = (aV(bAc))A(bVe), v = (bV(aAc))A(aVe), w = (cV(anb))A(aVd).
Por modularidad, estas expresiones se simplifican a
u = (bAc)V(an(bVe)), v = (anc)V(bA(aVe)), w = (aAb)V(cA(aVd)).
Se verifica que

uNv=uANw=vAw=z, y uVv=uVw=vVw=y.

Ademas, u, v, w son incomparables. Por ejemplo, si u < v, entonces
u/Av =u =z, lo que implica u = x, pero luegou < v <yyz <y,
una contradiccion. Similarmente para otras comparaciones.

Por tanto, {z,u,v,w,y} forma una subreticula isomorfa a Ms.

En ambos casos, si L no es distributiva, contiene una subreticula
isomorfa a C5 o a Ms. O
Concluimos con el siguiente resultado

Proposicion 1.1.20. Una reticula L es distributiva si y solo si cada
par de ecuaciones de la forma

aNz=0b
aVI=c
tiene a lo sumo una solucion.

Demostracion. Si L es distributiva y

aNx=b aVx=c
aNy=b aVy=c

entonces tenemos

z=zA(aVa)=zA(aVy)=
(@Aa)V(zAy)=(yna)V(zAy) =
yAlaVa)=yA(aVy) =y

Por otro lado, si L no es distributiva entonces las subreticulas Cs5 o
D3 dan como soluciones a z, y a las ecuaciones previas. O
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1.2. Filtros e ideales

Introducimos a continuacién la nocién de ideal y filtro en reticulas
distributivas.

Definicién 1.2.1. Sea L una reticula distributiva e I subconjunto de L.
Decimos que I es un ideal de L si y solo si

1) 0el.

2) Si tenemos que a,b € I entonces a Vb€ I.

3) Sia<bybeF, entonces a € F.

Por otro lado, un filtro en L es un subconjunto F' de L si y solo si
1) 1€F.

2) Si tenemos que a,b € F' entonces a ANb € F.

3) Sia<bya€F, entoncesb € F.

Un ideal (respectivamente un filtro) es propio si no es la reticula L
completamente. Un ideal es primo (respectivamente un filtro) si aAb € T
implica que a € I 0 b € I (respectivamente, aVb € F). Ademds, un ideal
es maximo (respectivamente un filtro) si no existe un ideal propio que lo
contenga a él.

Veamos un ejemplo de filtro

Ejemplo 1.2.2. Siguiendo a Salicrup [SRP95]. Sea x € X, decimos que
una vecindad de x en (X, T) es un subconjunto N C X para el cual existe
un U € 7 tal que x € U C N. Al conjunto de vecindades abiertas de x se
denotard por U(z). Es obvio que U € 7 si y solo si U € U(x) para todo
x € U. En[21.7] demostraremos que es filtro.

Ejemplo 1.2.3. En la siguiente reticula, los nodos distinguidos son un
ideal
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Ejemplo 1.2.4. Sean L y M dos reticulas acotadas y f : L — M un
morfismo de reticulas, entonces f~1(0) es ideal y f=1(1) es filtro en L.

Teorema 1.2.5. Sean I y F un ideal y un filtro propio respectivamente
de una reticula distributiva L. Si INF =0, entonces existe F' tal que F
es filtro primo y mdximo con la propiedad de que I N F = ().

Demostracion. Haremos uso del lema de Zorn. Consideremos

F:={FeFL:INF =0}

tal que para cualesquiera Fy,Fy € F, F; C Fy o Fy C F;. Afirmamos
que |J F es filtro disjunto de 1.
En efecto

» le|JF puesencada F € F, 1€ F.

= Sean a,b € |JF, entonces existen Fy, Fy en F tal que a € Fi,
be Fy. Si Fy C F» entonces a € Fy, luego a Ab € F C |JF, asi
aANbe|JF.Si Fy C Fp, el razonamiento es similar.

= Sean a,b € L tal que a < by a € |JF, entonces existe F' € F tal
que a € F, luego b € F por lo tanto b € |J F.

Si U F no fuese disjunto de I entonces existe a € |JF, a € I, luego
existe un F' € F tal que a € F, pero esto implica que F NI # () lo que
es una contradiccién, por lo tanto | JF es disjunto de I.

Luego por el lema de Zorn existe un filtro méximo F que satisface la
primera condicién. Veamos qué F es primo.

Sia¢ F,b¢ F peroaVbe F, definimos

G={z:zVbeF}
Veamos qué G es filtro
s lcGpueslVvb=1cF

» si z,y € G, entonces (x Ay) Vb= (zVb)A(yVb) € F, entonces
x ANy eG

ssiz<z zcGentoncesxVb<zVb xVbeF asizVbeFy
zeqG

Asi G es filtro y dado que F CGyac€ G peroa ¢ F entonces es
mas grande que F' y no puede ser disjunto de I. Escogemos entonces
c1 € GN I y definimos

H={z:xVec €F}
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Por el razonamiento anterior, H es filtro y més grande que F' entonces
tiene algun ¢z € I lo que es una contradiccién pues ¢; V¢ € I N F. Por
lo tanto @ € F' o b € F, entonces F es filtro primo. O

Teorema 1.2.6 (Birkhoff). Sean I y F un ideal y un filtro propio respec-
tivamente de una reticula distributiva L. St I N F = (0, entonces existen
I,F en L tales que I C I, F C F tal que FNI =0.

Demostracion. Por el teorema anterior tomamos Fyl y aplicamos el
lema dualmente. De esta forma obtenemos I primo tal que INEF =0 [

Corolario 1.2.6.1. Sea L una reticula distributiva y a,b € L, sia £b
entonces existe un filtro primo F tal que a € F pero b ¢ F.

1.3. Conexiones de Galois

En la teoria del orden, las funciones adjuntas o conexiones de Galois,
juegan un papel fundamental, pues estas establecen una correspondencia
especifica entre dos conjuntos parcialmente ordenados. Esta es una abs-
traccién de la correspondencia entre subgrupos de Galois y sub-campos,
resultado de la teorfa de Galois [DP02].

Aunque si bien, recordemos que una conexién de Galois es una re-
lacién mas débil que un isomorfismo entre los conjuntos parcialmente
ordenados involucrados. Pese a ello, cada conexién de Galois induce un
isomorfismo entre ciertos subconjuntos parcialmente ordenados de los
involucrados.

Definicién 1.3.1. Sean (X, <), (Y,<’) dos conjuntos parcialmente or-
denados yp: X =Y y1:Y — X funciones mondtonas. Ellas son una
conezion de Galois o ¢ es adjunta izquierda de v o ¥ es adjunta derecha
de ¢ si para todo x € X, y € Y se cumple

pr) <y <= = <9P(y)
A continuacién damos el ejemplo clasico de esta teoria.

Ejemplo 1.3.2. Sea f : X — Y una funcion entre conjuntos. Para
cualquier subconjunto M C X consideramos F(M) := {f(m) : m €
M} llamada la imagen directa y para cualquier subconjunto N C'Y
consideramos su preimagen G(N) = f~Y(N) = {z € X : f(z) € N},
entonces F' y G forman una conezxion de Galois.
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Ahora mostremos el ejemplo que inspira a esta teoria.

Ejemplo 1.3.3. Sea F' un campo, E/F una extension de Galois finita
con grupo de Galois G = Gal(E/F) y consideramos X al conjunto de
subgrupos de G ordenados por contencion y'Y al conjunto de extensiones
de de F' contenidas en E con el orden de contencion, definimos ¢ : X —
Y, como o(H) = B y+:Y — X donde (M) = Gal(E/M). En este
caso la relacion es

HDGal(E/M) < E" Cc M

Este es el ejemplo de una conexidn de Galois antitona [Mil03)].
De la definicién proviene el siguiente resultado.

Lema 1.3.4. Sean (X, <), (Y,<') dos conjuntos parcialmente ordena-
dos, p: X =Y, ¥:Y — X dos funciones mondtonas, entonces ellas
son conexion de Galois si y solo si para cada v € X y para cada y €'Y
se cumple que

o) <y yx<yY(ely) )

Demostracion. Dado y € Y, tenemos que ¥ (y) < 9(y), inmediatamente
por adjuncién tenemos que ¢(¥(y)) < y. Con un razonamiento andlogo
obtenemos que x < ¥(p(x)).

Por otro lado, asumiendo (x) y ¢(z) < y entonces z < ¥(p(x)) <
¥(y), luego x < 9 (y). Por otro lado, ahora asumiendo x < 1 (y) entonces,
o) < o(¥(y)) <y, de esta forma ¢(x) <y, por lo tanto ¢ es adjunta
de . 0

Corolario 1.3.4.1. Sean (X,<), (Y,<') dos conjuntos parcialmente
ordenados, p : X — Y, ¢ :Y — X dos funciones mondtonas que sean
conexion de Galois, entonces php = @ y Yo = 1.

Lema 1.3.5. Sean (X,<), (Y,<’) dos reticulas completas, ¢ : X —
Y, ¥ :Y — X dos funciones mondtonas que sean conexion de Galois,
entonces @ preserva supremos y i preserva infimos.

Demostracion. Sea M C X y denotamos por s al supremo de M. Dado
m € M, tenemos que m < s, luego p(m) < (s), esto es, (s) es cota
superior de la imagen de M. Ahora seay € Y tal que ¢(m) < y, entonces
m < 1(y), es decir, es cota superior de M, de lo cual sigue qué s < 9 (y),
por lo tanto ¢(s) <y, con lo que concluimos que ¢ preserva supremos.

Con un razonamiento similar se tiene que 1 preserva infimos. O
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Teorema 1.3.6. Sean (X, <), (Y,<') dos reticulas completas, ¢ : X —
Y funcidn mondtona, ¢ preserva supremos si y solo si es adjunta iz-
quierda de alguna v :' Y — X mondtona.

Demostracion. Por el resultado anterior basta mostrar que si ¢ preserva
supremos entonces existe alguna funcién monétona adjunta a .
Definimos ¢(y) := V{z : ¢(z) < y}. Supongamos que ¢p(z) < y,
entonces z € {x : o(z) < y}, asi & < ¥(y), por otro lado si x < ¥(y),
tenemos que x < \/{z € X : ¢(z) < y}, como ¢ preserva supremos
obtenemos ¢(¢(y)) = V{e(z) : v(2) <y} y como y es cota superior de
{e(z) : p(2) <y}, entonces p(z) < y. O

1.4. Algebras de Heyting

Las dlgebras de Heyting fueron estudiadas por Arend Heyting a ini-
cios del siglo pasado. Estas son estructuras matematicas que generalizan
las dlgebras de Boole. Son definidas como reticulas con una operacién
adicional, que serd estudiada en esta seccién, y de primera instancia
funge como modelo de la légica intuicionista.

Posteriormente, a inicios de la década de los setenta [Isb72], John
Isbell toma este objeto matematico para introducir la topologia sin pun-
tos, es por ello qué las dlgebras de Heyting juegan un rol central en el
estudio de esta rama de las mateméticas.

Definicién 1.4.1. Sea L un conjunto parcialmente ordenado con ele-
mento 0 y con infimos finitos, si existe el mdrimo del conjunto {b € L :
a ANb = 0} se denotard como a*. Llamaremos a a*, cuando exista, el
pseudocomplemento de a.

Demos un ejemplo de pseudocomplementos.

Ejemplo 1.4.2. Sea (X, 7T) un espacio topologico y consideramos (1,C)
como reticula. Para V € T caracterizamos su pseudocomplemento como
V* = X\V. En efecto basta probar que X \V es el supremo de la familia
{Uer:UNV =10}.

Sea U € 7 tal que UNV = 0. Si existe z € X tal que z € UNV,
entonces UNV # (), entonces UNV = (), entonces U C X \ V. Ademds,
notamos que X\V € 7 y que VN(X\V) = 0, concluimos que V* = X\V.

Lema 1.4.3. Sea L un conjunto parcialmente ordenado con 0 y con
infimos finitos, entonces a* cumple que bAa =0 si y solo si b < a*.

Demostracion. En efecto, si bAa =0, entonces b€ {x € L:aAx =0},
entonces b < a* pues a* es el maximo del conjunto antes mencionado.
En otra direccién, como b < a* entonces bAa < a* Aa = 0, por lo
tanto b Aa = 0.
O
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Lema 1.4.4. Sea L un conjunto parcialmente ordenado con 0 y con

infimos finitos, donde para todo a, b € L existe a*, b*, a**, b** y a***,

entonces se cumple lo siguiente
1. a <b entonces b* < a*.
2. a < b entonces a** < b**
8. a<a*.
4. a*F =a*.
5. (a AN =a** AN,
Demostracion.

1. Sia < b consideramos A = {r € L:aANz =0}y B ={y €
L :bAy = 0}, notamos que B C A, luego calculando maximos,
méx B < max A, esto es b* < a*.

2. Se sigue de un razonamiento analogo al anterior.

3. Consideramos {z € L : z A a* = 0} y notamos que a pertenece a
dicho conjunto, luego es menor que a**.

4. Por los incisos anteriores tenemos a* < (a*)** y a* > (a™*)*.

5. Como aAb < ayaAb<b, por monotonia tenemos que (a Ab)** <
a** y (a Ab)** < b** y de esta forma

(aAND)™ < a™ AD*™.
Por otro lado por 3. Tenemos que

aANb=0 <= a"" Ab=0 (%)

Dado que aAb < (aAb)*™ tenemos que aAbA (aAb)* =0y por (x)
obtenemos que a** Ab** A(aAb)* = 0, entonces a** Ab** < (aAb)**.

O

Teorema 1.4.5 (Primera ley de Morgan). Si L es una reticula dis-
tributiva y a,b € L tienen pseudocomplementos, entonces a V b tiene
pseudocomplemento. Ademds se tiene la igualdad

(Vb =a" AD*

Demostracion. Como L es distributiva, tenemos (a V b) Aa* Ab* = 0. Si
existiere algun ¢ € L tal que (a V b) A ¢ = 0 tenemos por distributividad
(anc)V(bAc)=0,luego c < a*, ¢ <b* asi ¢ < a* Ab*.

O
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Definicion 1.4.6. Sea L una reticula. Para a € L, decimos que b € L
es un complemento de a siaANb=0yaVb=1.

En general, en una reticula el complemento no tiene por que ser tnico,
sin embargo, tenemos el siguiente resultado que garantiza la unicidad.

Proposicion 1.4.7. Sea L una reticula distributiva, entonces todo com-
plemento es pseudocomplemento y unico.

Demostracion. Dado a € L y b su complemento. Si existe x € L tal que

x Aa =0, por distributividad tenemos x = x Al =z A(aVb) = (xAD)V

(bAa) =x Ab. Por lo tanto x < b, es decir b es pseudocomplemento.
La unicidad se sigue de

Otra propiedad del pseudocomplemento es la siguiente:

Lema 1.4.8. Si L es reticula distributiva, a € L y a* tiene pseudocom-
plemento, entonces (aV a*)* = 0.

Demostracion. SibA (aV a*) =0 para algun b € L, tenemos por distri-
butividad tenemos

0=bA(aVva*)=(bAa)V(bAa")

)
asi bAa =0,y bAa" = 0estoes b < a*, b < a** y entonces
b<a*ANa*™ =0
O

Definicion 1.4.9. Sea L una N—semirreticula con 0, entonces decimos
que es una semirreticula de Heyting si existe una operacion _ — _ tal
que para todo a,b,c € L se cumple

c<a—b <<= cha<b
Si L es reticula, entonces diremos que L es un dlgebra de Heyting.
Demos un ejemplo de dlgebra de Heyting.

Ejemplo 1.4.10. Retomando a afirmamos que (1,C) es dlgebra
de Heyting con la operacion para U, V € 7, U -V = int(U°U V).

En efecto, asumimos W C U — V. Por definicién, W C int(U¢ U
V). Dado que el interior de un conjunto estd contenido en el conjunto
mismo, tenemos W C U°UV . Intersecando ambos lados con U se obtiene
WnU C (UUV)NU. Aplicando la distributividad de conjuntos, el lado
derecho se simplifica o (U°NU)U(V NU)=0U(VNU)=VNU. Por
lo tanto, W NU CV NU, lo que trivialmente implica W NU C V.
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Ahora asumimos W NU C V. Queremos probar que W CU — V =
int(U°UV). Primero, mostramos la contencion conjuntista W C U°UV .
Sea x € W. Six € U, entonces x € W NU, y por hipdtesis, x € V, lo
que implica x € U°UV. Si x ¢ U, entonces x € U, lo que también
implica x € U°U V. Por lo tanto, W C U°U V. Dado que W es un
conjunto abierto (por ser W € 1) contenido en U UV, y como U —
V = int(UcUV) es el mayor conjunto abierto contenido en U¢UV, se
sigue necesariamente que W C U — V. Esto es (1,C) es un dlgebra de
Heyting.

Lema 1.4.11. Si L es un dlgebra de Heyting entonces a — 0 es el
pseudocomplemento de a.

Demostracion. Basta considerar en la definicibn b =0enc<a — b <
cNa <bparaobtenerc<a—0 <= cAa<0. O

Es inmediato de la definicién de conexién de Galois el siguiente re-
sultado.

Lema 1.4.12. La operacion a — _ es adjunta derecha de la operacion
an_.

Lema 1.4.13. Si L es una A—semarreticula de Heyting, entonces solo
tiene una operacion que la hace de Heyting.

Demostracion. Como a — _ es adjunta derecha de a A _ entonces tiene
que ser unica.

O

Teorema 1.4.14. Sea L una reticula completa. Entonces L admite una
operacion para ser un dlgebra de Heyting si y solo si se cumple (\/ ;o a;)\
a=\;cr(a; Na) para todo {a; :i€ I} C L yaclL.

Demostracion. Se sigue del hecho que b A _ tiene adjunta derecha b — _
si y solo si b A _ preserva supremos arbitrarios por [1.3.6 O

Teorema 1.4.15 (Primera ley de Morgan). Si L es un dlgebra de Hey-
ting, entonces se cumple (\/;,c;a;)* = N\;c;ai cuando existen \/,c;a; y

(Vierai)™

Demostracion. En efecto ¢ < (\/iel ai)* < cA (VieI a; = ()) —
\/iel(c/\ai) =0 <= cAa;=0paracadat €l < c<a] paracada
i€l <= c< N\igpaf m

iel

Tenemos la siguiente caracterizacién de la operacion de Heyting.

Lema 1.4.16. Sea L una reticula. La operacion binaria — hace a L
algebra de Heyting si y solo si para todo a,b,c € L se cumplen:
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1. a—a=1.
2. aN(a—b)=aANb.
3. bA(a—b)=0.
4.a—= (bAc)=(a—=b)A(a—c).
Demostracion. Si L es dlgebra de Heyting entonces
l.a<a < 1ANa<a <= 1<a— aporlotantoa —a=1.

2. Notemos que a - b < a - b <= aA(a — b) < b entonces
inmediatamente tenemos que a A (¢ — b) < a A b. Por otro lado,
tenemos que (a Ab)ANa < b <= aAb < a — b, entonces
aANb<aA(a—Db).

3. Es claro que b A (a — b) < b. Por otro lado b < a — b, entonces
b<bA (a—D).

4.

Por otro lado, asumiendo las ecuaciones y si ¢ < a — b tenemos

cha<aNha—b=aAb<b

ademds, si tenemos que ¢ A a < b tenemos

c=ch(a—=c)<(a—=a)A(a—=c)=a— (ahc)<a—Dd

por lo tanto, - — _ es de Heyting.
O

Veamos algunas propiedades de la operaciéon de Heyting que nos seran
ltiles posteriormente

Proposicion 1.4.17. Sea L un dlgebra de Heyting, a, b, ¢ € L y
{bi}ic1 C L, entonces se cumple:

1oa = Nigrbi = Niegla = i),

2. b<c entoncesc—a<b—a,
8. a<b—csiysolosib<a—c
4 (Vierbi) = a= N (b — a).

Demostracion.
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. Como _ — _es adjunta derecha de _A _ entonces por [1.3.6| preserva

infimos arbitrarios.

Sea x € L tal que x < ¢ — a entonces x A ¢ < a 'y como b < ¢,
entonces x A b < a, luego x < b — a.

Se sigue de la siguiente cadena de implicaciones

a<b—=c <+ aNb<c <= bAha<c <= b<a—c

Sea x € L tal que x < (Viel bi) — a, entonces tenemos

z < (\/bz> —a <= A (\/bz> <q <= \/(x/\bi)ga,

i€l iel iel
entonces para cada ¢ € I x Ab; < a, luego tenemos para cada i € 1
x < b; = ay de esta forma x < A, ;(b; — a).

Por otro lado si # < A,;.;(b; — a) entonces para cada i € [
x < b; — a luego para cada i € I x Ab; < a, en particular tenemos

\/(x/\bi)ga — (E/\(\/bZ) <a < x< (\/bl> — a.

i€l i€l i€l

O

Proposicion 1.4.18. Sea L un dlgebra de Heyting, entonces se cumple:

1.

S RS R N

Existe 1 € L y para cada a € L, 1 — a = a,
a<bsiysolosia—>b=1,

a<b—a,

a—b=a— (aNb),

aA(a—b)=aAlb,
aNb=aANcsiysolosia—b=a—c,
(anb)—=wc=a—(b—=c)ya—=(b—=c)=b— (a—c),
a=(aVb)A((b—a),

a<(a—b)—>b,
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10. ((a - b) = b) >b=a—b.
Demostracion.

1. Sea = € L arbitrario y definimos 1 = x — x, entonces para cual-
quier a € L,aAz < x siysolosia<z— x=1. Ahora para cada
yelL,

y<a <= yNl1<a << y<1—a,

por lo tanto a =1 — a.
2. Ocupando la definicién tenemos

a<b << aNl<b << 1<a—b

3. Notemos que
aANb<a < a<b—ec

4. Ocupando 1. de tenemos
a— (aAb)=(a—a)A(a—Db),
luego por 1. de esta proposiciéon obtenemos

(a—>a)AN(a—b)=1A(a—b)=a—Db.

5. Dado que tenemosa — b < a — b <= (a — b)Aa < b. Aplicando
_Aa a ambos lados obtenemos

(a—=b)ANa<bAa.

Por otro lado, como b < a — b, aplicando _ A a tenemos

bAa < (a—Db)Aa.
6. Si a Ab=aA c, entonces por 4. tenemos

a—b=a—(aANb)=a— (aNc)=aAc.

Para el reciproco, ocupamos 5. y obtenemos

ahNb=aAN(a—=b)=aN(a—c)=aAc.
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7. Notemos para la primera condicién que
z<(aAb) v c <= zA(aNb) <c =

(xANa)ANb<c <= zha<b—c <= z<a—(b—=c).

Para la segunda condicién obtenemos

r<a—(b—c) <= zNhNa<b—oc <= (zha)Ab<c
(xAbD)Na<ec <= zAb<a—c << z2<b—(a—0).

8. Primeramente tenemos que a < a Vb, a < b — a, por lo tanto
a < (aVb)A(b— a). Ahora ocupando distributividad

(avd)nb—a)=(aN(b—=a)V(bA(b—a)<aVa=a.

9. Tenemos que

aANb<b <<= aA(a—b)<b <<= a<(a—b)—b

10. Por el inciso anterior, a < (a — b) — b, luego por antimonotonia
((a—=b)=>b)—=b<a—b

O

Recordemos que una reticula es llamada dlgebra de Boole si es dis-
tributiva y con complementos. Este tipo de reticulas es un claro ejemplo
de algebras de Heyting. En efecto, sea L un algebra de Boole, entonces
para a,b € L definimos la operaciéon de Heyting como sigue

a—b=a"Vbd

donde a* es el complemento de a.

Sic<a— b, entonces cAa < (a*Vb)Aa=>bAa <b, esto dado
que L en particular es distributiva. Por otro lado si ¢ A a < b, entonces
c=cA(aVa*)=(cha)V(cha*) <bVa* =a— b, estoes, L es dlgebra
de Heyting.

Proposicién 1.4.19. Sea L un dlgebra booleana entonces a** = a para
cada a € L. Ademds, existe un isomorfismo de dlgebras booleanas entre
L y L°P.
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Demostracion. Como L es en particular distributiva, el complemento de
a es a* y el complemento de a* es a™*, entonces notamos que
avVa*=1=a""Va"
anNa*=0=a"" Na"

entonces por [[.1.20|a = a** .

Ahora definimos ¢ : L — L°P tal que para cada a € L, p(a) = a*.
Es de orden pues a < b entonces b* < a* luego con el orden opuesto,
a* <op b*.

Veamos que preserva supremos: Sea {a;};cr C L, entonces

el cual es supremo de {a}};c; en L°P.

Ademiés, preserva infimos. En efecto

()= () =(Ae) = (a)

Lo cual es igual a \/,.; af, el cual es infimo de {a]}ier en L°P. Por
lo tanto ¢ preserva supremos e infimos.

Asimismo si a € L, tenemos que ¢(a*) = a** = p(a)*, por lo tanto
preserva complementos.

1

Finalmente definimos ¢~ : L — L°P donde a cada x € L°P asocia-

mos ¢~ *(a) = a*.

Notamos que para a € L tenemos (o' o ¢)(a) = p (p(a)) =
¢ 1(a*) = a** = a. Andlogamente para a € L°P. Entonces concluimos
que L = L°P.

O

Tenemos un reciproco

Proposicién 1.4.20. Un dlgebra de Heyting L es booleana si y solo si
a*™ = a para cada a € L
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Demostracion. Una direccion es evidente. Si L es de Boole entonces es
de Heyting, luego a** = a para cada a € L.

Ahora, si L es algebra de Heyting, en particular es distributiva,
ademas siempre existen pseudocomplementos. Resta ver que si para cada
a € L, a** = a, entonces a* es complemento, para lo cual, basta mostrar
que 1 =aVa®.

Por el isomorfismo que existe entre Ly LP? y 1 = ¢(0) = p(aAa*) =
pla)Vpla*)=a*Va*™* =aVa*, esdecir l =aVa* O

Inmediatamente obtenemos lo siguiente

Corolario 1.4.20.1. Si L es dlgebra booleana, {a;}icr € L, \/;c; ai, Njcyai €
L entonces

(-1

i€l i€l
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Capitulo 2

Topologia sin puntos

2.1. Marcos y Locales

Recordemos que dado un conjunto X y 7 una familia de subconjuntos
de X, decimos que 7 es una topologia en X si

1. Para toda {U;}ics C 7, U;c, Ui € 7.
2. Para toda {U;}ics C 7 con J finito, (o, U; € T

(X, 1) serd llamado espacio topoldgico. Los elementos de X se lla-
man puntos y los elementos de 7 son llamados los abiertos del espacio
topolégico (X, 7). Por economia de notacién, simplemente denotaremos
a (X, 7) por X cuando la topologia sea sobreentendida.

Convencién 2.1.1. Asumiremos que todos los espacios topoldgicos son
To, es decir que para cada z, y € X tales que {z} = {y} entonces x =y,
o en su forma cldsica: si x, y € X, tal que x # y, entonces existe un
abierto U tal quey ¢ U Su oz ¢ U > y.

Una consecuencia de este axioma es el siguiente:

Proposicién 2.1.2. Sea Y un espacio topolégico Ty y f, g : X = Y
funciones continuas tal que f~[U] = g~ *[U] para cada U abierto en'Y,
entonces f = g.

Demostracion. Supongamos que, existe x € X tal que f(z) # g(x),
entonces, como Y es Ty existe U C Y abierto tal que, f(z) € U pero
g(z) ¢ U, como z € f~L[U], entonces x € g~1[U], luego g(x) € U, de
igual manera se llega a una contradiccion, si existe U C Y abierto tal
que g(z) € U pero f(z) ¢ U. Asi que f = g. O

29
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A partir de esta nocién podemos notar que la topologia 7 toma una
estructura de reticula de una forma natural. A saber, el infimo finita es
determinado por la interseccién de conjuntos y el supremo por la unién
de conjuntos, ademés el elemento 1 es determinado por X y el 0 por 0.
Denotamos a esta reticula de abiertos mediante Q(X), pues posterior-
mente construiremos un funtor.

Notamos que en la reticula Q(X), los siguientes elementos

X\ A{z}
con x € X y {x} denota la clausura topolégica de {x}, tienen la
siguiente propiedad: si dados U,V € Q(X) tales que UNV C X \ {z}
entonces U C X \ {z} o V C X \ {z}. Los abiertos con esta propiedad
seran llamados abiertos N—irreducibles. Esto nos motiva a la siguiente
definicién.

Definicién 2.1.3 (Espacios sobrios). Un espacio topologico X es lla-
mado sobrio si todos los N—irreducibles U son de la forma X \ {{z}}
para x € X.

Por otro lado, la definicién original la podemos encontrar en el libro
Eléments de Géométrie Algébrique de Alexander Grothendieck [DG71],
la cual fue formulada en el lenguaje de cerrados. Para esto, recordemos
que un cerrado C' C X es llamado irreducible si para Cy, Cy cerrados
propios de X tales que C; U Cy = C entonces C = C7 o Cy = C. En-
tonces, decimos que un espacio topologico X es sobrio si cada cerrado
irreducible es la clausura de un tinico punto.

Notemos que ambas definiciones son equivalentes. En efecto, sea X
un espacio topoldgico sobrio, en términos de abiertos, y sea C' C X ce-
rrado irreducible entonces afirmamos que X \ C' es A—irreducible.

Sean Uy, Uy abiertos de X tales que Uy N Uy C X \ C, entonces
notamos que

CCX\(UiNUy) =(X\Up)U(X\Us)

pero como C' es irreducible entonces X \U; = C 0 X \ Uz = C, enton-
ces Uy = X \CoU;=X\C, en particular, Uy C X \CoU; C X\ C.
Como X es sobrio, entonces existe € X tal que X \ C = X \ {z},
luego C = {z}. La unicidad se sigue del hecho de que los espacios que
consideramos son 1.

Por otro lado, si X es sobrio, en el sentido de Grothendieck, pero
existe U abierto A—irreducible que no sea de la forma X \ {z} para
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algin z € X, afirmamos que X \ U es cerrado irreducible.

Sean C, Cq cerrados irreducibles propios tales que C; UCy = X \ U
entonces tenemos

X\ (CLUCy) = (X \ O N (X \Co) =U.

En particular, (X \ C1) N (X \ C3) C U. Usando el hecho que U es
A—irreducible tenemos que X\ C7 C U 0 X\Cy C U, es decir X\U C (4
0 X\ U C (4, pero como C; y Cs son cerrados propios, entonces se ve-
rifica la igualdad igualdad.

Aplicando que X es sobrio en el sentido de Grothendieck, existe un
tnico z € X tal que {z} = X\U, es decir X\{z} = U, una contradiccién.

La sobriedad no es una propiedad extrana en topologia, para notar
esto, recordemos que un espacio topolégico es Hausdorff si para cada par
de puntos distintos existen vecindades disjuntas que contienen a cada
punto, entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.4. Todo espacio topoldgico Hausdorff es sobrio.

Demostracion. Basta mostrar que los cerrados irreducibles son unipun-
tuales. Sea C' C X un cerrado irreducible y sean, z, y € C tales que
x # y, como X es Hausdorff entonces existen abiertos U, V € Q(X)
disjuntos, tales que « € U, y € V. Consideramos los cerrados propios
C\U y C\V entonces tenemos

C=C\0=C\(UNV)=(C\U)U(C\V)

Lo cual es una contradiccién.

Sin embargo existen espacios topologicos que no son Hausdorff pero
que son sobrios, mencionemos dos ejemplos

Ejemplo 2.1.5 (Espacio de Sierpinski). Sea X = {x,y} con la siguiente
topologia 7 = {0,{z},{z,y}}, notamos que X es sobrio.
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{z,y}

Ejemplo 2.1.6. Sea A un anillo conmutativo con 1. Definimos Spec(A) :=
{p C A :p esideal primo}. Definimos la topologia de Zariski declarando
sus cerrados como sigue: para cualquier ideal I de A definimos

V(1) = {p € Spec(A) : 1 C p}.

Notemos que

» para ideales I, J V(I)UV(J)=V(IJ)=V({INJ).

» para una familia de ideales {I}xen, (yea V(Irea) = V(2 rea In)
» V(A) =0, V(0) = Spec(A).

Para f € A, definimos D(f) = Spec(A)\V (fA), donde fA es el ideal
generado por f. Los conjuntos D(f) definen una base de abiertos.

Entonces para cualquier anillo conmutativo con 1 A, Spec(A) es un
espacio sobrio [Liu02].

Retomando demostremos que el conjunto de vecindades U (x)
para x € X es filtro.

Proposicién 2.1.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y x € X entonces
1. U(x) es distinto del vacio.
2. 81 M, N € U(x) entonces M NN € U(z).
3. SiNelU(x) y NC M C X entonces M € U(x).

4. Si{M;}ier tal que | J;c; M; € U(x), entonces existe ig € I tal que
Mio S U(JJ)

Demostracion. 1. Es claro.
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2. Si M, N € U(x) entonces existen U, V en 7 de manera que z €
UCM,zeVCNporlotantoUNVeryxzeUNVCMNN,
luego M NN € U(z).

3. Si N € U(x) entonces existe U € 7 tal que x € U C N y como
N C M C X entonces x € U C M, luego M € U(z).

4. SilJ;c; M; € U(x) entonces = € |J;; M; por lo tanto existe ig € [
tal que @ € M,,, entonces M,;, € U(z).
O

Tenemos el siguiente resultado para los espacios topologicos Tj.

Proposicion 2.1.8. Sea X wun espacio topoldgico, x, y € X tal que
x#y. Si X es Ty entonces U(x) # U(y).

Demostracion. Como X es Ty y x # y entonces {z} # {y}. Sin pérdida
de generalidad, existe z € {z} pero z ¢ {y} entonces existe una vecindad
abierta de z, U,, y ¢ U, pero z € U,, esto es U, ¢ U(y) pero U, € U(x),
esto es U(z) # U(y). O

Ahora demos una caracterizacién de los espacios sobrios a través de
los sistemas de vecindades de sus puntos.

Proposicién 2.1.9. Un espacio X es sobrio si y solo si los filtros U(x)
son precisamente todos los filtros completamente primos en Q(X).

Demostracion. Sea X sobrio y sea F un filtro completamente primo en
Q(X). Entonces definimos

W= J{Ueax):U ¢ F}

y declaramos que es A—irreducible. En efecto, por ser completamente
primo tenemos que W ¢ F, en particular W # X, si VNV, C W
entonces V1 C W o Vo C W pues no puede suceder que ambos V; € F ya
que si V; € F para ¢ = 1,2 entonces V1 N V5 € F entonces V1 N V5 ¢w.
Si Vi3 C W entonces W = X \ {z} para algin 2 € X y tenemos que

U¢F «— UCW=X\{z} < x¢U
y F=U(x).

Para el reciproco, si X no es sobrio entonces existe un A—irreducible
abierto W que no es de la forma X \ {z} para cualquier z. Sea

F={UeQX:U¢gW}
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F es un filtro completamente primo pues si U NV C W entonces
tenemos que U CW oV CW;siU € FyU CV obviamente V € Fy
si U;e; Ui € W tenemos que U; € W para algin i € I. Pero F no es de
la forma U(z), de lo contrario tendriamos

UV < z€U < UgZX\{z}

y W =X\ {z}.
O

Veremos posteriormente que si L es una reticula isomorfa a Q(X) de
algin espacio sobrio X, entonces X es homeomorfo a

({F : F es completamente primo en L},{@:a € L})

donde @ = {F : a € F}. Para ver que la coleccién {@ : a € L} es
topologia ver en... Asi podemos decir que el espacio X puede ser recons-
truido de la reticula L en un sentido meramente reticular.

Por otro lado, recordemos que dados (X, 7), (Y,0) dos espacios to-
polégicos, decimos que una funcién f : X — Y es continua si la preima-
gen de todo o—abierto en Y es 7—abierto en X.

Decimos que f es abierta si para todo U € 7, f[U] € o; es cerrada
si para todo C cerrado en (X, 1), f[C] es cerrado en (Y, 0) y que es ho-
meomorfismo si f es biyectiva, continua y f~! es continua.

En materia de reconstruccién de funciones continuas primeramente
notemos que L y M son reticulas completas y h : L — M una funcién
que preserve 1, 0, infimos finitos y supremos arbitrarios entonces para
cada filtro completamente primo F en M entonces h~![F] es completa-
mente primo.

En efecto, sea F' un filtro completamente primo en M, entonces co-
mo h(l) = 1, 1 € h™'[F] y como h(0) = 0 entonces 0 ¢ h~'[F]. Si
a, b € h™1[F] entonces h(a), h(b) € F pero como F es filtro y h preser-
va fnfimos entonces h(aAb) = h(a)Ah(b) € F por lo tanto anb € h=(F).
Sia <byaec h l[F], como en particular h preserva orden, entonces
h(a) < h(b) y h(a) € F entonces h(b) € F por lo tanto b € h~1[F].
Finalmente si {a;}ic; € L tal que \/;c;a; € h™'[F] entonces como h
preserva supremos arbitrarios \/;c; h(a;) = h (\/;c; ai) € F, pero como
F' es completamente primo entonces existe ig € I tal que h(a;,) € F
entonces a;, € h™![F]. De esta forma concluimos que h~1[F] es filtro
completamente primo.
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De esto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.10. Sea Y sobrio y X un espacio arbitrario, entonces
las funciones continuas f : X — Y estdn en correspondencia uno a uno
con las funciones h : Q(Y) — Q(X) preservan infimos finitos y supremos
arbitrarios dada por la siguiente asignacion

ferh=0(f), Q)=

Demostracion. Por propiedades de la preimagen, Q(f) preserva uniones
arbitrarias e intersecciones finitas.

Ahora, dado una funcién h : Q(Y) — Q(X) que preserve uniones
arbitrarias e intersecciones finitas, para cada x € X consideramos su
filtro de vecindades U(z) entonces h~1[U(x)] es filtro completamente

primo en Q(Y) y dado que Y es sobrio por , existe y € Y tal que
h= U(x)] = U(y), ademds, es tinica pues Y por Entonces definimos
f:X — Y donde para cada x € X, f(x) = y. Veamos que f~! coincide
con h,

reh(V) <= VehU@)] & f(z) eV <= xc fI[V]
y notamos que h = Q(f), haciendo a f continua. O

Notemos que con lo discutido previamente, la reticula Q(X) es com-
pleta y cumple la siguiente condicién para abiertos para cada conjunto
I tal que U;,V € Q(X),i €1,

Ju)nv=Jwinv)
i€l el

Es decir, cumple la distributividad infinita. Esto nos motiva a la
siguiente definicién.

Definicién 2.1.11. Sea L una reticula completa, decimos que es un
marco si para cualquier A C L, b € L se cumple

(\/A)/\b:\/{a/\b:aeA}

Nos referiremos indistintamente a los marcos como locales. Por la ley
de distributividad tenemos entonces la siguiente caracterizacion.

Proposicion 2.1.12. Sea L una reticula, son equivalentes:
1. L es un locale,

2. L es un dlgebra de Heyting completa.
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Demostracion. Es inmediato de la adjuncion de la operacion de Heyting
con el infimo.
O

Por otra parte, decimos que una reticula completa L es un co-marco
si se cumple

(ANA Vb= A{aVvb:ac A}

Definicién 2.1.13. Si L, M son marcos y h : L — M wuna funcion,
decimos que es un morfismo de marcos si para todo a,b € L y una
familia a; € L con i € J se cumple

h(a Ab) = h(a) A h(b)
h(\/ a:) = \/ h(a)
e ieJ

como consecuencia inmediata tenemos que h(0r) = Opr y h(1L) =
157. Con estos elementos podemos constituir la categoria Mar de marcos
y sus respectivos morfismos.

Ahora, llamemos a la categoria Mar®’ llamdndola Loc donde un
morfismo en esta categoria puede representarse como aquellos que pre-
servan infimos arbitrarios f : L — M tal que sus correspondientes ad-
juntas por la izquierda f* : M — L preservan infimos finitos. A estos
morfismos los llamaremos funciones localicas .

A continuacién, mostraremos una caracteristica de las funciones lo-
calicas.

Proposicién 2.1.14. Sea f: L — M con adjunta izquierda f*. Enton-
ces tenemos

1 (1) =1 < fIL\{1}] € M\ {1}.

2. f* preserva infimos binarios <=
f(f*(a) = b) =a— f(b)

Demostracion. 1. Si f*(1) = 1y 1 < f(x) entonces 1 = f*(1) <
x, por otro lado, si se satisface la inclusién entonces basta usar

f) = 1.

2. Tenemos z < f(f*(a) = b) <= f*(x Na) = f*(x) A f*(a) <
b <= zNa< f(b) <= x<a— f(b).
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Por otro lado tenemos f*(a Ab) < z
f(f () = z) < f*a) < f*(b) =z

Ahora podemos construir el siguiente funtor

Lc : Top — Loc
donde Le(X) = Q(X) v Le(f) = Q(f)*.

2.2. Puntos

Ahora para poder determinar un espacio topolégico a partir de un
locale, debemos de dar un conjunto y su topologia. Esto nos lleva a la
siguiente pregunta: ;Qué es un punto en un locale?

Por el resultado a cada punto podemos asociarle su filtro de
vecindades, el cual es un filtro completamente primo, de esta forma en un
locale podemos pensar la nocién de punto como un filtro completamente
primo lo cual nos conduce a la siguiente definicién

Definicién 2.2.1. Un punto en un marco (locale) L es un filtro com-
pletamente primo F C L.

Por otro lado, recordemos que un elemento p € L distinto del 1 es
primo si para cualquier a,b € L tal que a A b < p implica que a < p o
b <p.

Notamos lo siguiente

Proposicion 2.2.2. Sea L un locale, entonces el conjunto de filtros
completamente primos esta en correspondencia biyectiva con el conjunto
de elementos N—irreducibles.

Demostracion. Consideremos un filtro completamente primo FF C L y
definimos

pF:\/{x:mgéF}

afirmamos que pr es primo. En efecto, pr ¢ F, luego pr # 1 y si
a Ab < pr no puede suceder que a,b € F simultdneamente entonces si
a ¢ F tenemos que a < pp. Andlogamente si b ¢ F.

Por otro lado, si p € L es primo entonces definimos

F,={z:z £p}
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afirmamos que F}, es un filtro completamente primo.

En efecto, si z,y € F}, entonces Ay € F, pues p es primo; obviamente
siz e F,yx<yentonces y € F, ysi\/,c;z; £ p entonces z; £ p pa-
ra algin ¢ € I. Ademés, 1 £ py 0 < p por lo que F), es propio y no vacio.

Finalmente, con unos simples calculos notamos que pr, = \/{z : x <

p}—pyquexerF siysolosiz £ \V{y:y ¢ F} mysolosmceF
Lo que nos lleva a la siguiente definicién O

Con esto tenemos el siguiente resultado
Lema 2.2.3. Las funciones localicas preservan elementos A—irreducible.

Demostracién. Primero, notemos que las funciones localicas reflejan ele-
mentos 1, esto es si f(a) = 1 entonces a = 1. En efecto, si 1 < f(a)
entonces 1 = f*(1) < a.

Ahora, si f: L — M es una funcién localica y sea a € L un elemento
primo, entonces sea x Ay < f(a), luego tenemos que f*(z Ay) < a
pero como f* preserva infimos finitos, tenemos f*(z) A f*(y) < a asi
f*(z) <ayx < f(a), el cual no puede ser 1 por lo anterior.

Este resultado muestra que las funciones localicas preservan puntos.

Pese a esto, cabe recordar que los puntos x en un espacio topolégico
X estan en una correspondencia natural uno a uno con las funciones
continuas f : {0} — X de la forma 0 — z, en el caso de espacios sobrios,
con un morfismo de marcos h : Q(X) — P, entonces un punto en un
locale L puede ser visto como un morfismo de marcos h : L — P (o
como una funcién localica P — L).

Notemos que podemos trasladar de definicién a definicién pues si
F C L es un filtro completamente primo definimos b : L — P teniendo
que h(z) = 1siysolosiz € Fy dado un morfismo de marcos h: L — P
tenemos un filtro completamente primo F' = {z : h(z) = 1}.

Sin embargo, hay locales sin elementos A—irreducibles, pero antes de
dar ejemplos, veamos lo siguiente.

Sea B un algebra booleana, recordemos que a € L es atomo si 0 < a
y tal que para cada x € L con 0 < z < a implica que = = a. De forma
dual definimos coatomo. Es claro que en un algebra booleana, a es atomo
si y solo si a® es un coatomo. Tenemos la siguiente proposicién

Proposicion 2.2.4. Todo elemento N—irreducible en un algebra boolea-
na es un coatomo.
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Demostracion. Sea p € B A—irreducible y p < x. Si consideramos ¢,
tenemos que z A ¢ = 0 < p, entonces = < p o ¢ < p, pero p < z, luego
z¢ < py tenemos que x¢ < x, entonces 1 = x V x¢ = x. O

A continuacién un ejemplo de locales sin puntos.

Ejemplo 2.2.5. Sea (X, 7) un espacio topologico y consideramos el al-
gebra booleana RO(X) de abiertos requlares, es decir los abiertos tales

que Int(S) = S.
Si X es Hausdorff, entonces RO(X) no tiene elementos N—irreducibles
si y solo si X no tiene puntos aislados.

RO(X) es un algebra booleana con las siguientes operaciones
s UVV =In(UUYV),

s UANV=UNV

w Ut=Int(X\U).

2.3. Espectro

Adoptando la idea anterior respecto a filtros completamente primos
relacionandolos con sistemas de vecindades podemos llevar un sistema
de puntos de L a un espacio, y lo llamaremos espectro.

En este momento consideramos F' como filtro completamente primo
a menos que se mencione lo contrario.

Sea a € L entonces consideramos

Yo:={F:a€F, F esfiltro completamente primo}

facilmente verificamos que

=Yy =10

= 31 = todos los filtros completamente primos
= Yanb = Xa Ny

" EViEI a; — Uie] Eaz"

En consecuencia, tenemos un espacio topoldgico

Sp(L) = ({ todos los filtros c¢.p.}, {3, : a € L})

Y lo llamaremos espectro de L.
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Ademss, si f : L — M es una funcién localica, definimos

Sp(f) : Sp(L) — Sp(M)

Sp(H)(F) = () '[F]

dado que f* es un morfismo de marcos, la preimagen es un filtro
completamente primo.

Lema 2.3.1. (Sp(f)) " [Ea] = Xf-(a). Consecuentemente, Sp(f) es un
funcion continua.

Demostracion. (Sp(f))~'[Za] = {F : Sp(f)(F) = (f*)71[F] € 2.} =
{F:ae(f*)_l[F}}:{F:f*(a)EF}:Ef*(a) ]

Evidentemente tenemos que Sp(idr) = idsyzy ¥y Sp(g - f) = Sp(g) -
Sp(f) entonces tenemos que las férmulas Sp(L) y Sp(f) definen un funtor

Sp : Loc — Top

llamado funtor espectro.
Dado lo anterior, tenemos morfismos de marcos

¢r L — Le(Sp(L))

dados por ¢r,(a) = X,. Considerando sus adjuntas derechas, tenemos
las funciones localicas

o1 = (61)" : Le(Sp(L) — L
Lema 2.3.2.
1. El sistema (or,) 1, constituye un morfismo de funtores LcSp — Id
2. Cada o1, €s uno a uno.
Demostracion. 1. Sea f: L — M. Basta considerar el siguiente dia-

grama conmutativo

Le(Sp(L) 22— L
LC(Sp(f))l lf

Le(Sp(M)) — M

oM

Esto es
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(o - LeSp(f))*(a) = LeSp(f)* (o (a) = QSp(f))(2a)
{F:Sp(N)F] 3 a} ={F:(f)7'[F] 3 a} ={F: f"(a) € F}
Ep@ = oL (@) = (02)"(f*(a)) = (f - 0L)"(a)

2. La funcién ¢j, es sobreyectiva, entonces por la ecuacién de Galois
estandar ¢rop¢r, = ¢, asi obtenemos ¢ro;, = id lo cual hace que
cada oy, sea uno a uno.

O

Ahora, dado un espacio topolégico X consideramos las funciones

Ax + X = Sp(Le(X))
definidas por
Mx(z)=Ux)={UeQX):zeU}
De esto tenemos el siguiente resultado
Lema 2.3.3.
1. Ax es una funcion continua

2. El sistema (Ax)xeTop constituye un morfismo de funtores Id —
SpLc

Demostracion. 1. Cada abierto en SpLe(X) es de la forma 3y con U
abierto en X. Entonces tenemos

M o]l ={z:U@x) ey} ={z:Ucl(x)y={z:2€U}=U

2. Sea f: X — Y una funcion continua. Basta considerar el siguiente
diagrama conmutativo
X — X SpLe(X)
f \LSPLC(J’ )
Y —— SpLc(Y)
Ay
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={U:f' U] eU(@)}={U:z e f U]}
={U: f(z) e U} = Ay (f(2))
O

Teorema 2.3.4. Los funtores Lc y Sp son adjuntos, Lc por la izquierda
y Sp por la derecha, con unidades A : Id — SpLc y o : LeSp — Id.

Demostracion. Consideremos
Sp(or) - Aspr : SpL — Sp(Le(SpL)) — SpL
Dado que (o1)* = ¢r, tenemos
(Sp(0L) - Asp, )(F) = Sp(on)U(F)) = ¢, [U(F)]
—{U:Sy eU(F)}={U:FeXy}={U:UeF}=F
Por otro lado consideremos

OLe(x) - Le(Ax) : LeX — Le(Sp(Le(X))) — LeX

y tenemos

(Lex - Le(Ax))"(U) = (Le(Ax))" (Xv)

=00x)Zv) =\ Bu]={z: U)oU) ={z:2€U}=U

Conocemos que cada oy, es uno a uno, ahora que sabemos

OLe(x) - Le(Ax) = idpe(x)

se tiene que op.(x) es una funcién sobreyectiva y concluimos que
para cada X, la funcién localica opq(x) : Le(Sp(Le(X))) — Le(X) es un
isomorfismo.

2.4. Sublocales

De manera analoga a los espacios topoldgicos, en teoria de locales
tenemos una nociéon de ”subestructura”, la cual introducimos a conti-
nuacion.

Definicién 2.4.1. Sea L un locale y S C L un subconjunto. Decimos
que S es un sublocale si
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1. Es cerrado bajo infimos arbitrarios.

2. Para cada s € S ycadax € L, x - s € S.

De primera instancia, esta definicién no parece capturar la nocién de
subespacio intuitivamente, sin embargo, tenemos la siguiente equivalen-
cia.

Proposicion 2.4.2. Sea L un locale. Un subconjunto S C L es sublocale
si y solo si es un locale con el orden inducido y la inclusion i : S — L
es funcion localica.

Demostracion. Si S es un sublocale, como es cerrado bajo infimos arbi-
trarios entonces por|[l.1.9|es reticula completa. Por la segunda condicién
es cerrado bajo operacion de Heyting, entonces la correspondencia

S— S

r—xNa

tiene adjunta derecha

S—S8
x+— (a— x)

entonces se cumple la distributividad de marcos por De esta
forma S es un locale. De la primera condicién, la inclusién i : S — L
preserva infimos arbitrarios, luego por [[.3.6] tiene adjunto izquierdo i* :
L — S, de esta forma tenemos para cada x € L, para cada s € S

i"(x) <s <= z<i(s)=s

Afirmamos que ¢* preserva infimos binarios. Para cada a, b € L,
sesS

i*(a) Ni*(b) < s < i"(b) <i"(a) > s
— "O)<a—s <= b<a—s
< aAb<s < i"(aNd) <s.

De esta forma, i*(a) A i*(b) = i*(a A D). Dado que z < i*(z) para
cada x € S, en particular tenemos 1 < i*(1). Con esto mostramos que
la inclusiéon es funcion localica.

Por otro lado, si S es locale y la inclusién i : S — L es funcién
localica, entonces S es reticula completa y la inclusiéon preserva todos
los infimos, entonces se cumple la primera condicién. Ademds, S es un
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algebra de Heyting. Denotamos por —' la operacién de Heyting en S.
Entonces, con la notacién previa, para cada z, a € L, s € S obtenemos

r<i*(a) = s < i(z) <i(i*(a) =" s) <= x<a—s.

De esta forma a — s = i*(a) =’ s € S.

Con esto mostramos que S es sublocale.
O

En la demostracién obtenemos que la operacién de Heyting en S
coincide con la de L.

Sea L un locale y sean {S; };cr € S(L) sublocales, veamos que [, S;
es sublocale. En efecto, sean {z;};c; C [);c; S, entonces para cada
i €I {z;}jes C S, luego, como para cada i € I, S; es sublocale, en-
tonces A;c;x; € S; luego \;c;x; € [,y Si- Ahora sea sea x € Ly
s € [;es Si, entonces para cada i € I, s € S;, de esta forma, para cada
i€lax— s €S, asi obteniendo x — s € [),.; 5, por lo tanto, la
interseccién de sublocales es sublocale.

i€l

Esto nos induce a pensar que el conjunto de sublocales de un locale
L (denotado por S(L)), es una reticula completa. Para esto, definimos
el supremo de sublocales de la siguiente manera

Vsi={\Aa:Ac]Js}
i€l iel
Teorema 2.4.3. S(L) es un comarco.

Demostracion. Primeramente notemos que [);c; A € (;c; (A4 V B) ast
como B C (,c;(A; V B) entonces ((;c; As) V B € ;c;(A: V B).

Por otro lado, sea = € [;;(A4;V B). Entonces para cada i € I existen
a; € A; y b; € B de manera que « = a; A b;. Denotamos por b= A._; b;
y obtenemos

icl

x:/\ai/\bgai/\bgai/\bigsc
iel
entonces x = a; A b para cada i € I, de esta forma, para cada i €
los b — a; coinciden por[1.4:18] Denotando por a a los valores en comun,
obtenemos

z=bAa;=bA(b—a)=bAacBV[)A.
iel
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Ademiés, tenemos otra representacion del concepto de sublocale usan-
do la nocién de nicleo.

Definicién 2.4.4. Sea L un locale, un nicleo en L es una funcion v :
L — L tal que para cada a, b € L

1. a <v(a),

2. cada que a < b tenemos v(a) < v(b),

5. (w(a)) = (o),

4. v(aAb) =v(a) Av(d).

Tenemos inmediatamente las siguientes propiedades:
Lema 2.4.5. Para cada a, b € L tenemos

1. via = v(b)) =a — v(b),

2. b—v(a) =v(b) = v(a).
Demostracién. Ocuparemos implicitamente y

1. Para cada a, b € L tenemos

via—=vd)ANa<v(ia—vd)Avia) =v(la—vd))Aa),

pero a — v(b)) Aa = v(b) A a por|1.4.18] entonces

via—=vd)Aa<vd)Aa) <v(vd) <vb)

luego tenemos v(a — v(b)) < a — v(b). La otra desigualdad es
inmediata.

2. Como b — v(a) < b — v(a) tenemos que b — v(a) Ab < v(a),
luego tenemos v(b — v(a)) A v(b) < v(a). Concluimos con b —
v(a) < v(b) — v(a). Para la otra desigualdad, como la operacién
de Heyting es antitona en la primera variable, obtenemos v(b) —
v(a) <b— v(a).

O

De esta forma tenemos la siguiente correspondencia entre nticleos
sobre L y sublocales de L.
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Proposicion 2.4.6. Sea L un locale. Para cada nicleo v : L — L,
v[L] es un sublocale. Por otro lado, para cada sublocale S la asignacion
vs : L — L definida por vg(a) = A\{s € S :a < s} es nicleo.

En particular, existe una correspondencia biyectiva entre nicleos so-
bre L y sublocales de L.

Demostracion. Sea v un nucleo y sea a; = v(b;) € v[L], entonces
v (/\ ai> < /\ via;) = /\ vv(b;) = /\ v(b;) = /\ a;.
il i€l i€l il il

Ahorasia € Ly s=uv(b) € v[L] entonces a - s =v(a — s) € v[L].
De esta forma concluimos que v[L] es sublocale.

Por otro lado veamos que vg(a) = A{s € S: a < s} es niicleo.
= Es claro que paracadaa € La < A{s€ S :a < s} =vg(a).

» Dados a, b € L tales que a < b entonces vg(a) = A{s € S:a <
st < A{s€ S:b<s}=wvg(b).

» Dado a € Ly denotamos por @ = A{s € S : a < s}, luego notamos
que A{seS:a<s}=apuesacs.

= Dados a, b € L, notamos que A{s € S:anb<s} < Af{seS:
a<stAN{s€S:b<s}, estoesvg(aAb) <wvg(a)Avs(b). Por
otro lado tenemos

aNb<vg(aAb) <= a<b—vs(aNb)

entonces tenemos a < vg(b) — vg(anb) <= aAvs(b) < vs(anb).
Repitiendo obtenemos

vs(b) Na <vglaAb) <= vs(b) <a—vs(anb)

por lo tanto vg(b) < vg(a) — vs(a Ab) < vg(a) Avg(b) <
vs(a AD).

Por lo tanto vg es nucleo.

Ademds notamos que vg[L] = S pues vg(a) € S (dado que S es su-
blocale) y para cada s € S tenemos vg(s) = s.

Por otro lado para a € L, vg, (a) = A{v(b) : a <v(b), b€ L} = v(a).
O
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Con esto, notamos que los supremos en cada sublocale S C L son
dados por

\ o — s (\/)

i€l iel
En efecto, notemos que vg (\/;c;a;) € Sy para cada i € I, a; <
Vg (Viel ai). Si existiese b € S tal que para cada i € I a; < b entonces
ser @i < b entonces vg (\/iel ai) < wvg(b).
Demos dos ejemplos de niicleos y su respectivos sublocales. Para un
tratamiento mds especifico de estos nucleos se recomienda leer |[Joh82].

1. Sea L un locale y a € L, entonces la asignacién c(a) = a V _ es
ntcleo. Su sublocale correspondiente es a 1.

2. Sea L un locale y a € L, entonces la asignacién o(a) = a — _ es
niicleo. Su sublocale correspondiente es {a — = : z € L} = {z €
L:a—z=uza}.

Tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.7. Sea L un locale, a € L. Entonces o(a) y c(a) son
complementos en S(L).

Recordemos que dos sublocales S, R son complementos si y solo si
SVR=LySAR=O0.

Demostracion. Siy € c(a) No(a) entonces a < a — x = y para algin
x € L entonces tenemos

a<a—r <= a<zxr < a—zcr=1

estoes,a >x=1=0.

=N

Por otro lado para cada z € L tenemos x = (x V a) A (a — z) as
x € c(a) Vo(a), esto es, L = c(a) V o(a).

N o

Inmediatamente tenemos que a < b <= ¢(b) C c¢(a) < o(a)
o(b).

Proposicién 2.4.8. Sea L un locale y {a;}icr € L, a, b € L, entonces
tenemos:

1. Niercla) =c (\/iel ai)7
2. cla)Ve(d) =cland),
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3. \/iEI o(a;) = o (\/ie] ai)7

4. o(a)No(b) =o(aAb).

Demostracion. Mostremos los primeros dos incisos, los tltimos dos se
satisfacen por las leyes de Morgan.

1. Tenemos

xeﬂc(ai) <= paracada i€ I,z > a; < xZ\/ai — acEc(\/ai>.
il il il

2. Notemos que c(a) Ve(b) ={zAy:xz>a, y>b}=clanb).

& 0O

Asimismo, de una manera sencilla podemos notar o(0) = O, o(1) =
Como ademés se cumple que o(a A b) = o(a) No(b) y o (Ve i
Viero(ai), podemos pensar que el sistema de los sublocales abiertos
constituyen en L una especie de topologia, llamado ocasionalmente como
topologfa reticular” [APP24]. Asi podemos pensar a cada locale como
espacio topolégico de la siguiente forma:

(L,{o(a) : a € L}).



Capitulo 3

Axiomas de separacion

En topologia y campos matematicos afines, existen varias restriccio-
nes que suelen aplicarse a los tipos de espacios topoldgicos que se desean
considerar. Algunas de estas restricciones vienen dadas por los axiomas
de separacién.

Los axiomas de separacién no son axiomas fundamentales como los
de la teoria de conjuntos, sino que definen propiedades que pueden es-
)
pecificarse para distinguir ciertos tipos de espacios topolégicos.

Antes de la definicién general actual de espacio topoldgico, se ofrecian
muchas definiciones, algunas de las cuales asumian (lo que ahora consi-
deramos) algunos axiomas de separacién. Por ejemplo, la definicién dada
por Felix Hausdorff en 1914 es equivalente a la definicién moderna mas
el axioma de separaciéon de Hausdorff.

Los axiomas de separacién, como grupo, adquirieron importancia en
el estudio de la metrizabilidad: la cuestién de a qué espacios topoldgi-
cos se les puede dar la estructura de un espacio métrico. Los espacios
métricos satisfacen todos los axiomas de separacién; Pero, de hecho, es-
tudiar espacios que satisfacen sélo algunos axiomas ayuda a desarrollar
la nocién de metrizabilidad completa.

3.1. Una aproximacion al axioma T

El axioma T establece una condicién fundamental para la distincion
de puntos en un espacio topoldgico, asegurando que puntos distintos
puedan ser diferenciados topolégicamente, esta capacidad de separacién
es crucial para muchas construcciones y demostraciones en topologia, ya

49
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que permite trabajar con puntos individuales con mayor precisiéon. Una
consecuencia directa del axioma T1 es que todos los conjuntos unitarios,
es decir, aquellos que contienen un tUnico punto, son conjuntos cerrados
esta propiedad simplifica diversas demostraciones y facilita la definicién
de otros conceptos topolégicos. [PP21]

Ademis, el axioma T1 sirve como base para otros axiomas de sepa-
raciéon mds fuertes, como el axioma de Hausdorff (T2), que desempena
un papel esencial en andlisis y geometria en este sentido, T1 actua co-
mo un escalén fundamental en la jerarquia de axiomas de separacién
los espacios T1 exhiben propiedades topoldgicas deseables que los hacen
ma&s manejables y utiles en diversas aplicaciones por ejemplo, la nocién
de convergencia de sucesiones se comporta de manera mas intuitiva en
estos espacios.

El axioma T} en topologia clasica es el siguiente:

Definicién 3.1.1 (11). Un espacio topoldgico es Ty si dados x,y € X,
x # y, entonces existe un abierto U tal que y ¢ U > .

Una forma més cémoda de enunciar este axioma es como sigue

vee X, {z}={z}

es decir, que los conjuntos unipuntuales, consecuentemente tenemos
que todos los conjuntos finitos son cerrados.

Con esto dicho, buscamos una definicién libre de puntos, lo cual inme-
diatamente tenemos, dado que cada {z} es cerrado, implica que X \ {«}
es abierto, y es un elemento maximo distinto de X en la reticula de abier-
tos (X)) y dado que siempre X \ {z} podemos pensar en la siguiente
representacion Cada elemento A—irreducible distinto de 1 es mdzimo.

Sin embargo, esto evidentemente no es un axioma ”sin puntos” pues,
hacemos uso explicito de los puntos en el aspecto de que cada unipun-
tual es cerrado. Ademads, si X no es un espacio sobrio, podria fallar la
definicién.

Ejemplo 3.1.2. Sea X un conjunto infinito. La topologia cofinita sobre
X se define como:
T={UCX:X\U es finito} U {0}

Para ver que es Ty, tomemos © # y en X. Definimos:

U=X\{y}, V=X\{z}.
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Ambos son abiertos, pues sus complementos son finitos. Ademds:

zelU, y¢U, yeV, xz¢V.

Por tanto, X es Ti. FEquivalentemente, los conjuntos unitarios son ce-
rrados. Sin embargo no todos los elementos N—irreducibles son mdzimos.
A saber, sea U = 0, U es A—irreducible, pero no es mdximo, por lo tanto
no cumple la definicion de Ty en el lenguaje de locales.

Para esto uno podria usar el siguiente axiomas:

Definicién 3.1.3 (Simetria). Sea X un espacio topoldgico, decimos que
es simétrico si para todo x,y € X, x € {y} < y € {z}

En otras palabras

siz € @ entonces @ = @

Con esto podemos notar lo siguiente:
Proposicion 3.1.4. Bajo Ty, simetria es equivalente al axioma T;.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico. Si asumimos que es simétri-
co y dado z € {y}, luego tenemos {z} = {y}, luego por Ty, = = y.

Por otro lado, si asumimos T y = € @, entonces r = y y trivial-
mente, y € {z}.
O

Ademais tenemos la siguiente caracterizacion de la simetria.

Proposicién 3.1.5. Sea Y un espacio topoldgico Ty. Es simétrico si y
solo si para cualquier espacio X vy funciones continuas f,g : X — Y
tenemos f~{U] C g~ [U] para todo abierto U C'Y solamente si f = g.

Demostracion. Sea'Y simétricoy f~1[U] C g~ !{U] para todo U € Q(Y).
Supongamos que para algtin U € Q(Y), f~[U] C g~ ![U] estrictamen-
te, elegimos x € g~ ![U]\ f~1[U]. Entonces f(z) ¢ U, g(x) € U, luego
g(z) ¢ {f(x)} y por simetria f(z) ¢ {g(x)}. Entonces existe un V tal
que g(z ) ¢ V ( ) 6 V, de esta forma tenemos que f~1[V] ¢ g~V
[ =

Ast f7HU] U] Tuego, poru f=g.

Por otro lado, asi asumimos la implicacién y sea x € @ Definimos
X como el subespacio {z, y} de Y, ¢g: X — Y lainclusibny f: X - Y
como la funcién constante f(z) = x para cada = € X, entonces tenemos
que f71U] C g tU] para cada abierto U € Q(Y), entonces f = g y
concluimos que = = y.

O
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Definicion 3.1.6. Decimos que un marco L es simétrico si para cada
par de morfismos de marcos hi,hy : L — M tal que hi < hy entonces
hy1 = hs.

3.1.1. Axioma subfit

Ahora buscamos una definicién en topologia sin puntos que se apro-
xime al axioma T} en espacios topoldgicos, para esto introducimos el
siguiente axioma.

Definicién 3.1.7. Sea L un locale. Decimos que L es subfit si dados
a,b e L cona b entonces existe c € L tal que aVe=1#bV ec.

Decimos que un espacio topoldgico X es subfit si lo es su reticula de
abiertos Q(X).

Notemos que, a través de este axioma, en un sentido topologico, es-
tamos ”separando” abiertos de otros, sin embargo, esto no solo es en un
sentido "reticular”, sino, tenemos la siguiente caracterizacion en espacios
topoldgicos.

Teorema 3.1.8. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es subfit
si y solo si para cada v € X y cada U € QX)) con x € U existe y € {x}
tal que {y} C U.

Demostracion. Sea X subfit, z € X y sea U € Q(X) tal que z € U,
entonces U ¢ U \ {z}, luego por subfit existe un W € Q(X) tal que se
cumple

UUW =X #£U\{zhUuw (x)
entonces existe y ¢ (U \ {x}) UW y notamos que

yeW vy ydU\{z} (+*)
de esta forma y € {z}.

Sea z € {y} tal que z ¢ U. Entonces por (*), z € W y dado que W
es abierto, y € W, contradiciendo (**).

Para el reciproco, asumiendo la condicién, sea U ¢ V, tomamos
x € U\V y un y de la condicién, entonces para W = X \ {y} tenemos

UUW=Xyy¢ WUV,
O

Recordemos que un espacio topolégico X es Tp si para cada x € X
existe un abierto U tal que x € U y U\ {z} es abierto. Entonces tenemos
el siguiente resultado para espacios topoldgicos.
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Proposicion 3.1.9. Tp y subfit coinciden con T;.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico 71, x € X, U € Q(X) tal
que z € U, entonces {x} C U, luego el tnico elemento de {z} es = mis-
mo, cumpliendo la condicién de subfit. Para Tp, sea U € Q(X) tal que
x €U, luego U\ {z} = U\ {z} que es abierto.

Reciprocamente, si X es Tp y subfit entonces para cada =z € X
elegimos U € Q(X) tal que x € U y U \ {x} es abierto entonces por
subfit existe un W € Q(X) tal que

WUU=X#£WU(U\{z})

Notamos que WU (U \ {z}) = X \ {z}, por lo tanto {z} es cerrado,
es decir {z} = {z}, concluyendo que X es T7.
O

Ejemplo 3.1.10. Sea Z el anillo de los enteros y consideramos X =
Spec(Z) su espectro. X = {p C Z : p es ideal primo}. Lo dotamos de la
topologia de Zariski donde los cerrados son dados por V(I) = {p € X :
I Cp} donde I es ideal de Z. Dado f € Z se tiene como base de abiertos
a los conjuntos D(f) = X\V({(f))={pe X : f¢&p}.

Tenemos que p es punto cerrado si y solo sip es ideal mdzimo. Como
Z es dominio de ideales principales, todo ideal generado por un numero
primo es mdximo, sin embargo, el ideal generado por el 0 no es cerrado
pues su clausura es todo X, entonces no es Tj.

Afirmamos que X es subfit. Sea p € X

w Sip = (0), consideramos U € Q(X) tal que (0) € U, como U
es unidn de abiertos principales (bdsicos) existe f € Z tal que
(0) € D(f). Recordemos que {(0)} = X, entonces considero q € X
tal que f ¢ q, entonces q € D(f), luego {q} C D(f).

= Sip # (0), consideramos U € Q(X) tal que p € U, como U es
unidn de abiertos principales existe f € Z tal que p € D(f). Como
{p} = {p}, considero y = p y trivialmente se cumple la condicion.

Por lo tanto X es subfit, pero no T7.

Pese a la equivalencia en espacios topolédgicos, a nivel de locales, no
necesariamente el axioma 77 implica subfit tal como se nota en el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.11. Sea L un locale sin puntos, consideramos

M ={(a,b):a,b€ L, a <b}
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con el orden coordenada a coordenada. Afirmamos que M no tiene
puntos. En efecto, si (p,q) € M fuera un punto entonces p=q yp € L
seria un punto, lo cual no puede ser. Por vacuidad es Ty pero mo es
subfit. Para ver esto basta considerar (0,1) £ (0,0) pero si
(Oﬂ 1) v (61702) = (17 1)
con ¢1 < co entonces (c1,c2) = (1,1).

Por otro lado, podemos debilitar este axioma de la siguiente forma.

Definicion 3.1.12. Un locale L es débilmente subfit si para cada a € L
distinto de 0 existe ¢ € L distinto de 1 tal que aV c = 1.

Naturalmente subfit implica débilmente subfit.

Notamos que un espacio topoldgico X, Q(X) es débilmente subfit si
y solo si para cada abierto no vacio, contiene un cerrado no vacio, es
decir:

YU €QX), U#D, 3z cU:{z} CU

Esto por la caracterizacién del axioma subfit en espacios topoldgicos.
Mas aun, tenemos la siguiente caracterizacién en locales.

Proposicion 3.1.13. Un locale L es subfit si y solo si cada sublocale
cerrado de L es débilmente subfit.

Demostracion. Sea L subfit y ¢(b) un sublocale cerrado de L y a € ¢(b)
tal que a # 0.3 = b. Como a,b € L por subfit existe ¢ € L tal que
aVc¢ = 1% bVc. Luego consideramos el niicleo asociado a ¢(b), denotado
por V() y obtenemos
aVegpy(c)=aV(bVe)=aVe=1

Por otro lado, si a # b en ¢(b) entonces consideramos a V b > O

entonces existe ¢ # 1, ¢ > b tal que
(avb)Ve=aVve=1

ybVe=c# 1.
O

Teorema 3.1.14. Un locale es débilmente subfit si y solo si la formula
de pseudocomplemento es dada por

a*z/\{xEL:anzl}
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Demostracion. Seaw = A{xz:aVx=1}.SiaVx =1 entonces tenemos
que
a*=a"N(aVzx)=a" Az

entonces a* < u.

Si suponemos que a A u # 0 entonces por débilmente subfit existe
x#1tal que (aAu)Va=(aVa)A(uVe)=1De esta forma tenemos
que aVzx =1yasix > u, por lo tanto x = uV z = 1 lo que es una
contradiccién, entonces u A a = 0, por lo tanto u < a*. De esto, tenemos
a*=NzreL:ave =1}

Por otro lado, si L no es débilmente subfit entonces existe un a # 0
talque aVe =1 <= z =1 entoncesu = AN{r:avez=1}=1y
aNu=a#0.

O

Con esto, obtenemos la siguiente caracterizacién.

Teorema 3.1.15. Un locale es subfit si y solo si la operacion de Heyting
estd dada por

a—)bz/\{xEL:a\/le,xzb}

Demostracion. Si L es subfit, entonces c(b) es débilmente subfit y tene-
mos

a—=b=(@a—=>bAb—=>>b=(aVd) =D

como a V b > b, denotamos (a \V b)** el pseudocomplemento de a \V b
calculado en ¢(b), de esta forma obtenemos

a—b=(avb)* = /\{x cavVbvae =1,z > b} = /\{m caVe =12 > b}
lo que se buscaba.
Por otro lado, si L no es subfit entonces existe algin b € L tal que su

sublocale cerrado ¢(b) no es débilmente subfit y por el resultado anterior,
existe a > b tal que

a*b#/\{x:a\/le,xzb}
esdecira - b# N{z:aVvae=1z>b}.

Un aporte a la teoria es la generalizacion del ejemplo 77.
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Proposicién 3.1.16. Sea A un dominio de ideales principales. Entonces
X = Spec(A) es subfit.

Demostracion. Sea X = Spec(A) con A dominio de ideales principales,
entonces consideramos U 1 para U € Q(X), como A es dominio de
ideales principales, entonces U = X\ V(f) con f € A, esto es U = D(f),
entonces tomamos V € U 1 distinto de U, entonces existe g € A tal
que V = D(f) U D(g). Consideramos W = D(f) U D(g + 1) y notamos
que VUW = D(f)UD(g)UD(g+1) pero como gy g+1 son coprimos
entonces D(g) UD(g+ 1) = X por lo tanto VUW = X es decir U 1 es
sublocale cerrado débilmente subfit, como fue arbitrario, X es subfit.

O

Retomaremos, algunos aspectos de los locales subfit posteriormente.

3.2. Locales T,

El axioma T3 establece una condicién de separacién més fuerte que
Ty, requiriendo que para cualquier par de puntos distintos en un espacio
topolégico, existan entornos abiertos disjuntos que los contengan esta
propiedad asegura que los puntos puedan ser separados de manera clara
y precisa, lo que tiene implicaciones importantes en muchas areas de las
matematicas la capacidad de separar puntos con entornos disjuntos es
crucial para la definicién de convergencia tnica de sucesiones y para la
construccién de espacios topoldgicos bien comportados.

Los espacios que satisfacen el axioma 75 se denominan espacios de
Hausdorff, y poseen propiedades topolégicas deseables que los hacen es-
pecialmente tutiles en andlisis y geometria por ejemplo, en espacios de
Hausdorff, los limites de sucesiones convergentes son tnicos, lo que sim-
plifica muchas demostraciones y facilita la definicion de conceptos como
continuidad la propiedad de Hausdorff también es esencial para la defi-
nicion de variedades topoldgicas y otras estructuras geométricas impor-
tantes.

Recordemos que un espacio topoldgico es Hausdorff si para cada
z,y € X, x # y existen abiertos U,V € Q(X) talesquez e U,y eV y
unv =90.

Para el estudio de una versién libre de puntos, dependiendo del
proposito que uno pueda adoptar, se obtienen distintos resultados, es
por ello que se presentan distintas aproximaciones a este concepto.
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3.2.1. Debilmente Hausdorff

Primeramente, presentamos algunas versiones débiles de T5 en loca-
les.

Definicién 3.2.1 (dH). Un locale es debilmente Hausdorff siaVb =1
con a,b # 1, entonces existen u,v tales que u £ a, v £ b yuAv=0.

Damos una definicién ligeramente mas fuerte que la anterior

Definicién 3.2.2 (dH’). Sia £ b y b £ a entonces existen u, v tales
queu £ a,vLbconuiv=0.

E incluso, una versiéon més fuerte y geométricamente intuitiva

Definicién 3.2.3 (dH"). Sia £ b y b £ a entonces existen u,v tales
queuta,vLb u<b v<aconuAv=0.

Pese a esta variedad, cabe aclarar que las condiciones no son con-
servativas, esto pues en una cadena la premisa de no comparabilidad es
vacia, entonces las condiciones son trivialmente satisfechas.

Por otro lado, considerando un locale subfit, las tres condiciones son
equivalentes, tal como lo mostramos a continuacién

Proposicion 3.2.4. Bajo subfit, las condiciones dH, dH’, dH” son equi-
valentes en locales.

Demostracion. Veamos que dH implica dH'. Sea L un locale subfit. Si
esdHya £ byb % a, entonces por subfit existe un ¢ € L tal que
aVe=1%bVe En particular a £ bV ¢, de lo contrario, por tran-
sitividad 1 = a V¢ < bV ¢, lo cual es una contradiccién. Notemos que
aV (bVec) =1 entonces por dH existen u, v tal que u € a, v £ bV ¢,
en particular, nuevamente por transitividad, v £ by uAv =0y de esta
forma L es dH’.

Si L es dH', subfit y a £ b, b £ a, usando nuevamente subfit existen
c1, co tales que
aVer=1#bVe aVea#1=0Vce

de esto tenemos

bVerf£aVey aVea £bVe

en efecto, si asumimos que bV ¢y < aV cg, por transitividad b < aV ey
entonces 1 = bV cy < aV ¢y lo cual es una contradiccién. La otra des-
igualdad se sigue con un razonamiento similar.
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Ahora por dH’ tenemos u/, v’ tales que v’ £ aV ¢, v/ £ bV ¢1 con
u' Av' = 0 entonces definimos u = «’ A b. Notemos que u £ a, de lo
contrario obtenemos

' =u' Al =u'A(bVer) = (W Ab)V (U Acg) = uV((u'Acg) < aV(u'Acz) < aVes,

Lo cual es una contradiccién. De manera andloga definimos v = v’ Aa
y notamos que v £ b. Finalmente u A v = 0 por asociatividad.

Para verificar que dH” implica dH, basta considerar que si a,b# 1y
aVb=1entonces a £ by b £ a pues de otra forma aVb=aoaVb=>b.
De ahi se sigue de forma directa la implicacion.

O

3.2.2. Hausdorff

Ahora, dado nuevamente un espacio topologico (X, 7) definimos

UCV <= UCV, UUV # X(xxx)
Con esto, obtenemos la siguiente equivalencia

Proposicion 3.2.5. Un espacio topologico Ty X es Hausdorff si y solo
St

WeQX),V#£X, V=J{uvcv}

Demostracion. Sea X Hausdorff, V € Q(X) con V # X. Veamos por
contenciones. Si # € |J{U : U C V'} entonces existe Uy tal que = € Uy
con Uy C V, entonces x € Uy C V, luego x € V por lo tanto | J{U : U C
V} C V. Por otro lado, sea x € V. Como V # X entonces existe y € X
cony ¢ V, luego x # y por Hausdorff existen abiertos disjuntos U, W tal
quex € U,y € W, luego UNW = ), podemos asumir U C V. Entonces
y ¢ UUV, porlotanto UUV # X, es decir V C |J{U : U C V'}, luego,
la igualdad.

Para el reciproco, sean z, y € X cony # z, por Ty = ¢ @ y tenemos

zex\@:U{U:U:X\@}

y entonces existe U > x tal que U C X\{y}, yunz¢ UU(X\{y}).
En particular z ¢ U y existe un V' 3 z tal que VN U = (). Pero también
z ¢ X\ {y}, esto es z € {y} vy entonces y € V.

O
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Tenemos obviamente que U UV # X siy solo si X \ U ¢ V asi que
podemos reescribir la formula (***)

UCV < UCV, U ¢V

Entonces podemos introducir una condicién mas general tipo Haus-
dorff en locales de la siguiente manera

Definicién 3.2.6 (T2). Sia # 1 entonces a = \/{u : v C a} donde
uCa <= (u<au* £a).

Tenemos la siguiente caracterizacién

Proposicion 3.2.7. Sea L un locale, son equivalentes:

1. L esTy

2. Si1+#a b, entonces existen u,v tales que u £ a, v £ b, v<ay
uANv=0.

Demostracion. Si L es Ty y consideramos a, b € L con 1 # a £ b enton-
ces existe w C a tal que w < a 'y w % b, entonces definimos v = w* y
v = w. Es claro que satisfacen la condicién.

Para el reciproco si consideramos a € Lcona # 1yb=\/{z:z C a}
es claro que b < a. Si suponemos que b < a entonces 1 # a % b, luego
existen u, v € Lconu £ a, v £ b, v<ayuAb=0, entonces tenemos
que u < v*. Si v* < a entonces u < a lo cual no puede suceder, entonces
v* £ a, por lo tanto v T a, es decir v < b lo que es una contradiccién.
De esta forma no se tiene la desigualdad estricta, entonces L es T5.

O

Entonces esta ultima condicién es la que tomaremos como T5.
Por otro lado, tenemos el siguiente axioma.

Definicién 3.2.8 (S2). Si 1 # a £ b, entonces existen u,v tales que
ufa,v€byunv=0.

Entonces tenemos que las dos definiciones son equivalentes.
Proposicion 3.2.9. S2 y T2 son equivalentes.

Demostracion. Trivialmente, T2 implica S2. Ahora sea L un locale S2.
Sia=aANa b, entonces a £ a— by existe u,v conuAv=0,utay
via—b asiv =vAa£by tenemos v’ < a.

U

Ademaés observemos lo siguiente
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Proposicion 3.2.10. S2 implica dH’ y dH’ y sfit implica S2.

Demostracion. Lo primero es trivial, si b £ a entonces a # 1.

Ahora sea L subfit con dH’ y sea 1 # a £ b entonces tenemos un ¢ tal
queaVe=1#bVc Entonces b’ =bV e £ apuessibVe < aentonces
a=aVc=1ya ﬁ b puessia < bVcentoncesl =aVe<bVe
Aplicando dH’para a,b’, si v £ bV ¢ entonces v £ b.

O

Asi dada la equivalencia anterior, podemos acordar la versién candéni-
ca del axioma Hausdorff en un lenguaje libre de puntos como

Definicién 3.2.11 (H). Para cualquier 1 # a £ b existen u,v tal que
uta,vibyuiv=0.

Esto es

Para cualquier 1 # a £ b existe un u tal que u £ a y u* £ b.

Notamos que X es Hausdorff si y solo si Q(X) es Hausdorff, es decir,
esta propiedad es conservativa.

Veamos un ejemplo clasico.

Ejemplo 3.2.12. Consideremos a los reales R con la siguiente base:
B :={(a,b) :a, b e R,a < b}U{(a,b)\ K :a, b € Ra < b} donde
K = {1/n : n € N}. Notamos que esta topologia es mds fina que la
topologia usual, por lo tanto es Hausdorff. Posteriormente veremos que
no es reqular.

Ademids, como en topologia clasica tenemos
Proposicion 3.2.13. Un sublocale de un Hausdorff es Hausdorff

Demostracion. Sean a,b € S con 1 # a £ b, asi podemos encontrar
z,y€ Leconaz Ay =0,z £a,y<bentonces sea u=vg(x)y v =vs(y)
en S, claramente u € a, v £ by u Av =vs(x Ay) = 0

O

3.2.3. Punto Hausdorff

Recordemos que un elemento p € L es primo si a Ab < p implica que
a <pob<py estos elementos son los puntos espectrales de L. Ahora
un elemento p es semiprimo si a A b = 0 implica que a < p o b < p.
Obviamente todo elemento primo es semiprimo.

Con esto, tenemos la siguiente equivalencia
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Teorema 3.2.14. Un espacio Ty X es Hausdorff si y solo si todos los
elementos semiprimos P € Q(X) son mdzimos.

Demostracion. Sea X Hausdorff y P € 7 un semiprimo y supongamos
que hay x1,x2 que no estdn en P. Entonces existen Uy 3 x1, Us 3 a5
disjuntos, entonces al menos uno de ellos, digamos U; que esté contenido
en P, luego x; € P, una contradiccién.

Por otro lado, sea X no Hausdorff, entonces hay x1, x5 distintos tales
que para Uy,Us € 7 con x1 € Uy, 9 € Us tales que Uy NUy # . Sea
P = X\ {z1,22}. Supongamos que UNV =0y U ¢ P. Dado que U es
abierto, significa que algun x; esta en el. Supongamos que x1, entonces
x1 ¢ V, pero xg ¢ V, por asumsion de x1, . Asi VN{zy,22} = 0y dado
que es abierto, VN {z1,22} =0 y V C P. Entonces P es semiprimo, y
dado que X es Ty, P # X \ {z1} P # X \ {x2}, luego no es méximo.

O
Esto, nos lleva a la siguiente definicion

Definicién 3.2.15 (pH). Un locale L es punto-Hausdorff si todo semi-
primo es mdaxrimo.

Por el teorema anterior, notamos que bajo Tp, este axioma es conser-
vativo. Ademads, tenemos que:

Proposicion 3.2.16. Todo locale L Hausdorff es punto Hausdorff.

Demostracion. Sea L un locale Hausdorff y p € L un elemento semipri-
mo. Si p no es méximo, entonces tenemos un a € Ltalquep<a#1y
por ser Hausdorff, existen u,v € L tales que u £ a, v £ py uAv = 0.
Ahora como v £ p tenemos que u < p < a, una contradiccion.

O

Pese a que es bien comportado en una cuestién categérica este axio-
ma, cabe recalcar que no es un axioma libre de puntos en su totalidad
pues tal como en T bastaria considerar un locale sin elementos semipri-
mos para que el axioma se cumpla por vacuidad.

3.3. Locales fit

Proposiciéon 3.3.1. Sea L un locale subfit. Entonces para cada sublocale
S # L existe un sublocale cerrado no vacio c(a) tal que c(a) NS = O

Demostracion. Sea S C L disjunto de un sublocale cerrado no vacio.
Consideremos vg el nicleo asociado a S, entonces si vg(a) = 1 tenemos
que a = 1, de lo contrario, tendriamos a T NS = O con a T# O.
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Sea x € L y consideramos ¢ € S tal que ¢V vg(xz) = 1. Dado que 1 =
cVrg(x) < vg(eVa), tenemos que cVa = 1. Entonces, por subfit, vg(z) <
x y obtenemos que vs(z) = x, pero como x es arbitrario, concluimos que
S=1L.

O

Teorema 3.3.2. Las siguientes condiciones sobre un locale L son equi-
valentes:

1. L es subfit

2. El udnico sublocale de L que no es disjunto de un sublocale cerrado
no vacio es L mismo

3. Todo sublocale abierto en L es supremo de sublocales cerrados

Demostracion. La primera implicacién se sigue de la proposicién [3.3.1]
Ahora, si asumimos 2), para un sublocale o(a), con a € L, considero S =
VA{e(d) : ¢(b) C o(a)}. Tenemos primeramente que S C o(a), veamos la
siguiente contencién. Sea c(x) un sublocale disjunto de ¢(a) V.S, entonces
c(xVa)=clx)Nela) =0y ademds c(x) Co(a) y ¢(z) CSyelx)NS,
entonces ¢(z) = O y por 2) ¢(a)V S = L, entonces S C o(a) y concluimos
que S = o(a). Para la ultima implicacién, recordemos que

cla) Co(b) < avb=1

Ahora, si a £ b entonces o(a) € o(b), asi existe € L de forma que
¢(z) C o(a) pero c(z) € o(b), entonces x Va =1+ x Vb.
O

Veamos entonces una ”dualidad”.

Teorema 3.3.3. Todo sublocale cerrado en L es interseccién de sublo-
cales abiertos si y solo si se cumple

Va,b € Lya£b=3c,aVe=1,c—b#b

Demostracion. Sean a,b € L con a £ b entonces b ¢ c(a) pero como
c(a) es interseccién de sublocales abiertos entonces existe x € L tal que
b ¢ o(x) pero c¢(a) C o(x), entonces b > x #byaVe=1.

Por otro lado, si asumimos la condicién, queremos demostrar

c(a) = m{o(m) caVe =1}

Notemos que si c¢(a) C o(z) para cada z tal que a V & = 1 entonces
c(a) C{o(z) : a V& = 1} por lo que basta mostrar que
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c(a) 2 m{o(x) caVa=1}
lo que es equivalente a que siaVax =1y x — b =0 entonces a < b,

esto es, si a £ b existe z tal que aVa =1y x — b#b.
O

Con esto, introducimos el siguiente axioma.

Definicién 3.3.4. Sea L un locale, decimos que es fit si para cada a, b €
L de forma que a £ b, existe ¢ € L tal que aVec=1yc—b#b.

Un resultado esperado es el siguiente.
Proposicion 3.3.5. Si L es un locale fit, entonces es subfit.

Demostracion. Si L es un locale fit y a £ by tomamos ¢ de la condicién
fit pero bV ¢ = 1, entonces obtenemos

b=1—=b=0bVe)=mb=b-obA(b—=c)=1A(b—c)=b—c,

una contradiccion.

Ahora, presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.6. Sea N el conjunto de los nimeros naturales y sean wu, v
dos elementos distintos con u,v ¢ N. Parat = u,v y m € N definimos

B(t,m)={t} U{neN:n>m}

y consideramos la siguiente base

B={U|UCN}U{B(t,m) |t =u,v;m € N}

Denotamos por X a NU {u,v}.
Afirmamos que X es fit. Usamos la caracterizacion: L es fit si para
todo A £ B existen C, D tales que

AuC=X, CnDCB, D¢B.

Si ANN ¢ B consideramos m € N tal que m € A\ B y consideramos
C=X\{m} y D={m}. Es claro que satisfacen la condicion.

Por otro lado, si A ¢ B pero ANN C B, entonces consideramosu € A
con u ¢ B, entonces B(u,m) C A para algun m € N y consideramos
C =X\ {u} y D= B(u,m), entonces tenemos

DnC={n:n>m}CB
Pero D ¢ B.
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Veamos el comportamiento de este axioma en sublocales.
Teorema 3.3.7. Cada sublocale de un locale fit es fit.

Demostracion. Sea S C L sublocale de L. Sia £ ben S, lo es en L,
entonces existe ¢ € L tal que aVe =1y ¢ — b # b. Considero ¢’ = vg(c),
entonces tenemos que

l=aVe<avd<avVgc.

Por otro lado, ¢/ - b=c—b#b.

Mas aun, tenemos la siguiente equivalencia.
Teorema 3.3.8. Un locale es fit si y solo si sus sublocales son subfit

Demostracion. Basta ver la otra implicacién. Supongamos que cada su-
blocale de L es subfit, pero L no es fit, entonces existen a £ b tal que
para cada u que cumpla a Vu = 1, u — b = b. Entonces definimos

S={z:aVu=1l=u—z=u}

Afirmamos que es sublocale.

= S es no vacio pues 1 € S y si tenemos {x;}icr C SyaVu=1,
entonces u — x; = x; para cada i € I, luego, u — A, ;z; =
Nici(w = x;) = \,;c; @i, es decir, S es cerrado bajo infimos arbi-
trarios.

= Sea x € S, y arbitrario y a V u = 1 entonces

u— (y—ax)=y—(u—ax)=y—uz,
entonces S es cerrado bajo implicacion de Heyting.

Entonces S es sublocale, luego por hipdtesis, es subfit. Notamos que
a, b € S, entonces existe ¢ € L tal que aVgec=1#bVgec.
Ahora, si a V u =1, entonces

u—>(a\/c):/\{zeLzu\/z:LxZa\/c}:a\/c,

entonces a Ve € S, luego aVe=aVge. AsiavVe=1,perol=c—
¢ = ¢, una contradiccion. Por lo tanto, L es fit.
O
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3.4. Espacios Regulares y Normales

Recordemos que un espacio topolégico X es regular si para cada
x € X y cerrado A C X tal que ¢ ¢ A, existen abiertos disjuntos
U VeQX)talquexeUy ACV.

Para traducir este axioma al lenguaje de locales, primeramente, defi-
nimos la siguiente relacién en la reticula de abiertos Q(X) de un espacio
topolégico X. Para cada U, V € Q(X) decimos que U estd por debajo
de V siy solosi U C V y lo denotamos por U < V.

Dado que U* = X \ U, podemos notar que

U<V <= UCV < U"'uUV=X
De esta forma damos el axioma de regularidad en terminos de abiertos
Teorema 3.4.1. Sea X un espacio topoldgico, X es regular si para cada
U € Q(X) se cumple que
U=|J{veaX):v=U}

Demostracion. Si X es regular y tomamos U € Q(X). Para cada z € U
consideramos A = X \ U entonces por regularidad tenemos abiertos
Ve3> xy W D A disjuntos, luego notamos
ACW=X=AuUCWUU
por lo tanto W UU = X, es decir V, < U y finalmente

U=J{Va:zeUc{v:V<U}CU.

y entonces cumple la condicién.

Para el reciproco si asumimos la condicién y tomamos x € X y A C
cerrado con x ¢ A, entonces x € U = X \ A y por la condicién tenemos
que existe V € Q(X) conz € V < U y tenemos que ACW =X \Vy
por lo tanto VU W = ().

O

Ejemplo 3.4.2. El ejemplo en no es reqular pues K es cerrado
y 0 ¢ K, sin embargo, no pueden ser separados.

De esto, tenemos la siguiente definicién en terminos de locales.

Definicién 3.4.3. Sea L un locale, decimos que es reqular si para cada
a € L se cumple que

a=\/{beL:b=a}

donde b < a <= existe c tal quebANc=0ycVa=1.
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Tenemos el siguiente ejemplo en el que comparamos la definicion
cldsica con su versiéon libre de puntos.

Ejemplo 3.4.4. Sea B un dlgebra booleana completa, consideramos
X = Spec(B) := {F C B : F es ultrafiltro}. Definimos los siguientes
conjuntos U, :== {F € X : a € F} para cada a € B y definimos la
siguiente base B := {U, : a € B}. Notamos que es una base de cerrados,
en efecto para cada basico tenemos que

X\U,={FeX:a¢F}={FeX:a°€F} =Use.

Afirmamos que es regqular en el sentido clasico. Sea F' € X un punto
y C cerrado en X tal que F' ¢ C, entonces F € X \ C. Como X \ C es
abierto entonces eziste a € B tal que F € U, C X \ C, ademds tenemos
que

U, CX\C=X\U,2C

es decir C' C Uge. Trivialmente obtenemos que U, N Uqe = 0.
El espacio construido aqui es el arquetipo de los llamados espacios de
Stone.

Ahora con la versién libre de puntos.

Ejemplo 3.4.5. Mas generalmente, como en el ejemplo anterior, afir-
mamos que las algebras booleanas completas B son regulares. Sea a € B,
veamos que

a:\/{xeB:x—<a}.

Como los pseudocomplementos en algebras booleanas coinciden con
los complementos, tenemos que a < a pues a*Va =1ya*ANa = 0.
Ahora notemos que para cada x € B tal que x < a, © < a. Supongamos
lo contrario, que x < a pero x % a, entonces a* £ x*, entonces 1 =
aVa* £ aVz* lo cual es una contradiccion, entonces x < a, por lo tanto
a es cota superior de todo elemento que esta por debajo de a, luego B es
regular.

Esta condicion es mds fuerte que la reqularidad usual pues como se
ha mencionado antes, existen algebras booleanas que no tienen elementos
A—irreducibles, es decir, no son espaciales.

Veamos el siguiente resultado

Proposiciéon 3.4.6. Sea L un locale, entonces es reqular si y solo si
para todo a,b € L tal que a £ b existe ¢ tal queaVec=1yc—0<Lb.
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Demostracion. Si L es regular y a, b € L con a £ b entonces existe
z < a. En particular z < a pero x £ v, entonces existe ¢c con z Ac =0y
aV c=1, veamos que ¢ — 0 # b. Supongamos que ¢ — 0 < b, notamos
que ¢ — 0 = ¢* entonces =z < ¢*, luego por transitividad x < b, lo que
es una contradiccién, entonces ¢ — 0 £ b, luego la desigualdad. Por lo
tanto, se cumple la condicién.

Para el reciproco, dado a € L y denotando b = \/{z : © < a} sabemos
que b < a. Si suponemos la desigualdad estricta entonces a £ b luego
existe c € Ltal que aVe =1y ¢ — 0 b. Notamos que ¢ — 0Ac =0, es
decir ¢ — 0 < a por lo tanto ¢ — 0 < b lo cual no puede suceder. Luego

tenemos que a = \/{z : = < a}.
O

Notemos que regular implica fit. Sea L regular, a, b € L tales que
a f b, luego existe c tal que

aVe=1 c¢c—0#b

Afirmamos que ¢ — b # b. Si suponemos que ¢ — b = b entonces

O0=(c=>0)Ac<b << c—>0<c—ob=b

lo cual no puede suceder por regularidad.

Sin embargo, el ejemplo en [3.3.6] refleja que fit no implica regular

Ejemplo 3.4.7. Veamos ahora que el espacio X en[3.3.0 es T}, pero no
es reqular.

Sim €N, tenemos que X \ {m} ={n|n <m}UB(u,m)J B(v,m)
es abierto.

Por otro lado, siu ¢ N, X\ {u} = B(v,0) es abierto. Andlogamente
para v ¢ N, Por lo tanto, todo punto es cerrado y X es Tj.

Veamos que no es regular, considero u, v € X, por lo antes men-
cionado {v} = {v} y u ¢ {v}. Sean U, V abiertos tales que u € U
y {v} C V, entonces existen m, n € N tales que B(u,m) C U y
B(v,n) CV. Luego

UNV 2 B(u,m)N B(v,n) 2 {k € N| k> médx(m,n)} # 0.
Por lo tanto, no es regular. Con el mismo razonamiento, no es Th.

Ahora procedemos con el siguiente axioma de separacion.

Recordemos que un espacio topologico X es normal si para cada par
de cerrados disjuntos A, B C X existe abiertos disjuntos U, V tal que
ACU,BCV.

Reformulamos la normalidad como sigue en el siguiente teorema.
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Teorema 3.4.8. Un espacio topoldgico X es normal si y solo si para
cada par de abiertos S, T tal que SUT = X, existen abiertos disjuntos,
U, Vital gque SUU=X=TUV.

Demostracion. Asumamos normalidad. Sean S, T abiertos abiertos en X
tales que SUT, consideramos entonces los cerrados A = X\ S, B = X\T
y notamos que AN B = @, por normalidad existen abiertos disjuntos
U V e QX) tal que A CU, BCV.Como AUS = X, entonces
UUS = X. Procedemos de forma similar para notar que VUT = X.
Por otro lado, asumiendo la condicién, sean A, B cerrados disjuntos
en X y consideramos S = X \ A, T = X \ B. Notamos que SUT = X,
entonces por la condicién, existe abiertos disjuntos U, V € X tal que
SUU=X=TUV.Como AC X =SUU, pero S =X \ A, entonces
A C U. De manera andloga B C V', es decir, X es normal.
O

Entonces, definimos normalidad en locales

Definicién 3.4.9. Sea L un locale. Decimos que es normal si para cada
a, b€ L tal que aV b =1, entonces existe u, v € L con u Av =0, tal
queaVu=1=>bVw.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.4.10. Sea X = N>, y definimos los siguientes bdsicos: U, :=
{re X :z|a} para a € X. Afirmamos que X es normal.

Para esto dados dos abiertos propios U y V' nunca sucede que UUV =
X. SiUUV = X, consideramos a € X\U, b€ X\V ym = MCM/ (a,b),
tenemos que m € X entoncesm € U om € V. Sim € U entonces existe
x € X conm € U, esto sucede si y solo sim | x pero a | m, por lo tanto
a | x entonces a € U, C U, o que es una contradiccion. Andlogamente
llegamos a que b € V | lo cual no puede ser entonces U UV # X.
Entonces por vacuidad X es normal.

Notamos que considerando el axioma subfit junto a normalidad, po-
demos implicar regularidad.

Teorema 3.4.11. Sea L un locale subfit y normal, entonces L es regular.

Demostracion. Sea u € L tal que

u#V{vEL:v%u}.

Como L es subfit, existe w € L tal que

quzl#w\/(\/{vEL:v%u})
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Por normalidad, dado que u V w = 1, entonces existen uj, us € L
tales que uVu; =1 =wVus y us Aug = 0. Como u; < uj, entonces
1 =uVu < uVuj, luego ug < u. De esta forma obtenemos que
ue < V{v € L:v<u}, porlotantol =wvVuy <wV(\{veEL:v<u}),
una contradiccion, por lo tanto L es normal.

O

Para el caso donde L = Q(X) para un espacio topoldgico X, notamos
que no es necesario que X sea 77 y normal para implicar regularidad.
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Conclusion

El presente trabajo de tesis ha realizado un estudio riguroso y sistémi-
co de los axiomas de separacién clasicos en topologia y su contraparte en
teoria de marcos y locales, estableciendo de esta forma un puente formal
y detallado entre estas dos perspectivas de un mismo fenémeno.

Esta exploracion ha confirmado la solidez de la teoria de locales como
una base viable y rigurosa para la topologia general, al tiempo que ha
iluminado las sutiles distinciones que emergen al prescindir de la nocién
de punto.

Se hace hincapié en la formulacién de condiciones de separacién en un
espiritu meramente algebraico, tal como se abordaron en el capitulo 3.
Se confirmo que la traduccién del axioma T} a través de la propiedad de
sus elementos A-irreducibles resulta insatisfactoria para una teoria libre
de puntos recurriendo a aproximaciones como tal fue el caso del axioma
subfit tomando como referencia el espectro de anillos conmutativos que
bajo ciertas condiciones cumple este tltimo axioma.

Asimismo, el estudio del axioma Hausdorff (T%) revelé que su versién
localica se descompone en varias condiciones no necesariamente equiva-
lentes en el contexto libre de puntos, lo cual reafirma la riqueza estructu-
ral de la categoria de locales. Finalmente, en el contexto de regularidad
se destaca la diversidad de equivalencias que tiene este axioma pues de
ser una propiedad ligada intimamente al concepto de punto y de cerra-
do, se puede traducir de forma natural haciendo uso de la relacién ”estar
por debajo” y de esta forma retraducir esta propiedad haciendo uso de
los pseudocomplementos y al mismo tiempo, de forma candnica, estar
relacionado con los axiomas fit y subfit, formando asi, otra jerarquia.

Mas aun, se retoma el objetivo de clarificar y sistematizar una teoria
avanzada, logrando dos aportes clave. Primero, se presentan nuevas de-
mostraciones detalladas de los teoremas que definen los axiomas locale,
creando un recurso pedagdgico valioso. Segundo, se incorpora un andli-
sis aplicado de ejemplos clasicos de topologia, lo que ayuda a entender
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como se manifiestan las propiedades topolégicas en el dlgebra, desde una
perspectiva sin puntos.

Este trabajo de tesis realizado no solo cierra el circulo de los objetivos
propuestos, sino que da apertura a lineas de investigaciéon futuras. Entre
ellas esta el ampliar la teoria de axiomas de separacién hacia el contexto
de estructuras categoricas relacionadas, tal es el caso de la teoria de to-
pos de Grothendieck. Esta transicién es natural, dado que los topos son
concebidos como espacios topoldgicos generalizados, cuya légica interna
se modela a través de los locales.

En conclusién, esta tesis confirma la elegancia de la topologia sin pun-
tos como un area fértil para la investigacion matemaética contemporanea,
dejando una base solida para futuros desarrollos.
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