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Introduccion

El problema de la consistencia e independencia de las proposiciones matematicas apa-
rece cuando se intenta axiomatizar la matematica. Paul Cohen desarrolla la técnica lla-
mada forcing para la construcciéon de modelos de extensiones de ZFC. Por otra parte, F.
W. Lawvere en su investigacion para una axiomatizacién de la categoria de conjuntos da
la definicién de un topos tal y como la conocemos hoy en dia, que basicamente es una
categora en la que son posibles las construcciones mas basicas con las que se trabaja en
matematicas.

Por su parte la teoria de Categorias desde su nacimiento ha mostrado ser una herra-
mienta bastante util para la comprension y generalizacion de relaciones entre los objetos
matematicos, aportando claridad y sencillez en su desarrollo, aunque con una carga de
abstraccion detras de ello.

En el siguiente trabajo se estudia el material necesario para entender y realizar pruebas
de consistencia categdricas lo cual se hace dentro del ambiente de la teoria de topos. En
particular nuestro estudio se centra en los topos de Grothendieck que son categorias de
gavillas definidas sobre un sitio de Grothendieck.

Iniciamos con unos preliminares muy cortos que pretenden puntualizar ciertas nocio-
nes que apareceran de manera recurrente durante el trabajo. En el capitulo 1 se expone a
detalle todo lo relacionado con la categoria de pegavillas y realizamos las construcciones
necesarias para ver que es un topos. Las pregavillas serdn de suma importancia durante
nuestro estudio porque todo el trabajo estd centrado en gavillas, que son pregavillas con
propiedades adicionales. Por otra parte, algunas de las construcciones en las categorias de
gavillas se inspiran en las construcciones hechas en pregavillas.

El capitulo 2 sirve de motivacion al capitulo 3 para aminorar el impacto de su abstrac-
cidén, nuestra intencién ha sido que una vez leido el capiulo 2, los conceptos que aparecen
en el capitulo 3 sean mds accesibles y puedan cobrar algiin sentido con el ejemplo del
capitulo 2.

Finalmente en el capitulo 4 revisamos de manera rdpida algunas nociones légicas co-
mo la de lenguaje de una teoria formal, interpretacion y la relacién de forzamiento y ter-
minamos haciendo una aplicacion de la teoria previa mostrando un breve ejemplo de la
consistencia de la negacion del Axioma de Eleccion con ZF, tomando en cuenta los topos
que son modelos para la Teoria de Conjuntos.
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Capitulo 0

Preliminares

En esta seccion presentamos los conceptos bésicos que creemos necesarios para la
lectura del trabajo, sin embargo, para una exposicion a fondo de los conceptos y demos-
traciones de algunos de los resultados se pueden consultar [CT] y [CWM].

Consideramos que la notacion utilizada en este trabajo es la comun a cualquier texto de
categorias, pero para evitar confusiones cabe sefalar que Ob(C) hace referencia a la clase
de objetos de la categoria C, mientras que Mor(C) es la clase de morfismos de la categoria
C, o bien, C(A, B) denotard el conjunto de morfismos de A en B en la categoria C . En
general omitimos el simbolo o para denotar la composicién de funciones, escribiendo fg
para f o g, con el objetivo de hacer menos largas las cuentas. De igual manera, cuando
evaluamos un funtor F' en algiin objeto A, F'(A), o en algin morfismo f, F'(f), en la
mayoria de los casos también se omiten los paréntesis, salvo cuando pueda dar lugar a
confusiones.

0.1. Nociones limite
Definicion 0.1. Sea C una categoria.

1. Un objeto 1 de C es terminal , si para cada objeto C' de C, existe exactamente un
morfismo C' — 1.

2. Un objeto 0 de C es inicial , cuando para cada objeto C' de C existe exactamente un
morfismo 0 — C.

Definicion 0.2. Sean C y D categorias 'y I’ : D — C un funtor.

1



2 CAPITULO 0. PRELIMINARES

1. Un cono de F es una pareja (C,{pp}pecosp)) donde C' es un objeto de C y para
cada objeto D en D, pp : C' — F'D es un morfismo en C, de tal forma que dado
d:D — D' € Mor(D) se cumple que ppr = F'd o pp.

2. Un (cono) limite de F" es un cono (L, {pp } pcos(p)) de F tal que para cualquier otro
cono (M, {qp} peos(p)) sobre F, existe un tnico morfismo m : M — L tal que para
cada D € Ob(D) el siguiente tridngulo conmuta:

M-"s]

FD

Se denota al limite L = h'in FD.
DeOb(D)

Las nociones de cocono y cono colimite son las duales a cono y cono limite, basta con
intercambiar el sentido de las flechas que aparecen en las definiciones.

Observacion 0.3. Enunciamos algunas propiedades basicas de los limites, las pruebas son
sencillas y pueden ser consultadas en cualquier libro introductorio de teoria de categorias.

1. Si un funtor /' admite un limite, éste es Unico salvo isomorfismos.

2. Si (L, {pp}pecosp)) es un limite del funtor F' : D — C, dos morfismos f,g : M —
L son iguales si y s6lo si para cada D € Ob(D),ppo f =ppog.

Ejemplo 0.4. En la categoria de conjuntos Set, el producto cartesiano de conjuntos
A x B es un limite.

Ejemplo 0.5. Sean C una categoria, I un conjunto y {C; };c; una familia de objetos de C.
Un producto de {C; };c; es (P, {p;}ic;) donde P € Ob(C) y paracadai € I, p; : P — C;
es morfismo en C, ademds cumple que dado cualquier otro (@, {¢; }:cs) del funtor F' : I —
C, éste se factoriza a través de P, es decir, para cada ¢ € [, existe un tnico r : () — P tal
que

Q—T>P:HQ’
\j
Ci

El producto de la familia {C;} es usualmente denotado por [[._, C;. El producto de fa-
milias arbitrarias es un ejemplo de limite. En Set este producto corresponde al producto
cartesiano de una familia.



0.1. NOCIONES LIMITE 3

Los objetos anteriormente definidos se caracterizan por cumplir una propiedad “univer-
sal”, esto es, si tenemos varios objetos que cumplen una cierta propiedad, dado cualquiera
de ellos debe factorizarse a través del objeto limite, en este sentido, el objeto limite cum-
ple una propiedad universal. Existen muchos ejemplos de objetos o parejas de objetos y
morfismos que cumplen propiedades universales.

Definicion 0.6. Consideremos f, g : A — B morfismos en una categoria C. Un igualador
de fy g es una pareja (F,e) donde E es un objetode Cy e : E — A es un morfismo
en C tal que f o e = g o e. Ademads dada cualquier otra pareja (M, m) con M € Ob(C)
ym: M — A€ Mor(C) tal que f o m = g om, existe un Gnicon : M — E tal que

m=eon.
I\
m
nl
f

Y
E?A?B

La nocién de coigualador es dual a igualador y se obtiene intercambiando el sentido de
las flechas.

Definicion 0.7. Seanf : A — C'y g : B — C morfismos en C. Un producto fibrado de
fyges (P, f',g') donde:

i) P e O0bC).
ii) f': P— Byyg : P — Asonmorfismos enC talesque fog = go f

y cumple que para cualquier otro (@, f”,¢”) talque @ € Ob(C)y f": Q — B, ¢" : Q —
A € Mor(C) tales que f o ¢ = g o f”, existe un tnico r :  — P de tal forma que:
f//:f/oryg//:g/o,r,.

T

@

Observacion 0.8. Para una categoria C son equivalentes:
1. C tiene productos fibrados y objeto terminal

2. C tiene productos finitos e igualadores
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3. C tiene limites finitos

La demostracion puede leerse en [CT, pag 89, 92].
Por supuesto, se tienen las equivalencias para las nociones duales de productos cofibrados,
objeto inicial, coproductos, coigualadores y colimites.

Definicion 0.9. Sea C una categoria.

1. C es completa cuando cada funtor /' : D — C, con D una categoria pequeiia, tiene
un cono limite.

2. C es finitamente completa cuando cada funtor F' : D — C, con D una categoria
finita, tiene un cono limite.

Observacion 0.10. Como corolario se tiene que si una categoria C tiene igualadores de
todas las parejas de flechas y tiene todos los productos de familias pequeiias, entonces C
es completa. Se puede consultar la prueba de este hecho en [CWM, pag 109].

0.2. Funtores Adjuntos

Definicion 0.11. Sean F' : A — B funtor y B un objeto de B. Una reflexion de B a través
de F es una pareja (Rp, np) donde:

1. Rgesobjetode Ayng: B — FRpgesun morfismo en B

2. Si Aesobjetode Ayb: B — FA morfismo en 3, existe un tnico a : Rg — A
morfismo en A tal que F'a ong = b.

Rp B—"2 FRp
v b v
A FA

Observacion 0.12. Si la reflexioén de B a través de F' existe es Unica salvo isomorfismo.
Ademads, si para cada objeto B en B existe una reflexion (Rp,np), entonces existe un
tnico funtor R : B — Atal que R(B) := Rp para cada B objeto de 5 y ademads

{ng:B — FRB}BEOb(B)

es una transformacién natural, es decir, se estd definiendon : 13 = F o R.
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Definicion 0.13. Un funtor R : B — A se llama adjunto izquierdo a F' : A — B
cuando existe una transformacion natural 7 : 13 = F' o R tal que para cada objeto B en
B, (RB,ng) es una reflexion de B a través de F. Escribiremos R + F' para denotar que R
es un adjunto izquierdo a F'.

De manera dual se tienen los conceptos de correflexion y adjunto derecho.

Sera frecuente utilizar alguna de las siguientes equivalencias para verificar adjuncio-
nes.

Teorema 0.14. Sean F : A — By G : B — A funtores. Entonces son equivalentes:

1. GHF

2. Existen transformaciones naturales 0 : 15 = F oG ye: G o F = 14 tales que los
siguientes tridngulos son conmutativos:

nxF G*n

F—— FGF G—GFG

X lF*s X LE*G
F G

3. Para cada objeto A en Ay para cada objeto B en B existe una biyeccion natural en
Ay B
Oap: A(GB,A) = B(B,FA)

4. F+-G

Demostracion. Haremos s6lo un bosquejo de la prueba, dejamos verificar los detalles al
lector.

1 = 2 Por definicién existe 7 : 13 = F'G . Resta definir €. Sea A € Ob(A, para F'A €
Ob(B) consideremos su reflexion (GF A, np4). Para 154, existe un tinico morfismo
€a:GFA — A talque Fegonpa = 1pa.

GFA FA-e FGFA
eAé 1A éFeA
A FA

Afirmacion: € : GF = 1 4 es transformacion natural y el segundo tridngulo también
conmuta.
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2=3 Seaa : GB — A morfismo en A, definimos ©4 g(a) = Fa o ng, y para cada
morfismo b : B — F'A en B definimos ®4 (b) = €4 o Gb. De la conmutatividad
en los tridngulos se tiene que P4y p0O4p =1y O p0 P4 p = 1. Ademds O es
natural en ambas variables.

3 =1 Sea B € Ob(B). Se puede verificar que (GB, O¢p 5(1lgp)) es una reflexion para B.
3 < 4 Se obtiene dualizando .
]

A la transformaciones naturales 1 y € del teorema anterior se les denominan unidad y
counidad de la adjuncidn respectivamente.

Definicion 0.15. Un funtor F' : B — C preserva limites cuando para cada categoria
pequena Dy cada funtor G : D — B, si el limite (L, {pp } peonp)) de G existe, entonces
(FL,{Fpp}peconn)) es el limite de ' o G.

Observacion 0.16. Si un funtor F' : 4 — B tiene adjunto izquierdo (derecho respectiva-
mente) entonces [’ preserva todos los limites (colimites respectivamente) que existen en

A.

F

Definicion 0.17. Dos categorias A y B son equivalentes si existen funtores A = B
G

tales que G es adjunto izquierdo de F'y la unidad y counidad de la adjuncidn, 7 y €, son

isomorfismos. A F' se le llama una equivalencia de categorias.

Observacion 0.18. Existen otras condiciones equivalentes para tener una equivalencia de
categorias.

1. F'es fiel y pleno y tiene adjunto izquierdo G fiel y pleno.

2. Fesfiel y pleno y cada B objeto de B es isomorfo a algin objeto F'A con A objeto
de A.

0.3. Lema de Yoneda

Definicion 0.19. Sean C una categoria, Set la categoria de conjuntos y C' € Ob(C). Se
define el funtor representable covariante como sigue:

C(C, ) :C — Set
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B+ C(C,B)
f:A—=-B~—C(C,f)

donde
C(C,f):C(C,A) = C(C,B)

g fog

El funtor representable contravariante C(_, (') simplemente invierte la composicion.
A un funtor se le llama representable cuando es isomorfo a algin funtor representable.

Observacion 0.20. Los funtores representables covariantes preservan todos los limites y
los funtores representables contravariantes mandan colimites en limites. [CWM, pdg 112]

Lema de Yoneda 0.21. : Sean A una categoriay F' : A — Set un funtor y para cada A
objeto en A consideremos el funtor representable A(A, _) : A — Set, entonces existe una
biyeccion

@EA N.AT(.A(A, ,),F) — FA

natural en A.
Si A es una categoria pequeria entonces O 4 también es natural en F.

Demostracion. Sea o : A(A, ) = F transformacion natural. Definimos
@F,A(@) = ()éA(lA).

Seat: FA — NAT(A(A,.), F) definida para cadaa € FA por 7, : A(A,_) = F tal
que para cada B objeto de A, 7,(B) : A(A, B) — F'B es una funcién que asigna a cada
morfismo f : A — B, un elemento en F'B de la siguiente manera

Ta(B)(f) := F [(a).

= 7, es transformacion natural. Se sigue de la definicion de 7,.

= 7 es lainversa de Op 4. En efecto, tomemos a € F'A entonces
OraoT(a) =0Opa(r)) = Ta(A)(1a) = F(14)(a) = a.
Por otra parte, si o : A(A,_) = F, Besunobjetode Ay f € A(A, B) entonces

700pA(a)(B)(f) = 7(Ora(a))(B)(f) = 7(a(14))(B)(f) = Ff(a(la)) = an(f).
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» Op 4 esnatural en A. Definimos el funtor NV : A — Set como NA = NAT(A(A, ), F).
Entonces O, : N = F es transformacién natural pues para f : A — B tenemos el
siguiente cuadrado conmutativo:

OF A

NA——=FA

o |

NB——FB

Or B



Capitulo 1

Categorias de funtores

Gran parte de las construcciones de objetos matematicos dependen mas que de los ele-
mentos de dichos objetos, de los morfismos entre sus elementos.

Un “topos” es una categoria en la que es posible desarrollar las construcciones ma-
temadticas mds bésicas tales como productos fibrados, exponenciales, clasificador de subob-
jetos, etc. En el capitulo 4 daremos una definicién formal de topos, pero a manera de
introduccion, iniciaremos revisando la categoria de conjuntos, Set, y haremos las cons-
trucciones necesarias para que sea un topos.

Mencionaremos diversas categorias estrechamente relacionadas con Set y que se com-
portan de manera similiar porque heredan sus construcciones. En particular, revisaremos a
detalle la categoria de pregavillas Set®”. La importancia de su estudio radica en el hecho
de que muchas categorias, incluida Set, pueden verse como una categoria de pregavillas y
por tal motivo, es suficiente con trabajar en esta categoria.

1.1. La categoria Set

La categoria de conjuntos Set es la categoria cuyos objetos son los conjuntos y dados
A'y B conjuntos, los morfismos de A en B son las funciones f : A — B.

1.1.1. Categorias con propiedades similares a Set

m Set x Set
Los objetos en esta categoria son parejas (A, B) con A, B objetos en Set y los

9



10 CAPITULO 1. CATEGORIAS DE FUNTORES

morfismos son de la forma (f,g) : (A, B) — (A’,B’) donde f € Set(A,A")y
g € Set(B, B’).

n Set”
Aqui los objetos son de la forma (Ay, ..., A,) donde para cadai € {1,...,n}, A; es
un objeto de Set y los morfismos son (fi, ..., fn) : (A1,..., 4,) — (By,...B,) tal
que paracada: € {1,....n}, f; : A; = B;.

= (5-Set para G un grupo.
Esta es la categoria de acciones del grupo GG en conjuntos, es decir, para G un grupo
fijo, los objetos son parejas (A, «) donde A es un conjunto y

a:GxA— A

tal que para cada a € Ay para cada g,h € G, si e es el neutro del grupo G, se
cumple que:
ale,a)=a y alg,a(h,a)) = algh,a).

Los morfismos son de la forma f : (A, «) — (B, 3) donde f : A — By para cada
ac€AygeG

fla(g,a)) = B(g, f(a)).
Se acostumbra denotar a la accién de un elemento g del grupo en uno a del conjunto
por a(g,a) = g - a.

» Seth
Los objetos son sucesiones de funciones entre conjuntos X1, Xo, X3... de la forma

X, IS ox, Loxg By

y los morfismos son sucesiones de funciones hq, ho, h3, ... que hacen conmutar el

diagrama:
X, f1 X, f2 X; f3
hll hzt hBl
Y Ys Y;

g1 g2 g3

Lo que hace a las categorias mencionadas anteriormente similares a Set, a la categoria
de pregavillas y a la de gavillas que veremos en el siguiente capitulo es el hecho de que
cumplen las siguientes propiedades:

1. Tienen limites y colimites finitos
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2. Tienen objetos exponenciales
3. Tienen un clasificador de subobjetos v : 1 — (2

Una categoria que cumple con estas propiedades serd llamada un topos elemental. El ob-
jetivo de este trabajo es realizar estas construcciones basicas en las categorias tipicas.

Como todos los ejemplos anteriores son casos particulares de la categoria de prega-
villas Set®” que analizaremos después, serd suficiente para nuestro estudio examinar las
pregavillas. Sin embargo, haremos primero las construcciones basicas en Set, por ser el
ejemplo mas sencillo y porque ademads nos serdn de ultilidad a la hora de trabajar con pre-
gavillas ya que muchas construcciones se hacen de manera puntual.

En el capitulo 0 mencionamos un ejemplo de objeto limite formado por objetos y
morfismos, el producto fibrado.

Ejemplo 1.1. En Setsi f : A — C'yg: B — C, el producto fibradode fy g es
P ={(a,b) |a€ A,be B, f(a) =g(b)}.
Note que ¢'(a,b) = ay f'(a,b) = 0. Si B C C, es decir, i : B — C entonces
P={(z,y) € Ax B| f(x) = g(y) =y} = {(z. f(2)) | w € A} = [7'[B].
Si A 4 ByC < Bel producto fibrado de fy g es
P={(z,y) e AxBl|x=f(z)=gy) =y}t ={(z,2) |[re ANB} = ANB.
Proposicion 1.2. Set tiene productos fibrados y objeto terminal.

Demostracion. Del ejemplo (1.1), para A, B,C € Ob(Set)y f : C — B,g: A — B,
(P, m,ms) es el producto fibrado de f y g donde

P ={(a,b) € AxClgla) = f(b)}

m:P— A me: P — C
(a,b) — a (a,b) — b
Los conjuntos singulares {x} son los objetos terminales en Set. [l

Por la observacion (0.8) se sigue que Set tiene productos finitos e igualadores.



12 CAPITULO 1. CATEGORIAS DE FUNTORES

Definicion 1.3. Sea C una categoria con productos y fijemos A € Ob(C) arbitrario. Se
define el funtor producto como sigue:

Ax_:C=C

B— Ax B
f:B—=>C—lyxf:AxB—>AxC
(a,b) = (a, f(b))

Definicion 1.4. 1. Sea C una categoria con productos. Para un objeto fijo A en C, siem-
pre que Ax_: C — C tiene adjunto derecho , este adjunto se denota por ( )4 : C — C
y decimos que A es un objeto exponenciable de C y para cada B objeto de C, B4
se llama el exponencial de A en B.

2. Una categoria con productos finitos C es cerrada cartesiana si todos sus objetos
son exponenciables, es decir, para cada A objeto de C, A x _tiene adjunto derecho.

Observacion 1.5. Por el teorema (0.14), ( )* - A x _significa que para By C objetos de
C, hay una correspondencia biyectiva de las flechas

C — BA
AxC =B

Ejemplo 1.6. Set es cerrada cartesiana. Para A y B conjuntos, el exponencial de A en B
es el conjunto

BA={f|f:A— Besfuncion},

y la adjuncion estd dada por las biyecciones conocidas

g:C—=-B"+—h:AxC—B

(a,¢) = h(a, c) = g(c)(a)

h:AxC— B+——g:C— BA
c—h(,c): A— B.

De este hecho y la observacion (0.16) se sigue que (Y x Z)° 22 VX x ZX ya que ()
preserva limites, que en el caso de Set estan dados por los productos.
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1.1.2. Funciones caracteristicas y clasificador de subobjetos

Definicion 1.7. Sea D un objeto en C. Dados dos monomorfismos f : A — Dyg: B —
D para A’y B objetos en C definimos la siguiente relacion de equivalencia

f ~ g siysdlo siexiste h : A — B isomorfismo tal que f = g o h.

Un subobjeto de D es una clase de equivalencia de monomorfismos sobre D . Se denota
por

Sub(D) := {monomorfismos con codominioD} ] ~,

a la clase de representantes de subobjetos de D.

En Sub(D) hay un orden parcial definido como sigue. Para f : A — D,g: B — D €
Sub(D)
f < g siysalo si existe un tinicoh : A — B : f = goh.

Una categoria C es bien potenciada si para cada objeto C' de C, Sub(C') es un conjunto.

En la practica suele llamarse subobjeto de D a la pareja (A, f) donde f : A — D es
monomorfismo aunque el subobjeto es la clase de equivalencia a la cual representa f. En
Set esta nocion se relaciona con la de subconjunto, en otro tipo de categorias con la de
subespacio o subestructura.

En Set un subconjunto S C X puede ser descrito de dos formas distintas: como el
monomorfismo S <— X dado por la inclusién, o bien, como una funcién caracteristica ¢

definida de manera usual para elementos x € X como:

0 sizesS

bs() = {1 siz¢ S

Consideremos el siguiente monomorfismo al cual le llamaremos “verdad”
v:{0}=1—{0,1} =2

0——0
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Con esto, cada subconjunto S puede recuperarse a partir del producto fibrado de su funcién
caracteristica ¢, con v, es decir,

o7 ({0}) =5 ——={0} =1

X--o--- {01} =

En resumen, dado S C X, tenemos los monomorfismos i : S — X yv:1— 2yla
unica flecha de S al objeto terminal 1, S — 1, entonces podemos definir a ¢, llamada la
funcidn caracteristica, como la tnica funcion tal que el siguiente diagrama es un producto
fibrado:

S—={0} =1

X---{0,1} =2

Inversamente, si tenemos v : 1 — 2y ¢ : X — 2, el producto fibrado de v con ¢ nos da
un subconjunto de X, ¢~1({0}), que es dnico salvo isomorfismo:

o (1)~ - {0} =1

Y I

| v

Y
X——{01} =2

Veremos que los subobjetos en las categorias tipicas tienen funciones caracteristicas
similares que, si bien no toman valores en {0, 1}, si lo hacen en algin objeto adecuado §2
de “valores de verdad”.

Definicion 1.8. En una categoria C con limites finitos, un clasificador de subobjetos es
un monomorfismo verdad v : 1 »— {2 tal que para cada monomorfismo ¢ : S — X en C,
existe una unica flecha ¢. que junto con v forma un diagrama producto fibrado

S——1

X_Q;>Q

c



1.1. LA CATEGORIA SET 15

Observacion 1.9. Si C es una categoria bien potenciada, podemos definir un funtor con-
travariante representable, llamado funtor subobjeto como sigue:

Sub() : C®? — Set
C +— Sub(C)
f:A— Br— Sub(f): Sub(B) — Sub(A)

donde Sub(f) estd dado por el producto fibrado de f con m para cada m € Sub(B) de la
siguiente forma:

P--~C
f

m’ | m
A

Entonces Sub(f)(m) = m' y como m es monomorfismo, m’ también lo es y Sub(f)
esta bien definido.

Proposicion 1.10. Una categoria C con limites finitos y localmente pequeria tiene cla-
sificador de subobjetos v : 1 ~— () si y solo si existe un objeto 2 y un isomorfismo

Oc¢ : Sub(C) = C(C, Q) natural en C.
Cuando esto se cumple, C es bien potenciada.

Demostracion.

“=" Seawv : 1 — (el clasificador de subobjetos de C. Definimos para cada C' objeto de

- O : Sub(C) — C(C, Q)
m— Om
donde ¢,, es la tnica funcidn caracteristica tal que el siguiente diagrama es un pro-
ducto fibrado:
||
C- Pl Q

- O¢ es inyectiva por definicion.
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- ©¢ es sobreyectiva. Tomemos ¢ € C(C, §2) y hagamos el producto fibrado de

v con ¢ que por hipétesis existe,

M-->1
-

entonces obtenemos m, € Sub(C') pues m, es monomorfismo porque v lo es
y ademads cumple que O¢(my) = ¢.

Por tanto ©4 es un isomorfismo.

- O Sub() = C(-,9) es natural en C. Tomemos f : C' — D morfismoenCy

m € Sub(D), tomando el producto fibrado de m con f obtenemos

NeeoosM—>1
N
¢Tl

Como los dos cuadrados interiores son productos fibrados, el rectdngulo exte-
rior es un producto fibrado y por tanto:

C(f,Q2)0Op(m) = C(f,Q2)(¢m) = ¢mof = ¢n = Oc(n) = OcoSub(f)(m).

Asi, © es natural en C.

“«<" Supongamos que para cada C' objeto de C, O¢ : Sub(C) = C(C,Q) y O¢ es na-

tural en C'. En particular, para el objeto ) tenemos el isomorfismo © : Sub(Q2) —
C(22,9). Como 1g € C(£,Q) entonces existe ty : Qy — Q € Sub(Q) tal que
Oa(ty) = 1q.

Afirmacion: t, : {2y — €2 es el clasificador de subobjetos de C. Tomemos n : N —

C' un monomorfismo en C, por el isomorfismo Sub(C) = C(C, N) tenemos la asig-
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naciéon n — ¢,, : C' = (2. Por la naturalidad de © el siguiente diagrama conmuta

Sub(Q) 22 C(Q, Q)
Sub(q&n)l lC(dm,Q)
Sub(C) ——~C(C, Q)

Entonces, para ty € Sub(2), Sub(¢,)(to) =n : N — C tal que el cuadrado

N--=0Q
Ik

es un producto fibrado por definicién de Sub( ), lo cual nos da un morfismo N —
QQ.

Resta ver que €2 es un objeto terminal en C. De la construccion anterior, si ahora en
particular tomamos n = 1., tenemos que para cada objeto C, existe un morfismo
C — Qg dado por el diagrama

C——>QO

1k

C——
lc

Veamos que este morfismo es tnico. Si ¢,7¢’ : C' — (), entonces los siguientes
cuadrados son productos fibrados porque ¢y, es monomorfismo

c Y- q, o0,
P
too Q C tooy’

Pero la biyectividad de © nos dice que ¢;, es tnica, es decir, ty0 1) = ty01)’ y como
to es monomorfismo, se sigue que ¢» = ¢’. Con esto hemos demostrado que para
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cada objeto C, existe un tinico morfismo C' — €2, es decir, {2 es objeto terminal de
C y por tanto, t; : {9 — {2 es un clasificador de subobjetos de C.

Esto prueba ademds que cuando el clasificador de subobjetos existe, este es tinico
salvo isomorfismo.

]

Ejemplo 1.11. En Set,v : 1 = {0} — Q = {0, 1} considerado como al principio de esta
secciodn, es un clasificador de subobjetos, pues dado un monomorfismo ¢ : S — C' (una
inclusion ), podemos definir la funcidn caracteristica ¢, : C' — €.

1.1.3. Colimites

Como en el caso dual de limites, para ver que una categoria C tiene colimites finitos
basta con verificar que tiene objeto inicial y productos cofibrados.

En Set el objeto inicial 0 es el conjunto vacio, ya que para cada conjunto X, existe
exactamente una funcién () — X.

Por otra parte, el producto cofibrado de dos funciones f y g con dominio comtin X

xX-2.7
|

|
\

Y—?>Q

es el conjunto

Q:YHZ:{CEYHZ\c:f(x):g(x)pamxeX}.

1.2. La categoria de pregavillas

Nuestro objetivo en esta seccion es hacer las construcciones que hacen a la categoria
de pregavillas un topos.
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Consideremos C y D categorias, D° es una categoria donde los objetos son funtores
F : C — Dy los morfismos entre dos funtores ' : C — Dy GG : C — D son transforma-
ciones naturales del tipo « : F' = (. Categorias construidas de esta forma son llamadas
categorias de funtores.

Las categorias de funtores tienen muchas utilidades como veremos en esta seccion,
entre ellas, se cumple que si D es una categoria completa entonces D¢ también lo es (la
prueba de este hecho se encuentra en [CWM, pag 112]).

Otro uso importante de las categorias de funtores es una aplicacion del Lema de Yo-
neda mediante el cual podemos encajar cualquier categoria C en la categoria de funtores
Set-valuados, obteniendo una extension de C con la estructura suficiente para hacer cons-
trucciones que no pueden hacerse en C.

Definicion 1.12. Sea C una categoria pequefia, Set“” es la categoria cuyos objetos son los
funtores contravariantes de C en Set (funtores Set-valuados), en la cual si P, P’ : C? —
Set son funtores entonces un morfismo entre ellos es la transformacién natural 6 : P = P’
que asigna a cada objeto C' en C, una funcién 0. : P(C) — P'(C) en Set, tal que para
cada C, D objetos de C y para cada f : C' — D el siguiente cuadrado conmuta

pp 2. p'p

o e

PC——=PC
Oc

A los funtores P : C° — Set se les llama pregavillas sobre C y por tanto Set®” es la
categoria de pregavillas sobre C.

Observacion 1.13. Los ejemplos anteriores de categorias similares a la categoria de con-
juntos pueden verse como categorias de pregavillas, incluida Set, de la siguiente forma:

1s . L. )
» Set = Sett**—*} Es decir, en este caso C = {*,* —= *} es la categorfa con un
Unico objeto * y un unico morfismo el morfismo identidad para x*.

» Set x Set = Seti®Llolir 10 1,1, 1,} es la categoria discreta de dos objetos, 0y
1, cuyos tnicos morfismos son los morfismos identidad.

= (-Set= Set”. Recordar que un grupo (G, -) puede verse como una categoria de un
tnico elemento, los morfismos son los elementos del grupo G y la ley de composi-
cion esta dada por la operacion - del grupo.
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» Set" es una categoria de pregavillas considerando (N, <) como categoria con el
orden inverso, es decir, para n, m € N,

n < msiy soélo sim — n.

Otros ejemplos de pregavillas utilizados de manera frecuente estan dados por los fun-
tores representables. En particular tenemos el siguiente funtor.

Definicién 1.14. El encaje de Yoneda es el funtor Y : C — Set®” que a cada objeto C
asigna el funtor representable contravariante,

YC =C(,C):C? — Set
y a cada morfismo f : C' — D asigna la transformacién natural
Yf=C(f):C(,C)=C(,D)
En particular, a las pregavillas de esta forma se les llama pregavillas representables.
Teorema 1.15. El encaje de Yoneda es un funtor fiel y pleno.

Demostracion. Es un corolario de lema (0.21) y se puede consultar la demostracion en
[CT, pag 165]. O

Observacion 1.16. Se sigue del lema de Yoneda y el teorema anterior que:

1. Si C es una categoria pequefa entonces Set®” es localmente pequefia y por tanto,
para una pregavilla F', NAT (Y C, F’) es un conjunto.

2. Dados Ay B objetos en cualquier categoria localmente pequefia C,
Y A2YB implica que A = B.

Esta es una de las formas més usuales de aplicar el Lema de Yoneda cuando quere-
mos mostrar que dos objetos A y B son isomorfos, basta con probar que YAy Y B
son isomorfos en la categoria de pregavillas.

Proposicion 1.17. SetC” tiene productos fibrados y objeto terminal.
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Demostracion. La construccién del producto fibrado es puntual. Sean F, G, H : C? —
Set funtores y o : F' = H, [ : G = H transformaciones naturales , queremos construir
una pregavilla P : C°? — Set tal que el diagrama de abajo a izquierda sea un producto
fibrado de o con 3. Pero para cada objeto C' de C tenemos las funciones a¢ : F'C' — HC
y Bc : GC' — HC en Set'y como en Set existen los productos fibrados obtenemos un
diagrama de producto fibrado como el de abajo a derecha. Entonces P es el funtor que
manda a cada objeto C' de C al conjunto PC de tal manera que PC' es el producto fibrado
en Set de o con B¢ :

P:%,¢G PC—%>GC
Il |

al ’ c
50 B ﬁcv lﬁ
F——H FC——~HC

Primero note que o' y 8’ son transformaciones naturales. Tomemos h : C' — C’ entonces
tenemos el siguiente diagrama que conmuta porque « y (3 son naturales

Del diagrama se sigue que Gh o o, = o o Ph'y Fho [/, = [ o Ph. Por tanto, o/
y (' son transformaciones naturales. Que (P, o/, 5’) cumple la propiedad universal del
producto fibrado se sigue de que en cada objeto C' se cumple dicha propiedad, lo cual nos
da la transformacion natural deseada.

El objeto terminal en Set®” es el funtor 1 : C°? — Set, cuyo valor en cada objeto C' es un
objeto terminal de Set de la forma {x}. Entonces dada una pregavilla P : C? — Set, para
cada C' objeto de C existe una dnica funcién o, : PC — {*} loquenosdaa : P = 1

transformacion natural. ]

Estudiemos ahora el clasificador de subobjetos y la funcién caracteristica en el caso
general SetC”.

Definicion 1.18. Sean P y () pregavillas. () es subfuntor de P si para cada C' objeto de
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C,QC C PCyparacada f: D — C, Qf eslarestriccion de Pf a QC'y () D, es decir,

D QC = pC
ft th LPf
C QD <~ PD

Observacién 1.19. Si © : Q = P es un monomorfismo en Set®” entonces para cada C'
objeto de C, O¢ : QC — PC' es monomorfismo en Set, es decir, es una inclusion. Por
tanto, cada monomorfismo en Set®” es un subfuntor.

Ahora, si tenemos un subfuntor () <% P entonces a es monomorfismo en SetC”, ya
que cada a¢ : QC — PC es monomorfismo (por ser una inclusién), y por tanto, cada
subfuntor () es un subobjeto de P.

Definicion 1.20. Sea C' un objeto de una categoria C. Una criba sobre C' es un conjunto
S, de morfismos en C con codominio C' que cumple:

SifeS.y fogestddefinidaentonces fog € S..

Proposicion 1.21. Para cada objeto C' de C, hay una correspondencia biyectiva entre los
subfuntores de C(_, C') y las cribas que se pueden definir sobre C.

Demostracion.

= Sea () C C(_, C) subfuntor, definimos el conjunto
So={f:A—C| AesalgiinobjetoenCy f € Q(A) CC(A,C)}.

Afirmacién: S es una criba sobre C'.

Tomemos f € S y supongamos que f o g estd definida. Como f € Sy, existe A
objetodeCtalque f : A - C'y f € QA. Sea Bobjetode Ctalque g : B — A.
Entonces fog: B — C.Como Q C C(_,C) entonces QA C C(A,C)y Qesla
restriccion del representable C(_, C'), entonces para f € () A tenemos

fog=C(g,C) =Clg,C)0i(f) =10Q(g)(f) = Q9)(f) € Q(B).
Por tanto, f o g € S y asi S¢ es una criba sobre C.

= Sea S una criba sobre C', definimos el funtor Qg : C? — Set tal que para cada
objeto A de C,

Qs(A) ={f:A=C|[fe5}
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y para g : A — B morfismo en C
Qs(9) : Qs(B) = Qs(A)

es tal que Qs(g) = C(9, C) lqu(s) -
Afirmacion: Qg C C(_, C') subfuntor.

Es fécil verificar que Qs(14) = 1gga). Veamos que Qg invierte la composicion.

Sean f, g morfismos de C tales que A ENY; IEN D, entonces tenemos los siguientes
cuadrados conmutativos:

Qs(f)t C(f,C)l Qs(g)l C(g,C)l Qs(gf)l Lc(gf,c)
Qs(A)—=C(A,C) Qs(B)—C(B,C) Qs(A)—=C(4,0)

Seah € Qg(D), entonces h: D — C € Syportanto hog: B — C € S, lo cual
implica que h o g € Qs(B), entonces de los cuadrados anteriores se sigue que:

Qs(f) o Qs(g)(h) = Qs(f)(C(g,C)(h)) = Qs(f)(hog)=C(f,C)(hog)
=hogof=C(go f,C)(h)=Qs(go f)(h).

1.2.1. Construcciones tipicas

Definamos algunos objetos especiales en la categoria de pregavillas. Empecemos con
el objeto
Q:C%? — Set

definido para cada objeto C' de C como
QC ={S | SescribaenC}
y para cada morfismo g : C' — C'enC,
Qg : QC — Q'
S = Qg(5) =g"(S) ={h|goheS}
Para un objeto C' de C, definimos la criba maximal como
te={f|f:A—=CeC}.

Es claro que ¢ es una criba sobre C' pues para f € tcy g : dom(g) — dom(f) se tiene
que fog:dom(g) — C € tc.
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Observacion 1.22. Una criba es maximal si y sélo si contiene a la identidad. En efecto, es
claro que si una criba S es maximal sobre un objeto C, entonces 1o : C — C' € to = S.
Ahora, si 1o € S, entonces para cualquier morfismo f : A — C € to se tiene que
f=1co f € SpuesSescriba, luegotcs C S C tc.

Definimos la pregavilla
1:C% — Set

Cw— {tc}
y para cada morfismo g : C' — C’, 1(g) : {t,} — {tc} es la asignacién obvia t, — tc.

Observacién 1.23. 1 es objeto terminal en Set¢”.

Sea P objeto de Set®” y sea C' objeto de C, definimos
Qo PC — 1C

a+— to

Entonces o : P = 1 es una transformacién natural yaquesi f : A — Bya € PB
entonces

1f<OéB)(CL) = tA = (X4 © Pf(a)

La unicidad de « es inmediata pues s6lo hay una criba maximal para cada objeto de C.
Ahora definamos para cada objeto C' de C,
v(C):1C = QC

to — to

Afirmacion: v : 1 = () es transformacion natural.
En efecto, sea f : Z — W morfismo en C y veamos que Qf (ty) = tz.

Qf(tw) = f*(tw) ={h | h : dom(h) — Z es morfismo enC, foh € ty} Cty.

Por otra parte, si h : B — Z € tz, entonces foh: B — W € ty,luego h € f*(tw).

Proposicion 1.24. v : 1 = Q es el clasificador de subobjetos de Set®” .
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Demostracion. Sean Py () pregavillas con () C P subfuntor. Queremos encontrar ¢ :
P = () natural tal que el cuadrado siguiente sea un producto fibrado:

Q——1 (1.1)

|

P=====>0Q

Definamos para cada objeto C' de C
¢c : PC — QC

z = {f | cod(f) = C, Pf(x) € Q(dom(f))}
Veamos que ¢¢(x) es una cribade C. Sea f € ¢o(X) y tomemos h : dom(h) — dom(f).
Entonces f o h: dom(h) — C'y Pf(x) € Q(dom(f)), como @ es subfuntor de P:

P(foh)(x) = (Pho Pf)(x) = Ph(Pf(z)) = Qh(P[(x)) € Q(dom(h)).
Por tanto, f o h € ¢¢(x) y hemos visto que ¢¢(z) € QC.
Mis atin, ¢¢(z) es criba maximal si y sélo si x € QC. En efecto, si ¢c(z) = t¢ entonces
para todo f : dom(f) — C se cumple que Pf(z) € Q(dom(f)). En particular, si toma-
mos l¢ : C — C,x = 1pc(z) = P(l¢)(x) € QC. Por otra parte, si x € QC' tomemos
f:dom(f) — Centonces Pf(x) = Qf(x) € Q(dom(f))y de esta forma ¢ (z) = tc.
Resta ver que ¢ es natural. Sea g : C' — C"y x € PC, entonces

Qg o ¢p(x) = g"(dc(x))

= {[f | cod(f) = dom(g) = C.go f € ¢p(x)}

= {f [ cod(f) = C,cod(g o f) = C", P(g o f)(x) € Q(dom(g o [))}
= {[f | cod(f) = C,cod(go f) = C", Pf o Pg(x) € Q(dom(f))}

= ¢c(Pyg(x)).

Por tanto, ¢ : P = () es natural.

Por ultimo, debemos ver que el diagrama (1.1) es un producto fibrado. Como la definicion
es puntual, debemos verificar que para cada objeto C' de C, el diagrama siguiente es un
producto fibrado en Set:

QC ——1C

[
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Como a € QC siy sélo si ¢c(a) = tc, tenemos que QC = {x € PC' | ¢c(x) = tc}, es
decir, el diagrama anterior es un producto fibrado.
Resta ver que ¢ es unica con tal propiedad. Supongamos que « : P = () tal que

QC ——=1C (1.2)

[l

es un producto fibrado y veamos que o« = ¢. Sea C' objetode Cy x € PC. Como (1.2) es
un producto fibrado, entonces

QC ={z € PC | ac(z) =v(tc) = tc}.

Entonces es claro que ¢¢(z) = ac(x), para cada x € PC, por tanto, ¢ = « para cada
objeto C'y asi obtenemos la unicidad de ¢. [

No todas las categorias tienen clasificador de subobjetos, un ejemplo de esto es la ca-
tegoria Ab de los grupos abelianos pequefios.

Ahora revisaremos un poco sobre los colimites en la categoria de pregavillas. Para empe-
zar, el objeto inicial estd dado por el funtor

0:C%? — Set

Cr0

Entonces es claro, que para cada pregavilla F' : C°? — Set hay una transformacion natural
a : F = 0, definida para cada objeto C' como o = {), la funcién vacia.

Definicion 1.25. Sean A una categoriay F' : A — Set un funtor. Definimos la categoria
de elementos de F', Elts(F) como sigue:

= Los objetos son parejas (A, a) donde A es un objeto de Ay a € FA.

= Los morfismos son f : (A,a) — (B,b) donde f : A — B es un morfismo en A tal
que F'f(a) =b.

= La composicion es como en A.
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Observacion 1.26. Se tiene una proyeccion natural de la categoria de Elts(F’) en la cate-
goria A por medio del funtor que olvida U : Elts(F) — A.

Teorema 1.27. Sean C categoria pequeiia, £ categoria cocompletay A : A — & un funtor.
Entonces el funtor R : £ — Set®” que a cada objeto E de E le asigna la pregavilla

R(E) : C? — Set

O R(E)(C) = £(AC, E)

tiene adjunto izquierdo
L:Set”” = &

P — Colim(AoU)

Demostracion. Sean P una pregavillay E objeto de £ y verifiquemos el siguiente isomor-
fismo
Nat(P,RE) = E(LP,E).

Sea o : P = RE transformacion natural entonces para cada objeto C' de C, tenemos un
morfismo a¢ : PC — E(AC, E) tal que para cada p € PC, ac(p) : AC — E, de tal
manera que para cada morfismo g : C" — C el siguiente diagrama conmuta

PC =~ E(AC,E)
Pgl jS (Ag,E)
pPC’ e E(AC' E)
Entonces podemos considerar a & como una familia de flechas de £

{ay) = ac(p) : AC — E}cpcon(Eisp))-

Si tomamos g : (C',p') — (C,p), es decir, g : C" — C'y Pg(p) = p', por la naturalidad
de « el siguiente diagrama conmuta:

&(C,p)

AU((C,p)) = AC E

AUg=Ag

Qct,p')

AU((C",p)) = AC’
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Con esto tenemos que {oz(qp) :AC - F }(C,p)e()b( Eits(P)) €8 un cocono de AU. Como
LP se define como el colimite de AU, existe una unica flecha h,, : LP — E tal que para
cada objeto (C, p),

cp) = ha © J(cp)

donde {jcp) : AU((C,p)) = LP}cpjcovsus(p)) €s la familia de morfismos que hacen
de LP un cocono de AU.

Afirmacién: h : Nat(P, RE) — £(LP, E) dada por h(a) = h, paracada « : P =
RFE, es un isomorfismo natural.
h es inyectiva porque LP es el colimite de AU. Veamos que h es sobreyectiva. Sea f :
LP — Ey para C objeto de C y p € PC tomemos el morfismo jc,) : AU((C,p)) —
LP. Para cada objeto C' de C definimos el morfismo a(C) : PC — E(AC, E) tal que
ar(C)(p) = f o jcp). entonces ay : P = RE es una transformacion natural porque
{Jep - AU((C,p)) = LP}cpjcosrisp)) €s cocono de AU y ademads por la unicidad
de h(ay) se tiene que h(ay) = f. Se puede verificar que / es natural en Py FE. O

Proposicion 1.28. Cada pregavilla es el colimite de pregavillas representables.

Demostracion. Se sigue como corolario del teorema anterior tomando al funtor A = Y el
encaje de Yoneday £ = Set®” que es cocompleta porque Set lo es [CT, pag 168]. [l

Proposicién 1.29. Para cualquier categoria pequeiia C, Set®” es cerrada cartesiana.

Demostracion. De la proposicién 1.17 sabemos que Set®” tiene objeto terminal y pro-
ductos binarios. Resta ver que todo objeto P en Set®” es exponenciable, es decir, - x P :
Set®” — Set®” tiene adjunto derecho. Recordemos que el producto binario de dos pre-
gavillas se obtiene haciendo el producto puntualmente, sin embargo, el exponencial no
serd posible definirlo de manera puntual. Tomemos P en Set®” y definamos

( )P Set™ — Set”
Q—Q
de tal forma que para cada objeto C' de C,
QY (C)= NAT(YC x P,Q)

donde Y es el encaje de Yoneda, es decir, YC' = C(_, C) y para cada morfismo f : C' —
C’
QY (f): NAT(YC x P,Q) — NAT(YC' x P,Q)
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que asignaacada 7 : YC x P = () transformacién natural, una transformacién natural
QY (f)(1) : YC' x P = @ tal que para cada D objetode C,g: D — C'yx € PD,

QT(H(T)(D)(g,x) = 7(D)(fg, ).

Veamos que para cada pregavilla P, () F _x P. Tomemos Q objeto de Set®” y definamos
una correflexion de () a través de _ x P, estoes, e : QF x P = () transformacién natural
tal que para cada objeto C' de C,

ec 1 QF(C) x PC — QC

(a,y) = ac(le,y)

Sea ¢ : R x P = () cualquier morfismo de pregavillas, debemos ver que existe un tinico
¢ : R= QF talque eo(_x1p)(¢') = ¢. Paracada C objeto de C, ¢¢ : RC x PC — QC,
entonces podemos definir

¢ : RC — QF(C)
u = G (u)
donde ¢ (u) : YC x P = (@ tal que para cada objeto D de C se tiene el morfismo

o (u)(D) : C(D,C) x PD — QD

(f7 'T) = (bD(Rf’U,,SC)

Entonces ¢’ es transformacion natural. En efecto, sea g : C' — C” y veamos que el si-
guiente cuadrado conmuta:

RC'—= Q" (C")

Rg\ LQP (9)

RC——~Q"(C)

Sea x € RC" entonces ¢ (Rg(x)) : C(_,C) x P = (@ tal que a cada objeto D en C asigna
el morfismo
¢o(Rg(x))(D) : C(D,C) x PD = QD

(f,y) = ép(Rf(Rg(x)),y)
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Por otra parte, para cada D objeto de C,

(Q"(g) o ¢ (2))(D) : C(D,C) x PD — QD
(f,y) = ¢ (@) (D)(gf,y)

b (2)(D)(9f,y) = op(R(gf)(x), ).

Ademas para cada objeto C, el siguiente tridngulo también es conmutativo:

QP (C) x PC—<~QC

/L x1
(oReS PT %

RC x PC
ya que para (u,x) € RC x PC

ec o (g x 1p)(u, 2) = ec(Pp(u), 2) = dop(u)(C)(1e, 2) = po(R(1c(u)), x)
= ¢c(lre(u), z) = dc(u, ).

La conmutatividad del tridngulo anterior y la naturalidad de ¢’ nos dan su unicidad. 0

1.3. Algebras de Heyting

Para terminar esta seccion revisemos la relacion entre algebras de Heyting y las cate-
gorias similares a Set mencionadas al principio, utilizando la categoria de pregavillas.

Definicion 1.30. Un algebra de Heyting (aH) es un conjunto parcialmente ordenado con
todos los productos y coproductos finitos que es cerrada cartesiana.

Es decir, un algebra de Heyting es una reticula con elementos minimo 0 y maximo
1, tal que para cada par de objetos x, y hay un exponencial y”*, denotado usualmente por
x = 1, a esta operacion suele llamarsele implicacion.
Por definicidn, el exponencial queda caracterizado por la adjuncion

z<(z=vy)siysdlosizANz <y

para z, y, 2z elementos del dlgebra.
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Observacion 1.31. Se siguen directamente de la adjuncién x = _ F _ A x las siguientes
propiedades:

. z=yArz<y y y<z=(yAz)

2.2 = (yANz) = (x = y)A(z = z) porque z = _ preserva productos por tener
adjunto izquierdo.

3. (zVvz2)Ay = (xAy)V (2 Ay) porque _ A z tiene adjunto derecho. Es decir, la
reticula subyacente a cualquier dlgebra de Heyting es distributiva .

4. Ademads por las propiedades del orden se sigue que y < x = y.

5. El funtor - = y : H°? — H es un funtor contravariante que tiene por adjunto
izquierdo al funtor - = y : H — H°. En efecto, tomemos z € Hy 2z € H?,
entonces r = y < z siy solo si z < x = y, equivalentemente, z A x < y, o bien,
< z2=9.

Como _ = y : H — H es adjunto izquierdo entonces preserva los coproductos,
pero los coproductos en H°P son los productos en H entonces se cumple que:

(xVz)=y=(x=y) A(z=1).

Definicion 1.32. Un algebra de Heyting completa (aHc) es un dlgebra de Heyting que
es completa como reticula, es decir, existen supremos e infimos arbitrarios.

Observacion 1.33. En un aHc A se cumple para {a; : i € [} C Ay b e A:

Vonra)=br\/a (1.3)

el il

Observacion 1.34. Si A es una reticula en la que existen supremos arbitrarios y satisfacen
la identidad (1.3), entonces A tiene estructura de aHc definiendo

b:>c:\/{a|a/\b§c}.

Ejemplo 1.35. Para todo conjunto X no vacio, P(X) con el orden dado por la inclusién
de conjuntos es un aHc, definiendo para a,b C X,

b = (X \ ) Ub.
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Ejemplo 1.36. Sea X espacio topolégico no vacio y
H ={U € P(X) | U es abierto en X'}

es un aH que no es completa porque la interseccion arbitraria de abiertos no necesariamen-
te es abierto. Para ver que es cerrada cartesiana basta con definir para U,V € H,

U=Vv=JW|wnUcVv}
porque la interseccion es distributiva sobre uniones arbitrarias.

Definicion 1.37. Sean L una reticula con 0 y 1y € L. Un complemento de x es un
elemento a € L tal que
xrANa=0 y zxzVa=1.

Observacion 1.38. En una reticula distributiva un complemento, cuando existe, es unico.
Denotamos al complemento de x por —z.

Definicion 1.39. Un algebra booleana es una reticula distributiva con elemento minimo
0 y méximo 1, en la cual cada elemento tiene un complemento.

Observacion 1.40. Cualquier dlgebra booleana tiene exponenciales definidos por:
rT=y="TVy.
En efecto, 2 < —x V y implica que
ANz < (~zVy ANx=(-zAzx)VyAz)=0V(yAz)=yAzx<y.
Por otra parte, sizAx < Yy entonces
z=zANl=zA(-zVz)=(zA-x)V(zAz)<-xVy.

Es decir, hemos verificado que el funtor _ A z tiene adjunto derecho x = _ para cada = en
el algebra, y por tanto x = y como lo definimos es el exponencial y*.
Con esto, cada dlgebra booleana es un dlgebra de Heyting.

Definicion 1.41. En un dlgebra de Heyting definimos la negacién de un elemento x como

-z = (x = 0).
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Observacion 1.42. Se sigue de la propiedad de adjuncién del exponencial que
y<-x siysolosi yANxr=20.
Ademads se tienen las siguientes propiedades:
1. o < ——x
2. x < yimplica que —y < —x
3. " =
4. —==(z ANy) = —~—x A -y

Proposicion 1.43. En un dlgebra de Heyting, si un elemento x tiene un complemento, éste
debe ser —x.
Por tal motivo a —x se le llama pseudocomplemento .

Demostracion. Supongamos que x tiene un complemento aconz Aa =0y x Va = 1.
Entonces por la observacion 1.42 a < —x. Ademds

—r=-xA(xVa)=(zAx)V(~xANa)=0V (-xAa)=-xAa.
Por tanto, -z < ay asi a = —z. O

Proposicion 1.44. En un dlgebra de Heyting H la implicacion “=" satisface las siguien-
tes identidades para todo x,y,z € H:

1 (z=2)=1
2 axN(z=y)=xANy vy yAx=y) =y
= WNAz)=(r=y) A(x=2).

Inversamente, en cualquier reticula L con 0y 1, una operacion que satisface (1), (2)y (3)
debe ser la implicacion de una estructura de dlgebra de Heyting sobre la reticula L.

Demostracion. Sean H un algebra de Heyting, z,y, = € H entonces:

1. Como y Az < z, de la definicién de la implicacion 1 Az = = < x siy sélo si
1 <x = zx. Portanto, r = x = 1.

2. Como y < x = y esto implica que z Ay < x A (x = y). Por otra parte, de la
observacion 1.31 zA(z = y) < zyzA(z = y) < y,portanto zA(x = y) < zAy.
Ademasy =y ANy <yA(z=vy) <y, luegoy A (z = y) = v.
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3. Es 2 de la observacion 1.31.

Ahora veamos que para cualquier reticula L que tiene una operacion binaria “="" que
cumple 1, 2 y 3, esta operacion necesariamente satisface la definicion de exponencial.
Sean z,y, 2z € L. Supongamos que z < x = y esto implica que

z/\wﬁ(xéy)/\xéx/\ygy.

Ahora supongamos que z A x < y. Note que 3 establece que la operacion x = _ preserva
productos, por tanto preserva desigualdades. Entonces

ziz/\(3::>z)§x=>z:(:E:>z)/\1é(:E:>z)/\(x:>a:)ix:>(z/\x)§a:z>y.
O]
Proposicion 1.45. Sea H dlgebra de Heyting H, entonces son equivalentes:
1. H es booleana
2. Paracadax € H, ~—x ==
3. Paracadax € H, vV —~x = 1.

Demostracion. Supongamos que H es booleana, como el complemento es tnico, para
x € H, x es el complemento de —x. Entonces ——x = x. Inversamente, en cualquier
algebra de Heyting tenemos

“(zVy)=@@Vy) =0=(2=0A(y=0)=-aAy.
Ahora si =z = x para todo x € H, entonces:
zV-oxr=-=(xV-ox)=-(-zA-x)=-0=1

y como en cualquier dlgebra de Heyting se cumple que zA—z = 0, entonces H es booleana
ya que —z es el complemento de z. 0

Finalmente veamos que la relacion entre dlgebras de Heyting y los ejemplos tipicos de
categorias vistos en este capitulo, descansa en el hecho de que el conjunto parcialmente
ordenado de subobjetos de un objeto dado en alguna de estas categorias es un algebra de
Heyting.

Proposicion 1.46. Sean C una categoria pequeiia y P un objeto en Set®”, el conjunto
parcialmente ordenado Sub(P) de los subobjetos de P es un dlgebra de Heyting.
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Demostracion. Sea C' un objeto de la categoria pequeia C, recordemos que la coleccién
Sub(D) de subobjetos de D tiene asociado un orden parcial natural definido para f : A —
Dyg:B — D e Sub(D) como:

[f] < [g] siy sélo si existe h : A — B tal que f = gh.

Para cada objeto C' de C y para S, T € Sub(P), definimos las siguientes operaciones en
Sub(P):
(SvT)(C)=SCUTC C PC

(SAT)(C)=SCNTC C PC

y para cualquier morfismo fenC, (SVT)(f)y (SAT)(f) son larestriccion de P f alos
respectivos dominio y codominio.

Es claro que las pregavillas S VT, S AT : C®? — Set son el supremo y el infimo, res-
pectivamente, de Sub(P). Verifiquemos que el SV T es el supremo de Sub(P), tomemos
C objeto de C, entonces SC,TC' C SC UTC' y por tanto, S, T — S V T. Ademas, si
R € Sub(P) tal que S < Ry T < R entonces para cada objeto C' de C se tiene que
SC C RCyTC C RC,Iuego SCUTC C RC,esdecir, SVT < Ry de esta forma,
S VT es el supremo de Sy T'. Para el infimo la demostracion es andloga.

El subobjeto mas grande de Sub(P) es Py el minimo es la pregavilla

0:C%? — Set
C—0

La implicacién se define como:
(S=T)C)={zxePC|Vf:D—C:Pf(x) € SD implica que Pf(x) € TD}

Veamos que S = 1" € Sub(P). Tomemos f : D — C' morfismoenCy z € (S = T)(C),
entonces queremos ver que (S = T)(f)(z) € (S = T)(D).Seag : E — D tal que
Py((S = T)(f)(x)) € SE.Como fg: E — C'y P(fg)(x) = Pg(Pf(z)) = Pg((5 =
T)(f)(x) € SE entonces P(fg)(x) € TE, es decir, Pg((S = T)(f)(x)) € TE. Por
tanto, (S = T')(f) eslarestriccionde Pf a (S = T)(C)y (S = T)(D) respectivamente,
es decir, S = T — P como subfuntor.

Resta verificar que esta definicion de la implicaciéon cumple la adjuncion requerida. Sean

S, T,Q € Sub(P).

= Supongamos que S < T = ) y tomemos C objetode Cy x € SC NTC. Como
x € SC C (T = Q)(C)yx € TC entonces para 1o : C — C se tiene que
P(1o)(z) = T(1g)(x) € TC luego x = P(1¢)(x) € QC. Con esto hemos visto
que SAT < Q.
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= Ahora supongamos que S A T' < (), tomemos un objeto C, x € SC'y veamos que
x € (T = Q)C).Sea f: D — Ctal que Pf(x) € TD, entonces Pf(x) €
SDNTD C QD pues x € SC. Conesto se tiene que S < T = Q.

Por tanto, la implicacién definida cumple la propiedad necesaria para ser el exponencial
en Sub(P) y con esto, Sub(P) es un dlgebra de Heyting. O

Definicion 1.47. Decimos que un topos es booleano cuando para cada objeto E del topos,
el algebra de Heyting Sub(F) es un dlgebra Booleana.

Observacion 1.48. En la observacion 1.9 habiamos definido el funtor subobjeto. Asi para
un morfismo de pregavillas F' : X — Y, denotemos por F'* a la imagen de [ bajo este
funtor subobjeto, es decir,

F*: Sub(Y) — Sub(X)

S — F*(S)

donde F*(S) : C°? — Set es un subobjeto de X obtenido de hacer producto fibrado de F’
con el monomorfismo S — Y, como en el siguiente diagrama:

F*(S)——=S
|
X——Y
es decir, tal que para cada objeto C,
FH(5)(C) = {z € X(CO) | F(C)(X) € 5(C)}.
Este funtor /™* conmuta con la estructura de Heyting de Sub(Y").
Ademds, F™* tiene adjunto izquierdo 35 y adjunto derecho V definidos como sigue:
Jp : Sub(X) — Sub(Y)

es tal que a cada S subobjeto de X, 3p(S) : C®? — Set es una pregavilla definida para
cada objeto C' como sigue:

3,(S)(C) ={y € YC | existe x € S(C) tal que F(C)(x) =y}

Vg Sub(X) — Sub(Y)
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a cada subobjeto S de X, asigna una pregavilla V(S) : C%? — Set definida para cada
objeto C' como:

Ve(S)(C)={yeYC |Vu:D—-CenCyx € X(D):si F(D)(x) =Y (u)(y)
entonces x € S(D)}.
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Capitulo 2

Gavillas de conjuntos

En este capitulo estudiamos el concepto de gavilla sobre un espacio topologico. Una
gavilla es una forma de describir una clase de funciones sobre un espacio X que se com-
portan “bien”, en el sentido de que una funcién definida sobre algtin abierto U de X puede
restringirse a funciones f [y sobre subconjuntos abiertos V' C U y después recuperar f
al juntar estas restricciones. Esta descripcion en términos de restriccion y pegado se aplica
también a otras estructuras matemadticas que puedan definirse “localmente” sobre un espa-
cio .

La categoria Sh(X) de todas las gavillas de conjuntos sobre un espacio dado X tiene
todas las propiedades de un topos. Pretendemos que este capitulo sirva de introduccién a
los posteriores, asi que solo expondremos de manera breve dichas propiedades y algunas
de las pruebas seran omitidas ya que en el capitulo 3 se examinardn gavillas sobre espacios
mds generales y se hacen a detalle todas las construcciones.

2.1. Gavillas

Si X es un espacio topoldgico podemos definir funciones continuas sobre X. De-
notemos por O(X) a la coleccion de abiertos de X. La continuidad de cada funcién
f:U C X — R puede determinarse “localmente”, lo cual permite que:

1. Sif:U — Rescontinuay V C U es abierto, entonces la funcién f restringida a
V' es continua.

2. Si U es cubierto por abiertos U; y las funciones f; : U; — R son continuas para todo
¢ € I, entonces existe a lo mas una funcién continua f : U — R tal que f [y,= f;
para cada 7.

39
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Mais aun, dicha f existe siy s6lo si las f; son compatibles, es decir, paracada,j €
yx € UnUj, fi(x) = fi(z).
La propiedad (2) nos dice que las funciones continuas f; tienen una tnica forma de

amalgamarse.

Al conjunto parcialmente ordenado O(X) podemos verlo como categoria de la manera
usual, en donde los objetos son los subconjuntos abiertos de X y W C U nos da un tnico
morfismo W — U. Pensemos en una asignacién C' tal que para cada U en O(X),

CWU):={f|f:U — Res continua },
entonces por (1), cada V' C U abierto induce una funcion
c:C(U)— C(V)

f=flv

que ademds cumple para W C V C U, (f [v) [w= f Iw- Lo que hemos hecho es definir
un funtor
C:0(X)? — Set

U —  C(U)
VU — c
donde ¢ : C'(U) — C(V) estd definida como antes.

Es decir, tenemos una pregavilla sobre O(X). Dadas una cubierta {U; };c; € O(X)

de algtin abierto U, esto es, U = |J U;, una familia indexada de funciones continuas
i€l
fi : U; — R es un elemento del [[ C'(U;), mientras que las asignaciones
i€l

{fitiecr = {fi TUimUj}(i,j)ele y A{fitier— {fj fUmUj}(i,j)efo

definen dos funciones

p.q: [[cw) - [ cwinuy.

i€l (4,)eIxI

La propiedad (2) nos dice que el morfismo

e: CU — [ C()

iel
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J = AS v tier

es el igualador de los morfismos py g, es decir, poe = qoe y ademads es la flecha universal:

p
cv -5 [[ev — [[cwinuy) (2.1)
i€l a  ijel
Una gavilla se definird como un funtor C' tal que (2.1) es un diagrama igualador para
todas las cubiertas {U; };c; de U.

Una pregavilla de conjuntos P sobre un espacio topolégico X es un funtor contra-
variante P : O(X)” — Set. Cada inclusién V' C U de abiertos de X determina una
funcién

PVCU): PU — PV
t — t rv
ysiW CV C U entonces (¢ [v) [w="1 [w-.
Definicion 2.1. Una gavilla de conjuntos F' sobre un espacio topoldgico X es un funtor

F : O(X) — Set tal que para cada cubierta abierta {U; };c; de un conjunto U abierto en
X, tenemos el diagrama igualador

p
FU -5 [[ru; — [[ Fwiny))
i€l q  ijel
donde e es el igualador tal que para t € FU, e(t) = {t [v,}icr, y para una familia
{t: € FU,}ier:
p({titier) = {ti lvinv, Yagerxr Y a({titier) = {t; Tvinv, Yag)erxi-

Observacion 2.2. Es posible reemplazar la categoria Set por cualquier categoria con pro-
ductos de familias pequefias C y definir gavillas ' : O(X)°? — C de C-objetos sobre un
espacio X.

Observacion 2.3. De la definicion se sigue que cada gavilla manda al conjunto vacio ()
sobre un conjunto singular {x}.

Observacion 2.4. Si U = | J U;, una familia compatible para P es una coleccién {z; €
el
PU,;}er tal que
T fUmUj: Zj fUimUj .

Entonces podemos decir que P es una gavilla siy s6lo si toda familia compatible tiene una
Unica amalgama.
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Observacion 2.5. Si S es subfuntor de F' entonces toda familia compatible en S lo es
también en F.

Como cada gavilla es una pregavilla, un morfismo de gavillas es una transformacién
natural entre funtores. Sh(X) denotara la categoria de gavillas de conjuntos sobre el
espacio X .

Definicion 2.6. Una subgavilla GG de una gavilla F" sobre X se define como un subfuntor
de F'tal que GG es una gavilla.

El caracter local de una gavilla se exhibe en la siguiente descripcion de una subgavilla.

Proposicion 2.7. Sea F' una gavilla sobre un espacio toplégico X, entonces el subfuntor
S C F es gavilla si y solo si para cada U € O(X), para toda f € FU y para toda
cubierta abierta {U,;};cr de U, se tiene que

f e SUsiysolosiparacadai € I : f [y,e SU,. (%)

Demostracion.

[= ] Supongamos que S es una gavilla y tomemos U € O(X), f € FU y {U;}ier C
O(X)talque U = J U,.
iel
Si f € SU, como S es pregavilla y para cada i € I, U; C U entonces S(U; C
U)(f) = [ lv.€ SU.
Ahora supongamos que para cadai € I, f [y,€ SU;, entonces { f [y, € SU;} es una
familia compatible para S pues como S es pregavilla se tiene que

(f 1) loin,= f Toow,= (f To;) Tuino; -

Como S es gavilla, existe una tnica g € SU tal que g [y,= f [y,€ SU; C FU;
yaque S C F.Pero g € SU C FU, F es gavilla y ademas {f [y,€ SU;} es
también familia compatible para F', se tiene que tanto f como g son amalgamas
para la familia { f [y, } de F, entonces f = g € SU porque la amalgama es unica.

[« ] Supongamos que se satisface la propiedad () y veamos que S es gavilla. Sea

U= UUy{si € SU;}ics familia compatible en S. Como S es subfuntor de F,
i€l

entonces {s; € SU; C FU,},c; es familia compatible en F'y dado que F’ es gavilla,
existe un dnico s € F'U tal que paratodoi € I, s [y,= s; € SUj, por () tenemos
que s € SU.
La unicidad de s en SU se sigue de que si existe s’ € SU tal que s’ [7,= s; entonces
s" € FU pero por ser F' gavilla la amalgama es tnica, por tanto s’ = s.

O
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2.2. Cribas y gavillas
Dado X un espacio topoldgico, cada abierto U en X determina una pregavilla
OX)(,U): O(X)®? — Set

tal que para cada V" abierto en X,

OX) (L U)(V) = {{5} o otro caso

O(X)( -, U) esuna gavilla pues en el diagrama de igualador las evaluaciones en O(X)( _, U)
dan como resultado a lo mas 1 = {x}.

Recordemos que a una criba S sobre U le podemos asociar un subfuntor de YU =
O(X)( -, U), entonces también podemos describir una criba sobre U como un subconjunto
S C O(U) de objetos tales que si Vo C V' € S implica que V; € S. Entonces cada criba
S queda determinada por

S={VCU:SV=1}

Cada familia A = {V; C U}, de subconjuntos abiertos de U, genera una criba S4 sobre
U de la siguiente forma:

Sa={VeOX)|Jiel:VCV).

Definicion 2.8. Decimos que una criba S sobre un abierto U es una criba cubriente para
UsiU=J{V |V eSS}

Entonces en la definicion de gavilla podemos reemplazar la nocién de cubierta abierta
por la de criba cubriente, tal como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.9. Sea P una pregavilla sobre X. Entonces P es gavilla si y sélo si para
cadaU € O(X)ypara cada S criba cubriente sobre U, la inclusion de funtores ig : S —

YU induce un isomorfismo NAT(S, P) = NAT(YU, P) de tal forma que el tridngulo
conmuta
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Demostracion.

[=

[«

] Sea P una gavilla y tomemos U € O(X), S una criba cubriente sobre U y 7 :

S = P transformacién natural. Entonces U = |J V' y como S < YU, para cada
ves
V € S sabemos que SV = 1, luego

T(V): SV ={z} - PV
= Ty

Entonces {xy € PV }ycg es familia compatible de P. En efecto, sean V, W € S,
entonces VNW C V implicaque VNW € Sentonces zynw = 2y [vaw Y Tvaw =
xw [vaw porque 7 es natural, de lo cual se sigue que zv [vow= 2w [vaw.

Como P es gavilla, existe un tnico x € PU tal que x [y = xy. Del lema de Yoneda
sabemos que existe un isomorfismo NAT(O(X)(_,U), P) = PU, entonces para
x € PU, existe una unica transformacion natural o : O(X)(_,U) = P correspon-
diente a = que cumple para cada V' € S que ay(V C U)(z) = x [y y por tanto el
tridngulo siguiente conmuta:

] Ahora veamos que P es gavilla. Sea U = (J U; y {z; € PU,};c; familia com-
i€l
patible para P. Entonces la criba S = {V | 3i € [ : V C U;} es la generada
por la cubierta {U;} y S es una criba cubriente de U, con esto tenemos el subfuntor
S — OX)(,U).
Note que paracada V' € S, como V' C U, para algin i € [, para cada z; € PU;
obtenemos la restriccon x; [. Definamos la transformacién natural 7 : S = P para
cada V' € S de tal forma que al unico elemento de SV le asigna xy = x; [y. Si
W C V € S entonces se cumple que (z; [v) [w= z; [w y por tanto 7 es natural.
Se sigue de la hipdtesis que existe una transformacion natural o : O(X)(_,U) = P
entonces paracada V' € S, o(V) : O(X)(V,U) — PV es un morfismo que asigna
al inico morfismo de V' en U el elemento zy, .
Por Yoneda, para « existe un unico x € PU asociado a ésta. Note que z [y, = z;
pues como « es natural = [y,= zy, = x; [y,= x;. Por tanto x € PU es la unica
amalgama para la familia {x; € PU,};c;.
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O]

Proposicién 2.10. Sh(X) es completa y el funtor inclusion Sh(X) — Set®X)” preserva
todos los limites.

Demostracion. En el capitulo 3 se da la demostracion de este hecho de manera general.
O

Corolario 2.11. Un subobjeto de una gavilla F' en la categoria de gavillas Sh(X) es
isomorfo a una subgavilla de F'.

Demostracion. Seam : H »— [’ un monomorfismo que representa a un subobjeto de F'
en Sh(X), entonces tenemos el siguiente producto fibrado en Sh(X)

s ——

e

De la proposicién anterior sabemos que el funtor inclusién i : Sh(X) < Set®X)™ pre-
serva limites, por tanto, el diagrama anterior es un producto fibrado en la categoria de
pregavillas Set®X)™ luego para cada U € O(X), m(U) : HU ~ FU es monomorfis-
mo, lo cual implica que HU es isomorfo a algin subconjunto SU de F'U. De esta forma
conseguimos un subfuntor S < F' de tal forma que H = S. Como H es una gavilla
entonces .S también es gavilla y por tanto S es una subgavilla de F' isomorfa a H. [

Observacion 2.12. El objeto terminal en Sh(X) es 1 : O(X)? — Set que manda a
cada abierto de X al objeto terminal {x} de Set.

>~

Proposicion 2.13. Sea X espacio topoldgico entonces hay un isomorfismo O(X)

Demostracion. Sea W € O(X), definimos un funtor Sy, : O(X) — Set tal que a cada
abierto U de X asigna
U C
SW(U)—{l siuUCW

@ en otro caso

Es claro que Sy, es una gavilla y ademds es un subfuntor de 1, por tanto Sy es una
subgavilla de 1.

Ahora tomemos una subgavilla de 1. Para cada abierto U, SU es 1 o (). Como S es funtor,
existe algin U tal que SU = 1y si V C U entonces SV = 1. Si {U;} es una cubierta
abierta para U y SU; = 1 para cada ¢ entonces SU = 1 por la condicién de igualador
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en la definicién de gavilla. Asi que si hacemos W = |J U, se cumple que para cada
SU=1

Ue OX),SU =1siysolosi U C W, esto es, S = Sy, por tanto la asignacion

W +— Sw nos da la biyeccion deseada. 0

Se tiene una generalizacion para el resultado anterior en el capitulo 3. Lo que hemos
mostrado es que el conjunto parcialmente ordenado de los subconjuntos abiertos de un es-
pacio topoldgico X puede recuperarse de la categoria de gavillas sobre el espacio Sh(X),
dado por el conjunto de subobjetos del objeto terminal 1 de Sh(X). Es por esto que se
dice que la categoria de gavillas de conjuntos sobre un espacio X determina la topologia
sobre X.

2.3. Gavillas y secciones transversales

El propdésito de esta seccion es construir el funtor gavilla asociada que nos da para cada
pregavilla su “mejor aproximacién’ a una gavilla.

Recordemos que dada una categoria C y A un objeto en ella, se define la categoria de
rebanadas C/A como:

= Sus objetos son los morfismos f en C tales que cod(f) = A.

» Sif:Y > Ayg:Z — Asonmorfismos en C, entonces un morfismo de f a g en
C/A,esunmorfismo h: Y — ZenCtalque go h = f.

Definicion 2.14. Sea X un espacio topoldgico fijo.
1. Un haz sobre X es una aplicacion continuap : ¥ — X.

2. Sip:Y — X esun haz sobre X, una seccion transversal de p es una aplicacion
continuas: X — Y talquepos=1x.

Observacion 2.15. Con la notacién anterior
l. Unhazp:Y — X esun objeto en la categoria de rebanadas T'op/ X .
2. Una seccién transversal de p, s : X — Y es un morfismo en T'op/ X entre 1x y p.

Observacion 2.16. Sea X un espacio topoldgico, p : Y — X un haz sobre X y U C X
un subconjunto abierto. Entonces podemos restringir p al subespacio p~'(U) C Y para
obtener un haz p, : p~(U) — U sobre U.
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Una seccion transversal de p, es una aplicacion continua s : U — Y tal que p o
s = incy : U — X. Entonces tenemos el siguiente diagrama de producto fibrado en la

categoria T'op:
Y
X

Denotemos por I',(U) = {s: U — Y | s es seccion transversal del haz p,}.

U)%

(—>

Si V' C U es un subconjunto abiertoy s : U — Y es una seccion transversal de p,
entonces s [y: V — Y es una seccion transversal de p,. Entonces la asignacion

Lp(U) = Tp(V)

Sl—>5rv

nos da el siguiente funtor contravariante
L, : O(X)” — Set
Teorema 2.17. Para cada haz p : Y — X, la pregavilla I, es una gavilla.

Demostracion. Sea U un abierto de X y {V;};c; una cubierta abierta de U. Para cada
s € I',(U) denotemos por s; = s [y;: V; — Y, entonces paracada i € I, s; € I',(V;).
Ademds, para i, j € I, s; [vinvy, s; [vinv; € T'p(Vi N'V;). Definimos

frg Hrp(Vi) - Hrp(‘/iﬂ‘/j)
icl ijel
{oi : Vi = Y}ier N {oi lvinv; Yiger
{0:: Vi = Y}ier S {Uj r\/;ﬂ\/j}i,jel
L(U) — [ITvi
icl
s — {sitier

Seans € I',(U),i,jelyzeV,NnV,,comoz €V, CUyzeV; CU,tenemos que:

sj lviny; (2) = si(2) = s(2) = 55(2) = si lviny; (2)-
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Por tanto,
c RN
rp(U) == [0 = [ nvinvy)
i€l 9 ijel
es un diagrama igualador en T'op y con esto I', es una gavilla de conjuntos en X. [

En el teorema anterior, I', : O(X)% — Set es llamada la gavilla de secciones trans-
versales del haz p y con esto hemos visto que cada haz p : Y — X produce una gavilla
sobre X.

Entonces la asignacion
I':Top/X — Sh(X)

p—T,

es un funtor con asignacién en morfismos como sigue. Dados p : Y — Xyq: 2 — X
haces sobre X y h : Y — Z un morfismo entre ellos, es decir, go h = p, '), = I'; esla
transformacion natural tal que para cada U C X abierto,

Lyp(U) = T,(U)

s— hos

que estd bien definida porque h o s : U — Z es una aplicacion continua y ademas
go(hos)=pos=ix:U <= X.

Veamos ahora que cada gavilla es una gavilla de secciones transversales de algin haz
adecuado. Para ello necesitamos introducir el concepto de germen de una funcio.

Definicion 2.18. Sean P : O(X ) — Set una pregavilla sobre un espacio X, z € X, U
y V' dos vecindades abiertas de x y dos elementos s € PU yt € PV. Decimos que sy
t tienen el mismo germen en x, cuando existe algin abierto W C U NV conz € Wy
s lw=t |we PW.

La relacion “tener el mismo germen en 2” es una relacién de equivalencia en la co-
leccion U{PU | U € O(X),z € U}. En efecto fijemos z € X y tomemos U € O(X)
tal que x € U, entonces paracadat € PU,t =t [y y por tanto la relacién es reflexiva.
La simetria es clara. Ahora tomemos U, V., W € O(X)con X e UNV NW,t € PU,
s € PV yr € PW tales que existen W, Wy € O(X)conz € WiNWy, W, CUNV
yWe CVNWtalesquet [w,=5 [w, ¥S [wo=" [w,. Si tomamos W3 = W; N W,
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entonces x € W3, W3 CUNW yademdst [w,= s [w,= 1 [w,. Por tanto, ¢ y r tienen el
mismo germen en .

A la clase de equivalencia de algiin s € PU se le llama el germen de s en z, que se
denota por germys o [s € PU|,.

Definimos para cada x € X,
P,={[se PU|,:UeOX),zeU}

el conjunto de gérmenes de .

Las funciones
germ, : PU — P,

5 germgs

forman un cocono sobre el funtor P restringido a las vecindades abiertas de x, pues si
V' C U entonces el siguiente tridngulo es conmutativo

PV PU
gevm %mz

Py

yaque para x € V, s € PU se tiene que germ,s = germg(s [v). Si {7y : PU —
L}ucox)cu es otro cocono sobre la restriccion de P, entonces podemos definir la fun-
cién
T: P, — L
[s € PU|, — 1u(s)
Notar que 7 estd bien definida ya que si [s € PU|, = [t € PV],, se sigue de la definicin
queexiste W € O(X)conz € W CUNV talque s [w=1t [w, luego

v (S) = Tw(s Iw) =mw(t [w) = 1v(t).
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Por tanto, P, = lim PU el colimite de los PU para U € O(X) tal que z € U.

U>sx
Para cada z € X, P, es llamado el tallo de P en z.

Proposicion 2.19. Sean P, () : O(X)? — Setyx € X. Para cada h : P = (@) trans-
formacion natural, existe una tnica funcion h, : Px — Qu tal que el siguiente cuadrado

conmuta.:
hu

PU - Qu
germyg lgermz
Px - h; > Qx

Demostracion. Note que las composiciones germ,ohy : PU — @, paracadaU € O(X)
tal que x € U, forman un cocono de la restriccion de P. En efecto, si V' C U, como h es
natural se tiene que para s € PU

hv(s Iv) = hu(s) Iv,
pero @, es el colimite de los QU entonces
germy(hy(s)) = germg(hy(s) v).

Por tanto,
germg(hy(s)) = germg(hy (s [v)).
Como P, es el colimite de las PU, existe una unica funcién h, : P, — @), tal que

h, o germ, = germ, o hy.

Con lo anterior podemos definir un funtor
H : Set®X)” 5 Set
P— P,
h:P=Q—hy: P, = Q,

Definicion 2.20. Sean X un espacio topoldgico y P una pregavilla de conjuntos sobre X.

Definimos
Ap=|]|P
zeX
y
p:Ap — X

se PU|, —
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Observacion 2.21. Cada s € PU determina una funcién
$:U — Ap
xr— [s € PU|,
con la propiedad de que para cada z € U,
(pos)(z) = p(s(x)) = p([s € PU:) = = = i(x).
Por tanto, s es una seccién de p sobre U.

Proposicion 2.22. La coleccion B = {s(U) | U € O(X), s € PU} es una base para una
topologia del espacio Ap que hace continuas apy a s.

Demostracion. Es claro que Ap = [JB. Sean U,V € O(X), s € PU,t € PV y
q € 5(U)Nt(V) yencontremos W € O(X)yr € PW,qe (W) C sU)NHV).

Como g € $(U)NE(V), existenx € U,y € Vtalesqueq = [s € PU|,yq= [t €
PV],, luegoexiste W € O(X)conW CUNVyxeWtalques [w=t [we PW.

Note que paraxz € W C U,
(s Tw)(z) =[s lwe PW], = [s € PU], = q.
Finalmente veamos que (s [y )(W) C $(U)y (s [w)(W) C (V). Seay € W entonces
(s [w)(W) = [s lwe PW], = [s € PUJ, = $(y) € $(U).
La otra inclusion es andloga. Con esto hemos probado que B es una base para una topo-

logia de Ap.

Sea U € O(X) y veamos que p~1(U) es un abierto de Ap. Observe que p~*(U) =

U $(U) pues para cada s € PU, po $(U) = U, por tanto p~* (U) es abierto en Ap por
sePU
ser union de abiertos.

Resta ver que cada s : U — I'p es continua. Tomemos un abierto basico en ['p,
es decir, sea V € O(X) yt € PV y veamos que $*(£(V)) es abierto en U. Sea v €
$71(£(V)) entonces $(x) € £(V), luego $(x) = f(z), es decir, [s € PU|, = [t € PV],, lo
cual implica que existe W € O(X)conx € W C U NV tal que s [yw=t [w. Veamos
que W C 571(£(V)), es decir, veamos que $(W) C £(V), perocomo W C Uy W C V,

5(W) = (s Tw)(W) = (¢ Tw)(W) S i(V).

Por tanto, $ es continua. 0
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Observacion 2.23. De la definicion se sigue que $ es abierta para toda s € PU y para
cada abierto U de X.

Ademads se sigue de la proposicion que p es un haz. Por tanto, $ es una seccion transversal
del haz p.

Lo que hemos hecho hasta ahora es construir, para una pregavilla dada P, un espacio
Apyunhazp: Ap — X.

Definicion 2.24. Definimos un funtor
A Set®" o Top/X

P—p:Ap— X

tal que a cada morfismo de pregavillas © : P = () asigna una funcién Ag : Ap = Ag
inducida por los morfismos O, : Pr — (), en cada z € X como en 2.19. Entonces el
siguiente tridngulo conmuta:

AQ = |_|x€X QI

Consideremos la gavilla 'y, de secciones transversales del haz p : Ap — X. Podemos
definir una transformacion natural

n:P=T,,
tal que para cada subconjunto U de X,
nu : PU — TA,(U)
S+ S
SiV CUys e PU entonces
(s Iv) = (s Iv) = § [v= (nu(s)) v
pues [s € PU|, = [s [v€ PV], y por tanto 7 es transformacion natural.
Teorema 2.25. Si la pregavilla P es una gavilla entonces 1 es un isomorfismo.

Demostracion. Sean P una gavilla sobre X y U € O(X).
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= 7y esinyectiva: Sean s, € PU y supongamos que $ = {. Entonces para cada z € U,
s € PU], = [t € PU],, luego existe un abierto V, C U con s [y,= t [y, para
cada x € U. Con esto tenemos una cubierta abierta para U, U = [ J V,. Entonces en

zelU
e: PU = [],ey, PVe, syt tienen la misma imagen pues {s [v, }zev = {t v, }zev,

como P es gavilla sabemos que la amalgama es tnica, por tanto, s = ¢.

= 7y es sobreyectiva: Sea h : U — Ap una seccion transversal del haz p : Ap — X,

para algin U € O(X). Entonces para cada = € U, existe un abierto U, con x € Uy
y un elemento s, € PU, tal que h(x) = [s, € PU,|, € s,(U,). Como h es continua
y $.(U,) es abierto en A p, existe un abierto V, C U talque = € V,,, h(V,) C s, (U,),
esto es, h = s, sobre V.
Entonces tenemos una cubierta de U por abiertos V,, y un elemento s, [y, en cada
PV,. Ademds para cada =,y € U se tiene que si z € V, NV, s,(2) = h(z) =
sy(z), es decir, s, y s, coinciden en V,, N V,. Como 7y es inyectiva se tiene que
Sz [vonv,= Sy [v.nv,. Con esto tenemos una familia {sy € PV, },cu compatible y
como P es gavilla, existe un inico s € PU con s [y,= s,. Entonces encadax € V,,
h(z) = [s, € PV,]. = [s € PU], = $(x). Por tanto, h = $ y asi, cualquier seccién
transversal es imagen de algun s bajo 7.

Por tanto, 7 es isomorfismo. [

En otras palabras este teorema dice que cada gavilla es una gavilla de secciones trans-
versales. En el siguiente teorema veremos que para cualquier pregavilla P, el morfismo de
pregavillas 7 : P = I'y, es universal desde P a gavillas, esto es, I'y,, es la gavilla “mds
cercana” a la pregavilla P.

Teorema 2.26. Sean P una pregavilla, F' una gavillay © : P = F' cualquier morfismo
de pregavillas, entonces existe una unica transformacion natural o : I'y, = F' tal que el
tridngulo conmuta:

Demostracion. Sean P pregavilla y F' una gavilla. Por el teorema anterior, sabemos que
n : F = T, es un isomorfismo. Definamos ¢ : 'y, = F como o := ' o I'(Ag).
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Entonces el tridngulo inferior en el siguiente diagrama conmuta

P—" sTAp
) i T'Ae
F TAp

n

y como 7 es natural, el cuadrado exterior conmuta. Por tanto,
con=n"olAgon=n""ono0 =0,

Veamos que o es unica con dicha propiedad. Sea 7 : 'Ap — Ftal Ton = 0. Sea
UeOX)yheT'Ap(U). Parax € U, h(z) € Ap(U), entonces existe V,, € O(X) con
x € V,ys, € PV, tal que h(xz) = [s, € PV,],. Como en el teorema anterior, existe un
abierto U, de V,, con z € U, tal que h [y,= S, [v,= v, (S.). Entonces

a(h) lv,= o(h lv,) = o(nu.(s2)) = Ov, (s2) = T(nw,.(52)) = 7(h [v,) = 7(R) v, -

Pero U = |J, ., Ur y como F es una gavilla se sigue que o(h) = 7(h) para toda seccion
h de 'Ap, por tanto, o = 7. O

Corolario 2.27. Para cada espacio topoldgico X, Sh(X) es una subcategoria reflexiva
de la categoria de pregavillas Set® )™ sobre X.

Demostracion. Ser subcategoria reflexiva significa que el funtor inclusion Sh(X) —
Set®X)” tiene adjunto izquierdo. Sin embargo, en el teorema anterior hemos mostra-
do que dicho adjunto es precisamente el funtor I'A, donde el morfismo 7 es la unidad de
la adjuncioén. 0

El funtor T'A : Set®X)” — Sh(X) es conocido como el funtor gavilla asociada
que nos da para cada pregavilla P su “mejor aproximacion” por una gavilla I'Ap. En el
capitulo 3 se construye este funtor para el caso general y la construccion particular nos
sirve como ejemplo introductorio. Ademds I'A por ser adjunto izquierdo preserva todos
los colimites existentes en Set®X)™ por tanto, Sh(X) tiene todos los colimites pequefios.

2.4. Construcciones tipicas

En esta seccion descibiremos de manera breve las construcciones que faltan para ver
que Sh(X) es un topos, mismas que se exponen a detalle en el capitulo 3.
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En el capitulo 1 se describe la pregavilla exponencial F'*’ en la proposicién 1.29 tal
que a cada abierto U de X, FP(U) = NAT(YU x P, F) donde YU = Hom(_,U) es el
representable contravariante. Ademds como los valores de F'¥ dependen s6lo de los abier-
tos contenidos en U, F¥'(U) = Hom(P |y, F ). Resta ver que F¥’ es gavilla cuando F
lo es, la prueba la dejaremos para el capitulo 3.

Por otra parte, se define la pregavilla sobre X

Q:O0(X)? — Set

tal que a cada abierto U de X le asigna
QU)={WeOoX)|WCU}
ysi V' C U, entonces
QU) — Q(V)
Wi—=WwnVv

Proposicion 2.28. La pregavilla Q) es una gavilla sobre X.

Demostracion. Sean U € O(X), U = |J U; con {U, }ic;r € O(X) y una familia {V; €
icl
Q(U;) }ier compatible, es decir, paracadai € I, V; CU;yparai,j € I, V,; N (U;NU;) =
Vin(U;NnUj),peroV;NU; =V, NU;, CU;NU;.SeaV = |J Vi, es claroque V C U,
icl
entonces V' € Q(U) y ademds paracadai € I,V [y,=V NU; =V, por tanto 2 es una
gavilla. 0

Teorema 2.29. El morfismo v : 1 = Q es un clasificador de subobjetos para Sh(X),
donde a cada abierto U de X, vy (%) = U.

Demostracion. Sean F' una gavillay S C F' subgavilla. Debemos encontrar una transfor-
macion ¢ tal que el siguiente cuadrado sea un diagrama de producto fibrado

S——1 (2.2)
F—$>Q

Se propone para cada U € O(X),
o(U): FU — QU



56 CAPITULO 2. GAVILLAS DE CONJUNTOS
x> W=U{VCU|z|ye SV}
Si V' C U, note que el siguiente cuadrado es conmutativo:

FU . QU

.

FV —QV
PV

ya que si x € F'U entonces

ou(x) NV = {UinV CU |z p,e SUY = Vi CV |z [v,€ SVi} = dv(z [v).
Por tanto, ¢ es natural.

Por otra parte, sea U € O(X). El producto fibrado de ¢y y vy es la coleccion {(z, ) €
FU x1U | ¢y(x) = U}, pero como Sy F son gavillas se cumple que = € SU si y sélo si
¢u(x) = U. De esta forma 2.2 es un diagrama de producto fibrado. Ademas ¢ asi definida
es la dnica con tal propiedad, y asi v : 1 = 2 es un clasificador de subobjetos para

Sh(X). 0

En el capitulo 3 se da una demostracion mds general y detallada del teorema anterior.

Con esto hemos visto que Sh(X) tiene limites y colimites finitos, exponenciales y un
clasificador de subobjetos, por tanto es un topos elemental.



Capitulo 3

Topologias de Grothendieck y gavillas

En el capitulo anterior hemos presentado la nocién de gavilla en términos de cubier-
tas y amalgamas sobre espacios topoldgicos usuales. En este capitulo desarrollaremos un
concepto mds general de “topologia” y de gavillas sobre estas topologias.

3.1. Topologias de Grothendieck

Las vecindades abiertas U de un punto en un espacio topolégico X, son monomor-
fismos topologicos U — X, es decir, inclusiones. La definicién de topologia de Grot-
hendieck reemplaza las inclusiones por morfismos mas generales para definir “cubiertas
abiertas”, motivandose principalmente en la analogia encontrada por Grothendieck, entre
grupos de Galois sobre un campo y el grupo fundamental de un espacio topoldgico. Ahora
una cubierta por conjuntos abiertos para un espacio X, sera sustituida por un nuevo tipo de
cubierta, dada por una familia de morfismos de tipo C' — X no necesariamente ménicos.
Dicha construccién puede hacerse en cualquier categoria C con productos fibrados.

Sean C una categoria pequefia, Set“” la categoria de funtores , Y el encaje de Yoneda
para C que asigna a cada objeto C' el funtor representable

Y (C) = (., 0).

Una criba S sobre un objeto C' esta dada por una familia de morfismos en C, todos con
codominio C' de tal forma que f € S implica que f o g € S para todo morfismo g en C
tal que cod(g) = dom( f). También habiamos visto en el capitulo anterior que una criba S
sobre un objeto C' es un subobjeto S C Y (C) en Set™.

57
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Si S es cribasobre C'y h: D — (' es morfismo en C,
h*(S) ={g| cod(g) =Dyhoge S}

es criba sobre D. En efecto, si g € h*(S) y f es otro morfismo tal que g o f esté definida,
entonces ho g € S'y como S es criba, ho (go f) = (hog)o f € S.Asi,go f € h*(S5).

Definicion 3.1. Una topologia de Grothendieck sobre una categoria C es una funcién J
que asigna a cada objeto C' de C una coleccién de cribas sobre C' tal que:

(i) La criba maximal t¢c = {f | cod(f) = C'} estaen J(C).

(ii) Axioma de estabilidad: Si S € J(C') entonces para toda flecha h : D — C, h*(S) €
J(C).

(iii) Axioma de transitividad: Si S € J(C) y R es cualquier criba sobre C' tal que para
toda flecha h : dom(h) — C, h*(R) € J(domh), entonces R € J(C').

Recordar que una criba sobre C' es maximal si y s6lo si contiene a la flecha 1.

Observacion 3.2. Si S € J(C) entonces cualquier criba R sobre C' tal que S C R es
también miembro de J(C).

En efecto, sean S € J(C), R criba sobre C' tal que S C R, h : D — C en S y veamos
que h*(R) € J(D). Note que 1p € h*(S) pues ho1p = h € S, esto implica que h*(5)
es la criba maximal sobre D.

Por otra parte, como S C R,

h*(S) ={g | cod(g) =Dyhoge S} C{g|cod(g)=Dyhoge R}=h"(R)

por maximalidad h*(R) = h*(S) € J(D) por axioma (7). Aplicando el axioma de transi-
tividad (i4i) se sigue que R € J(C).

De esta observacion se sigue que:

(i13") Si S € J(C) y si para cada f : dom(f) — C en S existe una criba Ry €
J(dom(f)), entonces el conjunto

T={fog|feSyge Ry}

estaen J(C).
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Definicion 3.3. Un sitio (de Grothendieck) es una pareja (C, J) donde C es una categoria
pequefia y J es una topologia de Grothendieck sobre C.

Si S € J(C), decimos que S es una criba cubriente o que S cubre C.

Ademads diremos que una criba S sobre C' cubre una flecha f : D — C, si f*(S) cubre
D, es decir, si f*(S) € J(D).

Observacion 3.4. 1. Una criba S sobre C cubre C' siy sélo si S cubre la flecha iden-
tidad sobre C'.
Se sigue del hecho de que

16(5) ={g | cod(g) =Cylcoge S} =5

2. Si Sescribasobre C'y f: D — C estaen S. Entonces f*(S) = tp.
Es claro que f*(S) C tp. Tomemos : £ — D € tp, como S escribay f € S,
foge€ S. Portanto, g € f*(S) yasi f*(S) = tp.

3. SiSescribasobre C,g: F — Dy f: D — C entonces
(fo9)"(5) = g"(f*(5)).

En efecto, tomemos h € (f o g)*(.S) entonces cod(h) = dom(f o g) = E'y cumple

que fo(goh)=(fog)oh e S,luegogoh € f*(5),asi h € g*(f*(9)).
Ahorasea h € ¢g*(f*(5)) entonces cod(h) = dom(g) = Ey goh € f*(5), es decir,
)-

(fog)oh=fo(goh)e€ S,luegoh € (fog) (S

Con esta notacion, los axiomas para una topologia de Grothendieck pueden formularse
como sigue:

(ia) Si S escribasobre C'y f € S entonces S cubre f.

(iia) Estabilidad: Si S cubre una flecha f : D — C, S también cubre la composicién
f o g para cualquier flecha g : £ — D.

(iiia) Transitividad: Si S cubre f : D — C'y R es una criba sobre C' que cubre todas las
flechas de .S, entonces R cubre f.

Proposicion 3.5. Los axiomas (i) — (iii) son equivalentes a (ia) — (iiia).
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Demostracion. 1. Supongamos los axiomas (i) — (7).

(ta) Sean S una criba sobre C'y f : D — C € S. Veamos que f*(S) € J(D).
Como S es criba, f*(S) = {g | cod(g) = DN fog € S} = tp, por axioma (7)
tp € J(D)yasi f*(S) € J(D).

(74a) Supongamos que S cubre a la flecha f : D — C'yseag : E — D. Veamos
que (f o g)*(S) € J(E). Como f*(S) € J(D), para g : E — D por axioma (i7) y
la observacién anterior (f o g)*(S) € J(FE).

(#4ia) Supongamos que S cubre f : D — C'y R es criba sobre C' que cubre a toda
flecha de S. Veamos que R cubre f. Notar que:

a) f*(S) es criba sobre Dy ademés f*(S) € J(D).
b) f*(R) es criba sobre D pues R es cribasobre C'y f: D — C.

c¢) Paratodo h € f*(S), h*(f*(R)) € J(dom(h)), es decir, la criba f*(R) cubre
atoda flecha h € f*(S5).
En efecto, sea h € f*(S) entonces cod(h) = Dy foh € S. Como R cubre
toda flecha de S, en particular, (f o h)*(R) € J(dom(f o h)) = J(dom(h)),
es decir, h*(f*(R)) € J(dom(h)).

De (a), (b), (¢) y aplicando axioma (iii), f*(R) € J(D), es decir, R cubre f.

2. Supongamos (ia), (iia), (iiia).

(i) Veamos que la criba maximal ¢ estd en J(C') para cada objeto C' en C. Como
to es criba sobre C'y 1¢ € t¢, por axioma (ia) tenemos que ¢ cubre 1. Por la
observacion anterior, t¢ cubre C, es decir, tc € J(C).

(71) Supongamos que S € J(C') y veamos que paratodo h : D — C, h*(S) € J(D).
Como S € J(C), S cubre 14, aplicando axioma (iia), S también cubre 1.0 h = h
paratoda h : D — C, es decir, h*(S) cubre D paratoda h : D — C.

(#7i) Supongamos que S € J(C)y R es criba sobre C' tal que paratoda h : D —
C € S, h*(R) € J(D). Veamos que R € J(C). Como S € J(C), S cubre 1,
aplicando axioma (7ita), R cubre 1¢, o equivalentemente, R cubre C, es decir, R €

J(O).
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O]

Observacion 3.6. Se sigue de los axiomas que cualesquiera dos cubiertas tienen un refi-
namiento comun.

(iv) SiR,S € J(C)entonces RN S € J(C).

En efecto, sean R, S € J(C) y tomemos f : D — C en R, por axioma (i),
f*(S) € J(D) pues S € J(C). Note que:

[ (S)={glcod(g) =Dy fogeS}
={g|cod(g) =Dy foge RNS}
= f"(RNS)

pues R es cribay f € R. Por tanto, f*(S N R) = f*(S) € J(D) para todo
f:D — C € R, por axioma (iii) tenemos que SN R € J(C).

(tva) Si Ry S cubren g : D — C entonces RN S cubre g.

Note que:

g (RNS)={h|cod(h)=DANgohe RNS}
={h|cod(h)y=Dygohe R}N{h|cod(h)=DygoheS}
=g"(R)Ng"(9).

Usando esta igualdad y (iv) tenemos que g*(R)Ng*(S) € J(D) pues g*(R) y g*(5)
estdn en J(D).

Ejemplo 3.7. Un espacio topolégico X con la nocién usual de cubierta nos da un sitio
de la siguiente forma. Tomamos el conjunto parcialmente ordenado O(X) visto como
categoria. Una criba sobre U € O(X) es una familia

S ={V CU | Vabierto: V' CV implica que V' € S}.

Ademds, S cubre U siy s6losi U C |J V. S cubre la flecha W C U si y sélo si
ves

W C J V. Veamos que se cumplen los axiomas para una topologia de Grothendieck.
ves

Sean U € O(X) y J(U) coleccion de cribas sobre U.



62 CAPITULO 3. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK Y GAVILLAS

(1) Sea S cribasobre Uy W C U con W € S. Es claro que S cubre W C U.

(77) Estabilidad: Supongamos que S cubre W C U y sea T" C TW. Veamos que S cubre

T C U. Por hipétesis, W C |J V,entoncesT C |J V yportanto S cubre T C U.
Ves Ves

(74) Transitividad: Supongamos que S cubre W C U y R es otra criba sobre U que cubre
acadaV C U talque V € .S. Veamos que R cubre W C U. Como S cubre W C U

entonces W C |J V. Por otra parte, paracada V' € S,V C |J T entonces
Ves TER

wel=U U wnmn),

veS VeS TyeR

perocada V N'Tyy C Ty € Rentonces V NTy € R pues R es cribay asi W
estd contenido en una union de elementos de R. Por tanto, R cubre W C U.

Para un espacio topoldgico usual, una cubierta abierta de algin abierto U se describe

como una familia {U; };e; € O(U) tal que U = | Uj; dicha familia no necesariamente es
icl

una criba pero si genera una, “la coleccién de todos los abiertos V' C U con V' C U, para

algun U;. De manera similar, definiremos una forma para generar una criba cubriente para

una categoria arbitraria con productos fibrados, en términos de bases para una topologia

de Grothendieck.

Definicion 3.8. Una base para una topologia de Grothendieck sobre una categoria C con
productos fibrados es una funcion K que asigna a cada objeto C' en C, una coleccion K (C')
de familias de morfismos con codominio C' tal que:

(7) Si f:C" — C esunisomorfismo entonces { f : C' — C} € K(C).

(i) Si{fi : C; = C}ier € K(C) entonces para cualquier morfismo g : D — C, la
familia de productos fibrados {7y : C; x¢ D — D};c; estd en K (D). Para cada
iel

Ci x¢ D=—C;

D C

iti') Si{fi: Ci = Clics € y para cada i € I tenemos una familia de morfismos
{9i;  Dij = Ci}jer, € K(C;), entonces la familia de composiciones { f; o g;; :
D;; — Cticrjer, estaen K(C).



3.1. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK 63

La familia (C, K') se llama sitio y los elementos R del conjunto & (C') son llamados fami-
lias cubrientes o cubiertas para el sitio.

Observacion 3.9. Por (i'), una topologia J no es una base aunque si satisface (i) y (iii’).

Proposicion 3.10. Si K es una base sobre C, entonces K genera una topologia J de la
siguiente forma:

S e J(C) siysolosiexistee Re K(C): RCS.
Es decir, una criba es J-cubierta si y solo si contiene una K —cubierta. Veamos que la
topologia J generada por la base K es topologia de Grothendieck.

Demostracion.

(1) Sea C objeto en C. Como 1 : C' — C es isomorfismo entonces de (i') se tiene que
{lc} € K(C)y{le} Cte-

(i7) Estabilidad. Sea S € J(C)y g : D — C, entonces existe R € K(C') tal que R C
S. Por axioma (i7'), tomemos 7' € K (D) la K-cubierta de D obtenida haciendo
producto fibrado para cada f € R a lo largo de g, es decir, 7" consta de todos los
morfismos h : D xgo C' — para f : C" — C € R. Entonces para cada f € R

tenemos
D X C'—C
| |
D C

de este cuadrado conmutativo se sigue que
T Cg"(S)={h|cod(h)=DANgohe S},
asi que g*(S) € J(D).

(73) Transitividad. Sean S € J(C) y R criba sobre C' tal que paracada h : D — C
en S, h*(S) € J(D). Veamos que R € J(C). Por hipétesis, existe Sy € K(C') tal
que Sop C S. Ademds, paracada h : D — C € Sy, existe S, € K(D) tal que
Sy C h*(R). Aplicando axioma (7ii")

Ro={hol:dom(l) = C |l € S, Ch*(R)}nes € K(C).

Notar que Ry C R pues si tomamos h ol € Ry, entonces h € Sy yl € S, C h*(R),
luego I € h*(R) lo cual implicaque hol € R.
Por tanto, R € J(C).
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O]

Proposicion 3.11. Si J es una topologia dada sobre C, existe una base maximal K que
genera J dada por:

R e K(C)siysdlosi(R) e J(C)
donde (R) = {fog | f € Rycod(g) = dom(f)}. A (R) se le llama la criba generada
por la familia R.

Demostracion. Dada una familia R = {f : C; — C},cy, es claro que (R) es criba sobre

cod( f;) = C. Veamos que K definida de esta forma es base para la topologia de Grothen-
dieck.

(i) Sea f: C" — Cisomorfismo, entonces ({f}) = {fog | dom(f) = cod(g)} € J(C)
ya que 1c € ({f}) porque f es retraccién, asi que existe g : C' — (' tal que
l¢ = fog;estoimplica que ({f}) es la criba maximal sobre C' que siempre estd en
J(C). Por tanto, { f} € K(C).

(i) SeaR={f; : C; 5 Clic; €« K(C)yg: D — C.

CZ‘ X Dml—>C'Z

D C

Veamos que S = {my : C; x¢ D — D},e; € K(D).

Como R € K(C)siysélosi (R) € J(C)y J es topologia de Grothendieck, por
axioma de estabilidad, ¢*((R)) € J(D).

Afirmamos que (S) = g*((R)).

Tomemos 7y, 0 k € (.5), por el diagrama anterior, go (my, 0 k) = f;0(m,0k) € (R),
luego my, ok € g*((R)). Ahorasea h € g*((R)), entonces cod(h) = Dy goh € (R).
Esto implica que g o h = f; o | para algtn f; € Ry [ tal que cod(l) = dom(f;). Por
la propiedad del producto fibrado, existe una tnica flecha r : dom(h) = dom(l) —
C; x¢ D tal que h = my, o1 € (.5).

De la afirmacién se sigue que (S) € J(D), lo cual equivale a que S € K (D).

(i7d") Sea S = {f; : C; = C}ier € K(C) y para cada i € I tomemos una familia
SZ' = {gij : Dij — Ci}jeli € K(Cl) Veamos que la familia

R={fiogij:Dij = Cticrjer, € K(C).
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Tomemos f; € Sy h tal que cod(h) = dom(f;), entonces f; o h : dom(h) — C €
(S) e J(O).

Como (R) es criba sobre C'y f; : C; — C, ff((R)) € J(C;) por axioma (it).
Como f7((R)) es criba sobre C; y h : dom(h) — C;, nuevamente aplicando axio-
ma (i7), h*(f*((R))) € J(dom(h)). Por la observacién (3.4), (f; o h)*((R)) =
h*(fX((R))) € J(dom(h)), por axioma (i) tenemos que (R) € J(C).

De (i), (i7') y (iii") se sigue que K es una base para .J.

Tomemos K’ otra base que genera a J, es decir, S € J(C) siy sélo si existe R € K'(C)
tal que R C S. Note que para cada objeto C'de Cy R € K'(C') se cumple que R C (R)
yaque si f € Rentonces f = f o lyomy € (R)y como (R) € J(C), se sigue que
R e K(O). O

Definicién 3.12. Diremos que una familia {f; : C; — C},; refina otra familia {g; :
D; — C}jep sicada f; se factoriza a través de algtn g;.

Proposicion 3.13. (iv') Dadas dos cubiertas R, P € K(C'), existe un refinamiento comiin
en K(C).

Demostracion. Sea J una topologia de Grothendieck sobre C generada por K. Como
R, P € K(C), entonces (R),(P) € J(C)y por (iv), (R) N (S) € J(C) siy solo si
existe I' € K(C)talque T' C (R) N (P).

Note que 7' C (R) significa que T refina Ryaque (R) = {fog | f € RAdom(f) =
cod(g)}, entonces al tomar ¢t € T, t7f o g con f € R. De la misma forma 7" refina Py
asi 7' es el refinamiento comtinde Ry P. [

Ejemplo 3.14. Sea C cualquier categoria, la topologia trivial sobre C es aquella en la que
para cada objeto C' en C, la tinica criba cubriente es la maximal ¢¢, es decir, J(C) = {t¢}.

Ejemplo 3.15. Sea 7" una categoria pequefia de espacios topolégicos cerrada bajo limites
finitos y bajo subespacios abiertos (por ejemplo, 7" puede ser la categoria de espacios
Hausdorff separables). Se define una base K sobre 7" como: {f; : Y; = X }ier € K(X) si
y s6lo si paracadai € I, Y; C X es subespacio abierto y f; es el correspondiente encaje
con |J = X.

i€l
Esta es la topologia de cubiertas abiertas sobre la categoria 7" de espacios.

Ejemplo 3.16. Como vimos en la seccion 1.3 un dlgebra de Heyting (aH) A es una reticula
distributiva con una operacién “=-" que cumple para cada a,b,c € A

a<(b=c)siysdlosiaNb < c.
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Ademads sabemos que en un aHc A se tiene la identidad (1.3) para {a; : i € I} C Ay
be A
i€l i€l

Ahora sea A un aHc y considerémosla como categoria. A puede equiparse con una
base para una topologia de Grothendieck K de la siguiente forma: para cada c € A,

{a; i € 1} € K(c) siysdlo si \/ai:c,

icl

es decir,

K(c) = {{a; = chier | \/ @i = ¢}

el

Afirmacion: K es una base de Grothendieck sobre el dlgebra de Heyting A .

(i) Sea ¢ — c isomorfismo entonces {¢’ — ¢} € K(c) pues ¢ < cyc < ¢, luego
c=cdyasivd =Ve=c.

(4i") Sean {a; — c}ics tal que \/,.; a; = cy b — ¢, entonces por (1.3 ) tenemos

Vora)=br\/ai=brc=b

i€l iel
luego {b A a; — b}icr € K(b).

(ii1") Sean {a; — c}ics tal que \/,.; a; = cy paracadai € I, {b;j — a;};er es tal que
\/jeli b;; = a;. Entonces {b;; — c}ier jer; cumple que \/ieme“ b;; = c pues

V b=V Vby=Va=c

i€l jeli iel jeli iel
por tanto, {b;; — clicrjeri € K(c).
Notar que una criba S sobre ¢ € A es un conjunto
S={b|b<cya<bimplica que a € S}.

Entonces una criba S sobre ¢ cubre ¢ si 'y s6lo si ¢ = \/ S, es decir, ¢ es el supremo de los
elementos de S. Por lo anterior, esta topologia también es llamada la topologia supremo .
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En particular, si en el ejemplo anterior A es el algebra de los subconjuntos abiertos de
un espacio topoldgico X, ésta es la topologia de cubiertas abiertas usual. En este senti-
do,gavillas sobre un aHc generalizan las gavillas usuales sobre un espacio topolégico.

Ejemplo 3.17. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Para p € P, un subconjunto
D C {q € P | q < p} es denso por abajo de p, si para cualquier r < p, existe ¢ € D con
q<r.

Las cribas densas forman una topologia .J sobre P de la siguiente manera:

J(p) ={D |Vq € D :q<pyD esuna criba densa por abajo de p}.

Las familias cubrientes D € J(p) constan de flechas ¢ — p pero las identificamos con
elementos g € P tal que ¢ < p.

Entonces .J es una topologia sobre P llamada la topologia densa.

En efecto, seap € P.

(i) La criba maximal sobre p es el conjunto t, = {¢ € P | ¢ < p}. Tomemos r < p

entonces r € t, y r < r porque el orden es reflexivo, asi ¢, € J (p)

(i7) Sean D € J(p)yr < p. Veamos que r*(D) es densa por abajode r. Seat < r, como
D es denso por abajode py t < r < p, existe ¢ € D con q < t. Entonces ¢ < ry
q € D, luego q € r*(D) y ademas ¢ < t. Por tanto, 7*(D) = {s < r | s € D} es
densa por abajo de r y asi 7*(D) € J(r).

(¢49) Tomemos D € J(p) y E una criba sobre p tal que para todo ¢ < p, ¢*(E) € J(q).
Veamos que £ € J(p). Sear < pentonces *(E) = {s < r | s € E} € J(r)
por hipétesis, como r*(F) es denso por abajo de r, para r < r, existe ¢ € r*(F) tal
que g < r, es decir, existe ¢ € E con ¢ < r y por tanto, I es denso debajo de p y
asi £ € J(p).

La topologia densa puede definirse para una categoria arbitraria C de la siguiente for-
ma. Para una criba S sobre un objeto C' de C , sea

S € J(C) siysdlo siparatodo f: D — C, existe g: E — D tal que fog € S.
Entonces J es topologia sobre C. Sea C' objeto en C.
(1) Seaf:D — C,comolp:D — Dy folp=f€te,entonces tc € J(C).

(i7) SeaS € J(C)yh:D — C.Seag: B — D,como S € J(C),parah: D — C,
existe k : £ — Dtalque hok € S, luego

ke h*(S)={g|cod(g)=Dyhoge S},
asi ko 1g € h*(9) y por tanto, h*(S) € J(D).
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(131) Sea S € J(C'), R criba sobre C' tal que para todo h : dom(h) — C' € S, h*(S) €
J(dom(h)). Tomemos f : dom(f) — C, como S € J(C), existe k : dom(k) —
dom(f) tal que f o k € S. Entonces

(fok)(R)={s| fokose R} € J(dom(k)),

luego para 1gom ) existe g : dom(g) — dom(k) tal que 14omyog = g € (fok)*(R).
Luego (fok)og € R,obien, fo(kog) € Rconkog:dom(k)— dom(f).De
esta forma, R € JC().

A la topologia densa también se le llama topologia ——.

3.2. Gavillas sobre un sitio

Definicion 3.18. Sean C una categoria pequefia, J una topologia de Grothendieck sobre
Cy P :C%? — Set una pregavilla. Si S es una criba cubriente para un objeto C' en C,
es decir, S € J(C), una familia plegable para S de elementos de P es una funcién que
asigna a cada elemento f : D — C de S, un elemento z; € PD de tal forma que para
todog: E — DenC

Pg(xy) = x4y
Una amalgama de una familia plegable es un elemento x € PC' tal que para todo f € S:
Pf(z) =xy.

Definicion 3.19. Sea (C, J) un sitio de Grothendieck, P € Ob(Set®™) es una gavilla si y
s6lo si para cada C' objeto de C, cada familia plegable de cualquier criba cubriente .S de C
tiene una Unica amalgama.

Observacion 3.20. Se ha visto en capitulos anteriores que una criba S puede verse como
un subfuntor del representable YC' = Hom/(_, C). Entonces una familia plegable f — x;
para S puede verse como una transformacién natural S = P, dada por la asignacién

S(B) — PB

ff—)ZL‘f

Entonces una pregavilla P es gavilla si y s6lo si para cada C objeto de C y para cada
criba cubriente de C, cualquier transformacién natural S = P tiene una Unica extension
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a Y C como en el diagrama:

YC

En otras palabras, P es gavilla si y s6lo si para toda criba cubriente .S sobre C, la inclusién
S — Y (' induce un isomorfismo

Hom(S, P) =2 Hom(YC, P).

La expresion con diagramas de la definicién es como sigue: para cada C' € Ob(C) y
para cada S € J(C) el diagrama

PC — [ P(dom(f)) i; P(dom(g))
fes a fes

dom(f)=cod(g)

es un igualador de conjuntos.

Sea (C, J) un sitio. Las gavillas sobre (C, J) forman una categoria, donde los morfis-
mos son morfismos de pregavillas, es decir, transformaciones naturales. La categoria de
gavillas Sh(C, J) es una subcategoria plena de la categoria de funtores Set”.

Definicion 3.21. Un topos de Grothendieck es una categoria que es equivalente a la
categoria Sh(C, J) para algtn sitio (C, J).

Proposicion 3.22. Sean (C,.J) un sitioy F : I — Set®™ un funtor, si para cada i € I,
F(i) es una gavilla, entonces el limite de F' también es una gavilla.

Demostracion. Sea P = lim F (i) el limite en la categorfa Set“”, como vimos en capitu-
iel
los anteriores, esto implica que para cada objeto C' de C, P(C) = lim F (1)(C) y suponga-
iel
mos que para cada i € I, F'(i) es una gavilla. Sean C objetode Cy S € J(C), para cada i
tenemos el diagrama igualador

F(i)(C) =5 [ F()(dom(f)) ;’ F(i)(dom(g))
fES a fes
dom(f)=cod(g)
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Tomando el limite de todos estos igualadores tenemos de nuevo un igualador de la
forma

p
PC % HP(dom(f)) P(dom(g))
fes a fes
dom(f)=cod(g)

3.3. El funtor gavilla asociada

Dadas C una categoria pequefia y J una topologia de Grothendieck sobre C, el prop6si-
to de esta seccién es construir el adjunto izquierdo al funtor inclusién Sh(C, J) — Set¢™,
dicho adjunto es llamado el funtor gavilla asociada.

Sea P : C? — Set una pregavilla. Recordemos que P es separada si una familia
plegable tiene a lo mas una amalgama. Es decir, P es separada si y solo si para cada
objeto C en C, para toda S € J(C), para todo f € Sy para cualesquiera z,y € PC, si
Pf(xz) = Pf(y) entonces = = y.

Entonces una pregavilla separada satisface la condicion de unicidad de la definicién
de gavilla pero no necesariamente la existencia. En efecto, si P es separada, tomemos
una familia plegable {x; € P(dom(f))}ses para alguna cubierta S de elementos de P,
(S € J(C) para algtin objeto C' de C). Supongamos que existen z,y € PC amalgamas de
la familia, entonces para todo f € S, Pf(x) = zy = Pf(y). Como P es separada, esto
implica que x = y, es decir, la amalgama es tinica cuando existe.

Observacion 3.23. Si P es gavilla entonces para cualquier cubierta R de un objeto C,
una familia plegable {z};cr de elementos de P deben representar un tnico elemento
de P(C). Mas ain, si P es gavillay S € J(C) es un refinamiento de R, entonces la
subfamilia {x;} res que es una familia plegable para la cubierta S, debe representar al
mismo elemento de P(C).

En efecto, como P es gavilla, para la familia plegable {x} ;< g, existe un tnico x € PC
tal que para todo f € R, Pf(x) = x; y por otra parte, para la familia plegable {z,}es
existe un dnico y € PC tal que para todo g € S se cumple que P f(y) = x,; en particular,
paracada f € S C R, Pf(z) = xy = Pf(y), esto implica que = = y pues son tinicos con
tal propiedad.
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Dada una pregavila P : C°? — Set vamos a construir una nueva pregavilla P*. Vere-
mos que la pregavilla P" es separada y que P+ es gavilla si y s6lo si P es separada.

Definimos P* para cada objeto C' como :

P*(C)= lim Match(R,P)
REJ(C)

donde Match(R, P) denota el conjunto de familias plegables para la cubierta R de C'y
el colimite es tomado sobre todas las cribas cubrientes de C', ordenadas por la inclusién
inversa. Es decir, un elemento de P*(C') es una clase de equivalencia de familias plega-
bles de la forma {z} g con zy € P(dom(f)) y para cualquier k : dom(k) — dom(f),
Pk(zy) = i, donde dos familias plegables {z}rcr ¥ {y,}4es son equivalentes cuando
existe un refinamiento comin 7" C RN S con T € J(C) tal que paratodo t € T": xy = y;.

Entonces P tiene estructura de pregavilla , donde la restriccién para h : ¢ — C'en
C,
P*(h): PH(C) — P*(C")

esta dado por
Pr(h)({xs}rer) = {anp }prenr)-

Veamos que la restriccion esta bien definida sobre clases de equivalencia.

Primero note que {x } rcp=(r) s una familia plegable para 1*(R) criba cubriente de
(", yaque si tomamos f’ € h*(R), entonces hf' € R, luego x; estd en la familia plegable
{x¢}ter, entonces x,p € P(dom(f')) y ademds para cualquier g : dom(g) — dom(f’)
tenemos que hf'g € R, asi que Pg(zy ) = pprg.

Ahoratomemos x = {xs} rer Yy ¥y = {y, }4es familias plegables equivalentes y veamos
que P*(x) = P*(y), es decir, queremos ver que existe 77 € J(C") con T" C h*(R) N
h*(S) tal que para todo k € T” se cumple que ;. = ynr. Como = y y son equivalentes,
existe I’ € J(C) talque T'C RN Syparacadat € T, z; = y;. Entonces h*(T") € J(C"),
h*(T) C h*(RNS) = h*(R) N h*(S) y ademas si tomamos k € h*(T'), esto implica que
hk € T, luego xpr = ynr y asi

{znp}prensr) ~ {Ung' toen=(s)-
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Por otra parte note que la asignacién P > P* define un endofuntor en Set®”, pues
si tomamos P, () pregavillasy ¢ : P = () entonces se induce una transformacién natural
¢ . PT = Q7" de la siguiente forma: para cada objeto C' de C, ¢, : PTC — Q*C

de({zy € P(dom(f))}rer) = {Pdom(p)(xs) € Q(dom(f))}rer € QT C.

Es claro que la familia asignada es una familia plegable sobre R de elementos de () ya que
para f : dom(f) — C € R, si g : dom(g) — dom(f) entonces fg € Ry Pg(zy) = xy,
y como ¢ es natural se cumple que @uom(q)(Tfg) = Pdom(g)(Pg(x5)) = QG(Ddom(r) ().

Ademis la asignacién no depende del representante. En efecto, tomemos {zf} rer y
{y,}4es familias plegables equivalentes en P*C, entonces existe 77 C RN S con T €
J(C) tal que para todo t € T se cumple que x; = ;. Como ¢ es transformacién natural,
cada @gom () €s una funcion de P(dom(t)) en Q(dom(t)), 1uego daom(t)(Tt) = Paomt) (Yt)s
paracadat € T'. Asi

{@dom()(7) } rer ~ { Pdom(g)(Yg) }ges-

Por tltimo veamos que ¢* es natural. Tomemos i : C' — C'y X = {zf}scr un
representante en P*C'. Entonces

Q" h o ¢&(X) = QT h({bdom() (1)} rer) = {Pdom(p) (Tns)} prenr = ¢& 0 PTR(X).

También existe una asignacion candnica de pregavillas ) : P — P definida para cada
x € P(C') como la clase de equivalencia de la familia plegable ¢ (z) = {Pf(x)} fer.-

Observe que 7) es natural:

PTh(ner(x)) = PTh({P f(2)}rere,) = {P(Rf) (@)} prenon)
={Pf o Ph(z)}peic = {Pf(Ph(2))}rerc (3.1)
= n¢ o Ph(x).

Lema 3.24. 1. P es pregavilla separada siy sélo sin : P — PT es un monomorfismo.
2. Una pregavilla P es gavilla si y sélo sin : P — P* es un isomorfismo.

Demostracion.

1. Sean C' un objeto de C y x,y € PC tales que nc(z) = nc(y), es decir, para todo
f € te, Pf(x) = Pf(y). Como P es separada, lo anterior implica que x = y
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y asi ¢ es monomorfismo. Por otra parte, supongamos que 7 €s monomorfismo,
entonces para cada C' objeto de C,si S € J(C), f € S C teyx,y € PC son
tales que Pf(x) = Pf(y), es decir, nc(x) = nc(y) entonces x = y por ser nc
monomorfismo y asi P es separada.

2. Supongamos que P es gavilla. Como P es pregavilla, por (1) sabemos que 7 es mo-
nomorfismo. Veamos que 7 es epimorfismo. Sea C' objeto de C y tomemos {zf} rep
familia plegable en P*C'. Como P es gavilla, existe un tinico x € PC tal que para
todo f € R, Pf(x) = xy, entonces

no(r) = {Pf(z)}rete = {xs}er,

la tltima igualdad es de clases de equivalencia.

Ahora supongamos que 7 es isomorfismo y tomemos C objeto de C, S € J(C)y
{z ¢} ses familia plegable para S de elementos de P, como 7)¢ es epimorfismo existe
x € P(C)talque ne(x) = {z}ses. es decir, { Pf(2)} fer, = {2} ses, por tanto la
amalgama existe. Por ser 7 monomorfismo, P es pregavilla separada y por lo tanto
la amalgama es unica.

O

Lema 3.25. Si F' es gavilla y P es pregavilla, entonces cualquier morfismo de pregavillas
¢ : P = F' se factoriza de manera tinica a través de n) como en el diagrama.

P ép%
PN
F

Demostracion. Sea C' un objeto de C y tomemos un elemento de P*C' representado por
una familia plegable {z;}scp de elementos de P para alguna criba cubriente R de C.
Entonces, para cada h : dom(h) — C' € Rl la definicién de 7 nos dice que

ndom(h) (xh) = {Pk<xh)}k€tdom(h)'

Por otra parte, P*h({zs}rer = {xnp}pren (r). Como h € R entonces h*(R) = tiomn),
como {z}er es plegable tenemos:

Naom(n) (Tn) = {Pk(@n) Yoctypmu = {00} pren-r) = PTh({x4} rer). (%)
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De existir ¢ como en el diagrama, debe ser tal que gzgc({m ftfer) =y € FC de tal forma
que

Fh(y) = Fh(éc({zs} rer)) = baomm) (P h({x s} ser)) o Patom(n) Ndom(n) (Th))

= ¢dom(h) (xh)

Debe cumplirse (*) porque ¢ debe ser transformacién natural y (#x) es el tridngulo con-
mutativo del lema.

Note que {@aom(n)(®r) }rer es familia plegable de F' pues si g : dom(g) — dom(h)
entonces

(x%)
Fg(baomn) (1)) = Pdom(g) © Pg(Tn) =" Bdom(g)(Thg)

donde (xx) se cumple porque {x s} rep es familia plegable de elementos de P. Entonces,
como F' es gavilla, existe un tnico y € FC tal que Fh(y) = @aom(n)(2n), obteniendo
asi la transformacion natural deseada. 0

Lema 3.26. Para cualquier pregavilla P, P* es una pregavilla separada.

Demostracion. Sean C objeto de C, X = {z}ser,Y = {yslges € PTC tales que
PTh(X) = PTh(Y) para toda h € @ con () criba cubriente de C. Entonces para
toda h € @ tenemos que {Zns }pen () = {Yng toen(s), lo cual significa que existe
Ty, € J(dom(h)) tal que Ty, C h*(R) N h*(S) y paratodo t € Ty, zpr = Y-

Aplicando el axioma de transitividad (ii7’), T = {ht | h€ Qyt € T} C RNS esuna
criba cubriente de C'. Ademads para cada ht € T se cumple que ¢ € T}, luego xp = yns-
Por tanto, hemos visto que X ~ Y. O]

Lema 3.27. Si P es pregavilla separada entonces P es gavilla.

Demostracion. Tomemos una familia plegable de elementos de Pt dada por una cubier-
ta R € J(C) y elementos {Z}scr con Ty € PT(dom(f)), entonces para cada f € R,
Ty es una clase de equivalencia de familias plegables de elementos de P, es decir, un re-
presentante de 7 es de la forma {z,,},ecs, con zf, € P(dom(g)) para alguna cubierta

Sy € J(dom(f)).

Que {Z;}scr sea plegable significa que para cada h : dom(h) — dom(f) tenemos
que PTh(Zs) = T, como elementos de P+ (dom(h)), es decir,

{7 png Yoren(s,) ~ {Tsngleesn
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entonces existe una criba cubriente de dom(h), T, C h*(Sy) N Sy, tal que para todo
ke Tf7h ST fhk = Tfhk- (*)

Sea @ lacriba {fg | f € RAg € Sf}.Como R € J(C)y Sy € J(dom(f)), por
axioma de transitividad (iii"), Q € J(C).

Definimos una familia j € P+ para la criba () como:

Y ={Yrg}recq donde ys, =y,

Note que el hecho de que {7} 4es, sea familia plegable de elementos de P para la criba
Sy significa que z, € P(dom(g)) y paratodo h : dom(h) — dom(g): Ph(zy,4) = Ty gn-

Veamos que la definicién es independiente de la eleccién de la factorizaciéon f o g.
Supongamos que para f, f' € Ry g € Sy, g € S}, fg = f'g’. Aplicando (%) a los
morfismos ¢ y ¢’ respectivamente, obtenemos 7, y T}, cribas cubrientes de dom(g) =
dom(q'), luego Ty, N Ty , también estd en J(dom(g)). Sea k € Ty, N Ty , entonces

Pk(zyg) = Tpgh = Tpgn = Tpgp = Tprgr = Ph(zpg).

Las igualdades () y (*x) se dan porque {zf,}y {z o} son familias plegables.

Como P es separada por hipdtesis, lo anterior implica que z¢, = x4 4, entonces
Yrg = Yyp gy asi y estd bien definida.

Ademads 7 es una familia plegable de elementos de P para la criba () ya que cada
Ty = {xy4}ges, es familia plegable y para cualquier & : dom(k) — dom(h) se cumple
que
Pk(yn) = Pk(z14) = T 1k = Ynk,

por tanto § € P+C.

Afirmacién: y es una amalgama de la familia plegable dada {Z} scr.
Debemos ver que para cada f : dom(f) — C € R, PTf(y) = {ysntnepq y T5 =
{774} ges, representan al mismo elemento de P*(dom(f)). Note que Sy C f*(Q) ya que
Q={fg|feRNge S}, entonces para g € Sy, ysy = 4 por definicién de 7 y por
tanto, P* f(y) ~ Z;. De esta forma, § es una amalgama de {Z} fcp.

Como P es separada por el lema (3.26) la amalgama es tnica y asi P* es una gavilla.
O
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Ahora es facil deducir el siguiente teorema.

Teorema 3.28. El funtor inclusion i : Sh(C,J) — Set®” tiene adjunto izquierdo a :
Sett™ — Sh(C, J) llamado el funtor gavilla asociada.
Mas aiin, el funtor conmuta con limites finitos.

Demostracion. Basta con definir para cada pregavilla P,
a(P) = (PT)*.

Como vimos al inicio de la seccion , esta asignacion define un funtor y por los lemas (3.26)
y (3.27), (P*)* es una gavilla.

Por otra parte, el morfismo 1 : P — P definido anteriormente para C' objeto de C y
z € PC como ne(x) = {Pf(z)} et nos da un morfismo compuesto de P a la gavilla
a(P)
p . p+ Pt (PH)*
Aplicando dos veces el lema 3.25, esta composicion es universal entre las flechas de la
pregavilla P a una gavilla F'.

p—" . pt " (PHt =ioa(P)
| ~
’ -
x Y¢P+A/ /¢P++
F =i(F)

Por tanto, a es el adjunto izquierdo a la inclusién de gavillas en pregavillas donde la
composicion np+ o np es la unidad de la adjuncién.

Resta ver que el funtor gavilla asociada preserva limites finitos. Para ello, veamos que
la construccién P — P los preserva. Observe que para un objeto fijo C' de C, una criba
cubriente fija R € J(C') y para cualquier funtor P : I — Set®” de una categoria indexada
I a pregavillas se tiene que

Matche(R,lim P;) = 1im Matche(R, P;)
— —

Ya que para cada pregavilla por la observacion (3.20), se tiene un isomorfismo natural
Matche(R, P) = Set®” (R, P) y el funtor representable Hom(R, _) preserva limites.
Como P*C es definido como el colimite de Match sobre todas las cubiertas de C' or-
denadas por la inclusién inversa y este orden parcial es filtrado, por un resultado general
sabemos que colimites filtrados conmutan con limites finitos y por tanto P — P* preserva
limites finitos.

O
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Observacion 3.29. Notar que si partimos de P una pregavilla separada, entonces sélo es
necesaria una aplicacién de la construccién .

Por otra parte, si P es gavilla, la unidad de la adjuncién anterior es un isomorfismo
por el lema 3.24. Es decir, la composicién a o i : Sh(C,J) — Sh(C, J) es naturalmente
isomorfo al funtor identidad.

3.4. Algunas propiedades de la categoria de gavillas

En esta seccidn realizaremos las construcciones bésicas que hacen de la categoria de
gavillas sobre un sitio de Grothendieck un topos elemental.

En lo sucesivo, C es una categoria pequefia fija equipada con una topologia de Gro-
thendieck.

De la seccion anterior sabemos que Sh(C, J) tiene limites pequefos y ademas son pre-
servados por el funtor inclusién 7 que tiene por adjunto izquierdo al funtor gavilla asociada.

El objeto terminal 1 en Set®”” definido para cada objeto C de C como 1(C) = {0} es
una gavilla. En efecto, sea C' un objeto de C, S € J(C) y {xs}ses una familia plegable
para S de elementos de 1, entonces para cada f € S, z; € 1(dom(f)) = {0}. Es claro
que existe un tnico z € 1(C') = {0} tal que 1f(z) = .

Como un morfismo de gavillas ¢ : F' = G no es mas que un morfismo de pregavillas,
por la adjuncién i - a, ¢ es monomorfismo de gavillas si y s6lo si ¢ es monomorfismo de
pregavillas, es decir, que ¢ preserva y refleja monomorfismos. En el caso de epimorfismos
se sigue cumpliendo que ¢ : P = (Q es epimorfismo en Set®” siy sélo si para cada objeto
CenC, ¢¢c : PC — QC esepimorfismo. Sin embargo, no se cumple la propiedad andloga
para gavillas como veremos més adelante.

Otra consecuencia de la adjuncién es que todos los colimites pequefios existen en
Sh(C,J). Si para cada j € I con I un conjunto, F; es gavilla, primero calculamos el
colimite lim i(F}) en Set”, después hacemos el proceso de gavillificacién y obtenemos

_).

la gavilla asociada a este colimite a(lim i(F})). Finalmente usando el hecho de que adjun-
—
tos izquierdos preservan colimites obtenemos

a(limi(F;)) = lima o i(F;) = lim Fj.
— — —
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Ahora veremos que Sh(C, J) tiene exponenciales. Note que de existir dichos expo-
nenciales, deben construirse de la misma forma que los exponenciales de pregavillas,
es decir, si F'y G son gavillas y G¥" existe en Sh(C,.J) entonces debe cumplirse que
i(GF) = i(G) ),

Entonces, si suponemos que G es gavilla, como a - i y a preserva limites finitos,
dada una pregavilla P tenemos:

P = i(GF)
a(P) = GF
Fxa(P)=G
aoi(F)xa(P)=G
a(i(F) x P) = G
i(F) x P=1iG)
P =i(G)"™

~

Haciendo una aplicacion del lema de Yoneda (ver observacién 1.16) obtenemos i(G*")
(G,

Proposicion 3.30. Sean P, F objetos en Set®”. Si F es gavilla entonces la pregavilla
exponencial F'* también es gavilla.

Demostracion. En el capitulo 1 habfamos definido la pregavilla exponencial F'7 : C? —
Set para cada objeto C' de C como

FP(C)= NAT(YC x P, F).
SiT e NAT(YC x P, F) entonces para cada objeto D en C tenemos un morfismo
1p : C(D,C) x PD — FD

y que 7 sea natural significa que para cualquier h : £ — D y paratodo g € C(D,C)y
paratodox € PD

(Fhotp)(g,x) =T o (C(,C) x P)(h)(g,2) = Te(gh, Ph(x)). (3.2)
Como F'” es funtor entonces para f : ' — C' tenemos
FP(f): NAT(YC x P,F) — NAT(YC' x P, F)
entonces para T : YC' x P = F y paracada D objetode C,g € C(D,C")yx € PD
(FT()(1)plg,x) = p(fg, ). (3:3)
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@

(ii)

Veamos que la pregavilla F'* es separada si F' es separada. Sean C' objeto de C,
S e J(C)yr,0 € NAT(YC x P,F) tales que paratoda f : C' — C' € S se
cumple que F¥(f)(r) = FF(f)(o). Es decir, para cada D objeto de C y para todo
g € C(D,C")yx € PD tenemos que

(FPNO)plds2) = (F(f)(0))p(g )

o bien por (3.3),
mo(fog,x)=0op(fod, x)

Si en particular tomamos ¢’ = 1. entonces

Tcl<f, {L’) = Ucl(f, ZL’) (34)

paracada f : ' — C € Sy paracadaz € PC’.

Queremos ver que 7 = ¢. Para ello tomemos D cualquier objeto en C, un morfismo
k:D — Cyx € PDyveamos que 7p(k,x) = op(k,z). Observe que para todo
g € k*(5), kg’ € S entonces

(3.2) 34
F(g")(p)(k, ) "= Taom(g(kg', Pg'(2)) = Gaom(g)(kg', Pg'(x))
2 Ry (op)(k, ).
Como k*(S5) € J(D), g’ € k*(S5) y F es separada se sigue que
TD(k7 $) = JD(kv l’)

y como k y x son arbitrarios podemos conlcuir que 7 = o.

Ahora probemos que el exponencial F'” es gavilla si F lo es. Note que solo nece-
sitamos ver que existen las amalgamas de familias plegables pues por la parte (i)
tenemos la unicidad.

Tomemos S € J(C') y supongamos que para cada f : D — C' € S tenemos una
transformacién natural 77 : YD x P = F' de tal manera que {7} fcs es una familia
plegable de elementos de F'*', esto significa que para cada g : E — D,

F(g)(71) = 7rg,

por tanto por (3.3) paracadah: E' - Eyx € PE'

Trg(h, x) = FP(g)(Tf)(h,x) = 7¢(gh, x). (3.5)
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Para encontrar una amalgama de {7} sc s construiremos a partir de la cubierta S una
transformacion natural 7/ : YC' x P = F* tal que paratodo f : D — C € Sel
siguiente diagrama conmuta:

YDxP-2-F (3.6)

foll Ln

YC x P—=F*

Tomemos B un objetode C, k : B — C'y x € PB 'y definimos

Ti%’(kvx) = {Tkh(la Ph(x))}hek*(S)‘

Afirmacion: 75(k, z) es una familia plegable de elementos de F' para la cubierta
k*(S) de B.

En efecto, tomemos h € k*(S) y consideremos cualquier morfismo m tal que hm
esté definido, entonces

(32)

Fm(mn(1, Ph(z))) = k(1 0o m, Pm(Ph(x))) = 1in(m, P(hm)(x))

2 T (1, P(hm) ().

De esta forma 7’ estd bien definida. Por otra parte, es claro que 7’ es una transfor-
macion natural. Tomemos m : D — D', g : D' — C'y x € PD' entonces:

Frmotp(g,2) = Fm({7yn(1, Ph(x)) }reg-s)
= {Tgmw (1, P(mI(2))) }wem=(g-s)
= Tp(gm, Pm(z))
=150 (Ym x Pm)(g,x)

y por tanto 7’ es natural.

Como F es gavilla, n) es isomorfismo, entonces n~' o 7/ € NAT(YC x P, F).
Mais aun, el diagrama (3.6) conmuta. Sea f : D — C' € S entonces f*S = ip.
Entonces para cualquier objeto B en C y cualquier elemento k € Hom(B, D)y
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x € PB tenemos que:

o(Yfx1)(k,x)="7"(fk x)
= {7pn(1, Ph(2)) bne(smys

Y (1, Ph(x)) Yrers
2 {7 (h, Ph(2)) Yners
L Fh(rii(1,2)) b hets

= n((1, 7))
=1no TF(]{}, (L’),

se cumple (x) porque (fk)*(S) = k*(f*S) = k*(tp) = tp pues k € tp.
Asf se tiene que (3.6) conmuta y con esto hemos probado que ! o 7’ es una amal-
gama para la familia plegable dada.

O

Ejemplo 3.31. Sea A un algebra de Heyting completa y F, GG gavillas sobre A. Sia € A
entonces el ideal generado por a

l@={beA|b<a}

considerado como una categoria tiene una topologia de Grothendieck heredada de A, en
la cual cubiertas son supremos. Mds atin, /'y GG se restringen a gavillas F' [, y G [, sobre
I (a).

El exponencial G* es la gavilla sobre A con elementos las transformaciones naturales
7 : Hom(_,a) x F = G.Como Hom(b,a) = () a menos que b < a en cuyo caso es un
conjunto de un elemento, 7 es una familia de funciones 7, : F, — G}, una por cada b < a
y es natural en b.

En otras palabras, G es la gavilla tal que G¥'(a) = Hom(F |,,G |) donde Hom es el
conjunto de transformaciones naturales en Sh(] (a),.J). Notar ademas que | (a) es un
aHc.

3.5. Clasificador de subobjetos para sitios

Considere un sitio arbitrario (C, J). Recordemos que para una criba M sobre un objeto
Cyunaflecha f: D — C,

f € M siysoélosi f*M es la criba maximal sobre D.
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Definicion 3.32. Una criba M es cerrada para .J siy solosi paracada f : D — C'enC,
M cubre f implica que f € M;
o equivalentemente, paracada f : D — C,
f*M ={h:E — D| fh € M} cubre D implica que f € M.

Observacion 3.33. La nocion “ser criba cerrada” es estable bajo productos fibrados en el
sentido de que para cualquier criba M sobre C'y cualquier morfismo h : B — C,

M es cerrada implica que h* M es cerrada.

En efecto, supongamos que ~* M cubre un morfismo f : D — C'enC, es decir, f*(h*M)) €
J(D),obien (ho f)"(M) € J(D), esto significa que M cubre ho f y como M es cerrada
se sigue que hf € M, o equivalentemente, f € h*M y por tanto h*M es cerrada.

Con lo anterior, podemos definir un funtor €2 : C°? — Set tal que para cada objeto C,
Q2(C):= El conjunto de todas las cribas cerradas sobre C'

y cuya restriccién para cualquier morfismo h : B — C' estd dada por
Qh:QC — QB
M — h*M

Observacién 3.34. Para una criba dada S sobre un objeto C' construimos una criba S

sobre C' como sigue: B
S ={h|cod(h)=C'yS cubre h}

Notar que S es una criba. Tomemos h € Sy g : dom(g) — dom(h). Por axioma de
estabilidad (iia), como S cubre h, S cubre la composicién hg, por tanto hg € S y asi S es
criba.

Ademis, S es cerrada. Supongamos que S cubre un morfismo g, de la definicién de S se
sigue que S cubre toda flecha de S, aplicando el axioma de transitividad (iiia) para flechas
se sigue que S cubre g, por tanto, g € S.

Por tltimo, S es la criba cerrada mas pequefia sobre C' que contiene a S. Es claro que
S C S ya que si tomamos f € S entonces f*S es la criba maximal sobre dom(f), por
tanto, S cubre f y de esta forma f € S. Ahora tomemos 7' otra criba cerrada sobre C' tal
que S C Ty f €S, entonces S cubre f, es decir, f*S € J(dom(f)). Como f*S C f*T
entonces f*T" € J(dom(f)), es decir, T cubre f y como 7' es cerrada, esto implica que
feT.Asi,SCT.
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Por lo anterior, S es llamada la cerradura de S.

Observacion 3.35. La operacion cerradura es natural en el sentido de que para todo g :
D —C,

975 = g"(9)
En efecto, como S C S, g S C g*g y comoS es cerrada entonces g*S es cerrada, luego
g*S C ¢*S. Por otra parte, si f € ¢*S entonces gf € S, luego S cubre gf, o bien, g*S
cubre f yasi, f € g*S.

Lema 3.36. La pregavilla §2 es una gavilla.

Demostracion.

= () es separada. Sean C' un objetode C, S € J(C)y M, N € QC tales que para toda
g € S,Q¢(M) = Qg(N), es decir, g* M = ¢g*N. Entonces M NS = NN S, ya
que si h € M NS, entonces h*M = h*N es la criba maximal sobre dom(h), lo cual
implica que h € N N S. Se verifica de manera andlogaque NN.S C M N S.
Veamos que M C N. Sea f € M, entonces M cubre f pues f*M = tyom(s) €
J(dom(f))y S cubre f por el axioma (ii) de estabilidad, entonces M N S cubre f.
Pero M NS =NNS C N,luego N cubre f y por tanto f € N pues N es cerrada.
Siguiendo un argumento similar se muestra que N C M y asi M = N. Por tanto, 2
es separada.

= Veamos que familias plegables de (2 tienen amalgamas. Sean S € J(C)y {M; €
1D} ses familia plegable de cribas cerradas, es decir, g*(My) = Qg(My) = My,
para cada f € Sy para cada g que pueda componerse con f. Consideremos la criba

M={foglge M;yfeS}

entonces M no necesariamente es cerrada pero afirmamos que M es la amalgama
requerida para { My} fes.

e Paracada f € S, f*M = Qf(M) = M;. En efecto, note que si g € M;
entonces fg € M y por tanto, g € f*M. Por otra parte, si tomamos g € f*M
tenemos que fg € M, luego, existen f' € Sy ¢’ € My tales que fg = f'g.
Esto implica que My, = My, siy sélosi, g*(My) = ¢"*(My). Pero g’ € My
entonces ¢'* (M) es la criba maximal, por tanto, g* (M) es la criba maximal
y asi, g € Mj.

e Qf(M) = f*(M)= f*M = M; = M; porque M; es cerrada.
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Asi, M es una amalgama de {M;} fcs.
]

Lema 3.37. Sean F' una gavilla sobre C y G C F un subfuntor de F. Entonces G es
gavilla si y solo si para cada objeto C de C, para cada x € F'C'y para toda cubierta S de
C se cumple que:

siparatoda f : D — C € S, Ff(z) € GD entonces x € GC.

Demostracion. Si suponemos que G es gavilla 'y tomamos C' objetode C, x € F(C, S €
J(C) tales que paratoda f : D — C € S, Ff(x) € GD, entonces {F f(z)}ses es una
familia plegable de elementos de G para la cubierta S, ya que si tomamos g : £ — D,
como F'f(z) € GD se cumple que

Gg(Ff(x)) = Fg(F[(z)) = F(fg)(x).

Entonces existe un tnicoy € GC' C F(C'talque paracada f € S,Gf(y) = Ff(z) € GD.
Pero Gf(y) = Ff(y) paracada f € S, luego F'f(x) = F f(y) paracada f € S, lo cual
implica que x = y porque F' es separada y por tanto = € GC.

Reciprocamente, si ahora tomamos una familia plegable de elementos de G, {zf € GD |
f: D — C € S}, entonces también es una familia plegable de elementos de F' pues
G C F ycomo F es gavilla, existe un tnico x € F'C tal que paracada f € S, F'f(z) =
xy € G'D, entonces por hipétesis, x € GC'y por tanto, G es gavilla. ]

Observacion 3.38. Para cada objeto C, la criba maximal ¢ es cerrada, ya que si ¢ cubre
f entonces f*(tc) € J(dom(f)) pero f*(tc) es la criba maximal de dom(f), siy sdlo si,

f ete.
Entonces, para todo g : D — C, g*(t¢) = tp.

Con lo anterior podemos definir una transformacién natural v : 1 = ) tal que para
cada C objeto de C
vo 10 = {x} —» QC

>I<I—>tc

Proposicion 3.39. La transformacion natural v : 1 = ) es un clasificador de subobjetos
para la categoria Sh(C, J).

Demostracion. Sea F' una gavilla sobre C y G C F una subgavilla. Proponemos una
funcién caracteristica x¢ : F' = () definida para cada objeto C'y x € F'C' como:

(Xa)o(@) ={f: D = C| Ff(x) € GD}.
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Note que (x¢)(x) es una criba cerrada sobre C. En efecto, tomemos g : D — C tal
que g*((xe)o(x)) € JD. Veamos que g € (xg)c(z). Como G C F, para el objeto D y
Fg(x) € FD,yparacada f : E = D € ¢g*((xa)o(x)), se cumple que Ff(Fg(x)) =
F(gf)(z) € GE porque gf € (xa)c(x). Aplicando el lema (3.37) se tiene que Fg(x) €
GD.

Mais atin, y¢ es transformacion natural. Sea g : B — C morfismo de C, entonces tenemos
que:

f€(xe)p(Fy(z)) siysolosi  Ff(Fg(z)) € G(dom(f))
siysolosi  F(gf(x)) € G(dom(f))
siysolosi  gf € (xa)o(2)
siysolosi [ € g"(xa)o(2))
siysolosi f € Qg((xa)o(x))

Resta verificar que cumple la condicion del producto fibrado
G
F

Note que € GC siy s6lo si (xa)o(x) = te pues F(l¢)(x) = G(1¢)(x) € GC, por
tanto, 1o € (x¢)o(2). De esto se sigue que el cuadrado de la derecha conmuta. Ademads
por la equivalencia anterior Y es Unica, ya que para cualquier f : D — C',x € GC' siy
solo si

— es decir, para cada objeto C GC ——1 = {x}

1
Q FC—— QC

3
XG (X6)e

tp = [*(tc) = Qf(tc) = Qf((xe)c) (@) = (xe)p(F f(2)),
siysélosilp € (xag)p(Ff(x)),siysdlosi Ff(x)=F(1p)(Ff(x)) € GD, siy sélo si
f € (xe)e(). O

3.6. Subgavillas

Sean (C,J) un sitio fijo y Sh(C,J) el topos de Grothendieck asociado. Para cada
gavilla £/ : C? — Set, sea Sub(E) el conjunto de subobjetos de £ en Sh(C, J). Entonces
cada A € Sub(F), puede representarse de forma tnica por un funtor A : C? — Set tal
que

(i) Para cada ojeto C'de C, AC C EC.
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(ii) Para cada h : C' — C morfismo de C, Ah : AC — AC" es la restriccion de Eh a
ACy AC".
(iii) Para cada objeto C' de C, cada cubierta S de C'y cada e € EC se cumple que:

siparacada f : D — C € S, Ef(e) € AD entonces e € AC.

Los subobjetos de £ son ordenados en la forma usual, esto es, para A, B € Sub(E),
A < B siy sdlo si para cada objeto C : AC' C BC.

Notar que F es el elemento mds grande de Sub(E). Ademds, si A y B son subobjetos
de E, podemos definir el infimo de A con B en cada objeto C' como:

(AN B)(C) = A(C) N B(C)

y para cualquier familia { A, },c; de subobjetos de F tenemos
(/\ A)(C) = ﬂAi(O) € Sub(E).

Sabemos que los supremos pueden describirse en términos de infimos de la siguiente forma

\/ Ai= \{B|Vi: A CB}.

Sin embargo, para el presente caso de Sh(C, J) también podemos describir explicitamente
a los supremos de la siguiente forma. Para C' objetode Cy e € E(C),

ee(\/A)(C)siysolosi{f:D—C|3iel:Ef(e)eA(D)}eJ(C) (BT

Note que para cualquier g : C' — C,e € (\/, 4;)(C)siysélosiS ={f:D—C|3ie
I:Ef(e) € A(D)} € J(C), por axioma de estabilidad esto implica que g*(S) € J(C),
pero
g (S)={h:D—=C"|gheS}
={h:D—C"|3el:E(gh)(e) e A(D)}
={h:D—=C"|3iel: Eh(Eg(e)) € A;(D)}

entonces Fg(e) satisface el lado derecho de (3.7) y asi podemos definir

(V/ 4)()() = Egle) € (\/ 4)(C)
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y con esto es claro que \/; A; es subfuntor de E.

Finalmente veamos que \/ ; A; cumple (iii). Para ello, tomemos un objeto C, una cubierta
R e J(C)ye € ECtalesque paracada g : C' — C € R, Eg(e) € (\/;A4)(C") y
veamos que e € (\/, A4;)(C), estoes, veamosque S ={f: D = C | e l: Ef(e) €
A,(D)} € J(C). Note que para cada g : C' — C € R, g*(S5) € J(C"), pues por hipétesis
Eg(e) € (V; A;)(C"), aplicando el axioma de transitividad tenemos que S € J(C).

De lo anterior tenemos que \/, A; es un subobjeto de £y ademds cumple que para cada
objeto C'y paracadai € I, A;(C) C (\/, 4;)(C) pues sie € A, (C) para algiin i, € I, se
tiene que

tc={f:D—>C|Ef(e) e Ai,(D)} C{fp—C|Jiel:Ef(e) € Ai(D)} € J(C)

y con esto, e € (\/, A;)(C). Hemos probado que para cadai € I, A; < \/, A;. Ademas
es el subobjeto de E mas pequefio que cumple la propiedad de ser mayor que cada A;, ya
que si G € Sub(F) es tal que para cadai € I, A; < G, entonces para cada objeto C, si
ee (\V;A4)(C),estoimplicaque S ={f: D —C|Jiel:Ef(e) € Ai(D)} € J(C),
luego para cada f € S, existe algtin iy € I tal que Eg(e) € A; (D) C G(D), aplicando
la condicién (iii) a G se tiene que e € GC. Asi, \/, A; < Gy de esta forma \/, A; es el
supremo de los A;.

Con lo anterior tenemos que Sub(F) es una reticula completa

Proposicion 3.40. Dada cualquier gavilla E sobre un sitio (C, J), la reticula Sub(E) de
todas las subgavillas sobre I, es un dlgebra de Heyting completa.

Demostracion. De los comentarios previos ya tenemos a los supremos e infimos definidos.
Veamos que se cumple la ley distributiva. Sean {A; };c; C Sub(E)y B € Sub(FE), veamos
que

BA(\A)=\/(BAA).
Sean C' un objetode Cy e € E(C) talque e € BC' N (\/; A;)(C). Entonces
S={f:D—->C|Jiel:Ef(e) € Ai(D)} € J(C).
Luego, para cada f € S, existe iy € [ tal que E(f)(e) € (B A A;,)(D), asi,
SC{f:D—C|Fel:Ef(e)e(BNA)D)} e JO),

conlocuale € \/.(B A A4;)(C).
Ahora tomemos e € E(C) talque e € \/ (B A A;)(C), por definicién tenemos que

S={f:D—=C|Jiel:Efe)e (BAA)D)}eIO).
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Entonces para cada f € S, Ef(e) € BD y existe algtin iy € I, tal que Ef(e) € A; (D).
Porque B es subgavilla de E se obtiene de (iii) que ¢ € BC'y ademas S C {f : D — C'|
Jiel:Ef(e) € Ai(D)} € J(C), es decir, también se tiene que e € (\/, 4;)(C).

Por tanto, la reticula distributiva completa Sub(F) es un dlgebra de Heyting definiendo
“=" como sigue. Dados A, B € Sub(FE), C objetodeCye € EC,

e€ (A= B)(C)siysolosiparacada f : D — C, Ef(e) € AD implica que
Ef(e) € BD.

Por la forma en que se ha definido “= " se cumple para cada objeto C' que (A = B)(C') C
EC. Entonces sea f : D — Cye € (A = B)(C), luego e € EC y definiendo
(A= B)(f)(e) = Ef(e) € ED veamos que E f(e) € (A = B)(D). Para ello tomemos
g: D — Dtalque Eg(Ef(e)) € AD', entonces fg : D' — C'y E(fg)(e) € AD"y
como e € (A = B)(C) se tiene que E(fg)(e) € BD', es decir, Eg(Ef(e)) € BD'y de
esta forma Ef(e) € (A = B)(D). Con esto tenemos que A = B es subfuntor de E.

Veamos ahora que A = B satisface (iii). Tomemos C' objeto de C, una criba S € J(C)
y e € EC'y supongamos que para cada f : D — C' € S se cumple que Ef(e) € (A =
B)(D). Queremos ver que ¢ € (A = B)(C).Seag : " — C tal que Eg(e) € AC"y
veamos que Fg(e) € BC'. Por el axioma (ii) de estabilidad tenemos que ¢*S € J(C"). To-
memos h : D — C' € g*S, es decir, gh : D — C € S, luego E(gh)(e) € (A= B)(D),
lo cual implica que para 1, : D — D, E(gh)(e) = E(1p)(E(gh)(e)) € BD pues
Eh(Eg(e)) = Ah(Eg(e)) € AD. Hemos visto que para cada h : D — C" € ¢*S se
tiene que Eh(FEg(e)) € BD, aplicando (iii) para el subobjeto B de E conlcuimos que
Eg(e) € BC'.

Por tanto, A = B es un subobjeto de F.
Ahora veamos que “ =" describe la operacion implicacion en Sub(FE) y para esto
basta con probar que cumple la propiedad que caracteriza a la implicacién en un dlgebra
de Heyting: para A, B, U € Sub(FE)

U< (A= B)siysolosiUNA<B.

Sea C objeto de C y supongamos que UC' C (A = B)(C). Tomemos e € UC N AC
y veamos que e € BC. Como e € (A = B)(C), para 1¢ : C — C se cumple que
E(1l¢)(e) = 1gc(e) = e € AC, luego e € BC. Por tanto, U A A < B.

Ahora supongamos que UC' N AC' C BC'y tomemos e € UC. Debemos ver que e €
(A= B)(C).Sea f : D — C tal que Ef(e) € AD. Note que para D objeto de C,
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UD N AD C BD, entonces para e € UC se cumple que Ef(e) = Uf(e) € UD. Por
tanto, Ef(e) e UDNAD C BD ydeestaformae € (A= B)(C). O

Ejemplo 3.41. Sea A un dlgebra de Heyting completa con la topologia de Grothendieck
natural y considere el topos Sh(.4). Una subgavilla del objeto terminal 1 es un funtor
F : A — Set tal que para cada a € A, F(a) C 1(a) = {0}. Mas atn, F es tal que si
una criba {a; };c; cubre un objeto a € A, es decir, a = V{a;};cs, entonces para 0 € 1(a)
se cumple que si para cadai € I, 1(a; < a)(0) = 0 € F(a;) entonces 0 € F'(a). Asi que
F queda completamente determinada por s = V{a | 0 € F(a)} y la asignacién s — F
nos da el isomorfismo A = Sub(1).

Por tanto, cada dlgebra de Heyting completa puede ser descrita como una reticula de
subobjetos en un topos de Grothedieck.

Ahora consideremos un sitio arbitrario (C, J). Si E es una gavilla sobre C, el elemento
minimal 0 € Sub(E) no necesariamente es el funtor vacio pues este funtor no siempre
es una gavilla, ya que puede darse el caso en que un objeto C' tenga una cubierta vacia,
es decir, ) € J(C), entonces una familia plegable de elementos de E para la cubierta (),
es una funcién definida sobre el conjunto vacio, es decir, hay s6lo una funcioén que es la
funcidn vacia y por vacuidad es plegable.

Sin embargo, para el funtor vacio () : C°? — Set, no hay algiin elemento que sea amalgama
para la familia () y por tanto, este funtor no es gavilla.

No obstante, para una gavilla dada E sobre Sh(C,J) y un objeto C, § € J(C) implica,
por la existencia de la amalgama unica, que existe exactamente un elemento x € EC),
entonces el subfuntor 0 : C°? — Set definido para cada objeto C' como:

{x e EC} sihe J(C)
0(0):{ 0 sif) ¢ J(C)

es una gavilla y es la subgavilla de £/ mas pequena.

Si ahora consideramos cualquier subgavilla B de una gavilla dada F, por definicidn,
su pseudocomplemento —5 es la subgavilla mas grande U de E tal que U A B = 0, es
decir,

=B =\/{U € Sub(E) [UNB=0}=B=0

Entonces — B puede describirse explicitamente para cada C' objeto de C y para cada = €
EC,

x € "BC'siysdlosiparatoda f : D — C, Ef(x) € BD implica que ) € J(D).
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Ejemplo 3.42. Consideremos el caso especial de la topologia densa. Recordemos que la
topologia densa se define para S criba sobre C":

SeJ(C)siysolosiVf: D — C,3g: E— D tal que fg € S.

Note que la familia vacia nunca es densa asi que en este caso, dada una gavilla F el
elemento minimo de Sub(E) 0 es el funtor vacio. Por tanto, si B es una subgavilla de la
gavilla F, 1a subgavilla = B puede ser descrita para cualquier objeto C' de C por

-BC ={x € EC | paratodof : D — C,Ef(x) ¢ BD}.
Ahoraseazr € EC'y
S:={f:D—C|Ef(x) e BDoEf(z) € -BD}.

Entonces S, es densa debajo de C, ya que si tomamos cualquier morfismo f : ¢’ —
C',entonces, o existe g : D — C" tal que E(fg)(x) € BD yconesto fg € S,, o bien, para
todog: D — C', E(fg)(z) ¢ BD, es decir, Ef(z) € ~BC"y por tanto, f € Sz. Por
tanto, S, es densa por debajo de C'. De lo anterior se cumple que BV B = E. En efecto,
sea C' un objeto de C, veamos que £C' C BC'V —~B(C'. Tomemos x € EC, entonces como
acabamos de ver, lacriba S, = {f : D — C | Ef(x) € BD o Ef(x) € ~BD} € J(C),
estoes,x € BCV-BC C EC.

Asi que en este caso, Sub(E) es un dlgebra Booleana y por tanto, el topos Sh(C, ——) es
un topos booleano.



Capitulo 4
Logica Categorica

En este capitulo interpretaremos un fragmento de la 16gica de primer orden de tipos
multiples en categorias regulares, llamado fragmento regular o 16gica regular, que estric-
tamente hablando se refiere s6lo al fragmento 3 — A de la 16gica de primer orden pero ex-
tenderemos esta interpretacion a una légica de primer orden plena. Dicha extension puede
hacerse en cualquier categoria regular C en la cual la reticula de subobjetos de cualquier
objeto C, Sub(C'), sea un dlgebra de Heyting, como lo son las categorias trabajadas en los
capitulos previos.

Definicion 4.1. Una categoria C es llamada regular si cumple las siguientes condiciones:

1. C tiene todos los limites finitos,

2. Para cada flecha f, si

Po X

A
P1l f

es un diagrama de producto fibrado, entonces existe el coigualador de pg y p;.

3. Los epimorfismos regulares (coigualadores) son estables bajo productos fibrados,
esto es, es un cuadrado de producto fibrado

si f es epimorfismo regular entonces a lo es también.

91
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4.1. Interpretacion del lenguaje de primer orden

Un lenguaje £(S) (o simplemente £) consta de un conjunto S (Illamado en ocasiones
signatura) de tipos bésicos 5,7, ..., una coleccién numerable :pf ) :pf , ... de variables de
tipo S para cada tipo, simbolos funcionales f : Sy,...,.5, — Sy simbolos relacionales
R C 5, ..., 5,. Los casos n = ( para simbolos funcionales las pensamos como constantes
¢ de tipo Sy para simbolos relacionales como proposiciones atémicas. A continuacién
definimos recursivamente los términos de tipo S'y férmulas.

Definicion 4.2. Los términos de tipo S se definen como:
(i) z° es un término de tipo S si ° es una variable de tipo S.

(ii) Sit4,...,1t, son términos de tipo S, ..., S, respectivamente 'y f : Sy, ...,.5, — Ses
un simbolo funcional del lenguaje, entonces f(t1, ..., t,) es un término de tipo S.

Las formulas se definen por:
(i) La constante “verdad” T es una férmula.
(i1) Sity s son términos del mismo tipo entonces ¢t = s es una férmula.

(i) Si R C S5y, ..., S,, es un simbolo relacional y ¢4, ..., t,,, son términos de tipo Sy, ..., Sy,
respectivamente, entonces R(t1, ..., t,,) es una formula.

(iv) Si ¢y ¢ son férmulas entonces p A ¥, p V ¥, o — 1 'y @ son férmulas.

(v) Si ¢ es una férmula y 2° es una variable de tipo S, entonces Jz°p y V2°p son
férmulas.

Para una férmula ¢, F'V () denota el conjunto de variables libres de . Una teoria T
formulada en £(S) es un conjunto de implicaciones ¢ = 1 donde ¢ y v son formulas del
lenguaje.

Una interpretacion de dicho lenguaje en alguna categoria regular C, se define esco-
giendo para cada tipo .S un objeto ||S|| de C, para cada simbolo funcional (f : Sy, ..., S, —
S) del lenguaje, una flecha || f|| : ||S1]| x ... X [|Su|| — ||S]| en C y para cada simbolo
relacional (R C S, ...,.S,,) un subobjeto || R|| de ||.S1|| X ... X ||Si||- Con esto, definimos
interpretaciones ||¢|| para términos ¢ y ||| para férmulas ¢ como sigue.

Haremos ||FV (1) = ||S1|| X ... x ||S,|| si FV(t) = {23, ..., 25"} y de igual forma
para ||F'V (p)||, tomando una copia de ||S|| para cada variable de tipo S. Si FV (t) = ()
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entonces ||F'V (t)|| = 1 el objeto terminal de la categoria.

Definicion 4.3. La interpretacién de un término ¢ de tipo S es un morfismo ||¢|| : || FV (¢)| —
||.S]| definido bajo las siguientes condiciones:

S

@) [

(ii) Dados [|t;|| = |FV ()| — |IS:|| parai € {1,...,n} y un simbolo funcional (f :
S1y ey Sp = S5) j (t1,...,t,)|| es el morfismo

(E)q 171
IEV (f(tr, s ta)) Il = TT1ISE == 11S]

donde cada ¢; es la composicién

IEV (f(t1, - ta)| = [|FV (5] 224 1155

en donde 7; es la proyeccion adecuada correspondiente a la inclusion F'V(t;) C
FV(f(t1,....tn)).

Definicion 4.4. Interpretaremos las férmulas ¢ como un subobjeto ||| de || F'V (¢)|| como
sigue:

(1) ||'T|| es el subobjeto maximal de ||’V (T)|| =1,
(i) ||t = s|| = [|[FV(t = s)| es el igualador de
IEV@l -

IFV(t=s) — IFV (s)] — —— |7

(iii) Para un simbolo funcional (R C Sy, ...,.S,,) y términos t1, ..., t,, de tipos Sy, ..., Sy,
respectivamente, sea ¢ : ||FV (R(t1,...,t))| — [~ [|S:]| la composicién

i AR
IFV (R(ty, ..t — JTIFV == TT IS
=1 =1

Entonces ||R(t1, ..., tm)|| = ||[FV (R(t1,...,tm))|| es el subobjeto (¢)*(|
do por producto fibrado a lo largo de .

), defini-
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(iv)

v)
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Si tenemos ||| — |FV ()| y [[]| = [[FV ()|l 'y

IFV (e A = [FV(¢)]

T

1EV ()]

son las proyecciones adecuadas, entonces

I A= w1l l) Ams i) en Sub([EV (e A))
It V)l = mi(llell) v w3 (ll]]) en Sub([FV (e A )]

It = D)l = =i (llell) = m5(l]]) en Sub(|FV (e AP)])
=l = llell = T en Sub(|[EV()]])-

Observe que FV(p AY) = FV (e V1) = FV(p — ).

Si tenemos ||| — [|[FV(9)]| y la proyeccién 7 : ||[FV ()| — |[|[FV (3x%¢)|,
sea | F'V' ()] el producto de las interpretaciones de los tipos de las variables en
FV (o) U {z%}, es decir, si ° ocurre libre en o, [|[FV'(0)| = [|[FV (v)]||, si 2° no
ocurre libre en ¢ entonces || F'V'(¢)|| = [|[FV (v)]| x [|5]-

Escribimos 7' : ||[EV'(@)|| = ||[FV ()]

Entonces tomamos ||3z%¢|| — || FV (325p)| como la imagen de la composicién

(@) (lel) = IFV' ()| == |FV (325¢)|

V2"l = aw ((7)* (Nl 2])).

Biésicamente, una férmula ¢ es verdadera bajo esta interpretacion si p — [|[F'V (p)]| es
el subobjeto maximal. Como hemos formulado la l6gica en términos de secuentes, resta
definir cuando un secuente es verdadero bajo la interpretacion.

Definicion 4.5. Un secuente etiquetado es una expresion de la forma ¢ F, ¢ o, ¢,
donde ) y ¢ son las férmulas del secuente, aunque ) puede no aparecer y ¢ es un conjunto
finito de variables que incluyen todas las variables que ocurren libres en una férmula del
secuente.
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Sea||o|| = ||S1]| X ... x||Sn sic = {3, ..., x5 }. Se tienen las proyecciones ||| —Z
|FV ()| y en caso de que exista 1 se tiene ||o|| —= ||FV ()| Decimos que el secuente
1 F, ¢ es verdadero para la interpretacion si

()" ([191) < ()" (lleell)

como subobjetos de ||o||, y F, ¢ es verdadero si (74)*(||¢]|) es el subobjeto maximal de
ol

Decimos ademds que ¢ es verdadera si -y () o es verdadera.

En la siguiente seccion veremos lo que esto significa en el topos Sh(C, J) en términos
de una definicién de “forzamiento”.

Definicion 4.6. Dado un lenguaje, un conjunto 7" de secuentes etiquetados de dicho len-
guaje es llamado una teoria si y solo si se cumplen las siguientes condiciones (los parénte-
sis que encierran una férmula ¢/ indican que ) puede estar o no presente):

(i) F TestaenT,
. x = x estd en T" para cada variable x,
T =y, y =z estden T para variables x, y del mismo tipo,
(x =y) N (y = 2) F{ay.-} © = z estden T para variables z, y, z del mismo tipo,
R(x1, ... %m) Fiay,zmy R(@1, .. 2y) estden T,

(ii) Si (¢) F, @ estden T entonces (¢) F, @ estd en T siempre que o C T,

(iii) Si () F» pestaen Ty FV(¢) C o entonces (YA)p =, ¢y ¢(AY) b, ¢ estdn en
T,

(iv) Si (¢¥) F, ¢y (¥) by ¢ estdn en T entonces () F, ¢ A pestaen T,

(v) Siy bk, pestdenT y x es una variable que no aparece en ¢ entonces 37 gy () ©
estaen T,

(vi) Six apareceen ¢y (v0) F, @[t/x] estd en T entonces (¢)) -, Jxp estaen T,

Si  no aparece en ¢, (¢) F, ¢y (¥) b, Jz(x = ) estan en T, entonces (¢) -,
JrpestaenT,
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(vii) Si (¢) F, pestd en T entonces (Y[t/x]) Fo\(myurv) @[t/z] estien T,
(viii) Si () b, [t/z]y (¥) F, t = s estan en T entonces (¢) b, ¢[s/x] estaen T,
(ix) Si(¢¥) F, @y ¢, ¢ estan en T entonces (1)) -, ¢ estaen T’

Podemos ver cada una de las condiciones anteriores como una regla y una teoria es un
conjunto de secuentes cerrado bajo cada una de estas reglas. Por tanto, la interseccion de
cualquier coleccion de teorias es una teoria, esto hace que tenga sentido hablar de la teoria
generada por un conjunto de secuentes .S,

[S] =n{T | T es una teoriay S C T'}.

Teorema de Robustez 4.7. Supongamos que 7" = [S] y todos los secuentes de S son
verdaderos bajo la interpretacion en la categoria C. Entonces todos los secuentes de 7" son
verdaderos bajo dicha interpretacion.

Demostracion. La prueba puede consultarse en [BCT, pag 36]. 0

4.2. Un ejemplo

Ahora haremos una aplicacién de la teoria previa, trabajando con un modelo de P.
Freyd que muestra que en topos donde se cumple la 16gica clésica, el axioma de eleccion
no necesariamente es valido. Para ello, construiremos un topos F booleano y una colec-
cion F indexada en N (el 0. n. n. de Sh(C, ——)) no vacia se subconjuntos del potencia de
N que no admite una funcién de eleccion.

La interpretacién es como sigue. Tomamos gavillas ||.S|| como interpretacion de los
tipos S'y subgavillas como interpretacion de los simbolos relacionales. Para una férmula
¢, |l¢|| es un subobjeto (subgavilla) de F'V (), por tanto tenemos un morfismo clasificador

{e}  IEFV(p)] — Q

con componentes
{ete  IFV()II(C) = QC

para (ay, ...,a,) € ||FV(0)||(C), {¢}c(a1, ..., a,) es una criba sobre C.

Definicion 4.8. Para una férmula ¢ con variables libres x4, ..., z,, C' un objeto de C y
(a1, ...,a,) € ||FV()][(C), la notacién C' I+ ¢(ay, ..., a,) significa que {oc}(ay, ..., ay)
es la criba maximal sobre C'y se lee como C' “fuerza” ¢(ay, ..., a,).

Ademas utilizando la caracterizacion de estructura de Heyting de Sh(C, J) podemos dar
una definicion recursiva de esta nocion.
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ClF (t = s)(ay,...,a,) siy sélosi ||t|c(ay, ..., a,) = ||s|lc(ai, ..., an)
CIF R(ty, ..., tr)(ay, ..., ay) siy solo si

(Italle(ar, s an), s [ltkllo(ar, .., an)) € | R](C)
ClF (e AY)(ay,...,ay,) siy solo si

ClFplay,...,a,)y Cl-(ay,....ap)

ClF (e V) (ay, ..., a,) siy sélo sila criba

{g:C" = CIC"IF o([5111(9)(ar), ., [19nll(g)(an)) o
C =9 (1S111(g) (1), - [[Snll(9)(an)) }

cubre C'
ClF (¢ = )(aq,...,ay,) siy solo si para cada flecha f : " — C,

si C"IE o(|151]1(f)(a1), -, [[Sull (f) (an)) entonces
CTIE (ISl (F)(ar), .., [[Sull(f)(an)

C I+ =p(ay, ..., a,) siy solo si para ninguna flecha f : ¢! — C,
C" I ol SuI(f)(ar), - [19ull(f)(an))
C I+ 3a%p(x, ay, ..., a,) siy sélo sila criba
{g9:C" = C| existex € ||S||(C") : C" I o(x, |S11l(g)(a), - [[Snll(9)(an)) }

cubre C

C I Va¥p(ay, ..., a,) siy sélo si para cada flecha f : ¢ — C'y cadaa € ||S||(C),

C" I p(a, 1S ) (@), - 19l (f)(an))

Observacion 4.9. 1. Si C |- ¢(ay, ..., a,,) entonces para toda flecha f : C' — C,

C 1= ((ISI(f) (@), -, [1Sull(f) (an))
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2. Si R es una criba cubriente sobre C'y para toda flecha f : C' — C en R tenemos
que C" I o(||S1lI(f)(ar), ..., ||Sull(f)(ay)), entonces C' I+ p(ay, ..., an).

Definicion 4.10. Sea C una categoria con objeto terminal. Un objeto N de C se llama
objeto nimeros naturales si cumple lo siguiente:

(1) Existen flechas 1 2NN

(i1) Para cualquier objeto C' en C y flechas 1 SN RN C, existe una tnica flecha
h : N — (' que hace conmutativo el siguiente diagrama

1—2-N—>N
| |

H hl I K
\ \

Ejemplo 4.11. En la categoria de conjuntos Set tenemos el conjunto de los nimeros na-
turales N junto con las siguientes flechas

1={+}1—>N N—>N

Entonces dado un conjunto X, A : N — X definida como

h0)=f() y  hn+1)=g(h(n))

hacen conmutar el diagrama

{x} N——>N
I'h I'h
\ \

Proposicion 4.12. Sean £ y F toposes de Grothendieck. Supongamos que & tiene objeto
niimeros naturales N y que el funtor G : £ — F tiene adjunto derecho y preserva el objeto
terminal, entonces F también tiene objeto niimeros naturales.
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Demostracion. Es suficiente con mostrar que para cualquier objeto X de F

G(0) G(s)

G(N) 2L G(N)

G(1%)
| |
| . .
- Y Y
1 7 X—F—X
es el diagrama buscado.

Supongamos que £’ es el adjunto derecho de G, entonces para cada objeto X de Fy Y de

& se tiene el isomorfismo
F(GY, X) = E(Y,FX). 4.1)

Note que F(17) es objeto terminal en € pues para cada objeto £ de &, el conjunto
F(GE,17) tiene sélo un elemento porque 17 es terminal en F y por el isomorfismo
(4.1) hay exactamente un morfismo £ — F(17). Entonces como £ tiene objeto niimeros
naturales N, para [’y ¢ las respectivas asignaciones de f y g mediante el isomorfismo
(4.1), se tiene el diagrama

¥—% .N—* .N

F(17) FX FX

I g

y para Nen £ y X en F se tiene el isomorfismo F(GN, X) = £(N, FX), esto induce la
asignacién h — H y por tanto

G(0) G(s)

G(1%) G(N) G(N)
LS

Asi G(N) es el objeto nimeros naturales del topos F.

Proposicion 4.13. Para cualquier categoria pequeiia C hay una adjuncion

T
Set¢” T Set
A

donde A es el funtor pregavilla constante.
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Demostracion. Sean
A : Set —s Set”

X — A(X)
donde
A(X) :C? — Set
Cr— AX)(C)=X
y

I:Set®” — Set
P+~ TP = Set“" (1, P)
Tomemos X un conjunto y P una pregavilla y verifiquemos el siguiente isomorfismo
Set(X,TP) = Set®” (AX, P).

Si f: X — I'P, tenemos para cada x € X, una transformacion natural f(z) : 1 = P,
definimos © f : AX = P tal que a cada objeto C' de C,

Of(C): AX(C)=X — PC
z— f(2)(C)(%)
Si ahora tomamos una transformacién natural o : AX = P, definimos
O(a): X — TP
r— O(a)(z)

tal que
O(a)(z)(C) : 1C — PC

* — a(C)(x)
Entonces (P o ©)(f) = fy (00 P)(a) = a pues
POf)(z)(C):1={x} — PC

* — Of(C)(z) = f(z)(C)()
0(®(a))(C) : AX(C) = X —s PC

7 — &(a)(2)(C)(x) = a(C)(z)
0
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Corolario 4.14. Las categorias de pregavillas y gavillas sobre un sitio tienen objeto niime-
ro naturales.

Demostracion. Para pregavillas se sigue de las dos proposiciones anteriores ya que A :
Set — Set®” tiene adjunto derecho y ademds preserva el objeto terminal de Set, por
tanto, como Set tiene objeto niimeros naturales N, la categoria de pregavillas también lo
tiene y es la pregavilla constante con valor N.

Por otra parte, por el teorema 3.28 el funtor gavilla asociada a : Set®” — Sh(C, J)
preserva el objeto ndmeros naturales de pregavillas, entonces el objeto nimeros natura-
les de la categoria de gavillas sobre un sitio se obtiene aplicando la construccién * a la
pregavilla (que es separada) A(N). Denotaremos por N al objeto niimero naturales de
Sh(C, J). [

Observacion 4.15. Se puede mostrar que para la interpretacion estandar del lenguaje de
la aritmética en N, una sentencia es verdadera si y sélo si es verdadera en el modelo
estandar (clasico) de los nimeros naturales.

Lo que haremos en seguida es estudiar el modelo de Freyd que muestra un topos boo-
leano en donde el Axioma de Eleccioén falla.

Ejemplo 4.16. Definamos la siguiente categoria [F. Sus objetos son 7. para cada ndmero
natural n, y un morfismo f : m — 7 es una funcién {0, ..., m} — {0, ...,n}, tal que para
cadai € {0,...,n}: f(i) = 1, es decir, no hay morfismos m — 7 si m < n. Note que 0 es
objeto terminal en F.

Sobre [, sea —— la topologia densa, entonces una criba R sobre m cubre m si y sélo si
para cada flecha g : n — m, existe una flecha h : £ — n tal que gh € R.

Trabajaremos en el topos F = Sh(F, ——) el topos de Freyd. Denotaremos por F,, el
objeto a(Y}), la gavilla resultante de aplicar el funtor gavilla asociada a a la pregavilla
representable sobre 71, Y5 := F(_, n).

Lema 4.17. La topologia —— tiene las siguientes propiedades:
1. Cada criba cubriente es no vacia.
2. Cada criba no vacia sobre 0 es una cubierta.
3. Cada pregavilla representable es separada.

4. Y tiene solo dos subobjetos cerrados.
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Demostracion. 1. Sean m un objeto de F'y R una criba que cubre a m, entonces para
1, existe h : k — mtal que h = 1,5 o h € R. Por tanto, R # ().

2. Sean S una criba sobre Oy f : k — 0 en S. Como 0 es terminal, para cualquier
g : m — 0y cualesquiera morfismos ' : m +k — ky h : m + k — m el cuadrado

conmuta
m —+
hL
m

Por tanto, para cualquier ¢ : m — 0, existe h : m + k — m tal que gh = fh/ € S
porque S es cribay f € S, de esta forma S es una cubierta de 0.

/
.

Ol=<=—-
~

_—
g

3. Sean 72 un objeto de IF y tomemos la pregavilla representable Y; = F(_,n). Sean k
objetode Fy g, ¢ € F(_,n)(k) tales que para una cubierta R de k se cumple que
Ya(f)(g) = Ya(f)(¢') para cada f € R, es decir, gf = ¢'f. Veamos que g = ¢'.
Para cada i < k, definamos h : k + 1 — k tal que h(k + 1) = 1.

Como R cubre k, por definicién de la topologia densa, existe u : [ — k + 1 tal que
hu € R. Entonces ghu = ¢'hu, es decir,

g(i) = ghu(k + 1) = g'hu(k + 1) = ¢'(4).
Esto lo podemos hacer con cada 4, por tanto g = ¢'.

4. Supongamos que R es una criba cerrada sobre 0. Si R # () entonces por (2), R es
criba cubriente de 0, luego para cada f : m — 0, existe h : n — m tal que fh € R,
es decir, R cubre f y como R es cerrada, esto implica que f € R. Por tanto, R es
la criba maximal sobre 0. Asi, las tnicas cribas cerradas sobre 0 son () y la criba

maximal.
O

Proposicion 4.18. El iinico morfismo que existe E,, — 1 es epimorfismo.

Demostracion. Sabemos que el objeto terminal en F = Sh(F,——) es 1 = a(Yj) pues la
pregavilla Yj : F(_,0) — Set que manda a cada objeto m de FF al singular F(m, 0) es el
objeto terminal de Set™™, por el lema 4.17 (4), a(Y;) tiene sélo dos subobjetos y como
Y : F(.,n) — Set no es vacio, entonces la imagen de cada o, : a(Yz)(m) = 1(m) =
{x} es 1, por tanto « es epimorfismo. N

Proposicion 4.19. Sin > m entonces E,(m) = (.
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Demostracion. Como Yj es separada por (3) del lema 4.17, E, = a(Y;) = (Ya)™, por
tanto E,(m) = (Yz)"(m) es una clase de equivalencia de familias plegables , es decir,
transformaciones naturales 7 : S = Y; en Set™" para una cubierta S de m (por la obser-
vacion 3.20).

Afirmamos que no existe alguna 7 de ese tipo. Como S es no vacia, podemos elegir
s:k—men Sysea f = T(s), esto es,

TS — Yﬁ(%):F<k,ﬁ)
s:k—o>m— f:k—n

Sean g,h : k+1 — ktalesque g(k +1) = nyh(k+1) =
sg = sh. En efecto, sea i € {0, ..., k} entonces s(g(i)) = s(7)
s(n) = s(s(n)) = s(h(k + 1)). Por tanto,

f9=1i(s)g = Ti72(s9) = T77(sh) = 7(s)h = fh.

sin embargo, fg(k + 1) = f(n) = n mientras que fh(k + 1) = f(s(n)) = s(n) < n, lo
cual es una contradiccion y por tanto no existen 7 : S = Yj. [

s(n) < m < n. Entonces

s(h(i)) y s(g(k +1)) =

Corolario 4.20. La gavilla producto [ [, . E, es vacia.

Demostracion. Supongamos que ([ [, E,,)(m) # () para algin m en F, aplicando la pro-
yeccion [ [ E, = E,1 = a(F(m + 1,n)) se tiene que E,,41(m) # ) pero esto contra-
dice la proposicién anterior. [

Observacion 4.21. En un topos £ suele denotarse por P(B) al objeto potencia de B y se
define como el exponencial 27, donde () es el clasificador de subobjetos del topos, enton-
ces de acuerdo con la construccion explicita que hacemos en la categoria de pregavillas
tenemos para un objeto C' del topos

QP (C) = Nat(YC,QP) =2 NAT(YC x B,Q)

tal isomorfismo debe cumplirla el exponencial por adjuncion.
Ademas por la proposicién 1.10 sabemos que el clasificador de subobjetos {2 cumple para
cada objeto C' que

Sub(C) = E(C, Q).

Finalmente, que P(B) se defina como Q¥ y por el isomorfismo anterior tenemos
E(A,PB) = &(B x A,Q) = Sub(B x A).
Entonces P(B)(C) = QP (C) = Sub(YC x B).
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Proposicion 4.22. Para cada n existe un monomorfismo E,, — P(N).

Demostracion. Como E,, = a(Y;) y P(N;) es una gavilla, basta con construir un mo-
nomorfismo Y; — P(N;), que da la tnica extensién a un morfismo desde F,,; como a
preserva monomorfismos, la extension serd monomorfismo si el morfismo dado lo es.
Sean n € N fijo, { g } ren una enumeracion 1-1 de las flechas en F con codominio 7. Para
cada g;, sea C; la criba cerrada mas pequefia sobre n que coniene a g;.
Por la observacién anterior, P(N;)(m) = Sub(Y; x Nj), asi que los elementos de
(Y x Ny)(k) son parejas (h, {S;}ien) donde h : k — m y {S;} es una coleccién in-
dexada en N de cribas sobre £, tales que parai # j, S; N S; = 0y U;S; cubre k.
Definimos

i+ Ya(m) — P(NJ) ()

fim—n— pn(f) € Sub(Ya x Ny)

de tal forma que

(h, {Si}ien) € um(f)(k)  siysdlosiparacada i€ N: S;C (fh)*(C;).

Veamos que estd bien definida. Sea k € T, es claro que () (k) € (Y X N;)(k) por
definicion. Ahora tomemos una cubierta S de k'y (h, {Si}ien) € (Y xNy)(k) tal que para
todag:t— k€S, Y xNy)(g)(h,{Si}tien) € um(f)(t) y veamos que (h, {S;}ien) €

pn(f)(k). Sea i € N, debemos mostrar que S; C (fh)*(C;) = {r | fhr € C;}. Sea

g:t—keS; CS,por hipdtesis

(hg, {97 (Si) Yien) = (Yin X Np)(g)(h, {Si}ien) € pm(f)(#). (4.2)

Note que como g € S;, entonces ¢g*(.S;) es la criba maximal sobre ¢, ademas g*(S;) C
(fhg)*(C;) por (4.2), asi que (fhg)"(C;) es también la criba maximal sobre Z, lo cual
equivale a que fhg € C;, o bien, g € (fh)"(C;) y por tanto S; C (fh)*(C;). Por tanto,
Veamos que j es transformacion natural. Sea g : | — m, para b’ : k — [ queremos ver

que (Y, x In,)" (1 () (K) = pr( f9) (F). Pero tenemos que:

(', {Si}i) € (Vg x 1n,) " (m (1)) ()
siy sélosi (gh',{Si}s) € pm(f)(k)
siy sélo si Vi(S; C (fgh')" (C))
siysolosi (W,{Si}:) € ui(fg)(k).

Resta ver que 1 es monomorfismo. Supongamos que 17, (f) = pm(f') para f, f' : m — n.
Sean j, j' tales que en nuestra enumeracién f = g; y f' = g;». Consideremos la pareja
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¢ = (1, {Si}:) donde S; es la criba vaciasii # j y S; = t, la criba maximal sobre m.
Entonces £ es un elemento de 1, (f)(m), yaquesii # j, S; = 0 C g;(C;) y Cjes la
criba cerrada mds pequefia sobre 72 que contiene a g;, por tanto g5 (C}) es la maximal sobre
m y de esta forma contiene a S;. Pero ademas £ también es un elemento de yu,(f’)(m), lo
cual implica que f’ € C; y como f' = g; € Cj, se tiene que C; N C}: # (. Entonces para
cualquier morfismo & : [ — m en IF se tiene que fh = f'h, por tanto f = f'.

O
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Conclusiones

Se desarroll6 la teoria necesaria para entender pruebas de consistencia categdricas y
aunque el ejemplo final es bastante breve, el trabajo hecho puede servir como base para la
revision de pruebas mas elaboradas, que por cuestiones de tiempo y espacio no fue posible
incluir aqui, por ejemplo, la consistencia de la negacion de la Hipdtesis del Continuo con
ZFC, o bien, la Hipétesis de Souslin.

Cabe sefialar también que otro camino que se puede tomar es revisando topologias
de Lawvere-Tierney pero no es el objetivo de este trabajo. Por otra parte, tampoco nos
enfocamos mucho en la cuestion de la fundamentacion de la matemaética con teoria de
topos y atn cuando parece ser un area bastante interesante, nuestro objetivo era mas la
utilizacién de la teoria de topos como herramienta para hacer pruebas de consistencia por
considerar a la teoria de categorias, una rama de las matematicas que clarifica y generaliza
conceptos y con ello tiende a facilitar muchos célculos en otras ramas, y aunque quizds en
este caso podria parecer que tiende a complicar las cosas, pensamos que el esfuerzo inicial
que debe imprimirse para la comprension de los conceptos se ve recompensado al final
con la elegancia de las pruebas.
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