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Introduccion

Un Grupo Paratopologico es un grupo algebraico con una
topologia respecto a la cual la operacion de multiplicacién
(adicién) es continua (pero la continuidad de la operacién de
elemento inverso no se requiere). Un cldsico ejemplo de grupo
paratopolégico que no es un grupo topolégico es (R, +,7g),
donde 75 es la topologia de Sorgenfrey. El estudio de grupos
paratopoldgicos estd en gran parte concentrado en busque-
da de propiedades que puedan ser generalizados de la clase de
grupos topoldgicos, en particular, de las propiedades topolégi-
cas que implican que un grupo paratopoldgico sea un grupo
topoldgico.

Es por eso que nos planteamos la siguiente pregunta: jcuando
un grupo paratopoldgico es un grupo topolégico? Para res-
ponder esta pregunta sélo hay que ver bajo qué propiedades
topoldgicas, la operacién de elemento inverso es continua. Con
el paso del tiempo, grandes personalidades contribuyentes en
las matematicas han dado varias respuestas a esta pregunta.
Por ejemplo:

» Ellis demostré en [4], que todo grupo paratopoldgico
compacto es un grupo topoldgico, este resultado conse-
cuentemente fue generalizado en [3] y [1].

= Si un grupo paratopoldgico G es la imagen inversa ba-
jo un homomorfismo perfecto de un grupo topolégico,
entonces G es también un grupo topoldgico.

= Si un grupo paratopolégico H es la imagen de un grupo
topoldgico totalmente acotado T en virtud de un ho-
momorfismo continuo, entonces H también es un grupo
topoldgico.



También, haremos notar algunas de las diferencias que hay
entre los grupos paratopoldgicos y los grupos topoldgicos res-
pecto a algunas propiedades topoldgicas. Es un teorema clasi-
co que todo grupo topoldgico Ty es completamente regular [6];
en el caso de grupos paratopoldgicos, hay ejemplos que dis-
tinguen las propiedades de separacién Ty, Ty, Ty v T3 [2]. La
cuestion si todo grupo paratopoldgico regular es de Tychonoff
queda abierta.

Por ejemplo, (R? +,7) es un grupo paratopolégico T y no es
regular, donde + es la operacién suma en R? y 7 es la topo-
logia ladrillo, que describiremos mas adelante.

El clasico Teorema de Kakutani afirma que todo grupo to-
poldgico primero numerable es metrizable [6]. Este resultado
no es cierto para grupos paratopolégicos, en el capitulo I mos-
tramos un contraejemplo. Un resultado reciente es que todo
grupo paratopoldgico abeliano y primero numerable es sub-
metrizable [5].

El objetivo de este trabajo es estudiar bajo qué propie-
dades topoldgicas es suficiente dotar al grupo paratopolégico
para que ahora sea un grupo topoldgico.

Para esto el trabajo se encuentra dividido en 3 capitulos.
En el capitulo I se proporcionan y desarrollan algunos de los
resultados que seran empleados a lo largo del trabajo. Asi, en
este capitulo se consideran los espacios topolédgicos, los axio-
mas de separacion, propiedades de conjuntos densos en ningu-
na parte y algunas relaciones entre funciones continuas, entre
otros temas. De igual manera, se considera un ligero estudio
relacionado con la teoria de grupos. También, mostramos al-
gunas definiciones y propiedades de los grupos topologicos.
Ademas, presentaremos los resultados mas importantes en los
grupos topoldgicos que en los grupos paratopoldgicos no ne-
cesariamente son validos, tales contraejemplos se estudian en
el capitulo II.
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El capitulo II se dedica al estudio de definiciones y propie-
dades de los grupos paratopoldgicos; para motivar el estudio
presentaremos un grupo paratopolégico que bajo ninguna ope-
racion de grupo es un grupo topolégico. Uno de los resultados
llamativos de los grupos paratopoldgicos es que se diferencian
en los axiomas de separacion Ty, 11,715 v regular; es por ello
que presentamos contraejemplos. También, presentaremos al-
gunos resultados que seran de gran utilidad en el capitulo III,
para cumplir parte del objetivo planteado.

Finalmente, en el capitulo III se definen dos tipos especiales
de topologias asociadas a un grupo paratopoldgico, las cuales
permiten que con estas nuevas topologias el grupo parato-
pologico ahora es un grupo topoldgico o es un grupo parato-
polégico con una topologia mas gruesa.

En la ultima seccion se establecen algunas propiedades to-
poldgicas anexadas a un grupo paratopoldgico con las cuales
se tiene ya un grupo topoldgico. Con tales resultados daremos
por cumplido nuestro objetivo.

Este trabajo es una somera introduccion al tema de los
grupos paratopolégicos. En [1] y [2], por ejemplo, se puede
obtener un amplio panorama sobre ellos, y visualizar una gran
variedad de resultados que han fortalecido el interés en ellos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se proporcionan y desarrollan algunos de
los resultados que seran empleados a lo largo del trabajo. Asi,
se consideran los espacios topolégicos, los axiomas de separa-
cion, propiedades de conjuntos densos en ninguna parte y al-
gunas relaciones entre funciones continuas, entre otros temas.
De igual manera, se considera un ligero estudio relacionados
en la teoria de grupos. También, mostramos algunas defini-
ciones y propiedades de los grupos topolégicos. Ademas, pre-
sentaremos los resultados mas importantes en los grupos to-
pologicos que en los grupos paratopoldgicos no necesariamente
son validos, tales contraejemplos se estudian en el capitulo II.

1.1. Espacios Topolégicos

Definicién 1.1.1. (Topologia) Una topologia en un conjunto
X es una coleccién 7 de subconjuntos de X con las siguientes
propiedades:

1) VeryXer.
(2) Sil esuna coleccién de elementos en T entonces | JU € 7.

(3) Si{U;,Us,---,U,} C 7, entonces (), U; € 7.

1



1.1 Espacios Topoldgicos 2

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7
se llama un espacio topoldgico.

Asi, un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7), don-
de 7 es una topologia en X. También, diremos que un sub-
conjunto U de X es un conjunto abierto en X si U pertenece
aT.

Un conjunto A C X serd un conjunto cerrado si X \ A es
un conjunto abierto en X.

Definicién 1.1.2. (Vecindad) Sean X un espacio topoldgico
y x € X, se dird que U es una vecindad de x, si existe un
conjunto abierto V en X tal que z € V C U. Diremos que U
es una vecindad abierta si U pertenece a 7.

Definicién 1.1.3. (Subconjunto Denso) Sean X un espacio
topoldgico y A un subconjunto de X, se dird que A es un
subconjunto denso si A = X.

Enseguida presentaremos algunas definiciones y propieda-
des en relacion con las funciones continuas.

Definicién 1.1.4. (Funcién continua) Sean X y Y espacios
topoldgicos. Una funcion f : X — Y se dice que es continua
sobre X si para cada subconjunto abierto V' de Y, el conjunto
f~YV) es un subconjunto abierto de X.

Definicién 1.1.5. (Homeomorfismo) Sean X y Y espacios
topoldgicos y f : X — Y una funcién biyectiva. Si la funciéon
f ysuinversa f~!:Y — X son ambas continuas, entonces
f se dice que es un homeomorfismo.

Definicién 1.1.6. (Funcion abierta y cerrada) Sean X e Y
espacios topolégicos y f : X — Y una funcion, se dice que

f es:

a) Abierta si para cada subconjunto U abierto en X, se tiene
que el conjunto f(U) es abierto en Y.
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b) Cerrada si para cada subconjunto A cerrado en X se tiene
que el conjunto f(A) es cerrado en Y.

Teorema 1.1.7. Sean X, Y espacios topologicos. Si f : X —
Y es una funcién continua, biyectiva se tendra que:

a) Si f es abierta, entonces f es un homeomorfismo.
b) Si f es cerrada, entonces f es un homeomorfismo.
Demostracion. Ver Teorema 12.2, pag. 89 de [10]. O

Definicién 1.1.8. (Homogeneidad) Un espacio topolégico
X se dirda que es homogéneo si para cada z,y € X existe un
homeomorfismo f: X — X tal que y = f(x).

Definicién 1.1.9. (subconjunto Gj) Sean X un espacio to-
polégico y A un subconjunto de X, se dird que A es un sub-
conjunto Gy si es la intersecciéon numerable de subconjuntos
abiertos en X.

1.1.1. Axiomas de Separacién

En esta seccién se introducen los llamados aziomas de se-
paracion. El objetivo de estos axiomas es dotar a los espa-
cios topoldgicos que los posean de propiedades topologicas
que permitan distinguirlos.

Definicién 1.1.10. Sea X un espacio topolégico. Se dira que
X es:

a) Tp si se cumple que para cada xz,y € X con x # y, existe
una vecindad abierta U de z tal que y ¢ U o existe una
vecindd abierta V de y tal que z ¢ V

b) T; sise cumple que para cada z,y € X con x # y, existe
una vecindad abierta U de x y una vecindad abierta V'
deytalquex ¢ VyyegU.
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)

Ty o un espacio de Hausdorff, si para cada x,y € X
con x # y existe una vecindad abierta U de x y una
vecindad abierta V de y tal que U NV = .

TQ% o un espacio de Urysohn, si para cada x,y € X con
x # y existe una vecindad abierta U de x y una vecindad
abierta V de y tal que UNV = ().

Regular, si para cada x € X y para cada subconjun-
to cerrado F' en X tal que x ¢ F, existen vecindades
abiertas U y V talesque x e U, FCV yUNV =0.

Normal, si para cualesquiera conjuntos cerrados disjun-
tos en X, Ay B, existen abiertos U,V tales que A C
U BCVyUNV =4.

Completamente regqular, si paracadax € Xy FFC X, F
un subconjunto cerrado tal que x ¢ F', entonces existe
una funcién continua f : X — [0, 1], tal que f(x) =0
y f(y) =1, para cada y € F.

T5 s1 X es T3 y regular.

T, 1 0un espacio de Tychonoff, si X es T} y completa-
mente regular.

Teorema 1.1.11. Sea X un espacio topoldgico. X es un es-
pacio T} si y sélo si para cada z € X el subconjunto {z} es
cerrado en X.

Demostracion. ver la nota pagina 37 de [11]. O

Teorema 1.1.12. Sea X un espacio topoldgico. Entonces son
equivalentes: 1) X es regular.

2) Para toda x € X y para cada vecindad abierta U de z,
existe una vecindad abierta V de x tal que z € V C V C U.
3) Para cada z € X y A subconjunto cerrado que no contiene
a x, existe una vecindad abierta V de z tal que ANV = .

Demostracion. Ver 2.2 pagina 141 de [10]. O
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Teorema 1.1.13. Sea X un espacio topolégico. Si U es un

subconjunto abierto, entonces U N A = U N A, para cada A C
X.

Demostracion. Ver ejercicio 1.3.D inciso (a) el cual es una
generalizacién del Teorema 1.3.6 de [11]. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el si-
guiente corolario.

Corolario 1.1.14. Sea X un espacio topologico. Si U es un
subconjunto abierto de X, entonces UNA C U N A, para cada
ACX.

Definicién 1.1.15. (Compacto) Sea X un espacio topolégi-
co, diremos que X es compacto si para cada cubierta abierta
U de X existe una subcubierta finita de U que también cubre
aX.

Teorema 1.1.16. Si X es un espacio compacto Hausdorff y
A un subconjunto cerrado de X, entonces A es compacto.

Demostracion. Ver Teorema 3.1.2 de [11]. O

Definicién 1.1.17. (Funcién perfecta)

Una funcion f : X — Y entre dos espacios topologicos X y
Y es perfecta si f es sobreyectiva, cerrada y para cada y € Y,
f~X(y) es un conjunto compacto en X.

Definicién 1.1.18. (Denso en ninguna parte) Sean X un
espacio topoldgico y A un subconjunto de X. A es denso en

ninguna parte si int(A) = 0.

Observaciéon 1.1.19. Sea X un espacio topoldgico no vacio.
Se tiene que X no es denso en ninguna parte y () es denso en
ninguna parte.

Los siguientes resultados son inmediatos de la definicion
de conjunto denso en ninguna parte.
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Lema 1.1.20. Sean X un espacio topoldgico, A y B unos
subconjuntos de X. Si A C B y B es denso en ninguna parte,
entonces A es denso en ninguna parte.

Lema 1.1.21. Sea X un espacio topoldgico. Si A y B son
subconjuntos de X densos en ninguna parte, entonces A U B
es denso en ninguna parte.

Proposicién 1.1.22. Sean X un espacio topologico y A un
subconjunto de X. A es denso en ninguna parte si y sélo
si para todo subconjunto abierto U en X distinto del vacio,
existe V C U abierto y no vacio tal que VN A = ().

Corolario 1.1.23. Sea X un espacio topolégico. Un subcon-

junto A de X es denso en ninguna parte en X si y sélo si
X \ A es denso en X.

Proposicién 1.1.24. Sean X y Y espacios topologicos y f :
X — Y un homeomorfismo. Un subconjunto A es denso en
ninguna parte en X si y sélo si f(A) es denso en ninguna
parte en Y.

Definicién 1.1.25. (Topologia cociente) Sean X un espa-
cio topoldgico, Y un conjunto y f : X — Y una funcién
suprayectiva, definimos 7, = {U C Y : f~}(U) es abierto en
X}

7 se llamara la Topologia Cociente sobre Y, respecto a la
funcion f.

Proposicion 1.1.26. Sean X un espacio topolégico, Y un
conjunto y f : X — Y una funcién suprayectiva. Entonces
7; es una topologia sobre Y, con la cual, f es continua.

Demostracion. Ver 2.4 pagina 90 de [11]. O

Observacién 1.1.27. Sean (Y, 7y) un espacio topolégico, f
una funciéon como en la proposicion anterior, y la topologia
7 correspondiente. Entonces se cumple que 7v C 7. Esto
ultimmo se enuncia diciendo que 7¢ es la mayor topologia so-
bre Y que hace continua a la funcién f.
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Definicién 1.1.28. (Pseudocompacto) Un espacio topodgi-
co X se llama pseudocompacto si es un espacio de Tychonoff
y toda funcién f : X — R continua es acotada.

Teorema 1.1.29. Sea X un espacio topoldgico. X es pseudo-
compacto si y sélo si para cada sucesién decreciente {U,, : n €
w} de subconjuntos abiertos no vacios, entonces ({U, : n €

W #0.
Demostracion. Ver Teorema 3.10.23 de [11]. O

Definicién 1.1.30. (Apenas compacto) Un espacio topolégi-
co se llama apenas compacto si para toda familia localmente
finita de subconjuntos abiertos en X es finita.

Teorema 1.1.31. Sea X un espacio topolégico de Tychonoff.
X es apenas compacto si y solo si X es pseudocompacto.

Demostracion. Ver Teorema 3.10.22 de [11]. O

De la definicién de espacios topoldgicos apenas compacto
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.32. Sean X, Y espacios topolégicosy f: X —
Y una funcién continua y sobreyectiva. Si X es apenas com-
pacto, entonces Y es apenas compacto.

Definicién 1.1.33. (Contablemente pracompacto) Un es-
pacio topolégico X se llama contablemente pracompacto si X
contiene un subconjunto denso D tal que todo subconjunto
infinito de D tiene un punto de acumulacion en X.

Como consecuencia de la definicién anterior se tiene el
siguiente resultado.

Proposicién 1.1.34. Si X es un espacio topoldgico contable-
mente pracompacto, entonces X es apenas compacto.

Definicién 1.1.35. (Baire) Un espacio topoldgico cumple la
propiedad de Baire si para cada familia numerable {4, : n €
w} de subconjuntos densos en ninguna parte en X, el subcon-
junto J, ¢, An tiene interior vacio en X.
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1.2. Grupos

A continuacién, se dard una ligera revision de los concep-
tos de grupo, grupo topolégico y de las funciones entre grupos
llamadas homomorfismos. Este material sera empleado en los
capitulos II y III en los cuales se estudiaran los grupos para-
topoldgicos.

Definicién 1.2.1. (Grupo) Un grupo es un conjunto no vacio
GG junto con una operacién binaria - : G X G — G que satisface
las siguientes propiedades:

1. La operacion es asociativa, es decir,
a-(b-c)=(a-b)-c,
para cualesquiera a, b, c € G.

2. Existe un elemento e € G que satisface
a-e=a=e-a, paratodaac€G.

A este elemento e se le llamara el elemento identidad
de G. Generalmente, emplearemos e; para denotar al
elemento identidad del grupo G.

3. Para cada elemento a € G existe un elemento a’ € G tal
que

Al elemento a’ se le llama el elemento inverso de a. Ge-
neralmente, si @ € G,a~! denotard el elemento inverso
de a.

Para enfatizar la importancia de la operacién binaria en la
definicién de grupo, algunas veces lo denotaremos (G, -).

Se dira que el grupo es abeliano o conmutativo si se cumple
la propiedad a -b=10b-a, para cada a, b € G.
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Definicién 1.2.2. (Subgrupo) Un subconjunto H de un gru-
po G es un subgrupo si cumple:

1. eq € H.
2. Six,y e H, entonces zy € H.
3. Siz € H, entonces 2~ € H.

Definicién 1.2.3. (Subgrupo Normal) Sean (G, -) un grupo
y H un subgrupo de G. Se dird que H es un subgrupo normal
o subgrupo invariante de G denotado por H <G, si gH = Hg
para cada g € G.

En todo el resto de este trabajo, si G es un grupo y a,b €
GG, su producto a - b se denotara simplemente por ab.

Definicién 1.2.4. Sea (G,-) un grupo, U C Gy V C G,
entonces

.U V={u-veG:ueUyveV}
2.8ineNU"=U-U-U---U.

3. U '={u'teG:uelU}.
4. SineN U=yt U?t...U"

-~
n—veces

Los subconjuntos anteriores son de gran utilidad en el estudio
de los grupos topologicos y paratopolégicos que definimos més
adelante.

Definicién 1.2.5. (Homomorfismo) Sean (G, -) y (H, *) dos
grupos. Una funcion f: G — H es un homomorfismo si

flx-y) = f(z)* f(y),

para todo z,y € G. Si f es biyectiva, entonces f es un iso-
morfismo.
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También, definimos el Kernel de un homomorfismo f :
G — H denotado Ker(f), como

Ker(f)={9€G: f(g9) =en}.

El siguiente resultado enuncia tres propiedades relevantes
de los homomorfismos.

Proposicién 1.2.6. Sean GG, H dos gruposy f: G — H un
homomorfismo. Entonces

a) fleq) =eqy.
b) f(z') =[f(x)]"' para toda x € G.
¢) f(G) es un subgrupo de H.
Demostracion. Ver Lema 2.5.2 y Lema 2.5.3 de [12] O

1.3. Grupos Topoldégicos

En esta secciéon daremos un pequeno repaso de las propie-
dades y definiciones en los grupos topologicos.

Definicién 1.3.1. (Grupo topolégico) Un grupo topoldgico
es una terna (G, -, 7) que cumple:

1) (G,-) es un grupo.

2) (G, 1) es un espacio topolégico.

3) las operaciones de grupo

GxG— G (9,01)— 9 01y

1:G—=G g— g1,

son continuas, donde G x GG se supondra siempre con la topo-
logia producto.

Las funciones [, y r, son las llamadas funcion traslacién
izquierda y derecha respectivamente, que definiremos a detalle
para los grupos paratopologicos en el capitulo II; de la mis-
ma manera tales funciones se pueden definir para los grupos
topoldgicos y asi obtener el siguiente resultado.
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Lema 1.3.2. Si (G,-,7) es un grupo topoldgico, y f es la
operacién inversa, entonces f,ly, r, son homeomorfismos para
toda g € G.

Demostracion. Ver Teorema 1.3 de [14] O

Enseguida sugerimos dos pasos para construir una base
local de eq:
Sea (G, -, T) un grupo topoldgico,
1. Elijamos una base [ para T;
2. Definamos f(eq) = {U € B : eq € U}, es claro que
Blec) # 0.

Entonces, (eq) asi definido es base local de eg.

Definicién 1.3.3. Sean G un grupo topolégico, g € Gy V C
G, se definen: a) gV = {gv:v € V'}
b)Vg={vg:veV}

Observemos que si G' es conmutativo entonces gV = Vg.

Teniendo la definiciéon anterior, podemos construir ahora
una base local para cada g € G, g # eg.

Ejemplo 1.3.4. El conjunto 5(g) = {gV : V € Bleg)}, es
una base local para cada g € G.

Definicién 1.3.5. (Vecindad Simétrica) Sea G un grupo
topoldgico, x € G y U una vecindad abierta de x, se dird que
U es una vecindad simétrica si U~! = U.

Definicion 1.3.6. Sea G un grupo topoldgico, definimos NV (g)
como la familia de todas las vecindades abiertas que contienen

ag.

Con el siguiente resultado podemos construir otra base
local para cada g € GG de un grupo topoldgico G.

Lema 1.3.7. Si G es un grupo topoldgico y U € N(eq), en-
tonces existe V € N(eg) tal que V=! =V C U. Por lo tanto,
las vecindades simétricas de la identidad e constituyen una
base local para eg.
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Demostracion. Ver Lema 1.8 de [14]. O

Lema 1.3.8. Sea GG un grupo topoldgico.

1) Si U € N(eg), entonces para cada n € NT existe un
V e Nleg) tal que V" C U.

2) Si U € N(eg) entonces existe V € N(eg) con V C U.
En particular, las vecindades cerradas de eg constituyen una
base local de la identidad cuyos elementos son subconjuntos
cerrados en G.

Demostracion. Ver Lema 1.9 de [14]. [

Teorema 1.3.9. Sean GG un grupo topolégico,a € Gy A, B,O, M
subconjuntos de GG. Entonces:

1) Si O es abierto, entonces los conjuntos aO, Oa, O~!, MO

y OM son abiertos.

2) Si A es cerrado, aA, Aa, A~ son conjuntos cerrados.

3) Si Ay B son compactos, también lo son AB y A~L.

4) Se cumple que A = (AW : W € N(e)} =({WA: W €
N(e)}.

Demostracion. Ver Teorema 1.10 de [14]. O

Proposicién 1.3.10. Sean G un grupo topolégicoy A, B C G.
Entonces,

1) ABC AB.
2) A-l= (AL
3) zAy = zAy.

4) Si ab = ba, para todo a € Ay para todo b € B, entonces
ab = ba para todo a € A, para todo b € B.

Demostracion. Ver Proposicién 1.24 de [14]. O

Definicién 1.3.11. (w-acotado y totalmente acotado)
Sea GG un grupo. G es w-acotado si para cada vecindad abier-
ta U del elemento identidad e en GG existe un conjunto A C GG
contable tal que AU = UA = G. Asi mismo, G es total-
mente acotado si para cada vecindad abierta U del elemento
identidad e en G existe un conjunto A C G finito tal que
AU =UA =G.
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Proposicién 1.3.12. Sean G un grupo topolégico y H, N
subgrupos de GG. Entonces:

1) H es un subgrupo de G.

2) Si N es un subgrupo normal de G, entonces N es un sub-
grupo normal de G.

3) H es abierto si y solo si su interior no es vacio.

4) Si H es abierto, entonces H = H.

Demostracion. Ver Proposicién 1.25 de [14]. O
En seguida mencionamos el clasico Teorema de Kakutani.

Teorema 1.3.13. (Kakutani) Todo grupo topoldgico prime-
ro numerable es metrizable.

Demostracion. Ver [6]. O

Teorema 1.3.14. Sea G un grupo topoldgico. G es Ty si y
s6lo si es un espacio de Tychonoff.

Demostracion. Ver Teorema 4.14 de [14]. O

Lema 1.3.15. Sean G un grupo topoldgico y D un subconjun-
to denso de G. Si U es una vecindad abierta de eq, entonces
DU =G=UD.

Demostracion. Ver Lema 1.43 de [14]. O

El siguiente resultado emplea la llamada funciéon cardinal
peso red la cual se describe a detalle en la definicion 3.2.23.

Teorema 1.3.16. Si GG es un grupo topolédgico con red conta-
ble, entonces G es w-acotado.

Demostracién. Como G tiene red contable, existe N' C P(G)
tal que |N| < w. Sea N € N, si N # (), entonces elegimos
g € N, haciendo esto para cada N € N. Podemos definir el
subconjunto D de G formado por esos elementos, es claro que
D es denso en GG y aplicando el lema anterior concluimos que
G es w-acotado. O]



Capitulo 2

Grupos Paratopologicos

2.1. Definicion y propiedades

En esta seccion introduciremos la definicién de grupos pa-
ratopoldgicos y mostraremos la importancia que tiene estu-
diarlos, para ello analizamos un grupo paratopoldgico que no
es un grupo topoldgico, ademas de unos contraejemplos que
hacen diferenciar los axiomas de separacion Ty, Ty, T y el
axioma de regularidad. También, mostraremos algunas pro-
piedades que se obtienen en los grupos paratopologicos las
cuales, serviran de base para el desarrollo de algunos resul-
tados que presentaremos en el capitulo III, con el fin de dar
condiciones necesarias para que un grupo paratopolédgico sea
un grupo topoldgico.

Definicién 2.1.1. (Grupo paratopolégico) Un grupo para-
topoldgico es una terna (G, -, 7) que cumple:

= (G, ) es un grupo.
» (G, 7) es un espacio topoldgico.

» la operacion de grupo - : G x G — G; (9, 1) —> g 1
es continua, donde GG x G se supondra siempre con la

14
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topologia producto.

Nota 2.1.2. La funcién ! : G — G , g — ¢! no se

requiere que sea continua.

Definicién 2.1.3. Sean (G, -, 7) un grupo paratopolégico y
gea@qG.

» La funcién [, : G — G dada por [,(z) = g - x se
llamara la traslacion izquierda por el elemento g.

» La funcién r, : G — G dada por ry(x) = z - g se
llamara la traslacion derecha por el elemento g.

Observemos que si G es un grupo conmutativo, entonces
lg =1y, para todo g € G.

El siguiente resultado ilustra algunas de las propiedades de
la funcién traslacion izquierda y derecha.

Lema 2.1.4. Sean (G, -, 7) un grupo paratopolégico, ¢, g € G.
Entonces:

L. lyoly =lg.

2. 1401y =Ty,

3. (ly) P =1

4. (rg) =14

5. 1, es biyectiva, para todo g € G.

6. 7, es biyectiva, para todo g € G.

7. Siz, y € G, entonces existe g € G tal que y = [,(z).

8. Siz, y € G, entonces existe g € G tal que y = ry4(x).
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Demostracion.

1. Notemos que dom (l,0l,) = G = dom l,,, donde dom f es
el dominio de la funcién f. Ademas,
(lgolg)(x) = ly(ly(z)) = l4(g92) = q(g2) = (q9)T = lyy(x)
para todo x € G.

2. La demostracién es similar a 1.

3. Sea g € G'y consideremos 4 la funcién traslacién izquierda
asociada al punto g . Como G es un grupo, entonces
existe g7! € G tal que g9 = eq = g 'g, donde eg
es el elemento identidad de G. Ahora, tenemos que [, o
lg—l = lgg—1 = leG y lg—1 o lg = lg—lg = leG. Ademés,
lee(¥) = egr = x, para todo © € G. Asi, I, es la
funcién identidad de G. Por lo tanto, (I;)~" = [,-1.

4. La demostracién es similar a 3.

5. Se cumple, ya que por (3) (I,)~' = l,~1 y por lo tanto ¢,
es biyectiva.

6. Por el inciso (4) de este lema, se tiene que r, es biyectiva.

7. Sean z, y € G. Tomando g = yz~! se tiene que

ly(x) = gr = (yr~ )z = y(za™") = .
8. Sean z, y € G. Si g = 2~ 'y, entonces
rg(x) = xg =a(z™y) = (22 )y =y.
O
Similarmente que en los grupos topolégicos, ahora sobre

un grupo paratopoldgico Gy g € G, se define N(g) como la
familia de todas las vecindades abiertas del punto g.

Siendo un grupo paratopolégico un espacio topoldgico, la con-
tinuidad del producto puede ser enunciada de manera puntual,
como lo ilustra la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.1.5. Sean G un grupoy P: G x G — G la
operacién producto en GG. Entonces P es continua si y solo si
para cada x,y € G y para cada U € N (zy) existen V € N (z)
y W e N(y) tal que VIV C U.

Demostracion. Ver pag. 2 de [14]. O

Cuando tenemos un grupo paratopologico G, quisiéramos
saber si existe algiin homeomorfismo en si mismo. El resulta-
do siguiente nos mostrara que existen al menos dos tipos de
homeomorfismos definidos en los grupo paratopoldgico.

Lema 2.1.6. Si (G, -, 7) es un grupo paratopolégico, entonces
ly y 4 son homeomorfismos para toda g € G.

Demostracion. Para demostrar que [, es un homeomorfismo,
observemos que (l,) ™' = l,-1, as{ que sélo basta demostrar que
l, es continua para todo g € G. Sea g € G fijo, () =g -z y
A={(g9,x) e GxG:zeG}.

Como la operacién producto es continua sobre G X GG, enton-
ces lo es también sobre A. Ademads, A es homeomorfo a G.
Sea la funcién ¢ : G — A dada por ¥(z) = (g,x) es un
homeomorfismo . Sea P la operacion producto sobre G x G.
Luego,

(Poy)(x) = P((x)) = Plg,x) = g -2 = ly(x)

Como P o1 es continua, tenemos que [, es continua, y esto
para cada g € G. Por lo tanto, [, es un homeomorfismo.

De la misma manera se prueba que r, es un homeomorfismo
para toda g € G. O

Corolario 2.1.7. Sean G un grupo paratopologico y A sub-
conjunto de G. Si A es denso en ninguna parte en GG, entonces
rA es denso en ninguna parte en GG, para cada r € G.

Demostracion. El resultado se tiene aplicando el lema ante-
rior y la Proposicién 1.1.24. ]
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Teorema 2.1.8. Sean (G, H grupos paratopoldgicos y f :
G — H una funcion cociente. Si f es un homomorfismo,
entonces f es una funcién abierta.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto en GG. Para probar
que f(U) es un conjunto abierto en H, por ser f una funcién
cociente, basta verificar que f~!(f(U)) es un conjunto abierto
en G.

Afirmamos que f~'(f(U)) = ker(f)U. En efecto;

sig € fH(f(U)), entonces f(g) € f(U), se sigue que exis-
te u € U tal que f(g) = f(u). Usando que f es un ho-
momorfismo tenemos que f(gu™') = ey, es decir, gu™! €
Ker(f). Asi, g = gu™'u € Ker(f)U. Entonces f~1(f(U)) C
ker(f)U. Por otra parte, si ¢ € Ker(f)U, entonces existen
ke Ker(f)yue U tales que g = ku luego, f(g) = f(ku) =
fk)f(u) = enf(u) = f(u) € f(U), es decir, g € fH(f(V)).
Asi, ker(f)U C f=1(f(U)). Por lo tanto, f~1(f(U)) = ker(f)U.
Como G es un grupo paratopoldgico, entonces las funciones
traslaciones izquierdas son homeomorfismos, por lo que se con-
cluye que el conjunto f~!(f(U)) es abierto en G. O

Teorema 2.1.9. Sean (G, -) un grupo y (G, 7) un espacio to-
polégico. (G, -, T) es un grupo paratopoldgico si y sélo si las
funciones [, y r, son homeomorfismos, para cada g € G'y la
operacién producto es continua en (e, e).

Demostracion. Supongamos que (G, -, T) es un grupo parato-
polégico, por el Lema 2.1.6 se tiene que las funciones [, y 7y
son homeomorfismos para cada g € GG. Por otra parte, como
la operacién producto es continua en G' X GG, en particular es
continua en (e, e).

Reciprocamente, sean zy € G con z,y € G y W una ve-
cindad abierta de zy. Entonces e € x71Wy~!. Por hipétesis
existen unas vecindades abiertas U y V' de e en G tales que
UV C 27 'Wy=t. Luego, (zU)(Vy) = 2UVy C W. Los con-
juntos zU y Vy son abiertos, ya que [, y r, son homeomor-
fismos. Ademas, x € 2U y y € Vy. Por lo tanto, la operacion
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producto es continua. Asi, (G, -, T) es un grupo paratopol6gi-
Co. 0]

Una caracteristica de los grupos paratopologicos es que
son homogéneos.

Lema 2.1.10. Si (G, -, 7) es un grupo paratopoldgico, entonces
(G,-,T) es un espacio homogéneo.

Demostracion. Sean z,y € G, por la afirmacién 7) del Lema
2.1.4 se tiene que y = {,,—1 () y por el teorema anterior, £,,-1
es un homeomorfismo. O]

Proposicion 2.1.11. Sea G un grupo paratopolégicoy A, B C
G. Entonces

Demostracion. Sea G un grupo paratopolégico. Aplicando que
la operacién producto en G es continua y que las funciones
de traslacion derecha e izquierda son homeomorfismo, las con-
clusiones de esta proposicion son inmediatas. [

Definicién 2.1.12. (Isomorfismo topolégico) Sean Gy H
grupos paratopolégicos y f : G — H una funcién biyectiva.
Diremos que f es un isomorfismo topoldgico si f y f=! son
homomorfismos continuos.

2.2. Contraejemplos en Grupos Pa-
ratopoldégicos

En esta seccion presentamos ejemplos que hacen diferen-
ciar los axiomas de separacion en los grupos paratopologicos
de los grupos topoldgicos. Primero presentaremos un ejemplo
de un grupo paratopoldgico que no es un grupo topologico.
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Ejemplo 2.2.1. Sea (R, +) un grupo y R con la topologia (7s)
de Sorgenfrey.

1. La funcién + : (R, 7s) x (R, 7¢) — (R, 75) es continua.
En efecto, si (z,y) € RxR entonces x+y € R. Sea W =
[a,b) un conjunto abierto que contiene a x + y. Luego,
tomemos U = [z, =42 y V = [y, =2*). Ahora, pro-
bemos que U +V C W. Sean p € U y q € V. Entonces

b—y+x b—x+
r<p< T yy<g<—7gYalz+y<p+qg<hb,
luego, p+q € W. Por lo que, U +V C W.

2. La funcién g : (R,75) — (R, 75) dada por g(x) = —x
no es continua. En efecto, si U = [a,b) es abierto en
(R,75), g~ *([a,b)) = (=b, —a] no es abierto en R con
esta topologia.

Asi, (R, 7g) es un grupo paratopoldgico y no es un grupo to-
pologico.

Teorema 2.2.2. Sea (R, 75). Toda operacién producto (-) que
sea un grupo en R tal que la operacién producto (-) es conti-
nua. Entonces ¢ : (R, 75) — (R, 75) dada por g(x) = —z no
es continua.

Demostracion. Sea (-) una operacién con la cual (R,-) es un
grupo y ademads la operacién (-) es continua. Supongamos que
g es continua. Luego, (R, -, 75) es un grupo topoldgico y como
(R, Tg) es primero numerable, entonces (R, 7g) es metrizable.
Asi, (R xR, 7¢ X Tg) es metrizable, entonces es normal, lo cual
es una contradiccion. O]

2.2.1. Un Grupo Paratopolégico que es Tj
y no es 1
Ejemplo 2.2.3. Sea f = {(—oo,n) CZ : n € Z}. Es facil pro-

bar que 3 es una base para una topologia en Z. Asi, tomemos
7 la topologia generada por 3. Luego,
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» (Z,+) es un grupo.

» (Z,7) es un espacio topoldgico Ty y no es Tj.
Probemos que (Z, ) es un espacio topolégico Tp. Sean
m, n € Z con m # n, sin pérdida de generalidad supon-
gamos que m < n. Consideremos B = (—o0,n), se tiene
que B es vecindad abierta de m y n ¢ B.

Por otra parte, el espacio (Z,7) no cumple el axioma
de separacién T;. En efecto, si m, n € Z con m # n'y
m < n, entonces para toda vecindad abierta U de n se
tiene que m € U.

1. La funcién + : (Z,7) x (Z,7) — (Z,T) es continua.
Pues, si (m,n) € Z x Z, entonces m + n € Z. Sea
W = (—o0, k) un conjunto abierto que contiene a m+n.
Luego, tomemos U = (—oo,n+1) y V = (—oo,m + 1).
Ahora, probemos que U4+ V CW.Seanx € Uy y eV
entonces t < nyy<m,x+y < m+n < k. Asi
r+y€eW. Porloque, U+V CW.

2. g:(2Z,7) — (Z,7) dada por g(z) = —z no es conti-
nua. En efecto, si g es continua, entonces (Z, 4, 7) es un
grupo topolégico y como es Tj, seria T lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, (Z,+,7) es un grupo paratopoldgico que es Ty
y no es 7T;.

2.2.2. Un Grupo Paratopolégico que es T
y no es 75

Sea X = Z, consideremos k € Z y definamos los siguientes
subconjuntos de X de la siguiente manera:

{k}U[n,00),conneZyn>k
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Notemos que para cada k € 7Z, existe una familia numerable de
subconjunto que contienen a k. Asi, sea [ la familia formada
por estos subconjuntos de X.

Probemos que (§ es una base para X:

1. Seam € Z, se tiene que m € [m,00) = {m}U[m+1,00).
Notemos que B = [m,+00) es un elemnto de .

2. Consideremos By, By € f y sea x € By N Bs.

Por la construccion de 3, existen p, g, m,n € Z tales que
m>p,n>qy B = {p}U [m,oo), By = {q}U[TL,OO).
Caso I: Si x = p; sean N = maz{m,n} y B = {z} U
[N, 00) se tiene que x € B C By N By. El caso x = q es
similar.

CasoIl: Siz #pyx#¢q; sea B={N}U[N + 1,00),
luego x € B C B N Bs.

Se concluye que 3 es una base sobre el conjunto X. Ahora,
tomemos 73 la topologia sobre X generada por esta base.
A continuacién, observemos que (X, 75) es 11 y no es Tb.

» (X,75) es Th. Ya que si z,y € X con = # y, si pérdida
de generalidad supongamos que x < y. Asi, definimos
B={z}Uly+1,00) y D ={y}U[y+ 1,00), se tiene
quezr € B y¢ Byx¢ D,yeD.

» (X, 75) no es Ty. En efecto, se observa que si B, D € 8
y son no vacios entonces BN D # (). En consecuencia,
si U,V € 75 y son no vacios, entonces U NV # ().

Ahora, sea + la operacién suma en Z. Se tiene que (Z,+) es un
grupo. Probemos que (Z,+,73) es un grupo paratopoldgico.
Basta probar que + : Z x Z — Z es continua.

Sean z,y € Z, entonces x +y € Z. Sea B € 3 una vecindad
abierta de x + y, entonces existen z,n € Z tales que n > z,
B = {z}U[n,00) y = +y € B. Entonces se presentan los
siguientes 2 casos:

Caso I: si z = x + y, entonces consideremos By = {z} U [n —
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y,+00) y By = {y}U[n—z,+00). Se sigue que By + By C B.
Caso II: si z # = + y, entonces = + y > n. Asi, definimos
By = [z, +00) y By = [y, +00) es facil verificar que By + By C
B.

Por lo tanto, (Z,+,73) es un grupo paratopoldgico que es T}
y no es Tp. Ademads, no es un grupo topolégico.

2.2.3. Un Grupo Paratopoldgico que es 15
Yy no es regular

Ejemplo 2.2.4. Sea X = R2. Consideremos los siguientes
subconjuntos de X; para (z,y) € R* y ¢ € R, con € > 0,
definimos:

Bx,y) ={(pq) eR*:x<p<zt+eyy<qgq<y-+eU
{(z,9)}.

Sea 8 = {B.(z,y) : (z,y) € R? y ¢ € R*}. 3 es una base para
una topologfa en R? y tomemos 7 la topologia generada por
B, la cual llamaremos la topologia ladrillo.

1. (R?,4) es un grupo.

2. (R?,7) es un espacio topoldgico Ts. Ya que, se observa
que la topologfa usual (7,) en R? estd contenida en 7 y
como (R?,7,) es Ty, entonces (R?,7) es Ts.

3. (R?,7) no es regular. Ya que, para el conjunto abierto
B,(0,0) y el punto (0,0) € B1(0,0) no existe un conjun-
to abierto V' con (0,0) € V tal que V' C B4(0,0).

4. (R% +,7) es un grupo paratopolégico. Primero probe-
mos que la funciéon + : (R?,7) x (R*,7) — (R?, 1)
es continua en ((0,0),(0,0). Pues, si ((0,0),(0,0)) €
R? x R?, entonces (0,0) € R% Sea W = B.(0,0) un
conjunto abierto que contiene a (0,0). Luego, tomemos
U = B:(0,0) y V. = B¢(0,0). Ahora, probemos que
U+VCW.

Sean (z,y) € Uy (p,q) € V sin pérdida de generalidad
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supongamos que (z,y) # (0,0) v (p,q) # (0,0) entonces
0<r<iyl<p<s5 0<y<s$yl<gq<s. Luego,
O<z+4+p<ey0<y+qg<e Asi, (x+py+q) €W.
Por lo que, U +V C W.

Por otra parte, verifiquemos que para cada punto (a,b) €
R? la funcién traslacién izquierda l4p) : (R*) — (R?)
definida por l(op) (2, y) = (a,b) +(z,y) = (a+z,b+y) es
continua. En efecto, sea € > 0 y consideremos B.(x,y).
Notemos que la siguiente relacion se cumple:

Loy (Be(z,y)) = {(p,q) € @) (P, q) € Be(z,y)} =
{(p, q) € R?: (a,b) + (p, )EB(%y)}I{(p,Q)GRQi
(a+p7b+Q) S E(x7y)} B( aay_b)'

Asi, la imagen inversa de elementos de la base [ sobre
las funciones traslaciones izquierdas son abiertas. Como
la base 0 genera a 7 se tiene que son continuas. Dado que
(R% +) es un grupo abeliano se sigue que las funciones
traslaciones derechas son continuas. Por la propiedad
3) del Lema 2.1.4 se concluye que las funciones trasla-
ciones derechas e izquierdas son homeomorfismos. Por
el Teorema 2.1.9 concluimos que (R? +,7) es un grupo
paratopoldgico.

5. g : (R 1) — (R? 1) dada por g(z,y) = (—z,—y)
no es continua. En efecto; si suponemos que es conti-
nua, entonces (G, 4+, 7) es un grupo topoldgico y por ser
Hausdorff se concluye que es un grupo topolégico regu-
lar, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, (R? +,7) es un grupo paratopolégico que es T
y no es regular.

Nota 2.2.5. Con el Ejemplo 2.2.3 podemos notar que si un
grupo paratopoldgico G es T no necesariamente implica que
G sea un espacio de Tychonoff. Tal resultado si se cumple en
los grupos topolégicos (ver Teorema 1.3).
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Observacion 2.2.6. Recordando el clasico Teorema 1.3.13 de
Kakutani afirma que todo grupo topoldgico primero numera-
ble es metrizable. Sin embargo, el ejemplo 2.2.1 prueba que
en los grupos paratopologicos tal resultado no se tiene. Pues,
(R, +,7s) es un grupo paratopoldgico que es primero nume-
rable y no es metrizable.

Observacion 2.2.7. Recordando la Proposicién 1.3.12 se tie-
ne que si H es un subgrupo de un grupo topoldgico GG, entonces
H es un subgrupo de G; pero esta consecuencia no necesaria-
mente se cumple si G' es un grupo paratopoldgico. El siguiente
contraejemplo lo prueba.

Considerando el Ejemplo 2.2.1 tenemos que (G = Z,+,7p)
es un grupo paratopoldgico, donde la topologia 75 esta gene-
rada por la base § = {(—oo,n) CZ :n € Z}.

Ahora, tomemos K = {0}, claramente, K es un subgrupo de
G. Afirmamos que K = [0,400). En efecto; dado m € Z*,
para toda vecindad abierta U de m existe n € Z* tal que
B = (—oco,n) y m € B C U. Es obvio que 0 € B, asi () #
KNB C KNU. Por lo que m € K. Por otra parte, si m € Z~
podemos considerar una vecindad abierta B = (—o0,0) de m
que cumple m € By KN B = . Asi, tenemos que m ¢ K.
Se sigue que K no es un subgrupo de G, ya que para todo
elemento positivo de K su elemento invero no es elemento de

K.

El contraejemplo anterior nos brinda atin mas informacion,
pues se observa que K es un subgrupo normal de G pero K no
es un subgrupo normal de G. Lo cual en los grupos topologicos
si es cierto como lo indica la Proposicién 1.3.12.



Capitulo 3

Algunos Resultados

Finalmente, en este capitulo primero empezaremos por de-
finir dos tipos especiales de topologias asociadas a un grupo
paratopoldgico, las cuales permiten que con estas nuevas to-
pologias el grupo paratopolégico ahora es un grupo topolégico
0 es un grupo paratopoldgico con una topologia mas gruesa.
En la ultima seccion se establecen algunas propiedades to-
pologicas anexadas a un grupo paratopoldgico con las cuales
se tiene ya un grupo topoldgico. Con tales resultados daremos
por cumplido nuestro objetivo.

3.1. Coémo Asociar un Grupo Topolégi-
co

Sea (G, -, 7) un grupo paratopoldgico con el elemento iden-
tidad e. Entonces definimos

T ={U1:Uer}

A continuacién, presentamos algunos resultados que se obtie-

nen en relaciéon a 71,

Proposicién 3.1.1. Si (G, -, 7) es un grupo paratopoldgico,
entonces 7! es una topologia sobre G.

26
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Demostracion.

» ComoG~!=Gy0! =0, entonces Gy 0 son elementos
de 771

» Sea {U;'},er € 771 Basta probar que se cumple lo
siguiente J,.; Uy = (Uuer Ua) ™' En efecto, sea x €
Uaes Us ' Existe k € I tal que z € U, ', es decir, 27! €
Uy. Luego, 7' € U, Ua 0 bien z € (J,e; Ua)™t Si-
milarmente, se obtiene la otra contencién. Por lo tanto,

Uaer Uler.

» Sean U1, V™1 € 771 veamos que U ' NV~ = (UN
V)™, Efectivamente; € U 1NV~ siysélosiz € U™!
yvreVlisiysblosiz™l € Uya=t eV, sesigue que
r e UNVsiysolosixze (UNV)™t Por lo tanto,
Utnv-ter

]

Definicién 3.1.2. (La Topologia conjugada) Sea G un gru-
po paratopoldgico con la topologia 7. Definimos

1 ={U":Uer}.
La topologia 77! es la topologia conjugada de G.

Lema 3.1.3. Si (G, -, 7) es un grupo paratopolégico, entonces
(G, -, 771) es un grupo paratopolégico.

Demostracién. Sean z,y € Gy sea Wt € 77! tal que zy €
WL Entonces y~'z7! = (zy)~' € W. Como (G,-,7) es un
grupo paratopolégico, existen U,V € 7 tales que y~ ! € U,
r e VyUVCW. Luego, z € V3 ye Uty ViU =
(UV)~! € W~ Por lo tanto, la operacién producto es conti-
nua en (G, -, 771 x (G, -, 771). O

Nota 3.1.4. La funcién ¢ : (G,7) — (G,7!) dada por
¢(g9) = g~! es un homeomorfismo.
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Como una consecuencia de que 7y 7! son unas topologias
sobre GG, podemos construir la siguiente familia de subconjun-
tos de G:

D={UNnV .U Ver}
Enseguida presentamos algunos resultados relacionados con

D que seran de gran utilidad.

Proposicién 3.1.5. © es una subbase para una topologia so-

bre G.

Demostracion. Basta verificar que ® cubre a G. Sea g € G
y consideremos W = G'N G, donde, es claro que g € W' y
WenD. O
Definicién 3.1.6. Sea (G, -, 7) un grupo paratopolégico, de-
finimos 7* la topologia generada por la subbase ©.

Notemos que U € 7* si es una union arbitraria de inter-
secciones finitas de elementos en ®.
Proposicién 3.1.7. Si (G,-,7) es un grupo paratopoldgico,
entonces 7 C 7*.

Demostracion. Sea U € 7, notemos que U = UNG~! = UNG.
Asi, U € ® y por lo tanto, U € 7*. n

Lema 3.1.8. f(e) ={UNU':U € 7ye€ U} es una base
local de e en 7*.

Demostracion. Sean e € Gy Q € 7* tal que e € Q. Por
construccién de 7" existe W € 7" tal que e € W C @ y
ademas:

W=UnUin..nU)NV; ' nvitn...nv ),

paraalginn € wconU; € Ty Vi_1 € 77! paracada 0 < i < n.
Luego, consideremos P, = UyNU;N...NU,, P, = Vo_lﬂvl_lﬂ
...NV-ly tomemos U = P, N P,. Asi, se tiene que

UﬂUﬁl:(PlﬂPg)ﬂ(PlﬂPQ)*lQVV.

Por otra parte se tiene que e € U y U € 7. Por lo tanto,
UnuU" e B(e). O
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Proposicién 3.1.9. Si (G, -, 7) es un grupo paratopoldgico,
entonces (G, -, 7") es un grupo topolégico.

Demostracion.

Probemos que la funcién - : (G, -, 7) x (G, -, 7*) — (G, -, 7%)
es continua. Sean zy € G con z,y € Gy W € 7" tal que
xy € W. Por construccién de 7* existen Wy, W5 € 7 tales que
vy € Wi NW, P C W, entonces zy € Wi y oy € Wyt

Como (G, -, 7) es un grupo paratopoldgico, existen Uy, Vj € T
tales que x € Uy, y € V; y U;V; C Wy. Similarmente, por ser
(G,-,77') un grupo paratopoldgico, existen Uy *, V, * € 771
tales que x € U, ', y € Vo by Uy 'Vt € Wyt Ahora, con-
sideremos U = Uy NU,' vy V = V3 NV, !5 entonces tene-
mos que x € U,y € Vy UV = (U nUH)ViNnV; 1) C
(V)N U VH cwinW,t Cw.

Ahora, probemos que la funcién h : (G, ,7") — (G,-, 7%)
dada por h(g) = ¢! es continua. Mostremos que si W; N
Wyl € ® C 7, entonces h™(W; N W5 ') es un elemento
de 7*. En efecto, sea W, N W, € ® C 7%, es claro que
R WinWy, )y =WinWy =Won W, €D C 7. Esto es
suficiente para que h sea continua. Por lo tanto, (G,-,7%) es
un grupo topoldgico. O]

En adelante, G* serd lo mismos que (G, -, 7).

Lema 3.1.10. Si (G, -, 7) es un grupo paratopoldgico Ty, en-
tonces (G, -, 7") es un grupo topoldgico de Tychonoff.

Demostracion. Como (G, -, 7) es un espacio Top y 7 C 7* se
sigue que (G, -, 7*) es un espacio Ty. Luego, por ser (G, -, 7*) un
grupo topoldgico se concluye que es un espacio de Tychonoff.

[]

A continuacién, desarrollaremos algunas definiciones y pro-
piedades en los grupos paratopoldgicos (G, -, T) para obtener
una topologia 7" mas gruesa que 7 tal que (G, -, 7') es un grupo
paratopoldgico.
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Definicién 3.1.11. (Abierto regular) Sea (X, 7) un espacio
topoldgico. Un subconjunto U de X se llama abierto regqular

si U =nt(U).

Nota 3.1.12. Todo subconjunto abierto regular en X es un
conjunto abierto en X.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, es claro que se cumple

U Cint(U).
Sea f = {U € 7 : U es un subconjunto abierto regular en
X}.

Proposicién 3.1.13. 3 es una base sobre X.

Demostracion.

» Seap € X, como X =int(X), entoncesp € X y X € .

= Sean By, By € By y € BiNB,y. Consideremos B = B1N
Bs, probemos que el subconjunto B es abierto regular,
es decir, B = int(B). Sea p € int(B), existe U € 7 tal
quepceUCB=BNB,CB NBy As, pecUC B,
es decir p € int(By) = By y p € U C By o bien p €
int(By) = B, entonces p € B; N By = B. Ademis, es

claro que B C int(B). Por lo tanto, y € BC ByN By y
B e g.

]

Definicién 3.1.14. (La Topologia semiregular) Dado un
espacio topolégico (X, 7), denotamos por 7’ la topologia en X
generada por la base 3, la topologia 7" es la topologia semire-
gular sobre X.

El espacio (X, 7’) se dice que es la semiregularizacion de
(X, 7) y se denota por X,. Se tiene que los espacios topoldgi-
cos (X, 7) y (X,7') tienen los mismos subconjuntos abiertos
regulares, esto se prueba en la Proposicion 3.1.18.
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Observaciéon 3.1.15. Se tiene que 7/ C 7. Esto es claro por
la nota 3.1.12.

Lema 3.1.16. Sean (X, ) un espacio topolégico, U un sub-
conjunto abierto de X y sea W = int(U). Entonces W es un
subconjunto abierto regular.

Demostracién. Probemos que W = int(W). Si U = () es claro
que W = () es un subconjunto abierto regular. Ahora, si U #

(); sea p € int(W) entonces existe V' € 7 atl que

peEVCW=int(U)CU=T0.

Entonces p € int(U) = W es decir, int(W) C W. Por otra

parte se cumple que W C int(W). Por lo tanto W = int(W).
]

Nota 3.1.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico la expresién
int,(U") significa que el conjunto interior y la cerradura se
consideran respecto ala topologia 7.

La nota anterior sirve para facilitar entender las expresio-
nes usadas en la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.18. Los espacios topoldgicos (X, 7) y (X, ')
tienen los mismos subconjuntos abiertos regulares.

Demostracion.
Sean U un subconjunto abierto regular en (X, 7), es decir,

U = int,(U"). Por demostrar que U = int.(U ), sélo fal-
ta probar que int, (UT ) € U. Supongamos lo contrario, sea
p € int.(U ) tal que p ¢ U entonces existe W € 7/ tal que

peWyWCU , porla Obs_ervacién 3.1.15 tenemos que
W e 7. Por lo que p € int.(U). Como p € U, entonces
U # int,(U") pero esto es una contradiccién. Por lo tanto,

U= intT/(UT )

Reciprocamente, Sea U € 7" un subconjuto abierto regular, es
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decir, U = int.(U" ). Por demostrar que U = int.(U'), sea
peint(U), existe W € 7 tal quep € W C U'. Notemos que

si7/ C 7, entonces U C U . Asi, consideremos W = int (U )
y por el Lema 3.1.16 se cumple que W € 7’. Luego, como
p € W existe una Vecmdad abierta V en 7/ de p tal que

peV CW CU CU .Entonces p € int, (U) U. Por
lo tanto, U = int,(U"), es decir, U es un subconjunto abierto
regular en (X, 7). O

Proposicién 3.1.19. Sean (G, -, 7) un grupo paratopolégico
y U un subconjunto abierto regular de G. Entonces gU y Ug
son subconjuntos abiertos regulares de GG, para cada g € G.

Demostracion. Sean r € GG y U un subconjunto abierto regu-
lar de G. Probemos que gU = int(gU).

Sea g € int(gU), entonces existe una vecindad abierta W
de g tal que p € W C g¢U. Por otro lado, de la Proposi-
cién 2.1.11 tenemos que gU = gU. Asi, p € W C gU siy
s6lo si g~'p € g7'W C U. Como (G, -, 7) es un grupo para-
topoldgico, la funcién traslacién izquierda [,-1 es un homeo-
morfismo, entonces l,-1(W) = g~ 'W es abierto en G. Asi,
g 'p € int(U) = U, entonces g~'p € U si y sélo si p € gU.
Por lo tanto, gU = int(gU).

Similarmente, se prueba que Ug es un subconjunto abierto
regular de G. O

Proposicién 3.1.20. Si (G, -, 7) es un grupo paratopoldgico,
entonces GG, es un grupo paratopoldgico.

Demostracion. Sean G un grupo paratopoldgico y U un sub-
conjunto abierto regular vecindad del elemento identidad e de
G. Entonces U es abierto en G,.. Ahora, como GG es un grupo
paratopolégico y U es también abierto en (G, entonces existe
una vecindad abierta V' de e en G tal que V2 VV CU. Por

la continuidad del producto se tiene que V CU.

Observemos que (int(V))? C int(vz). En efecto, sean z,y €
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int(V') entonces existen Z y T vecindades abiertas en G de
x e y respectivamente, tales que Z C V y T C V. Asi,
xy € ZT C VQ, es decir, xy € int(v2). Luego, (int(V))? C
int(VQ) C int(U) = U. Tomemos W = int(V) y por Lema
3.1.16, W es un conjunto abierto en Gi,.

Ahora, como e € V C W C W2 C U se concluye que la ope-
racién producto sobre G, x G, es continua en (e, e).

A continuacién, probemos que la funcién traslacién izquier-
da l; : G5, — G4 es un homeomorfismo. Como lg_l =l
sélo basta verificar que si U € 7’ entonces I;'(U) es un sub-
conjunto abierto regular, para cada g € G. En efecto, sea
U € 7' por el Lema 2.1.4 y Lema 3.1.19 entonces [, (U) =
l,~1(U) = ¢~ 'U es un subconjunto abierto regular. Por lo que,
ly es un homeomorfismo.

Similarmente, la funcién traslacién derecha r, es un homeo-
morfismo. Por lo tanto, por el Teorema 2.1.9 se concluye que

(G,-,7') es un grupo paratopolégico. ]

Teorema 3.1.21. La semiregularizacién G de un grupo pa-
ratopologico arbitrario G' es también un grupo paratopologi-
co. Ademsds, G, es un espacio regular. Por lo tanto, si G es
Hausdorff, entonces G, es un grupo paratopolégico T;.

Demostracion. Sea (G,-,7) un grupo paratopoldgico, de la
proposicién anterio, se tiene que G, es un grupo paratopologi-
co. Probemos ahora, que G, es un espacio regular. En efecto,
denotemos por S la familia de todos los subconjuntos abiertos
regulares de G que contienen a e. Se tiene que § es una base
local para e en Gy, (esto es claro del Lema 3.1.16). Tomemos
un elemento arbitrario U € 3, como G, es un grupo parato-
polégico existe V' € f3 satisfaciendo que V2 =VV C U.

Por la continuidad de la operacién producto () en G X G,
se cumple la siguiente relacién: -(V x V) C «(V x V) luego
V.V CVV. Asi, VV CU. Entonces V C int(U) = U. Aho-
ra, sean © € G y W € 7/ un subconjunto abierto regular tal
que z € W. Entonces e € 71T por lo anterior como 2z~ 1W es
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un conjunto abierto regular, existe V € 7/ tal que V. C o'W
Asi, 2V =2V C W. Por lo tanto, G, es regular.

Por otra parte, si G es Hausdorff, entonces Gy, es T7. En efec-
to, sean x,y € G con x # y. Como G es Hausdorff esxisten
UVertalesquex e U,y eV yUNV = (. Consideremos

W = int(U) y T = int(V), por el Lema 3.1.16 se concluye
que W y T son elementos de 7. Ademas,

sz EWyyg W (puesy ¢ U).
s ycTyrdT (yaquex ¢ V).
Por lo tanto, G, es regular y T7, es decir, G, es T;. O

Teorema 3.1.22. Todo grupo paratopoldgico G admite un
grupo paratopolégico regular con una topologia més gruesa.
En particular, si G es Hausdorff, entonces admite un grupo
paratopoldgico T3 con topologia més gruesa y es, por lo tanto,
un espacio de Urysohn.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema ante-
rior. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el si-
guiente resultado.

Corolario 3.1.23. Si G es un grupo paratopolégico Hausdorff,
entonces G es un espacio de Urysohn.

3.2. Algunos Resultados

Algunas condiciones suficientes que podemos anexar al
grupo paratopoldgico, para que sea un grupo topoldgico se
puede obtener con la ayuda de los siguientes lemas.

Lema 3.2.1. Sea G un grupo paratopoldgico y una vecindad
abierta U del elemento identidad e en G. Entonces, M C
MU, para cada subconjunto M de G.
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Demostracion. Sea M C G, consideremos
F=G\U{gU:9eG, gUNM=0}

Se tiene que F' es un subconjunto cerrado de G y M C F,
entonces M C F. Sea y € F, entonces yU N M # (), es decir,
yh =m paraalgin h € Uym € M. Asi, y =mh=t € MU
Luego, M C F C MU~". Por lo tanto, M C MU', O

Lema 3.2.2. Sea G un grupo paratopoldgico y no un grupo
topologico. Entonces, existe una vecindad abierta U del ele-
mento identidad e en G tal que U NU™! es denso en ninguna
parte.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que la operacion de ele-
mento inverso en GG no es continua, entonces es discontinua
en e. Asi, podemos elegir una vecindad abierta W de e tal
que e ¢ int(W=1). Como la multiplicacién en G es continua,
elegimos una vecindad abierta U de e tal que U3 C W.

Afirmamos que el conjunto UNU ! es denso en ninguna parte
en G.

Supongamos lo contrario, es decir, int(UNU-!) # (). En-
tonces existe un conjunto abierto V' no vacio tal que V C
UNU-L. Por el Lema 3.2.1, se sigue que V. C UNU-t C
UnuYhutcutut=vu2

Luego, VU ' C U2U ' =U3C WL ComoV # 0y
V CUNU Y entonces § £ (UNUHNV CUNV luego
UNV # 0y como el conjunto VU ™! es abierto en G. Asi,
e € VU Cint(W™1), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, U N U~! es denso en ninguna parte en G. O

Lema 3.2.3. Sea G un gurpo paratopoldgico tal que e €

int(U~1), para toda vecindad abierta U del elemento iden-
tidad e en G. Entonces, GG es un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que GG no es un grupo topologico,
por el Lema 3.2.2 existe una vecindad abierta U del elemento
identidad e en G tal que int(U N U~1) = (). Afirmamos que e ¢
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int(U-1). En efecto, si suponemos que e € int(U~-1), entonces
para toda vecindad abierta W del elemento identidad e en G,
se tiene que int(U—1)NW # 0. En particular, int(U-1)NU #
. Seape Uyp e mt(U ) Luego, existe una vecindad
abierta V' de p tal que V' C U~!. Asi, por el Colrolario 1.1.14
se tiene que UNV CUNU-1 CUNUL, como UNV es
vecindad abierta de p entonces int(U NU-1) # (0, lo cual es

una contradiccién. Por lo que e ¢ int(U~1) pero esto es una
contradiccion con la hipdtesis del lema. [

Sea GG un grupo paratopoldgico y M un subgrupo inva-
riante (normal) de G. Entonces podemos obtener el grupo
cociente G/M. Asi, al espacio G/M le asociamos la topologia
cociente asignada del mapeo natural cociente 7 : G — G/M
definida por 7(g) = gH. Los lemas siguientes muestran resul-
tados relacionados con el grupo cociente G/M que serédn de
gran utilidad para demostrar el Teorema de Ellis.

Lema 3.2.4. Si G un grupo paratopolégico y M un subgrupo
invariante de G, entonces G/M es un grupo paratopoldgico.

Demostracion. Notemos que claramente la funciéon 7 es un
homomorfismo. Sean gM, ¢gM € G/M y una vecindad abier-
ta W de ggM. Por ser m una funcién cociente se tiene que
7~ 1(W) es un conjunto abierto en G ademés, 7—(1V) es una
vecindad abierta de gg. Como G es un grupo paratoplégico se
sigue que existen vecindades abiertas U y V' de g y q respecti-
vamente, tal que UV C =1 (W). Usando que 7 es sobreyectiva
se tiene que (7~ 1(W)) = W, por otra parte es ficil verificar
que T(UV) = n(U)r(V). Asi,

r(U)n(V)=x(UV) Ca(z*(W)) =W

Aplicando el Teorema 2.1.8 se obtiene que 7(U) y m(V) son
conjuntos abiertos en G/M y por lo tanto, concluimos que
G/M es un grupo paratopolégico. n
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Lema 3.2.5. Sea GG un grupo paratopolégico y M un subgrupo
invariante de G. Si M y el grupo paratopolégico cociente G /M
son grupos topoldgicos, entonces G también lo es.

Demostracion. Ver la prueba de Ravsky en el Lema 4 de [7].

[]

Lema 3.2.6. Sea G un grupo paratopoldgico y N (e). Entonces
K=MWUnNU':U € N(e)} cumple lo siguiente:

1. K es un subgrupo de G.
2. K es un subgrupo invariante (normal) de G.
Demostracion.

1. Como e € U para cada U € N(e) se tiene que e €
UNU Asi, e € K.
Sean z,y € K, es decir, z,y € U NU"! para toda
U € N(e). Por ser la operacién producto en G con-
tinua entonces existe una vecindad abierta U del ele-
mento identidad e en G tal que VV C U. Por lo que
xy € VV C Uyay € VIV C U™l para toda
UeN(). Asi, ry € K.
Sear € K se tiene que x € UNU ! para toda U € N(e).
Entonces 2 € U y x € U™l Luego, 2=t € Uty
r7 1 € U, es decir, 7! € UNU! para toda U € N(e).
Por lo tanto, 27! € K.

2. Sea g € (G. Observemos que basta de mostrar la siguien-

te afrimacién: si M = {gUg™' : U € N(e)}, entonces
N(e) = M.
Sea U € N(e). Como las funciones de traslaciéon de-
recha e izquierda son abiertas se tiene que el conjunto
W = g 'Ug es una vecindad abierta de e en G. Por lo
que U = gWg~! es un elemento de M. La otra conten-
cién es clara.



3.2 Algunos Resultados 38

Por otro lado, dado que las funciones de traslacion de-
recha e izquierda son biyecciones se tiene que para cada
g €G.

gKg™' =({g(UNU g : U e N(e)} = {(gUg™")N
(gU g™ - U € N(e)} = M{(gUg ") N (gUg™ ")~
UeNe)} =K.

Por lo tanto, K es un subgrupo invariante de G.
[

Lema 3.2.7. Si G es un grupo paratopoldgico, entonces K
hereda la topologia antidiscreta como subespacio de G.

Demostracion. Sea W un conjunto abierto en GG no vacio tal
que W N K # 0, es decir, existe p € W N K. Sea ¢ € K,
como p € K y K es un subgrupo de G se tiene que p~! € K.
Entonces p~!q € K. Por otra parte, dado que p € W se tiene
que p~'W € N(e). Asi, p~lq € p~'W o bien ¢ € W. Por lo
que K C W. Por lo tanto, lo anterior prueba que K hereda
la topologia antidiscreta como subespacio de G. O

Teorema 3.2.8. (Ellis) Si G es un grupo paratopoldgico com-
pacto, entonces es un grupo topologico.

Demostracion. Sean GG un grupo paratopoldgico compacto y
K=UNU"':U € N(e)}, por los Lemas 3.2.6 y 3.2.7 se
tiene que K es un grupo topoldgico con la topologia antidis-
creta que hereda como subespacio de G.

Por otro lado, del Lema 3.2.4 tenemos que G/K es un gru-
po paratopoldgico cociente. Afirmamos que G/K es un espa-
cio Ty. En efecto, notemos que sélo basta probar que para
y € G/K ye e G/K el elemento identidad en G/K tal que
y # e, existe una vecindad abierta U conteniendo s6lo uno de
los puntos.

Sea y € G/K distinto de €, se sigue que existe + € G con
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n(z) =y, donde 7 : G — G/K es el homomorfismo cocien-
te. Entonces x ¢ K, asi existe U € N(e) tal que z ¢ UNU .
Por ser G un grupo paratopoldgico, existe V € N (e) tal que
V2 CU.Siz¢U,entonces y = m(x) ¢ (V) de lo contrario
rexK e VK CVV CU.Sixz ¢ U™, entonces € ¢ w(zV)
de lo contrario e € K € aVK C x2V? C 2U y por lo tanto
x € U™l Llegamos a la conclusién que, o bien € € (V) y
ygn(V)oyen(V)yedgmn(V). Por el Teorema 2.1.8 se ob-
tiene que 7(V') es un conjunto abierto en G/ K. Por lo tanto,
G/ K es un espacio Tj.

Ya que el grupo paratopolégico G/K es compacto y Tp. En-
tonces G/ K es un grupo topoldgico (ver Teorema 2.4 de [9])
y por el Lema 3.2.7 K es un grupo topoldgico. Finalmente,
aplicando el Lema 3.2.5 se obtiene que GG es un grupo topologi-
co. [l

Lema 3.2.9. Sea GG un grupo paratopologico T}, pero no un
grupo topolégico. Entonces, para cada subconjunto compacto
F de G tal que e ¢ F, existe una vecindad abierta O(F') de F'
y una vecindad abierta O(e) de e tal que O(F)N(O(e))~t = 0.

Demostracion. Para cada x € F' seleccionamos una vecindad
abierta V, de e tal que 27! ¢ V2 (esto se puede obtener, ya
que para cada x € F se tiene que x # e o bien 27! # e, por ser
GG un espacio T} existen vecindades abiertas U y W tales que
v leU,e¢Uyeec W,z ! ¢ W. Dado que la operacién
producto es continua existe V,, una vecindad abierta de e en GG
tal que V,V, = V2 C W, asi 27! ¢ V2). Luego, V2NV, ' = 0.
Como P = {V,x : € F'} es una familia de conjuntos abiertos
en G que cubre al subconjunto compacto F', entonces existe
un subconjunto finito K de F' tal que F C (J{V,z : v € K}.
Tomemos O(e) = ({Vex :x € K} y O(F) = | {Voz : 2 €
K}. Entonces O(e) es una vecindad abierta de e, O(F) es una
vecindad abierta de F'y O(F) N (O(e))™' = 0. En efecto, si
p € O(F)N(0(e))™t luego p € O(F) y p € (O(e))™!, existe
ke KCFtalquepe Vikype V! para cada z € K.
Asi, pe Vikype V,;l entonces Vik NV, # 0, lo cual es una
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contradiccion. O]

Teorema 3.2.10. Sea f un homomorfismo perfecto de un gru-
po paratopoldgico G Hausdorff a un grupo topolégico H. En-
tonces, G es también un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que G no es un grupo topoldgi-
co. Entonces, por el Lema 3.2.3 existe una vecindad abier-
ta U de elemento identidad e en G tal que e ¢ int(U™1).
Sea FF' = f~!(f(e)) y F; = F\ U. Como G es Hausdorff y
F' es compacto, entonces I} es compacto y e ¢ Fj, por el
Lema 3.2.9, existe una vecindad abierta O(F}) de F; y una
vecindad abierta O(e) de e tal que O(F;) N (O(e))™t = 0.
Tenemos que W = O(F;) U U, es una vecindad abierta de
F' vy f es una funcién cerrada, entonces existe una vecindad
abierta V de f(e) en H tal que f~'(V) C W, podemos tam-

bién asumir que V‘ =V, pues H es un grupo topoldgico.
Entonces (f~1(V))™! f V-1 = f~1(V) C W. Finalmen-
te, pongamos Wy = f~(V) N O(e) N U. Se tiene que Wy es

una vecindad ablerta de e contenida en U. También, tene-
mos que Wyt C (f71(V))"' C W y W;' C (O(e))~!. Como
O(F) N (O(e))™t = 0, se sigue que W' C U. Por lo tanto,
e € Wy Cint(U™1), lo cual es una contradiccién. O

Usando el teorema anterior mostraremos otra demostra-
cién al teorema 3.2.8 si el grupo paratopoldgico compacto G
es Hausdorff.

Corolario 3.2.11. Todo grupo paratopolégico G' Hausdorff
compacto es un grupo topoldgico.

Demostracion. Consideremos H = {0} el espacio que sélo
consta de un elemento identidad 0 de un grupo arbitrario.
Claramente, H es un grupo y la tnica topologia que podemos
asociar al espacio H es la topologia discreta. Asi, H es un
grupo topolégico. Consideremos f : G — H definida por
f(g) = 0. Observemos que f es un homomorfismo perfecto.
Por lo tanto, del Teorema 3.2.10 se tiene que G es un grupo
topoldgico. O]
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A continuacién, presentamos el Teorema de Arhangel’skii
y Reznichenko.

Teorema 3.2.12. (Arhangel’skii y Reznichenko) Sea G
un grupo paratopoldgico tal que G es un subespacio denso G
de un espacio pseudocompacto X. Entonces G' es un grupo
topoldgico.

Demostracion. Supongamos que G no es un grupo topoldogico,
por el Lema 3.2.2 existe una vecindad abierta U del elemento
identidad e en G tal que int(UNU-') = (. Como G es un
grupo paratopoldgico regular, existe una vecindad abierta W
de e en G tal que WW C U. Consideremos O = W\U N U1

se tiene que:

» O#£0. Yaquesi O=0, entoncesec W CUNU1, lo
cual es una contradiccion.

» O CW C O. En efecto, sea p € W veamos que p € O.
Sea V' una vecindad abierta de p, como W NV es una
vecindad abierta de p, por el corolario 1.1.23 () # V N
WNnUNUH CVNnIWWnNUNUY. Asi, VNO # 0,
por lo que p € O. Ademés, es claro que O C W.

» O'NU = 0. Supongamos lo contrario, sip € O~ ' NU,
entoncesp € O type U,obien,pt €cOypteUL
Como O C W entonces p 't e W CWW C WW C U.
Asi, pt e UNU-L CUNU-L Luego, p~! ¢ O, pero
esto es una contradiccidn.

Como G es un subconjunto Gy, fijemos una sucesién {M,, :
n € w} de conjuntos abiertos en X tal que G = [(\{M,, : n €
w}. Ahora, definamos una sucesién {U, : n € w} de conjuntos
abiertos en X y una sucesion {z, : n € w} de elementos en G
tal que x,, € U, de la siguiente manera:

= Paran = 0. Sean Uy = My y xg € O.
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» Paran = 1. Yaque e € W C O, tenemos que z, €
200 = 270. Dado que Uy es vecindad abierta de z, re-
sulta que Uy N (2¢0) # 0. Asi, elejimos z; € Uy N (200),
notemos que z; € G (pues o0 C G).

Por otra parte, por ser zo(O un conjunto abierto en
G existe Ky un conjunto abierto en X tal que 2,0 =
KoNG. Como X esregulary x1 € UyNMyNK,, existe U;
vecindad abierta de z; en X tal que U; € Uy N My N K,
yUlﬁGgKoﬂG:l’oO.

= Hacemos el procedimiento anterior para k = n. Ilustra-
mos el caso k = n+1. Como z,, € ,0 y U, es vecindad
abierta de x,, resulta que U, N (z,,0) # (). Asi, elejimos
1 € U, N (2,0), notemos que z,41 € G.

Por otra parte, por ser z,0 un conjunto abierto en
G existe K, un conjunto abierto en X tal que z,0 =
K,NG. Como X esregulary x,,.1 € U,NM,NK,, exis-
te U,41 vecindad abierta de z,,1 en X tal que U, C
UN"M,NK,yU,1NGCK,NG = x,0.

Asi, es como garantizamos que existe y construimos la suce-
sion {U, : n € w} y una sucesién {z, : n € w} de elementos
en G y se tiene que cumplen lo siguiente:

1. U, C U,, siempre que m < n.
2. x, € U, para cada n € w.
3. Tyy1 € 2,0 para cadan € w.

Ahora, definimos F' = (\{U,, : n € w}. Claramente, FF C G
(yaque FF'=({U,:new} C({U,NM, :new} C({M,:
n € w} = G) y también, por ser X pseudocompacto y de la
construcciénde la sucesién U, se tiene que F' = (U, : n €
w} # 0, (pues, (U, :n€wt={U,:n€w—-{0}}nU, C
U, :n €w—{0}}nUy C (U, :n € w} = F y claramente
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F C({U, : n € w}). Ademas, por el Teorema 1.1.29 se tiene
que F = ().

Notemos que el conjunto F'WW es una vecindad abierta de F
en G. Definimos P = FW y H = X \ P considerando las
cerraduras en X. Afirmamos que H N ' = (). En efecto, su-
pongamos lo contrario seax € HNF', esdecir,x € Hyx € F.
Como F'W es una vecindad abierta de F' , existe una vecin-
dad abierta O(z) en X tal que x € O(x) y O(z) NG C FW.
Observemos que O(z) € P = FW (ya que si a € O(z) y to-
mamos una vecindad abierta V' en X del elemnto a, entonces
O(z)NV es también una vecindad de a. Dado quea € X = G,
0 #0(x)NVNG CVNFW esto implica que a € FW = P).
Por otra parte, O(z)N (X \ P) = (), entonces z ¢ X \ P = H,
lo cual es una contradiccion.

Ahora, del Teorema 1.1.29 y de la definicién de F se sigue
que U, N H = (), para algunos k¥ € w. Entonces U, C P
(pues como U, N X\ P CU,NX\P=U,NH=10). Como
z, € Uy NG se sigue que x, € P = FW. Sin embargo, por
construccion de la sucesiéon {U,, : n € w} tenemos la siguiente
relacién:

FCUi2oNG C 210 C W
Luego,
FW C kaerW y Tk € FW C $k+1WW.

También, por construccién de la sucesién {x, : n € w} te-
nemos que Ty € ;0. Asi, xp  WW C 2, OWW. Enton-
ces xp € xrtOWW o bien, e € OWW C OU. Por lo tanto,

O~ 1 NU # 0, pero esto es una contradiccion. O

Teorema 3.2.13. Sean GG un grupo topoldgico, H un grupo
paratopolégico v ¢ : G — H un homomorfismo continuo.
Supongamos también que al menos alguna de las siguientes
condiciones se cumple:
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1. G es totalmente acotado.

2. H es de Baire y G es w-acotado.
Entonces H es un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que H no es un grupo topoldgico.
Por el Lema 3.2.2, existe una vecindad abierta U del elemento
identidad ey de H tal que UNU™! es denso en ninguna parte
en H.

Como ¢ es un homomorfismo continuo, entonces ! (U) es
una vecindad abierta del elemento identidad e de G y por
ser G un grupo topoldgico, existe W una vecindad abierta
de eg tal que W C ¢ 1 (U) y W = WL, Luego, p(W) C
ol (U)) C U.

= Caso I: Supongamos que G es totalmente acotado, en-
tonces existe un subconjunto A de G tal que A es fi-
nito y G = AW. Entonces o(W) = (W) N (W) =
(W) MW= = (W) N [p(w)]™ € UNU Por
el Lema 1.1.20 se tiene que ¢(W) es denso en ninguna
parte en H. Luego, p(A)p(W) = o(AW) = ¢(G) = H
y dado que A es finito también lo es p(A).
Asi, por el Lema 1.1.21 y Corolario 2.1.7 se concluye que
H es denso en ninguna parte, lo cual es una contradic-
cién, pues H no es denso en ninguna parte.

» Caso II: supongamos que G es w-acotado y que H cum-
ple la propiedad de Baire. Entonces existe un conjunto
numerable A C G tal que G = AW. Similarmente, que
en el caso I se tiene que (W) es denso en ninguna parte
en H. Luego, p(A)p(W) = p(AW) = p(G) = H. Asi,
H es una unién numerable de conjuntos densos en nin-
guna parte y como el int(H) # (). Entonces H no cumple
la propiedad de Baire, pero esto es una contradiccion.

]

El siguiente resultado se deduce del Teorema 3.2.12 de
Arhangel’skii y Reznichenko.
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Teorema 3.2.14. Supongamos que un grupo paratopoldgico
H es homeomorfo a un subespacio denso G5 de un espacio T3
apenas compacto. Entonces H es un grupo topoldgico.

Corolario 3.2.15. Todo grupo paratopolégico T3 apenas com-
pacto es un grupo topolégico.

Una consecuencia inmediata del Lema 1.1.34 y corolario
anterior prueba el siguiente resultado.

Corolario 3.2.16. Todo grupo paratopologico G' T3 contable-
mente pracompacto es un grupo topoldgico.

Demostracion. Aplicando la Proposicion 1.1.34 y Teorema
3.2.14 se tiene el resultado. [

Sean (G,-,7) v (H,*,72) grupos paratopoldgicos y f :
(G,-,71) — (H,*,72) una funcién. Si 7 es otra topologia tal
que (H,x,T) es un grupo paratopoldgico, entonces definimos
fr:(G,-,71) — (H,*,7) dada por f.(g9) = f(g).

En seguida, presentamos algunos resultados relacionados con
esta nueva funcién f;.

Observacién 3.2.17. Sean (G,-,71) y (H,*,T3) grupos para-
topolégicos v f : (G,-,71) — (H,*,72) un homomorfismo.
Entonces f, es también un homomorfismo.

Proposicién 3.2.18. Sea f : G — (H,-,7) un homomor-
fismo continuo de un grupo topoldgico G' a un grupo para-
topolégico H. Entonces fr-1 : G — (H,-,7~!) es un homo-
morfismo continuo.

Demostracion. Usando la observacién anterior sélo falta pro-
bar que f.-1 es continua. Sea W ™! un conjunto abierto en
(H,71). Por la Proposicién 1.2.6 se tiene que

AW =) =)
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Consideremos U = [f~1(W)]~!. Dado que f es continua se
sigue que f~1(WW) es abierto en G y por ser G un grupo to-
pologico, la funcién de elemento inverso es continua. Asi, el
conjunto U es abierto en G. Por lo tanto, f.-1 es continua. [

Teorema 3.2.19. Sea f : G — (H,-,7) un homomorfismo
continuo de un grupo topolégico G a un grupo paratopologi-
co H. Entonces f« : G — (H,-,7") es un homomorfismo
continuo.

Demostracion. Notemos que para probar que f.« es continua
basta verificar que f.«(W) es abierto en GG, donde W es ele-
mento de la subbase ® = {UNV ™' : U,V € 7} que genera la
topologia 7*.

Sea W € D entonces existen U,V € 7 talesque W = UNV L.
Lucgo, £ (W) = fZH(U N V7Y = f2AU) N fA(VY) =
)ALV,

Donde f~}(U) y f~4 (V') son conjuntos abiertos en G, pues,
f es continua y por la proposicion anterior se tiene que f,-1

es continua. Por lo tanto, f.'(W) es un conjunto abierto en
G. O

Teorema 3.2.20. Sea f : G — H un homomorfismo conti-
nua de un grupo topolégico G apenas compacto a un grupo
paratopoldgico H. Entonces H es un grupo topoldgico.

Demostracion. Primero asumamos que H satisface el axioma
de separacion Tj. Entonces el grupo topolégico asociado H*
es un espacio de Tychonoff. Por los Teoremas 3.2.19, 1.1.32 y
1.1.31 se tiene que H* es pseudocompacto. Aplicando el Teo-
rema 3.2.12 tenemos que H es un grupo topoldgico.

En general, sea K = ({UNU™': U € N(e)}, de la demos-
tracién del Teorema 3.2.8 tenemos que H/K es un espacio
Ty v similarmente a lo anterior se prueba que el grupo to-
polégico (H/K)* es pseudocompacto y por lo tanto, H/K es
un grupo topoldgico. Luego, por el Lema 3.2.7 tenemos que
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K es un espacio antidiscreto y asi, K es un grupo topologico.
Finalmente, del Lema 3.2.5 se concluye que H es un grupo
topoldgico. n

Sea X un espacio topolégico y A = {(z,z) : x € X} la
diagonal en X x X. Un subconjunto P de X x X se llama
semiabierto si el conjunto
P, ={y € X :(x,y) € P} es abierto en X, para cada z € X.

Definicién 3.2.21. (A-Baire) Un espacio topolégico X es
A-Baire si para cada subconjunto semiabierto P en X x X

conteniendo A, existe un conjunto abierto W no vacio en X
tal que W x W C P.

Teorema 3.2.22. Todo grupo paratopolégico G regular A-
Baire es un grupo topolégico.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta del elemento iden-
tidad e de G. Por ser la operacién producto continua y G re-
gular. Entonces existe una vecindad V' del elemnto identidad
e tal que V2 C U. Consideremos E(V) = {(g,¢q) € G x G :
g'q € V}. Observemos que el conjunto F(V) cumple lo si-
guiente:

1. A C E(V). En efecto, si (g,9) € A, entonces g~ lg =
ec V. Asi, (g,9) € E(V).

2. E(V) es un subconjunto semiabierto de G x G. Ya que
para g € G se tiene que E(V), = {p € G : (9,p) €
EV)}={peG:gpeV}={peG:ipegV}=
gV. Como la funcién traslacién izquierda [, es un ho-
meomorfismo obtenemos que E(V), = gV es un con-
junto abierto en G.

3. E(V) C E(U), donde E(U) se define similarmente que
E(V). Sea (g,p) € E(V) supongamos por contradiccién
que (g,p) & E(U), es decir, g~ 'p ¢ U. Entonces g~ 'p ¢
V2. Luego, existe una vecindad abierta O del elemento

identidad e tal que (g7 'pO)NV?2 = 0. Asi, (V-1g~pO)N
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V' = () esto implica que (gV x pO)N E(V) = () pero esto

es una contradiccién, pues (g,p) € E(V). Por lo tanto,
(9,p) € E(U).

Finalmente, como G es A-Baire entonces existe un conjunto

abierto W en G tal que W x W C E(V) C E(U). Tomemos

P = W='W se sigue que claramente P cumple:
« PCU.
= P es una vecindad abierta de e en G.
» Pl =P

Por lo tanto, Pt = P C U. Asi, G es un grupo topoldgico.
[

En seguida, definimos una de las funciones cardinales que
en conjunto con otras porpiedades sobre el grupo parato-
poloégico implica ser un grupo topolégico.

Definicién 3.2.23. (Peso red) Sea X un espacio topoldgico.
Si N C P(X) se dird que N es una red de X si cada conjunto
abierto de X es la unién de elementos de N (Observemos que
una base en X es una red). nw(X) se llamara el peso de la red
y se define por:

nw(X) = min{|JN| : N es una red de X} + w.

La demostracion del lema siguiente es inmediata de la de-
finicién anterior.

Lema 3.2.24. Si (G, -, T) es un grupo paratopoldgico que tiene
red contable, entonces (G, -, 771) tiene red contable.

Lema 3.2.25. Si GG es un grupo paratopoldgico que tiene red
contable, entonces GG* tiene red contable.

Demostracion. Ver Corolario 4.3 de [13]. O

Teorema 3.2.26. Sea G es un grupo paratopolédgico con la
propiedad de Baire que tiene red contable. Entonces GG es un
grupo topoldgico.
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Demostracion. Sea G* el grupo topoldgico asociado a G y
definamos f : G* — G como la funcién identidad, es claro
que f es un isomorfismo continuo. Por el Lema 3.2.25 se tiene
que G* tiene red contable. Como G* es un grupo topoldgico
con red contable aplicando el Teorema 1.3.16 se tiene que G*
es w-acotado.

Como G es de Baire y aplicando el Teorema 3.2.13 se concluye
que GG es un grupo topologico. n

Teorema 3.2.27. Si (G, 7) es un grupo paratopoldgico, en-
tonces la diagonal Ag = {(g9,9) : ¢ € G} es un subgrupo
de (G,-,7) x (G,-,771), y el mapeo natural p : Ag — G*
definido por p(g, g) = g, para cada g € GG, es un isomorfismo
topoldgico de Ag sobre el grupo topoldgico asociado G*. Si en
(G adicionamos que es un espacio 717, entonces Ag es cerrado

en (G,7) x (G,771).

Demostracion. Es claro que Ag es un subgrupo de (G, -) x
(G,-). Ahora, probemos que p es un isomorfismo topolégico.
Para esto primero veamos que es un isomorfismo: sea (g, g),
(q,q) € Ag se sigue que

p((9,9)(q:9)) = p(9q, 9q9) = 9q = (g, 9)p(q,q)

Asi, p es un homomorfismo. Ademas, es facil ver que p es bi-
yectiva. A continuacion, verifiquemos que p es un homeomor-
fismo: sea U NV ™! un elemento de D ={UNV~': UV €7}
donde D es la subbase que genera la topologia 7. Tenemos
que

prUNV ) ={(g9,9) € Ag:plg,g) €eUNV'} =
{(g,g) GAG:gGUﬂV’l}:(UxV”)ﬂAg.

Como el lado derecho de la tultima igualdad es un subcon-
junto abierto en Ag se sigue que p~(U NV ™!) es abierto en
Ag, lo anterior es suficiente para que se concluya que p es
continua. Por otra parte, como p es biyectiva podemos definir
p~: G* — Ag dada por p~'(g) = (g,9).

Sea (U x V1 NAg un conjunto abierto en Ag observemos que
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P ) MUV )NAg) ={9€G:p ') e Ux, VN
Aoy ={g€G:(g.9) € (Ux,VYNA} =UNV,

Por lo anterior se tiene que p~! es continua asi, p es un homeo-
morfismo. Ademds, es facil verificar que la funcién p~! es un
homomorfismo. Por lo tanto, p es un isomorfismo topoldgico.
Ahora, consideremos que G es un espacio 717, entonces pro-
baremos que Ag es cerrado en (G,7) x (G,77'). Suponga-
mos por contradiccién que Ag no es cerrado, es decir, existe
(9.q9) € Ag \ Ag. Entonces g # ¢ o bien gg~' # e, como G
es un espacio 17 se tiene que existen vecindades abiertas U y
V de gq~' y e, respectivamente. Tales que e ¢ Uy gq~' ¢ V.
Usando que G es un grupo paratopoldgico se sigue que existen
vecindades abiertas Vi v Va de g v ¢!, respectivamente. Tales
que ViVo CU y e ¢ V1 Vs

Afirmamos que (Vi x V; ') N Ag = 0. Supongamos lo con-
trario, sea (a,a) € (Vi x V;71) N Ag se tiene que a € V; y
a€Vyobiena € ViyateV, Luego, e =aa™t € ViVs lo
cual es una contradiccién. Ademds, como g € Vi y ¢~ € V.
Entonces (g, q) ¢ Ag pero esto es una contradiccién. O

Teorema 3.2.28. Si GG es un grupo paratopologico T}, enton-
ces Ag es un grupo topoldgico con la topologia que hereda
como subespacio de (G,7) x (G, 771).

Demostracion. Aplicando el teorema anterior, definimos el
isomorfismo topoldgico p : Ag — G* dado por p(g,9) = g.
En particular, p es un homeomorfiamo; como G es un espa-
cio T, entonces G* es un espacio Ts. Asi, Ag es también T5.
Ademas, es facil probar que p es una funcion perfecta. Por
lo tanto, aplicando el Teorema 3.2.10 se tiene que Ag es un
grupo topoldgico. O]

El siguiente lema es un corolario de los dos teoremas an-
teriores.
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Lema 3.2.29. Para todo grupo paratopologico G que es Ti,
existe un grupo topolégico H homeomorfo a un subespacio

cerrado de (G, 7) x (G, 771) y existe un isomorfismo continuo
j de H sobre (G, ).

A continuacién, presentaremos una definicién que sera de
gran utilidad para el ultimo teorema que analizaremos en este
trabajo. Sea X un espacio topoldgico, definimos el extent de
X denotado e(X), como
e(X) =sup{|D|: D C X es discreto y cerrado }.

Teorema 3.2.30. Sea G un grupo paratopolégico T} con la
propiedad de Baire tal que e((G,7) x (G,77!)) es contable.
Entonces G es un grupo topoldgico.

Demostracion. Por el lema anterior se tiene que existe un-
grupo topolégico H que es hoemeomorfo a un subespacio
cerrado de (G,7) x (G,77') y existe un isomorfismo conti-
nuo j : H — (G, 7). Por otra parte, como el extent de
(G,7) x (G, 771) es contable, entonces el extent de H es con-
table y por ser H un grupo topoldgico se tiene que H es
w-acotado (ver [8]). Aplicando el Teorema 3.2.13 se sigue que
G es un grupo topolégico. m



Conclusion

El estudio de los grupos paratopoldgicos es una linea de
investigacion que ain esta activa, en el capitulo I se observa
la importancia que tiene analizar a los grupos paratopoldgi-
cos en relacién a los axiomas de separaciéon Ty, 11, Ts y regular.

En el capitulo III se tiene que si el espacio topoldgico sa-
tisaface algin axioma de separacion o alguna propiedad to-
polégica, tal como la compacidad, entre otras. Se obtiene que
el grupo paratopoldgico dotado con estas propiedades es un
grupo topoldgico. Por ejemplo, podemos mencionar los re-
sultados siguientes, ver Lema 3.2.3, Teoremas 3.2.8, 3.2.10,
3.2.12, 3.2.13, 3.2.22, etc.

El material que abarca el presente trabajo es apenas una
pequena vision del amplio desarrollo que han tenido los gru-
pos paratopoldgicos, tanto en sus propiedades como en las
relaciones de las funciones cardinales sobre los grupos parato-
pologicos.

La siguiente pregunta aun sigue abierta jsi G es un grupo
paratopoldgico regular serd G Tychonoft?.
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Simbologia

Simbolo
P(X)
g

T

intg(A) (6]
int(A)
GxH

w

X\ Ao A°

ACXo0ACX

0

eq

N (z)
K<G

™

Definicién

Conjunto potencia de X.
Cardinalidad del conjunto A.
Topologia conjugada.

Base local de .

Cerradura del conjunto A en el espacio topolégico

(X, 7).

Conjunto de puntos interiores de A sobre el
espacio topoldgico (G, T).

Producto cartesiano de G y H.
Cardinalidad de los nimeros naturales.
Complemento del conjunto A respecto a X.
A subconjunto de X.

Conjunto vacio.

Elemento identidad del grupo G.

Familia de vecindades abiertas de x.

K es es un subgrupo normal o invariante de G.
Funcién natural sobre un grupo cociente.
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