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Introduccion

La teoria de los espacios topolégicos conexos y compactos contiene temas
fascinantes con aplicaciones en muchas areas de las Matematicas. Como se
puede ver en [I], [2], [3] y [5], la compacidad es una de las propiedades mas
importantes, especificamente en Topologia y en Anadlisis Matematico. Mu-
chos teoremas del Calculo Diferencial existen gracias a la compacidad del
dominio de las funciones mencionadas en dichos teoremas. Por lo tanto la
compacidad es un concepto interesante, importante y muy 1til, necesario de
ser estudiado a fondo. En libros mas especializados como [6] se puede apre-
ciar como la compacidad es fundamental para el desarrollo de teorias més
avanzadas como lo es la Teoria de Continuos. Este trabajo de tesis esta de-
dicado precisamente a revisar el concepto de compacidad y sus propiedades
mas importantes en el espacio métrico R"”. También se hace una revisién de
propiedades relacionadas en un conjunto especial; el cojunto de Cantor. En
el capitulo 1, se recuerda que es una norma en un espacio vectorial, para
abordar a R™ como espacio vectorial normado, dando lugar asi a una funcion
que mide la distancia entre cualquier par de puntos de R"™. En este mismo
capitulo, se puntualiza qué es una bola abierta, bola cerrada, conjunto abier-
to, conjunto cerrado y otros conceptos topoldgicos importantes como interior,
frontera, cerradura y conjunto derivado. El capitulo 2 esta dedicado a revisar
la compacidad en R", vemos su definicion, ejemplos, propiedades basicas y
lo relacionado al conjunto de Cantor. En este capitulo podemos encontrar
también un estudio de conceptos relacionados como conjunto relativamente
compacto, precompacidad, separabilidad, compacidad local y la propiedad
Bolzano-Weierstrass.






Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo revisamos de manera detallada los conjuntos compactos
en R”, por lo que dedicamos un primer capitulo para los preliminares y no-
ciones basicas, tales como funciones, conjuntos numerables y no numerables,
norma en R", conjunto abierto, conjunto cerrado, interior, frontera, derivado,
conjunto perfecto. Como es usual denotaremos por R, Ny RT U {0}, el con-
junto de numeros reales, el conjunto de los numeros naturales y el conjunto
de numeros reales positivos unién con el cero, respectivamente.

1.1. Propiedades de funciones

Comenzamos con una seccién para recordar propiedades basicas de las
funciones, ya que es uno de los conceptos mds importantes y esenciales en

cualquier area de Matematicas, en particular en nuestro trabajo de compa-
cidad en R".

El producto cartesiano es una operacion entre conjuntos, dando por re-
sultado otro conjunto. En esta seccién iniciamos con el producto cartesiano
de dos conjuntos.

Sean A y B dos conjuntos. Para cada x € A y cada y € B podemos
considerar un nuevo objeto (x,y) que llamaremos pareja ordenada. Las
parejas ordenadas estdn determinadas por la condicién siguiente: (z,y) =
(z,w) si, y sblo si, z = z y y = w. En particular, (z,y) = (y,x) si, y sélo si,
x = y. Al conjunto de parejas ordenadas (x,y), donde x € Ay y € B se le
llama producto cartesiano de A y B, y lo denotamos por A x B. En el caso



2 Jessica Tlatelpa Panohaya

en que A = B, el conjunto A x B se denota también como A%. De manera
mas precisa, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Sean A y B conjuntos. El producto cartesiano de A con
B, denotado por A x B, es

Ax B={(x,y):x € A, y€ B}.

Es importante observar que si A es cualquier conjunto, entonces ) x A =
{(z,2): z€ 0, x € A} =, ya que la condicién z € () no puede ser satisfecha.
Un razonamiento analogo muestra que A x () = ().

Si (z,y) € A x B, a z se le llama primera coordenada de (z,y) y a y
segunda coordenada de (z,y).

En el siguiente teorema establecemos resultados que relacionan al pro-
ducto cartesiano de conjuntos con las operaciones de unién, intersecciéon y
diferencia de conjuntos.

Teorema 1.2. Si A, B y C son conjuntos, entonces se cumple lo siguiente
(1) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C).
(2) Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC).
(3) Ax(B\C)=(AxB)\ (AxC).

Demostracion. Demostraremos el inciso (1), los incisos (2) y (3) se de-
muestran de manera muy parecida. Sea (z,y) € A x (BUC). Luego, z € A
yy € BUC. Tenemos que, x € Ay (y € B oy € (). Por la propiedad
distributiva de la conjuncién, (zr € Ayy € B)o (x € Ay y € C). Asi,
(x,y) € Ax Bo (z,y) € Ax C. Por lo tanto, (z,y) € (Ax B)U(Ax (). La
otra contencién se demuestra de manera similar. 4

El concepto de funcién surge de las relaciones que se dan entre variables
(dependiente e independiente). Las funciones son importantes dentro de todas
las areas de Matematicas, en particular dentro de la Topologia de Espacios
Métricos y el Analisis Matematico, donde juega un papel esencial, por lo que
enunciamos a continuacion su definicion.

Compacidad en R", Capitulo 1
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Definicién 1.3. Sean A y B conjuntos. Una funcion de A en B es un
subcojunto f de A x B con la propiedad de que para cada x € A, existe un
unico y € B tal que (x,y) € f.

Sean A y B conjuntos. Si f es una funcion de A en B, este hecho suele
escribirse asi:

f: A= B,obien, AL B.

Siz e Ay f: A— B es una funcién, al tnico y € B tal que (z,y) € f lo
denotaremos por y = f(x). De este modo, y = f(x) siy sélo si (z,y) € f.

En toda funcién, siempre es importante tener bien claro como es su do-
minio y su imagen, por lo que recordamos a continuacion su definicién.

Definicién 1.4. Sean A y B conjuntos y f : A — B una funcion. El domi-
nio de f, denotado por Domy, es el conjunto A. El codominio de f, deno-
tado por Cody, es el conjunto B. La imagen de f, denotado por Imy, es el
conjunto {y € B : existe x € A tal que (x,y) € f} ={f(x) € B:x € A}.

Es preciso mencionar que la imagen de una funcién f también se conoce
como el rango de f y, en este caso, es denotado por Rany.

Ejemplo 1.5. Para aclarar mds el concepto de funcion tenemos lo siquiente.

(]) Sean A = {1a273}7 B = {(l, b} Y f = {(1,&),(17b>,(2,b),(3,&)}. El
subcongunto f de A X B no es funcion porque (1,a) € f y (1,b) € f, es
decir, el elemento y € B tal que (1,y) € f no es unico.

(2) Sean A y B conjuntos, b € By f = A x {b} = {(z,b) : x € A}. El
subconjunto f de A X B es una funcion tal que para todo x € A, se
tiene que f(z) =b. La funcion f se llama funcion constante b.

(3) Sean B un conjunto y f = {(x,x) : © € B}. El subconjunto f de B x B
es una funcion tal que para todo © € B, se tiene que f(x) = z. La
funcion f se llama funcion identidad en B y se denota como 1g o
Idg. Si A C B, entonces el subconjunto g = {(a,a) :a € A} de B x B
es una funcion tal que para todo a € A, se tiene que g(a) = a. La
funcion g se llama funcion inclusion de A en B y se denota poriy.

(4) Sea X un conjunto. El conjunto potencia de X, denotado usual-
mente por P(X), es el conjunto de todos los subconjuntos de X. Sea
f={(A,X\A): Aec P(X)}. El subconjunto f de Z(X) x P(X) es
una funcion tal que para todo A € P(X), se tiene que f(A) = X \ A.

Compacidad en R", Capitulo 1
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A partir de una funcién f se puede obtener otra funcion parecida a f, de-

finida en un subconjunto del dominio de f; dicha funcién se llama restriccién
de f.

Definicién 1.6. Sean X yY conjuntos, AC X y f: X — Y una funcion. La
funcion restringida de f a A, denotada por f|4, es la funcion fON(AXY).

La imagen directa de un subconjunto del dominio de una funcién y la
imagen inversa de un subconjunto del codominio de una funcién, también
son importantes dentro de la teoria de las funciones, por esta razén veamos
c¢émo se define cada una de ellas.

Definicién 1.7. Sean X y Y conjuntos, AC X, BCY yf:X —Y una
funcion.

1. La tmagen de A bajo f (o imagen directa de A bajo f), denotada
por f(A), es el conjunto

{yeY : eristex € A tal que f(z) =y} ={f(x) €Y : 2z € A}.

2. La tmagen inversa de B bajo f, denotada por f~1(B), es el conjunto

{re X : f(x) € B}.

Sean X y Y conjuntos, A C X y f : X — Y una funcién. Si a € A,
entonces f(a) € f(A). Si f(x) € f(A), jentonces x € A?

No siempre. Consideremos la funciéon f : R — R definida, para cada
r € R, por f(z) = x?2. Tenemos que f([1,3]) = [1,9], ademds, f(—2) =
(—2)> =4 € f([1,3]), pero —2 ¢ [1, 3].

Ahora, es conveniente recordar la nocién de familia indexada, ya que se
estara usando de manera frecuente de aqui en adelante.

Definicién 1.8. Sean 2 y X conjuntos. Una familia indexada por ) de

elementos de X (o con indices en (), denotada por {x,},cq, s una funcion
f:Q—= X tal que f(w) = z,.

La unién e interseccion arbitraria de conjuntos también es fundamental
para nuestro trabajo, por lo que recordamos a continuacién su definicién.

Compacidad en R", Capitulo 1
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Definicién 1.9. Sean X un conjunto no vacio y {Ay,}tweq una familia de
subconjuntos de X. La unidén de los elementos de {A,}weq €s

UAw:{xEX: existe w € Q) tal que x € A, }.

weN

La interseccion de los elementos de {A,}weq €$

ﬂAw:{xEX:xEAw, para cada w € §2}.

weN
Algunas propiedades béasicas de una funcion son las siguientes.

Teorema 1.10. Sean X y Y conjuntos, A y B subconjuntos de X, C' y D
subconjuntos de'Y y f : X — Y wuna funcion. Se cumple lo siguiente

(1) A=10 siy sdlo si f(A) = 0.

(2) [7(0)=0

(3) f(B)\ f(A) C f(B\A).

(4) Si A C B, entonces f(A) C f(B).
(5) f(AUB) = f(A)U f(B).
(6) F(ANB) C f(A)N f(B).
(7) Si C C D, entonces f~1(C) C f~1(D).
(8) fTHDN\C) = fHD)\ f7HO).

(9) f7H(CUD)=fHC)u fH(D).

(10) f=H(CN D)= fHC)nf~Y(D).

Demostracion. Veamos que se cumple (1). Supongamos que A = ) y que
f(A) # 0. Como f(A) # 0, existe y € f(A). Luego, existe z € A tal que
y = f(x), lo cual es una contradiccién porque A = (). Por lo tanto, f(A) = ()
si A = (). Ahora supongamos que f(A) =0y que A # (). Como A # (), existe
zr € A. Luego, f(z) € f(A), lo cual es una contradiccién porque f(A) = 0.
Por lo tanto, A =0 si f(A) = 0.

Compacidad en R", Capitulo 1
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Veamos que se cumple (3). Sea y € f(B) \ f(A). Existe x € B tal que
y = f(x) € f(B)y f(z) ¢ f(A). Notemos que = ¢ A, porque si x € A,
entonces f(z) € f(A), lo cual es una contradiccién. Asi, x € B\ A y por lo
tanto f(xz) € f(B\ A), es decir, y € f(B\ A). Por lo que concluimos que

FB)\ f(A) C f(B\A).

Veamos que se cumple (). Supongamos que A C By seay € f(A). Asi,
existe z € A tal que f(z) =y. Como x € A C B, tenemos que z € B. Asi,
f(x) =y € f(B). Por lo tanto, f(A) C f(B).

Veamos que se cumple (7). Supongamos que C' C D y sea z € f~1(C).
Luego, f(z) € C. Como C' C D, tenemos que f(z) € D. Asi, z € f~1(D).
Por lo tanto, f~1(C) C f~Y(D).

Veamos que se cumple (8). Sea x € f~'(D \ C). Esto significa que
f(z) € D\C,esdecir, f(x) € Dy f(x) ¢ C. Asi, z € f7YD)yx ¢ f~1(C),
es decir, x € f~Y(D)\ f~}(C). Por lo tanto, f~1(D\ C) C f~4(D)\ f~4(C).
De manera andloga se puede probar que f~*(D)\ f~1(C) C f~Y(D\ C). Asi,
fBINHA) = (B A).

Los incisos (2), (5), (6), (9) y (10) se demuestran de manera similar. [J

Proposicién 1.11. Sean X y Y conjuntos y {A\}\ € A, {Bu}uem familias
de subconjuntos de X. Se cumple lo siguiente

(1) X\ [J A =X\ Ay

A€A AEA

(2) X\ [ A=\ A,

A€A AEA

(3) (U AA> N (U BM> =U (U (AAHBM)> = A,ngM(AMBM)'

AEA pneM AEA \peM (

(4) (QAAA> U (MQJB#) =N (ﬂ (AAUBN)> = wﬂ (AyUB,).

AEA \peM

Compacidad en R", Capitulo 1
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(5) Si f: X =Y esuna funcion, entonces

f(UAA) = .

AEA AEA

(6) Si f: X =Y esuna funcion, entonces

f(ﬂ AA> C()f(Ay.

AEA AEA

(7) Si f: X =Y esuna funcion y {C,}, cq es una familia de subconjuntos

de Y, entonces
inl (l\J (10) = LJ fgl((XU)'

wes weN

(8) Si f: X =Y esuna funcion y {C,},cq es una familia de subconjuntos

de Y, entonces
f (ﬂ Ow) =/ (C).

we we

Demostracion. Veamos que se cumple (2). Seaz € X\ [ Aa. Esto equiva-
leaquex ¢ () Ax Asi, existe \g € A tal que z ¢ A,,, es)\edlzecir, r e X\A).
Luego, x € L/\JE?X \ A,). La otra contencién se obtiene de la misma forma, y
asi se tiene ique X\ N A= UK\ Ay

AeA AEA

Veamos que se cumple (3). Sea C' C X. Primero veamos que (U A,\) N
A€A

C = U (AxNC). Para esto, sea x € (U A,\> NC. Luego, z € |J Ay y

e AEA AEA
x € C. Asi, existe \p € A tal que z € A, y v € C. Luego, x € A, N C. Por

lo tanto, z € |J (AxNC). Asi, (U A,\) NCc Y (Axna).
AEA AEA AEA

Compacidad en R", Capitulo 1
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Ahora, sea z € |J (AxNC). Existe \g € A tal que x € A, NC, es decir,
AEA

r€ Ay vz € C. Luego,xz € |J Ayyx € C. Por lo tanto, x € <U A,\)OC.
AEA AEA

Asi, J (AxNC) C <U AA>OC.

A€A AEA

Por lo tanto, concluimos que ( U A,\) NC= U (Axn0C).
AEA AEA

Ahora, usando el hecho de que (U A)\) NC = | (AxnC) con

AEA AEA
C= U B, tenemos que

(Un)o(us) = (Yn)oe
= Jmino

- Y(no(ys))

Ahora, usando el hecho de que ( U Bu) NAy = |J (B,NA)), tenemos

neM pneM
que

u(eo(ye) - u((ye)o)
~ulu <BmAA>)

AEA \peM

- u(u <AmBu>)

AeA \peM

= |J nBy.

(A pw)eAXM

Compacidad en R", Capitulo 1
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Por lo tanto, concluimos finalmente que

(U AA> N <U BM> =U <U (AmBM)> :(MU (AN B,).

A€A neM AeA \peM YEAXM

Veamos que se cumple (5). Sea f : X — Y una funcién y {Ay} A € A
una familia de subconjuntos de X. Mostraremos que f <U)\ € AA,\> =

U f(A,). Para esto, sea y € f (U A,\>. Existe x € U A, tal que f(z) =
AEA AEA AEA
y. Asi, existe \g € A tal que =z € A,, v f(z) = y. Esto significa que

y = f(z) € f(Ay) Asi, y € U f(Ay). De manera andloga se obtiene

AEA
que U f(AN) C f (U A,\), concluyéndose que
AEA AEA
f (U AA) = J F(Ay.
AEA AEA
Los incisos (1), (4), (6), (7) y (8) se demuestran de manera similar. O

Definicién 1.12. Sean X y Y conjuntos con X # 0 y f : X — Y wuna
funcion. La funcion f es inyectiva (o uno a uno) si para cualesquiera x,y €
X tales que x # vy, se cumple que f(x) # f(y). La funcion f es suprayectiva
si f(X) =Y. La funcion f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Teorema 1.13. Sea f : X — Y wuna funcidn, con X # (). Las siguientes
proposiciones son equivalentes

(1) La funcion f es inyectiva.

(2) Para cualesquiera xz,y € X, se cumple que si f(x) = f(y), entonces
T =y.

(8) Eziste una funcion g : Y — X tal que go f =x (es decir, f tiene
inversa izquierda,).

Compacidad en R", Capitulo 1
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(4) Para cualquier conjunto Z y cualesquiera funciones h, k : Z — X, tales
que foh = fok se cumple que h = k (f es cancelable por la izquierda).

(5) Para todo A C X, se tiene que f~' (f (A)) = A.

(6) Para cualesquiera A, B C X, se tiene que f (B\ A) = f(B) \ f(A).
(7) Para cualquier A C X, se tiene que f(X\ A) C Y \ f(A).

(8) Para cualesquicra A, B C X, se tiene que f(AN B) = f(A) N f(B).

Demostracion. El hecho de que (1) es equivalente a (2) es evidente.

Veamos que (1) implica (8). Supongamos que f es inyectiva. Sean zo € X
(recordar que X # () y g : Y — X definida, para cada y € Y, por

[ a siyg £O0).
9@—{::: iy = flz) € F(X).

Primero veamos que ¢ es una funcién bien definida. Para esto, sean y, vy’ €
Y y supongamos que g(y) # g(y'). Veremos que y # y'. Tenemos cuatro casos

(i )-

) y € f(X) (X

(ii) y € f(X) yy ¢ f(X).
) (X) (
v) (X) (X

(iil) y & f(X) y ¥ € f(X).

(iv) y ¢ [(X) yy & f(X).

Si se da el caso (i), es decir, si y,y" € f(X), entonces existen z, 2’ € X
tales que f(x) =y y f(z') =3/. Por definicién de g, tenemos que g(y) =z y
g(y') = 2’/. Ademads, por hipétesis g(y) # g(y'), es decir, z # z’. Como f es
inyectiva, tenemos que f(z) # f(2'), es decir, y # v/

Sise da el caso (ii), es decir, siy € f(X)y vy’ ¢ f(X), entonces obviamente
y # y'. Sise da el caso (iii), también se tiene obviamente que y # y'. Si se da
el caso (iv), es decir, siy ¢ f(X) y v ¢ f(X), entonces g(y) = xg = g(¥/), lo
cual es una contradiccién, porque por hipétesis g(y) # g(v').

Asi, tenemos que g es una funcién bien definida.

Ahora, probaremos que g o f =x. Para esto, sea x € X. Luego, f(x) €
f(X). Por como estéd definida g tenemos que g(f(z)) = z. Asi, (go f)(x) =

Compacidad en R", Capitulo 1
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g(f(z)) = z, concluyéndose que go f =x.

Veamos que (3) implica (4). Sean Z un conjunto y h,k : Z — X fun-
ciones tales que f o h = f o k. Supongamos que f : X — Y tiene inversa
a la izquierda g, es decir, g o f =x. Notemos que h =x oh = (go f)oh =
go(foh)=go(fok)=(gof)ok=xok=Fk. Asi, h=k.

Veamos que (4) implica (5). Sean A € X y z € f~'(f(A)). Luego,
f(z) € f(A). Por lo tanto, existe a € A tal que f(z) = f(a). Sean h,k :
{1} — X funciones tales que h(1) = x y k(1) = a. Asi, (foh)(1) = f(z) =
fla) = (f o k)(1). Por hipétesis, h = k. Luego, x = a. Asi, z € A. Por
lo tanto, f~ (f (A)) C A. Demuestre la otra contencién para concluir que

7 A) = A

Veamos que (5) implica (6). Sean A, B C X. Por (3) del teoremall.10] sa-
bemos que f(B)\ f(A) C f(B\A). Sélo resta ver que f(B\A) C f(B)\f(A).
Seay € f(B\ A). Existe z € B\ A tal que f(z) =y. Asi, x € By x ¢ A.
Por hipétesis, A = f~1(f(A)). Por lo tanto, x € By x ¢ f~1(f(A)). Asi,
fx) ¢ f(A) y f(x) € B, es decir, f(z) € f(B)\ f(A), concluyéndose
que f(B\ A) C f(B)\ f(A). Por Teorema [1.10 inciso (3), tenemos que

F(B)\ f(A) C f(B\ A). Porlo tanto, f(B) \ f(A) = f(B\ A).

Veamos que (6) implica (7). Sea A C X. Usando la hipétesis tene-
mos que f(X \ A) = f(X)\ f(A). Ahora, como f(X) C Y, tenemos que
FXONS(A) Y\ f(A). Ast, F(X\A) YA f(A).

Veamos que (7) implica (8). Sean A, B C X. Por (6) del teorema [1.10]
sabemos que f(ANB) C f(A)N f(B). Asi, es suficiente mostrar que f(A)N
f(B) C f(ANB). Seay € f(A)N f(B). Existe b € B tal que y = f(b).
Supongamos que b ¢ A, es decir, b € X \ A. Luego, y = f(b) € f(X \ A).
Ahora, por hipétesis, tenemos que f(X \ A) C Y\ f(A), por lo que y =
f(b) € Y\ f(A), es decir, y ¢ f(A), lo cual es una contradiccién porque
y € f(B)Nf(A). Asi, b € AN B. Luego, y = f(b) € f(AN B), concluyéndose
que f(A)N f(B) C f(AN B). Por lo tanto, f(AN B) = f(A) N f(B).

Veamos que (8) implica (1). Sean z,y € X, con = # y. Luego, {z} N
{y} = 0. Asi, f({z} n{y}) = f(0) = 0. Por hipétesis tenemos que f({z} N
{y}) = f{z})Nf({y}). Ademds, notemos que para todo z € X, se tiene que
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f({z}) = {f(2)}. Luego, f({z}) N f({y}) = {f(z)} N {f(y)}. Por lo tanto,
{f()}n{f(y)} =0. Asi, f(x) # f(y). Por lo que f es inyectiva. O

Teorema 1.14. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y wuna funcion. Las
siguientes propiedades son equivalentes

(1) La funcion f es suprayectiva.
(2) Para todoy €Y, existe v € X tal que f(z) =y.

(8) Existe una funcion g : Y — X tal que fog =y (f tiene inversa
derecha).

(4) Para todo conjunto Z, si h,k :Y — Z son funciones y ho f = ko f,
entonces h =k (f es cancelable por la derecha).

(5) Para cualquier B C'Y, se tiene que f (f~*(B)) = B.
(6) Para todo A C X, se tiene que Y \ f(A) C f(X \ A).

Demostracion. La equivalencia de los enunciados (1) y (2) es inmediata.

Veamos que (2) implica (3). Observemos que, como f es suprayectiva,
X = U, ey f7'(y); ademds, para cualquier y € Y, se tiene que f~'(y) # 0y
para cualquier ¢ € Y, con ¢ # y, se tiene que f~1(y) N f~1(y') = 0. Luego,
la familia {f~!(y)},ey es una particién del conjunto X. Por el Axioma de
Eleccion (véase pag. 77), existe B C X tal que para todo y € Y, se tiene que
BN f~Yy) = {z,}, para algin z, € X.

Sea g : Y — B definida, para cada y € Y, por g(y) = z,. Observemos
que z,, es el dnico elemento que pertenece a BN f~!(y), por lo tanto g estd

bien definida. Adema4s:

(fog)y) = flg(y))

I
<

Luego, fog=y.
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Veamos que (3) implica (4). Supongamos ahora que existe una funcién
g:Y — X tal que fog=y. Sean Z un conjunto y h,k : Y — Z funciones
tales que ho f = ko f. Tenemos que

h = hoy
= ho(fog)
= (hof)og
= (kof)og
= ko(fog)
= koy
= k.

demostrandose asi lo que se queria.

Veamos que (4) implica (5). Sabemos que f (f~!(B)) C B. Supongamos
que f(f~%B)) € B. Luego, B\ f(f'(B)) # 0. Sean h,k : Y — {1,2}
funciones definidas de la siguiente manera:

h(y) = 1 paratoday€eY,

(1 siy¢ B\ f(fY(B)),
ky) = {2 siye B\ f(f7'(B)).

Nétese que h y k son distintas, porque existe al menos un y € B\ f (f~1(B))
tal que h(y) =1y k(y) = 2. Mostraremos a continuacién que ho f = ko f.
Sea r € X. Tenemos dos casos: x € f~'(B) ox & f~1(B).

Supongamos que x € f~!(B). Entonces f(x) € f(f'(B)), es decir,
f(z) ¢ B\ f(f1(B)). Por lo tanto, k(f(z)) = 1 = h(f(x)). Luego, (ko
f)(x) = (ho f)(x), para toda x € f~}(B).

Supongamos ahora que z ¢ f~1(B). Luego, f(x) ¢ B. Asi, f(z) ¢ B\
f(f7Y%B)). Por lo tanto, k(f(x)) = 1 = h(f(z)). Asi, para toda z € X \
f~YB), se tiene que (ho f)(x) = (ko f)(z).

De lo anterior, podemos concluir que ho f = ko f, y por hipdtesis, tene-
mos que h = k, lo cual es una contradiccion, pues ya hemos visto que estas
dos funciones son diferentes. Por lo tanto, f (f~1(B)) = B.

Veamos que (5) implica (6). Para esto, sea A C X. Por hip6tesis, f (f~1(Y)) =
Y. Como f~}(Y) = X, tenemos que f(X) =Y. Luego, Y \ f(A4) = f(X)\
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f(A). Por (3) del teorema [1.10} tenemos que f(X)\ f(A4) C f(X \ A). Por
lo tanto, Y\ f(A) C f(X \ A).

Veamos que (6) implica (1). Como ) C X, por hipdtesis, Y \ f() C
F(X \ 0). Notemos que f(X \0) = f(X)y Y\ f(0) =Y\ 0 =Y. Luego,
Y C f(X). Como f(X) C Y, concluimos que f(X) =Y. Por lo tanto, f es
suprayectiva. ]

Corolario 1.15. Sean X, Y y Z conjuntos y f : X =Y yg:Y — Z
funciones. Se cumple lo siguiente

(1) Si f y g son inyectivas, entonces go [ es inyectiva.

(2) Si f y g son suprayectivas, entonces go [ es suprayectiva.
(3) Sigo f esinyectiva, entonces [ es inyectiva.

(4) Si go [ es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.

Demostracion. Veamos que se cumple (1). Sean fy g funciones inyectivas
y 2,y € X. Por demostrar que si (go f)(x) = (g o f)(y), entonces x = y.
Como ¢ es inyectiva, tenemos que f(z) = f(y). Ahora, por la inyectividad
de f, tenemos que x = y. Asi, g o f es inyectiva.

veamos que se cumple (2). Por demostrar Z = Img(g o f) Como g es
suprayectiva para todo z € Z, existe y € Y tal que g(y) = z. Luego f
es suprayectiva para todo y € Y existe z € X tal que f(z) = y Sustitu-
yendo y = f(x) en g(y) = z obtenemos g(f(x)) = z, es decir, go f(x) = 2
entonces z € Img(go f). Asi z C Img(go f) por lo tanto go f es suprayectiva.

Veamos que se cumple (8). Supongamos que g o f es inyectiva. Por el

inciso (3) del teorema [1.13] existe h : Z — X tal que ho (go f) =x. Ahora,
como ho(go f) = (hog)o f, tenemos que (hog)o f =x. Por el teorema[1.13]
inciso (), tenemos que f tiene inversa por la izquierda, y asi f es inyectiva.

Veamos que se cumple (4). Supongamos que g o f es suprayectiva. Por el
inciso (3) del teorema [1.14] existe h: Z — X tal que (go f) o h =,. Ahora,
como (go f)oh = go(foh), tenemos que go (foh) =,. Por el teorema[l.14]
inciso (3), tenemos que ¢ tiene inversa por la derecha, y asi g es suprayectiva.

g

Compacidad en R", Capitulo 1



Jessica Tlatelpa Panohaya 15

Teorema 1.16. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y wuna funcion. Las
siguientes proposiciones son equivalentes

(1) La funcion f es biyectiva.
(2) Para cualquier y € Y, existe un unico x € X tal que f(x) =y.

(3) Para todo A C X, se tiene que f~'(f(A)) = A y para todo B C Y, se
tiene que f (f~'(B)) = B.

(4) Para cualquier A C X, se tiene que f(X \ A) =Y \ f(A).
(5) Existen funciones g,h:Y — X tales que go f =x y foh =y.

(6) Existe una unica funcion m :Y — X tal que fom =y ymo f =x (la
funcién m se denota por f~1).

Demostracion. Es una consecuencia de los Teoremas y [1.14 O
Sean X y Y conjuntos.

(a) Si f: X — Y es inyectiva, por el inciso (3) del teorema [1.13] existe
g:Y — X tal que g o f =x. Luego, por el teorema [1.14} inciso (3),
tenemos que g es suprayectiva.

(b) Si f: X — Y es inyectiva, entonces la funcién inyectiva f|/X) : X —
f(X), definida para todo x € X, por f|/X)(z) = f(x), es una funcién
biyectiva.

(¢) Si f: X — Y essuprayectiva, por el inciso () del teorema|1.14} existe
g:Y — X tal que f o g =y. Luego, por el inciso (3) del teorema [1.13]
tenemos que g es inyectiva.

1.2. Conjuntos numerables y no numerables

Las definiciones de conjunto finito, infinito, numerable e infinito nume-
rable son importantes en nuestro estudio de los espacios métricos, por esta
razén dedicamos esta seccién a revisar lo més basico de estas clases de con-
juntos.

Definicién 1.17. Dos conjuntos X y Y son equipotentes si existe una
funcion biyectiva f: X — Y.

Compacidad en R", Capitulo 1



16 Jessica Tlatelpa Panohaya

Si X y Y son equipotentes lo denotaremos por X ~ Y.

La cardinalidad de un conjunto es una caracteristica importante, por lo
que detallamos a continuacién este concepto.

Definicién 1.18. Para cada conjunto X es asignado un nimero cardinal
llamado la cardinalidad de X y es denotado por | X|.

En [4, Corolario 9.53] se demuestra formalmente que a cada conjunto
siempre se le puede asignar un nimero cardinal.

Podemos decir que el simbolo |X| es la etiqueta que representa la can-
tidad de elementos que posee el conjunto X, por ejemplo, para el conjunto
(), definimos que || = 0. Cuando decimos que m es un nimero cardinal es
porque m representa la cardinalidad o el nimero de elementos de algtin con-
junto X y, obviamente, la de cualquier conjunto equipotente a X. Decimos
que | X| = Y| siysélosi X yY son equipotentes. El conjunto {1,...,n} se
denota por J,.

Definicién 1.19. Sean X y Y conjuntos. Decimos que | X| < |Y| si existe
una funcion inyectiva f : X — Y. Si | X| < |Y] y |X]| # |Y|, entonces
escribimos | X| < |Y].

Teorema 1.20. [/, Corolario 9.55] El azioma de eleccion implica que para
cualesquiera conjuntos A y B o bien |A| < |B| o |B| < |A|, es decir, el orden
< es lineal.

Asi, si m y n son numeros cardinales, cuando escribimos m < n significa
que al tomar conjuntos X y Y tales que | X| = m y |Y| = n siempre existe
una funcion inyectiva f : X — Y. La expresion m < n significa que para los
conjuntos X y Y existe una funcion inyectiva f : X — Y, pero no existe una
funcién biyectiva entre X y Y.

1.3. La norma de R"

Esta seccion estd dedicada a recordar como es la norma en R"™ y como
a partir de ahi se puede obtener una funcién que mide la distancia entre
cualquier par de puntos de R".

Definicién 1.21. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo R. Una norma
sobre V' es una funcion || || : V — R tal que
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1. Para todov € V : ||v|| >0,

2. |v|]| =0 siy sdlo siv=0,

3. Para todo o € R y para todo v € V : ||av|| = |af||v]],

4. Para todo v,w € V : |Jv+ w|| < ||v|| + ||w|| Desigualdad del triangulo.

Cuando un espacio vectorial tiene definida una norma se llama espacio vec-
torial normado.

Ejemplo 1.22. El conjunto R" es un espacio vectorial sobre R. Para cada
x = (z1,T9,...,2,) € R", sea ||z]| = /2?2 + 23+ -+ + 22. Por lo tanto, R"
es un espacio vectorial normado.

El espacio vectorial R™ es un conjunto muy especial, dado que se puede
calcular la distancia entre cualesquiera puntos z,y € R". Si denotamos por
d(z,y) a la distancia entre z y y, tenemos que:

d(z,y) = [lz = yl|.

Observacién 1.23. Para todo x,y € R" se cumple que

d(z,y) = |lz = yll = [ly — «|| = d(y, ).

Definicién 1.24. Sea U un subconjunto de R, U # (). Decimos que U es
un intervalo si para cualquier x,y € U con x < y, para todo t € R tal que
x<t<y, setiene quet € U.

1.4. Conjuntos abiertos de R"

Como ahora tenemos una forma de calcular la distancia entre elementos
de R" podemos definir un objeto similar a un intervalo abierto en R; la bola
abierta en R”.

Definicién 1.25. Sean a € R" yr € R, con r > 0. La bola abierta con
centro en a y radio v es el conjunto

B(a,r) ={r e R" :d(z,a) <r} ={z e R": ||z —a|| <1}
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Definicion 1.26. Sea A C R". Decimos que A es un conjunto abierto de
R™ si para cada a € A, existe un r > 0 tal que B(a,r) C A.

Observacion 1.27. En el espacio vectorial R™ se cumple lo siguiente.
(a) Sir =0, entonces B(a,r) = .
(c) O y R™ son abiertos de R™.
Al conjunto B(xz,r) \ {z} le llamaremos bola abierta agujerada.

Teorema 1.28. Para todo a € R" y para todo r > 0, se cumple que B(a,r)
es un abierto de R".

Demostracion. Sir = 0, entonces B(a,r) = ) y tenemos lo que se quiere
por el inciso (¢) del la observacién . Supongamos que r > 0 y sea p €
B(a,r). Tenemos que s = r — ||p — a|| > 0. Veamos que B(p,s) C B(a,r).
Sea q € B(p, s), entonces

lg —all <llg =pll +lp—all <s+lp—all =r—llp—al[ +[lp = al =

Asi, ¢ € B(a,r), concluyéndose que B(p,s) C B(a,r). Por lo tanto, B(a,r)
es un abierto de R". O
Los siguientes son ejemplos de conjuntos abiertos en R":

Ejemplo 1.29. Para cada x € R y cada r > 0, el intervalo (x —r,x +1r) =
B(z,r) es abierto de R.

Ejemplo 1.30. EnR" con la métrica euclidiana, siay, ..., a,,b1,...,b, € R,
el conjunto (ay,by) X -+ X (an, b,) es abierto de R", conocido como rectangulo
abierto en R".

Ahora, un teorema con dos propiedades basicas de los conjuntos abiertos
en R".

Teorema 1.31. Sea U = {Uy}ren una familia de subconjuntos abiertos de
R™. Entonces

(a) El conjunto U U, es abierto de R".
AEA

(b) Sil es finito, entonces ﬂ Uy es abierto de R".

AEA
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Demostracion. (a) Sea p € |J U,. Existe Uy, € U tal que p € Uy,. Como
AEA
U,, es abierto de R", existe r > 0 tal que B(p,r) C Uy,. Como Uy, C |J U,,
AEA
tenemos que B(p,r) C |J Uy. Por lo tanto, |J U, es un abierto de R".
AEA AEA

(b) Sea g € () Uy. Entonces para cada A € A, tenemos que ¢ € Uy. Como
AEA
cada U, es un abierto de R", existe r, > 0 tal que B(q,r\) C Uy. Como U es

finito, existe r = min{r, : A € A} > 0. Luego, B(q,r) C B(q,r\) C Uy, para

cada A € A. Asi, B(q,7) C () Ux. Por lo tanto, () U, es un abierto de R".
- xeA AEA

En general, la interseccion arbitraria de abiertos no necesariamente es un
conjunto abierto, tal como se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.32. Para cada n € N, sea
11
EE
n'n

Para cadan € N, tenemos que I,, es un abierto de R. Sin embargo, ﬂ I, no

n=1
es un abierto de R. Para ver esto, sea p € () I,. Luego, para cada n € N,
n=1
1 1 ) 1 )
tenemos que —— < p < —, o bien, |p| < —. Dado r > 0, por la propiedad
n n n

1
arquimediana, existe N € N tal que N < r. De esto, para cada v > 0, se

cumple que |p| < r. Ademds, como es claro que
0€ ()
n=1
concluimos que p = 0. Por lo tanto,
{0}=1
n=1

Ademds, para cadar >0, (—r,r) ¢ {0}. Por lo tanto, {0} no es un conjunto
abierto de R y es interseccion numerable de abiertos de R.
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1.5. Conjuntos cerrados de R"

El objeto matemaético similar a un intervalo cerrado en R es la bola ce-
rrada en R".

Definicién 1.33. Sean a € R" yr € R, con r > 0. La bola cerrada con
centro en a y radio r es el conjunto

Cla,r) ={x e X : ||z —al| <r}.

Definicién 1.34. Un subconjunto F' de R" es un cerrado de R™ si su com-
plemento, R"\ F, es un abierto de R".

Observacion 1.35. En el espacio vectorial R" se cumple que
(a) Sir =0, entonces C(a,r) = 0.
(b) B(a,r)C C(a,r).
(¢) O yR"™ son cerrados de R™.

Al conjunto C'(z,7) \ {z} le llamaremos bola cerrada agujerada.

Ejemplo 1.36. Para todo x € R" yr > 0, la bola cerrada C(z,r) = {y €
R™ : ||z —y|| < r} es un conjunto cerrado de R".

A continuacién un teorema con las propiedades basicas de conjuntos ce-
rrados en R".

Teorema 1.37. Sea F = {B)}xea una familia de conjuntos cerrados de R".
Entonces

(a) () Ba es un cerrado de R",
AEA

(b) si F es finito, entonces |J By es un cerrado de R".
AEA

Demostracion. Veamos (a). Para esto sea { By}ica una familia de conjun-

tos cerrados de R". Notemos que R"\ (] B, = |J R"\B,. Como para cada
AeA AEA

A € A tenemos que R"\B, es abierto de R", por el inciso (a) del teorema

1.31}, tenemos que R™\ [ B, es abierto de R". Luego, |J B, es cerrado de
AeA AEA
R".
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Veamos (b). Sea F = {B)}ea una familia finita de conjuntos cerrados de
R"™. Notemos que R"\ |J By = (] R"\B,. Como para cada A € A tenemos

AEA AeA
que R™\ By es abierto de R", por el inciso (b) del teorema tenemos que
R™\ |J B, es abierto de R". Luego, [ B, es cerrado de R". O
AEA AEA

1.6. Operadores: Cerradura, interior, fronte-
ra y derivado

Definicion 1.38. Sean A y B subconjuntos de R".

(a) El interior de A en R", denotado por intg(A) (o por int(A) o por
A°), es el conjunto

intgn (A) = {x € R" : existe r > 0 tal que B(x,r) C A},

(b) La cerradura de A en R", denotada por clge(A), es el conjunto

clgn(A) ={x € R": para cadar > 0: B(x,r)NA#0}.

Propiedades importantes del interior y la cerradura se enlistan a conti-
nuacion.

Teorema 1.39. Sean A, B C R". Entonces,
(a) intge(A) C A,

(b) intgn(A) es abierto de R",

)

)

(c) A es abierto de R™ si y solo si A = intgn(A),

(d) si A C B, entonces intgn(A) C intga(B),

(e) si B es abierto de R™ y B C A, entonces B C intgn(A),
)

(f) intgn(A) es la union de los subconjuntos abiertos de R™ contenidos en
A,

(9) intgn (AN B) = intgn (A) N intgn (B),
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(h) intgn(A) Uintge(B) C intg= (AU B).

Demostracion. Por la definicién de intgn(A), tenemos que (a) y (b) son
obvios.

(¢). Supongamos que A es abierto de R". Por el inciso (a), bastara probar
que A C intga(A). Sea a € A. Como A es abierto de R", existe r > 0 tal
que B(a,r) C A. Entonces, a € intgn(A). Por lo tanto, A = intgn(A). La
suficiencia es inmediata del inciso (b).

(d). Sea = € intg«(A). Entonces existe r > 0 tal que B(x,r) C A C B.
De esto, z € intgn(B). Por lo tanto, intgn(A) C intgn(B).

(e). Por el inciso (d), tenemos que intgn(B) C intgn(A). Como B es
abierto de R", por el inciso (b), sabemos que B = intg.(B). Por lo tanto
B C intg» (A)

(f). Sead = {U C A : U es abierto de R"}. Claramente (JU C A.
Ademas, por el inciso (a) del teorema sabemos que |JU es abierto de
R™. Por el inciso (e), tenemos que |JU C intgn(A).

Por otro lado, dado x € intgn(A), sabemos que existe r > 0 tal que
B(z,r) C A. Como B(z,r) es abierto de R", tenemos que B(z,r) € U. En
consecuencia, x € B(x,r) C |JU. Por lo tanto, intg-(A) C JU.

(g9). Como ANB C Ay AN B C B, por el inciso (d), se cumple que
intgn (AN B) C intge(A) Nintgn (B). Por otro lado, por el inciso (a) sabemos
que, intgn(A) Nintgs(B) C AN B. Como intgn(A) N intg.(B) es abierto de
R™, por el inciso (e), tenemos que intga(A) Nintgn(B) C intge(A N B).

(h). Por el inciso (d) es claro este resultado. d

Teorema 1.40. Si A es un subconjunto de R™, entonces
(a) R™\ intgn(A) = clgn (R™\ A),
(b) R™\ clgn(A) = intg~(R™ \ A).

Demostracion. (a). Sea x € R™ \ intga(A). Entonces ¢ intga(A), es
decir, para cada r > 0, se tiene que B(z,r) ¢ A. Luego, para cada r > 0,
B(z,r) N (R™\ A) # 0. Asi, x € clga(R™\ A). Por lo tanto, R™ \ intg.(A) C
clgn (R™\ A). Tomando los argumentos reciprocos llegamos a que clg» (R™ \
A) C R™\ intgn (A).

(b). Sea B =R™\ A. Por el inciso (a), sabemos que

Tomando complemento de ambos lados, intg.(B) = R™\ clg« (R™\ B). Como
B =R"\ A, concluimos que R™ \ clgn(A) = intgn (R™ \ A). O
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Teorema 1.41. Si F,G son subconjuntos de R™, entonces
(a) F C clgn(F),
(b) clgn(F) es cerrado de R",
(c) F es cerrado de R™ si y solo si F' = clgn(F),
(d) F C G implica que clgn(F') C clgn(G),
(e) si G es cerrado de R" y F' C G, entonces clgn(F) C G,
(f) clgn(F) es la interseccion de todos los cerrados que contienen a F,
(g9) clgn(F'UG) = clga(F) Uclgn (G),
(h) clgn(FNG) C clge(F) Nclgn(G).
Demostracion. (a) Claramente se cumple.

(b) Por el teorema [1.39] (b), sabemos que intgs(R™ \ F) es abierto de R™.
Luego, por el teorema[l1.40] (b), tenemos que R* \ clgn (F) es abierto de
R™. Por lo tanto, clg.(F) es cerrado de R™.

(¢) Supongamos que F' es cerrado de R™. Entonces R™\ F' es abierto de R™.
Luego, por el teorema [1.39] (c), sabemos que R™ \ F' = intg«(R™ \ F).
Usando el teorema[1.40] (b), concluimos que R™\ F' = R™\ clg» (F'). Por
lo tanto, F' = clg«(F'). La suficiencia es inmediata del inciso (b).

O
Otro concepto topoldgico importante es el de derivado de un conjunto.

Definicion 1.42. Sea A un subconjunto de R™. El derivado de A, denotado
por A’, es el conjunto

A" ={x € R" : para cada r > 0, (B(z,r) \ {z}) N A #£0}.

A los elementos del derivado de A les llamamos puntos limite de A, o
puntos de acumulacién de A.

El punto = es un punto aislado de Asiz € A\ A’

Teorema 1.43. Sea A, B son subconjuntos de R™. Entonces
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(a) A" C clgn(A),

(b) A’ es cerrado de R,

(¢) clgn(A) = A'U A,

(d) A es cerrado de R™ si y sélo si A" C A,

(e) si A C B, entonces A’ C B’.

(F) clan(A) = A"

Demostracion. (a) Por la definicién de A" y clx(A) es claro que se cum-

ple.

(b) Por el teorema [1.4]] (a), sabemos que A’ C clgn(A’). Sea z € clgn (A4').

(d)

(e)

r
Veamos que © € A’. Para esto sea r > (. Sabemos que B <x, 5) N

,
A" #£ . Asi, existe y € A’ tal que ||y — z|| < 7 Si z = y, entonces

x € A, obteniendo lo que deseamos. Supongamos que x # y. Entonces
d=|ly—z|| > 0. Como y € A’, existe z € (B(y,d) \ {y}) N A. Notemos
que z # x. Més aun,

|z —all <[z =yl +[ly — 2l <0+ [ly — || = 2|ly — =[] <r.

De esto, z € (B(x,r)\{z})NA. Asi, z € A". Por lo tanto, A’ = clgn(A’).
Por el teorema [1.41] (c), concluimos que A’ es cerrado de R™.

Por el inciso (a) y el teorema [1.41] (a), tenemos que A’ U A C clgn(A).
Sea x € clgn(A). Supongamos que x ¢ AU A’. Entonces z € R"\ Ay
existe 7 > 0 tal que B(z,7) \ {x} C R"\ A. Luego, B(z,r) C R"\ A,
o bien, B(z,r) N A = 0, lo cual contradice que x € clgn(A). De esto,
z € AUA. Por lo tanto, clgn(A) = A" U A.

Usando el inciso (c¢) del teorema y el inciso (c), obtenemos inme-
diatamente el resultado.

Por la definicién de conjunto derivado es claro que ocurre la afirmacion
del inciso (e).
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(f) Por el teorema [1.41] (a) y el inciso (e), tenemos que A’ C clgn(A).
Sea x € clgn(A)". Veamos que x € A’. Para esto sea r > 0. Sabemos

que (B (w, g) \{x}) N clgn(A) # 0. Asi, existe y € clgn(A) tal que
0 < d(y,z) < g Sea 0 = |ly — z|| > 0. Como y € clga(A), existe
z € B(y,d) N A. Notemos que z # x. Mdas ain,

|z = all <[z = yll +[ly — 2l <0+ [ly — «|[ = 2|ly — 2] <.

De esto, z € (B(x,r)\{z})NA. Asi, x € A’. Por lo tanto, clgn(A) C A’
U

Definicién 1.44. Sea A un subconjunto de R™. La frontera de A en R”,
denotada por frgn(A), es el conjunto

frgn(A) = clgn(A) Nclgn (R™\ A),

es decir,
fren(A) = {x € R" : para cada r > 0, B(z,r)NA # 0 y B(z,r)N(R™\A) # 0}.
Teorema 1.45. Si A es un subconjunto de R™, entonces

(a) frgn(A) es cerrado de R",

(1)t (A) = fre (R 4),

(c¢) intgn(A) N frga(A) =0,

(d) clgn(A) = intga(A) U frga(A),

(e) R" = intgn(A) U frga(A) U intgn (R™ \ A),

(f) A es cerrado de R™ si y sélo si frgn(A) C A.

Demostracion. (a). Como frg,(A) es la interseccién de cerrados, por el
teorema [1.37] tenemos que frg-(A) es un conjunto cerrado de R™.

Por la definicién de frontera es obvio (b).

(c). Notemos que frga(A) C clgn(X \ A). Luego, por el teorema[L.40] (a),
tenemos que frg»(A) C X \ intgn (A). Por lo tanto, intgn(A) N frga(A4) = 0.
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(d) Usando que intgn(A4) C clgn(A) y el teorema[L.40| (a), tenemos que

intgn (A) Ufrg(A) = intge(A) U [clrn(A) Nclgn(R™\ A)]
= (intge(A) Uclgn(A)) N (intgn (A) U clgn (R™ \ A))
= clgn(A) N (intgs (A) U (R™ \ intgn(A)))
= clgn(A)NR"
= clgn(A).

(e) Usando el inciso (d) y el teorema[L.40] (b), el resultado es inmediato.
(f) Por el teorema [I.41] (c) y el inciso (d) se tiene esta equivalencia. [

Ahora, algunos ejemplos del interior, la cerradura, el derivado y la frontera
de algunos conjuntos.

Ejemplo 1.46. En R, se tiene que intg(Q) = (), porque si x € Q, para toda
e > 0, se tiene que B(x,e) ¢ Q, ya que ezisten niumeros irracionales en el
intervalo (x — e,z +¢€).

Ademds, Q' = R. Es claro que Q" C R. Ahora, para verificar la otra
contencion, obsérvese que si x € R, entonces para todo € > 0, se tiene que

B(x,e) NQ # 0, es decir, v € Q'.
También tenemos que clg(Q) = R, ya que frg(Q) = clg(Q)Nclg(R\ Q) =
RNclg(R\Q) = RNR = R.

Obsérvese que Q no es abierto ni cerrado de R.

1.7. Conjuntos perfectos
Definicién 1.47. Sea A subconjunto de R™.
1. A es denso en R" si clga(A) = R",
2. A es fronterizo en R" si R"\ A es denso en R,
3. A es denso en ninguna parte en R™ si R"\ clgn(A) es denso en R™.

Ejemplo 1.48. Como clg(Q) =R yclg(R\ Q) = R, tenemos que el conjunto
Q es denso y fronterizo en R.

Teorema 1.49. Sean A, B y C subconjuntos de R™. Entonces
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. R™ no es denso en ninguna parte en R™ ni fronterizo en R™. El conjunto

() es denso en minguna parte en R™ y fronterizo en R™.

A es denso en ninguna parte en R™ si y solo si clgn(A) es fronterizo en
R™.

St A es cerrado de R"™ y fronterizo en R"™, entonces A es denso en
ninguna parte en R™.

Si A es denso en ninguna parte en R™, entonces A es fronterizo en R™.
A es fronterizo en R™ si y sdlo si intgn(A) = (.

Si A es abierto de R™ y fronterizo en R™ implica que A = .

A es denso en ninguna parte en R™ si y sdlo si intgn(clgn(A)) = 0.

St A C B y B es fronterizo en R" o denso en ninguna parte en R™.
entonces A es fronterizo en R™ o denso en ninguna parte en R™.

Demostracion.

1.

R™ no es denso en ninguna parte en R” porque R \ clg-(R™) = 0 y
clgn (@) # R™. De manera andloga se pueden ver las otras afirmaciones
del inciso 1.

. Tenemos que A es denso en ninguna parte en R” si y sélo si clga (R™ \

clgn(A)) = R", lo cual equivale a que clgn(A) sea fronterizo en R™.

Si A es fronterizo en R™, entonces clgn (R™\ A) = R™. Como A es cerrado
de R", tenemos que A = clgn(A), por lo que R" = clga(R" \ A) =
clgn (R™ \ clgn(A)). Asi, A es denso en ninguna parte en R”.

Como A C clgn(A), tenemos que R™ \ clge(A) C R™\ A. Como A es
denso en ninguna parte en R”, tenemos que R™ = clgn (R™ \ clgn(A)) C
clga (R™ \ A). Por lo tanto R™ = clg.(R" \ A), implicdndose que A es
fronterizo en R™.

. Tenemos que intg=(A) = () si y sélo si R" = R™ \ intgn(A), lo cual

equivale a que R™ = clgn(R™ \ A) (véase la parte (a) de [1.40]). Luego,
R™\ A es denso en R". Asi, A es fronterizo en R".
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6. Supongamos que A es denso en ninguna parte en R"™. Luego, clgn(A)
es fronterizo en R", lo que equivale a que intgs (clgn(A)) = 0.

7. Como A es denso en ninguna parte en R", tenemos que R" = clg» (R™\

clgn(A)) = R™ \ intgs(clgn(A)) (véase la parte (a) de [L.40). Lo cual
implica que intgn (clgn(A)) = 0.
Reciprocamente, supongamos que intgn (clgn (A)) = 0, tenemos que R™\
intgn (clrn (A)) = R™, por el inciso (a) de[1.40] tenemos que clgn (R™ \
clgn(A)) = R", de donde tenemos que A es denso en nunguna parte en
R™.

8. Supongamos que A C B, con B fronterizo en R". Como intgn(A) C
intgs (B) = 0, tenemos que intgn(A) = (). Asi, A es fronterizo en R™.

0

Definiciéon 1.50. Sea A subconjunto de R™. Decimos que A es un conjunto
perfecto si A= A'.

Ejemplo 1.51.
1. R y[a,b], con a # b, son perfectos.

2. Toda bola cerrada en R", con n € N, es perfecto.

Teorema 1.52. 57 X es un espacio métrico perfecto y completo, entonces
X no es infinito numerable.

Demostracion. Supongamos que X es infinito numerable. Como X es per-
fecto, tenemos que X = X', es decir, para todo x € X y para todo € > 0,
tenemos que (B(z,¢) \ {z})NX tiene un nimero infinito de elementos. Lue-
go, para todo x € X tenemos que inty({z}) = 0. Por 5 del teorema [1.49
para todo z € X, tenemos que {z} es fronterizo en X. Ahora, como para
todo z € X, tenemos que clx({z}) = {z}, por 7 del teorema [1.49] para todo

z € X, tenemos que {z} es denso en ninguna parte en X. Como X = J {z},
rzeX
concluimos que X es de la primera categoria. Esto es una contradiccién, por-

que X es completo. Asi, X no es infinito numerable. U

Corolario 1.53. Sean X un espacio métrico completo y A un subconjunto
de X. Si A es perfecto, entonces A no es infinito numerable.

Demostracion. Si A es perfecto, A = A’. Por [1.43] (b), A es cerrado de
X. Asi, A es completo. Por el teorema [1.52, tenemos que X no es infinito
numerable. ]
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Capitulo 2

Compacidad

Un concepto topolégico importante es el de compacidad. Su origen esta
vinculado con un teorema demostrado en 1895 por E. Borel (1871-1956).
Posteriormente, E. Borel generalizé este resultado para todo subconjunto
cerrado y acotado de R™. El concepto de compacidad es de suma importan-
cia en el Anélisis Matematico, Célculo Diferencial, Ecuaciones Diferenciales,
por citar algunas areas de Matematicas, de ahi viene su importancia en las
Matemadticas en general.

2.1. Compacidad en R”

Comenzamos esta seccion con la definiciéon que engloba los conceptos
necesarios para definir conjunto compacto.

Definicién 2.1. Sean A un subconjunto de R™ yU = {Uy}rea una coleccion
de subconjuntos de R™.

(a) Decimos que U es una cubierta de A si A C |J Uy. Si ademds ca-
AEA
da elemento de U es abierto de R™, decimos que U es una cubierta

abierta de A.

(b) Una subcubierta de U es un subconjunto V de U que también es
una cubierta de A. SiV es un conjunto finito, decimos que V es una
subcubierta finita.

(¢) Un subconjunto A de R"™ es compacto si cada cubierta abierta de A
tiene una subcubierta finita.
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El teorema siguiente nos muestra varios ejemplos de conjuntos compactos.
Teorema 2.2.

1. Todo subconjunto finito de R™ es compacto.

2. El conjunto A= {0} U{ :n € N} es compacto.

3. El conjunto (0,1) no es compacto pero [0, 1] st lo es.

Demostracion. Veamos que las afirmaciones anteriores son verdaderas.

1. Sean A un subconjunto finito de R™ y U = {U,}rea una cubierta

abierta de A. Como A es finito, tenemos que A = {ay,...,a,}. Dado que
A C |J Uy; para cada i € {1,...,n}, existe U; € U tal que a; € U;. Sea
AEA

V ={U,...,U,}. Notemos que A C |J U;. Asi, V es una subcubierta finita
i=1
de U. Por lo tanto, A es compacto.

2. Sea U una cubierta abierta de A. Sea Uy € U tal que 0 € Uy. Como

Up es abierto de R, existe » > 0 tal que (—r,7) N A C Up. Por la propie-

dad arquimediana, existe N € N tal que % < r. Asi, para cada n > N,

tenemos que = € (—r,r) N A. Luego, {0} U{L : n > N} C Up. Por otro
lado, para cada n € {1,...,N — 1}, existe U, € U tal que % € U,. Sea

N-1

V ={Uy,Uy,...,Unx_1}. Notemos que A C |J U;. Asi, V es una subcubierta
i=0

finita de U. Por lo tanto, A es compacto.

3. Mostraremos primero que (0, 1) no es compacto. Para esto, sea

U={(%1):neN\{1}}.

Veamos que U es una cubierta abierta de (0,1). Sea z € (0,1). Como

x > 0, por la propiedad arquimediana, existe N € N\{1} tal que % < .

Luego, & < x < 1, es decir, z € (+,1). Por lo tanto, (0,1) ¢ U (£,1).
neN\{1}
Asi, U es una cubierta abierta de (0, 1).

Ahora, sea V = {(L,1),...,(-~,1)}. Notemos que V es una subcolec-

ny’ N’

cién finita de Y. Tomando a k = méx{ny,...,n,}, tenemos que para cada
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m
i € {1,...,m}, se cumple que k%l < ni Asi, tenemos que k+_1 ¢ U(ni,l)
1 i:l 1

y k+r1 € (0,1). Luego, V no es una cubierta de (0,1). Asi, ¥ no admite una
subcubierta finita. Por lo tanto, (0,1) no es compacto.

Ahora probaremos que [0, 1] es compacto

Demostracién. Sea U una cubierta abierta de [0,1] y A = {z € [0, 1]: [0, 2]
es un subconjunto de la unién de un ndmero finito de elementos de U}.
Notemos que existe Vy € U tal que 0 € Vj, entonces [0,0] C Vp, de ahi
que 0 € A, por lo anterior A # (). Como A # ) y A C [0,1] (va que todo
x € A cumple que x € [0,1]), A estd acotado superiormente, donde 1 es
una cota superior de A (dado que 1 es cota superior de [0, 1]). Ademads,
existe 1 > ¢ > 0 tal que [0,¢;) C Vj, entonces (0,¢;) C A. Por lo tanto si
p = sup(A) cumple que p > 0, de ahi que p € (0, 1]. Como p € (0, 1] entonces
existe V € U tal que p € V, de ahi que existe €3 > 0 donde (p — €3,p) C V
y existe z € (p — €9, p) tal que z € A, es decir, existen Uy, ..., U, € U para
algin k£ € N tales que [0,z] C Uy U---UU. Como z € (p— €,p) C V
entonces x € V, de ahi que [0,2] C U3 U---UU, UV, pero p € V, asi,
0,p] CU;U---UU, UV, que es la unién de un nimero finito de elementos
de U. De lo anterior podemos asegurar que p € A. Notemos que 0 < p < 1,
entonces p < 1 o p = 1. Supongamos que p < 1. Si ocurre esto existe €3 > 0
tal que (p,p+e3) CV y p+es <1, deahique 2}’% € (p,p+e3) CV, donde
(p, 225%) C V. Entonces

2 2
{0, p;ﬂ :[O,p}u<p, p;ﬂ cUiU---UU, UV

Es decir, %ﬂ € A, pero 2”% > p = sup(A), entonces 2”% ¢ A. Por
lo tanto p = 1. Como p = 1 entonces [0,1] C U; U--- U U, UV, donde
{Uy,...,Ux,V} CU es un conjunto finito. De lo anterior, {Uy,..., U, V} es

una subcubierta finita de Y. Por lo tanto [0, 1] es compacto. O
Teorema 2.3. Sea Y un subconjunto de R™ y K CY. Entonces K es com-
pacto en'Y sty solo si K es compacto en R™.

Demostraciéon. Supongamos que K es compacto en Y y veamos que K es
compacto en R"™. Sea {V)} ea una cubierta abierta de K en R". Para todo
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A € A, tenemos que V, NY es un abierto de Y. Luego,

K C (UVA>QY—U(VAQY).

AEA AEA

Asi, {V,NY },ca es una cubierta abierta de K en Y. Como K es compacto

en Y, existen Aj,..., A, € A tales que K C |J (V,,NY) = <U V,\Z.) nyY.
i i=1

=1
n
Por lo tanto, K C |J V,, concluyéndose que K es compacto en R".
i=1
Ahora supongamos que K es compacto en R" y veamos que K es com-
pacto en Y. Sea {V)} ca una cubierta abierta de K en Y. Para todo A € A,
tenemos que V), NR"™ es un abierto de R"™. Luego,

K C (U VA> NR"=J(WnRY).

AEA AEA

Asi, {Vy N R"} cp es una cubierta abierta de K en R™. Como K es
n
compacto en R", existen Ay,..., A, € A tales que K C | (V), NR") =
=1
n n ’
(U V,\i> NR". Por lo tanto, K C |J V),, Por lo tanto K es compacto en Y.
i=1 i

=1

En Topologia cuando sucede que 2 elementos de un espacio topolégico se
pueden aislar mediante 2 conjuntos abiertos disjuntos se dice que ese espacio
topolodgico es Hausdorff. En nuestro caso, tenemos que R™ cumple con tal
propiedad y la enunciamos a continuacion.

Lema 2.4. Six,y € R", con x # y, existen conjuntos abiertos U y V de R"
tales que x e U,y € V yUNV =10.

Demostracion. Sean x,y € R", con ¢ # y y € = ||z — y||. Notemos que
||z —y|| > 0. Sean U = B (x,%) yV =208 (y,%) Notemos que z € B (x,%)
yy € B (y, %) Supongamos que existe z € U N'V. Luego, z € B (:p,g) y

z€B(y,§). Asi, ||z — z|| < £ y ||y — 2| < §. Notemos que

£ S
o=yl < llw—2) =y =2l < llo = 2l +]ly = 2ll < S+ = = 3e.
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2
Luego, ||z—y|| < ng—yH, esto es una contradiccién. Por lo tanto, UNV = ().
U

Teorema 2.5. Si K C R" y K que es compacto, entonces K es cerrado de
R™.

Demostracion. Veamos que R"\ K es abierto de R™. Sea z € R™\ K. Dado
y € K, por el Lema [2.4] existen U, y V, conjuntos abiertos de R", ajenos,
tales que x € U, y € V,,. Como

Kc|Jv,

yeK

por la compacidad de K, existen y,...,y, € K tales que K C V,,, U---UV, .
Sea W =U, Nn---NU,,. Como V,, "W C V,, NU,, =0, tenemos que

KnwcV,u---uV, )nW=(V,, nW)u---U((V,, nW) = 0.

Asi, W C R"\ K. Como x € W y W es un abierto de R", existe r > 0 tal
que B(z,r) C W. Luego, B(z,r) C R™\ K. Por lo tanto, R" \ K es abierto
de R™. Asi, K es cerrado de R™. O

Teorema 2.6. Sean F, K C R". Si F C K, con F cerrado (de R" o de K )
y K es compacto, entonces F' es compacto.

Demostracion. Sea F un conjunto cerrado en R™ y K un conjunto com-

pacto tal que F© C K C R". Sea {V)}rea una cubierta abierta en R™ de F.

Como F' es cerrado de R™, su complemento R™ \ F es abierto de R". Luego,

K c U VaU(@R"\ F). Como K es compacto, existen Aj,..., A\, tales que
AEA

Kc UV, UR"\F). Asi, F C |J V,,, por lo tanto F' es compacto. O
~ ‘

4 =1

Corolario 2.7. Sean F' y K subconjuntos R™. St K es compacto y F es
cerrado de R™, entonces F'N K es compacto.

Demostracion. Sean F'y K subconjuntos de R™. Si K es compacto, por
el teorema [2.5] tenemos que K es cerrado de R™. Luego, F'N K es cerrado de
R™ (véase el inciso (a) del teorema [1.37)). Asi, por el teorema tenemos
que F'N K es compacto. Il
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Teorema 2.8. Sea F = {K)}rea una familia no vacia de conjuntos com-
pactos en R™. Si F tiene la propiedad de interseccion finita (toda subfamilia
finita de F tiene interseccion no vacia), entonces

() Kx #0.

A€A

Demostracion. Supongamos que [ Ky = (). Sea K; € F. Entonces K1 N
AEA

( N KA) = (. Sea x € K;. Tenemos que x € R*\ [ K, es decir,

AEA\{1} A€A\{1}

re |J (R"\K,). Porlotanto, K1 C |J (R"\ K,). Obsérvese que
AEA\{1} AEA\{1}

{R™ \ K)}xea\q13 es una cubierta abierta de K. Como K es compacto,

existen A\1,..., A\, € A tales que

Ky C|J®R"\Ky) =R"\ [ Ky,
=1

i=1

por lo que KN ( N K ,\i> = (), lo cual es una contradiccién, pues por hipétesis

=1
{K )} en tiene la propiedad de interseccion finita. Asi, (| Ky # 0. d
AEA

Corolario 2.9. Si {I,},en es una familia de intervalos cerrados contenidos

en R, con I, D I,41, para cada n € N, entonces (| I, # 0.
neN

Demostracion. Para cada n € N, sea [,, = [ay, b,], con I, D I,,1;. Luego,
para todo n € N, se tiene que a,, < apy1 y bpy1 < b,. Sean A = {a;: i € N}
y B = {b;: i € N}. Notemos que A # () y A estd acotado superiormente,
luego existe a = sup A. De manera andloga, como B # () y B estd acotado
inferiormente, existe b = inf B. Como a,, < b, para todo n € N, obtenemos
que a < b. Asi, el intervalo [a,b] es no vacio. Luego, existe x tal que z €

la,b] C [an, b,] = I, para todo n € N. Por lo tanto, x € () I,. Concluyendo
neN

que () I, # 0. O

neN

Definicién 2.10. Un subconjunto no vacio A de R™ es acotado si existe
k € R tal que, para cualesquiera x,y € A, se tiene que ||z — y|| < k.
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Teorema 2.11. Toda bola abierta en R™ es un conjunto acotado.

Demostracion. Sean © € R" y r € R con r > 0. El conjunto B(z,r) es
acotado porque para cualesquiera p, ¢ € B(z,r), tenemos que

lp —all <llp =2l +|lz =gl <r+7.

Teorema 2.12. Sean A y B subconjuntos no vacios de R™. Entonces se
satisface lo siguiente:

(a) Si B es acotado y A C B, entonces A es acotado.

(b) A es acotado si y solo si existe el supremo del conjunto
{llz —yll: =,y € A}.

(¢) Si Ay B son acotados, entonces AU B es acotado.
(d) La union finita de conjuntos acotados en R™ es un conjunto acotado.

Demostracion. Es claro que (a) y (b) son ciertos.

(c). Sean a € Ay b e B. Como Ay B son acotados, por el inciso (b),
existen k; = sup{||lz — y||: z,y € A} y ko = sup{||lz — y||: z,y € B}.
Definimos a k = k; + d(a,b) + ky. Sean x,y € AUB. Siz,y€ Aox,y € B
es claro que ||z — y|| < k. Supongamos que x € Ay y € B. Entonces

|z = yll < llz—all + lla = bl + [[b = yll < kv + [la = bl[ + k2 = k.

Por lo tanto, AU B es acotado.
Usando inducién matemaética y el inciso (¢) claramente obtenemos (d). [J

Definicién 2.13. Sea A un subconjunto acotado de R". El diametro de A,
denotado por didm(A), es

didm(A) = sup{||z — y||: =,y € A}.

Teorema 2.14. Un subconjunto A de R™ es acotado si y sdlo si existen
p€R™ yr >0 tales que A C B(p,r).
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Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de R™. Supongamos que
A es acotado. Sea p € Ay r = didm(A) + 1. Dado a € A, sabemos que
lla — p|| < didm(A). Luego, ||a — p|| < r, es decir, a € B(p,r). Por lo tanto,
A C B(p,r).

Reciprocamente, supongamos que existen p € R™ y r > o tales que A C
B(p,r). Por el teorema tenemos que B(p,r) es un conjunto acotado.
Luego, por el inciso (a) del teorema [2.12] tenemos que A es acotado. u

Teorema 2.15. Sea A un subconjunto de R". Si A es acotado, entonces
didm(clgn(A)) = didam(A).

Demostracion. Sea v > 0. Dados p,q € clga(A), existen a, € B(p,5) N A
y aq € B(q,5) N A. Luego,

llp—qll < |lp—apl| +lap —agl| +lag —q|| < §+didm(A) + 5 = r +didm(A).

Asi, clgn(A) es un conjunto acotado, més atin, se tiene que didm(clgn(A4)) <
r + didm(A). Ahora, por el inciso (a) del teorema [1.41] tenemos que A C
clgn (A). Asi, es claro que didm(A) < didm(clgn(A)). Luego, para cada r > 0,
se tiene que

0 < didm(clgn(A)) — didm(A) < r.

Por lo tanto, diam(clga(A)) = didm(A). d

Definicién 2.16. Un subconjunto A de R™ es precompacto o totalmente
acotado si para cada € > 0, existen ay,...,a, € A tales que

A C B(aj,e)U---UB(ag,e).

Teorema 2.17.

1. Si A es un subconjunto de R™, compacto y no vacio, entonces A es
precompacto.

2. Todo subconjunto finito de R™ es precompacto.

3. El hecho de que A sea precompacto no implica que A sea finito. Por
ejemplo, [0, 1] es precompacto pero no finito.
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Demostracion. Veamos que las afirmaciones son verdaderas. 1. Sea € > 0.
Como A C |J B(a,e) y A es compacto, existen ay,...,a, € A tales que
acA

m
A C | B(ay,e). Asi, A es precompacto.
i=1

2. Sea A un conjunto finito contenido en R™. Asi, A = {ay,...,ax}. Sea
e > 0. Como para cada i € {1,...,k}, tenemos que a; € B(a;,¢), clara-
mente se cumple que A = {ay,...,ax} C Baj,e)U---U B(ag,e). Asi, A es
precompacto.

3. Es claro que [0, 1] no es finito, Por teorema inciso 3. Tenemos que
[0, 1] es compacto y por inciso 1. tenemos que es precompacto. Il

Teorema 2.18. Sea A un subconjunto de R™. Si A es precompacto, entonces
A es acotado (en particular, los conjuntos compactos son acotados).

Demostracion. Como A es preocompacto, para ¢ = 1, existen ay,...,a, €
A tales que A C B(ay,1) U--- U B(ag,1). Sabemos que cada B(a;, 1) es
un conjunto acotado y la unién finita de conjuntos acotados es un conjunto
acotado. Asi, A es subconjunto de un conjunto acotado. Por el teorema [2.12]
inciso (a), concluimos que A es acotado. O

La precompacidad es una propiedad hereditaria.

Teorema 2.19. Sea A un subconjunto precompacto de R™. Si B es un sub-
conjunto no vacio de A, entonces B es precompacto.

Demostracion. Sea e > 0. Como A es precompacto, existen aq,...,ap € A
tales que A C B(ai,5) U --- U B(ayg, 5). Salvo reordenamiento, podemos
suponer que B(ay, 5), ..., B(an, 5) son las tinicas bolas que intersecan a B,
para algin m < k. Notemos que B C B(ay,5) U -+ U B(am, 5). Sea b; €
BN B(aj, §), para cada i < m. Veamos que

B C B(by,e)U---U B(by,¢).
Sea b € B. Entonces existe i < m tal que b € B(ay, 5). Asi,
16 =bil[ <116 = ail| +[la; =bif| < 5+ 5 =,

es decir, b € B(b;,¢). Concluimos que B C B(by,e) U - U B(by,€). Por lo
tanto, B es precompacto. Il

Ahora hablemos de conjuntos densos y espacios métricos separables, para
esto tenemos las siguientes definiciones y ejemplos.
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Definicién 2.20. Un subconjunto A de R" es denso en R" siclgn(A) = R".
Ejemplo 2.21. Los conjuntos Q y R\ Q son densos en R.

Definicién 2.22. Un subconjunto A de R" es separable si contiene un
congunto denso y numerable.

Notemos que en realidad, el hecho de que un subconjunto A de R" sea

separable significa que existe un conjunto S C A tal que S es numerable y
clgn(S) = A.

Ejemplo 2.23. El conjunto R es separable porque Q es numerable y denso
en R.

Teorema 2.24. Sea A un subconjunto de R™. Si A es separable, entonces
toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de A. Como A es separable,
existe un subconjunto numerable S de A tal que A = clg»(S). Supongamos
que S = {1, 25,...}. Sea H = {B(z,, ~) : , € S, m € N}. Notemos que H
es un conjunto infinito numerable, por lo que podemos escribir H = {B,, } nen-
Como U es una cubierta abierta de A, y cada B, tiene radios suficientemente
pequenos, el conjunto M = {n € N : existe U € U tal que B,, C U} es no
vacio. Notemos que M es numerable. Para todan € M, sea U, € {U € U :
B, C U}. Demostraremos que {U, },en es una cubierta abierta de A.

Sea r € A. Como U es una cubierta abierta de A, existe U € U tal
que z € U. Como U es abierto de A, existe ¢ > 0 tal que B(z,e) C U.

1
Ademas, hay un m € N tal que 0 < — < g. Como z € clgn(5), tenemos
m

que B (x, %) NS #. Asi, sea 7, € B (ZL‘, %) N S. Luego, = € B(z, %), con
), € S. Denotaremos por By, a B(xg, =).
Se mostrara que k € M. Sea y € By. Luego,

|z =yl <y — 2l + [loe — 2|

1 1
< J— J—
m m
2
= —<e&.
m

Asi, y € B(z,¢), por lo que By, C B(x,e) C U. Luego, k € M y por lo
tanto {U,}nen €s una cubierta abierta de A. De hecho, {U,}nenr €s una
subcubierta numerable de A. O
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Teorema 2.25. Si A es un subconjunto no vacio de R" y toda cubierta
abierta de A tiene una subcubierta numerable, entonces A es separable.

Demostracion. Sea Cy = {B(z,1) : © € A} con k € N alguna cubierta

abierta de A, por hipotesis C} tiene una subcubierta numerable: Sea Sy =

{B(xy,, 1) : i € N} la cubierta numerable. Definimos S = {a, : i € N}

por demostrar que S es denso en A: Sea r € Ay ¢ > 0. Tomamos un k
1

tal que ; < ¢. Entonces existe B(wy,, %) tal que z € B(zy,, %), por lo que

z, € SN B(z,¢), luego x € clgn(S). por lo tanto S es separable. O
Teorema 2.26. Todo conjunto precompacto en R™ es separable.

Demostracion. Sea A un subconjunto precompacto de R". Para cada m €
N, existen a’,...,a" € A tales que AC B(al", 2)U---UB(al ,1). Para

Y T Mmy,
cada m € N, sea Sy, = {af",...,a) }. Consideremos

S = G Sin-
m=1

Notemos que S es numerable. Veamos que A C clgn(S). Sean a € Ay
r > 0. Por la propiedad arquimediana existe M € N tal que = < r. Como
A cC B(a}!, ;) U---UB(a}!  +7), tenemos que a € B( a; ,M) para algin
jgeA{l,...,nu}. Luego lla — a}'|| < 57 <r. Asi, a}' € B(a,r) N S. Luego,
ac can(S ). Por lo tanto, A es separable O

El concepto de conjunto relativamente compacto es importante también,
por lo que enunciamos a continuacién su definicién.

Definicion 2.27. Un subconjunto A de R"™ es relativamente compacto si
clgn(A) es compacto.

El toerema siguiente nos muestra algunos ejemplos de conjuntos relativa-
mente compactos.

Teorema 2.28.
1. Elintervalo (0,1) contenido en R es relativamente compacto.
2. Todo conjunto compacto en R™ es relativamente compacto.

3. Sean A, B subconjuntos de R". Si B es relativamente compacto y A C
B, entonces A es relativamente compacto.
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Demostracion. Veamos la afirmacién del inciso 1. Notemos que (0,1) C
0,1] ¥ que clgn((0,1)) = [0,1]. Por el inciso & del teorema 2.2} se sabe que
[0, 1] es compacto. Asi, concluimos que (0, 1) es relativamente compacto.

Verifiquemos ahora el inciso 2. Sea A un conjunto compacto en R". Por
el teorema , tenemos que A es cerrado de R™. Luego, por el inciso (c)
del teorema [L.41] tenemos que A = clgn(A). Asi, el conjunto clgn(A) es
compacto. Por lo tanto, A es relativamente compacto.

Finalmente, verifiquemos la afirmaciéon 3. Si A C B, entonces por el
inciso (d) del teorema [1.41] tenemos que clgn(A) C clgn(B). Ahora, como B
es relativamente compacto, tenemos que clgn(B) es compacto. Ademds, por
el inciso (b) del teorema , tenemos que clgn(A) es cerrado en R™. Luego,
por el teorema tenemos que clgn (A) es compacto. Asi, A es relativamente
compacto. U

Teorema 2.29. Todo conjunto relativamente compacto es precompacto.

Demostracion. Sea A un subconjunto relativamente compacto de X. Lue-
g0, clgn (A) es compacto. Por el inciso 1 del teoremal[2.17, tenemos que clgn (A)
es precompacto. Como A C clgn(A), por el teorema , tenemos que A es
precompacto. U

Teorema 2.30. Si A es cerrado de R™ y relativamente compacto, entonces
A es compacto.

Demostracion. Tenemos que A es cerrado es decir A = clgn(A), por otro
lado A es relativamente compacto, es decir, clge(A) es compacto. Asi, por
transitividad, A es compacto. O

Definicién 2.31. Un subconjunto A de R" satisface la propiedad de Bol-
zano-Weierstrass (lo denotaremos por B-W), si todo subconjunto infinito
de A tiene un punto de acumulacion en A (es decir, para cualquier T C A,
siendo T un conjunto infinito, se tiene que T'"N A #0).

Teorema 2.32. Si A es un subconjunto de R™ con la propiedad Bolzano-
Weierstrass, entonces A es precompacto.

Demostracion. Sea A C R". Supongamos que A tiene la propiedad B-W
y que A no es precompacto. Luego, existe £ > 0 tal que para cualquier
subconjunto finito {xy,...,z,} C A, se tiene que A ¢ |J B(x;,&1).

=1

)
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2
Como A ¢ B(x1,¢1), existe zo € A\ B(x1,¢1). Pero A ¢ |J B(x;,€1), por

i=1

2
lo que existe z3 € A\ [U B(xi,al)]. Continuamos el proceso hasta tomar

T, € A\ U B(z;,e1). Obsérvese que ||z; — z;|| > 1.

Sea, L = {x1,...,2,,...}. Tenemos que L C A y L es infinito. Como
A tiene la propiedad B-W, tenemos que L' N A # (). Sea =g € L' N A.

€
En el conjunto B (xo, é) existe un numero infinito de puntos de L. Sean

z;,x; € B <3c0, 2>OL tales que ||x; — ;|| < || —xo||+||z; —20|| < 1. Pero

||zi —x;|| > €1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A es precompacto.

g

Teorema 2.33. Un subconjunto A de R" es compacto si y solo si A tiene la
propiedad Bolzano-Weierstrass.

Demostracion. Sea A un subconjunto de R"”. Supongamos que A es com-
pacto y que no tiene la propiedad B-W. Entonces existe un subconjunto
infinito 7" de A tal que 7" N A = (. Luego, para toda x € A, se tiene que
x ¢ T'. Asi, existe €, para el cual [B(z,e,) \ {z}]NT = (. Por lo tanto,
|B(z,e,) NT| < 1.
Notemos que A C |J B(z,¢e,). Como A es compacto, existen 1, ..., Z,, €
€A

A tales que A C |J B(xy,es,), asi T C |J B(x,e,). Luego,
i=1 i=1

= (U B(aj,sx)> NT = U (x,e,)NT).

Como T = | (B(xi,e2,) NT), tenemos que T' es la unién finita de con-

1=
juntos que tienen a lo mas un punto. Entonces T tiene a lo mas m elementos,
lo cual contradice el hecho de que T sea infinito.

Supongamos ahora que A tiene la propiedad B-W. Sea U/ una cubierta
abierta de A en R". Por el teorema [2.32 tenemos que A es precompacto.
Por el teorema tenemos que A es separable. Luego, por el teorema
tenemos que A tiene una subcubierta { By, Ba, ..., By, ... } numerable de U.
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k
Mostraremos que existe k& € N tal que A C U B;. Para esto, supon-

gamos lo Contrarlo es decir, supongamos que para todo k € N, se cumple

que A ¢ U B;. Sea y; € A. Como A ¢ By, tomamos y; € B;. Existe
i=1
ys € A\ By y A ¢ B;UBs,. Continuamos el proceso, tomando y,, € A\ |J B;,
i=1
y construimos el conjunto infinito 7" = {y1,...,¥n,...} C A. Entonces,
existe yo € T" N A. Sea yy € B,,. Entonces, B,, tiene una infinidad de
elementos de T, porque yo € T'. Existe [ > m tal que y;, € B,,, pero
y € A\ (BiU---UB,, UBm+1 U---UBj_1). Por lo tanto, y; ¢ B,,. Asi,

existe k € N tal que A C U B, es decir, {Bjy, ..., By} es una subcubierta

finita de U, concluyéndose que A es compacto. U

Definicién 2.34. Sea n € N. Una n-celda es el producto cartesiano de n
intervalos cerrados contenidos en R.

Observaciéon 2.35. Sea n € N. Una n-celda se denota usualmente por I,.
Ademas, es claro que I, es un subconjunto de R™.

Lema 2.36. Sea {I,, : m € N} una coleccion de n-celdas. Si para cada

(o]
m €N, se tiene que I,+1 C I, entonces () I, # 0.
m=1
Demostracion. Como cada [, es una n-celda, sabemos que para cada m €
N,
I = [af", b'] X - x fag, by

n’ n
Sean i € {1,...,n} y A; = {a* : m € N}. Dado m € N, sabemos que
]m+1 C [m ASi,
al* <a"tt <yttt <

De esto, para cada m € N, tenemos que b* es cota superior de A;. Sea
x; = sup A;. Entonces para cada m € N, se cumple que a" < z; < 0",
es decir, z; € [a]",b"]. Sea x = (x1,...,2,). Entonces para cada m € N,
tenemos que x € [a]", b*] X - [ bm] Por lo tanto, para cada m € N, se

TL’TL

(0.)
tiene que x € I,,,, es decir, x € ﬂ L, por lo que () I, # 0. O

m=1 m=1

Teorema 2.37. Sea n € N. Toda n-celda es un conjunto compacto en R™.
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Demostracion. Sean I} = [ay,b;] X -+ X [an, b, y 20 = didm(1;). Para
probar que I; es compacto procedamos por contradicciéon. Para esto, sea U
una cubierta abierta de I; que no admite subcubiertas finitas. Para cada
i € {1,...,n}, sea ¢; = “F%. Notemos que los intervalos [a;,¢;] y [c;, bj]
determinan 2™ n-celdas cuya unién es I;. De esto, al menos una de estas
n-celdas, a la cual denotaremos por I, no puede ser cubierto por una subco-
leccién finita de U, ya que en caso contrario U tendria una subcubierta finita
para I;. Ademads, didm(/3) = g. Realizando este proceso de manera recursiva
obtenemos una coleccion {I,, : m € N} de n-celdas que satisface:

(1) para cadam € N, I,,,4.1 C I,
(2) I, no puede ser cubierto por una subcoleccién finita de U y

(3) didm(1,,,) = 52

2m:*

Por el Lema [2.36] existe x € [,,, para cada m € N. En particular, x € 1, y
por tanto, existe Uy € U tal que x € Uyx. Luego, B(x,r) C Uy, para algin
r > 0. Comola sucesion {5 }2°_, converge a cero, existe M € N tal que
str < £ Como x € Iy y didm(Iy) = 53, tenemos que Iy C B(x,r) C Uy,
contradiciendo a (2). Por lo tanto, I; es compacto. d

Teorema 2.38. (Heine-Borel) Sean n € N y K C R". Entonces K es com-
pacto si y solo si K es acotado y cerrado de R".

Demostracion. La necesidad es obvia por el teorema [2.5]y el teorema[2.18
Supongamos que K es acotado y cerrado de R"™. Por el teorema [2.14] existen
p=(p1,...,pn) ER"yr >0 tales que K C B(p,r). Sea

[:[pl_rap1+r]X“'X[pn_rapn_{_r]‘

Notemos que [ es una n-celda que contiene a K, porque B(p,r) C I. Por
el teorema [2.37, tenemos que K es un subconjunto cerrado del conjunto
compacto I. Del Teorema [2.6 concluimos que K es compacto. U

Teorema 2.39. Sean a,b € R con a < b. El intervalo (a,b) es precompacto.

Demostracion. Por teorema tenemos que [a,b] es compacto. Luego,
por la definicién tenemos que el intervalo (a,b) es relativamente com-
pacto. Asi, por teorema [2.29| tenemos que (a,b) es precompacto. O

Compacidad en R", Capitulo 2



44 Jessica Tlatelpa Panohaya

Teorema 2.40. Si A es un subconjunto acotado de R™, con A # (), entonces
A es relativamente compacto.

Demostracion. Como A es acotado, existen aq,as,. .., ay,,b1,...,b, € R ta-
les que A C [ay,b1] X -+ X [an,b,] = B. Notemos que B es cerrado de R".
Luego, por los incisos (¢) y (d) del teorema |1.41] tenemos que clgn(A) C

clgn(B) = B. Por el teorema tenemos que clgn(A) es compacto. Asi, A
es relativamente compacto. O

Podemos resumir los conceptos que revisamos con el siguiente diagrama:

B-W relativamente
N compacto
(i y
compacto = precompacto = separable

Y 4

cerrado acotado

2.2. Compacidad local

Esta seccion estd dedicada a revisar la compacidad local, es decir, con-
juntos que aunque no son compactos, tienen la propiedad de la compacidad
en alguna vecindad.

Definicién 2.41. Un subconjunto A de R"™ es localmente compacto si
para cada x € A, existe una vecindad V' de x tal que V' es compacto.

Teorema 2.42. Un subconjunto A de R™ es localmente compacto si y sdlo
st para cada x € A existe una vecindad U de x tal que U es abierto de R™ y
clgn (U) es compacto.

Demostracion. Supongamos que A es un subconjunto de R" localmente
compacto y sea x € A. Por definicién, existe una vecindad V' de x tal que V
es compacto. Luego, existe un conjunto U abierto de R" tal que x € U C V.
Como V es un subconjunto compacto de R™, por el teorema [2.5] tenemos que
V es cerrado de R™. Luego, clgn(U) C clgn (V) = V. Asi, por el teorema [2.6]
tenemos que clgn(U) es compacto.

La proposicion reciproca es obviamente verdadera. U
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Teorema 2.43. Un subconjunto A de R™ es localmente compacto si y solo
si para cada x € A eziste un sistema de vecindades V(x) de x tal que para
todo V€ V(x) tenemos que V' es compacto.

Demostracion. Supongamos que A es un subconjunto de R" localmente
compacto y sea z € A. Sea U un conjunto abierto de R™ con x € U. Por
definicion, existe una vecindad V' de x tal que V' es compacto. Notemos que
UNintga (V') es un conjunto abierto de R” contenido en el conjunto compacto
V. Existe un abierto W de V tal que z € W C cly (W) C U Nintgn (V). Asi,
existe un abierto A de R™ tal que VN A =W. Como V es una vecindad de
z, tenemos que x € intga (V)N A C W C cly (). Notemos que intx (V)N A
es un abierto de X y cly (W) es compacto. Luego, cly (W) es una vecindad
compacta de x contenida en U.

La proposicion reciproca es obviamente verdadera. O

Teorema 2.44. Sean A un subconjunto de R™ localmente compacto y Y un
subconjunto de A.

1. SiY es un abierto de A, entonces Y es localmente compacto.

2. Si'Y es localmente compacto y cla(Y) = A, entonces Y es abierto de

A.

Demostracion. 1. Sea y € Y. Como A es localmente compacto, existe
una vecindad V de y tal que V' es compacto. Como Y es abierto de A,
tenemos que Y NV es una vecindad de y en A. Existe una vecindad
compacta W de y en A tal que W C YNV (vedse el teorema. Asi,
W es una vecindad compacta de y en Y. Por lo tanto Y es localmente
compacto.

2. Seay €Y. Como Y es localmente compacto, existe una vecindad V' de
y en Y tal que V' es compacto. Como V es vecindad de y en Y, existe
un abierto U de Y tal que y e U C V C Y. Como U es abierto de Y,
existe un abierto W de A tal que U = WNY. Veremos quey € W C Y.
Obviamente y € W. Notemos que clu(WNY)NY =clu(U)NY =
cly (U). Como cly (U) es compacto, el conjunto cl4(WNY)NY también
es compacto. Por el teorema[2.5] tenemos que cl4(WNY)NY es cerrado
de A. Ademas, WNY Cclu(WnNY)NY. Por lo tanto, cl4(WNY) C
cla(WNY)NY. Asi, cla(WNY) C Y. Como Wnela(Y) C cla(WNY)
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y como cly(Y) = A, tenemos que W C clu(WNY) C Y. Asi, Y es
abierto en A.

g

2.3. Conjunto de Cantor

Esta seccion esta dedicada a conocer un poco del conjunto de Cantor,
revisamos como se define este famoso e importante conjunto asi como algunas
propiedades bésicas.

Sea C7 = [0, 1].

Ahora, dividimos al intervalo [0, 1] en tres subintervalos:

1 2 1 2 3
-[11 - (§7§> ) <]11 - [Oa §:| ) <]12 - [§7§:| .

Notemos que [0, 1] = Jy; U I1; U Jys.
Sea 02 = [0, 1] \111 = Jll U Jlg.

12 7 8
] — _ - I — —_ -
21 <97 9)7 22 <97 9>7
1 2 3 6 7 8
J21 |:Oa 9:| ) JQQ |:97 9:| ’ J23 |:9a 9:| ) J24 |:97 :|

22
Sea 03 = U Jgk.
k=1

Ahora, sean

Podemos continuar el proceso hasta construir 2" intervalos cerrados aje-

nos Jyu1, ..., Jpon. Notemos que cada uno de estos intervalos tienen longitud
3 Ast, I, 41, es el intervalo abierto con el mismo centro que J,;, y de lon-
gitud TR Luego, Jui \ I(ns1)r es la unién de intervalos cerrados y ajenos

Obtenemos entonces

Jnt1)@2k-1) Y Jnr1)2x de longitud Jnt1

2n+1

Cn+1 = U Jnk - Cn
k=1
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Definicién 2.45. Al conjunto C' = [ C, le llamamos el Conjunto de
n=1
Cantor.

Definicién 2.46. Un espacio métrico X le llamamos dendrita si es: com-
pacto, conexo, localmente conexo y sin ciclos.

Ahora veremos paso a paso cémo se contruye la dendrita de Gehman.
Paso 1: Sea FE; la unién de los segmentos de recta que unen el punto
(1/2,1) con los puntos extremos (0,0) y (1,0) del conjunto de Cantor.

Gen1.png

Paso 1.

Paso 2: Ahora, sean x y y los puntos medios de los dos segmentos de E
y trazemos los segmentos (1/3,0) a x y (2/3,0) a y.

Gen2. png

Paso 2.

Paso 3: Para construir 3 nos fijamos en los puntos medios x; y y; de
los segmentos formados en el paso anterior y también los puntos medios x5
v yo de los segmentos (0,0) y (1/3,0), respectivamente. Unimos FEs con los
segmentos rectilineos que van de z7 a (1/9,0), de y; a (2/9,0), de x5 a (7/9,0)
y de y2 a (8/9,0) para obtener Ds,

Gen3. png

Paso 3.

En el paso n, F, se construye a partir de F,_; de forma similar, to-
mando siempre como puntos extremos los elementos del conjunto de Cantor.
Definamos G35 = U,enyEn como la dendrita de Gemahn.
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Dendrita de Gehman

El conjunto de puntos extremos de la dendrita de Gehman coincide con
el conjunto de Cantor.

Observacion 2.47. Para cualesquiera n,k € N, tenemos que J, ¢ C.
Ademds, los extremos de J,; pertenecen a C.

Teorema 2.48. Sea C' el conjunto de Cantor. Entonces C' es compacto,
perfecto y denso en ninguna parte en R.

Demostracion. Como para cualesquiera n, k € N, tenemos que J,; es ce-
rrado de R y C), es la unién de ellos, entonces C,, es cerrado de R. Luego, C'
es cerrado de R, pues es la interseccion de cerrados de R.

Ahora, como C' C [0, 1] y [0, 1] es compacto, entonces C' es compacto.

Sea x € C. Mostraremos que x € C’. Dado ¢ > 0, existe n € N tal que

1
I < e. Notemos que existe k, € {1,...,2"} tal que = € J,,. Como

1
los extremos de J,x, pertenecen a C'y la longitud de J,, es T tenemos

que Jux, C (z —¢e,x + ¢€). Por lo tanto, los extremos de J,, pertenecen a
CN(x—ex+e) Luego, z € C'. Como C es cerrado de R, tenemos que
C'"c C. Asi, C = C" y por lo tanto C' es perfecto.

Como C' es cerrado de R, basta mostrar que C' es fronterizo para mostrar
que es denso en ninguna parte en R, es decir, inty (C) = intx (clx(C)) = 0.
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Supongamos que intx(C) # 0. Sea z € intx(C). Existe § > 0 tal que
B(z,0) C C. Ademds, existe un natural n tal que 2% < 6. Asi, (z — 2%,3: +
5) C (x — 6,2+ 6) C C. Ahora, como = € C,, existe un k, € {1,...,2"}
tal que = € J,,. Como la longitud de J,, es L tenemos que J,; C (x —
T+ 5=) C C, lo cual es una contradiccién. Luego, inty(C) = 0, y asi C

n
. 3
es denso en ninguna parte en R. Il

on

Teorema 2.49. El conjunto de Cantor C' es no numerable.

Demostracion. Para demostrarlo empleamos la representacion de los reales
en base 3, es decir, la notacion ternaria en vez de la decimal. En base ternaria
solo utilizamos los digitos 0, 1 y 2. Asi, el nimero % en base ternaria se escribe
como 0.1 (0 0.02222...) y % como 0.2. Cuando borramos el intervalo central
estamos eliminando todos aquellos puntos que poseen el digito 1 como primer
decimal. De la misma manera, en la segunda iteracion, eliminamos todos los
puntos que poseen, en su representacion ternaria, el digito 1 en su segundo
decimal y asi sucesivamente en cada etapa. Después de iterar infinitamente
solo habran sobrevivido aquellos puntos que no poseen el digito 1 en ninguna
posicién de su representacion ternaria. Es decir, C' estara formado por todos
los posibles decimales ternarios constituidos por combinaciones de los digitos
0 y/o 2. {Son méas o menos que los "puntos extremos”de los que habldbamos
antes? Los puntos extremos de los intervalos poseen infinitos digitos 2 o 0
consecutivos a partir de una determinada posicion. Pero existen otras posi-
bilidades como por ejemplo: 0.02002200022200002222... Tomemos el ntimero
}1 como ejemplo. Este valor no es un punto extremo de uno de los intervalos
eliminados (4 no es un potencia de 3). Su expansién decimal ternaria consta
exclusivamente de digitos 0 y 2 como puede calcularse. Asi que no sera elimi-
nado y no es el extremo de un intervalo borrado. Si el conjunto de Cantor C'
estuviera formado solo por los valores extremos de los que hablabamos, en-
tonces podriamos enumerarlos, puesto que podemos enumerar las iteraciones
y cada una salva un nimero finito. ; Podemos enumerar entonces todos los
puntos del conjunto? En definitiva, jcuantos puntos hay en C?7 Responder
a esta pregunta es responder a cuantos valores decimales ternarios pueden
representarse sin utilizar el digito 1. Recurramos a la base binaria. Suponga-
mos que representamos todos los niimeros del intervalo [0, 1] como decimales
en base binaria. Podemos construir una biyeccion entre este conjunto y el
conjunto de todos los decimales ternarios sin el digito 1. Basta con asignar
a cada decimal binario un ternario por el método de sustituir cada digito 1
por el digito 2. jDe modo que no solo quedan puntos, sino que su niimero es
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infinito no numerable! La biyeccion que hemos establecido entre todos y cada
uno de los puntos del segmento real [0, 1] en notacién binaria (el dominio) y
los elementos de C' en notacién terciaria (el rango) tiene una caracteristica
particular: puntos los decimales ternarios sin el digito 1. Basta con asignar
a cada decimal binario un ternario por el método de sustituir cada digito 1
por el digito 2. jDe modo que no solo quedan puntos, sino que su nimero es
infinito no numerable! La biyeccion que hemos establecido entre todos y cada
uno de los puntos del segmento real [0, 1] en notacién binaria (el dominio) y
los elementos de C' en notacién terciaria (el rango) tiene una caracteristica
particular: puntos cercanos en el dominio estan cercanos en el rango. Los
topologos llaman a esta correspondencia homeomorfismo. Podemos extender
este homeomorfismo a una funcién con todas las de la ley: la funcién de
Cantor del intervalo [0, 1] en si mismo. Para ello simplemente rellenamos las
imégenes correspondientes a los intervalos eliminados con un valor siempre
constante: el valor de los extremos del intervalo eliminado que es idéntico en
notacion binaria. Por ejemplo, todos los puntos del intervalo central elimina-
do (3, %) se hacen corresponder con 1. El nimero § en ternario es 0.0222...
que asociamos con el nimero binario 0.0111... y % en ternario es 0.2 que aso-
ciamos con el nimero binario 0.1. Pero ambos ntimeros binarios son iguales
a % en notacién decimal. Asi todos los puntos del intervalo se hacen corres-
ponder al valor % En la imagen inferior puedes observar una representacion

grafica de la funcion de Cantor. O

Proposicion 2.50. El nidmero racional i es un elemento de C.

Demostracion. Procedemos como en la demostracién del teorema y cal-

culamos que la expansién decimal ternaria de i consta exclusivamente de

digitos 0 y 2, }L = 0.02020202...3. Como no aparece el digito 1 en la expan-

cion ternaria i es un elemento de C. O

Ahora hablemos un poco de toeria de la medida y el conjunto de Cantor.

Sean X un conjunto no vacio y P(X) el conjunto potencia de X. Una
funcion de medida, representada usualmente por p, es una funcién

p:ACP(X)—[0,00]

que asigna un numero a ciertos subconjuntos de un conjunto, generalizando
conceptos como longitud, area, volumen o integral. En matemaéticas, es una
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forma de calcular la magnitud de estos subconjuntos, y es fundamental en
teoria de la medida y teoria de la probabilidad, por ejemplo.

Teorema 2.51. Sea p la funcion de medida (longitud) en R. Para el conjunto
de Cantor C' se cumple que p(C) = 0.

Demostracion. Notemos que

I P

i=1

Notemos que A+ 1 es una serie geométrica con razén % < 1. Luego, A+1

converge. De hecho,
1

1—-

Luego, A =2, y asi, u([0, 1]\ C) =
Por lo tanto,

A+1=

= 1. Ademas, pu([0,1]) = 1.

I\DI)—I wlw

p(C) =1—=p([0,1]\C) =1 -1=0.
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