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Resumen

En este trabajo se estudié el problema inverso de identificacién de fuentes en la
corteza cerebral de tipo dipolar asociadas a focos epilépticos, a partir del electro-
encefalograma (EEG) medido sobre el cuero cabelludo. La electroencefalografia
es una de las técnicas mas conocidas de investigaciéon no invasiva del cerebro y
consiste en el registro de potenciales por medio de electrodos colocados sobre el
cuero cabelludo; estos potenciales provienen de la actividad eléctrica de los tejidos
excitables y se captan midiendo la diferencia de potencial existente entre dos elec-
trodos, uno llamado electrodo explorador y el otro electrodo de referencia ([72]).
Entre las ventajas de la técnica del EEG se encuentran que la informacion que
proporciona se captura en tiempo real, de manera simple, es no invasiva ademas
de econémica. Por medio de esta técnica se han detectado posibles anomalias en
el cerebro (danos, mal funcionamiento, etc.) y una de sus principales aplicacio-
nes se encuentra en el diagnéstico y deteccién de focos epilépticos ([4], [58], [44],
[49], [23], [24], [35]). Las aplicaciones del EEG no han sido totalmente alcanzadas
todavia. Una muestra de ello es que actualmente se utiliza para estudios de co-
nectividad funcional y de procesos cognitivos.

Se han desarrollado herramientas que permiten la visualizacién de las fuentes
a partir del EEG que se basan en modelos matematicos que permiten establecer
correlaciones entre la actividad bioeléctrica del cerebro y el EEG ([53], [52]). Estos
modelos se han usado para el analisis del problema de identificacién de fuentes y
campos eléctricos a partir del EEG y consideran a la cabeza como un medio dividi-
do en capas conductoras. Las fuentes bioeléctricas y los potenciales se representan
por elementos de espacios matematicos que se elige apropiadamente a fin de que en
estos elementos, se representen las caracteristicas fundamentales del fenémeno. Se
ha mostrado, con base a datos experimentales ([43],[55], [22]), que se puede aplicar
la aproximacion cuasiestatica de las ecuaciones de Maxwell para establecer una
relacién entre las fuentes bioeléctricas y el EEG; todo esto a través de un problema
de contorno y considerando condiciones apropiadas en las fronteras de empalme
de las capas. Se ha demostrado que aun cuando la fuente se expresa como la suma
de dos funciones: una arménica y la otra no armonica, en términos generales la
componente arménica es la inica que puede ser identificada a partir del EEG [37].

En esta tesis se propuso un modelo para representar focos epilépticos locali-
zados en la corteza cerebral y se construyé un algoritmo estable para identificar
los parametros de la fuente de tipo dipolar. Este algoritmo se implement6 consi-
derando que la region de estudio se representa por circulos y esferas concéntricas,
ademas se desarrollaron, de manera original, ejemplos sintéticos y programas en
MATLAB para tal implementacién. Al modelo que se utiliza para el estudio de es-
te problema, el cual es un modelo cuasi-estatico, se le agrega el tiempo para poder
emular la variacién temporal de las fuentes y de los potenciales y con ello generar



EEG sintéticos que permitan determinar a las fuentes por medio del algoritmo
propuesto en este trabajo. Entre los resultados que se obtuvieron se encuentran
las demostraciones de la existencia y unicidad de la solucién clésica del proble-
ma de contorno que establece las correlaciones entre las fuentes corticales y el
EEG, asi como la unicidad de soluciéon del problema inverso de identificacién de
fuentes en la corteza cerebral, estos teoremas asi como el algoritmo propuesto,
son resultados originales de este trabajo de tesis y estdn publicados en ([38]). Se
considera el caso de fuentes de tipo dipolar y se propone un modelo original para
éstas junto con un algoritmo, también original, que como primer paso obtiene el
centro y como segundo paso al llamado momento dipolar (parametros con los que
se define a la fuente dipolar). Esto, como se dijo arriba, es un resultado original
de la tesis y fue publicado en ([39]).



Introduccion

En este capitulo se presentan los elementos béasicos que permiten la modela-
cion del problema que se aborda en esta tesis. Entre esos elementos se encuentra
una breve descripcién del cerebro, de la corteza cerebral, de las técnicas que se
utilizan para su analisis, haciendo hincapié en la técnica que proporciona la elec-
troencefalografia. Se hace una breve descripcion de algunas de las enfermedades
del cerebro que pueden ser analizadas por medio de esta técnica. También se
describen el contenido, los resultados conocidos sobre el tema, los problemas de
estudio, los resultados obtenidos y las aportaciones de la tesis.

1.1 El cerebro humano

El cerebro humano es un érgano encargado de controlar y regular la mayoria
de funciones del cuerpo, su peso promedio se encuentra entre 1.3 y 1.6 kilogra-
mos ([25], [50]). El cerebro se divide en dos partes principales, a saber, interior
(volumen) y la corteza cerebral, esta ultima alberga unos 20,000 billones de neu-
ronas ([57]). El metabolismo celular genera la energia bioquimica que utiliza el
cerebro para desencadenar las reacciones neuronales, la energia es recibida por las
dendritas y emitida en los axones en forma de sustancias quimicas que reciben el
nombre de neurotransmisores ([50]).

El cerebro funciona a través de la transmisién de informacién entre las neu-
ronas mediante impulsos eléctricoquimicos y esta transmisién se produce durante
la sinapsis, en las que neuronas y células se ponen en contacto y mediante descar-
gas quimicas e impulsos eléctricos se intercambian neurotransmisores que son los
encargados de excitar o inhibir la accién de la otra célula ([25], [41], [50], [57]).

1.1.1 Corteza cerebral

La corteza o cortex cerebral es la sustancia gris que cubre la superficie de
los hemisferios cerebrales, compuesta por una fina capa de neuronas y conexiones
neuronales, que no es homogénea y esta formada a su vez por seis capas de células,
cada una de ellas con funciones especificas ([50]). El espesor cortical varia entre
1.5 a 4 mm segun las zonas ([50], [57]), ésta a su vez se divide en neocorteza,



paleocorteza y aquicorteza ([50]) que a continuacion se describen brevemente ([57],

[7):
1. La neocorteza se encarga de los procesos de raciocinio;

2. La paleocorteza alberga las terminaciones de las vias olfatorias, encontrando-
se aqui el cerebro olfatorio de las personas;

3. La arquicorteza se encarga de aquellas respuestas automaticas y mecanismos
fisiologicos responsables de la supervivencia.

Ademas de la divisién por capas, la corteza cerebral puede ser dividida segin
sus diferentes areas funcionales, a saber: areas sensitivas, motoras o de asociacién

([50], [57]).

1.2 Técnicas para el diagndstico de enfermedades
en el cerebro

1.2.1 Electroencefalograma

La actividad eléctrica se produce con amplitud de microvoltios, se recoge me-
diante el uso de electrodos colocados en el cuero cabelludo o en la corteza cerebral,
dando lugar a los llamados electroencefalogramas (EEG), es decir, un EEG estd
formado por un conjunto relativamente pequeno de senales eléctricas, medidas en
microvoltios, que han sido grabadas por diferentes sensores que se colocan en el
exterior del cuero cabelludo. Se pueden grabar electroencefalogramas con senso-
res que tengan contacto directo con la piel o incluso con el encéfalo, tanto a nivel
superficial como profundo. El numero de electrodos utilizados puede variar, desde
la decena hasta el orden de trescientos ([1]).

Existen numerosos protocolos para la medicién de EEG, pero hay uno que
destaca sobre los demas debido a que es el mas extendido, aquél con el cual se
han realizado mas bases de datos y que es el mejor contrastado, es el sistema
internacional 10-20, se basa en la relacién existente entre la localizacién de un
electrodo y la region del cerebro que hay bajo la misma. Los nimeros 10 y 20
hacen referencia a la forma en la que se toman las distancias entre electrodos
adyacentes, que son o el 10 % o el 20 % de la distancia total de delante a atras (es
decir, entre los puntos nason e inién) o desde la derecha a la izquierda (es decir,
entre los puntos preauriculares) en el craneo ([1], [13]).

Para colocar los electrodos caben dos posibilidades: Realizar las medidas co-
rrespondientes en el sujeto y colocar cada electrodo de forma individual, ayudados
de varias cintas que faciliten su fijacion, o bien se utiliza un gorro flexible, que



tiene un orificio en cada uno de los nodos pertinente, donde se colocan cada uno de
los electrodos. En ambos casos es necesario que se aplique un cierto gel conductor
que permita un contacto completo entre cabeza y electrodo.

Se asume que el EEG recoge la actividad eléctrica que se propaga perpendicu-
larmente (o casi perpendicularmente) al craneo. A pesar de esta importante limi-
tacion, resulta que dicha actividad eléctrica ha demostrado contener informacién
sustancial para la comprensién de numerosos aspectos relacionados con nuestros
procesos neurocognitivos y de hecho, puede ser utilizada para el diagnéstico (y el
tratamiento) de diversos desérdenes o transtornos mentales ([1],[13]).

La actividad eléctrica se clasifica principalmente por ondas en el EEG, aten-
diendo a su comportamiento en frecuencias. Estos grupos tiene asignada una letra
griega. Asi se tienen las ondas, 6 que varfa entre 4 y 8 Hz. Las ondas « varian
entre 8 y 13 Hz. Las ondas del ritmo sensoriomotor (SMR) se encuentra entre 12
y 16 Hz, este ritmo también se denomina (-bajo. Las ondas  varian entre 12 y
21 Hz. Las ondas [-altas se encuentran entre 20 y 32 Hz, ([1]). Las ondas 7 varian
entre 38 y 42 Hz, la actividad en torno a 40 Hz, [13], [50].

I1.2.2 LORETA

Las técnicas de neuroimagen tienen como objetivo representar la estructura o
el funcionamiento del cerebro, permiten visualizar el sistema nervioso central y,
en particular, al cerebro. Algunos ejemplos son el fMRI por sus siglas en inglés
(functional Magnetic Resonance Imaging), TAC (Tomografia Axial Comptariza-
da), MEG (Magnetoencefalografia). Un método para analizar la actividad del
cerebro fue publicado en 1994 por Pascual- Marqui, Michel y Lehman; éste per-
mite localizar la actividad eléctrica en el cerebro basado en los potenciales del
cuero cabelludo a partir de la grabacién de EEG de multiples canales. Este méto-
do resuelve el problema de identificacién de fuentes (problema inverso): convertir
las mediciones en informacion sobre un objeto fisico o sistema observado. A estd
técnica la llamaron LORETA (tomografia electromagnética cerebral de baja re-
solucién) y puede enterderse como una técnica de neuroimagen basada en EEG.
LORETA calcula una distribucion tridimensional de 2394 véxeles de 7x7x7 mm
de actividad neuronal eléctrica generadora en la materia gris. Una ventaja de esta
técnica es que no esta restringida a un cierto nimero de electrodos o ubicaciones
de electrodos y, por lo tanto, se adapta a casi todos las configuraciones de los
dispositivos ([53]).
Algunas actualizaciones de LORETA son:
sLORETA: tomografia electromagnética cerebral estandarizada de baja resolu-
cion. No tiene sesgo de localizacion en presencia de medicion y ruido biolégico
(152).
eLORETA: tomografia electromagnética cerebral de baja resolucion exacta. La
primera solucién lineal, discreta, distribuida en 3D para el problema inverso de



EEG/MEG con localizacién exacta (error de localizacion cero) ([51]).

El analisis de LORETA de banda de frecuencia limitada se puede usar para

determinar que regiones del cerebro se activan durante diferentes estados o tareas
mentales, lo que ayuda a determinar si el cerebro esta funcionando de manera
Optima eléctricamente.
Los voxeles de LORETA se encuentran en posiciones fijas dentro de la materia gris
del cerebro. Otro aspecto de interés consiste en analizar no sélo la activacién en
voxeles Uinicos, sino en regiones enteras asociadas a ciertas funciones cerebrales.
Actualmente es una técnica de andlisis de EEG extendida, su versatilidad y el
hecho de que el nimero de canales de EEG y la ubicaciéon de canales no son
fijos, hace posible utilizar esta técnica con casi todos los sensores del EEG y
configuraciones experimentales ([53], [52], [51]).

I.2.3 Magnetoencefalografia

La Magnetoencefalografia (MEG) es una prueba médica no invasiva que utiliza
un dispositico superconductor de interferencia cudntica y una computadora para
medir la actividad neuromagnética adentro del cerebro. La MEG detecta, graba y
analiza los campos magnéticos producidos por corrientes eléctricas en el cerebro.
La distribucién de estos campos magnéticos es superpuesta a una imagen anatémi-
ca del cerebro para ayudar a identificar la fuente de la actividad en el cerebro. Un
estudio por MEG es una medicién directa de la funcion cerebral y uno de los méto-
dos para grabar y evaluar el cerebro mientras estd funcionando activamente ([33]).

La MEG se utiliza para identificar las dreas funcionales del cerebro incluyendo
actividades de lenguaje, areas sensoriales, motoras y la memoria, ademas de la
localizacién de la fuente de crisis epilépticas. La MEG crea un mapa del cerebro
que es util para el planteamiento preoperatorio, para el tratamiento de personas
con epilepsia.

Una de las principales ventajas del MEG es que su senal no se degrada por
el paso a través de los diferentes tejidos, como ocurre con las corrientes de volu-
men que capta el electroencefalograma, y por tanto, puede medir en tiempo real
(milisegundos) y de forma directa las senales neuronales ([33],[74]).

1.2.4 Tomografia computarizada

La Tomograffa Computarizada (TC) es un procedimiento computarizado de
imégenes por rayos X en el que se proyecta un haz delgado de rayos X a un paciente
y se gira rapidamente alrededor del cuerpo, produciendo senales que son proce-
sadas por la computadora de la maquina, para generar imagenes transversales o
cortes del cuerpo, que se llaman imagenes tomograficas y contienen informacién
méas detallada que los rayos X convencionales. Una vez que la computadora de



la méquina recolecta varios cortes sucesivos, se amplian digitalmente para formar
una imagen tridimensional del paciente que permita mas facilmente la identifica-
cion y ubicacion de las estructuras bésicas, asi como posibles tumores o anomalias.
Una gran ventaja respecto a otras técnicas de exploracién es la rapidez con que
se realiza la prueba. Un inconveniente es que al utilizar radiones ionizantes en el
paciente, éste recibe una dosis de radiacion ([9], [54]).

1.3 Algunas enfermedades en el cerebro

En este trabajo se esta interesado en la deteccién de fuentes en el cerebro, en
particular, de fuentes que pueden generar una anomalia como una crisis epiléptica.
El interés se centra en las crisis epilépticas focalizadas. A continuacién se dan
algunos elementos que sirven para la modelacion sobre la epilepsia.

1.3.1 Epilepsia

La epilepsia es una enfermedad cronica caracterizada por un exceso de acti-
vidad eléctrica recurrente en el transcurso de la vida del individuo. La causa de
estas crisis es una descarga neuronal anormal en el cerebro, durante las cuales se
pueden presentar diversos sintomas que comprenden manifestaciones neurologicas
motoras o sensitivas. Existen dos tipos fundamentales de crisis epilépticas: las cri-
sis generalizadas y las crisis parciales también llamadas crisis epilépticas focales;
el que se produzcan unas u otras depende de que el grupo de neuronas que se
irrite sea méds o menos amplio ([42]). A veces en una persona con epilepsia pueden
aparecer distintos tipos de crisis epilépticas, dependiendo de la extension de la
descarga epiléptica.

En las crisis epilépticas generalizadas, la descarga epiléptica afecta al mismo
tiempo a toda la superficie del cerebro y en las crisis epilépticas parciales o focales,
la descarga epiléptica comienza en una zona reducida de la superficie del cerebro
([42], [14]). Se llama foco epiléptico (FE) precisamente a la zona de neuronas alte-
radas donde comienzan las crisis epilépticas parciales o focales. Pasa que muchas
veces en que la descarga de un foco epiléptico o de una crisis epiléptica parcial
o focal se extiende por toda la superficie del cerebro y se transforma en una cri-
sis epiléptica generalizada, por lo que en términos absolutos, las crisis epilépticas
parciales o focales son mas frecuentes que las generalizadas.

Dentro de las crisis parciales (focales) existen tres clasificaciones principales
([42], [14]):

1. Crisis parciales simples, las cuales no implican una pérdida de conciencia y
cuyos sintomas pueden incluir sacudidas de los miembros, distorsiones en la
percepcién visual o auditiva, sensaciones de miedo.



2. Crisis parciales complejas, en las cuales hay alteraciones de la conciencia
(pérdida de la memoria y de la comprensién de los eventos implicados) e
incluyen actos motores automaticos complejos.

3. Crisis parciales complejas con evolucién a crisis secundariamente generali-
zadas. Al inicio de una crisis parcial algunos individuos experimentan una
sensacion de aviso o alerta llamada aura. Estas sensaciones varian de persona
a persona y pueden ser entre otras: temor, un olor determinado, temperatura
o un sonido musical.

Las causas mas frecuentes de epilepsia en el mundo son: traumatismo de
craneo, infecciones del cerebro y epilepsia idiopatica ([42]). El FE estd consti-
tuido por un pequeno grupo de neuronas que desencadenan una excitabilidad
potenciada (epileptiforme) que origina una actividad eléctrica anormal, la cual
puede ser consecuencia de diferentes factores como variaciones de las propiedades
celulares o de las conexiones sindpticas como por ejemplo una cicatriz local, un
coagulo de sangre o un tumor. Es en el FE, donde se originan las crisis parciales.
Las fases de desarrollo de esta tltima, se pueden dividir en un periodo interictal,
sincronizacién neuronal, propagacién de la crisis y generalizacion secundaria, cada
una de estds afectadas por diversos factores ([42]).

1.4 Descripcion de algunos resultados conocidos

Como se comentd anteriormente, el cerebro ha sido estudiado por diferentes
técnicas, en particular la Electroencefalografia. Con ella, varios autores han rea-
lizado aportaciones que abonan en el entendimiento de las diferentes vertientes
que componen la problematica asociada con el cerebro. Antes de indicar la con-
tribucién de este trabajo, se describen algunas. En ([37], [48], [20], [26], [12]) se
estudia el problema inverso de identificacion de fuentes, usando planteamientos
operacionales que permiten establecer correlaciones entre las fuentes y el EEG a
través de operadores actuando entre espacios de Hilbert apropiados. Se demuestra
que es posible recuperar la componente armonica de la fuente a través del EEG
sobre el cuero cabelludo y también que hay infinitas configuraciones que producen
el mismo EEG. En [37] se consideran por separado los siguientes casos:

1. Fuentes ubicadas en la corteza cerebral.
2. Fuentes ubicadas en el interior del cerebro.

Para llegar a los planteamientos operacionales, se utiliza un modelo que con-
sidera a la cabeza dividida en capas conductoras con conductividad constante y
conocida en cada capa. Se utiliza la aproximacion cuasiestatica de las ecuaciones
de Maxwell y se llega a un problema de contorno en un medio no homogéneo com-
puesto por capas conductoras con conductividad constante en cada una de ellas.



Sobre las interfaces de separacion, se proponen condiciones de frontera apropiadas
dependiendo de cada caso. Para los trabajos mencionados arriba se supone que
el EEG se conoce sobre todo el cuero cabelludo (que puede lograrse por medio
de una interpolacién apropiada de EEG medido sobre el cuero cabelludo ([53]).
Mediante algunas suposiciones, basadas en hechos experimentales, se llega a un
problema de contorno en un medio no homogéneo que relaciona la fuente con la
medicion. El andlisis de este problema de contorno permite establecer un plantea-
miento operacional y proponer algoritmos de identificacién. En el caso en el que
la fuente se encuentra concentrada en la corteza cerebral, se utiliza un modelo
simplificado junto con técnicas de la teoria de potencial para proponer un algorit-
mo estable de identificacién para recuperar tanto al potencial como a la fuente.
Para llegar a este algoritmo se estudia la solubilidad del problema de contorno
asociado al modelo y se prueba que su solucién puede buscarse como suma de un
potencial de capa simple y uno de capa doble. Como un resultado adicional se
demuestra que la identificacion de las densidades con que se definen tales poten-
ciales de superficie es estable. En [40] se presenta una simplificacién del problema
inverso electroencefalografico para llevar el caso de varias capas conductoras a una
region homogénea con condiciéon de Neumann nula. De esta forma, la fuente se
determina a partir de la ecuacién de Poisson con una condiciéon de contorno de
Neumann nula y un dato adicional sobre la frontera de la regién homogénea, el
cual se obtiene de la medicién. Esto es vélido para regiones generales con fronte-
ras suficientemente suaves. Adicionalmente, para el caso de esferas concéntricas,
se plantea el problema inverso electroencefalografico para una fuente dipolar (que
representa a focos epilépticos) usando esta simplificacién y la técnica de la funcién
de Green.

En [46], se analiza el caso de fuentes dipolares ubicadas en la corteza cerebral
usando técnicas de teoria de potencial y la teoria de funciones generalizadas (o
distribuciones). Esto lleva a un sistema de ecuaciones integrales definido sobre un
espacio de funciones generalizadas con la cual se puede proponer un algoritmo
estable de solucién del problema directo electroencefalografico. Se encuentra un
teorema de unicidad para el problema inverso. En [46], se identifican los pardme-
tros de la fuente dipolar a partir del EEG sobre el cuero cabelludo usando la
simplificacion. Para el analisis tedrico se utilizan los resultados desarrollados para
una regién homogénea. En [45], se establece la unicidad de recuperacién de la
componente normal de la fuente de corriente neuronal sobre la corteza cerebral, a
partir del EEG sobre el cuero cabelludo y se prueba que el potencial electrostati-
co producido por fuentes corticales se expresa como una suma de potenciales de
simple capa con densidades definidas sobre la superficie de separacion de las capas
conductoras.



1.5 Problema de estudio y resultados del trabajo

1.5.1 Problemas de estudio

En este trabajo se estudié el problema de determinar, a partir del EEG sobre
el cuero cabelludo, la fuente dipolar ubicada sobre la corteza cerebral que pro-
duce dicho EEG. Estas fuentes dipolares estan asociadas a actividad epiléptica
focalizada. Se propone una expresién que considera a la distribucién delta de Di-
rac junto con un momento dipolar como en el caso volumétrico, pero en vez de
buscar la divergencia, que es lo que se hace en ese caso, se busca la componente
normal de la fuente (se resta una constante para que se cumpla que la integral de
la fuente sea cero, es decir, la llamada condicién de compatibilidad que se explica
en el capitulo 2). Se considera esta fuente en el problema de contorno que se ha
usado para modelar este problema. Se estudia la solubilidad de este problema y
se propone un algoritmo para identificar las fuentes.

1.5.2 Resultados obtenidos

Se desarrollé e implementé un algoritmo estable para identificar fuentes loca-
lizadas en la interfaz de separacion de dos medios homogéneos con caracteristica
eléctrica constante y diferente entre si, uno encerrado en el otro. Este algoritmo se
puede aplicar en general a medios que cumplan con las caracteristicas senaladas
anteriormente. FEn particular, se utiliza para fuentes bioeléctricas ubicadas sobre
la superficie de la corteza cerebral, que puede interpretarse como la frontera de
separaciéon de la region ocupada por el cerebro y el resto de la cabeza. En este
caso, el algoritmo toma como datos de entrada a las mediciones del EEG y de-
vuelve a la fuente localizada sobre superficie de la corteza cerebral. Para definir
el algoritmo se consideré un problema de contorno eliptico que se deduce de la
aproximacion cuasiestatica de las ecuaciones de Maxwell ([63], [22]). Para este
problema de contorno se habia probado la existencia y unicidad (salvo constan-
tes) de la solucién débil del problema. En este trabajo, se probé la existencia y
unicidad (salvo constantes) de la solucién clésica, el cual es un resultado original
y se encuentra publicado en ([38]). Se propuso una expresién para representar
a fuentes dipolares localizadas sobre la superficie de la corteza cerebral y se im-
plementé su localizacién con el algoritmo senalado al inicio de este parrafo y se
encuentra publicado en ([39]). Como se menciond, se demostro la existencia y la
unicidad de la solucién clasica del problema de contorno, asi como la unicidad
del problema de identificaciéon con respecto a la medicién sobre la frontera de
la regién, que en el caso del problema de fuentes en el cerebro, corresponde al
cuero cabelludo. Estos resultados, se encuentran publicados en ([38]). Ademds,
para el problema de identificacién de los parametros de la fuente de tipo dipolar,
se propuso separar el problema no lineal en dos problemas lineales para los cua-
les se uso el método de regularizacion de Tijonov y se demostrd, por medio de
pruebas numéricas, que puede usarse el mismo parametro de regularizacion para
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cada uno de ellos, siendo estos resultados originales de este trabajo. El problema
directo se resuelve analiticamente para el caso de circulos concéntricos y esferas
concéntricas. Siguiendo la forma en que se ha aproximado la delta de Dirac, en
este trabajo se le aproxima por medio de funciones campana normalizadas. El
algoritmo determina primero el centro y ancho de la campana ([38]) y después el
momento dipolar ([39]). Adicionalmente se propone que al modelo descrito en el
trabajo se le incluya el tiempo, es decir, por cada instante de tiempo, se resuelve
el problema de contorno y con ello, se puede generar y vizualizar a la medicién
producida por la fuente, obteniendo un EEG sintético, el cual es un resultado ori-
ginal de este trabajo. Este resultado permite que mas adelante se pueda aplicar el
algoritmo para las mediciones obtenidos por el especialista. Al resultado del EEG
sintético se le agregan artefactos oculares y musculares ([62], [61]), para después
ser filtrados mediante los filtros denominados ICA Y LPF por sus siglas en inglés
(Independent Component Analysis y Low Pass Filter) ([62], [61]), el resultado
que se obtiene es al que se le aplica el algoritmo que se presenta en el trabajo. Se
agregaron los artefactos musculares y oculares con el fin de emular un registro de
EEG. El filtrado se utiliza para obtener un EEG limpio, que es como se le deno-
mina a un EEG después de que se le aplican los diferentes filtros. Para el caso de
la fuente definida sobre la superficie de separacién, se resolvieron tanto el proble-
ma directo como el inverso en dos y tres dimensiones. En ambos casos, en forma
analitica y numérica. Se usaron los armonicos circulares y esféricos, para dos y
tres dimensiones, respectivamente. Los correspondientes resultados numéricos se
presentan en los Capitulos 2, 3 y 4.

1.6 Estructura de la tesis

Este trabajo estd dividido en: resumen, introducién, cuatro capitulos, tres
apéndices, conclusiones y bibliografia. En la Introduccién, se incluye informacion
del cerebro humano que se utiliza para la modelacion, algunas técnicas para el
diagnostico de enfermedades en el cerebro, la importancia del problema de estudio
y contribuciones con respecto a otros trabajos asi como los resultados del trabajo.
En el Capitulo 1, se incluyen los elementos basicos que permiten la modelacion
matematica del problema de estudio, los cuales son todos conocidos. En el Capitulo
2, se presenta el modelo matematico en donde se consideran fuentes ubicadas en
la superficie de la corteza cerebral, se realiza un planteamiento operacional del
problema, se demuestra, como resultado original, la existencia y unicidad de la
solucion clasica del problema de contorno que se usa para establecer correlaciones
entre las fuentes en la corteza y el EEG medido sobre el cuero cabelludo., Se
demuestra la unicidad de solucién para de identificacién de fuentes en la corteza.
Se propone una representacion matematica de la fuente que representa a un foco
epiléptico sobre la corteza cerebral. En este capitulo, se resuelven, como primer
paso, el problema directo e inverso en dos dimensiones; para el problema inverso
se determinan los parametros de la fuente dipolar, que se aproxima por medio de
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funciones campana y un momento dipolar. Se obtiene como primer paso, el centro
de la funcién campana y con ello el centro aproximado de la delta de Dirac; como
segundo paso,se determina el momento dipolar conociendo el centro. Al modelo
se le agrega el tiempo, es decir, para cada instante de tiempo se van resolviendo
tanto el problema directo como el inverso. Con ello, se pueden generar los EEGs
sintéticos para el caso de dos dimensiones. Después se considera la solucion del
problema directo e inverso para tres dimensiones, en donde se obtiene el centro
de la fuente en el problema inverso y se agrega el tiempo al modelo para poder
generar el EEG sintético. En el Capitulo 3, se presentan la soluciéon del problema
directo en dos y tres dimensiones cuando la fuente se ubica en el volumen de
la corteza cerebral. En el Capitulo 4, se tiene el resultado del problema directo
tanto en dos como en tres dimensiones cuando la fuente se encuentra tanto en el
volumen como en la superficie de la corteza cerebral. Se incluyen apéndices para
el trabajo sea mas robusto. En el Apéndice A, se tienen las soluciones andliticas
de los modelos, dados en el Capitulo 2. En el Apéndice B, se tiene la solucién
tedrica del modelo descrito en el Capitulo 3.
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Capitulo 1

Conceptos para el analisis del
problema de contorno

En este capitulo se presenta el resumen de resultados para el andlisis del pro-
blema de estudio.

1.1. Problemas inversos y mal planteados

Los problemas inversos consisten en encontrar una propiedad desconocida de
un objeto o de un medio a partir de las observaciones de una respuesta de este
objeto o medio de una senal de prueba. Por lo tanto, los problemas inversos pro-
porcionan una base tedrica para la detecciéon lejana y la evaluacién no destructiva.
Podemos considerar a los problemas directos como aquellos en los que se tiene in-
formacion sobre las causas que describen un proceso en un medio y la solucion del
problema nos conduce a descubrir el efecto producido por dichas causas, mientras
que en los problemas inversos se tiene una informacién parcial sobre los resulta-
dos o efectos producidos en el medio por ciertas causas que se desea descubrir a
partir del analisis de dichos resultados. Para ampliar el concepto de problemas
inversos se sugiere la lectura de [30], [15], [70], [17], [68], [11]. Hadamard clasific6
a los problemas fisicos que son representados por un modelo matematico en el
siguiente sentido [30]:

Definicién 1 Sean X yY espacios normados, A : X — Y un operador continuo
(lineal o0 no lineal). La ecuacion operacional

Ax =y, (1.1)
es llamada bien planteada si cumple:

1. Ezistencia: Para caday € Y existe (al menos uno) x € X tal que (1.1).

2. Unicidad: Para caday €Y existe a lo mds un x € X tal que (1.1).
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3. FEstabilidad: La solucion x depende continuamente de y, es decir, para toda
sucesion (x,) C X con Az, — Az (n — ), se sigue que (r, — x)
(n — 00).

Las ecuaciones que no cumplan alguna de estas propiedades son llamadas mal
planteadas.

Las propiedades 1 y 2 pueden resumirse diciendo que el operador A es biyectivo
y la propiedad 3 diciendo que es bicontinuo.

1.2. Regularizacion de Tijonov

El método de regularizaciéon de Tijonov es ampliamente utilizado para encon-
trar soluciones aproximadas numéricamente estables de la ecuacion de la primera
especie Ax = y, donde A es un operador lineal compacto entre espacios de Hilbert
X y Y ysien vez de y se conoce una aproximacién y° con ||y — ¢°|| < §. El
funcional de Tijonov estda dado por

Ja(w) = [ Az = °|I* + all|?, (1.2)

donde o > 0y «||z||? es un término de penalizacién para el funcional de minimos
cuadrados. El funcional de Tijonov tiene un tinico minimo que depende continua-
mente del lado derecho de la ecuacién, el cual esta dado por

A*Az® + alx® = Ay. (1.3)
El siguiente teorema permite elegir el parametro de regularizacién « [30]:

Teorema 1 Sea A un operador compacto, lineal e inyectivo entre dos espacios de

Hilbert X, Y separables. Si la ecuacion Ax =y, tiene solucion exacta para datos

ezactos 7, entonces el infimo £ del funcional de Tijonov correspondiente a la

ecuacion Az = v’ donde ||y’ — || < & cumple que si toma a(5) > 0, § > 0 con
s

a(0) =0, y oy — U cuando 6 — 0, entonces |2%®) —Z|| = 0 cuando § — 0.

En el caso en que se tenga informacién a priori se tiene los siguientes resultados.
Supongamos que A es uno a uno con rango denso en Y. Consideremos la ecuacion
operacional Ar =y conz € X,y €Y, y’ €Y, tal que ||3° —yl < <|| 3° || Sea
299 la solucién de Tijonov que satisface ||Azd — y°|| = & para toda & € (0,d).
Entonces

] :ci( 5) — T para 0 — 0, es decir, el principio de discrepancia admisible.

» Sea x = A*z € A*(Y) con ||z| < E, entonces Ha:‘;(é) —z|| < 2vE. Por
lo tanto, el principio de discrepancia es una estrategia de regularizacion
optimal bajo la informacién de que ||(A*)"'z|| < E.

Los resultados anteriores pueden encontrarse en [6], [30] y [31].
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1.3. La ecuacion de Laplace

Sea X un subconjunto abierto de R™. El operador de Laplace o Laplaciano se
denota con A y se define sobre C%(X) como sigue:

Au = 0.

Notemos que A es un operador lineal y que el nicleo no esta formado sélo por el
cero. Esto muestra que existen funciones armoénicas no nulas. La funcién

Lln—t- n=2
@(a:,y):{ 27r1 lz—yl

dr|lz—y|’ n= 37

es llamada solucién fundamental de la ecuacién de Laplace. Para y € R fijo, esta
funcién es arménica en R™\ {y}. La ecuacién de Laplace de una funcién escalar u
en coordenadas cartesianas en dos y tres dimensiones esta dada, respectivamente,
por:

0’u  0%u _

AUZ@‘Fa—gﬁ—

0

u  O%*u 82u_

= 0.
ox? + oy? = 022

Como la cabeza se modela por dos esferas concéntricas, resulta conveniente
utilizar el sistema de coordenadas esféricas.

Definicién 2 Se dice que una funcion de valor real w de dos variables reales x y y
que tiene derivadas parciales continuas de primer y sequndo orden en un dominio
D y satisface la ecuacion de Laplace es armonica en D.

La relacién entre el sistema de coordenadas esféricas y rectangulares esta dado
por: x = rsinflcos¢, y = rsinflsing, z = rcosf, donde r > 0,0 <0 < 7wy
0 < ¢ < 27. De aqui se halla que la ecuacién de Laplace de la funcién escalar u
en coordenadas esféricas (r, 0, ¢) es:

A —ig 2% +;£ ‘9@ +;@—O
e\ ar 2sing o0 \" o0 r2sin?00¢?

Teorema 2 Supongamos que la funcion compleja f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es
analitica en un dominio D. Entonces las funciones u(x,y) y v(x,y) son armdnicas
en D.
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La demostracion del Teorema 2 puede revisarse en ([75])

A continuacién, se dan ejemplos de funciones arménicas. En particular, se da
un ejemplo de una funcién analitica en todo el plano complejo. Esto se puede
deducir de que su partes real e imaginaria satisfacen las ecuaciones de Cauchy
Riemannn y de que las derivadas parciales son funciones continuas. Se demuestra
para este caso que las partes real e imaginaria son funciones armonicas.

Ejemplo 1: La funcién u(z,y) = 23 — 3zy*> — 5y es arménica, es decir, satis-
face la ecuacion de Laplace. Esto se deduce de que

ou 0%u

— =32 - 3y’ =6

ax X y Y ax2 :I:,
ou 0%u
— = —6xy — 5 — = -6
ay '/I;y ) 8y2 x?

de donde se deduce el resultado
’u  0%u

Ejemplo 2: La funcién f(z) = 22 = 2% — y* + 2zyi es analitica en todo el plano
complejo. Se obtienen las derivadas parciales de u(x,y) = 2> —y? y v(z, y) = 2zy.
Para u se tiene

ou 0u
— =2 — =2
ox “ oz’ ’
ou 0%u
a_ = —aY, a2 — _27
y dy
de donde se tiene u(zx,y) satisface la ecuaciéon de Laplace:
Pu  Ou
Au=—+—-—=2-2=0.
YT 9e2 * 0y?
Andlogamente, se tiene que v(zx,y) satisface la ecuacién de Laplace:
v 0%
Au=—+—-—=0—-0=0.
4T o + Oy?

1.4. Formulas de Green

Sea  un dominio acotado de clase C! y sea n el vector unitario normal a 952
dirigido hacia el exterior de ). Las siguientes igualdades se conocen como férmulas
de Green. Para u € C*(Q) y v € C?(Q) se cumple la primera férmula de Green

([711)

/(uAv + VuVu)dQ = u@dﬁﬁ.
Q o0 On
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Para u, v € C?(2) se cumple la segunda férmula de Green

ov ou
/Q(uAv — vAu)dQ) = /ag <u% - v%) dosd.

Las férmulas de Green permiten dar la definiciéon de solucién débil y deducir
la llamada condicién de compatibilidad (2.6), la cual nos garantiza la existencia y
unicidad del problema de contorno (2.1)-(2.5); dicha condicién es considerada en
el Capitulo 2.

1.5. Potenciales de superficie

Los potenciales de superficie representan una herramienta fundamental para el
estudio de la solubilidad de problemas de contorno asociados a la ecuacién de La-
place. En particular, estos potenciales de superficie se utilizan en la demostracion
de la existencia y unicidad de la solucién clésica del problema de contorno (2.1)-
(2.5), el cual se utiliza para establecer correlaciones entre las fuentes bioeléctricas
definidas sobre la superficie de la corteza cerebral y el EEG sobre el cuero cabellu-
do. Estos resultados se encuentran en el Teorema (11) y es un resultado original
de este trabajo y se encuentra publicado en [38].

Definicién 3 Dadas las funciones p, n € C(0R2), las funciones:

u(z) = / PW)O.9)ds(y). = R\ 09, (1.4)
w(x) = /asz u(y)%ds(y), x € R"\ 09, (1.5)

donde ®(x,y) es la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace y g—i denota
la derivada normal de ®, son llamadas potencial de capa simple y capa doble con
densidades p y | respectivamente.

Es conocido que tanto el potencial de capa simple como el potencial de capa doble,
son soluciones de la ecuacion de Laplace, es decir, representan funciones arménicas
en  y en R?\ Q para cualquier par de densidades p y ¢ que sean continuas sobre
0f).

De la definicién de estas funciones, notamos que para los puntos x sobre 0f) las
integrales llegan a ser singulares, lo cual da lugar a las féormulas de salto de las
cuales se habla mas adelante. El material de esta seccién puede consultarse en

(31], [67]).

1.6. Espacios de Sobolev

Para el estudio del problema de identificacién de fuentes desarrollado en este
trabajo, se utilizan fuertemente los llamados espacios de Sobolev. A continuacién
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se dan algunos elementos bésicos antes de dar su definicion.

Para cada subconjunto €) abierto y acotado del espacio euclidiano R", considere-
mos las siguientes clases de funciones:

C(€): Funciones complejas y continuas definidas sobre Q.

C™(£2): Funciones complejas, con derivadas continuas sobre €2 hasta el orden m,
todas las cuales pueden ser prolongadas continuamente a 2 (1 < m < oco).

El soporte de una funciéon f definida sobre €2 y con valores en C es el comple-
mento en {2 del mayor subconjunto abierto donde f se anula. Esto es, para f € ()
el soporte de f es la cerradura en Q del {x € Q : f(x) # 0} y se denota con suppf.

Con Cy(£2) denotamos al subconjunto de aquellas funciones en {2 con soporte
compacto contenido en €. Similarmente:

CoQ) = C"(QY)NCo(Q),m>1y

Coo(Q) = C=(Q)NGo().

= {feC>™():supp f escompactoy esta contenido en 2}

Sif:A— ByC C A, denotamos con f |¢ larestriccién de f a C. Mediante L,(€2)
denotaremos la clase de todas las funciones complejas medibles u(z) definidas
sobre () tales que:

/Q]u(:v)|pdx < 00,

Es conocido que la aplicacién [36]

= ([ |u<x>|pdx)1/p,

es una norma en L,(2) que provee a este conjunto de funciones de una estructura
de espacio de Banach.

Una funcién medible u(x) definida sobre €2 se llama localmente sumable en €
si para cualquier abierto £2; tal que €21 D €, se cumple que

|u(z)|dr < oo.
951

En general se dice que u(z) es localmente sumable en L,(€2) (en sfmbolos, u(z) €
L, 1,(2)), si para cualquier abierto §2; tal que €y C €, se cumple que la restriccién
de u a € pertenece a L,().

Diremos que la frontera 9Q de la regién Q C R™ pertenece a la clase C*(k > 1),
si para cualquier punto xy € 0f) existe una vecindad V' (z() de o y un homeo-
morfismo:

fRY™ — V(xy) N O,
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tal que f € C*(R"1).
Diremos que 2 C R™ es un abierto con frontera regular o suave, si 02 es una
variedad de clase C™ y dimension n — 1 y ademas {2 es una variedad orientable.

Para los abiertos € con frontera 92 de clase C*, se cumple la férmula de Ostrograski-
Gauss, que se formula de la forma siguiente. Sea u;(z), j = 1,2,...,n, funciones
pertenecientes a la clase C*(Q), Q € C* (kK > 1) y m = (my, ..., m,) el vector
normal exterior unitario a 0.

Entonces

—dx = u;m;ds,
/Q;a%‘ anZ:; Y

donde ds denota el elemento de area en 9€). Esta férmula también se escribe en

la forma reducida
/div(u)d:c :/ u - mds,
Q LX)

donde u = (uq, ..., u,) y el simbolo u-m representa el producto escalar de vectores
en R™.

Sean w,v € C*(£2). Poniendo
w 0 si jg#m,
T we st g =

en la formula de Ostrogradski-Gauss, se obtiene la siguiente relacion de integracién
por partes
ov ow

dr = —
al’r o QvaxT

w dx + / wovm,.ds. (1.6)
Q 1Y)

Para cada o = (al, ag, ..., ozn) de enteros no negativos con |a| =yt + ...+ oy,
denotamos con D® la derivada parcial:

olel

Dx {1 0x?...0xon

A continuacién se da la definicién de los llamados espacios de Sobolev que son
subespacios de Ly(€2) y que que juegan un papel importante en la Teorfa de Ecua-
ciones en Derivadas Parciales. En particular, son fundamentales para el desarrollo
de este trabajo.

Definicién 4 Se llama Espacio de Sobolev de orden k con k € N y se denota por
H*(Q) al completamiento del espacio lineal C*(QQ), provisto de la norma

1/2

lellze = D I D% I3

| <k
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Utilizaremos las notaciones
Do =g, HQ) = LyQ).

H*(2) es un espacio de Hilbert para cada k. En particular, H(€2) es muy impor-
tante para el estudio que se realiza en este trabajo.

Si una funcién u(z) pertenece a la clase C''(£2), entonces por la férmula de inte-
gracién por partes (1.6), tenemos

/Qgp(w)a;:(cf)dx: —/Qu(x)ag;f)dx,

para cualquier funcién ¢ € Cg°(Q). Siu(z) € C*(Q), entonces aplicando la férmula
de integracion por partes k veces obtendremos

[ eepru@ds = (<17 [ u(@)Dela)ds,

Q Q

para cualquier funcién ¢ € C3°(Q2), |a| < k. Es natural utilizar esta dltima igual-
dad como base para la definicién de la derivada en sentido de Sobolev D%u de la
funcién w.

Definicién 5 (Derivada en sentido de Sobolev para funciones localmente suma-
bles) La funcion v(z) localmente sumable en € se llama a—ésima derivada en
sentido de Sobolev de la funcion localmente sumable u(z) en 2 y se denota por
v = D%, si para cualquier funcion ¢ € C§°(R2) se satisface la igualdad

/ o(@)p(@)dz = (—1) / (@) Do () de. (1.7)
Q Q

La funcién v(x) que satisface la relacién (1.7) es tinica y la demostracion de este he-
cho puede consultarse en ([18]). De la definicién dada vemos que si u(z) € C*(€2),
entonces u(x) posee en ) derivadas en sentido de Sobolev hasta el orden k& que
coinciden con sus derivadas en sentido usual ([18], [36]). Sin embargo, hay funcio-
nes para las cuales existe la derivada en sentido de Sobolev sin ser derivables en el
sentido usual. Notemos también que, a diferencia de la definicién clésica de deri-
vadas, la derivada en sentido de Sobolev D“u de orden « se define por la igualdad
(1.7), independientemente de las derivadas generalizadas de orden inferior.

A continuacién se enuncian los siguientes teoremas relativos a las propiedades
de los espacios de Sobolev. Al final de cada teorema se da la referencia para
consultar su demostracion.

Teorema 3 Sea Q un conjunto abierto en R™ y m > 0. Entonces f € H™(S2) si
y solo si existe una sucesion f, en C™ () tal que, para cada o con |a| < m, la
sucesion DS es de Cauchy en L*(Q) y f,, — f en L*(Q). En este caso tenemos

que D*f,, — D*f en L*(Q) ([65]).
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Corolario 1 H™(Q) Cc H*(G) c L*(Q) cuando m > k > 0 y si f € H™(Q)
entonces D®f € L*(G) para toda |o| < m ([65]).

Teorema 4 (Densidad de C*(§2) en H™(2)). Supongamos que la frontera OS2

del dominio Q pertenece a la clase C™. El conjunto de funciones de clase C*(£2)

y por tanto C™(S2) es siempre denso en el espacio H™(Q2) ([36]).

El teorema siguiente nos muestra una 1til caracterizacién de los espacios H*(£2)
mediante la nociéon de derivada en sentido de Sobolev.

Teorema 5 Para todo k € N, H*(Q) estd constituido por todas las funciones
Y € L*(Q) para las cuales existen las derivadas en sentido generalizado de orden
|| de v, y pertenecen a L*(Q) para todo ||| < k ([18]).

Teorema 6 (Compacidad de la inmersion entre espacios de Sobolev). Sea € una
region acotada de R™ con frontera reqular y ki > ko > 0. Entonces la inmersion
H*(Q) — H*(Q), es compacta, es decir, todo conjunto acotado en H* () es
relativamente compacto en H*(Q) ([18]).

Corolario 2 (Regularidad de las funciones de H*(Q)). Supongamos que Q es
una region acotada de R™ con frontera regqular y que k > n/2 + m, m entero,
m > 0. Entonces tiene lugar la inclusion: H*(Q) C C™(Q). Ademds la inmersion
H*(Q) — C(Q) es compacta si se considera en C(Q) la norma > jaj<m 1 D0 [

([18]).

1.7. Traza de funciones

En esta seccion se dan los elementos basicos para definir la traza de una fun-
cién de H'(2) a la frontera de la regién que es, precisamente, la extension del
concepto de restriccion de una funcién. Esto permite que podamos relacionar a
las fuentes con la traza a la frontera de la regién €2 de la solucién del problema
de contorno (2.1)-(2.5) pues esta traza serd identificada con la medicién (EEG).

Sea 2 un dominio en R”, una superficie n — 1 dimensional S puede ser por
ejemplo un plano en R? intersectado con (2, una linea en R? intersectado con €2,
S = 99. Llamaremos traza f|g de la funcién f de C(£2) sobre una superficie n — 1
dimensional S al valor que toma en esta superficie una funcién continua en
la cual casi siempre coincide con f (es decir, por traza de una funcién continua
en S entenderemos su valor extendido univocamente segin la continuidad en S),
en este caso, la igualdad de funciones se entiende, como la igualdad en casi todo

punto en el sentido de la medida (n — 1) dimensional.
El concepto de traza de una funcién en S se puede introducir también para las

funciones pertenecientes a algunos espacios provistos de normas integrales, en par-
ticular, para las funciones de los espacios H™(£)) cuando m > 1. Puesto que todos
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los H™()), para m > 1, estan contenidos en H'(f), es suficiente introducir este
concepto para las funciones de H'(Q).
Sea f € H'(Q), del Teorema (3) ([36]), se deduce que existe una sucesién de fun-

ciones f,(z), n = 1,2,... de C*(Q2) que converge en la norma de H'(2) hacia f.
Para las funciones f,, — f,,, se cumple la desigualdad

H fn - fm HLQ(S)S C || fn - fm ||H1(Q)7

como || fn — fm ||#1(@)— 0 cuando n, m — oo, también || f, — fm |12(5y— 0
cuando n, m — oo. Esto significa que la sucesién de las trazas de las funciones
fn en S es de Cauchy en L?(S). En vista de que L?*(S) es completo, existe una
funcién f,(z) € L*(S) tal que hacia ella converge la sucesién de las trazas f, |s
cuando n — oco. Pasando en la ecuacion anterior al limite, obtenemos

H fn - fS HLQ(S)S C H fn - f HHl(Q) .

Veamos que la funcién fs(z) no depende de cémo se elige la sucesion f,(x),
n=1,2,..., que en la norma de H'(Q) aproxima la funcién f(z). En efecto, sea f;,
n=1,2, ..., otra sucesién de funciones en C'(Q) parala cual || f— f,, ||z1@)— 0
cuando n —» oo y sea fg(z) el limite en la norma de L?(.S) para la sucesién f,|s,

n =1,2,...,. Entonces, de las desigualdades anteriores

| fs = fs 2y <l fs = foa llezesy + || fo = fa llezes) + 1| fs = fq llz29)<
Cll fo—fllow + || fo— fs @) -

Puesto que en el segundo miembro de la desigualdad tiende a cero cuando g — oo,
resulta que fs = fs.

Definicién 6 La funcién fs(x) (como elemento de L*(S)) se llama traza de la
funcién f(x) en HY(Q) es la superficie S y la designaremos por el simbolo f|s
(I fsllz2(s) la designaremos mediante || f ||12(s)).

Este concepto es realmente una generalizacion del concepto del valor de una fun-
cién en una superficie n — 1 dimensional, es decir, la restriccién de una funcion f
a una superficie S.

Teorema 7 Si la funcién f pertenece tanto a C(Q) como a H'(SY), su traza,

como la traza de una funcion de C(S2), y su traza, como la traza de una funcion
de H(Q), coinciden ([36]).

Denotemos por Hj*(€2) la cerradura en H™(£2) de C§°(2). Generalmente, HJ"(2)
es un subespacio propio de H™(£2).

Teorema 8 Sea §2 un subconjunto abierto acotado en R™ que cae sobre un lado de
su frontera, 052, la cual asumimos que es de clase C'. Entonces existe una tnica
funcién lineal y continua vy : H' () — Ly(99) tal que para cada u € C*(Q),
Yo(u) es la restriccion de u a OQ. El kernel de o es HY(Q) y su rango es denso

en Ly(0Q) ([65]).
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1.8. Operadores compactos y autoadjuntos

Un operador lineal entre espacios normados E y F' es una aplicacion T': £ — F
tal que: T(aw + fu) = oT'(v) + T (u) Yu,v € E'Y Va, € K, donde K es un
campo (C o R).

Para un operador lineal 7': E — F' son equivalentes:

1. T es continuo.

2. T es continuo en un punto.

3. T es continuo en cero.

4. Existe una constante M > 0 tal que: ||T(x)||r < M| z| g.

5. T es acotado (T transforma conjuntos acotados de E en acotados de F).

6. 7] = swp | (&) = sup A Cr_
|zl <1 zepvo |2l (g < o0
Denotamos por L(E, F') al conjunto de operadores lineales y continuos de E en
F.SiT € L(E, F) entonces el numero ||T|| es una norma en L(E, F') y el espacio
normado asi obtenido resulta ser completo si F' lo es.
Sea A un operador que actua de un espacio de Banach X en si mismo. Definimos
el conjunto resolvente de A como:

R(A)={\eC:(A—X)" existe en todo X y es continuo}.

Llamamos espectro o(A) del operador A al conjunto C\ R(A), es decir, el espectro
de un operador es el complemento en C de su conjunto resolvente:

o(A) ={\ € C: (A - XI)"" no existe o existe pero no es continuo}.

El espectro de un operador continuo A es un conjunto compacto no vacio de C.
Un subconjunto importante del espectro o(A) del operador A es

0p(A) ={A € C: (A — AI) no es inyectivo}.
A los elementos de 0,(A) se le llama valores propios de A.

Definicién 7 Sea A : X — Y wun operador entre dos espacios de Banach. Di-
remos que A es un operador compacto o totalmente continuo si transforma cada
subconjunto acotado B de X en un subconjunto relativamente compacto de Y .

De la definicién se obtiene que todo operador compacto 7' es también continuo.
Como Y es un espacio métrico, el operador T' es compacto si y sélo si para cada
sucesion acotada {x, } en X la sucesién {T'(x,)} tiene una subsucesién convergente
en Y.

El conjunto K (X,Y") formado por todos los operadores compactos de X en Y es
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un subespacio cerrado de L(X,Y).

En un espacio normado X de dimension infinita el operador identidad I no es un
operador compacto. Como la composicién de un operador compacto y un operador
continuo es siempre un operador compacto se tiene que en un espacio normado
de dimensién infinita un operador compacto no puede tener un inverso acotado.

Teorema 9 FEl espectro de un operador compacto contiene a lo sumo un conjunto
numerable de puntos que no tienen puntos de acumulacion excepto posiblemente
el punto A = 0 que en ese caso también pertenece al espectro. Cada punto distinto
del cero es un valor propio.

Sea H un espacio de Hilbert y A un operador continuo de H en si mismo. Se
define el operador adjunto (conjugado) de A, denotado por A*, como el operador
que actua de H en si mismo y ademas satisface la identidad: (Ax,y) = (z, A*y)
para todo z,y € H. A se llama autoadjunto si A* = A.

Teorema 10 (Hilbert-Schmidt). Para cualquier operador lineal autoadjunto y com-
pacto A en un espacio de Hilbert H, existe un sistema artonormal {p,} de vectores

propios correspondientes a sus valores propios {\,} tal que cada elemento & del

espacio se puede escribir de manera unica en la forma

= oo t+&,

donde el vector & wverifica la condicion A(¢') =0,

A(€) =) Mucwpr,

y lim A, =0.

n—oo
Un tipo importante de operadores compactos en el espacio de L?(2) son los lla-
mados operadores integrales de Hilbert-Schmidt. Estos operadores actian en la
forma:

Alp)(z) = / K (2, 9)0(y)dy, (18)

donde el nicleo K (z,y) satisface: [, [, |K(x,y)[> < co (Q es un dominio finito en
R™).

El operador conjugado A* de A es también un operador integral con el nicleo
K*(z,y) = K(x,y).

Otro tipo importante de operador compacto en L?(£2) son los operadores con
singularidades débiles. Se definen tales operadores a continuacién.

Sea 2 un dominio finito de un espacio m—dimensional y K (z,y) un kernel definido
en ) x Q.
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Definicién 8 EI kernel K(xz,y) es llamado un kernel con singularidad débil si
existe una constante o, 0 < oo < m tal que el producto r*K (z,y) es continuo. Por
lo tanto, un kernel con singularidad débil puede ser representado en la forma

Az, y)

T.a

K(xz,y) = 0<a<m,

donde A(x,y) es una funcion continua. Si K(x,y) es un kernel con singularidad
débil, entonces el operador A definido en (1.8) se llama operador integral débil-
mente singular.

Sea ) acotada con frontera de clase C2. Entonces el operador integral débilmente

singular (1.8) es compacto en C(2). Muchos problemas en las aplicaciones se
reducen al estudio de ecuaciones del tipo:

z— A(r) =y,

donde A es un operador compacto, x,y pertenecen a un espacio de Hilbert. El
analisis de la solucién de esta ecuacién conduce a los teoremas de alternativa de
Fredholm. Establezcamos explicitamente estos resultados.

Para ello consideramos ademas, la ecuacion homogénea asociada

r— Ar =0, (1.9)
y las correspondientes ecuaciones para el operador conjugado:

pw— A =, (1.10)
j— A= 0. (1.11)

Se tienen los siguientes resultados que son conocidos como Teoremas alternativos
de Fredholm:

1. Cuando A =1 es el valor propio del operador A, la ecuacién no homogénea
(1.8) tiene solucién si y sol6 si el miembro derecho es ortogonal a toda
solucién de la ecuacién homogénea conjugada (1.11).

2. Si A = 1 no es un valor propio del operador A, entonces la ecuacién (1.8)
tiene solucién unica para cualquiera que sea y € H la cual depende conti-
nuamente de .

3. Las ecuaciones homogéneas (1.9) y (1.11) tienen el mismo nimero, ademas
finito, de soluciones lineales independientes.

El material de esta seccién puede consultarse en [17], [31].
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Capitulo 2

Problema de identificaciéon para
una fuente ubicada en la corteza
cerebral

A partir de los conceptos descritos en el Capitulo 1, se sabe que la corteza
cerebral tiene un pequeno volumen, por lo que se pueden plantear tres modelos
matematicos para la ubicacién de la fuente, a saber, cuando la fuente se encuentra
sobre la superficie de la corteza cerebral, cuando la fuente se ubica en el volumen
de la corteza cerebral y cuando estd tanto en el volumen como en la corteza
cerebral. En este capitulo se desarrolla el caso de la fuente ubicada en la corteza
cerebral.

2.1. Modelo matematico para fuentes sobre la
corteza cerebral

En el caso en que sélo se consideren fuentes en la superficie de la corteza cerebral,
la presencia de dichas fuentes se refleja sobre la condicién de frontera asociada
al flujo de las corrientes normales, en este caso la fuente aparece como un salto
en el flujo de las componenetes normales de la corriente. Si denotamos por g a la
densidad de corriente cortical, entonces el problema de estudio es

Aup =0 en €y, (2.1)

Auy =0 en (o, (2.2)

Uy = Ug en Sl, (23)
ou ou

Ula—ni = Uga—nj +g sobre Sy, (2.4)

g—::z =0 sobre Sy, (2.5)
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donde Q = Q; U €, representa a la cabeza, € el cerebro, Qs el resto de las
capas que componen la cabeza (liquido intracraneal, craneo, cuero cabelludo), oy
y 09 son las conductividades de €2y y €2 respectivamente, las cuales se suponen
constantes en cada regién, g es la fuente, u; = w |g,, © = 1,2 y u representa
el potencial eléctrico en €2, el simbolo A representa el operador laplaciano. Las
condiciones de frontera (2.3)-(2.4) corresponden a la continuidad del potencial y
a la condicion de salto de la componentes normales de la corriente; la condicién
de frontera (2.5), se obtiene al considerar que la conductividad de Q¢ es cero (la
conductividad del aire). S; representa la superficie de la corteza cerebral, Sy el
cuero cabelludo y g definida sobre la interfaz S7 que separa a las regién €2y y 2s.
La fuente g representa a la actividad biolégica de conglomerados de neuronas que
se activan en la corteza cerebral. En particular, puede representar la actividad
debida a una crisis epiléptica, a un foco epiléptico o la activaciéon de un proceso
cognitivo. Cabe senalar que para el andlisis de existencia y unicidad de solucién
del problema (2.1)- (2.5) se debe cumplir la siguiente condicion:

/ g(z)dz = 0. (2.6)
S1

A (2.6) se le conoce como condicién de compatibilidad y se obtiene de las férmulas
de Green.

Al problema de contorno (2.1)-(2.5) se le llamard Problema de Contorno Su-
perficial (PCS). Este problema ha sido estudiado en [37], [40], [48], [46], [20],
[21], [45], [19]. A continuacién se presentan dos definiciones que son fundamentales
para el desarrollo de este capitulo.

Definicién 9 Dada g sobre Sy, el problema directo asociado al PCS consiste en
hallar la medicion v = u |s,, donde u es la solucién del PCS.

Definicién 10 Dada una funcion v definida en S, el problema inverso consiste
en determinar una fuente g definida sobre Sy de forma que la solucion u del
problema directo correspondiente a g satisfaga u |so= v.

2.2. Solucidn clasica del PCS
Una funcion u tal que
u € C(Q)NC*Q) NC*HQ)NCHY) N )

es solucién clasica del problema (2.1)-(2.5), si se satisfacen las relaciones en el
sentido clasico de diferenciacion.

Teorema 11 Dada g € C(S1), la condicidn de compatibilidad (2.6), es necesaria
y suficiente para la existencia y unicidad (salvo constantes) de la solucion cldsica

del problema (2.1)-(2.5).

27



Demostracién (existencia y unicidad de la solucién clésica).
Se propone la solucién como una suma de potenciales de capa simple

U(l’)z/s pl(y)@(w,y)dw/s p2(y)®(z, y)dy, (2.7)

donde p; y py son densidades definidas en S; y Sy respectivamente y

1 1

n —7
|z -yl
es la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace.
Consideremos la condicion de frontera sobre S; correspondiente al flujo de co-
rriente
8u1 8u2
o1— =03—+4g, 2.8
! 8711 2 (‘3n1 g ( )

sustituyendo la expresion (2.7) en (2.8) y considereando que la derivada normal
de ® es calculada con respecto a la variable = [31], se obtiene:

01{—%p1(ﬂf)+V-P/& pl(y)aigg@(rr,y)dw/ pz(y)a%x@(x,y)dy} =

Sa

1 0 0
—p1(x) + V.P ®(x,y)d —®(x,y)d ,
{5+ VP [ mto)geatedy+ [ o) gale s+
donde V.P denota el valor principal de Cauchy. Para la igualdad anterior se con-
sidera el vector unitario normal dirigido hacia el interior en el caso de S y se
considera al vector unitario exterior a Ss.
Desarrollando las expresiones tenemos

(01+U2)ﬂ1($>+2(02—01)VP/ p1(y) 0 O(z,y)dy

S1 (9nx

0
+2(02 — 01)/ /)2(2/)a O(z,y)dy = 2g.
52 /n%

Dividiendo entre (o7 + 09) hallamos

2(0’2 — 01) 0
pi(z) + mvp /S1 Pl(y)a—M‘b(%y)dy (2.9)
2(0’2 - 0'1) 8 .
+m /32 p2(y)anxq)($, y)dy = 2g.

Se definen los siguientes operadores
K11 : C(Sl) — C(Sl)
2(0'2 — 0'1) / 0
—=V.P
pi(z) — N )5,

(01 + 0'2)

O(z,y)dy,

xT
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Klg : C(SQ) — C(Sl)

o)+ 22 [ )l

que permiten que la ecuacién (2.9) se escriba en la forma

p1(x) + Ki(p1)(z) + Kia(p2) () = 29.

Pasemos ahora a la condicién 2~ = 0 en S,. Haciendo un anlisis similar al

onsg
anterior obtenemos

1 0 0
Soa(a) + VP /S ) )y + /S i), By =0, (210

donde V.P. denota el valor principal de Cauchy. Se definen los operadores
K21 : C(Sl) — C(Sg),

0
p1— 2/51 pl(y)anf’(fv,y)dy =0.

K22 : C(SQ) — O(SQ),

0
2V.P.
P2 — /52 pQ(y)&nx

®(z,y)dy = 0.

Con esta notacién, (2.10) se expresa en la forma:

p2() + Ka1(p1)(2) + Kaa(p2)(z) = 0.

Asi, el sistema se escribe en la forma

( £1 ) i K K P1 _ 29
P2 Ko Ky P2 0 ’
lo cual nos lleva a

I+K)7 =7, (2.11)
donde

[:C(S1) x C(Ss) = C(S)) x C(Ss),

( P1 ) — ( P1 ) ’
P2 P2
es el operador identidad actuando sobre

C(S) x C(Sy), ?:(pl), ?:(26‘7).

P2
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La ecuacién (2.11) es una ecuacién de Fredholm de la segunda especie actuando
sobre el espacio de Banach C'(S;) x C(Sz), provisto de la norma

I(22)

con lo cual el operador matricial
Kiu Ko
K = :
( Ko Ky
es compacto. Note que los operadores Kj;, 4, = 1,2 son compactos de C(S;) en
C'(S;) considerando estos espacios con la norma del supremo, las cuales estamos
considerando en la norma ||.||; 2. Probemos la compacidad de K. Sea B un con-
junto acotado en C(S7) x C(Ss2). Debemos demostrar que K (B) es relativamente

compacto en C(S7) x C(S,).
Como B es acotado, existe M > 0 tal que

I(2)

Esto significa que para cada par ( 21 ) € B.
1

= méX{HmHC(Sl)» ||p2||0(52)}7

1,2

< M.

p1llees)) < M,
p2llces,) < M,

esto es,

H}S??X | p1 lesn< M,

méx | p |o(sy)< M.
Sa

e
Sea ( p ) una sucesion acotada. Se debe demostrar que

Kup? K12/)721
KQlPTf K22P§

iene una subsucesién convergente. m 11 m 1) en 1
tiene una subsucesién convergente. Como Ki; es compacto de C(S7) en C(.5}),
existe una subsucesién de p} que converge, que sera denotada por pi* . Similar-
mente K9 es compacto de C(Ss) en C(S;) y, por lo tanto existe una subsucesiéon
n; . . .
de p,” de pi que converge. De la misma forma existen otras subsucesiones de p7
2 2 1
y p5 que tienen subsucesiones convergentes para los operadores K ;,4,7 = 1,2.
., ., n; T4
Para ver esto tomemos de la sucesiéon p,* una subsucesién p;’ tal que Ko (p;’
2 1 1
converja.
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Siguiendo el mismo procedimiento podemos hallar una subsucesion n; de n; tal
que Ki2(py’) v Kaa(py’) converjan. De esta forma hemos probado que el operador
K es compacto. Podemos entonces aplicar el teorema de alternativa de Fredholm
en sistemas duales.

Consideremos la siguiente forma bilineal no degenerada sobre (C(S7) x C(Sz)) X

(C(51) x C(53)),

<( o ) | ( f;l )> - /S ﬂ1<x>ﬁ1(w>dw+/52 pal) ().

La forma bilineal es no degenerada. Para ver esto tenemos que probar que para

cada ( Z; ) € (C(S1)xC(S,)) con ( ’; ) £ 0, existe ( gi ) € (C(S1)xC(Sy))

tal que
<<g;>’<;p;;>>7éo‘ (2.12)

La forma bilineal actia sobre el producto de (C(S;) x C(S3)) consigo mismo. Sea

0+ ( " ) € (C(5)) x C(Ss)). Tenemos ( P1 ) _ ( /1 )

P2 P2

<< Zl)(,ﬁl )>:/Slf’?(x)df’va/SZp%(w)dx%o,

yva que p1 # 0 0 py # 0.

Denotemos por X = (C'(S1) x C(S2)), (X, X) forma un sistema dual con respecto
a la forma bilineal no degenerada definida arriba. Para poder aplicar los teoremas
de alternativa en sistemas duales necesitamos calcular el adjunto K* de K con
respecto al sistema dual (X, X). Como

K:X— X,
para el operador adjunto se tiene
K : X = X.
Procedemos por el calculo directo
<K(P1) <ﬁ1>> _ <(K11P1+K12,02> (/51)>
p2 )\ P2 Koip1 + Kaapa )7\ p2
= Kupi(z)pi(z)de + [ Kiopa(x)pi(z)de

+ K1 p1(x)po(x)de + Kaopa(x)pa(x)de.
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Analicemos cada una de las integrales por separado

Kupi ()i (a)de = /slﬁl(m) {MVP/Slm(y)ai

o1+ 02

o(z, y)dy] da

S1 X

- [ oW [%w | ety | ay

Asf K5y (1) (y) = 222220V P [ fi(a ,x)dz, y € Si.

o1+o2
Pasemos a la segunda mtegral

Kup(@iloyis = [ ) [M [ onto (o] o

S o1+ 09
2(09 — 01) . 0
= _ P dx | dy.
/Sszy)[ 2 [ )bl dy
ASt Ky (3)(0) = 22520 [, (0,2 0(y,2)dr, y € S

Para el caso de los operadores Ky y Koo, siguiendo un andlisis similar al an-
terior hallamos que los operadores adjuntos K3, y K3, estan dados por:

KSIIO(SQ) — C(Sl)

- . 0
P2 — 2/ pQ(y)a_(I)(yax)dyv S Sl?
So Ty

KSZ:C(SQ) — C(SQ)

. 0
P2 — 2V.P/ p2(y) 5 —P(y,2)dy, € 5.
Sa

Ny
Asi
K7 KT
PO (ST ) .
< K21 K22

Los teoremas de alternatlva de Fredholm en espacios duales garantizan que el
sistema (I + K 7 \I/ tiene solucion si y sélo si

(F(2 )

para ( 1 ) soluciones del sistema homogéneo adjunto

P2
c(8)-()
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Hallemos las soluciones de la ecuacién anterior. Antes de ello, ndtese que, por
el primer teorema de alternativa de Fredholm, el espacio de soluciones tiene di-
mensién uno ya que esa es la dimension del espacio de soluciones de la ecuacién
homogénea

(I+K)5=0,

lo cual se deduce del hecho de que sus soluciones son constantes. Asi, basta hallar
una solucién particular diferente de cero, para hallar el nicleo de (I + K™*).

- C /
Tenemos ( Z} ) = ( Cl ) un vector constante. Veamos para qué valores de Cf
2 2

y (5 este vector constante es solucion de
* CYl o
(I+K)(C2 ) =0,

K (C)(z) + K3 (Co)(z) + C1 =0 =z € 5,
KE(CH)(ZE) + KSQ(CQ)(ZE) —+ 02 =0 =xe€ SQ,

(o9 —01)

K, (C)(x) = P C1,
K5 (Cy)(z) = Cy,

K7, (Cy)(z) =0,
K35(Cy)(x) = —Cs.

De esta forma hallamos

2
—1] o =21 ¢

o1+ 09

02 — 01

o1+ 02

o-|

Tomemos Cy = 1. Asi Cy = —-291,
., . 01402
La solucion particular es:

1
20 .
o1+02

La prueba para el caso tridimensional es similar, considerando la solucién funda-

mental para este caso, lo cual estd dada por ®(x,y) = ﬁm—iy‘

2.3. Solucién débil del PCS

Consideremos el espacio de Sobolev H!(Q) formado por las funciones de Ly()
que tienen derivada débil y que pertenece a Lo(£2). Se tiene la siguiente
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Definicién 11 Dada g € Lo(S1), que satisface la condicion (2.6), a la funcion
u e HY(Q), se le llama solucidn débil del problema (2.1)-(2.5), si se satisface que

o1 Vu; VodS) + 02/ Vus Vod§) = guds,
Q1 Qo S1

para cada v € H'(Q).

La demostracion del siguiente Teorema sobre la existencia y unicidad de la
solucién débil puede encontrarse en [19].

Teorema 12 La condicion de compatibilidad de la funcion g es necesaria y su-
ficiente para la existencia de la solucion débil del problema (2.1)-(2.5). Hay una

unica solucion débil u que satisface / u(x)dr = (u,1) 1,0 = 0 y ademds
Q

lullr@) < Cllgllzaesn, (2.13)

donde la constante C' no depende de g.

2.4. Planteamiento operacional

Se consideran los espacios

U = {g € Lo(S)) : [ gdSi = o} — Lo(S1)/R,
V ={ueH(Q): [Lud2=0}=H(Q)/R,
W= {v € Ly(Ss) : [, vdSs = o} = Ls(Ss)/R.

Se define el operador T : U — V), definido por T(g) = u. La composicién del
operador continuo 7"y el operador compacto traza Tr : ¥V — W, define el operador
compacto A : U — W, dada por A = Tr o T, es decir, A(g) = ulg,, el cual es
inyectivo, ademas por la continuidad de 7" y la compacidad de T'r se tiene que A
es compacto. Usando este operador estudiaremos el problema de identificacion de
fuentes definidas en Sy a partir del EEG sobre el cuero cabelludo.

El operador inverso A~! no es continuo y conduce a la inestabilidad numérica, el
cual es la causa del mal planteamiento del problema. Para manejar la inestabilidad
numérica, se considera el método de regularizacion de Tikhonov.

El siguiente resultado es importante para el andlisis del problema presentado en
esta seccion.

Teorema 13 Im(A) es denso en Ly(Ss).
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Ya que A es inyectivo, se tiene que A* es inyectivo. De la igualdad ker(A*) =

1
0= [[ m(A)] , se obiene el resultado.
El problema inverso de la Definicién 10 puede ser expresado de la siguiente forma:

Dada una funcion V€ W encontrar una fuente g € U tal que A(g) = V.

2.5. Unicidad de solucién para problema inverso
del PCS

Teorema 14 Dada una medicion v definida sobre Sy, si existe una fuente g defi-
nida sobre Sy que satisface la condicion de compatibilidad (2.6) y que es solucion
del problema inverso, entonces esta solucion es unica.

Demostracién: Supongamos que existen dos fuentes § y g que producen los po-
tenciales 4 y u respectivamente y que generan la misma medicion v. Sea u = 4 —1u,
se tiene que u es armonica en {2y y que sobre Sy los datos de Cauchy son nulos,
es decir, % = 0y u = 0. Debido a la unicidad de soluciéon de este problema se
encuentra que u es cero en {25. Por continuidad v = 0 sobre S; y ya que u es
armonica en €2q, se halla que u es cero en ;. Aplicando las condiciones de fron-

tera (2.4) se encuentra que g — g = 0. Esto concluye la prueba.

2.6. Representacion matematica de la fuente en
la superficie de la corteza cerebral

Se sabe que en el cerebro la corriente total J se expresa como la suma de dos
corrientes

J = Jp+UiE,

donde J? es la corriente primaria o impresa y es debida a la actividad biolégica
de las neuronas, o; F, i = 1,2, se llama corriente 6hmica y es debida a la corriente
eléctrica en el medio, donde o; representa la conductividad en cada region.

La corriente JP puede estar concentrada tanto en la corteza como en el volumen
cerebral. En las regiones restantes que componen la cabeza sélo puede haber co-
rrientes dhmicas.

Se estd interesado en el caso en el que la fuente corresponde a un foco epiléptico
ubicado sobre la superficie de la corteza cerebral. La representacion matemaética
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se hard, siguiendo la idea del caso volumétrico, por medio de las funciones gene-
ralizadas o distribuciones, [30], [31]. Mas precisamente, se considera que un foco
epiléptico concentrada en el punto a € S; se puede representar en la forma:

J*(x) = p(x — a),

donde p es el momento dipolar, el cual determina la intensidad y orientacién del
dipolo y §(z — a) representa a la distribucién delta de Dirac concentrada en a.
Asi, se propone la representacion de la fuente de la siguiente manera:

g(x) = j"(z) - na,
donde n; representa la normal exterior sobre Sj.
., . . .« — ‘1711'2
A la funcién §(z — a) se le aproxima mediante la funcién campana e 26 | donde

a representa el foco epiléptico (activaciéon de un conglomerado de neuronas) y
el ancho de la funciéon campana.

La Figura (2.1) muestra a la corteza cerebral, de donde se puede apreciar tanto
la superficie como el volumén de la corteza cerebral [56].

En lo que sigue, se muestran la solucion del problema directo e inverso del pro-

Corteza cerebral % = Putamen

Cuerpo calloso

Caudado

Diencéfalo

Cerebelo

Figura 2.1: Corte del cerebro en donde se puede apreciar a la corteza cerebral.

blema (2.1)-(2.5) en dos y tres dimensiones asi como los resultados numéricos.
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2.7. Problema de contorno superficial en dos di-
mensiones

En esta seccién se presentan resultados numéricos considerando la solucion del
problema directo (ver A.4) e inverso (ver A.2) del modelo (2.1)-(2.5).

Tomando la fuente en la forma.

g(x) = Bfa(x) - na,

y considerando

lz—al|?
e 282
fa(x) = DT
Jo e 7

donde x = (x1,22) = (Rycosf, Rysinf), a = (a1,a2) = (R cosby, Rysinfy) que
representa el centro de la funcién campana, p = (p1, p2) que representa el momento
dipolar y n; representa la normal exterior sobre a frontera S; que sera tomado
como ny = (Rycosf, Rysinf) y f > 0, representa el ancho de la funcién campana.
Asi, la fuente g(x) puede aproximarse por

gn(z) = f5(2)P - 1 — cp,

donde c3 es el término constante del desarrollo en series de Fourier de f3, es decir,

1
cpg = —/ g(x)dx.
2 Js,

Siguiendo el desarrollo que se tiene al inicio del Apéndice A para la solucion
del problema directo, se sustituye a g(x, y) por gn(z,y) en el PCS. Los coeficientes
de Fourier de gn(z,y) se calculan utilizando la funcién quadl de MATLAB que
calcula integrales utilizando la cuadratura de Lobatto. A continuacién se muestran
los siguientes resultados: en la Figura (2.2) se tienen las gréficas de la fuente exacta
(2.14) y de la fuente aproximada (2.14) con N = 30 coeficientes de Fourier. En
la Figura (2.3), se muestran la gréaficas de la medicién (A.11) (que se produce a
partir de la fuente) y de la medicién con error que se obtiene al agregar un error
aleatorio (A.12). La Figura (2.4) muestra la gréfica de la solucién regularizada del
problema inverso, que se obtiene a partir de la medicién con error con lo cual se
obtiene la fuente, que fue obtenida por medio del Método de Regularizacion de
Tijonov (A.14). Para los parametros se tomaron los valores = /0.1, 0, = 3,
oo =1, (a1,a3) = (0,1), (p1,p2) = (1,1), Ry =1, Ry = 1.2, § = 0.1 y el parametro
de regularizacion a(d) = 0.001 [6], [31]. Cabe mencionar que la norma entre la
medicién exacta y la medicién con error es menor que o.
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Fuente exacta y aproximada
T

)
g,

9(®)

Figura 2.2: Gréfica de la fuente g(0) y la fuente aproximada por coeficientes de
Fourier gy (6).

medicion exacta y medicién con error
0.25 T

T T —vo)

— V(0

0.2 o

V(o)

K | | | | | |
0.10

3
S,;:0<6<2n

Figura 2.3: Medicién sobre todo el cuero cabelludo producida por la fuente y
medicion con un error aleatorio.
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Fuente exacta y regularizada
1.4 T T T

—a®
—g,,®)

9(®)

WAt A AN
VARV V/ g

Figura 2.4: Comparacion de la fuente exacta y la fuente regularizada que se obtiene
a partir de la medicién con error.

Para obtener el valor de a = (ay, az) se considera el valor maximo de gy(x); para
este ejemplo a = 1.6, entonces (aj,as) = (cos1.6,sin1.6) = (—0.0291,0.9995).
Recordar que para generar la medicién se tomé a a = (0, 1), por lo que se pueden
obtener los errores absoluto y relativo de a y de p de la siguiente manera:

S
=)
)
o
S
IS
~—
I
)
Q
=
|
2
=
%)
~
E}
=
%)

Como ya se tiene el centro de la funcién campana, lo que sigue es obtener el
momento dipolar a partir de la expresién (A.15). En la Tabla (2.1), se muestran
los resultados de p, considerando a = (0,1), p = (1,1) y distintos valores de 9,
donde «(6) es el parametro de regularizacion de ga(s),n ¥ @1(6) es el pardmetro de
regularizaciéon de p. En la Tabla (2.2), se muestran los resultados para distintos
valores del centro a y del momento dipolar p para el error 6 = 0.1
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| 0 \ 0 0.001 0.01 \ 0.1 \

Ea(V;, V) 0 11212 x 107 ] 1.1594 x 102 | 1.1637 x 1072

Er(V3, V) 0 5.6663 x 10~ | 5.8590 x 1072 | 5.8809 x 102
a(6) 10~ 10~ 105 10~
ta(s) (-0.029,0.999) | (-0.029,0.999) | (-0.029,0.999) | (-0.029,0.999)

Ea(a, ags) | 2.9202 x 1072 | 2.9202 x 1072 | 2.9202 x 1072 | 2.9202 x 1072
Er(a, o) | 2.9202 x 1072 | 2.9202 x 1072 | 2.9202 x 1072 | 2.9202 x 102
ay(8) 10-¢ 10-¢ 10-5 104

By 6) (0.985,0.999) | (0.984,0.999) | (0.980,1.000) | (0.883,0.987)
Ea(B,Pays)) | 14929 x 1072 | 1.5120 x 1072 | 1.9765 x 1072 | 1.1681 x 10"
Er(B, Ba,(s) | 1.0556 x 1072 | 1.0692 x 102 | 1.3976 x 1072 | 8.2507 x 102

Tabla 2.1: Resultados numéricos considerando el centro a = (0,1) y diferentes
valores de § con p = (1,1).

a (-1,0) ( ) (1,0)

P (1,1) ( (2,1)
E4(Vs, V) 9.7065 x 1072 | 1.8806 x 10~2 | 2.0093 x 102
Er(Vs, V) 4.9057 x 1072 | 5.3766 x 1072 | 5.0776 x 1072

a(d) 10~ 10~ 10~

a(s) (-0.9824,0.1862) | (0.6967,0.7173) | (0.999,0.029)
Eala,an) | 1.8702 x 1071 | 1.4601 x 1072 | 2.9017 x 1072
Er(a,ans) | 1.8702 x 1071 | 1.4601 x 1072 | 2.9017 x 1072

a1 (9) 10~ 10~ 1074

o, (5) (0.9913,0.9921) | (0.5765,1.9505) | (2.0119,1.0044)
EA(B,Pay(s)) | 11751 x 1072 | 9.1058 x 1072 | 1.2751 x 1072
Er(B,Pay(s) | 83096 x 1072 | 4.4169 x 1072 | 5.7024 x 102

Y

Sl
=S

Y

N[ =

Tabla 2.2: Resultados numéricos considerando diferentes centros y momentos di-
polares para 0 = 0.1.

Conclusiones: Se usé un modelo matematico que permite establecer corre-
laciones entre fuentes y potenciales, en particular se usa una fuente que permita
emular un foco epiléptico ubicado en la superficie de la corteza cerebral. Se propo-
ne un algoritmo para recuperar a los parametros de la fuente, ya que al tratarse de
una fuente dipolar, ésta caracterizada por ellos. Para ilustrar dicho algoritmo se
considera una regién no homogénea que se construye con dos circulos concéntri-
cos, la conductividad eléctrica es constante en cada una de las regiones que se
forman. Mas explicitamente, se considera un foco epiléptico en la superficie de
la corteza cerebral, se obtiene la solucién del problema directo e inverso en dos
dimensiones, se propone la fuente como el momento dipolar multiplicada por una
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funcién campana, a partir de la cual se representan la fuente exacta y la fuente
aproximada por sus respectivas series de Fourier cuyos coeficientes se determinan
de la medicién (sobre todo el cuero cabelludo) con un error, la cual se obtiene
al agregar un error aleatorio a la medicion tedrica. Se muestran resultados de la
fuente regularizada y la obtencion del momento dipolar conociendo el centro de la
campana. En la Tabla (2.1) se considera el centro a = (0,1) y p = (1,1) se toman
diferentes valores de § para mostrar que los resultados que se obtienen son bue-
nos. En la Tabla (2.2) se consideran diferentes valores de a y de p con 6 = 0,1; en
ambas tablas se muestran los errores relativo y absoluto entre el centro, momento
dipolar y la medicién.

2.8. PCS dependiente del tiempo

El modelo que se ha utilizado para establecer correlaciones entre las fuentes y el
EEG, es un modelo cuasi-estatico, el cual se deduce de la ecuacién de continuidad
y del hecho de las variaciones temporales de la densidad de carga en el cerebro
varfan muy poco [22]. Por ello, para reproducir la variaciéon temporal del EEG, se
debe resolver este modelo estacionario en cada instante de tiempo, es decir, vamos
a considerar el PCS junto con el tiempo y se hara de la siguiente manera:

Auy(z,t) =0 en Q, (2.14)
Aug(z,t) =0 en Q, (2.15)
ui(x,t) = ug(x,t)  sobre S, (2.16)
alg—;ﬁ(az,t) = UQg—:Z(x,t) + g(z,t) sobre S, (2.17)
ou

a—é(x, t)=0 sobre S, (2.18)

esto es para cada t-fijo. Se propone que

gla,t) = (Z ak(t)) f(x).

k=1
Problema directo dependiente del tiempo

La solucién del problema (2.14)-(2.18) se realiza de la misma manera que en
la subseccion (A.1), es decir, se propone la fuente como

g(0,t) = Z g (t) cos kO + gi (t) sin k6.
k=1
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Se considera la solucion en la forma

uy(r,0,t) = Z ay (t)r* cos kO + by (t)r* sin ko),
k=1
ug(r,0,t) = Z(ai(t)rk + b (t)r ™) cos kO + Z(ci(t)rk + di(t)r~) sin k6

T
I

y se utilizan las condiciones (2.16)-(2.18) para hallar los coeficientes. La restriccién
de dicha soluciéon a la frontera S,, que corresponde a la evaluacion de la solucién
del problema de contorno en r = R,, da la solucion del problema directo que se
denota por V(0,t) y corresponde al EEG registrado sobre el cuero cabelludo:

EEG(g) = V(0,1) = (2.19)
= 29 (t) Ry RE o
kz; (k[(01 —02)R%+(01+02)R§k]> w0

2gk( )Rk+1Rk )
ko
+Z ( (01 — 00) R + (00 + o) B2 ) 00

donde R; representa el radio del cerebro, Ry representa el radio de la cabeza, g (t)
v gi(t) son los coeficientes de Fourier de g(6,t) para cada instante de tiempo, oy
y 09 son las conductividades de €21 y €25, respectivamente.

Problema inverso dependiente del tiempo

Para la solucién del problema inverso se prosigue como en la seccién (A.2) sélo
que se considera el tiempo para la solucién (A.14), es decir, para cada instante de
tiempo se resuelve el problema inverso, después a todos los resultados dependien-
tes del tiempo se les interpola para obtener una solucion continua. De esta forma
se halla

- R
Z ola QG_T_ o [Vies(t) cos k6 + V;25(t) sin k0], (2.20)
=1

donde

2Ry RE ‘
k?[(O‘l — O-Q)R%k + (0'1 + UQ)R%k]

ap —

Para la obtencién del momento dipolar se considera la solucién (A.15) que al
considerar el tiempo, lleva a la siguiente expresion:

P(t) = (B'B + aC'C) BV (1). (2.21)
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Sobre la variacién temporal del EEG

En el modelo anterior se considera al tiempo como una variable real. Para
la simulaciéon numérica vamos a proceder de la manera siguiente. Consideremos
que {tp = 0,t1,...,ty = T} es una particién del intervalo [0,7], T' > 0 que se
elige adecuadamente en funciéon del EEG que se registra y que se desea emular.
Llamemos a los subintervalos de esta particion ”ventanas de tiempo”. La particién
debe elegirse de forma que se garantiza que se recogen en el EEG las caracteristicas
basicas generadas por las fuentes. A manera de ilustrar la accién sobre el EEG
de la actividad de una o varias fuentes, entre las cuales puede haber una fuente
relacionada con la epilepsia,mostraremos el siguiente ejemplo: supongamos que en
la ventana [tg, t1] se activa un foco epiléptico focalizado. En ese intervalo tendremos
que

_lz—al?
e 28

Mpg

g(z,t) = p(t) Ny,

_ \:cfa\Q

donde Mg = | g € 267 es una constante de normalizacién para garantizar que
tenemos unidades aproximativas a la funcién campana. En la ventana de tiempo
[to, t1] podemos determinar los pardmetros de la fuente g(x,t), es decir, a p(t) y
al centro a.

Se considera a p(t) de la siguiente manera:

_ |’5*te3|2

p(t)=e¢ »*,

donde t. es el centro de la funciéon campana en un instante ¢, v es el ancho de
la campana en un instante de tiempo en la ventana [tg,¢1] y [ es el ancho de la
campana espacial.

Vamos a suponer que las fuentes estan ordenadas de acuerdo al momento de su
activacion. Si dos o mas de ellas se activaron simultaneamente podemos elegir el
orden con permutaciones de ellas.

Resultados numéricos

Se presentan los resultados numéricos considerando los valores a = (0,1), § =
V0.1, para la campana espacial, Ry = 1, Ry = 1.2, § = 0.1, N = 30, oy = 3,
oo = 1, a = 0.000001, se toma el tiempo t € [0.5,1.5] con intervalos de paso
h = 0.1, en esta ventana de tiempo se considera un episodio epiléptico centrado
en t. = 1 y ancho v = 0.001, # € [0,27] con tamano de paso 0.01 y ¢, € [0, 7]
con tamano de paso {g, ) indica la posicién de cada electrodo sobre el cuero
cabelludo, para este ejemplo se consideran 19 electrodos para emular el sistema
10-20.
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En la Figura(2.5) se muestra la fuente exacta, para compararla con la fuente
regularizada (2.20) considerando o = 0.000001, los demés valores se toman como
se menciono anteriormente. Utilizando la expresion (2.19) se obtiene la medicién
que depende del tiempo, este resultado se muestra en la Figura (2.6), el resulta-
do de la fuente regularizada se muestra en la Figura (2.7). En la Figura (2.8) se
muestra el resultado del corte de la fuente regularizada en ¢ = 1, donde se puede
ver que el centro de la campana espacial toma los valores a1 =0y as = 1.

Fuente exacta

S;0<6<xn te[05,1.2]

Figura 2.5: Fuente exacta dependiente del tiempo con t € [0.5,1,2] y centro de la
campana temporal en t = 1.

Medicién con error producida por la fuente

1 o7 08

0 o5 O
82:0<e1<p| te[0.51.2]

Figura 2.6: Mediciéon producida por la fuente en el tiempo ¢t € [0.5,1.2], y la
posicién de los electrodos ¢, € [0,7] con tamano de paso 7/18, en donde se
consideran 19 electrodos para emular el sistema 10-20.
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Fuente regularizada

S;0<o<n te[05.1.2]

Figura 2.7: Fuente regularizada con ¢ € [0.5,1.2].

Centro de la fuente regularizada
1.2 T T

35

Figura 2.8: Corte de la fuente regularizada en t = 1 de donde se obtiene 6, =

7/2. De esto, se halla que el centro de la funcién campana espacial estd en a =
(cos Oy, sinfy) = (0,1).

Con el valor de 6y se encuentra el valor del centro de la funcién campana
espacial como se describié arriba; el paso siguiente consiste en hallar a p mediante
(2.21), para con ello obtener a toda la fuente g(0,t). En la Figura (2.9) se muestra
el momento dipolar exacto p; y el aproximado p, y, y en la Figura (2.10) se
muestra a py y a Py - Se observa de estas figuras que las aproximaciones dan
buenos resultados.
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Momento dipeolar exacto y aproximado

| O

0.8r A
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t e [0.51.5]

Figura 2.9: Momento dipolar p1(t) exacto y p1n(t) aproximado.

Momento dipolar exacto y aproximado
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Figura 2.10: Momento dipolar p2(t) exacto y p2n(t) aproximado.
Conclusiones. Se agrega el tiempo al problema de contorno superficial con lo
que se obtiene la solucién del problema directo para cada instante de tiempo.

Analogamente, para el problema inverso, en cada instante de tiempo, se obtienen
la fuente regularizada, el centro de la funcién campana y momento dipolar.
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2.9. Generacion de EEG sintético en dos dimen-
siones

Para generar un EEG sintético, se propone a la funcién ¢g(6,t) de manera apro-
piada. Una de estas formas es la siguiente:

6_\12*;9
g(0,t) = | Pi(t) ‘ny, i=1,2, (2.22)
Mg
_ = te\2 . . .
donde P, = 27 4 ¢y cos(mtf) 4 e sm(mff)), i = 1,2, ¢; y ¢o > 0 indica

la amplitud de la senal, f es la frecuencia que dependera de la posicion de ca-
da electrodo sobre el cuero cabelludo, ¢ el tiempo y t. es el instante de tiempo
en donde se visualiza el foco epiléptico, v es el ancho de la funciéon campana
temporal, a es el centro de la funcion campana espacial, es decir, indica el foco

epiléptico, [ el ancho de la funciéon campana espacial, ademéds se va a denotar a
_lt—tef?
P,=e 2% +cycos(mtf)+eysin(ntf), i = 1,2, cuando se tiene uno o mas de un

foco epiléptico, en caso de no tener foco epiléptico P; = ¢; cos(ntf) + cosin(wtf),
i=1,2.

Al obtener los coeficientes de Fourier de la fuente (2.22), se obtiene la solucién del
problema directo:

EEG =V (0,,t) = (2.23)
o0 9 1 k+1 pk

Z ( 9k<722R1 Fy o ) cos kb,

1 /{Z[(O'l—O'Q)R +(O’1+O’2)R2 ]

2 k+1 pk
—|—Z ( gE(t) R Ity ) sin k6.,

0'1 — 0'2 RQk + (0'1 + UQ)RQk]

que es el EEG sintético producido por g(t), donde R; indica el radio del cerebro,
R5 es radio de la cabeza, o1 y 09 las conductividades promedios del cerebro y del
resto de las capas que componen a la cabeza, los valores de ; se toman de la ma-
nera siguiente (ver Figura (2.11)): se divide el intervalo de la semicircunferencia
en 18 subintervalos de forma equidistante para asi obtener 19 puntos a los que se
les considera como la posicién de cada electrodo. A la visualizacion de la medicion
de cada electrodo se le llama canal.
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Figura 2.11: Distribucién de cada electrodo sobre el cuero cabelludo.

Con lo que respecta a la frecuencia, se considera que el cerebro se divide en
hemisferio izquierdo, derecho y central lo que se usa para poder denotar el nombre
de cada canal, como se muestra en la Tabla 2.3. Ademas, el valor de la frecuencia
se toma de acuerdo a la posicién del electrodo en el cuero cabelludo.

Area Hemisferio | Linea | Hemisferio
cerebral izquierdo | media | derecho
Frontopolar FP1 FP2
Frontal F3 FZ F2
Fronto Temporal F7 C3 CZ F8 C4
Temporal Medio y Parietal T3 P3 PZ T4 P4
Temporal posterior y Occipital T5 01 T6 O2

Tabla 2.3: Zonas cerebrales de acuerdo al hemisferio.

Se muestran las frecuencias que se tienen en cada zona del cerebro:
Area frontopolar varfa de 1 a 4 Hz.

Area frontal varfa de 12 a 30 Hz.

Area fronto temporal varia de 4 a 7 Hz.

Area temporal medio y parietal varian de 8 a 12 Hz.

Area temporal posterior y occipital varian de 8 a 12 Hz.

Para generar el EEG sintético se toman los valores, a = (0,1), 8 = V0.1,
te=1,v=0.001, Ry =1, Ro =12, 01 = 3, 09 = 1, 6; € [0,7] con tamano de
paso 7/18, t € [0,20] con tamano de paso h = 1/128, h indica la frecuencia de
muestreo del EEG, los valores de ¢, ¢ y f se toman como sigue:
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En el caso del 16bulo frontal F,;, F5, corresponden a los canales 1y 2, se to-
ma a:

P, = 0.003 cos(15tm) 4+ 0.003 sin(27t7w), i = 1,2.

En la Figura (2.12) se muestra la grafica del resultado de estos dos canales.

EEG sintético en el area frontopolar

Fpt |

Electrodo

Fp2 |

Figura 2.12: Resultado sintético de la actividad eléctrica del cerebro reflejado en
los canales Fj1 y Fjo.

En el 16bulo frontal se consideran los canales 3, 4, 5 y 17, y se toma

512 —|t=5.032 —7.23 —|t—10.4/
P =0. 02@ 0 001 — 0. 026 0 001 —0. 02@ 0001 _|_ 0. ()2@ 0 001 _|_ 0.02¢ o000t
0026585 1 0.002 cos(24¢7) + 0.002sin(40¢7), i = 1,2, (2.24)

con la expresion (2.24) se considera que se estan generando seis spike (foco epilépti-
co) en los canales frontales y en el instante de tiempo ¢, igual a 5, 5.03, 7.2, 7.23,
10.4, 10.43 con un ancho de 0.001.

Para la parte del l6bulo central se consideran los canales 7, 8 y 18 y se toma:

P; = 0.002sin(24t7) 4+ 0.002 cos(30¢m) + 0.002 sin(26t7), i =1,2. (2.25)
En el 16bulo temporal se consideran los canales 9, 10, 13 y 14, y se propone

P, = 0.002 cos(24tm) + 0.002 sin(40t7), i =1,2. (2.26)
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Para el caso del 16bulo parietal corresponden los canales 11, 12 y 19, ademas se
toma

P, = 0.004 cos(20tm) 4+ 0.004 cos(24tm) i =1, 2. (2.27)
En el 16bulo occipital corresponden los canales 15 y 16, y se toma

P; = 0.003 cos(18t7) + 0.003 sin(16¢7) 4+ 0.003 sin(20¢7)
—0.003 cos(23tm), i =1,2. (2.28)

A continuacién se muestran los resultados obtenidos del EEG sintético, donde
se ha considerado el problema de contorno superficial dependiente del tiempo y
los valores descritos en esta seccién.

La Figura (2.13) muestra el EEG sintético que se obtiene a partir de (2.23) y
de los valores descritos anteriormente, se supone que se tienen seis focos epilépti-
cos (2.24), para distintos tiempos y se considera a 0 < ¢t < 20 y 19 electrodos
distribuidos de forma equidistantes.

EEG sintético

Figura 2.13: Generacién del EEG sintético producida por g(,t) donde se considera
la colocacion de electrodos sobre el cuero cabelludo.

En la Figura (2.14), se presentan los resultados del EEG sintético al que se le
han incluido artefactos musculares en el primer spike y artefactos oculares en la
ventana de tiempo ¢ € [12,17], ya que un electroencefalograma al medir la activi-
dad eléctrica del cerebro, también mide otras actividades funcionales del cuerpo
humano como, precisamente, el potencial generado tanto por los movimientos
oculares como por los musculares.
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EEG sintético con artefactos musculares y oculares
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Figura 2.14: EEG con artefactos musculares en el primer spike y artefactos ocu-
lares.

Al EEG sintético con artefactos, se le quitan los artefactos musculares y oculares
mediante el filtrado de la senal; para este caso se aplican los filtros conocidos como
filtros pasa baja (LPF por sus siglas en inglés) y la técnica de Andlisis de Compo-
nentes Independientes (ICA por sus siglas en inglés). La Figura (2.15), muestra
el resultado de aplicar estas técnicas al EEG que contiene artefactos musculares
y oculares.
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EEG sintético filtrado
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Figura 2.16: Resultado de la fuente regularizada a partir del EEG sintético filtrado.



Para determinar el centro de la campana espacial se realiza un corte de la fuente
regularizada en t = 5, de ahi se obtiene el maximo valor de g(6,5), que toma el
valor 6y = 1.4967, evaluando el resultado en a = (cos 6y, sin 6y) = (0.0740, 0.9973),
como se muestra en la Figura (2.17).

Corte del EEG sintético en t=5
20 T T T

3
6 € [0,27n]

Figura 2.17: Corte de la fuente regularizada en t = 5 para obtener el centro de la
campana espacial.

Conclusiones. Se genera el EEG sintético mediante el problema de contorno
superficial dependiente del tiempo, considerando a la fuente como una funcién
campana temporal mas la suma de funciones senoidales con frecuencias adecua-
das que se eligen para cada region de la corteza cerebral y se multiplica por una
funciéon campana espacial. Al EEG sintético se le agregan artefactos musculares y
oculares para después ser filtrado, se obtiene la fuente regularizada considerando el
EEG filtrado que emula a la mediciéon del EEG que utiliza el médico para realizar
un diagnéstico. Se realiza un corte en ¢t = 5 a la fuente regularizada, obteniendo
de esta manera el centro de la campana espacial. No se consideré el problema de
determinar el momento dipolar, que se obtiene mediante la expresién (2.21).

Lo que se presenta a continuacién es la generacién del EEG sintético a partir
del problema de contorno superficial en tres dimensiones, para ello se obtiene la
solucion del problema directo para que a dicha solucion se le agrege el tiempo y
a partir de ello y de considerar la posicion de los electrodos al igual que el tipo
de fuente, se obtenga el EEG sintético. Adicionalmente se presenta la solucion
analitica del problema inverso para el problema de contorno supercial en tres
dimensiones.
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2.10. Problema de contorno superficial en tres
dimensiones

Se considera el problema de contorno superficial (2.1)-(2.5) en el caso de tres
dimensiones. Al igual que en la seccién (2.7), se considera que la soluciones del
problema directo e inverso estdn dadas por (A.23 y (A.31), respectivamente. Se
va a usar un modelo de esferas concéntricas ya que este modelo tiene aplicaciones
clinicas y cabe mencionar que los sistemas como EEGLAB y LORETA también
lo utilizan.

En esta seccion se presentan dos ejemplos, es decir, se consideran dos tipos de
fuentes: para el primer caso se considera a la funciéon campana normalizada y
para el siguiente caso se toma a la fuente como en (2.14).

Ejemplo 1. Se considera a la fuente de la siguiente forma:

:E—a2
-l
9(@) = ———7 > (2.29)
fSl e 26 dx

donde

x = (21,29, x3) = (Rysinf cos ¢, Ry sinfsin ¢, Ry cosb),

a = (ay,as,a3) = (R sin by cos g, Ry sin Oy sin ¢, Ry cos by),

a representa el centro y 5 es el ancho de la funciéon campana, los valores que se
toman son: Oy = 7/2y o =7/2, Ry =1, Ry = 12,01 =3, 00 =1, hy = 0.01
es el tamano de paso para €, ho = 0.02 indica el tamano de paso de ¢, a = 0,
§=0.1,0 € [0,7], 0 €[0,27] y B = +/0.1. En la Figura (2.18) se muestra la grafica
de la fuente dada por (2.29), para compararla visualmente con la fuente que la
aproxima mediante el desarrollo en serie de la fuente con N = 10 coeficientes
de Fourier, cuya grafica se muestra en la Figura (2.19). Al comparar la fuente
exacta con la fuente aproximada se tiene que: Eu || gy — g ||= 4.7238 x 1073 y
Er |l gy — g ||=3.1524 x 1073.
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Fuente exacta g, sobre S1.

0<ox<m

Figura 2.18: Grafica de la funciéon campana.

Serie de Fourier truncada 9N de g, sobre S1.

gy (00)

0<ox<m

Figura 2.19: Aproximacién de la funcién campana en su desarrollo de armdnicos
esféricos.

En la Figura (2.20), se muestra el resultado obtenido a partir de la ecuacién (A.23)
en donde se considera que la medicién es obtenida a partir de conocer la fuente
(2.29) bajo la suposicién que se conoce la medicién sobre todo el cuero cabelludo.
En la Figura (2.21) se muestra el resultado de (A.24), que es el que se considera
para el problema inverso. Cuando se compara la medicién exacta y la medicién con
error se tiene que Fa || Vs—V [|=1.8319 x 1072y Er || Vs —V ||= 1.2851 x 10~ %
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Medicién exacta V, sobre Sz.

§ 0.05 ' ‘ /'f '
: s

L0

0<ox<m

Figura 2.20: Medicién sobre todo el cuero cabelludo que se produce a partir de la
fuente.

Medicién con error Vé, sobre Sz-

g@ 0.05 //II'%‘\
> ‘ ////I IO

0<ox<m

Figura 2.21: Medicion con error aleatorio sobre todo el cuero cabelludo.

En la Figura (2.22), se muestra el resultado de la fuente regularizada, obtenida a
partir de (A.31). Al comparar con la fuente exacta se tiene que: Ey || ga@),n—9 ||=
3.5801 x 107" y Eg || ga),n — g ||=2.3892 x 101

Fuente recuperada ga(é), sobre S1.

9,50:0)

Figura 2.22: Se muestra la grafica de la fuente a partir de conocer la medicion.
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Ejemplo 2

Para este ejemplo se toma a

R e_‘zﬂél
g(x) = pf o (2.30)
5, € 262 dx

donde p es el momento dipolar y n; es la normal exterior sobre Si, x y a se toman
como en el Ejemplo 1. Se consideran los valores, 8y = 7/2y @9 = /2, Ry = 1,
Ry =12, 00 =3, 09 =1, hy = 0.01 es el tamano de paso de 6, hy = 0.02 es
el tamafio de paso de ¢, a = 0, 6 = 0.1, 8 € [0,7], ¢ € [0,27] v B = V0.1,
P = (p1,p2,p3) = (1,1, 1).

En la Figura (2.23) se muestra la gréafica de (2.30). Al comparar esta funcién con
la fuente obtenida por desarrollo en serie de Fourier con N = 10 coeficientes de
Fourier, se halla que: E4 || gv—g ||= 1.2460x 1072y Fg || gn—¢ ||= 8.2905x 1073.

Fuente exacta g, sobre 81. Serie de Fourier truncada Iy de g, sobre 81.

ale.9)

g, (6:6)

Figura 2.23: Fuente exacta g(6, ¢) y fuente aproximada por coeficientes de Fourier
gn (0, ¢) para N = 10.

En la Figura (2.24), se muestra las graficas de la medicién exacta y con error
(obtenidas de (A.23) y (A.24)) con 6 = 0,1. Se tiene que E4 || V5 —V ||=1.4713 x
1072y ER || Vs —V ||=1.0801 x 10~*.
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Medicién exacta V, sobre 82. Medicién con error Va= sobre 82.

0.15 T 0.15

Vie.¢)

v {6.0)

Figura 2.24: Medicién exacta V' (6, ¢) y medicién con error Vg(6, ¢) para § = 0.1.

En la Figura (2.25), se muestra el resultado de la fuente exacta (2.30) con la
expresién (A.31) con o = 0.0001, en donde se ha obtenido que E4 || ga@),nv — 9 ||=
3.8018 x 1071y Ep || gav — ¢ ||= 2.5296 x 10,

Fuente exacta g, sobre 81. Fuente recuperada ga(a), sobre S1.

alo,)
9, (6:0)

0<o<m.

Figura 2.25: Fuente exacta g(6, ¢) y fuente regularizada gy s(0, ¢) para o = 0.0001.

Conclusiones. En esta seccion se presentan los resultados del problema directo e
inverso para el problema de contorno superficial, para el caso de tres dimensiones.
Se presentaron los errores absoluto y relativo entre la fuente exacta y aproximada,
entre la medicién exacta y la medicion con error y de la fuente exacta con la fuente
regularizada.
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2.11. Modelo en tres dimensiones dependiente
del tiempo

En esta seccién se considerara la solucién del modelo (2.14)-(2.18) para tres di-
mensiones.

Problema directo dependiente del tiempo

Se considera a la fuente de la siguiente manera:

9(0,,t) = Z Z Irm () Ynm (0, B),

n=0 m=—n

y se propone el potencial de la forma:

(r,0,9,1) Z Z Crom (8)7" (£) Y (0, @),

n=0 m=—n

(r,0,9,1) Z Z U (1 t) + bpm (£)r™"" 1(t>>ynm(0>¢)a

n=0 m=—n

en donde se resuelve el modelo para cada instante de tiempo t. Realizando los
célculos (ver (A.4)), se llega al resultado

(R2,9 ¢, 1) = us(Ry, 0, 0,1) = (2.31)
(2n + 1)gum () Ry RS
Z Z < )(o1 — 09) R + (n(o) — 03) + Ug)Rg"‘H]) Ynm (0, @),

n=0 m=—n

al que se le considera como la medicién electroencefalogréafica producida por la
fuente g(0, ¢, ).

Problema inverso dependiente del tiempo
Para obtener la solucién del problema inverso, se considera la solucién dada en
(A.5) vy se le agrega el tiempo en el resultado obtenido, es decir,

RQCan

t pu—
9(97¢a ) RZ(@nm>2+aRl

(Vnm(RQaea SO)YRM<07¢7t))’ (2'32)

donde

. (2n + 1) Ry Ry
" n[(n+1)(01 = 02) R 4 (n(on — 09) + o) Ry

Vam (Ra, 0, ¢, t) son los coeficientes de Fourier de la medicién y Y, (6, ¢) son los
armonicos esféricos.
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2.12. Obtencion del EEG sintético en tres di-
mensiones

Para la generacion del EEG sintético se considera la fuente:

_lx—al?
X)—pl 2.33)
g( ) =P myg ni, ( :

donde

7\X—a\2
mg= [ e 2 dx,
S1

a representa el centro de la campana, § es el ancho de la campana, se divide
entre mg para garantizar que el drea bajo la grafica de g siempre sea igual a uno,

_lt—te|?

p = (p1,p2,p3), donde p; = e 27 4 ¢y cos(mtf) + cosin(ntf), i = 1,2,3, donde
puede tener mas de un foco epiléptico, en caso de no tener foco epiléptico se toma
pi = cpcos(mtf) + cosin(nwtf), i = 1,2,3, f es la frecuencia que dependerd de
donde estd ubicado el electrodo y t indica el tiempo, los coeficientes ¢y, ¢; son la
amplitud de cada senal. El EEG sintético se obtiene mediante la ecuacion

V(Or,61) = > > pli)(Vih, cosmey + V2, sinmey) Pl cos by, (2.34)

n=0 m=—n

1 _ 1
Vnm - anmgnm7

2 _ 2
Vnm - anmgnm7

(2n + )RRy
n[(n + 1)(0'1 — O'Q)R%H_l + (01n + O'Q(TL + 1))R§n+1] ‘

a'nm

Lo que se va hacer es seleccionar algunos valores de #; vy ¢, de acuerdo al sistema
10-20, esto indicard la posicién de cada electrodo. Asi que se supondra que los
electrodos se colocan sobre el cuero cabelludo siguiendo la representacién que se
muestra en la Figura (2.26).
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Figura 2.26: Representacién esquematica de la posicion de cada electrodo

Los valores de p; se describen de la siguiente manera para cada canal. Para el caso
del 16bulo frontal F,;, F3, corresponden a los canales 1 y 2 como se muestra en la

2

_r s 2m
5 5 4 5 B
Fpy|1 2 Fp2
17
F23  Fla E, 5 F, 6 Fp
T39 C3| 7 18C; 8 C, 10Ta
19
.13 Pyl11 P, 12 B T T
0115 160,

Figura (2.26), en donde se toma el momento dipolar como:

197
10

17m
10

15w
10

13m

10

11m
10

P; = 0.003 cos(15¢tm) + 0.003 sin(27tm),i = 1,2, 3.

En la Figura (2.27), se muestra la grafica de estos dos canales.
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EEG sintético en el area frontopolar

Fp1{

Electrodo

Fp2

Figura 2.27: Resultado de los primeros dos canales frontales.

En el 16bulo frontal se consideran los canales 3, 4, 5 y 17, como se muestra en la

Figura (2.26). Se toma

112

Py = 0.02e 75301 + 0.002 cos(24¢) + 0.002 sin(40¢7), 7 = 1,2, 3,

(2.35)

con la expresion (2.35) se considera que se estd generando un spike (foco epiléptico)
en los canales frontales y en el instante de tiempo ¢t = 1 (centro de la campana

temporal), con un ancho de 0.001.
Para la parte del l6bulo central se consideran los canales 7, 8 y 18 con

P, = 0.002sin(24¢m) + 0.002 cos(30tm) + 0.002 sin(26¢7),i = 1,2, 3.
En el 16bulo temporal se consideran los canales 9, 10, 13 y 14. Se toma
P, = 0.002 cos(24tm) 4+ 0.002sin(40tm), i = 1,2, 3.
Para el 16bulo parietal corresponden los canales 11, 12 y 19 con
P; = 0.004 cos(20t7m) + 0.004 cos(24tr),i = 1,2, 3.
El l6bulo occipital corresponden los canales 15 y 16. Se toma

P; = 0.003 cos(18t7) + 0.003 sin(16¢7) + 0.003 sin(20¢7)
—0.003 cos(23tm),i = 1,2, 3.

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Considerando lo descrito anteriormente, se tiene el EEG sintético, como se muestra
en la Figura (2.28), en donde se muestra un EEG de 20 segundos en 19 canales y

un foco epiléptico en t = 1.
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EEG SINTETICO
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Figura 2.28: EEG sintético a partir de considerar una fuente ubicada en el 16bulo
frontal

A partir del EEG sintético, es posible encontrar el foco epiléptico mediante la
solucién del problema inverso para cada instante de tiempo.
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Capitulo 3

Modelo con fuentes en la corteza
cerebral

3.1. Fuente ubicada en el volumen de la corteza
cerebral

Cuando la fuente estd ubicada en el volumen de la corteza cerebral se considera
el siguiente problema de contorno,

Aup = f en (Y (3.1)
Aug =0 en (2 (3.2)
U1 = U9 sobre Sl (33)
8U1 8u2
1 = 4
o o, o9 o, sobre S; (3.4)
g—zz =0 sobre Sy (3.5)

donde Q = Q; U, representa a la cabeza, {); al cerebro, 25 el resto de las capas
que componen la cabeza (liquido intracraneal, craneo, cuero cabelludo), oy y o9
son las conductividades de €2 y €25 las cuales se suponen constantes y diferentes
entre si, f es la fuente, u; = u |o,, ¢ = 1,2 y u representa el potencial eléctrico
en €2, el simbolo A representa el operador laplaciano. Las condiciones de frontera
(3.3)-(3.4) son llamadas de transmision y la condicién de frontera (3.5), se obtiene
al considerar que la conductividad de Q¢ es cero (la conductividad del aire). S;
representa la superficie de la corteza cerebral, S5 el cuero cabelludo y f es una
fuente bioeléctrica, es decir, que representa la accién de un conglomerado de neu-
ronas que se activan simultaneamente. En particular, corresponde a la actividad
anormal de un grupo de neuronas que son las que producen una crisis epilépti-
ca. Cabe senalar que para el andlisis de existencia y unicidad de la soluciéon del
problema (3.1)- (3.5) se debe cumplir:

f(z)dz = 0. (3.6)

Q1

64



A (3.6) se le conoce como condicién de compatibilidad que se obtiene de las féormu-
las de Green.

Al problema de contorno (3.1)-(3.5) se le llamard Problema de Contorno Vo-
lumétrico (PCV) el cual ha sido estudiado en [46], [47], [38], [37], [22], [20], [19],

[2].

Planteamiento operacional

Como se mencioné anteriormente, el andlisis de los problemas directo e inverso,
se puede realizar a través de un planteamiento operacional que permita deducir
su buen o mal planteamiento. Para ello, se requiere la definicion de solucién débil
del problema de contorno (3.1)-( 3.5).

Consideremos el espacio de Sobolev H'(2) C Ly(2) cuyos elementos tienen
derivada débil y pertenecen a Lo(Q2) [30]. Denotaremos por medio de Li(S;) al
subespacio de L(S7) compuesto por las funciones que satisfacen la condicién de
compatibilidad. Se tiene lo siguiente:

Dada f € Li({4) = {f € La() : le f(z)dx = 0}, una funcién v € H'(Q),

es llamada una solucién débil del problema (3.1)-( 3.5), si satisface la siguiente
relacién

o1 Vu,.VodQ) + 02/ V. Vod) = fvds, Vove H(Q). (3.7)
Qo

Q1 Ql

La prueba de la existencia y unicidad de la solucién débil puede ser hallada en
[19].

La condicion de compatibilidad de la funciéon f es necesaria y suficiente para
la existencia de la solucién débil del problema (3.1)-( 3.5). Hay una tinica solucién

débil u que satisface / u(z)de = (u, 1), = 0y ademas
Q

lullz1@) < Cll fllzor), (3.8)

donde la constante C' no depende de f.

Notese que la condicién de compatibilidad es necesaria y suficiente para la exis-
tencia y unicidad (salvo constantes) tanto de la solucién clésica como de la débil.
A través del teorema anterior, podemos definir al siguiente operador

T: L) — HY(Q), tal que T(f) = u,

donde u es la tnica solucion débil del problema. Este operador esta bien definido
y ademas, por la condicién (3.8), es continuo. El operador A que se obtiene de
la composiciéon del operador continuo 7' con el operador compacto traza T'r a la
frontera S, de la regién 2, es compacto. Mas precisamente, el operador

A L)) — Ly(Ss) (3.9)
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se define a través de la regla de correspondencia f — V donde V = u |s, y u es
la solucién del problema (53)-(57) que satisface que [, u(x)dz = 0. Este operador

esta bien definido pues para cada fuente f € Lg )(Ql) existe un unico potencial
u, solucién del problema de contorno, que es ortogonal a las constantes en el
producto escalar de Ly(€2).

En el caso particular de circulos concéntricos, la regla de correspondencia del
operador A esta dada por:

o RQkRk RQkRk
2
R S — R S — 1
Zk ) fEsin ko). (3.10)
oy R2FTY Rk

Haciendo By, = — RS

tenemos que

A(f) () =>_ By [ficosk + f sinkf] . (3.11)

k=1

Analisis de la inyectividad de A

A diferencia del caso de fuentes corticales, en el que se tiene inyectividad
del operador que asocia a las fuentes definidas sobre la superficie de la corteza
cerebral con las mediciones electroencefalograficas, en el caso de fuentes definidas
sobre el volumen, pueden existir fuentes diferentes entre si, que producen la misma
medicién y por ello, el operador que asocia a las fuentes la medicién no es inyectivo.
Para llegar a este resultado se requiere introducir al operador adjunto A* el cual
estd definido a través del problema de contorno:

Aw, =0, en €, (3.12)
Awy = 0, en y, (3.13)

con las condiciones de frontera

wy = Wws, sobre Sy, (3.14)
0 0
o4 @7;: = 0y ;:f sobre S, (3.15)
720 bre S (3.16)
= sobre : :
ang Y 2
Se define el operador adjunto como:
. o
A (@Zf) = _1w|Q17
02

donde w es solucién del problema adjunto (3.12)(3.16).
La prueba del siguiente teorema se tomé de (37).
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Teorema 15 [N(A)]* = H,(Q) donde N(A) es el nicleo de A y Hy(y) es el
subespacio de Ly(€1) formado por las funciones arménicas que son ortogonales a
las constantes.

Demostracién: Si se define Ay : Ly (€) — Ly (S;) como el operador tal que
Ao(f) = u|s, donde u es la solucién débil del problema de contorno

Au = f en 0

% =0 en St (3.17)
se tiene que:
1. N(A) = N(Ap).
2. A} = B, donde By es el operador definido en la forma:
BQ : L%‘(:SH) — L%‘(Ql)
(I )
donde v es la solucion débil del problema
Av = 0 en 04
g_z _ 4% en S, (3.18)

Esto tltimo se demuestra de forma andloga al caso del operador A.
El punto 1) se debe a que si f € N(A) entonces f satisface el problema de contorno

Au, = f en 0
Auy = 0 en Qy
Uy = Uy en St
u u 3.19
1 g_ni = 2 g_ni en Sl ( )
g—zi =0 en So
Uy =0 en So

y por la unicidad del problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace en un anillo
se tiene que: us = 0 en €)s.
Asi, f satisface el problema

Au; = f en 0
0

uw = en S (3.20)
g—;ﬁ = 0 en Sl

Por lo tanto, f € N(Ap). Andlogamente se prueba que si f € N(Ay) entonces

feN(A).
Caractericemos [N (Ap)]*. Comencemos probando que los espacios N (Ag) y H1 ()
estan en suma directa, es decir que:

N(Ag) N Hy (1) = {0} (3.21)
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En efecto, si f € H1(£2;) N N(Ap) entonces f es armédnica y se satisface

Au = f en ()

v = 0 en S (3.22)
6?_:1 = 0 en Sl

de donde se tiene que u satisface el problema de contorno homogéneo para la
ecuacion biarmoénica y, por lo tanto, u = 0 en €2y, de donde f = 0.

De la férmula:

N(A) = (Im(B))™,
junto con el hecho de que I'm(B) C H;(£), se concluye que

HY() € N(A)* (3.23)
Finalmente de (3.21) y (3.23) se deduce la tesis del teorema.

De lo anterior vemos cada funcién fuente f € L1(Q;) puede escribirse en la
forma f = fy + f» donde fy € Ker(A)y fu € [Ker(A)]" = Hy(4). Asi, para
garantizar unicidad de solucién del problema inverso, deben imponerse condiciones
adicionales sobre la naturaleza de las fuentes. Algunas de estas condiciones estan
dadas en (2) y, en particular, para las fuentes dipolares con las que se representan
a los focos epilépticos que se discuten en la seccién siguiente. En (46), se hallan
los parametros de fuentes dipolares a partir de mediciones con error, usando el
funcional de Tikhonov y la funciéon fmincon de MATLAB. En este trabajo no se
consideran ejemplos numéricos para el problema inverso de fuentes volumétricas.

Ubicacién y representacion matematica de las fuentes

El problema de contorno (3.1)-(3.5) permite considerar a fuentes f pueden
representarse por funciones de cuadrado integrable definidas sobre €2; y que sa-
tisfacen la condicion de compatibilidad. Sin embargo, en este trabajo vamos a
considerar solo el caso en el que la fuente se encuentre ubicada en el volumen de
la corteza cerebral, es decir, fuentes cuyo soporte esté en el volumen ocupado por
la corteza cerebral. En particular, vamos a considerar fuentes dipolares que estan
asociadas a focos epilépticos. Estas se representan por

= Ldiv(ps(z — a)), (3.24)

01

donde P representa el momento dipolar (que determina la intensidad y orientacién
del dipolo) y §(z — a) es la delta de Dirac concentrada en a la cual se aproxima a
través de una funcién campana de la forma:
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_ \zfa,|2

1 L, e 27
f(z) = —div | p —= | (3.25)
7 Jo,€

donde = = (z1,22) = (Rocosb, Rysinf), a = (a1, a2) = (Rycos by, Rysinby), con
Ry < R; y B indica el ancho de la campana.

Nota: En el Apéndice B se halla la solucién del problema directo, para el caso de
arménicos circulares (B.22) y arménicos esféricos (B.32).

En lo que sigue, se presenta la soluciéon numérica del problema directo en dos
dimensiones considerando los valores: a; = 0, a; = 1, 8 = V0.1, p = (p1,p2) =
(1,1), Ry = 1 indica el radio de cerebro, Ry = 1.2 es el radio de la cabeza,
Ry = 0.95 es el radio en donde esta ubicado el foco epiléptico, N = 30 indica el
nimero de coeficientes de Fourier de f(z), 0y = 3 y 0o = 1. En la Figura (3.1)
se presenta la grafica de (3.25) y de su aproximacién por su serie de Fourier, con
N = 30 coeficientes.

Fuente exacta f y aproximada sobre Q
5 T AT T T

. f(e)l
—f,©)

f(e)

E: 1 |
100 1 2 3 4 5 6

Q1:0<9<2n

Figura 3.1: Fuente exacta f(6) y fuente aproximada fy(#), por coeficientes de
Fourier.

En la Figura (3.2), se presenta la medicién obtenida mediante (B.22) y el resultado
de agregar error aleatorio a la medicion.
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Medicion exacta y con error
0.5 T T T T T

—Ve)

>
82:0<9<2‘rc

Figura 3.2: Medicion exacta y medicién perturbada con § = 0.1.

Conclusiones. En este capitulo se presentan la solucién numérica del problema
directo asociado al problema de contorno volumétrico, en dos y tres dimensiones.

3.2. Fuente en el volumen y superficie de la cor-
teza cerebral

Cuando se tiene una fuente que parte de ella esta ubicada en el volumen y parte
en la superficie de la corteza cerebral, el modelo que se considera es el siguiente:

Au; = f en €, (3.26)

Auy =0 en (o, (3.27)

UL = Us sobre 57, (3.28)
ouy Ousy

Jla—nl = O'Qa—nl + g sobre Sy, (3.29)

g—zz =0 sobre Sy, (3.30)

donde Q = Oy U Q, representa a la cabeza, € el volumen de la corteza cerebral,
Q2 el resto de las capas que componen la cabeza (liquido intracraneal, créneo,
cuero cabelludo), o1 y o9 son las conductividades de Q; y 5 las cuales se su-
ponen constantes, f y g son las fuentes, u; = u |g,, i = 1,2 y u representa el
potencial eléctrico en €2, el simbolo A representa el operador laplaciano. Las con-
diciones de frontera (3.28)-(3.29) son llamadas de transmisién y la condicién de
frontera (3.30), se obtiene al considerar que la conductividad de Q¢ es cero (la
conductividad del aire), S; representa la superficie de la corteza cerebral, Sy el
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cuero cabelludo, f y g representan la fuente que se produce a partir de una crisis
epiléptica. Las fuentes g pueden estar ubicadas de forma que ocupen una parte
de la superficie de la corteza cerebral y otra parte en el volumen de la corteza
cerebral.

Para resolver el problema de contorno, se suponen conocidas las fuentes, y se
representan de la siguiente manera:

f(r,0) = Z firk cos kO + f2r¥sin ko,
k=1

g(r,0) = Z gp. cos k6 + g; sin k0,

k=1

Para obtener la solucién del modelo (3.26)-(3.30) se propone la solucién

up(r,0) = Z(a}crk + bpr*2) cos kO + (cpr® 4+ dpr*?) sin k),
k=1
uy(r, 0) = Z(airk +b2r ) cos kO + (cir® + dir ") sin k),
h=1

La solucién del modelo se obtiene a partir de la soluciéon de los dos modelos
anteriores, es decir, la medicién esta dada por

§ (I _afi)

— kEj k(k + 1)Ej
242 Rk Rk 2 P2k+2 pk

( g i R o o1 fi By RQ) sin k0,
kE), k(k+1)Ey

donde Ej, = (07 — 02)R¥* + (01 + 02)R3*, Ry es el radio del cerebro, Ry es el
radio de la cabeza, o1 y 09 indican las conductividades promedios de las regiones
Q1 y €, constantes y diferentes entre si, 6 indica la posicién del electrodo sobre
el cuero cabelludo, fi y gi, i = 1,2 son los coeficientes de Fourier de la fuente
volumétrica f y la superficial g que componen a la fuente total.
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Conclusiones, resultados y perspectivas

El problema de identificacién de focos epilépticos es un problema de interés
ya que en México, la epilepsia tiene una prevalencia de 10.8 — 20 casos por 1000
habitantes, es decir, el 1.08 — 2% de la poblacién total [69]. En este trabajo, se
propuso un modelo para representar a los focos epilépticos en la corteza cerebral
que considera que estos son la suma de una fuente cortical y una fuente volumétri-
ca. Asi, la contribucion del foco epiléptico tiene dos vertientes, cada una asociada
a su posicion en la corteza cerebral. Para la vertiente que se asocia con la parte de
la superficie de la corteza, se propuso un modelo para su representacion, que sigue
las ideas para el caso volumétrico y que permite representar matematicamente
esta actividad epiléptica cortical, dando con ello la posibilidad de usar modelos
matematicos conocidos que han sido empleados para fuentes corticales de otra
naturaleza [43].

Un punto importante que deben considerarse para el problema de identifica-
cién de fuentes es que es un problema mal planteado en el sentido de Hadamard,
debido a que diferentes configuraciones de la fuente pueden producir la misma
medicion y porque pequenos cambios en los datos de entrada pueden producir
grandes variaciones en la fuente buscada. A través del modelo que se propuso
para representar a una fuente dipolar asociada a un foco epiléptico y localizada
sobre la superficie de la corteza cerebral y con el método de regularizacién de
Tikhonov, se obtuvo un algoritmo estable para identificar a los pardmetros de
la fuente sobre la superficie de la corteza cerebral. Para llegar al algoritmo, se
obtuvieron los siguientes resultados que a continuacion se describen:

Se presentaron tres modelos para la localizacién de fuentes en la corteza ce-

rebral, es decir, la fuente ubicada sobre la superficie de la corteza cerebral, la
fuente ubicada en el volumen de la corteza cerebral y la fuente ubicada tanto en
la superficie como el volumen de la corteza cerebral.
Para el caso del problema de contorno superficial, se demostré un resultado de
existencia y unicidad de su solucion clasica, se realizé una demostracion de la uni-
cidad para la solucion del problema inverso, y se obtuvo la solucién del problema
directo e inverso del problema para el caso de dos y tres dimensiones.

Se encontraron los parametros que caracterizan a la fuente, primero el centro y
luego el momento dipolar. Se propuso el modelo con variable temporal para poder
generar un EEG sintético, del cual se obtiene los parametros de la fuente. Para ob-
tener la fuente a partir de un EEG real (EEG que obtiene el especialista al medir
la actividad eléctrica del cerebro) es necesario primero realizar la interpolacién de
los datos en cada instante de tiempo y luego incluir el resultado que se presenta en
la tesis, es decir, las expresiones de la fuente regularizada y la del momento dipolar.
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Para el caso en que la fuente se encuentre ubicada en el volumen de la corteza cere-
bral se presentaron las soluciones del problema directo en dos y tres dimensiones;
estos resultados se emplearan para trabajos futuros en la solucion del problema
inverso. Adicionalmente, se presenté para el caso de la fuente tanto superficial
como volumétrica la solucion del problema directo en dos dimensiones, la cual es
el inicio de trabajos futuros para la solucién del problema inverso y que se realice
el algoritmo para obtener los parametros de la fuente.

Como trabajo futuro podrian utilizarse EEG reales para validar los resultados
obtenidos y/o generar EEG sintéticos considerando el tiempo y algoritmos de
identificacién estable de las fuentes ubicadas en el volumen, ademas considerar
geometrias complejas asociadas a las capas que componen la cabeza y obtener las
soluciones de los problemas directo e inverso por medio de los resultados obtenidos
en este trabajo.
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Apéndice A

Solucién del problema de
contorno superficial

A.1. Problema directo en dos dimensiones

Se halla la solucién del problema de contorno superficial (2.1)-(2.5). Se comenzara
con la solucién del problema directo, es decir, se conoce la fuente g y se calcula el
potencial (medicién) producida por dicha fuente. Asi, se considera que la fuente
esta dada por:

= Z gx cos kB + g3 sin k6.

k=1

La solucion se busca en la forma

U1(T’,9)=Z 1r* cos k@ + bir” sin k6,
k=1

o0

uy(r,0) =Y (air® 4+ bir—") cos kO + Z (c2r* ) sin k6.
k=1

La condiciones (2.1) y (2.2) se cumplen por proponer una solucién en arméni-
cos circulares, asi que considerando la condicién (2.3) y evaluando r = R; se tiene,

ap R = a} RY + IR, ", (A1)
bR = . RY + di Ry ™. (A.2)

Ahora se considera la ecuacion (2.4), para esto se necesita obtener a 88“1 y 85:? al
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resultado obtenido se evalia en r = R;y.

%(r, 0) = Z E(apr*1) cos kO + Z E(ber* 1) sin k6,
" k=1 k=1

a oo
ala—ul lr—R,= alk(a,lchf_l) cos k6 + Z o1k (b RY1) sin k6,

m k=1 k=1
8u2 Z E(air*t — b2r ") cos kO + Z k(cirk=t — dZr=" 1) sin k6,

k=1 k=1

ou

O'Qa—nj r—Ry = Zk:crg a2 R — 2R cos kO + Zk:crg ARV — R sin k6.

k=1 k=1

Sustituyendo en la condicién (2.4) se tiene

Jlka}cR’f_l = kag(aile_l — biRl_k_l) + g,i,
o1kby RY ™" = koo(R R — iR ) + g7,

se multiplica por R; en las ecuaciones anteriores

o1karRY = koy(alRY — B2R%) + gl Ry,
o1kbLRY = koo(2RY — &2R7*) + g2R,.

Se sustituye la ecuacién (A.1) y (A.2) en las ecuaciones anteriores y se obtiene

1
R
rr(ad B+ ) = ool RE — R + 2T
2pk | 2 p—k 2pk 2ok, il
o1(c Ry + dyRy") = o2 Ry — iRy ™) + o
agrupando términos semejantes
‘R
(01 — 9)ai Ry + (01 + 02) b Ry " = %7 (A.3)
2 pk 2 e _ Gl
(Ul - UQ)Cle + (01 + UQ)dle - k . (A4)
Considerando la condicién (2.5) y evaluando (r = Ry).
aiRETY — R =0, (A.5)
GRY = diRyM =0, (A.6)
se considera la ecuacién (A.5) para despejar
: _ R o
CLk - Rk - kaQ 5 <A7)
2
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sustituyendo a (A.7) en la ecuacién (A.3) se tiene

1
B B R
(01 — o) 2Ry 2 RE + (o) + 00)b2R;* = g’fk L

factorizando a b?

2 . —2k pk —k] _ gliRl
bpl(or — 02) Ry "Ry + (01 + 02) R "] = T

despejando lo anterior se tiene a

1 pk+1 P2k
g RITR
bi = : 21¢1 - 2k1” (A.8)
k[(o1 — 02) Ri® + (01 + 09) R3"]

sustituyendo a (A.8) en (A.7) se obtiene

a2 = g,iR’f“
k /{Z[(O'l —O'Q)R%k—i‘ (0'1 +O'2>R%k]

De (A.6) se despeja

= B di Ry, (A.9)
i se sustituye en (A.4), obteniendo
(o1 — ag)diRQ_Qlef + (01 + Ug)CiRl_k = gz]fl,
se factoriza a d3
dil(01 — 02) Ry Ry + (01 + 02) Ry *] = 92517

al despejar a d se llega a

2 pk+1 P2k
gle RQ

d2 = .
" k[(01 — 02)R?* + (01 + 03) R2]

(A.10)

Sustituyendo a (A.10) en (A.9) se obtiene

gkt
k[(O’l — UQ)R%]C + (0'1 + O'Q)R%k] ’

2 _
Cr =

Sustituyendo a3 y b2 en (A.1) se llega a

g (R + R3Y)
k(o1 — 09) RiF + (01 + 09) RS Ry

ap =
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En (A.2) se sustituye a ci y d}, para obtener

gr(RT* + R3Y)
k‘[(O’l — O'Q)R%k + (0'1 + UQ)R%R]RIf_l

by, =

En u;(r,0) y ua(r, 0) se sustituyen a aj,, b2, ai, bz, ¢z y di para obtener la solucién
del problema de contorno (2.1)-(2.5). Cuando la solucién uy(r, ) se evalia en
r = Rs, se obtiene la solucion del problema directo que esta dado por

V(0) = uals, = ua(fta, 0)
00 le+1Rk
z} ( 0'1—0'2 R2k+(0'1+0'2>R2k])COSk9

> QQkRk+1R2 ) '
+ sin k6, A1l
2 (kuo—l "o B 1 (o) + 02) B (4.1

a lo que se le considera como la medicién electroencefalografica producida por la
fuente, donde g} y g7 son los coeficientes de Fourier de g, R; indica el radio del
cerebro, Ry el radio de la cabeza, o1 y 02 son las conductividades promedio de
las dos regiones con las que se modela a la cabeza respectivamente, 6 indicara la
posicion de cada electrodo ubicado sobre el cuero cabelludo.

A.2. Problema inverso en dos dimensiones

Ahora supongamos que la medicién es conocida y se quiere obtener la posicion
del foco epiléptico, es decir, se va a obtener el centro de la funcién campana y el
valor del momento dipolar. Para obtener el centro (foco epiléptico) se procede de
la siguiente manera. Dada la medicion

= Vi coskd + V2 sin ko,
k=1

donde V}! y V2 son los coeficientes de Fourier de V, se deben hallar los coeficientes
de Fourier de la fuente (y con ello, a la fuente misma). Por otra parte, en la
préactica los coeficientes de Fourier de V' estdn dados con error, lo cual conlleva
una inestabilidad numérica debido al mal planteamiento del problema inverso. A
fin de tratar esta situacién, se considera el siguiente funcional

Ja(9) = 1 A(9) = VllL,s,) + @llglLacs,):

donde a > 0 se elige adecuadamente. Para hallar la solucién del problema inver-
so, se debe encontrar el operador adjunto A*, ya que se utilizan las ecuaciones
normales de la forma (1.3). Para ello, consideramos que g € Lo(S1) y h € La(55)
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(ortogonal a las constantes). En este caso, podemos escribir a estas funciones en
la forma:

= Zg,i cos k6 + Z gisin k6,
k=1 k=1
= Z h} cos k6 + Z h} sin k6.
k=1 k=1
Para hallar al operador adjunto A* de A, se usa la definicién de operador adjunto:

(Ag,h),(S2) = <Zakgcosk9,2h;cosj9>
k=1 j=1

Lo (S2)

o0

= ) (argpcoskl, hjcoskb) (s, + Y _(argy sin k0, b sin ko) p,s,)

k=1

(gk cos kb, ayhj cos k), o\ + Z (g7 sin kO, axhf sin kO,

|
i MS EMES E

1 La(S1) k=1

k
= <g> A*h>L2(51)'

Asi, el operador adjunto esta dado por:
* R2 - 2 .
A*(h) = i Zaj ; cos jO + ajhj sin j6.
j=1
Consideremos ahora que en vez de V' tenemos la medicién con error
Vo) =) Vi scosk + Vs sin ko, (A.12)

k=1

donde V°(#) es la suma de (A.11) mds un error aleatorio producido por la funcién
rand de MATLAB, ademas se debe cumplir que ||V — V°|,s,) < 4, es decir,

Z Vk6 (Vk2 - Vk2,6)2 <.

k=1

Sumar el error aleatorio, tiene por objetivo emular los errores que se cometen al
realizar la medicién electroencefalografica.
Las ecuaciones normales asociadas al funcional de Tikhonov toman la forma:

A*Ag™ + alg® = A*V°. (A.13)
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Recordando que

= Z arg; cos kO + axg; sin kb,
k=1

y sustituyendo en (A.13) se tiene

o0 2
Z Jk.a (R2 a)° + oz) cos k6 + g,ia <R2§;k) + a) sin k6
= 1

1

= Z RQ“km sk + RQakVHsm ko),
k=1 1 Iy

factorizando y agrupando términos semejantes se llega a

Z ol RW_T_ oF [Vies cos kO + V25 sin k), (A.14)

donde
QRN RE '
k?[(O‘l — UQ)R%]C + (0'1 + O'Q)R%k]
A (A.14) se le considera como la fuente regularizada, con dicha expresién se obtiene

el centro de la funcién campana, es decir, el foco epiléptico. Queda por obtener el
momento dipolar p para obtener toda g(x).

ap —

A.3. Obtencién del momento dipolar

Para obtener a p se prosigue de la siguiente manera. Se considera el funcional
Ja(g) = [|A(g) — v°[I* + allg]l?,

donde
N

A(g(0)) = Z argy, cos kO + apgi sin ko,

k=1

N
= Z i cos kO + g3 sin k6,

N
6.1 62 .
v = E v, cos kO + v, " sin kf.
k=1

Se van a obtener los valores de g}, v g7 de la siguiente manera:

27
gi = Rl/ g(0) cos kOd0,
° 2
g =R / g(0) sin kOdb,
0
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donde

I7(12
) _‘e_‘ 2ﬂ2\
g(e) fry J . nl — M . nl’
B

Tr = (.Tl, l’g) = (Rl COS 9, Rl sin@),
a = (a1, az) = (R cosby, Ry sinby),

7\:0—(1\2
M/gz/ e 28%
S1

n1(0) = (cosf,sinf),

P11 = picost+ pysinb.

Asi que
_ \zfa,|2 _ \zfa|2
27 e 252 27 e 252
g =Ry / Py cos % cos kOdf + Rl/ posin @ % cos kOdo,
0 B 0 g
r—a 2 r—a 2
. o eJ 262| o e,l 2/32'
g, = R / p1 cosb sin k0d6 + R, / Do sin 6 sin k0d0.
0 Mg 0 Mg
Vamos a considerar lo siguiente:
9 _lz—al?
1,1 " e 2%
h,” =Ry / cos 0 cos kOdo,
0 B
9 |z—al?
1,2 T.oe 2
h,” = R1/ sin 0 A cos kOdo,
0 B
2w —L;Z‘Q
2
hi’l =R / cos 0 sin k0d0,
0 B
2 —ﬁw
2.9 . e 28 .
hy” = Rl/ sin ¢ sin k6d0,
0 B

teniendo entonces a

g,i = plh]?l + pzh}g’g,
g = piht + pahi?.
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Se sustituyen los coeficientes g} y g2 en:

1A(g) = o°11* = Y (axlpihy’ +pahy®] = o0 + D (arlpahiy! + pohiy®] — v)%.

N N
k=1 k=1

De aqui se obtiene:

1,1 1,2 5,1 2
allfll7 allfll7 Ul
1,1 1,2 5,1
0/2}127 CI/Q}.LZ7 U2
hl’l hl,z 8,1 2
anny anniy y4! Un — B y4!
2,1 2,2 - 5,2 = —v
alhl alhl b2 (% b2
2,1 2,2 5,2
2,1 2,2 5,2
Ahora se considera a
N
2 132 242
lgll” = E (96)” + (9%)
k=1

(pihy' + p2hy®) + (pihyt + pah?).

N
k=1

De aqui se halla que

1,1 51,2
o
}7/27 h27
11 412
h% hévz ( b1 ) = Cf)-
o\ P
]-’/27 h/27
21 ;22
hN hN

Luego se tiene
Jalg) = |1B5 = V|I* + a|lCB*
Veamos que cudl es la derivada de

ICB)I* = Je(B),
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Je(B+ )= Je®) = @+ )| - Cp)?
— (C(B+ B),C(B+ 1) — OB
. <Cﬁ+cﬁ,oﬁ+cﬁ> ||015||2
— <0ﬁ,cp> 2<0p,ch>+||0h||2 |CBl?

= (2C’th,
Ahora para el siguiente término

HBﬁ—V\F — J5(B),

)= Js(B) = IBGE+ ) - VIP= 85— V|’

~ (B + _7,3 B+ 1) - V)~ |B5- V!

- p—7+Bﬁ,Bﬁ—7+Bﬁ> _|BB - V|?

= ||Bf> - VI +2(B5—V, Bl +||BE | - BB - V|

— 2AB'(BB - V),h) + || BA?

— (2B'(Bp - V),h).
Asi, se obtiene que

DJu(B) = 2B (BB — V) + 2aC'CP.
Como queremos hallar el minimo se debe cumplir que
DJ.(p) =0,
de donde
(B'B + aC'C)p = B'V.

Finalmente,
B = (B'B+aC'C)B'V. (A.15)

Mediante la expresion (A.15) se obtiene el valor de p. De esto se encuentra la
fuente total g.

A.4. Problema directo en tres dimensiones

Se considera la fuente de la siguiente manera, para la solucién del modelo (2.1)-
(2.5).

= Z Z IrmYnm (0, @)

n=0 m=—n
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y se propone la solucién del modelo como:

(7“ 0 ¢ Z Z Can ynm ¢)

n=0 m=—n

T 0 ¢ Z Z Can’l" +ban " 1)ynm(9a ¢)

n=0 m=—n

Considerando la condicion u; =uy, en  Si, r = Ry, se obtiene
Cam B = (apm R + by RT™Y). (A.16)

Ahora se considera la condicion 01% = 0y 8“2 + g, para esto se deben obtener las
derivadas normales y evaluar en r = Ry,

8U1 T R — Z Z Ulncnle ynm(e ¢)

n=0 m=—n

8
u2 =Ry = Z Z T2 (N By = (04 D)bum BT ") Yo (6, 0),

n=0 m=—n

multiplicando las derivadas normales por la conductividad y sumando la fuente
se obtiene,

o1nCum R = 09(napm BT — (n + 1)bum BT %) + Grm. (A.17)
Multiplicando por R; a (A.17) y sustituyendo lo que se obtuvo en (A.16), se tiene
011 (A R} + by BT 1) = 02 (N R — (4 Dbpm RT™ 1) + Gom,
agrupando términos semejantes se llega a
(01 — o)A R} + (noy — (n — 1)09)bym BT = grm. (A.18)

Al considerar la condicién g—zz = 0, se llega a

Ny Ry — (0 + Dby Ry "2 = 0,
de donde se despeja a

)b Ry "2 1
G, = (n+ )Rnl 2 M Ry (A.19)
nRy n

Sustituyendo a (A.19) en (A.18) y factorizando términos semejantes se obtiene la
expresion

[(01 = 09)(n + DR R} + (no1 — (n — 1)o2) Ry oum = gums  (A.20)
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de donde se despeja

Gnm

(01 — 02)(n+ DR IRY + (noy — (n — 1)a)Ry™ 1]’

bnm

. A . Rn+1 2n+1
y multiplicando lo anterior por T Y o se llega a
1 2

b — Gnm Ry T2 R3MH o)
" T+ 1) (01 — 09) R 1 (n(o1 — 09) + 09) RZF] :

sustituyendo (A.21) en (A.19) se obtiene a
n+1 gnmR?+2
S . (A22
! ( n ) [(n + 1)(‘71 - U2)R%n+1 + (n(01 — 02) + 02)R§n+1] ( )

Sustituyendo a (A.22) y (A.21) en uy(r,0, ¢), se obtiene la solucién del PCS en
tres dimensiones,

(n + 1) gnm Ry
0 n
(6,6) = Z Z < (o1 — 02) R + (n(oy — 02) + Uz)RgnH]r

n=0 m=—n

Gnm Rn+2 R2n+1

Tt V(o1 — o) B 1 (01 —o9) + o) 2]

Para la solucion del problema directo, se evalia a r = Ry en la solucion del PCS,
obteniendo asi,

1) Y (0, 9)-

V(9 ¢) = uy(R,0,0) = (A.23)
(2n + 1)gnm RT Ry
,;mzn ( Yoy — o) B2 4 (n(oy — 03) + @)R%”“]) Yo (6: 9,

a lo que se le considera como la medicion electroencefalografica producida por
Jnm- Los datos con error Vs son obtenidos agregando un error aleatorio usando la
funcién rand de MATLAB, definiendo

vs =V (0,¢) + Error, (A.24)
donde Error = v6dmazx | V(Ry,0,¢) | /mny/2n + 1rand(1,n).

Para obtenener a g(f, ¢) se hace mediante la aproximacién gy (6, ¢) de la forma
siguiente,

Z Z G Yo (0, 0) + 9 Yo (6, 0). (A.25)

n=0 m=0

donde

Y (6, ¢) = P™(cos®) cos ma,
V2,(6,6) = P(cos6) sinmo,
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gl v g2, son los coeficientes de Fourier de g(f, ¢), dados por la forma:

fzﬂ Uo ¢) P (cos 0) cos mao sin Gdﬁ} dgb
1y™2

gnm

s ST (8, 6) Py (cos B) sin m sin d6) dp
Grom = :

DAk

de donde

()2 = 2em(n +m)! S 2, para m=0;
2n+1(n—m)’ ™ | 1, param>0.

La parte P(cosf) se calcula mediante los polinomios de Legendre dados por
MATLAB, a partir de P = legendre(n, x), donde x = cos 6.

A.5. Problema inverso en tres dimensiones

Para el problema inverso del modelo (2.1)-(2.5), se va a obtener mediante las
ecuaciones normales,

A*Ag+ alg = AV,

donde A es la solucion del problema directo y A* se va a obtener mediante el
modelo siguiente:

Aw; =0 en €, (A.26)

Awy =0 en (o, (A.27)

Wy = Wsy sobre Sj, (A.28)
ow ow

o1 8n11 = 09 anf sobre Sy, (A.29)

g—g = sobre  Ss. (A.30)

Para obtener la solucién del problema se propone que:

wi(r,0,¢) = Z Z ComT" Ynm (0, @),

n=0 m=—n

(r,0,¢) = Z Z A"+ D™ ") Y (0, @),

n=0 m=—n

y se considera conocida

= Z Z VrimYnm (0, ¢)

n=0 m=—n
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Se puede ver que wy (1,0, ¢) y wy(r, 0, ¢) cumplen con la ecuacién de Laplace. De
las ecuaciones (A.28)-(A.30) se obtienen los coeficientes, anum, bum ¥ Cpm, & partir
de algunos calculos, obteniendo asi el resultado

w2(31,9,¢) =

— Y (20 + 1)tbm RIF2RE
2 2 <n[<n +1)(01 — o) P+ (n(on — o) + ag)R§”+1]> Yo (6, 9)

n=0 m=—n

que da la regla de corresponencia de A*. Sustituyendo A, A* y Vs, en las ecuaciones
normales se llega a :

o R2anm
- Rg(anm)2 + OéRl

9(0,¢) (VimYrim (0, ©)), (A.31)

donde

B (2n + )RRy
nl(n +1)(o1 — 02) R + (n(oy — 02) + 09) R3]

anm

y Voum son los coeficientes de Fourier de la medicién y 4., (60, @) son los arménicos
esféricos.
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Apéndice B

Solucién asociada al problema de
contorno volumétrico

B.1. Solucién del problema directo en dos di-
mensiones

Se va a suponer que se conoce la fuente del modelo (3.1)-(3.5), expresada de la
siguiente manera:

Z ¥ cos k6 4 fEr* sin k6.

Para obtener la solucién del modelo (3.1)-(3.5) se propone la solucién en la forma

o0

Z LR birkT2) cos kO + (cpr® + dirFT?) sin k6,

k=1

Z 2rk L b2r7F) cos kO + (cir® 4 d2r~F) sin k6.

k=1

Calculando el laplaciano a u; se halla

Auy(r,0) = (B.1)
Z ar A(r* cos k@) + bLA(rF 2 cos k6) + e A(r* sin k) 4 dj A(r*T2 sin k6).
k=1

Recuerde que

7# 10 102
A — =
0

a2 Trar T o
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Después de los célculos se llega a que

A(r* cos k) = 0,
A(r*2 cos k) = 4(k + 1)r" cos kb,
A(r¥sin k) = 0
A(r* 2 sin k6) = 4(k 4 1)r* sin k6.

Sustituyendo en la expresién (B.1) e igualando a f(r,0) se considera asi (3.1),
dado como

24 k4 1)bpr® cos kO + 4(k + 1)dpr* ska—Z Lr¥ cos kO + fir® sin k6.

De aqui se tiene que

1

bir*4(k +1) = fir*  entonces b, = 4(/<:f—j—1)’ (B.2)
2

dir*4(k 4+ 1) = f2r*  entonces dj = ﬁ (B.3)

La ecuacién (3.2) se cumple al aplicar el laplaciano a u;. Ahora se considera la
condicién (3.3) y se evalua r = Ry, con lo cual se obtiene que

apRY + bLRM? = a2RY + 2R, .
R+ ARV = RN + &Ry (B.5)

Para la condicién (3.4) se calcula

% = Z(lmilﬁk*l + (k + 2)bpr*™) cos kO + (kepr® ' 4 (k 4 2)dir* ) sin k6,
L k=

g_:fj - ;(’fa? Tt — kbirTF ) cos kO 4 (ke — kdir™t 1) sin k.

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (3.4) y evaluando en r = Ry se tiene

orkar R 4+ oy (k 4+ 2)bp R = ookai RE — onkbi RTF Y, (B.6)
orkci R 4 o (k4 2)dL RE = opk RN — opkd2 RTFL. (B.7)

Considerando la ecuacién (3.5) y evaluando en r = Ry se tiene

kaiRE™ — kbIR;* ™' =0 entonces b} = alR3, (B.8)
kGZRY ™ — kdiR;* =0 entonces di = ciR3. (B.9)

Se multiplica (B.4) por oykR; " para obtener

ookay RY ™' + ookby RV = aokal RE + ookbi RTF L (B.10)
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Se suman (B.4) y (B.10), se agrupan y se eliminan términos, quedando la expre-
sién:

kap R oy + 1) + by R¥ (o0k + 0y (k + 2)) = 209ka2 RV (B.11)

De la ecuacién (B.4) se despeja a; de tal forma que quede en términos de a} y ya
que b = a?R3* se llega a

fi Bt

a, = aj + aj RS RN — D)

(B.12)

Sustituyendo a (B.12) y (B.8) en la expresion (B.11) y agrupando los téminos que
contienen a; se llega a:

a2lkRY Yoy + 09) + kR¥F R0y 4 01) — 2k RV =

fle-i-l
m [k’(O’l + 0'2) — (0'2]{3 + O'1<k? + 2))} .
Luego

fERTT k(o1 + 09) — (02k + 01(k +2)))
4(k + DE[RY Yoy + 02) + RFR" (09 + 01) — 20, RYY]

a; =

Eliminado términos semejantes llegamos a que

f1R2k+20,1
aj = — P s (B.13)
2(k:—|—1)k;[(01 —O'Q)Rl +(01+02)R2 ]

Como b? = a? R3*, entonces sustituimos el resultado de (B.13), obteniendo de esta
manera a

1 P2k+2 P2k
Ji TRy 0y

b = S T Do, — o 1 (o1 o0 BT (B-14)
Se multiplica (B.5) por ookR; " y se llega a
ook R 4 ookdL RM = ookl RV + ok d2 RTFY (B.15)
Sumando los resultados de (B.15) con (B.7) se obtiene lo siguiente
ke RE Yoy + 01) + dyRY™ (09k + 01(k 4 2)) = 200k RETE (B.16)

De la ecuacién (B.5) se despeja ci de tal forma que quede en términos de c;.
Tomando en cuenta que di = 2 R3*, se llega a

fi Bt

¢ = ci + GRS RTH — k1)

(B.17)
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Sustituyendo (B.17) y (B.9) en (B.16), agrupando términos que contienen c? y
eliminando términos se llega a

2= —fER oy . (B.18)
" 2(k 4+ Dk[(01 — 02) R + (01 + 02) R3]
Ya que di = 2R3k, al sustituir (B.18), se obtiene
2 p2k+2 P2k
a2 = Sl T o (B.19)

N 2(1{3 + 1)]’6[(0’1 — OQ)R%IC + (01 + O_Q)ng] '

Ahora, sustituyendo los valores de los coeficientes a?, b2, ¢z y di en la expresion

(apr® + bgr~") cos k6 + (cpr* + dpr™*) sin k6,

WK

ug(r, 0) =

e
Il
—

se halla (B.20)
00 _f]%R%k-i_QO'l k
w(r.0) = r" cos k6
(0 = e k(e — o) B + (o1 T o0
— fLR¥+2R% g
2(k + 1)k[(01 — 02) R3* + (01 + 02) R3"]
—fRRIH 2,
2(k + 1)k[(o1 — 02) R?* + (01 + 02) R3]
— fAR* 2R,
2(k + 1)k[(01 — 02) R¥ + (01 + 02) R3]

r~* cos k6

+ r* sin k6

+ r*sinkf.  (B.21)

El resultado (B.21) es la solucién del problema de contorno (3.1)-(3.5) en la regién
;. Si evaluamos en (B.21) a r = Ry se obtiene la solucién del problema directo,
es decir,

> —UlfklR%k+2R§ }
wo(Ro.0) — cos kO
2( 2 ) ; [k(k + 1)[(0-1 — UQ)R%]“ -+ (0'1 + 0'2)R§k]

+-§:[ —ou [P R RY
k(k+ 1)[(01 — 02) R¥* + (01 + 02) R3]

1

} sin k6, (B.22)
k=

es el potencial producido por la fuente f(r,0) y corresponde a la medicién tedrica
del potencial (EEG tedrico).

B.2. Solucién del problema directo en tres di-
mensiones

Considerando el modelo (3.1)-(3.5), se va a resolver para el caso de tres dimen-
siones en esferas concéntricas. Se proponen a la fuente y a los potenciales de la
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siguiente manera:

f(r,6,0) = Zanmrynm

n=0 m=—n

T 0 d) Z Z nmrn + Bnmrn+2)ynm(97 ¢)7

n=0 m=—n

T 0 ¢ Z Z nmrn + Dnmr_n_l)ynm(ea ¢)

n=0 m=—n
Considerando la condicién (3.1) del modelo, de [37], se sabe
Auy(r, 0, ¢) = ZZBnm4n+6rynm<0 ),
n=0 m=—n
asi que
ZZBnméln—l—Grynm Zanmr Y (0, 0).
n=0m=—n n=0 m=—n

Despejando a B,

fnm
(4n +6) ( )
Ahora se considera la ecuacién (3.3) y se evalia en r = Ry
Apm R + B Ry = Copn RY + Dy Ry (B.24)

Al considerar la condicién (3.4) se obtiene

Oy =SS (™ (14 D) B 6, ),
n=0 m=—n
aUQ Z Z nCan -1 (n + 1)Dnmrin72)ynm<97 ¢)>

n=0 m=—n

evaluando lo anterior en (3.4) y tomando r = R; se llega a
o1 (AR + (n + 2) B BRI = 09(nCrm RY™ — (04 1) Dy RT™ %) (B.25)
De la ecuacién (3.5) y evaluando en r = Ry se tiene
oo (nCrn Ry — (n + 1) Dy Ry 2) = 0. (B.26)
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De (B.26) se despeja D,

n Cnm R§n+ 1

Dnm =
(n+1)

(B.27)

Multiplicando (B.24) por oo R™!(n + 1), queda
oa(n+ 1)Apn B 4 02(n + 1) B BRI = 02(n + 1)Crum Ry + 02(n + 1) Dy Ry 2
Sumando la expresion anterior con (B.25) se tiene

Apm R Y oa(n + 1) + 01n) + Bun R (0o(n + 1) + 01(n + 2)) =
CrmRY (2004 + 032). (B.28)

Sustituyendo (B.23) y (B.27) en (B.24) y dejando a A,,, en términos de Cp,, es
decir,

f’nm nCnm Cn—
Anm n n—+2 =Cum n 2n+1 n—1
R+ gt C R+ oy
2n+1 n—n—1 n+2
4, = Com gy MEETRTTY fon
R} (n+1) (4n +6)
nRQn—HR—n—l f R2
Apm = Cp (1 + —2 L — =t 1 B.29
( (n+1) ) (4n +6) (8:29)

Sustituyendo (B.29) en (B.28) se tiene

R2n+1R—2n—1 nmR2
[Cnm <1 4 1 > _ fomlly ] Ry Yoy(n + 1) + noy)

(n+1) (4n + 6)
*uff"f 5 @20+ 1)+ 01+ 2) = o BRI 02(20 -+ 1),
nR2n+lR72n71 B
Crm (1 + 2(n n i) ) Ry Yoy(n + 1) + noy)
fnm 2 pn—1
(4n—|—6)R1R1 (02(n+1)+n01)
O R (oa(20 4 1)) = — (47{";" G a4 1)+ or(n+2)
nRQn—l—lR—Qn—l - e
Chm (1 + 2(n n i) ) Ry Yoy(n+1) +noy) — Cop Ry Ho2(2n + 1)) =
fnm n fnm n
_ (n 1 6)R1+1(02(n +1)+o1(n+2)+ (dn + 6)R1+1(02(n + 1) + noy),
nR2n+1R—2n—1 B .
Crm [<1+ 2(n—|—i) > Ry Yoy(n+1) +noy) — Ry Hoa(2n + 1)) | =
frm

(in+6) R (o9(n+ 1) +noy) — (oa(n+ 1) + o1(n +2))] .
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Multiplicando término a término se tiene

Coml(n +1)20R ™ +n(n+ 1) R+ n(n 4+ 1) oy Ry R ™2
+nlo Ry R 2 — 2n(n 4+ 1) oo Ry — (n+ oo R =
Jom

mR’f“[n@ + 09 + noy — noy — a9 — oyn — 204].

Desarrollando los términos del denominador y eliminando términos semejantes se
llega
fam BT (—=201)(n + 1)

nm

(4n + 6)[(—n209 + n20y + noy — no) R + (n(n + 1)og + n20y) R3S Ry 2]
Factorizando se tiene

Fram Ry (—200)(n 4+ 1)
(4n +6)[(n(n + 1)(o1 — 02))RY ™ +n((n+ 1)og — noy) RS R ™2

nm

N .y . Rnt2
Multiplicando la expresién anterior por T, Se llega
1

—201 fam RT3 (n + 1)

(A + Onl((n & 1)(or = o) + (n + Doy —noyiz] 230
Para obtener D,,, se evalia (B.30) en (B.27)
-9 2n+3 p2n+1
= 1S Bty T Fy (B.31)

(4n +6)[((n + 1) (01 — o)) R + ((n 4 1)oy — noy ) RE™H]

Los resultados obtenidos en (B.31) y (B.30) se sustituyen en us(r, 8, ¢) para asi
ya obtener la solucién del problema de contorno (3.1)-(3.5).

us(r,0,0) =

= —201 fum R7" T (n + 1) .

;m;n (4n + 6)n[((n + 1) (o1 — 02))RF"™ 4+ ((n + 1)og — naﬂR%”“]r N
90, [ R R2H o

(An+6)[(n + (o1 — ) B+ (0 + Do —no) R3]

evaluando r = Rs, factorizando términos semejantes se llega a la solucién del
problema directo.

U’2<T7‘97 ¢) = (B32)

i Z (Al ) 20 S RTRS
n D, ’

n=0 m=—n

donde D,, = (4n + 6)[((n + 1)(o1 — 02)) BZ" ! + ((n + 1)oy — noy) R3™).
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Apéndice C

Publicaciones y asistencias a
Congresos

A continuacién se enuncian las publicaciones y ponencias.

C.1. Articulos publicados

Morin M., Netzahualcoyotl C., Oliveros J., Conde J., and Juarez H. Stable identifi-
cation of sources located on separation interfaces of two different homogeneous me-
dia. Advances in Differential Equations and Control Processes. Volume 20, Issue
1, Pages 53 - 97 (Febrero 2019). DOI: http://dx.doi.org/10.17654/DE020010053.

Morin M., Netzahualcoyotl C., Oliveros J., Conde J., and Santillan A. Identifica-
cién Estable de Fuentes Asociadas a Focos Epilépticos Ubicadas sobre la Corteza.
Revista Mexicana de Ingenieria Biomédica. Vol. 40, No. 3, Septiembre-Diciembre
2019, pp. 1-14, DOI: dx.doi.org/10.17488 /RMIB.40.3.5.

C.2. Congresos

2015:
Presentacién como cartel en XXV Escuela Nacional de Optimizacion y Analisis
Numérico, del 6 al 11 de septiembre de 2015, en las instalaciones de la Universidad
Autonoma Metropolitana Unidad Iztapalapa.
Presentacién como cartel en el 2nd International Conference on Mathematics and
its Applications (2CIMA), del 31 de agosto al 4 de septiembre de 2015, FCFM-
BUAP, Puebla, México.

2016:
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Presentacién como cartel en el VII Congreso Nacional de Tecnologia Aplicada
a Ciencias de la Salud, del 16 al 18 de junio de 2016, Puebla, Puebla.

Presentacion como cartel en el 3rd International Conference on Mathematics and
its Applications (3CIMA), del 5 al 9 de septiembre de 2016, FCFM-BUAP, Pue-
bla, México.

Presentacién como cartel en el 2nd International Conference on Mathematical
Modelling, del 13 al 14 de octubre de 2016, Huajuapan de Leén, Oaxaca, México.

Conferencista en XLIX Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexica-
na, 23 al 28 de octubre de 2016, Aguascalientes.

Presentacién como cartel Control and Inverse Problems in Partial Differential
Equations, del 9 al 12 de noviembre de 2016, Huatulco, Oaxaca, México.

2017:

Presentacién como cartel en el V Coloquio Internacional sobre Modelacion Ma-
teméatica en Ciencias Biologicas e Ingenieria, dentro del XXIV Feria de las Ma-
tematicas el 9 de marzo de 2017 en Atlixco, Puebla.

Conferencista en el 4th International Conference on Mathematics and its Appli-
cations (4CIMA), del 4 al 8 de septiembre de 2017, FCEM-BUAP, Puebla, México.

Conferencista en el seminario algoritmos estables para el problema de identifica-
cién de fuentes bioléctricas y su implementacién en FPGA’s |, el 17 de noviembre
de 2017, Eldorado, Culiacan, Sinaloa.

Presentacién como cartel en la XX VI Escuela Nacional de Optimizacion y Anélisis
Numérico del 3 al 7 de julio de 2017, Villahermosa, Tabasco, México.

2018:
Presentacién como cartel en el Sexto Coloquio Internacional sobre Modelacién
Matematica en Ciencias Bioldgicas e lingenieria, dentro de la XXV Feria de las

Matematicas el 8 de marzo de 2018 en Atlixco, Puebla.

Presentacién como cartel en la Semana Internacional del cerebro 2018, el 15 de
marzo de 2018, FCQ, BUAP, Puebla, México.

Presentacién como cartel en la XXVII Escuela Nacional de Optimizacion y Anali-
sis Numérico dentro de la reunién conjunta de modelacién matematica y opti-
mizacion de la Red de Matemaéticas y Desarrollo del CONACyT del 27 al 31 de
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agosto de 2018, Aguascalientes, México.
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