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Introduccion

En los dltimos anos, en el area de control automatico se ha desarrollado un interés en los sistémas
mecanicos subactuados. Es por eso que se pretende abordar algunas de sus caracteristicas y
aplicaciones, particularmente las relacionadas con los sistemas pendulares.

El propédsito principal de los sistemas mecanicos es el de transmitir movimiento, suelen ser
actuados por motores. Estos motores imprimen movimiento a los elementos que componen el
sistema. Los movimientos que pueden realizar son de traslacion y rotacién.

Los sistemas subactuados son aquellos sistemas que cuentan con méas grados de libertad que
actuadores. En este tipo de sistemas se controla generalmente uno o mas grados de libertad
con el actuador de otra articulacién [1]. Algunos ejemplos de sistemas subactuados son los
vehiculos submarinos, misiles, satélites, cohetes espaciales, robots moéviles no holonémicos, el
propio péndulo invertido etc.

Figura 1. Cohete espacial Saturno V. Ejemplo de un sistema subactuado.

Los sistemas pendulares son frecuentemente utilizados en laboratorios para el estudio de estra-
tegias de control, experimentacion y aplicacién de conceptos [2], [3], [4]. Varios sistemas tienen
gran similitud con el péndulo invertido, como por ejemplo los cohetes que requieren de un sis-
tema de control para mantener la posicion vertical durante el despegue, Figura 1; los robots
bipedos que requieren controlar el equilibrio para, de igual forma, mantener la posicion vertical
Figura 2.
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Figura 2. BRAT: robot bipedo. Ejemplo de un sistema simil al péndulo invertido.

Bajo el mismo enfoque del péndulo invertido se han disenado vehiculos para el transporte de
personas, como segway®., un sistema de transporte con auto-balanceo. Figura 3.

Figura 3. Segway: vehiculo de transporte. Ejemplo de un sistema simil al péndulo invertido.

El principio de funcionamiento de estos sistemas (cohetes, robots bipedos, vehiculos de auto-
balanceo), es el de mantener una posicién en particular. Para conseguir tal efecto pueden
aplicarse distintas estrategias de control, que a su vez se ejecutan los modelos matemaéticos del
sistema.

El péndulo invertido es un tema recurrente en la ingenieria de control [5]. Aqui se aborda el
problema del péndulo invertido sobre un vehiculo de dos ruedas coaxiales. Consiste en un eje
que gira por uno de sus extremos mediante una articulacion colocada sobre un sistema movil.
El vehiculo se mueve de forma rectilinea sobre un plano horizontal.

Desde la perspectiva de la movilidad urbana, el vehiculo tendria impacto al reducir los tiempos
de traslados en medianas distancias y reducir la congestién en las vias. Ademaés de que un
modelo de control idéneo ayudaria a no comprometer las condiciones de salud de los usuarios.

Si bien el tiempo de traslado entre dos puntos depende de diversos factores, tales como el
trazado de rutas, congestionamiento vial, clima, condiciones del pavimento etc. El hecho que el
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vehiculo pueda responder con eficiencia a las perturbaciones presentadas y optimice el uso de
recursos computacionales, hace que valga la pena el desarrollo de una ley de control.

El presente trabajo aborda el problema de control del péndulo invertido moévil, un sistema
no lineal e inestable. El péndulo invertido mévil es un sistema ampliamente estudiado en la
ingenieria de control y la robdtica, sin embargo, aiin quedan muchos aspectos por desarrollar y
aplicar.

Si bien hoy en dia se cuenta con valiosos avances en el diseno, modelado y control de los
vehiculos de auto-balanceo, gran parte de ese desarrollo no se encuentra totalmente disponible
a la comunidad de desarrolladores, tecndlogos y cientificos en general. Asimismo, hasta la fecha
de impresion de este trabajo, no se conoce una aproximacién matematica en el modelo del
péndulo invertdio mévil como la que se desarrolla en esta memoria. Una situacion analoga
ocurre con la estrategia de control propuesta para la estabilizacion de puntos en el plano.

El trabajo comienza por una breve introccién de los vehiculos de auto-balanceo, los trabajos
existentes y disenios creados. Posteriormente se presenta la motivacion de la realizacién de este
proyecto y los objetivos generales y especificos.

En el capitulo 1 se hace una revision de los trabajos realizados por diversos investigadores sobre
los vehiculos de auto-balanceo.

En el capitulo 2 se aborda la descripcién fisica del prototipo, disenio, sistema mecénico y compu-
tadora de abordo. Ademas del modelo matematico de los actuadores y se mencionan las carac-
teristicas de los sensores inerciales. Se presenta el modelo matematico del sistema, visto desde
dos enfoques: el cinematico y el dinamico. Se hace una diferenciacién entre el modelo dindmico
de la postura y el modelo dindmico del rumbo. Ambos modelos se linealizan posteriormente y
se introducen los parametros calculados del sistema. Finalmente se muestra un resumen de las
ecuaciones obtenidas en el capitulo.

En el capitulo 3 se evidencia el problema a resolver en cuanto a la poscién angular. Se presenta
la base tedrica del Filtro de Kalman, necesario para estimacion de la poscion angular mediante
los sensores inerciales. Se exponen también las estrategias de control para la postura del sistema:
Regulador Lineal Cuadratico (LQR) y el controlador Proporcional Integral Derivativo (PID). Se
aborda la base tedrica en la que se respaldan las estrategias de control. Se exponen los métodos
de sintonizacion de los controladores, ademas de los resultados en simulacion y pruebas con el
prototipo en tiempo real.

Posteriormente en el capitulo 4 se propone una estrategia de control para la estabilizacién de
puntos del vehiculo, desde el punto de vista cinematico y se muestran resultados obtenidos en
simulacion.

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas en el proyecto.



Objetivo General

Desarrollar un algoritmo de control para la postura y rumbo de un vehiculo de autobalanceo,
mediante la aplicaciéon de un esquema de control por realimentacion de estados.

Objetivos Especificos

1. Realizar una investigacion del estado del arte de los vehiculos de autobalanceo en términos
del modelo dindmico y técnicas de control.

2. Obtener el modelo matematico del sistema considerando la dindmica de los actuadores y
la dindmica alrededor del punto de equilibrio.

3. Disenar una estrategia de control para el modelo cinemético del vehiculo de autobalanceo.

4. Simular el modelo matematico del vehiculo junto con el sistema de control.

5. Probar el modelo matemaético del sistema de auto-balanceo junto con el sistema de control
en un modelo fisico.



Capitulo 1

Antecedentes y estado del arte

Con el propdsito que el presente proyecto no aborde problemas con el mismo enfoque que otros
trabajos de investigacion, una revisién de la literatura es hecha. Esta parte de la investigacion
muestra como otros investigadores han planteado el problema a resolver. Ademas, ofrece un
panorama de las herramientas y la tecnologia implementadas en proyectos de péndulo invertido
sobre vehiculos de auto-balanceo.

1.1. Panorama de los Vehiculos de Auto-Balanceo

El péndulo invertido es un sistema naturalmente inestable [6], lo que hace que necesite de una
senal de control para que alcance la estabilidad. Debido a este comportamiento, la busqueda
de una ley de control para este sistema genera interés en diversas investigaciones; particular-
mente los trabajos asociados con la estabilidad de vehiculos de autobalanceo tienen un auge
importante.

Investigadores del Swiss Federal Institute Technology Lausanne (EPFL) construyeron a JOE,
un vehiculo de dos ruedas coaxiales que puede balancearce -un péndulo invertido mévil- [2].
Este prototipo fue disenado para tener tres grados de libertad - movimiento en el plano zy y
rotacion al rededor del eje z. Figura 1.1
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Figura 1.1. Péndulo invertido moévil: JOE. Desarrollado en Swiss Federal Institute Technology
Lausanne (EPFL).

Nawawi en 2006 desarolla un robot mévil de dos ruedas (T-WIP) basado en JOE [7]. Un
giroscopio y un motor con encoder son usados para estabilizar el sistema; un circuito DSP y
una tarjeta de desarrollo con FPGA implementan el controlador. Sin embargo este prototipo
solo puede moverse sobre una recta, es decir, inicamente puede ir hacia adelante o hacia atras.
Figura 1.2

Figura 1.2. Robot péndulo invertido sobre dos ruedas: T-WIP. Desarrollado en la Universidad
Tecnolégica de Malasia.

Se han construido también prototipos de péndulos invertidos con piezas de la plataforma Lego® .
Como el desarrolado en la Universidad de los Andes, Venezuela [5]. La ley de control usada
en este prototipo emplea un controlador PID, para un modelo matematico reducido - de un
modelo de cuarto orden a uno de segundo orden. El sistema cuenta con un microcontrolador de
32 bits para ejecutar la ley de control, y un sensor giroscépico para medir la posicién angular.
Figura 1.3
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Figura 1.3. Péndulo invertido sobre dos ruedas desarrollado con la plataforma Lego®.

Otro interesante péndulo invertido mévil (MIP por sus siglas en inglés) es el desarrollado por [8],
Figura 1.4. MIP tiene un mecanismo deslizable para mover el centro de gravedad del sistema.
Pensado para el uso de las personas, el deslizador del MIP cambia el centro de gravedad del
usuario mientras éste se encuentra sentado sobre él. Este mecanismo permite al MIP acelerar
sin que el usuario se mueva hacia adelante o hacia atras, diferente a Segway®).

Figura 1.4. Péndulo invertido mévil: MIP.

El robot de auto-balanceo de dos ruedas Segbot, desarrollado en la Universidad de Illinois,
Estados Unidos [9] incorpora un circuito integrado DSP para procesar las senales de salida de
los sensores; un dispositivo con salida PWM y un encoder para el control de los motores de
corriente directa. Figura 1.5.

Como sensores de posicion angular, Segbot implementa en paralelo un giroscopio y un ace-
lerémetro. Uno de los aspectos con los que lidia Segbot, es determinar su posicién vertical. El
acelerometro funciona bien cuando el sistema se encuentra estable, pero en presencia de alguna
perturbacion sus mediciones se retrasan. Por otra parte el giroscopio no es sensible a las vibra-
ciones, sin embargo presenta una deriva o acumulacién en el tiempo, que hace que el margen
de error en sus mediciones aumente.
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Figura 1.5. Robot de auto-balanceo: Segbot. Desarrollado en el Departamento de Ingenieria
Elétrica y Computacion, Universidad de Illinois.

1.2. Péndulo Invertido

Un péndulo invertido es un péndulo que debe mantener su centro de masa por arriba de la
articulacién sobre la cual se mueve una barra o maéstil. Es comin ver este sistema montado
sobre un carro o un vehiculo que se mueve horizontalmente, Figura 1.6. Un péndulo simple
se encuentra estable cuando esta suspendido hacia abajo. Sin embargo el péndulo invertido es
inherentemente inestable; debe de balancearse para mantener la posicion vertical.
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Figura 1.6. Dibujo esquematico de un péndulo invertido sobre un carro.

Distintas aplicaciones limitan el péndulo invertido de uno a tres grados de libertad; los cuales
son seleccionados generalmente de los movimientos del carro - sobre una recta o un plano - y
del mastil.
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El problema del péndulo invertido ha sido abordado en la ingenieria de control desde diferentes
enfoques (controladores PID, control difuso, redes neuronales y demds sistemas con realimen-
tacién); sin embargo la mayoria de los enfoques coincide en la forma en que los actuadores
deben responder para mantener balanceado el péndulo invertido. Dependiendo de los grados
de libertad y del diseno del sistema, los actuadores pueden aplicar un torque directamente
en la articulacién que une el péndulo con su base; o de manera mas frecuente, mover la base
del péndulo de manera horizontal para compensar las pertubaciones. Esta tltima forma de
desempeno de los actuadores es la empleada en los proyectos mencionados en la seccion 1.1.



Capitulo 2

Descripcion Fisica-Tecnoldgica y
Modelo Matematico del Sistema

En la ingenieria de control es comin la representacién de sistemas en modelos matematicos
para su analisis. Si el sistema que desea describirse es construido o implementado, es ain mas
notoria la necesidad de su descripciéon matematica. En este capitulo se detallan los elementos
utilizados en la construccién del prototipo del péndulo invertido mévil. Se obtiene el modelo
matematico de los actuadores del vehiculo.Se realiza la descripcién de los sensores inerciales
para el célculo del angulo de inclinaciéon. Se describe brevemente el sistema de adquisicién de
datos y computo. Posteriormente se analiza el comportamiento mecanico del sistema con sus
entradas. Dicho analisis considera el aspecto cinematico y dinamico del sistema.

2.1. Descripcion Fisica-Tecnoloégica del Sistema

El prototipo esta conformado por una plataforma de acrilico sostenida por dos ruedas laterales
acopladas a dos motores DC, Figura 2.1. La plataforma soporta las baterias, el sistema sensorial,
la etapa de potencia y el sistema de procesamiento de senales y computo.

Figura 2.1. Péndulo invertido mévil.
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La estructura esta compuesta por paneles de acrilico, apilados y distribuidos de manera conve-
niente. Esto permite la rapida intalacion de componentes, ademas la altura del vehiculo puede
ser aumentada o disminuida segin se estime. Las dimensiones y el peso son importantes ya que
influyen en la dinamica del sistema, es por eso que la estructura busca la distribucién uniforme
del peso en el vehiculo. Figura 2.2.

Figura 2.2. Prototipo en la arena de navegacion del Laboratorio de Control Avanzado y Sistemas
Ciberfisicos, FCE-BUAP.

Las ruedas del vehiculo tienen un radio aproximado de 4.5 cm y estan montadas directamente
sobre el eje de los motores. Los actuadores son un par de motores Pololu® de corriente directa,
cada motor tiene una caja reductora de 30:1. Ademadas cada motor cuenta con un encoder de
efecto hall, con una resoluciéon de 64 cuentas por revoluciéon. Sobre los actuadores se encuentran
una bateria de Litio-Polimero de 12 V que alimenta los mismos, y una bateria tipo powerbank
de 5 V que alimenta el sistema sensorial y el sistema de computo. El sensor inercial MPU6050 se
encuentra a un costado de una de las ruedas, entre los actuadores y las baterias. El sistema de
cémputo, una computadora de placa reducida Raspberry Pi 3, se encuentra en la parte superior
de la plataforma, ajustada de manera conveniente. En la Figura 2.3 se muestra la distribucién
de los elementos del prototipo, y en la Figura 2.4 se muestran las dimensiones aproximadas del
mismo.
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Raspberry Pi 3

Encoders

Motores
Ruedas

Figura 2.3. Dispocion de los elementos que constituyen el péndulo invertido movil.

e e T R
[y —— Y

12cm

30cm

Figura 2.4. Dimensiones del prototipo péndulo invertido mévil.

2.1.1. Actuadores

En la seccén 2.1 se indicd que los actuadores del prototipo eran un par de motorreductores
Pololu®), Figura 2.5 de corriente directa, con una relacién de entrada-salida de 30:1. Tiene un
voltaje de alimentacion de 12 V y puede alcanzar una velocidad maxima de 350 rpm en el eje
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de salida. Cuenta también con un encoder de cuadratura de efecto hall, con una resolucion de
64 cuentas por revolucién [10].

www.pololu.com

Figura 2.5. Motor DC Pololu®.

Ya que los actuadores son parte importante del modelo matemético del sistema, conviene rea-
lizar un anlisis mas detallado de su dinamica. Para ello se recurre a la representacion eléctrica
del motor, Figura 2.6, con la que se obtendra su modelo matemaético.

S 4

-
-

Tp

Figura 2.6. Diagrama eléctrico de un motor DC con una rueda como carga en su eje. Donde 6,
posicion angular del péndulo y ¢, posicion angular de la rueda.

El diagrama de la Figura 2.6 corresponde al motor derecho del sistema, sin embargo, es igual-
mente vélido para el motro izquierdo. Para relacionar el voltaje de entrada y el torque aplicado
a la carga, se analiza el circuito de acuerdo con la ley de voltajes de Kirchoff [11].
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Se tiene que

di .
VD - Lmd_tD + RmZD + em

Donde

e V/p =V, voltaje aplicado al motor.

e ip = i, corriente de armadura del motor.

R,,, resistencia de la armadura del motor.

L,,, inductancia del motor.

e ¢,,, fuerza contra-electromotriz.

La fuerza contra-electromotriz esté definida por

Cm = Ke((ﬁ — 9)
Donde

e ¢, velocidad angular de la rueda.

e 0, velocidad angular del péndulo.

Si se desprecia la inductancia en la ecuacion (2.1) y se despeja i se tiene

V —en
R,

7 =

Por otra parte se tiene que el torque 7 del motor se define como

TD:Kmi

Sustituyendo las ecuaciones (2.2) y (2.3) en la ecuacion (2.4)

K, K, K.
vV —

R R (@0

D —

10

(2.2)

(2.4)

(2.5)

La ecuacion para el torque 7; del motor izquierdo del vehiculo, se obtiene por un proceso

analogo.
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2.1.2. Sensores

Como sensor principal se usa el MPUG6050, Figura 2.7, un sensor que contiene un acelerémetro y
un giréscopo en un mismo encapsulado. Se comunica con la computadora de abordo Raspberry
Pi 3 mediante el protocolo 12C.

Figura 2.7. Sistema Microelectromecdnico MPU6050 con acelerémetro y giréscopo integrado.

Para medir la posicién angular del péndulo invertido se precisa de un inclinémetro, lo suficien-
temente robusto ante perturbaciones y preciso para asegurar una senal competente que evite
errores de medicion.

Existen varias tecnologias para la construccién de inclindmetros, en este trabajo se hace uso
de sensores inerciales: un acelerémetro y un girémetro; ambos en el encapsulado MPUG050.
El acelerometro permite obtener la informacién del vector de gravedad y entonces conocer la
inclinacién del objeto en donde se coloque el sensor. Sin embargo, el acelerometro es susceptible
a las perturbaciones como vibraciones lo cual puede causar medidas erréneas de inclinacién [12].
Por otra parte, el girometro es un sensor de velocidad angular, la posicion angular se obtine
mediante una integracion numérica. No obstante, el girometro presenta una deriva, un error
acumulativo en la medida de la posicién angular. Por lo tanto, es necesario usar la fusién de las
senales de ambos sensores con el fin de obtener lo mejor de cada uno de ellos. Los algoritmos
mas comunes para este tipo de conjuncién son el Filtro Complementario y el Filtro de Kalman
[13].

2.1.3. Computadora de abordo

El sistema de computo la computadora de placa reducida Raspberry Pi 3, Figura 2.8, cuyo
sistema operativo Raspbian es una versién adaptada de Debian. Incluye un procesador Broad-
com, una memoria RAM, una GPU, puertos USB, HDMI, Ethernet y 40 pines GPIO (General
Purpose Input/Output). Soporta diversos protocolos de comunicacién como WiFi, Bluetooth,
12C, SPI, UART etc. También cuenta con entradas de video y entradas y salidas de audio.
Como disco duro y memoria de almacenamiento se usa una tarjeta MicroSD. La Raspberry Pi
soporta diversos lenguajes de programacién, entre los princiapales: Python y C (en este trabajo
usa C debido a la necesidad de optimizar el tiempo de célculo [14]).
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Figura 2.8. Computadora de placa reducida Raspberry Pi 3.

La Rasberry Pi 3 tiene la tarea de procesar las senales del sistema sensorial y las provenientes de
los actuadores, en ella estara computandose los algoritmos de control del péndulo invertido, ya
sea para mantener la postura o para estabilizarse en un punto en el plano. En la Raspberry Pi 3
se programara el algoritmo del Filtro de Kalman para la fusién de las senales del acelerémetro
y girémetro, ademds enviara la salida de control PWM (Pulse Widht Modulation) al driver que
controla los actuadores, y recibira las senales de los encoders para realimentar al sistema. La
secuencia de este proceso puede verse en el diagrama de bloques de la Figura

Raspberry Pi 3

! |
! 1
! 1
! 1
: Reloj : —{ Motor 1

MPU6050 : LPWM [
! 1

; —>: 0 — de
Acelerémetro | | Filtro de _r: Potencia

Girémetro ’c Kalman 0 Control !
: 1 —t Motor 2
i :
1

Enconder 2

Enconder 1

Figura 2.9. Proceso de cémputo de senales del sistema en la Raspberry Pi 3. Donde 6 y 0
posicion y velocidad angular del péndulo respectivamente; ¢ y ¢ posicion y velocidad angular
de las ruedas respectivamente.

La etapa de potencia de los motores se implementa con una placa MC33926 de Pololu®,
montada sobre la Raspberry Pi 3. Este driver admite un voltaje de alimentacién de 5 V a 28
V, y puede entregar hasta 5 A de corriente por motor. El driver controla la velocidad de los
motores mediante sefiales PWM (Pulse Widht Modulation) de hasta 20 KHz [15]. Cuenta con
una libreria para la configuracién de su salidas, pero ya que estd desarrollada en Python fue
necesario crear una propia en lenguaje C.
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También incluye un circuito de proteccién que protege a la Raspberry de dano en caso de que
la bateria que alimenta a los actuadores esté conectada al revés. La Figura 2.10 ejemplifica el
montaje del driver MC33926 con la Raspberry Pi 3 un par de motores.

Figura 2.10. Computadora de placa reducida Raspberry Pi 3.

2.2. Modelo Matematico

El estudio del movimiento de un cuerpo o un sistema puede considerar dos enfoques, consi-
derando o no las fuerzas que producen el movimiento de dicho cuerpo o sistema. Asi pues, se
tiene un andlis de la geometria del moviento en el plano [16], [17], [18] y uno de las fuerzas
que actian sobre un cuerpo o sistema, su masa y el movimiento del mismo [18]. La Figura 2.11
ejemplifica estos conceptos.

(a) Prototipo en un plano coordenado (b) Prototipo en balanceo

Figura 2.11. El sistema péndulo invertido moévil asume diferentes analisis en su estudio dindmico
y cinematico
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2.2.1. Modelo Cinematico

La intencion de contar con un modelo cinematico del sistema es ubicar la posicion del péndulo
en un plano coordenado, y conocer como se desplaza el sistema sobre éste.

La representacion esquemética de un robot mévil tipo (2,0) [19], que corresponde al péndulo
invertido movil, el cual tiene dos grados de movilidad y cero de direccionabilidad se muestra en
la Figura 2.12. Donde se proyecta el punto de referencia P con coordenadas (1, x2), en el plano
coordenado (x1,Xz2), con una orientacién d del vehiculo con referencia al eje x;. El movimiento
a través de las velocidades angulares wy v w; de las ruedas derecha e izquierda respectivamente;
con esto se obtiene la velocidad lineal vy y la velocidad angular vy del vehiculo.

A2

Figura 2.12. Localizacién del vehiculo tipo (2,0), en el plano coordenado (x1,x2). El punto P
de referencia sobre la plataforma especifica la posicién del robot. La distancia [ corresponde a
la longitud entre el punto P y alguna de las ruedas. El angulo § corresponde al desplazamiento
angular del vehiculo.

La velocidad lineal v; del vehiculo estd formada por las proyecciones de ésta en los ejes x1 v
X2, es decir, X1 v Xo. Figura 2.13.

La velocidad angular vy, Figura 2.13, es igual a la derivada del desplazamiento angular d respecto
del tiempo, se denota como §. Luego entonces, el modelo cinematico del vehiculo tipo (2,0) se
muestra en el sistema (2.6), donde vy y vy son las variables de control.
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b £

Figura 2.13. Velocidad lineal v; y velocidad angular v, del vehiculo tipo (2,0).

X1 = v1cosd (2.6)
X2 = wvisend
5 = V2

De acuerdo con [19], [20], [21] existe una relacién entre v; y vy con wy y w;, definida en la
ecuacion (2.7).

v = M (2.7)
 (wa—wi)R
2= 21

Donde

e R, radio de la rueda.

e [, distancia del punto P a alguna de las ruedas.

Con (2.6) y (2.7) se expresa completamente el modelo cinedtico del sistema péndulo invertido
movil.

2.2.2. Modelo Dinamico de la Postura

El objetivo de contar con un modelo dinamico de postura es, tener a disposicion los estados
necesarios para balancear el péndulo invertido sin perder su posicién vertical [22]. Este modelo
corresponde al de un sistema no lineal, que posteriormente tendra que ser linealizado para
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aplicar alguna de las estrategias de control propuestas, como el Regulador Lineal Cuadrético
(LQR) o el controlador Proporcional Integral Derivativo (PID).

La Figura 2.14 muestra los grados de libertad del vehiculo y su diagrama esquematico es mostra-
do en la Figura 2.15. Dicho sistema es capaz de rotar alrededor del eje Y, movimiento descrito
por el angulo 6. El movimiento lineal de la plataforma esta caracterizado por el desplazamiento
x sobre el eje X. Finalmente, el vehiculo puede rotar al rededor del eje Z, movimiento descrito
por el dngulo 9.

Las fuerzas que intervienen en el sistema, ademas de los parametros del mismo se muestran en

la Tabla 2.1.

Figura 2.15. Variables del sistema.
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Parametro | Descripcion

Rotacion del péndulo al rededor del eje Y

Rotacién de la rueda al rededor del eje Y

Rotacién del vehiculo al rededor del eje Z
Desplazamiento sobre el eje X

Masa de la rueda

Masa del péndulo

Inercia de la rueda

Inercia del péndulo respecto al eje Y

Inercia del péndulo respecto al eje Z

Torque generado por los motores

Radio de la rueda

Longitud entre el centro de las ruedas y el centro de masa del péndulo
Distancia entre el punto P y alguna de las ruedas (modelo cinemético)
Distancia entre las ruedas a lo largo del eje Y, d = 2]
Constante de gravedad

Coeficiente de friccion de la rueda y la superficie
Coeficiente de friccion del péndulo y el eje de la rueda
Constante de par del motor

Constante de fuerza contra-electromotriz

Resistencia de armadura del motor

Inductancia del motor

Fuerza contra-electromotriz

Corriente de armadura del motor

Voltaje aplicado a los motores

<|=[$ §§US§< S IR R RS EIEIETESESES

Tabla 2.1. Parametros del Péndulo Invertido

Recordando la ecuaciion (2.5) se tiene que, las ecuaciones que relacionan el torque y el voltaje
aplicado a los motores estan dadas por (2.8) y (2.9). Considerando la figura (2.15), donde
T=17Tr+Tp, Tt = Tp.

=K,V —Ty(¢—0) (2.8)

™ = K,Vp —Ty(¢ — 0) (2.9)

T =2K,V — 2T,(¢ — 6) (2.10)
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Donde:
o K, = Bm

Ry

([ ] TS = —Kgfe

e V =Vp+ V}, en este modelo dinamico se asume que Vp = V7.

Para obtener las ecuaciones dinamicas del sistema, se utiliza una version de la ecuacion de
Euler-Lagrange (2.11) [23].

S T F+f (2.11)

Donde
e [, lagrangiano del sistema péndulo invertido.
o ¢:=(%,¢,0)T, vector de coordenadas generalizadas del sistema.

q:= (:i“, o, Q)T, vector de derivadas.

F := (F;, Fy, Fy)", vector de fuerzas generalizadas del sistema.

£:= (fs, fs, fo)T, vector de fuerzas disipativas del sistema.

El lagrangiano de un sistema se obtiene por

L=T-U (2.12)

Donde
e [, lagrangiano del sistema.
e T’ energia cinética del sistema.

e U, energia potencial del sistema.
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De las Figuras 2.14 y 2.15 se deducen las ecuaciones (2.13) y (2.14). Por la fisica del sistema,

se consideran la energia cinética traslacional y la energia cinética rotacional.

T = lmr <v + 9Lcos0>2 + %mr (—9Lsen9)2

2

1 g, 1 o Lo Loy 1o

w w Ire [w [w
+2mv+2mv~|—2 +2 ¢+2 0

U = m,g(R + Lcosf)

Donde

e v=Rj

El lagrangiano del sistema es entonces

1 . 2 1 . 2
L = §mr <R¢ + 9Lcos€> + Emr (—9Lsen¢9>
1 o 1 o 10 1 .5 1 .
- - Y/ LR 1,
+2me¢+2megb+2r +2w¢+2 ¢
— m,g(R + Lcosf)

Se evalia la ecuacién (2.11) con la ecuacién (2.15)

iﬁﬁ_&ﬁ_o
dt 93 0%
doL oL ,
Ea_¢_c9—gb — B
doL oL _
dt 90 00 T

Desarrollando la ecuacion (2.17), se tiene

g—g — OLRm,cosd + qb (Rz(mr +2my,) + QIw)

%% = gb (RQ(mT +2my,) + 2]w) + 8LRm,cos — 0> L Rm,send

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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oL
— = 2.21
5 =" (221)
g% (Rz(mr +2my,) + 2[w) + 6LRm,cos — O*LRm,send) = 1 — B(ﬁ (2.22)
Desarrollando la ecuacién (2.18), se tiene
oc . : 9
5 ¢LRm,cosf + 0 (m,L* + I,) (2.23)
dor - . . )
%5 = ¢LRm,cost — ¢ LRm, send + 0 (mrL + [T) (2.24)
oL >
20 = —pOLRm,senf + m, Lgsend (2.25)
g%LRmrcose +6 (mTL2 + IT) —m,Lgsenf) = —1 — 7(9 (2.26)

Las ecuaciones (2.22) y (2.26) definen la dindmica del sistema, en ecuacién matricial (2.27)

R*(my, +m,) + 2L, LRm,cosf| [¢]| _ 0?LRm,send — B + 7 (2.27)
LRm,.cos m, L+ 1| 8] | m,Lgsenf —~0 — 7 '
Despejando ¢ v 6 de la ecuacién (2.27), se tiene
G— 7 — B¢ + 02LRm,send — 0 LRm, cosd (2.28)
R2(m, + 2my,) + 21,
G T 76 + Lm,gsenf — ¢ L Rm,cost (2.29)

m, L%+ I,

Sustituyendo las ecuaciones (2.28) y (2.29) en las ecuaciones (2.29) y (2.28) respectivamente,
se tiene

(f + LRmr00s9> T+ 1 (—6$ + 92LRmrsen9> — LRm, cosf <—'yé + mrLgsen@)

b = — 2.30
¢ MI — (LRm,.cosf)? ( )

= (]\7[ + LRm, cos 8) T+ M (—’yé + mrLgsen9> — LRm,. cosf (—ﬂé + 92LRmrsen9)
0= —
MI — (LRm, cos6)?

(2.31)
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Donde

o M = R*(m, + 2m,,) + 21,

o = myL? + I,

Considerando que el vehiculo operard cerca de la posiciéon angular de equilibrio 8 ~ 0 y con
velocidad angular cercana a cero, esto es 6 = 0, se tienen las siguiente relaciones

e senfd =0
e cosf =1

o 2=0
Asi, las ecuaciones (2.30) y (2.31) se simplifican en

(f n RLmT> 7 — 186+ 0LRm,~ — 6(Lm,)?Ry

0= NI — (m,RL)? (2:32)

— <M + LRmT) T+ (]\ZlmTLg> 60— M70 + LRmrﬁg'b

b= —
MI — (m,RL)?

(2.33)

Sustituyendo 7 de (2.10) en las ecuaciones (2.32) y (2.33), y seleccionando las siguientes variables
de estado 1 = ¢, 19 = ¢‘5, 3 = 0, 1y = 9, definiendo el siguiente vector de estado = =
(71, 29w3, 24)T v entrada de control u = V. El sistema (2.27) puede escribirse en la forma de
un sistema LTI (2.34).

. 0 1 0 0

11 0 ~((F+LRm, )27 +1p) —(m,D)2Rg  (I+LRm;)2Ti+LRm.y | |11
T _ MI—(LRm,)? MI—(m,RL)? MI—(LRm,)? T2 (2 34)
T3 0 0 0 1 T3 '
Zy 0 (]\?[+LARjnr)2TS+LRmTB _ Nim,Lg 7((MT{/Rmr)2TS+M7) T4

L MI—(LRm,)? MI—(LRm,)? MI—(LRm,)?

[ 0

(I+LRm,)2K,
+ MI—(%RmT)Q Vv
—(M+LRm, )2K,
| MI—(LRm,)?
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2.2.3. Modelo Dinamico del Rumbo

El sistema (2.34) es un sistema de cuarto orden, con cuatro variables de estado necesarias para
describir y controlar el balanceo del péndulo invertido. Sin embargo, para ampliar la movilidad
del vehiculo en el plano, i.e. permitir la rotaciéon del vehiculo al rededor del eje Z, Figura 2.16
y posicionarse el puntos del plano, es necesario expandir el sistema de cuarto orden a uno de
sexto orden. Esto se logra con un proceso andlogo al usado para obtener el sistema (2.34).

Figura 2.16. Desplazamiento angular ¢ al rededor del eje Z.

Es necesario anadir al sistema (2.34) las fuerzas que intervienen en la rotacién del vehiculo
alrededor del eje Z, asi, usando de nuevo la aproximacion Euler-Lagrange se hace el anélisis
solo para este conjunto de fuerzas. De las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) se tienen

.\ 2
1, 1 d\?\ 1. (do
Te = §[p5 + 5 (mw (5) ) 0° 42 §[w (E) (235)

Ue = m,g(R+ Lcosb) (2.36)

1 wd?  T,d?
‘Ce = ( m +

51 + , 72 ) 0% — m,g(R + L cosf) (2.37)

Donde

e T, energia cinética rotacional del sistema respecto al eje Z.
e U,, energia potencial del sistema respecto al eje Z

e [, inercia del péndulo respecto al eje Z (Tabla 2.1).
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Se evalia el lagrangiano £, (2.37) con la ecuacién (2.38) para obtener la ecuacién (2.39).

d oL oL
— C=F f 2.
dt 0q. 0qe et (2.38)

Donde
e L., lagrangiano del sistema.
e ¢.:= (0)T, vector de coordenadas generalizadas del sistema.
e . := (§)T, vector de derivadas.
o F.:= (Fs)T, vector de fuerzas generalizadas del sistema.

o . :=(f5)T, vector de fuerzas disipativas del sistema.

doL. 0L, d
—— — = —T7) = 2.39
o5 o5 PR (2.59)
Donde 7p y 77 se definen con las ecuaciones (2.9) y (2.8) respectivamente.
Desarrollando la ecuacion (2.39), se tiene
oL. 1, 20, .
% <]p + §mwd + ﬁd ) J (2.40)
d oL 1 21 .
— ==L+ (= =) & 2.41
TPy <p+<2mw+R2)d)(5 (2.41)
oL,
= 2.42

1 21, . d
(Ip + <§mw + ﬁ) d2> 0= (TD - T]) E (243)
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La ecuacién (2.43) define la dindmica del sistema al rotar sobre el eje Z. Despejando ¢ de la
ecuacion (2.43) se tiene

) d d
_ N 9.44
O=ToRr IR (2.44)

o Is=1I,+ (smy, + %)
Sustituyendo 7p y 77 de las ecuaciones (2.9) y (2.8) en la ecuacién (2.44) se tiene

_ K, dE,
~ RI; PRI

0 Vi (2.45)

Donde se asume que, en general Vp # V.

Para completar el modelo dindmico extendido, se trabaja con las ecuaciones (2.32) y (2.33). De
la seccién (2.2.2) se sabe que T = 7p + 77, luego entonces, se sustituyen 7p y 7; de las ecuaciones
(2.9) y (2.8) en las ecuaciones (2.32) y (2.33), para obtener

(f + RLmr> <K8(VD F V) = Ty(— 9’)) — 1B+ OLRm,~ — §(Lm,)?Ry

¢ = NI — (m,RL)? (2:46)

i (8 + LBm, ) (K,(Vp + 1)) -0~ 0)) + (#mrLg) 0 — Mo+ LR, 59 (2.47)
MI — (m,RL)?

Donde
o M = R%(m, + 2m,,) + 21,
o [ =m, L2+,

e En general Vp # V7
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De las ecuaciones (2.45), (2.46) y (2.47), se seleccionan las siguientes variables de estado z; = ¢,
Ty = 925, 23 = 0, 24 = 0, x5 = 8, 1 = 4. Definiendo el siguiente vector de estado z =
(21, xows, T4, T3, xﬁ)T y entradas de control uy = Vp y us = V7. El modelo dindmico extendido
del péndulo invertido mévil puede describirse en la forma de un sistema LTT (2.48).

1 0 1 0 0 0 0] ™
T2 0 ~((I+LRm,)2T+15) —(myL)?Rg  (I+LRm,)2Tut LR~y 00 T2
Zz3 _ MI—(LRm.,)? MI—(m,RL)? MI—(LRm.,.)? T3 (2.48)
T 0 0 0 1 0 0] [x4
s 0 (M+LRm,)2Te+LRm.f NmnLg —((M+LRm, )27+ M) 0 ol |@s
K i MI—(LRm,)2 MIi—(LRm,)2 MI—(LRm,)2 | 26|
_ 0 0 .
(I+LRm.)K, (I+LRm,)K,
MI—(LRm,.)? MI—(LRm,.)?
0 0 Vb
+ —(M—f—LRmr)KS —<M+LRm,.)Ks 1%
MI—(LRm;)? MI—(LRm,)?
0 0
dKs _dKs
L IsR IR J

2.2.4. Parametros del Sistema

Algunos de los parametros del sistema fueron obtenidos por medicién directa, otros fueron
calculados con definiciones y relaciones hechas por el fabricante [10]. La Tabla 2.2 muestra los
parametros del prototipo construido.

Parametro | Descripcion Valor

m, Masa del péndulo 1.283 Kg
My Masa de las ruedas (x2) 0.04534 Kg

I, Momento de inercia de las ruedas (x2) 0.0000918 K gm?
I Momento de inercia del péndulo 0.0111375 Kgm?
K, Constante de fuerza contra-electromotriz 0.327
K, Constante de torque 0.1553

R Resistencia de la armadura del motor 3.4 Q

g Gravedad 9.8 &

r Radio de la rueda 0.045 m

d Distancia entre la rueda derecha y la rueda izquierda | 0.185 m

L Distancia del eje de las ruedas al centro de masa 0.065 m

15} Coeficiente de fricciéon de la rueda y la superficie 0.1

~y Coeficiente de friccién del péndulo y el eje de la rueda | 0.1

Tabla 2.2. Parametros del Péndulo Invertido



Capitulo 3

Estimacion y Control de la Postura del
Sistema

En este capitulo se presenta el uso del filtro de Kalman para conjuntar las magnitudes del
sensor inercial. Se propone una estrategia de control LQR (Linear Quadratic Regulator) y PID
(Proportional Integral Derivative) para el sistema péndulo invertido mévil, descrito con la ecua-
cién matricial (2.34) del capitulo (2). Posteriormente se evalia la estrategia de control, usando
pardmetros reales en simulacién con el software Matlab/Simulink. Finalmente se comparan los
resultados obtenidos en simualcién con los obtenidos con el prototipo.

3.1. Planteamiento del Problema

Para mantenerse balanceado, el sistema necesita primeramente conocer su posicion angular 6 y
velocidad angular 0. Estas provienen del sistema sensorial una vez procesadas y acondicionadas
mediante el Filtro de Kalman. Seguido de esto, el sistema requiere conocer la posiciéon angular
¢ v velocidad angular fil de las ruedas que, como un vehiculo diferencial solo se moveran
hacia adelante y hacia atras para mantener el equilibrio. La estrategia de control que se elija,
debera enviar la senal de control en forma de voltaje para cada rueda al sistema. Una vez que
ésta ingresa, la dinamica del sistema cambia y se percibe nuevamente en el sistema sensorial
completando asi el ciclo de realimentacién. El proceso anterior se esquematiza en la Figura 3.1.

26
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Modelo 0 >
] Dindmico 6’
Acelerémetro ,| Filtro de . »| Control
Girdmetro Kalman . 1 p i’ > I_QR/PID

v

Figura 3.1. Diagrama de bloques del sistema para el control de la postura

3.2. Modelado de sensores

Antes de poder implementar el Filtro de Kalman, es necesario describir el modelo matemaético
del sistema inercial. El sistema consiste de un acelerémetro de tres ejes y un girémetro dentro
del encapsulado MPUG6050.

La velocidad angular w que se mide con el girémetro, es afectada por errores como la deriva, la
cual es modelada como un proceso de primer orden manejado por ruido Gaussiano, con lo que
se obtiene

weg=w+v+n; 0="1n (3.1)
Donde
® wg, velocidad angular medida por el girometro.
e v € R, componente de deriva.
e 71, ruido blanco gaussiano.

e 15, ruido blanco gaussiano.

El acelerémetro de tres ejes sensa las fuerzas inerciales y la gravedad en el sistema de coor-
denadas moévil. El vector de medidas formado por las salidas de los tres ejes se describe de la
forma

Va=Re(@ )+ 4 (3.2)
Donde
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e 7 :=10,0,9]", constante de gravedad (9.81%).
e Ry, matriz de rotacion del sistema de referencia inercial al sistema de referencia movil.

° 7 4 € R3, vector de ruido banco gaussiano.
La matriz Rg estda dada por

Co, 0 —S0,4
Rz=|0 1 0 (3.3)

S04 0 Co,

Donde

e 04, dangulo de inclinacion dado por el acelerémetro.
® Sg, =senfy

® ¢y, =cosly

Entonces, es posible conocer la inclinacion 64 utilizando la proyeccién del vector de gravedad,
denotada por

0,4 = tan™" <6A1> (3.4)

bay

Donde by, y ba, representan el primer y tercer componente respectivamente del vector ? A
obtenido del acelerémetro. Sin embargo, contar con la medida solo del acelerémetro hace que
la medcion sea susceptible a vibraciones. Por lo tanto se considera la conjuncién con la medida
que brinda el girémetro, este proceso se realiza mediante el Filtro de Kalman.

3.3. Filtro de Kalman

Considere un sistema lineal discreto con la siguiente dinamica

Trr1 = Axp+ Bug +np (35)
Y = C’xk—i—zk

Donde
e A By C, matrices del sistema.
e k, indice de tiempo.

e 1, estado del sistema.
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e u,, entrada conocida del sistema.
® 1), ruido del proceso (ruido blanco gaussiano de media o promedio cero).
e 2, ruido de la medicién (ruido blanco gaussiano de media o promedio cero).
El vector x; contiene toda la informacion sobre el estado actual del sistema, pero en general

no puede ser medido directamente. En su lugar se mide y; que es una funcién de x; y que es
afectada por el ruido z;, y por ésta se estima x;. Por lo anterior, 1, v 2z satisfacen

E(m:) =0
3.6
E(z) =0 (3.6)
E(njng) = S, para j # k y cero en otro caso (3.7)

E(z;zl) = S, para j # k y cero en otro caso

Donde

e 5,, matriz de covarianza para la perturbaciéon 7 en el proceso.

e 5., matriz de covarianza para el ruido z en la medida.

La ecuacién (3.6) expresa que tanto 7, como z; son secuencias aleatorias con media cero. La
ecuacién (3.7) expresa la no correlacion en el tiempo de dos muestras distintas de 7y, o de z, y
que son propiamente ruido blanco.

El observador éptimo que permitira estimar el estado de xy, esta dado por las siguientes ecua-
ciones y es conocido como Filtro de Kalman [24], [25].

Thy1 = (Ai"k + Buk) + Kk(ka — C(fk) (38)

Uk

K, = APRCT(CP.CT +5,)™* (3.9)

Piiy = AP AT + S, — AP,CTS; 0P, AT (3.10)
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3.3.1. Estimacion del angulo de inclinacién

El problema planteado es determinar el angulo de inclinacién, del objeto en donde esté montado
el sensor con respecto al vector de gravedad. Esto se lleva a cabo por medio de la fusion de las
medidas del girémetro y el acelerémetro.

En el caso del girémetro cuando se conoce la velocidad angular, el angulo viene dado por la
siguiente ecuacion

0k+1 = Hk + (JJkT (311)

Donde T representa el tiempo de muestreo. Sin embargo se debe recordar que el girémetro
contiene un componente de deriva, por lo que usando la ecuacién (3.1) el angulo se obtiene
como

9k+1 = Ok + T(ka - Uk;) (312)

Ahora se puede definir un vector de estados x, que consiste en el angulo y el componente de
deriva.

o = {ek] (3.13)

Vg

La entrada del sistema dindmico serd la medida del girémetro u;, = wg, y la medida yi41 serd
dada por el dngulo obtenido por la ecuacién (3.4). Por lo tanto, de acuerdo a la ecuacién (3.1)
el sistema queda determinado por las siguientes ecuaciones de estado

1 -7 T
Tep1 = [0 ) }xk + M up, + mj (3.14)

~

Y = [1 O}Ik—l—zk

El sistema (3.14) tiene la misma forma que el sistema (3.5). La intencién es implementar las
ecuaciones del Filtro de Kalman (3.8) y (3.9) en la Raspberry Pi 8 para estimar el vector de
estado y el angulo de inclinacién en tiempo real, el cual sera utilizado por la ley de control.
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3.3.2. Implementaciéon del Filtro de Kalman

Antes de poder implementar el Filtro de Kalman, existen algunas tareas que debieron ser com-
pletadas. Primeramente la comunicacion entre el integrado MPUG6050 y la computadora de placa
reducida Raspberry Pi 3. Después la lectura y conversion de las senales del sensor, por ejemplo,
la senal de velocidad angular que entrega el girémetro tiene que ser convertida a radianes por
segundo y posteriormente integrada para obtener la posicion angular. El acelerémetro tiene que
calibrarse con el grado de sensibilidad deseado, ademas de convertir las senales de aceleracién
en posiciéon angular. Estas conversiones de unidades y escalamientos producen distorsiones e
imprecisiones que intentan ser solventadas por el Filtro de Kalman. La Figura 3.2 muestra los
resultados de la sintonizacién del Filtro de Kalman para el sensor inercial MPU6050.

Estimacién de Angulo por Filtro Kalman, Girémetro y Acelerémetro
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Figura 3.2. Prueba en tiempo real con Filtro de Kalman

De la Figura 3.2, se observa de abajo hacia arriba la diferencia entres las senales registradas
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usando diferentes aproximaciones. Primero se muestra el resultado de la integracion de la senal
de velocidad angular del girémetro, en un tiempo de muestreo de 4 ms; puede notarse posicién
angular crece rapido en el tiempo, con una pendiente positiva pronunciada en un estado de
reposo del sensor. Por otra parte la misma senal del girémetro esta ausente de ruido o pertur-
baciones significativas. La siguiente senal, proveniente del acelerometro, se mantiene en valores
constantes en el tiempo, en estado de reposo del sensor. Sin embargo, la senal se ve muy afecta-
da por las vibraciones en el ambiente. Finalmente, se muestra la senal del Filtro de Kalman que
mantiene valores constantes en el tiempo, sin la deriva de la senal del girémetro y con menos
susceptibilidad a las vibraciones del ambiente que la senal del acelerémetro.

La sintonizacion del filtro de Kalman depende de la aproximacion que se haga de la matriz K,
ecuacion (3.9), también llamada ganancia de Kalman. Esta a su vez depende de las matrices de
covarianza de ruido S, y S, ecuacién (3.7). El valor de S, depende del peso que el disenador
quiera confiar a cada sensor (acelerémetro y girémetro). El valor de S, sugiere la magnitud de
ruido esperada de los sensores, un valor grande de S, indica que la senal de las mediciones es
altamente afectada por perturbaciones. En general, la calibracién con valores adecuados para
el filtro Kalman requiere de metodos nimericos de aproximacién complejos. En este trabajo,
se obtuvo una aproximacion para la matriz K con ayuda del software matematico Matlab y
la funcion kalman. La ganancia K} estimada para las pruebas realizadas en la Figura 3.2 fue

(3.15)

0.146795
Ry = {—0.126901

3.4. Regulador Lienal Cuadratico (LQR)

Sea un sistema Lineal Invariante en el Tiempo (LTI) con representacién en espacio de estados,
como el descrito en la ecuacién (3.16). Donde A € R™™ es la matriz de estado, B € R" es la
matriz de entrada, C' € R" es la matriz de salida, D € R, x € R" es el vector de estado, y € R
es el vector de salida y u € R es el vector de entrada.

T = Ax + Bu

1
y=Cz+ Du (3.16)

El Regulador Cuadratico Lineal permite calcular la ganancia de realimentacién de estado K
del sistema (3.16) utilizando un criterio de desempeno. La ley de control se define entonces con
la ecuacién (3.17).

u=—Kzx (3.17)

Asi pues, el criterio de evalucaicon se define como

J = / (:BTQ:E + uTRu> dr (3.18)
0
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Donde () es una matriz definida positiva de dimension n x n, donde n es el nimero de estados
y R > 0 donde es una matriz definida positiva de dimension m x m, donde m es el nimero de
entradas de control.

La matriz Q pondera la dindmica del estado, mientras que la matriz R pondera el “gasto de
energia” asociado a la senal de control.

El resultado de minimizar el criterio de desempeno .J, se traduce en la solucion de la ecuacién
de Ricatti.

ATS +SA—SBR'BTS+Q =0 (3.19)

Donde la matriz S = ST > 0 es una incégnita.

Con esta solucién se calcula la ganancia de realimentacién de estado K.
K =R'B'S (3.20)
Para el diseno del LQR se siguen los siguientes dos pasos principales:

e Resolver la ecuacion de Ricatti (3.19).

e Sustituir la matriz P en la ecuacién (3.20) y calcular K.

El diagrama de bloques del sistema (3.16) con realimentacién de estados por LQR se muestra
en la Figura 3.3.

-K

Figura 3.3. Control por LQR: diagrama de bloques del sistema.

Del capitulo (2) se retoma la ecuacién (2.34). El modelo en espacio de estados para el péndulo
invertido movil estd dado por
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x’l 0 1 0 0 - 0
Zp| |0 —68.0202 —103.2332 30.1429 | |y 56.1363
40 = o 0 0 1 vy T 0 |4 (3.21)
2 0 17.9054  76.1831 —14.8171| |2y 187130

h X —

El LQR es una estrategia de control lineal, por este motivo el sistema al que se le aplica debe
ser controlable. El andlisis de la controlabilidad de un sistema depende del analisis de la matriz
de controlabilidad de C € n x n, C = [BAB...A""'B], donde n es el nimero de filas de A. La
matriz C debe de ser de rango pleno por filas, es decir, rango(C') = n. Para el sistema (3.21)
rango(C') = 4.

Para resolver la ecuacién de Ricatti (3.19) y obtener la matriz de ganancia K de la ecuacién
@'2027 se hace uso del software MATLAB. Se proponen valores para las matrices de ponderacién
@ y R, para obtener K y evaluar la respuesta del sistema en simulacion.

La matriz Q toma la forma

a 0 0 0

~ 10 a 0 0

=10 0 a o (3.22)
0 0 0 as

Los elementos ag, ay,as v as de la matriz Q, ponderan los estados ¢, é, 0y 0 respectivamente.
Un valor més alto para algtin elemento de la matriz Q, supondria una mayor consideracion del
estado al que corresponde dicho elemento. Por ejemplo, un valor alto para a; indicaria que la
senal de control depende en buena parte de d)

Debido a que el sistema (3.21) tiene solo una entrada de control, la matriz R es un escalar.
Para simplicidad en los calculos se selecciona R = 1.

Como los elementos de las matrices () y R son elegidos mediante un proceso euristico, es
necesario el uso de miultiples pruebas en simulacién, para verificar la eficacia de la ley de
control representada por la ganancia de realimentacién K.

El objetivo principal de la estrategia de control es mantener el vehiculo en posiciéon horizontal.
Para lograr esto los estados y la senal de entrada de control del sistema, deben de converger
a cero o a un punto de referencia en el menor tiempo posible. Ademas, durante el periodo
transitorio de convergencia, los estados deben mantenerse dentro de ciertos parametros. No es
posible aplicar una senal de control que exceda las especificaciones de los motores, ni tampoco
es viable extender demasiado el tiempo de convergencia, para reducir la magnitud de la senal
de control.

Las siguientes figuras ilustran la respuesta del sistema con distintos valores de la matriz de
ponderacién Q Las condiciones iniciales del sistema en las simulaciones fueron ¢ = 0 qb =
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0,0 = 0.4,9 =0, en el tiempo t = 0. La Tabla 3.1 describe la interpretacion fisica de los estados
del sistema usados en simulacién.

Variable de | Variable del Descripcién
Estado Sistema
T ¢ Posicién angular de la rueda (rad)
To ¢ Velocidad angular de la rueda (rad/s)
Z3 0 Posicién angular del péndulo (rad)
T4 7 Velocidad angular del péndulo (rad/s)

Tabla 3.1. Variables de estado del Péndulo Invertido

Respuesta del Sistema Péndulo Invertido con control LQR
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Figura 3.4. Respuesta del sistema con una ponderacién alta de ¢.

15 2 25
Tiempo (5)

3

La Figura 3.4 muestra que el incremento en la ponderacién de ¢, hace que los estados del
sistema converjan rapidamente a cero. Sin embargo, la sefial de control sobrepasa los limites
permitidos por los motores, cuyo voltaje de alimentacién méaximo es de 12 V.
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Respuesta del Sistema Péndulo Invertido con control LQR
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Figura 3.5. Respuesta del sistema con una ponderacién alta de 6.

En la Figura 3.5 la ponderacion de 6 es més alta que el resto de los estados, la senial de control
se encuentra dentro de los limites permitidos por los motores. Sin embargo algunos estados no
convergen tan rapidamente o no convergen en absoluto. Véase por ejemplo ¢ v V, que cruzan
el punto de convergencia pero no se mantinen ahi. Lo que indica que el vehiculo continta en
movimiento, lo cual compromete la respuesta de los demas estados.

Respuesta del Sistema Péndulo Invertido con control LQR
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Figura 3.6. Respuesta del sistema con una ponderacién regulada de todos los estados.

La Figura 3.6 muestra la respuesta mas aceptable del sistema. La senal de control del sistema
se encuentra dentro de los limites permitidos por los motores. Los estados como la posicion 6
y velocidad 6 del péndulo, asi como la velocidad de las ruedas ¢ convergen a cero, en un lapso
menor a 3 segundos. Noétese que, si bien la posicion de las ruedas ¢ no converge a cero, si lo
hace a un valor constante, lo cual indica que el vehiculo a dejado de moverse y el péndulo ha
alcanzado su punto de equilibrio. Debido a que los elementos de la matriz Q son encontrados
mediante un procedimiento no estandarizado, multiples simulaciones y analisis de las respuestas
fueron necesarios. De esto, puede deducirse que la relacién entre los elementos de Q no es lineal
y que la variacién de uno no necesariamente afecta a otros. La seleccién de los valores adecuados
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puede parecer un proceso trivial, sin embargo requiere de una estimaciéon cuidadosa, en tanto
que no hay unicos valores que respondan a las necesidades del diseno.

Asi, la Figura 3.6 resulta de la seleccién de la matriz (3.23) y el calculo de la matriz de
realimentacion (3.24).

0.00001 0 0 O
A 0 000 0 0
@= 0 0 81 0 (3.23)
0 0 0 11.1
La matriz de realimentacién de estado K calculada con la ecuacién (3.20) queda como
K = [-0.0032 — 0.5418 — 20.5245 — 3.2972] (3.24)

3.5. Control Proporcional Integral Derivativo (PID)

El control PID es una estrategia de control por realimentacion ampliamente usado en el ambito
de la ingenieria. Su algoritmo depende del cédlculo de tres parametros: proporcional, integral y
derivativo. La suma de estos tres pardmetros permite la regulacion de la salida del sistema.

Una de las ventajas del controlador PID es que no precisa de conocer los parametros del sistema
para regular su salida, salvo su entrada. El conocer el modelo matematico del sistema facilita
el calculo de los parametros del PID y su posterior sintonizacién.

La ecuacién del controlador PID en el dominio del tiempo se expresa en (3.25), esta represen-
tacion del PID es conocida como forma paralela [6].

u(t) = Kelt +K/ )dr + Ky d(tt) (3.25)

Donde

e u(t), salida del controlador.

e K'p, ganancia proporcional.

K1, ganancia integral.

Kd, ganancia derivativa.

e c(t), senal de error, diferencia entre la referencia y la salidad del sistema.
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e . tiempo.

e T, variable de integracion.

Puesto que el objetivo del PID es controlar la posiciéon angular del péndulo, éste debe regresar
a una posicon vertical ante una perturbacién o una posicén inicial distinta del equilibrio. Luego
entonces, la senal de referencia del sistema es cero. Este tipo de condicion se conoce cominmente
como problema de regulacién. El diagrama de bloques para del sistema con PID puede verse
en la Figura 3.7.

Planta

Péndulo Invertido o
Movil

PID

Controlador

Figura 3.7. Control por PID: diagrama de bloques del sistema.

En la Figura 3.7 la salida del sistema es el angulo de inclinacién 6, esta senal es la tunica
entrada al controlador PID. Lo que es una ventaja en el diseno en términos de economia en
instrumentacion y sensado. Las ganancias Kp, Ki y Kd son sintonizadas hasta que el vehiculo
pueda compensar la inclinacién causada por una perturbacion o por su condicién inicial.

La sintonizacion de las ganancias del PID depende del propio diseno del controlador y de
las caracteristicas de la planta. Por otra parte, existen en la literatura diversos métodos y
aproximaciones para la sintonizacién, como el de Ziegler-Nichols o el de Cohen y Coon [26]. En
este trabajo se usé la aproximacion euristica de Ziegler-Nichols. Una vez sintonizadas estas dos
ganancias, se aumenta gradualmente el valor de K; hasta observar una respuesta adecuada en
las simulaciones.

La Figura 3.8 muestra la respuesta del sistema (3.21) con controlador PID, las ganancias K, =
25, K; = 0.1 y K4 = 0.2. La condicién inicial de la cual parte el sistema es § = 0.4 rad con
tiempo t = 0. La senal de control se mantiene dentro de los limites permitidos por los motores.
La accién de control hace que el angulo 6 converja y vaya a cero. La posicién inicial de las ruedas
parte de cero y converge a un valor constante el cual mantiene hasta el final de la simulacion.

El controlador PID solo se ocupa de regular la inclinacién del péndulo, lo que puede presentar
ciertos incovenientes cuando se alcanza el punto de convergencia. Esto tiene que ver con la
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accion integral, la cual acumula un error positivo durante el proceso. Este error puede producir
una senal de salida incluso cuando el error en el angulo es muy pequeno. En la simulacién este
detalle no puede ser apreciado directamente, ya que el modelo en Matlab/Simulink ignora las
perturbaciones producidas por friccion, irregularidades en el terreno etc.

Respuesta del Sistema Péndulo Invertido con control PID
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Figura 3.8. Respuesta del sistema con un controlador PID.

Por otra parte, si las ganancias del PID no son sintonizadas de manera adecuada, el sistema
puede no llegar a converger aunque las simulaciones sugieran que los estados alcancen un valor
constante. La Figura 3.9 muestra la respuesta del sistema al sintonizar el PID con ganancias
K,=125 K; =5y K4 =0.2. Notese que se aumenta la ganancia de la accién integral respecto
a la Figura 3.8. La posiciéon angular 6 nunca alcanza el valor cero. La condicién inicial de la
cual parte el sistema es § = 0.4 rad con tiempo ¢ = 0.

Respuesta del Sistema Péndulo Invertido con control PID
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Figura 3.9. Respuesta del sistema con un controlador PID con un aumento en el valor de la
accion integral.
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3.6. Evaluacién de Desempeno

3.6.1. Pruebas con LQR

La implementacién del sistema de control estd basada en los fundamentos tedricos vistos en
el capitulo 3. Las ganancias de los controladores fueron obtenidas en base a los resultados de
las simulaciones de las secciones 3.4 y 3.5. Debido a que el modélo dinamico no puede ser
completamente preciso, y por las particularidades fisicas del prototipo, las ganancias usadas en
las simulaciones funcionan como una guia, para una sintonizacion mas precisa.

El sistema comienza en una posicién inicial cercana a § = 0.4 rad y un tiempo t = Os, el
sensor que se ocupa de la inclinacién del péndulo emite una senal que pasa a través del filtro de

Kalman, éste estabiliza la medida del dngulo y permite al sistema de control calcular la salida
de control.

Las Figuras 3.10, 3.11, 3.12 y 3.13 muestran las graficas obtenidas en las pruebas en tiempo
real, con un controlador LQR.

Respuestadel Sistema Péndulo Invertido con Control LQR
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Figura 3.10. Prueba en tiempo real con control LQR [6]
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Respuestadel Sistema Péndulo Invertido con Control LQR
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Figura 3.11. Prueba en tiempo real con control LQR [9}
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Figura 3.12. Prueba en tiempo real con control LQR [¢]
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Figura 3.13. Prueba en tiempo real con control LQR [V]
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Las graficas de las Figuras 3.10 a 3.13 tienen respuestas similares a aquellas de la Figura 3.6,
todas ellas con un tiempo aproximado de convergencia de poco mas de 3 s. La ganancia de
realimentacién para el sistema resulté en

K =[-0.001 — 0.4583 — 35.929 — 5.3875] (3.26)

Es de esperar que las pruebas en el prototipo no brinden una respuesta tan suave, ni converjan
tan rapido como en las simulaciones. Esto debido generalmente a parametros desconocidos o
no considerados, como fricciones, perturbaciones externas, simetria del vehiculo, distribuciones
de masa etc.

En la Figura 3.10 el sistema parte de la condicién inicial y oscila al rededor del punto de
convergencia, el cual no alcanza completamente, pero se mantiene lo suficientemente cerca para
mantenerse en poscion vertical y no precipitarse y caer. La senal de control Figura 3.13, se
mantiene dentro de los parametros permitidos por los motores. Sin embargo, siempre existe
una senal de control diferente de cero, ya que la medida del dngulo de inclinacién del péndulo
nunca es completamente cero. Esto debido particularmente a las vibraciones del sistema y al
método de estimaciéon del angulo.

En cuanto a la velocidad angular de las ruedas, puede notarse que existe un ligero desplaza-
miento cuando la posicion angular del péndulo se aproxima a cero, esto, como se explica en el
parrafo anterior debido a la incertidumbre en la medicion del angulo, atn asi en las pruebas
realizadas el sistema compensa esta desviacion.

Finalmente, la Figura muestra el comportamiento del prototipo con el controlador LQR.

Figura 3.14. Secuencia de imagenes del prototipo péndulo invertido funcionando con el contro-
lador LQR.
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3.6.2. Pruebas con PID

El desempeno del controlador PID es similar al LQR, sin embargo, en el PID se presenta una
salida menos suave en la posicién angular, Figura 3.15. Si bien dicha posicién angular converge
0 se aproxima a cero, el sistema de control demora ma&as tiempo en hacerlo. En algunas de
las pruebas realizadas el vehiculo no responde de manera tan eficiente a perturbaciones, como
golpes o desbalanceos. En este punto el vehiculo necesita un area méas amplia para lograr la
estabilizacion. La senal de control se mantiene dentro de los limites permitidos por los motores,
aunque con valores méas elevados a compracién con el LQR. Las ganancias del PID usadas en
prueba en tiempo fueron K, = 30, K; =5, K; = 0.9.

El desempeno del controlador PID se presenta en las Figuras 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18. Poste-

riormente, en la Figura 3.19 se muestra el comportamiento del prototipo con el controlador
PID.
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Figura 3.15. Prueba en tiempo real con control PID [0]
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Figura 3.16. Prueba en tiempo real con control PID [9}
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Figura 3.17. Prueba en tiempo real con control PID [gb}

Respuestadel Sistema Péndulo Invertido con Control PID
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Figura 3.18. Prueba en tiempo real con control PID [V]

Figura 3.19. Secuencia de imagenes del prototipo péndulo invertido funcionando con el contro-

lador PID.



Capitulo 4

Control para la Estabilizacién de
Puntos en el Plano

En este capitulo se presenta una estrategia de control para el robot péndulo invertido moévil,
desde una condicién inicial al origen. Usando los modelos dindmicos y cinemaéticos del sistema
visto en el capitulo (2) se propone un control por realimentacién bajo condiciones iniciales
arbitrarias. Finalmente se presentan los resultados obtenidos en simulaciéon para evaluar el
desempeno de la estrategia de control.

4.1. Estrategia de Control

El problema de seguimiento de puntos se asume como un problema de regulacién. El primer
objetivo del controlador es devolver el vehiculo de una posicién inicial en el plano (x1,x2) al
origen (0,0).

Recordando el sistema dindmico del capitulo 2, se tiene

X1 = v1cosd (4.1)
X2 = wvisend
X3 = 0 =1y

Donde

e vy, velocidad lineal del vehiculo.
e vy, velocidad angular.

e ), posicion angular del vehiculo en el plano.
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Se propone hacer un seguimiento de y3, para esto se sugiere la ley de control

rs = X3 — K. (x3 — X3) (4.2)
Donde

e x4 posicién angular deseada del vehiculo en el plano.

e K, ganancia de control.

De la ecuacién (4.2), x4 se obtiene como

(&

X = tan™! (72) (4.3)

r = Ky x1 (4.4)
T2 = Ky X2
Donde
e K, , ganancia de control de posicién.
e K,,, ganancia de control de posicion.
De la ecuacién (4.2) nuevamente, x4 se obtiene como
= T1T9 — T'oT
: 172 — 2T
X3d = = 7‘2 = 2 2 (45)
1+ 3 (rf +r3)
1
La ecuacién (4.2) se reescribe entonces como
7:17’2 — 7"'27’1 d
ry3 = ——5——5— — K — 4.6

Recordando que r3 se obtiene en forma de velocidad angular, es preciso ahora encontrar un
medio para dirigir la senal de control a cada una de las ruedas del vehiculo. Esto se logra con
una matriz de transformacién, se tiene en la siguiente ecuacion que

X3 —2] [iﬂ 4D

e
S
i
_
I
i
|7 vl
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Donde

e R, radio de la rueda.
e [, distancia entre alguna de las ruedas y el punto P, Figura 2.12.
° qﬁb, velocidad angular de la rueda derecha.

e &, velocidad angular de la rueda izquierda.

Despejando las velocidades angulares de las ruedas derecha e izquierda de la ecuacién (4.7), se

tiene
-
b1

Los actuadores del vehiculo se regulan por medio de un voltaje, es por esta razéon que deben
convertirse las senales de control de velocidad angular de cada rueda a voltajes para las mismas
ruedas. Esto se logra con un controlador PI, el cual regula el error entre las velocidades angulares
medidas de cada rueda y la se " nal del controlador cinemético r3. La Figura presenta el diagrama
general del sistema con todas las caracteristicas implementadas en este trabajo.

i] B Eéj (4.8)

T2

Rz wlw

L, Odometria:
Girémetro L.
Filtro de -Posicion
-Velocidad
Kalman . "
-Orientacion
Acelerometro
0
Model 0
Dindmico [} Vi
¢I Control
LQR
T ---F= 8 Q v,
Control LQR+ 55 = | B
| Control Cinematico VI VD | 5
|
_—— -
&8 o\
7
|
Modelo Xo Pl CD
Cinemético Control ¢'d|
Cinemétcio ,
D >
X PI —»()
d
d d
X | X D ¢ D
Referencia

Figura 4.1. Diagrama de bloques general del péndulo invertido mévil.
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4.2. Evaluaciéon de Desempeno

Las siguientes Figuras muestran algunas de las pruebas en simulacién realizadas usando la
estrategia de control cinematcio de la seccion 4.1. Ademas, los resultados se complementan los
valores de los estados del sistema dinamico, es decir, que mientras el vehiculo se desplaza por el
plano, el control dindmico intenta mantener la posicion vertical, reflejando esto en los valores
de los estados del sistema.

Las primeras pruebas del control cineméatico consistieron en ubicar al vehiculo en una posicién
inicial en el plano (1, Xx2), es decir, en una coordenada especifica (x1, x2) y hacer que el vehiculo
regresara al origen (0,0). Este tipo de condiciones se conoce como problema de regulacién. La
senal de referencia es entonces cero. La Figura muestra el recorrido del vehiculo con una posicién
inical en el palno de (5,6), que se aproxima al origen.

Desplazamiento al origen
10
\ \ \

Figura 4.2. Curva descrita por el desplazamiento del mévil del punto (5,6) al origen (0,0) en
el plano (x1, Xx2)-

La Figura 4.3 muestra el comportamiento de los estados del sistema cuando realiza el despla-
zamiento descrito en la Figura 4.2. Lo importante a notar en esta Figura, es la variacion del
angulo de inclinacién 0, que se desplaza hacia adelante y que converge a cero cuando se apro-
xima al origen. Ademds el angulo de direccion § varia para posicionar al vehiculo de manera
adecuada. Se menciona también que el voltaje de control no sobrepasa los limites permitidos
de los motores.
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Desplazamiento al origen
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Figura 4.3. Estados del péndulo invertido mévil cunado se desplaza del punto (5,6) al origen
(0,0) en el plano (x1, Xx2)-

La Figura 4.4 muestra un recorrido descrito por el vehiculo en el plano (x1, x2). Dicha trayec-
toria se produce por el seguimiento de puntos dados por la referencia. La senal de referencia
ingresa al sistema en forma de ecuaciones paramétricas, esto es, funciones que representan los
puntos de un objeto geométrico tales como curvas o superficies. Las ecuaciones paramétricas de
la Figura 4.4 que representan una curva con cuatro vértices llamada Astroide, son las siguientes

—
X1 = €0S° 0 (4.9)

X2 = sen3d
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Astroide
1
\

Xz (m)
-
T
1

Yt (m)

Figura 4.4. Curva descrita por el desplazamiento del mévil en el plano (x1, x2)-

La Figura 4.5 muestra el comportamiento de los estados del sistema cuando realiza el des-
plazamiento descrito por la ecuaciones paramétricas (4.9). El vehiculo parte del origen y se
incorpora a las coordenadas que describen las ecuaciones. El angulo de inclinacién # mantiene
oscilaciones regulares que describen los instantes en que se aproxima a las esquinas de la figura.
El cambio de direccion mas pronunciado de § sucede cerca del segundo 120, cuando el vehiculo
se incorpora al recorrido principal. Respecto al voltaje de control, existe un pico pronunciado
justo en el cambio de direccion de 0. Este pico de voltaje, que si bien no sobrepasa los limites
tolerados por los motores puede traer problemas en la practica.
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Astroide

¢ (rad) |

¢ (radfs)

6 (rad)

0’ (rad/s) °°

Z
1

- y—— . ——
5 | | | | | | | | I |
20

8’ (rad/s) _2:_ » : L : ’
40 | | | | 1 | | | | |

10

—..
|

V (volts) ¢ e

" | I I il i 1 il 1 |

1
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Tiempo (s)

Figura 4.5. Estados del péndulo invertido mévil cunado el sistema tiene una referencia descrita
por las ecuaciones paramétricas (4.9).

La Figura 4.6 muestra un recorrido descrito por el vehiculo en el plano por las ecuaciones
paramétricas . La curva que representan dichas ecuaciones se conoce como Lemniscata.

o cosd
- 4.10
X1 1 4 sen2d ( )
asend cos
= 4.11
X2 1 4 sen2d ( )

Donde

e «, una constante paramétrica
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Lemniscata

Xz (m)
=
T

25 2 45 1 05 0 05 1 15 2 25

Figura 4.6. Curva descrita por el desplazamiento del mévil en el plano (x1, x2), por las ecua-
ciones (4.10).

La Figura 4.7 muestra el comportamiento de los estados del sistema cuando realiza el des-
plazamiento descrito por la ecuaciones paramétricas (4.10). El vehiculo parte del origen y se
incorpora a las coordenadas que describen las ecuaciones. El angulo de inclinacién # mantie-
ne una inclinacion constante porque el siempre hay un error entre la senal de referencia y la
poscion del vehiculo en un determinado instante, es decir, el vehiculo avanza siempre que haya
una referencia que seguir. En cuanto a los picos en el voltaje, ocurren cuando el vehiculo rea-
liza curvas cerradas, esto en la practica podria presentar inconvenientes en la estabilidad del
péndulo.
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Lemniscata
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Figura 4.7. Curva descrita por el desplazamiento del mévil en el plano (x1, x2), por las ecua-
ciones (4.10).

Finalmente, como valor agregado, se desarrollé un ambiente de simulacién con elementos de
realidad virtual. Sin embargo por la naturaleza de dicho herramental, solo se presenta una
imagen del software desarrollado, Figura . Este ambiente de realidad virtual esta pensado para

servir de refuerzo en el estudio y analisis del péndulo invertido mévil. También para probar
estrategias de control con ayuda visual.

Figura 4.8. Ambiente de realidad virtual donde se visualiza el comportamiento del péndulo
invertido mévil



Capitulo 5

Conclusiones

Se consigue balancear el péndulo invertido mévil, con dos estrategias de control diferentes, el
controlador LQR y el controlador PID. Durante las pruebas, el prototipo mantuvo la posicién
vertical y evito las precipitaciones al ajustar sus ruedas. El péndulo es capaz de compensar
perturbaciones externas y mantenerse en posicién vertical moviendose hacia adelante y hacia
atras.

Se realizo una investigacion general sobre los sistemas fisicos que se comportan como péndulos
invertidos, asi como las aplicaciones y desarrollo que tienen éstos en la actualidad. El enfoque
dado en este trabajo va dirigido hacia los vehiculos de transporte terrestre.

Se hizo una revisién en la literatura sobre los métdos de diseno y control de los péndulos
invertidos moviles.

Se obtuvo el modelo matematico del sistema péndulo invertido, tanto dindmico como cinemati-
co. Con estos modelos se realizaron simulaciones computacionales, obteniendo resultados espe-
rados conforme al andlisis matematico hecho. Se enfatiza que tanto el modelado del sistema
como el desarrollo de la ley de control fueron partes prioritarias del presente trabajo.

El modelo dindmico no lineal del sistema péndulo, se linealizé y adapto a las necesidades de los
controladores y del modelo cinematico.

Fue propuesta una estrategia de control exclusiva para el seguimiento de puntos, lo que promete
varias areas de expancién para el proyecto. Dicha estrategia de control fue aplicada al modelo
matematico del sistema en simulacion, con resultados prometedores.

El prototipado y manufactura del vehiculo péndulo invertido se completd para las evaluaciones
y andlisis de interés. La configuracion del software en la Raspberry Pi 3, necesario para la
ejecucion de algoritmos de control del prototipo, y la comunicacién inaldmbrica por medio de
WiFi es un resultado que se menciona. Con esto se consigué un banco de pruebas disponible y
funcional para trabajos futuros.

Durante el periodo de trabajo de este proyecto se realizé la publicacion y presentacion de un
articulo en el Congreso Mexicano de Robdtica 2017. Siendo parte fundamental de la publicacién
el modelo matematico obtenido de este proyecto de tesis, asi como la implementacion exitosa
del Filtro de Kalman en las senales del sensor inercial.
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